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Sissejuhatus

Kéesoleva t66 uurimisteemaks on pideva keskkonna vorrandite esitamine kdverjoonelistes
liikuvates taustsusteemides. Peamine rohuasetus on seejuures adekvaatsete kovariantsete

esituste tuletamine nn klassikalistele atmosfaaridiinaamika vorranditele.

Pideva keskkonna mehaanika v@rrandid on teada ja kasutusel alates Lagrange’i, Euleri [1] ja
Poissoni  t60dest ca 200 aastat. Temaatika on aegade jooksul avardunud termodinaamika
vorrandite lisandumisega. Kaesoleval ajal loetakse atmosfadridiinaamika baasvorranditeks
lilkumise vektorvGrrandit, pidevusvlrrandit  ja  siseenergia  jaavust kirjeldavat
evolutsioonivorrandit temperatuurile. Materjal on hasti dokumenteeritud monograafiates,
opikutes ([2], [3]) ja loengukursustes [4] ning rakendust leidnud mitmesugustes kliima- ja
ilmamudelites (néditeks HIRLAM, ECMWF mudel, UKMO).

ToO0 eesmargiks on nimetatud vorrandite teisendamine Uldistesse kdverjoonelistesse
koordinaatidesse. Véljateooria tensoraparaat koverjoonelistes koordinaatides kasutamiseks
tootati valja seoses kdverruumide geomeetria kirjeldamise vajadustega ning selle kohta leidub
hulganisti kirjandust ([5], [6], [7]), samuti on pideva keskkonna mehaanika tensorkasitlus
valja tootatud liikumatutes kdverjoonelistes koordinaatides ([8] , [9], [10], [11]) ning isegi
tehtud katse [12] uldistada Navier-Stokes’i vOrrandid liikuvatesse kdverjoonelistesse
koordinaatidesse. Siiski jadb kusimus, mil maéral need tensoranalulsi teoreetilised tulemused
on kasutamist leidnud rakenduslikus atmosfaaridiinaamikas, eriti ilma- ja kliimamudelites.

Kéesoleva t66 pohitees on, et seda on tehtud seni ebapiisavalt.

Iseenesest on kdverjooneliste koordinaatide kasutamine atmosféaéridiinaamikas dldlevinud.
Globaalsete protsesside kirjeldamisel on néiteks vaja rakendada sfaarilisi koordinaate,
ringsimmeetriliste pooriste ja tsiiklonite modelleerimisel kasutatakse sageli silindrilisi
koordinaate. Need koordinaatsiisteemid on ajast s6ltumatud ning lokaalselt ortogonaalsed ning
vorrandite esitused neid stisteemides on hasti tuntud. Atmosféaéri oleku I&hedus hiidrostaatilise
tasakaalu seisundile teeb aga eelistatuks r6hu kasutamise vertikaalse koordinaadina, kus
saadav nn isobaariline koordinaadistik on kdverjooneline vertikaalselt (isobaarpinnad
lainetavad horisontaalselt) ja liikuv (kuna réhk muutub ajas). R6hukoordinaatide edasise
uldistusena ebatihtlase aluspinna korral rakendatakse ka nn maastikkujalgivaid koordinaate,

mis vdivad olla nii ajast s6ltumatud [13] kui ka ajas muutuvad [14].



Kdikidel Kirjeldatud juhtudel on dunaamikavorrandid projekteeritud vastavatesse
kdverjoonelistesse koordinaatidesse koos jargneva rakendamisega numbrilistes mudelites.
Isobaariliste ja maastikkujalgivate koordinaadistike puhul on aga teisendused labi viidud kas
vorrandeid eelnevalt lihtsustades, nditeks hldrostaatilise mudeli puhul, kus vertikaalne
kiirendus loetakse nulliks, vdi on ldhendusi kasutatud projekteerimisel. Nii naiteks ei arvesta
maastikkujalgivaid rohukoordinaate kasutavad mudelid koordinaadistiku litkumisega tldse.
Atmosfédridiinaamika praktikas on tavaks enne vdrrandid lihtsustada ja siis projekteerida.
Antud t60s ehitame kdigepealt adekvaatse diinaamika projektsiooni ja alles seejarel asume
lihtsustama. Selles mottes on lahenemine probleemile uudne ning teema on tanu

rohkearvulistele perspektiivsetele rakendusele aktuaalne.
T60 Ulesehitus on jargmine.

Esimeses sissejuhatavas peatiikis esitatakse atmosfaaridiinaamika pdhivorrandid vektorkujul
ning komponentesituses ristkoordinaatides. Selle peatiiki materjal on aluseks samade

vorrandite kdverjoonelistesse koordinaatidesse teisendamisel jargnevates peatikkides.

Teises peatlikis esitatakse  tensorarvutuse aparaat  kdverjoonelitesse koordinaatidesse
siirdumisel (tuuakse sisse selleks vajalikud suurused nagu jakobiaan ja meetriline tensor) ning
antakse tapsem Kirjeldus eespool nimetatud spetsiaasete kdverjooneliste koordinaatide

erijuhtudest.

Kolmandas peatilikis formuleeritakse liikumisvorrandi ja pidevusvdrrandi invariantne kuju
uldistes mitteorotogonaalsetes koordinaatides, lahtudes peatiikis kaks esitatud tensorarvutuse

pdhimatetest.

Esimese kolme peatliki ulatuses on kaesolev t66 referatiivne ja baseerub peaasjalikult
loengukursuse [15] materjalil. Autoripoolne panus, koondatuna 4. peatiikki on programmi
loomine Maple’is diinaamika projekteerimiseks mistahes etteantud omadustega
mitteortogonaalsesse kdverjoonelisse koordinaadistikku koos rakendamise

demonstreerimisega valitud erijuhtudel.
Kokkuvdtlikult voib t06 eesmarkideks nimetada

e Kirjandusega tutvumine

e Kadverjooneliste koordinaatide ning tensorarvutuse pohimotetega tutvumine



Atmosfadridinaamika vorrandite tuletamine koverjooneliste koordinaatide tldisel
juhul

Maple programmi kirjutamine, mis on vdimeline realiseerima vdrrandite kdverjoonelisi
esitusi

Atmosfédridinaamika  vOrrandite  esitamine  konkreetsetes  kdverjoonelistes
koordinaatstuisteemides



1. Atmosfaaridinaamika vorrandid ristkoordinaatides (htlase

nurkkiirusega poorlevas taustsisteemis

Antud to06s kirjeldatav diinaamika toimub Eukleidilises kolmruumis, mida esimeses peattikis
kirjeldame Cartesiuse koordinaatide vahendusel. Eukleidiline ruum on 18plikumddtmeline
vektorruum, kus on defineeritud skalaarkorrutis. Eukleidiline ruum sobib ruumi kirjeldamiseks
nii, nagu seda mdoistetakse klassikalises flilsikas: ruum on pidev ja tasane ning seega ka
Uhesugune igas suunas (isotroopne) ja igas punktis (homogeenne) [16]. Kui me hiljem esitame
diinaamika vorrandid kdverjoonelistes koordinaatides, siis ruum ise ei muutu kdverjooneliseks,

vaid on endiselt sama Eukleidiline kolmruum.

Atmosfédridiinaamika vorrandid esitame kdigepealt vektoritena Eukleidilises geomeetrias,
koordinaatsusteemi sisse toomata. Vektor on suurus pikkuse ja suunaga, skalaar on suurus,
millel on ainult arvvaartus. Skalaarid ja vektorid on koordinaatteisenduste suhtes invariantsed
— vektorite puhul muutuvad kill nende komponendid, aga mitte vektorid ise [5].
Fulsikaseaduste vektorvorranditena esitamine valjendab seega ka nende seaduste sGltumatust
koordinaatsusteemist, mille futsik voib ise valida. Konkreetseid arvutusi on aga mugavam teha

komponentides, ning selleks on vaja leida vdrrandite esitus konkreetses koordinaatststeemis.
Jargnev toetub peaasjalikult Holtoni [1] ja Coiffier’ [2] monograafiatele.

1.1 Liikumisvdrrand

1.1.1 Lagrange’i vorm

Kui tdhistame kiirusvektori U, siis litkumisvorrandi Lagrange’i vormi voib esitada kujul

dUu 1
% =", -Vp-20xU (1.1)

See vorrand ei ole tuletatud Lagrange’i poolt, nimi tuleneb vérrandis sisalduvast Lagrange’i
tuletisest, millest tuleb juttu hiljem. Valemis (1.1) p téhistab tihedust, p rohku, z vertikaalset
koordinaati, ¢ (x) geopotentsiaali kohavektori x funktsioonina ja & Maa nurkkiiruse vektorit.
Liitkumisvdrrandi saame, rakendades Newtoni teist seadust pidevas gaasilises keskkonnas:
vorrandi vasakul pool on kiirendus ja paremal pool seda pohjustavad joud thikmassi kohta.
Teisiti 0elduna valjendab liikumisvdrrand eriimpulsi jaavust. Siin réhu gradientjoud ja
raskusjoud on nd fundamentaalsed ehk reaalsed joud, mis ei sbltu taustsiisteemi valikust,

Coriolise joud on aga ndiv ehk inertsijoud, mis tuleneb tauststisteemi liikumise kiirendusest,



antud juhul sellest, et vaatame liikumist podrleva Maa suhtes. Hiljem demonstreerime ka
Coriolise  jou tekkimist koordinaaditeisendusel, kus suundume paigalseisvast

ristkoordinaadistikust Uhtlaselt poorlevasse ristkoordinaadistikku.

Defineerime edasise tarbeks vorrandis (1.1) esinevad liikmed p6éhjalikumalt. U on materiaalse
osakese kiirusvektor. Defineerime materiaalse osakese kui mottelise kuitahes véikese, kuid

I6plike mOGtmete ja nullist erineva massiga individuaalne aineosake, mille vdime iga suvalise
punkti Umbrusest vélja eraldada [4]. % on materiaalne kiirendusvektor, mis véljendab
individuaalse liikuva materiaalse osakese kiirendust.

Gradient on vektor, mis on suunatud skalaarvalja suurima kasvu suunas, ning mille pikkuseks

on skalaarvélja tuletis selle suuna jargi ehk muutumise Kiirus selles suunas. Skalaarvélja

gradientvektorit tdhistame Vp, kus V nimetatakse ka nabla operaatoriks.

Coriolise jou litkmes esinev Q x U téhistab Maa nurkkiiruse vektori ja kiiruse vektori vahelist
vektorkorrutist, mis on samuti vektor. Nurkkiiruse vektor on definitsiooni jargi risti

pOorlemistasandiga, nagu néidatud joonisel 1.

Joonis 1. 2 — nurkkiiruse vektor, w nditab péérlemise suunda. X telg on suunatud itta (east), y telg péhja (north) ja z telg (iles
(up).

Maa nurkkiirusvektori pikkuseks on

21
24-3600

Q| = =7.27-10"%1/s (1.2)

Vaatame lahemalt vektorkorrutise mdistet. Olgu kahe vektori a ja b vektorkorrutis ¢, ¢ = a X

b. Vektori ¢ pikkuse maarab valem
lc| = |a||b|sin(a, b) (1.3)

Vektor c on risti vektorite a ja b méératud tasandiga ning tema suund madratakse nii, et vektorid

¢, a ja b moodustaksid parempoolse kolmiku, mis tdhendab, et vektori c tipust vaadates toimub



vektori a luhim poore vektorile b vastupidi kellaosuti liikumise suunda. Sellest jareldub, et

vektorkorrutis ei ole kommutatiivne ehk tulemus s6ltub korrutamise jéarjekorrast.
Vektorite skalaarkorrutis seevastu annab arvu, mis on maératud valemiga
a-b=a||b|-cos(ab) (1.4)
1.1.2 Lagrange’i vormi arvutus komponentides

Koordinaatstisteem on matemaatiline eeskiri, mis aitab arvude komplekti (koordinaatide) abil
madrata punkti ruumis. Ristkoordinaadistik on madratud, kui on fikseeritud koordinaatide
alguspunkt ja ortonormaalsed baasivektorid. Baasi nimetatakse ortonormaalseks, Kkui
baasivektorid on Uhikulise pikkusega (normeeritud) ja omavahel risti (ortogonaalsed). Sellist

punktist ja ortonormaalsest baasist moodustatud hulka nimetatakse ristreeperiks.

Ristkoordinaadistik vdib olla geotsentriline, st koordinaatide algusega Maa tsentris. Aga nagu
naidatud joonisel 1, vdib seda koordinaatsiisteemi pddrata ja nihutada alguspunkti mingisse
maapinnal asuvasse punkti. Viimasel juhul on kokkuleppe jéargi z telg suunatud seniiti, x telg

itta ja y telg pohja. Kiirusvélja vastavaid komponente téhistatakse x = u, y = v,z =w

Iga vektori saab esitada baasivektorite summana — baasivektori kordajat nimetatakse vektori
vastavaks komponendiks. Vektori komponendid on alati antud mingis konkreetses

koordinaatsusteemis.
Kui tdhistame baasivektoreid ristkoordinaadistikus tdhega i, siis vektori vGime esitada kujul
a= ajii (15)

Siin ja edaspidi kasutame Einsteini summeerimiskokkulepet enk summeerime tle kaks korda
esineva indeksi. Samuti kasutame asjaolu, et ortonormaalses baasis vdib indekseid tfsta ja

langetada suvaliselt.
Kiirusvektori U vdime ristkoordinaatides esitada kujul
U = ui* + vi¥ + wi? (1.6)

Nabla operaator on formaalselt vektor, mille komponentideks on osatuletised

)
V); = o (1.7)

i



Siiski ei ole tegu péris vektoriga, vaid operaatoriga, mis saab sisu alles siis, kui seda millelegi
rakendatakse. Gradient on nabla-operaatori rakendamine skalaarvéljale. Kasutades
ristkoordinaadistiku omadust, et baasivektorid on konstantsed ehk ei sdltu koordinaatide
vaartusest (see eeldus ei pruugi kehtida teistes koordinaatststeemides), voime vorrandis (1.1)

esinevad gradiendid Cartesisuse koordinaatides komponentide abil lahti kirjutada kujul

_ ik Wy g

Vp—axl +6yl + 3,1 (1.8)
_ i 994y | O

V<D—axl +6yl +3,1 (1.9)

Valemi (1.3) ja vektorkorrutise suuna méaaramise reeglist jareldub, et ristkoordinaadistiku

baasivektorite vahel kehtivad seosed

PXxi*=tYxiV=i*!xi2=0 (1.10)
Exi =iV xiZ=1¥i2xi*=1 (1.11)
Y xi¥x=—-iZiZxi¥ = —i%5i*xiZ=—1¥ (1.12)

Kui tahistame i¥ = il,i¥ = i2,i? = i3, siis vime seosed (1.10)-(1.12) kirja panna kui
il x i% = g d! (1.13)

Kus suurust ;; nimetatakse Levi-Civita simboliks, mis on defineeritud kui

+1, kui ijk on paarispermutatsioon (1,2,3)st
Eijk = —1, kui ijk on paaritu permutatsioon (1,2,3)st (1.14)
0, kui uks voi enam indeksit on samad

Levi-Civita sumboli indeksite tdstmisel ja langetamisel pole mingit tahendust, kuna tema
vadrtus tuleneb alati definitsioonist (1.14) ja on sama kdikides koordinaatsusteemides. Levi-

Civita sumboli abil vdime vektorkorrutise Kirja panna kujul
axb = (ajil) x (bi*) = a;by (¥ X i) = a;bye it (1.15)
Siin kasutasime vektorkorrutise assotsiatiivsust arvuga korrutamise suhtes.

Nidd oleme defineerinud kdik vajalikud operatsioonid ristkoordinaatides ja vdime esitada
vorrandi (1.1) geotsentriliste ristkoordinaatide jaoks, arvestades, et Q = |Q| - i*



10 Kl 20,Upeiji
p 0x; dx;

x p 2+ Clal)

v T

1.1.3 Euleri vorm

Peatlikis 3.2 nditame, et vorrandis (1.1) esineva tdistuletise ehk Lagrange’i tuletise saab esitada
kujul

du ou
S ==+ UV (1.16)

Fudsikaliselt véljendab valem (1.16) seda, et kiiruse muutumine materiaalses osakeses on
tingitud nii osakese asukoha vahetusest kui Kiirusvalja enese muutumisest. Viimast véljendab
parema poole esimene liige a/at, mida nimetatakse ka lokaalseks tuletiseks ja mis

iseloomustab voolamise mittestatsionaarsust ehk kiiruse muutumist fikseeritud ruumipunktis.
Parema poole teine liige kirjeldab kiiruse transporti ehk kaasaskandmist materiaalse osakese

poolt.

Kombineerides valemeid (1.16) ja (1.1) saame liikumisvdrrandi Euleri esituses

au 1

E_—;Vp—qu—F (1.17)
Kus joud F

F=20xU+ (U-V)U (1.18)

Vorrandi parema poole teist liiget saab teisendada kujule
UZ
(U- MU=V (=) +(VxU)xU (119)

Nabla operaatori vektorkorrutist vektorvaljaga nimetatakse selle vektorvélja rootoriks. Rootor
néitab vektorvélja pooriselisust. Kiirusvélja rootorit nimetatakse ka suhteliseks p6drsuseks

(vorticity)

10



E=VxU (1.20)
Atmosféari absoluutseks poorsuseks nimetatakse aga suurust
E=20+4+E (1.21)

Selle abil vdib jou F esitada kujul
F=|7(U?2)+E><U (1.22)
1.2 Pidevuse vorrand

Kui liikumisvorrand valjendas eriimpulsi jaavust, siis pidevuse vorrand valjendab massi

jaavust. Tavaliselt nimetatakse pidevuse vdrrandiks selle Euleri kuju

ap__ .
i V- (pU) (1.23)

Vasakul on tiheduse muutumiskiirus fikseeritud ruumipunktis ning paremal aine voog

uhikruumala kohta l&bi seda ruumipunkti imbritseva I6pmata vaikese kuubi.

Kui arvestame, et V on pdhimdtteliselt tuletise vBtmise operaator ning seega talle kehtib

korrutisest tuletise votmise reegel, saame vektorseose
V-(pU)=pV-U+U-Vp (1.24)

Ning kui arvestame jalle ajalise taistuletise kirjutamist kujul
—=—t+U-V (1.25)

Siis saame pidevuse vOrrandi Lagrange’i kuju

v _ _ y.
pri pvV-U (1.26)

Siin on vasakul tiheduse muutumise Kiirus liikuvas materiaalses osakeses ning paremal aine

voog l&bi selle osakese valispinna Ghikruumala kohta.
1.3 Temperatuuri evolutsioonivérrand

Temperatuuri vorrand véljendab liikuva vooluosakese energia jdévust. Selle saab tuletada, kui
rakendada termodiinaamika esimest seadust liikuvale osakesele, vaadeldes seda ideaalse gaasi

lahendis elementaarse termodinaamilise siisteemina.

11



arT RT dp
—=——++ 1.27
dt cpp dt Q ( )

Siin T tahistab temperatuuri, R on gaasikonstant, c, on isobaarne erisoojus ja Q on defineeritud

kui

Q:

w
— (1.28)
Cy

Kus W on soojusallikate tihedus ja c,, isohoorne erisoojus.

Temperatuuri evolutsiooniv@rrand ei vaja kdverjoonelistesse koordinaatidesse suundumisel
teisendamist, kuid mainisime ta siin dra kui sisteemi téielikuks kirjeldamiseks vajamineva

vOrrandi.

12



2. Kdverjoonelised koordinaadid

2.1 Ristkoordinaatidelt kdverjoonelistesse koordinaatidesse siirdumine

Analoogiliselt Cartesiuse koordinaatidega v8ime punkti (x,y,z) madrata ka mingi teise
koordinaatsiisteemi abil. Olgu esialgsed koordinaadid tahistatud xI : x*,x2,x3 (x}=x, x?=y, x3=2)
ja kolm koverjoonelist koordinaati margistatud kui q“ : g',g%0°. Koordinaatteisenduseks
nimetatakse eeskirja, mis seob omavahel erinevad koordinaatstisteemid

xt=x'(q",q%q)
x2 — xZ(ql,qZ’qB) (2.1)
x* =x%(q',9%q%)

See on no otseteisendus. Et koordinaadid mé&dravad punkti asukoha uheselt, siis peab

koordinaatteisendusel leiduma ka pdordteisendus
gt = qt(x,x% x3)
q* = q*(x*, x%,x3) (2.2)
¢ = q3(xt, x2,x3)
Nende funktsioonide kohta eeldame, et nad on pidevad koos esimest jarku osatuletistega.
Kui funktsioon f on teada vanades koordinaatides, siis uutes koordinaatides on f defineeritud
kui
@ = flx/(q™)] (23)
Leiame selle funktsiooni gradiendi uutes koordinaatides vanade kaudu ahelreegli abil

or _ or oxf _pof

aq* ~ axP aqe @ gxB (24)

B . . o . .
Kus ]f = ZL on teisenduse Jacobi maatriksi J(gqt, g2, ¢3) = Z_: maatrikselemendid

qa
af
(w\ i o [o0)
O (|1 ;2 13)|29f 24
a2z | =2 J2 12 || 52 (2.4)
of s 5 B3\
aq3 0x3

13



Kokkuleppe jargi teisendusmaatriksi reaindeks on alumine ja néitab, millise koordinaadi jargi

voetakse tuletist, veeruindeks aga tilemine ja néitab seda, millisest koordinaadist seda voetakse.

Jacobi maatriksiga J(g, g2, g*) seondub edasise kasitluse jaoks vaga oluline suurus - Jacobi

maatriksi determinant ehk jakobiaan
D(q", q% q*) = det](q", ¢* ¢*) (2.5)

Teisenduse jakobiaan ei tohi saada kusagil nulliks, see tagab vanade ja uute koordinaatide

Uksuhese vastavuse [6].

Analoogiliselt vOime leida gradiendi vanades koordinaatides uute kaudu, ning saame

tagasiteisendusmaatriksi ehk podrdteisenduse Jacobi maatriksi.

of _ of oaf _ 8 of
ax®  agBaxx ~ @ ggqB (2.6)
. (RRB
m= ]} ]_22 ]_23 =](x1'x2'x3) (2.6°)
71 72 73
3 I3 I3

Niimaaratud poordteisenduse maatriks J on definitsiooni kohaselt esialgsete Cartesiuse
ristkoordinaatide {x?, x2, x3} funktsioon. Kuna pdéordteisenduse maatriksit laheb tarvis mitmel
pool kdverjoonelistes koordinaatides (nt meetrilise tensori esitamisel), siis on oluline tema

esitamine uute koordinaatide funktsioonina.
Kui asendame vorrandis (2.4) gradiendi vanade koordinaatide jargi vorrandist (2.6), saame

of _ 24k 0 o

g™ - axaaq_ﬁm (2.7)
IImselt peab kehtima
]E]_g =6 (2.8)
Kus 6 on Kroneckeri delta
Lkuia=y
Y _ )
O = {O, kuia +vy (29)

Vorrand (2.8) naitab, et teisenduse ja poordteisenduse maatriksid on teineteise
poordmaatriksid, Seega saame poordteisenduse Jacobi maatriksi esitada uute koordinaatide

funktsioonina, poorates maatriksi J(q1, g2, ¢*)
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1(q¢", 9% ¢*) =[1(q" q% q*)] . (2.10)
2.2 Vektorid ja tensorid kdverjoonelistes koordinaatides

2.2.1 Vektorite esitamine kdverjoonelistes koordinaatides

Toetudes allikale [7], kirjeldame kompaktselt vektorite esitamise pBhiideed kdverjoonelistes

koordinaatides koos vastavate valemitega.

Kdverjoonelistes koordinaatides voib vektori samavéarselt esitada kahes erinevas baasis ja
kahe erineva komplekti komponentidega, mis ristkoordinaadistikus kokku langevad. Neid

baase nimetatakse puutuja ehk pdhibaasiks e, ja kaas- ehk normaalbaasiks e“.
a=a,e=dfeg (2.11)

Komponente a,, aPfnimetatakse vastavalt kovariantseteks ja kontravariantseteks

komponentideks.

Esitame joonise 2 kahe erineva baasi illustreerimiseks nii kolme- kui kahemddtmelise juhu

jaoks.

Joonis 2. Vasakul on kujutatud péhi- ja kaasbaasi vektoreid kolmemdétmelisel juhul (taustal esialgne ristkoordinaadistik)
ning ruumalaelemendi paigutust mééda koordinaatjooni q*. Paremal pool on baasid kujutatud kaheméétmelisel juhul ning
esitatud lks ja sama vektor a nn réépkiilikureegli alusel nii ko- kui kontravariantsete komponentide summana.

Kaashaasi saab esitada poordteisenduse maatriksi abil
e = ]_;"ii (212)

Pdhibaasi aga teisenduse maatriksi kaudu
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ex = Jii (2.13)

Kui oleme pdhi- ja kaasbaasi niimoodi defineerinud, siis vorrandi (2.8) ja Cartesiuse

baasivektorite ortonormaalsuse pdhjal need baasid on lksteise suhtes biortonormaalsed
e, eb =687 (2.14)
Samas ei kaasbaas ega ka pGhibaas ise ei ole ortogonaalsed.

Tahistagu prim’iga liilkmed vektori komponente uues baasis ning prim’ita litkmed komponente
vanas baasis. Vektori vanad koordinaadid uute kaudu saame esitada

a% = Jja ' (2.15)

a = _;-"a’a (2.16)
Vektori uued komponendid vanade kaudu

a®=Jfa (2.17)

a', =]éaj (2.18)

Et leida vektori komponente konkreetses baasis, tuleb vektor projekteerida sellesse baasi.

Naiteks kontravariantsete komponentide leidmiseks tuleb korrutada vektorit skalaarselt e/-ga.
a/ =el-a=a%Ce-e,) =ag(elef) (2.19)

Siit tuleneb ka seos kontravariantsete komponentide arvutamiseks kovariantsete komponentide

kaudu
al = Gjﬁaﬁ (2.20)

kus tensorit G nimetatakse meetriliseks tensoriks. Tema kontravariantsed komponendid on

antud valemiga
GP =e"-eb (2.21)

Meetriline tensor on stiimmeetriline teist jarku tensor. Operatsiooni (2.20) nimetatakse indeksi
tdstmiseks.
Analoogiliselt saame defineerida indeksi langetamise operatsiooni

aj = e;-a = aP(ej-eg) = GjgaP (2.22)

] )
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kus tensori G kovariantsed komponendid on antud valemiga
Gop = €4 " €8 (2.23)
Kui rakendame indeksi tdstmise ja langetamise operatsiooni jarjest
@/ = G%ay = GI*Gypalf (2.24)
saame jareldusena
Gj“Gaﬁ = 6; (2.25)
See tahendab, et maatriksid G/* ja Gqp ON teineteise poordmaatriksid.

Kui teame baasivektori esitusi ortonormaalses algbaasis, saame anda meetrilise tensori

ilmutatud esituse kdverjoonelistes koordinaatides. Valemite (2.12) ja (2.13) pohjal
T PRI A 7
Gap = €q " €g = J5l; 1i]ﬁ —]a]ﬁ (2.26)
Gaﬁ = e%. eB =]_lal] . ll]_lﬁ =]_la]_lﬁ (2.27)

Meetrilise tensoriga on koordinaatsusteem igas ruumipunktis taielikult kirjeldatud.

2.2.2 Vektorkorrutis kdverjoonelistes koordinaatides

Baasvektorite vahel kehtivad seosed
e* x ef = %s“ﬁ”ey = De%e, (2.28)
eq X eg = Degp €Y (2.29)

Kus D on otseteisenduse jakobiaan, D podrdteisenduse jakobiaan. Levi-Civita stimboli
indeksite tdstmisel ja langetamisel pole kil sisulist tahendust, kuid paigutame need nii, et saaks

toimuda summeerimine vastavalt summeerimiskokkuleppele.

Vorrandid (2.28) ja (2.29) tulenevad vektorkorrutise definitsioonist, mille esitasime esimeses
peatiikis. Vorrandi (2.14) pohjal baasvektor elon risti vektoritega €j_1 ja e, ehk risti nende
mé&é&ratud tasandiga ning sama kehtib pbhibaasi baasivektorite kohta kaasbaasi suhtes. Levi-

Civita simbol hoolitseb, et mérk oleks dige. Kiisimus on ainult vordetegurites 1/D ja D.

Veendume valemi (2.29) vordeteguris ndite pohjal. Vektorkorrutise y-s komponent on vordne

tema projektsiooniga samasse baasi
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(eq X e€p)y =(eqgXeg) e, =D gyp, (2.30)

Votame a = 1, B = 2, y = 3 ja esitame baasivektorid valemi (2.13) abil, siis vasemal saame

ax%, B 0x axY . ox® 9xP ox¥
. - (= 22 3Y = iB iy —
(e1 X ez) €3 = (aq1 1" X1 6q2) 1 (l X1 ) g1 aqz 6q3

ax® axP ax arB 1y
CaBy 3qt 0q2 0q° Eapyli)z )3 =D (2:31)

Kuna kolmekordne summa eaByh]Z]g langeb kokku maatriksi J determinandi D arvutamise

eeskirjaga [8].

Kuna segakorrutis ei muutu indeksite tsuklilisel umbertdstmisel, siis on see tulemus sama
indeksite a, B,y tsuklilisel roteerimisel. Analoogiline on juhtumi D = 1/D Kasitlus, kus saame
(e'xe?)-e3 =& iyers =D
Vektori ¢ = a X b vdime esitada kujul

c=c’e, = ae® x ePby

(2.32)
c=c,e¥ = a%, X egh?

Vektorkorrutise kontravariantse komponendi esituse saame, korrutades esimest valemit 1abi
e/-ga

¢/ =e - (a,e” x ePbp) = a,bpel - (e* x ef) (2.33)

Mis annab

¢ = 581“5 aqbg (2.34)
Analoogselt voime teist valemit korrutada e;-ga, mis annab meile avaldise vektorkorrutise

kovariantsete komponentide jaoks korrutatavate vektorite kontravariantsete vektorite kaudu

¢j = Déjop a®bP (2.35)

2.3 Kdverjooneliste koordinaatide naiteid

Koordinaatsusteemi nimetatakse ortogonaalseks, kui igas koordinaatjoonte 18ikepunktis leitud
koordinaatjoonte puutujavektorid on punktis ortogonaalsed. Kdverjoonelised koordinaadid

vOivad olla nii ortogonaalsed kui ka mitteortogonaalsed.
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2.3.1 Ortogonaalsed kdverjoonelised koordinaadid

Siin tutvustame silindrilisi ja sfaérilisi koordinaate. Silindrilises koordinaatstisteemis z-telg
jaab samaks nagu ristkoordinaatides, aga punkti asukohta x,y tasandil iseloomustatakse nurga
ja radiaalkoordinaadi abil. Tahistame silindrilised koordinaadid q' =r, q2 =0, q3 =z.
Geomeetrilised seosed vanade ja uute muutujate vahel on kujutatud joonisel 3.

z

(x,y,z) (r, g, z)

B |

x hn‘n{‘j

Joonis 3. Esialgsed ristkoordinaadid ja uued silindrilised koordinaadid.
Uleminekuvalemid silindriliste koordinaatide jaoks on
x =1 cos(0)

y =r1-sin(0) (2.36)

zZ =12

Teisenduse maatriksiks saame

cos(6) sin(d) O
Jg(r,0,2) = (—r -sin() 1 cos(H) O> (2.37)
0 0 1
Ning vastavalt valemile (2.10) podrdteisenduse maatriksi
cos(6) sin(9) o0\ ' [cos(®) sin(6) 0
JE(r,6,2) = (—r -sin(@) 1 cos(H) 0) = —Smrﬂ %@ 0 (2.38)
0 0 1

0 0 1
r ja 6 koordinaatjooni on kujutatud joonisel 4
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Joonis 4. r ja 8 koordinaatjooned esiaglse xy tasandi suhtes. z koordinaat on joonise tasandiga risti
Kuna teame, et ringjoone puutuja on igas punktis risti raadiusega, on silindriliste koordinaatide
ortogonaalsus intuitiivselt arusaadav. Et seda matemaatiliselt néidata, peaksime leidma
baasivektorid e’,e® e* vastavalt valemile (2.12) ja nditama, et nende omavahelised

skalaarkorrutised on vdrdsed nulliga.

s in(e) . 0. N
Saame e’ = cos(0) i* + sin(0) ¥, e® = —%le +&r()1y, e? = i* ning naeme, et e’

cos(8)

e® = (cos(8) i* + sin(8) ) - (— 122 ix + @y = — cos(0) 2 + sin(0) 0,

e’ e? = (cos(8)i* +sin(B)i¥) i =0,e?-e? = (— Sinr(e) ix + COSF(G) iY) iz = 0.

Meetrilise tensori ko- ja kontravariantsed komponendid silindrilistesse koordinaatidesse

suundumisel saame arvutada teisendusmaatriksitest (2.37) ja (2.38) valemite (2.26) ja (2.27)

alusel
1 0 O
1
G*¥ =10 = 0 (2.39)
0 O
1 0 O
Gep =10 1% 0 (2.40)
0O 0 1

Meetrilise tensori diagonaalsus naitab, et koordinaatjooned on risti igas ruumipunktis ning

reeperid on ortogonaalsed. Diagonaalil asuvad sel juhul mastaabitegurite h; ruudud

= JG_” (2.41)

ar
dqt

i
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Mastaabitegurid kirjeldavad punkti asukoha muutust ruumis koordinaatjoonte teisenemisel.
Kui punkti koordinaatidega (g, q? g3) nihutatakse ruumis infinetsimaalse nihke
(dsq,ds,, ds3) vorra, siis on see seotud nihetega modda koordinaatjooni mastaabitegurite
kaudu [2]

d51 = hldql, dSZ = hquz, dS3 = h3dq3 (2.42)
Skaalategureid kasutatakse ka vektori nn fiilsikaliste komponentide saamiseks, millel on

flisikaliselt mottekad dimensioonid. Naiteks dg? = d6 ei oma dimensiooni, aga ds, = rdf

on pikkuse dimensiooniga ning tema jagamisel dt-ga saame kiiruse dimensiooniga suuruse.

Silindrilisi koordinaate kasutatakse atmosfééridiinaamikas lokaalsete pdoriste, naiteks
trombide modelleerimisel. Globaalsete protsesside Kkirjeldamiseks kasutatakse sfaarilisi
koordinaate, kus koordinaatideks on radiaalkoordinaat (raadius) r, polaarnurk 6 ja
asimuutnurk ¢. Vastavalt erinevatele kokkulepetele on nurgad ¢/¢ ja 6 monikord dra
vahetatud. Uleminekuvalemid ristkoordinaatidest sfaarilistesse koordinaatidesse siirdumisel

on
x =1-cos(¢) -sin(H)

y =r-sin(e) - sin(0) (2.43)

z=r1"-cos(8)
Vastavad Jacobi maatriksid on

cos(p)sin(0)  sin(p)sin(0) cos(0)
]g (r,p,0) =| —rsin(p)sin(0) rcos(p)sin(H) 0 (2.44)
rcos(p)cos(8) rsin(@)cos(8) -—rsin(0)

cos(p)sin(0) sin(p)sin(8) cos (9)\
0

_ __ sin(¢) cos(¢)
Jg(r,8,2) = rsin(6) rsin(8) (2.45)
cos(¢p)cos(0) sin(¢@)cos(6) sin(@)/
r r r

kust saame (2.26)-(2.27) abil meetrilise tensori komponendid

1 0 0
1
Gaﬁ = 0 r2sin2(0 0 (2.46)
o 0 =
r
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1 0 0
Gop = (0 r2sin?(0) 0) (2.47)
0 0 r?

Meteoroloogias kirjeldatakse isopotentsiaalpindu sfadridena ning vastavalt kasutatakse tihti
sfadrilisi  koordinaate, kuid nditeks t66s [17] on need asendatud sfaroidaalsete
koordinaatidega, mis arvestavad paremini planeedi Maa kujuga ning ndiva gravitatsiooni
meridionaalseid variatsioone.  Sfaroidaalsed koordinaadid on elliptiliste koordinaatide
kolmemddtmeline Gldistus ning need on lokaalselt ortogonaalsed, kui vertikaalset mddet ei
ole deformeeritud. Vertikaali deformeerimine toob kaasa koordinaatide muutumise lokaalselt

mitteortogonaalseteks ehk lokaalselt afiinseteks.
2.2.2 Mitteortogonaalsed kdverjoonelised koordinaadid

Esimeseks atmosféaridinaamikas kasutuselevbetud lokaalselt —mitteorotogonaalseks
koordinaatsusteemiks olid réhukoordinaadid, mida nimetatakse ka isobaarilisteks voi p-
koordinaatideks. Need vattis kasutusele Arnt Eliassen 1948. aastal, kes pGhjendas seda eeskaétt
vorrandite lihtsustamisega [18]. R6hu kasutamine sdltumatu vertikaalse koordinaadina on
Oigustatud, kui rohk on kérguse monotoonne funktsioon, st kui kehtib tingimus

op

P <0 (2.48)

Selle tingimuse vBib atmosfaaridiinaamikas peaaegu kdikjal kehtivaks lugeda [19].

Kui tegu ei ole téieliku hiidrostaatilise tasakaaluga ning atmosfaér liigub, s6ltub rohk ka teistest
koordinaatidest peale kBrguse ning isegi ajast: p=p(x,y,z,t). Samas x ja y on réhukoordinaatides

samad, mis ristkoordinaatides. Teisendusvalemid vdib anda kujul
X=X

y=y (2.49)
z=12z(x,y,pt)

Esitame réhukoordinaatide kohta selgitava joonise 5.

22



7 = 00
p=l

¢ 3PP

q:f}'.:J:P [ i

q'(,2)=p+tAp — s

P

Joonis 5. R6hu koordinaatjooned ehk isobaarjooned (lillad) kujutatud kahemdodtmelisel juhul esialgse ristkoordinaadistiku
suhtes. Lopmata kdorgel loeme réhu nulliks.

Teisenduse ja poordteisenduse maatriksiteks saame

1 0 az(x,y,p,t)\
ox
z(x,y,p,t)
][a?: (x; v, p, t) =0 1 dy | (2.50)
0 0 az(x,y,p,t)/
dp
/ 1 0 0 \
_ 0 1 0
]g (x,y,p,t) = | 9z(x,y.p.t) 0z(xy.p.t) | (2.51)
_ dx _ oy 1
9z(x,y,p,t) 9z(x,y,p,t) 9z(x,y,p.,t)
ap ap ap /

Maatriks (2.49) on saadud maatriksi (2.48) podramisest. Vordlusest poordteisenduse maatriksi

L L apoz . @ WOz o o
definitsiooniga naeme, et kehtib 22 = —22ZZ ning 2 = — 222 Fjisikaliselt valjendab
ox 0z 0x dy dz dy

miinusmark siin seda, et dz<0 korral on dp>0 [1].

Vertikaalse koordinaadina vdib réhu asemel vaadata iga suvalist kérguse vdi rohu monotoonset
funktsiooni ehk no dldistatud korgust, mille alla mahuvad k&ik atmosfaaridiinaamikas

kasutuselolevad kdverjoonelised koordinaadid.

Néiteks réhukoordinaatide puhul tekivad arvutuslikud probleemid &&retingimuste méaramisel
atmosfaari alumistes kihtides ning jarsu orograafia (nt magede) laheduses, millest
vabanemiseks suundutakse maastikujélgivatesse koordinaatidesse, mida voib defineerida nii
rohu kui korguse kaudu. Enim levinud on r6hu taandamine aluspinna suhtes ehk
sigmakoordinaatidesse suundumine, mille vottis kasutusele Phillips 1956. aastal [20].

Sigmakoordinaat on méaaratud valemiga
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— p(x,y,z,t)

Ps(y.0)’ (252
kus p, tahistab aluspinna réhku. Ulemineku x,y,z — x, y, o maatriks on
0z dz (0p 1 _i%
Lo 245G 5)
JgC,y,ot)=10 1 9z 4 9z (a—pi—i%) (2.53)

ay % Yy ps ps 0x
0z
0 0 = /

Sigmakoordinaadid aitavad kill leida lihtsamaid aaretingimusi atmosfaari alumistes kihtides,
kuid muudavad tingimuste leidmise kérgemal keerulisemaks, kui oleks réhukoordinaatide
puhul. Seepérast sigmakoordinaatide edasiseks uldistuseks on eta- ehk hibriidkoordinaat,
mis tahetakse maa lahedal kdituma panna kui sigmakoordinaat, kdrgemal aga kui keskmise
merepinnataseme suhtes taandatud réhukoordinaat. Esimesena votsid hdbriidkoordinaadi
kasutusele Simmons ja Burridge 1980. aastal [13]. Meie anname etakoordinaadi definitsiooni
kujul

p(x,y.2,t)
@(x,y,2,)ps(x,y,)+[1-9(x,y,2,t) Do

n(x,y,zt) = (2.54)

Siin  ¢@(x,y,z,t) on kaalufunktsioon. Na&eme, et juhul ¢(x,y,z,t) =1 saame
sigmakoordinaadid, juhul ¢@(x,y,z,t) = 0, on tulemuseks keskmise merepinnataseme réhu
suhtes taandatud rdhk n(x,y,z,t) = p(x,y,z,t)/p,. Proovime leida kaalufunktsiooni, mille
puhul madalatel kdrgustel saame sigmakoordinaadid ja suurtel koérgustel tavalised

rdhukoordinaadid, st nduame

lim o(x,y,z,t) =0, lim ¢@(xy,2t)=1. (2.55)
Z—00 z-h(x,y)

Lihtsaima kaalufunktsiooni perekonna annab

p(xy.z,)]%

o(x,y,2,t) = [ps(xyt) , a>0 (2.56)
Naiteks a = 1 korral
p(x,y,2,t) p(x,y,2,t)
xX,v,zt) = = =
n(xy,zt) 72”2’8’;'8;,5(,(_%@4,[1_722’235'3],90 p(xy,z,t)+[ps(x,y,)-p(x,y,2,t)]po /Ps(x.y,1)
,V,Z,t
p(x,y,zt) (2.57)

p(x,y,z,)[1- po/ps(x,y.t) 1+po

Hubriidkoordinaat on ilmaennustumudelites tihti eelistatud koordinaat.

Maastikujalgiva koordinaadi vdib defineerida ka kdrguse abil, mispuhul vdiks seda nimetada

taandatud korguseks. Sigma- ja habriidkoordinaatidest eristab seda soltumatus ajast.
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Taandatud kdrgust vOib defineerida mitmel moel, kuid esimest ja tht lihtsaimat varianti
tutvustasid 1975. aastal Gal-Chen ja Somerville [9] kujul

H(Z_Zs(x,)’))

H-z,(xy) (2.58)

z*(x,y,z) =

Siin z, tahistab orograafia kérgust ning H tahistab kasutatava mudeli Glemist piiri. Teisendusest
(2.56) saab identsusteisendus nii Glemisel piiril z = H kui lameda orograafia z; = 0 puhul.

Otseteisenduseks on

Z*(H_ZS(ny))

— + z,(x,y) (2.58)

z(x,y,z%) =

Vastavad teisenduse ja pdordteisenduse maatriksid on

aZS *
—>(H-z")
ax
/ 1o =42 \
Jg 9y =| %s(H-z") |
g(x,y,2%) = 0 1 & | (2.59)
H
0 0 H-2zg /
H
1 0 0
_ 0 1 0
a *Y
Jg(xx,y,z7) = 950, Zs0H) (2.60)
H-zg H-zg H-zg

Kdikidel nimetatud koordinaadististeemidel on omad eelised ja puudused, mis on seotud
adretingimuste maaramisega vOi laiemas mottes diinaamikavorrandite lahendamisega. Selle
t06 eesmark ei kull vorrandite lahendamine, vaid nende esituste saamine, kuid korrektsete

esituste tuletamine v@ib aidata valida optimaalsemat koordinaadislsteemi.
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3. Dunaamika vorrandid kdverjoonelistes koordinaatides

3.1 Diferentseerimine kdverjoonelistes koordinaatides
3.1.1 Materiaalne kiirus

Kuna atmosfadridunaamikas defineeritud materiaalne tuletis, millest tuleb juttu jargnevates
peatiikkides 3.1.2 ja 3.1.3, sisaldab Kiirust, seletame kdigepealt lahti kiiruse mdiste ning kiiruse

komponendid, mille eristamine koordinaadivahetusel vaib vajalikuks osutuda.

Iga materiaalne osake pidevas keskkonnas liigub modda kindlat trajektoori. Kui jagame piKki
trajektoori tehtud elementaarnihke vektori dx nihke sooritamiseks kulunud ajaga dt, saame
kiirusvektori

dx eq Ax%
U=—=j*—
dt dt

= e, U* = ePUp (3.1)
Teades kiiruse ko- vOi kontravariantseid komponente, saame vastavalt teised komponendid
tuletada indeksi tostmise/langetamise valemite (2.24), (2.27) abil. Tavaliselt on vaja teada
kiiruse kontravariantseid komponente ja neid Gritame me niid leida. Selleks paneme esmalt

kirja nihkevektori nii rist- kbverjoonelistes koordinaatides

dx = eq(xP,t) dg*(x",t) = iqdx*(qP,t) (3.2)
Vorrandit (3.2) dt-ga labi jagades saame kill valemis (3.1) seisva absoluutse kiiruse esialgses
ristkoordinaadistikus, kuid kiiruse mdistet kdverjoonelistes koordinaatides tuleb veel selgitada.

Selleks kirjutame taisdiferentsiaalid lahti kujul

daq“ daq“ _
a [s’ _Ja B a
dq E)xﬁd +_0t dt = Jgdx* + Jgdt
(3.3)
Iy 0x* x% _1aggb 4 19g
x aqﬁ ot Jpdq” + Jodt

Kontravariantsed kiirusekomponendid saame vastavate nihkevektori komponentide

labijagamisel dt-ga

g% =JgiP +J§
(3.4)
2 =154 +J§

Tahistused aa__ Jo Ja "’ait—jgf tulenevad sellest, et oleme samastanud aja nullinda

koordinaadiga. Need liikmed on nullist erinevad ainult liikuvas koordinaadistikus ning
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kirjeldavad nad reeperi liikumiskiirust. Seega peame tldjuhul eristama suhtelist ja absoluutset
kiirust, mis langevad kokku vaid paigalseisvas koordinaatsiisteemis. Uldjuhul peame
absoluutse kiiruse saamiseks suhtelisele kiirusele juurde liitma reeperi litkumise Kiiruse.

Vektorkujul vdime absoluutse kiiruse kirja panna jargnevalt

Uu=U'+U° (3.5)
kus suhteline kiirus on U’ = e;q' ja reeperi liikumise kiirus on U? = e;U°. Leiame seose

komponentide U jaoks. Selleks korrutame vdrranditest (3.4) esimest e,-ga ja teist i,-ga.

_ _ aq“
eqd® = e J5if + e J§ = igkf +eq ;t
(3.4)
Cod s 1A g, 0x°
igx® = la]gqﬁ +i4Jo = quﬁ t g ot

Need vorrandid vdib suhtelise ja absoluutse kiiruse definitsioonide p6hjal umber kirjutada

kujul

U=U+eJ5=U-1°

(3.47)
U=U" +igJ§ =U" +U°
Jarelikult reeperi liikumise Kiiruse kohta kehtivad seosed
U = —eJ8 =i} (3.6)
Komponentide saamiseks korrutame avaldist (3.6) e’-ga
. dagl _— _i
e Ul = _a_qt =e i i =JlJs (3.7)

3.1.2 Skalaari materiaalne tuletis

Atmosfadridinaamikas defineeritakse kahte liiki tuletisi. Materiaalsed tuletised kirjeldavad
mingi suuruse muutumist liikuvas materiaalses osakeses ning need esinevad jaavusseaduste
Lagrange’i vormis. Materiaalset tuletist (nimetatud ka Lagrange’i vo1 tdistuletiseks)
tahistatakse D/Dt vdi d/dt. Euleri vormi saamiseks peame materiaalse tuletise siduma suuruse
muutumiskiirusega fikseeritud ruumipunktis, mida kirjeldab lokaalne tuletis ehk tavaline

osatuletis aja jargi [1].
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Materiaalse tuletise saab siduda lokaalse tuletisega diferentseerimise ahelreeglit kasutades.
Soltugu skalaarvali ¢ koordinaatidest ja ajast. Kui kirjutame valja tema téistuletise, ndeme, et

sinna ilmub suhtelist kiirust sisaldav liige

d_‘p_diaa‘p 99 =y - V<p+—

dt ~ dt 9q“ at (3.16)
Siin V¢ on skalaarvalja gradientvektor
Vo =e*— (p (3.17)

aq
Vorrand (3.17) on invariantne gradiendi méarang. Arvutustes peame silmas pidama, et

koordinaatteisendustel teiseneb ka normaalbaas e“.

Skalaarvalja materiaalses tuletises esinevat kiiruse ja gradiendi skalaarkorrutist nimetatakse ka
skalaarseks advektsioonioperaatoriks ja tahistatakse

A=U’-V=q“£—a (3.18)

3.1.3 Vektori materiaalne tuletis

Koordinaatidest sdltumatul kujul vdime vektori materiaalse tuletise jaoks Kkirja panna

analoogilise seose nagu skalaarvalja materiaalse tuletise puhul

da_0a . yg =2
&= o +U :Va= py + Aa (3.23)
Proovime nud leida selle jaoks arvutuseeskirja komponentides. Vektori diferentseerimisel

peame arvestama ajast sdltuvust nii komponentide kui baasivektorite jargi. Uldisel juhul

a(qj; t) = ea(qji t)aa (q]' t) = ea(qj' t)aa(qj’ t) (3.24)
Edaspidi piirdume vaid kontravariantsete komponentide ja normaalbaasiga. Seose (3.24)
diferentseerimine annab seose (3.23) kaasamisel

da __ d(eqa®) _ da%* a deq _ (aa“ a) a (aea )
= a G tat o =eq; +Aa”)+a Y + Aeg (3.25)

Komponentide saamiseks peame (3.25) skalaarselt ldbi korrutama el-ga. Kirjutame ka
advektsioonioperaatori lahti komponentides (3.19) pdhjal.

da\/ a deq

(d—:) = +qﬁi+e’ a + gPel 2 205 @ (3.26)

Toome sisse Christoffeli sumbolid, millel peatume pikemalt peatikis 3.1.4. Téhistame
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i Ode j
j.%8e _ pJ
L Fﬁa (3.27)
Kui osatuletis on voetud aja jargi, tdhistame selle
. 0 o i
el 'ait =T (3.28)
Christoffeli simbolite abil saame vektori materiaalse tuletise komponendid (3.26) esitada
da\/ _0a) | nja i o8 (29 | pi e
(dt) = +I,,a" +¢q (aqﬁ+1*ﬁaa ) (3.29)
Selles vdrrandis esinevate liikmete pdhjal saab defineerida vektori kovariantse ajatuletise
j_0a | nj
Ay =—— + I, a® (3.30)
ja vektori kovariantse gradiendi komponendid
j _0d | nj a
ap = PP + I"ﬁaa (3.31)

Vektori gradient on teist jarku tensor, mille saame, kui mdjume gradientoperaatoriga

vektorvaljale

Va = e“a% (aPeg) = e“a’ ey (3.32)

Kompaktsel kujul saame vektori materiaalse tuletise komponendid seega esitada kui

da J i . i
(E) =a), +¢P a;]ﬁ (3.33)

Paneme tahele, et kui koordinaadistik ei sBltu ajast, langeb kovariantne ajatuletis (3.30) kokku

tavalise osatuletisega aja jargi. Analoogiliselt, kui baas ei p6drdu, st kui sqi;= 0 ning

Christoffeli simbolid on nullid, siis langeb kovariantne gradient kokku tavalise gradiendiga.

3.1.4 Christoffeli simbolid

Korrutades vorrandit (3.27) skalaarselt ex-ga v6ime Christoffeli sumbolid defineerida kui

vektori % komponendid baasi ey suhtes [10]

aei _ k
%) = Fij ex (3.35)

Tapsemalt on tegu I liiki Christoffeli stimbolitega. Neid nimetatakse stimboliteks, kuna nende
teisenemiseeskiri ei vasta tensoritele. Christoffeli siimbolid on alumiste indeksite suhtes

simmeetrilised.
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I1 liiki Christoffeli simbolite arvutamiseks vdime kasutada valemit (3.27) ja Jacobi maatrikseid

j . Oer _ 1. a ,B.
Fkl_e]'a_qz_]ala'a_qz]klﬂ ]aaql]k (3.36)
VOime aga arvutamiseks kasutada ka meetrilist tensorit, mis on fundamentaalsem suurus.

Selleks esitame kdigepealt Christoffeli 1l liiki stimbolid Christoffeli I liiki siimbolite kaudu

Fiﬁ- = G (3.37)

kust jareldub I liiki simbolite arvutusvalem

ae de;
Lijx = le = Gpe'-— =eg- 6q; (3.38)
Kuna G;; = e; - e;, saame seose
aGi]’ _ ae] de; _
gk — ©i 5k + ¢ "3k = L + Ligj (3.39)

Leides analoogilised seosed kdikide indeksi permutatsioonide jaoks ning kasutades asjaolu, et

Christoffeli I liiki simbolid on kahe esimese indeksi suhtes summeetrilised, saab naidata, et
Gk 4 G _ 9Gij
I—;fk ( dqt aq) Bq") (3-40)
ning jarelikult Christoffeli Il jarku simbolid on meetrilise tensori kaudu esitatavad
L G (%Gjk | 96k _ Gy
= (aqi t o0 aqk) (3.41)

Viimaks tuletame seose aega sisaldava Christoffeli simboli I}, ja reeperi suhtes liikumise

kiiruse komponentide U%/ vahel. Selleks esitame I/, Jacobi maatriksite kaudu

J o— il 0%k 040 0 (9xFL N _ 9d) o (oxF
fag=e ot oxi' ot (aqa IB) axPB at ( ) ]B ot ]a (3.42)
Siin Jacobi maatriksid on eelduste kohaselt teadaolevad kdverjooneliste koordinaatide ja aja

funktsioonid. /% = J2(t, q%, q% ¢®). Téhistame aja nullinda koordinaadina ning kirjutame

d
R A XD (3.43)

Vorrandi (3.43) abil ning arvestades osatuletiste votmise jarjekorra suvalisust voime vorrandi
(3.42) esitada kujul

]ﬁ aqUJO (3.44)

Sama tahistust kasutades voime U%/ esitada definitsiooni (3.15) p&hjal kujul
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U = ]_éjg (3.45)

Avaldame sellest vdrrandist ]5 -i U% abil, korrutades mdélemat poolt ]j’-‘-ga

JFU%T = JETIS = 615 = J§ (3.46)

Asendades selle valemisse (3.44) saame 16pliku tulemuse

ﬁ Ol
ﬁaq J:u™) (3.47)

3.2 Liikumisvorrandi teisendamine kdverjoonelistesse koordinaatidesse

Alustame litkumisvorrandist Lagrange’i esituses (1.1). Selles esinev kiirusvektor U tahistab
absoluutset kiirust, mis kdverjoonelistes koordinaatides esitub suhtelise kiiruse ja reeperi
omakiiruse summana. Seega saab (1.1) kuju

du’+u%

= —%Vp — V¢ — 20 x (U +U% (3.48)

Teeme sellest vorrandi suhtelise kiirenduse leidmiseks

% = —%Vp - V¢ —2Qx (U +U°% — d(Ut ) (3.49)

Vaorrandis esinevad materiaalsed tuletised Kirjutame lahti peattki 3.1.3 eeskujul, arvestades, et
vektori a rollis esineb vastavalt suhteline kiirus U’ ja taustkiirus U°.

du'y  ag’ 5 0
r) =0 tlad” +q<—+ )

(3.50)

du®\’ au% L UYL
(dt> =0 Tl + I G+ U™

Asendame nendes vdrrandites aega sisaldavad Christoffeli simbolid valemi (3.47) pdhjal ning

Saame

du'  aqs 9
(dt> o I ag VI U™ +"ﬂ(_+ )

(3.50)

du®\’ 9u% . 9 ou®s
( T > — o ]ﬁa a(].BUm)UOO_’ qﬁ( _|_I"] UOU()
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Et vorrandi (3.49) vasakul pool on kontravariantne komponent, peame ka paremal pool leidma

kontravariantsed komponendid, esitades

. . 0p

(Vp) = G'*F —

p aq~
(3.51)

. . 0¢

(Vo)) = Gk —

¢ aqF

Vektorkorrutise esitame vorrandi (3.47) pohjal. Selles esinevad kiiruste kovariantsed
komponendid, mille esitame kontravariantsete komponentide kaudu indeksi langetamise

operatsiooni abil

20 x (U + UOY =2 /%0, (Ggig' + G U™) (3.52)

Olles vorrandi (3.49) litkmed niimoodi komponentides lahti kirjutanud, oleme jéudnud
litkumisvorrandi Euleri kuju komponentesitusele:

"aitj = -G % — G* % — 20480, (Gpig' + GpiU®) - BOL:’ -7} aa? (Jfut)ue

q* (%"‘ ue) -] fgaza gfuhge CIB(STQ;+ T3 (3.53)
Mérgime, et kui koordinaatteisendus ei sdltu ajast ning taustkiirus U° on null (reeper ei liigu),
omandab (3.53) lihtsama kuju

04/ _ 1k v _ Jka¢__ jop _ B_
Pyl pG gk G PP £ .QGﬁq q( +F q%) (3.54)

3.3 Pidevusvdrrandi teisendamine kdverjoonelistesse koordinaatidesse
Pidevusvodrrandi teisendamiseks alustame tema komponentesitusest ristkoordinaatides (1.26)
pdhjal

dp x4«

o Py 0 (3.55)

kus Kiiruse divergentsi teisendame vahetult teisendusmaatriksi abil

0x* 5 0(x%)

m = Ja 9qP (3.56)

kus kiiruse vanades koordinaatides asendame valemist (3.4)
@ R a(JEqr+i¢ ] 3 (3(J%
ax% _ 054 +10):]g]aaq 4 B 2U7) U5) . y_l_]ﬁa(]o :55%+ ﬁ( (]y)qy_l_

axa_a aqh Baqﬁ’ a 5qp 4 a gqB a\ gqh

6(] ) Y a ﬁd])’
6qﬁ ) a (3.57)
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Edasi kasutame seost

oD

1
i
D dj;

T
mis kehtib iga maatriksi ja tema poordmaatriksi paari jaoks [15]. Selle abil saame

9x* _9q% 19D dJg _ 9¢% 1 dD
dx*  9q* ' DJ§ dt  9q%¥ D dt

Tulemusena oleme saanud pidevusvdrrandi kujul

ap 94% ld_D)_
dt+ p(aq“+D dt =0

Edasise lihtsustusena vdime tle minna pseudotihedusele
p@ = Dp
Selleks korrutame vdrrandit D-ga ja saame

dt + aq® =0

Ehk Euleri vormis

0@ 0 (@ga) =
e T aqa(p q )_O

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

Vorrandit (3.63) kasutab naiteks Davies et al [14] maastikujélgiva koérguskoordinaadi puhul,

kuid ilma pseudotiheduse mdistet sisse toomata. Meie aga tdestasime selle vorrandi Gldisel

juhul ehk kd&igi koordinaatsiisteemide jaoks.
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4. Rakendusnaited

4.1 Esitused konkreetsetes susteemides

4.1.1 Coriolise jou tekkimine Uhtlase nurkkiirusega pdérlevasse taustsiusteemi lleminekul

Ajast soltuva koordinaadistiku nditena teeme labi lemineku inertsiaalsest, paigalseisvast
ristkoordinaadistikust Uhtlase nurkkiirusega pdorlevasse ristkoordinaadistikku, joudes

Coriolise jou avaldiseni ldise koordinaatteisenduse kaudu.
Inertsiaalses ristkoordinaadistikus viibimine tdhendab, et hakkame teisendama voérrandit, kus
vorreldes (1.1)ga esinevad ainult ,,absoluutsed* joud, st

du 1 _
E-—;Vp—qu:F (4.1)

Vaatame, kuidas teiseneb v@rrandi vasak pool Uleminekul paigalseisvast koordinaadistikust
x,y,z Uhtlase nurkkiirusega Q {Umber z-telje pdorlevasse taustsiisteemi x',y’,z".

Koordinaatteisendus on siin
x = x' cos(Qt) — y' sin(Qt)
y = x'sin(2t) + y' cos(Qt) (4.2)
zZ =27
Nurkkiiruse vektor on Q = Qis. Teisenduse maatriksid on

cos(2t) sin(2t) O
]g(xl;y',zl)=<—sin(!2t) cos(Qt) O)

(4.3)
0 0 1
~ cos(2t) —sin(2t) O
J5(0,6,p) = <sin([2t) cos(Qt) 0) (4.4)
0 0 1

Meetrilise tensori ko- ja kontravariantsete komponentide maatriksid on thikmaatriksid ning

Christoffeli simbolid on nullid. Uued baasivektorid vanade kaudu (2.13) pdhjal
e; = cos(Qt)il + sin(Qt)i?

e, = —sin(Qt)il + cos(Qt)i? (4.5)

e3=i3
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Suvalise vektori a materiaalne tuletis uutes koordinaatides on

da_ o 0%, adea _ , da® , g0 arke _ o 92°, a0
dt—eadt+a dt—eadt+a at-l-a I}jek—eadt+a Y (4.6)
kus viimane liige
a%€a _ 1. ) o: .1 ) 20 1 . ‘2
a*—==a (=N sin(Rt)i" + 2 cos(Qt)i*) + a*(—N cos(Rt)i" — N sin(Qt)i®) (4.7)
Teiselt poolt

Q x a = 0i3 x a%e, = Ni3 X [a(cos(2t)i! + sin(Qt)i?) + a?(—sin(Qt)il +
cos(2t)i®)] = alf cos(2t)i? — a2 sin(2t) il — a?0 sin(Qt)i% — a?Q cos(Nt)il (4.8)

Vorreldes valemiga (4.7) ndeme, et oleme suvalise vektori materiaalse tuletise jaoks tdestanud
seose

da

_ da“*
E—ea?+ﬂxa (4.9)

Kui a rollis on kohavektor x, saame seose absoluutse kiiruse jaoks

S =U=ed+2xx=U +1U° (4.10)

Rakendame valemit (4.9) kiiruse enda suhtes. Saame

dU _ d(Ur+0xx) _  dUr® , d(Qxx)® __au”® ,
e “dta+ﬂXU teq— +ﬂx(ﬂxx)—ea—dt+ﬂxU+
e, (A xU)*+ e, (% X x) + Q% (Q X x) (4.11)

Eelviimane liige on null, kuna Q on konstantne vektor. Viimane liige on aga tsentrifugaaljoud,
. e n g . g . ~- . . dUu
mida atmosfaaridiinaamikas Uldiselt ei arvestata voi arvatakse raskuskiirenduse sisse. Olles =

niimoodi avaldanud, saamegi liikmeid kokku vottes ja paremale poole viies avaldisest (4.1)

avaldise (1.1) suhtelise Kiiruse jaoks

a_ _lg,_ve— :
vl pr Vp -2 xU (4.12)

4.1.2 Sfaarilised rohukoordinaadid
Piirdume lihtsuse mottes ajast sOltumatu réhuvalja juhuga. Uleminek geotsentrilistelt

ristkoordinaatidelt x,y, z sfaarilistele rohukoodinaatidele ¢, 8, p toimub sel juhul valemitega

x = [rg + h(e,6,p)] cos(p) sin(8)
y = [ry + h(e, 8,p)] sin(p) sin(H) (4.13)
z = [ro + h(e, 8,p)] cos(6)
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1o, on keskmine maa raadius ja h(g,0,p) = r(¢,0,p) —r, on korgus atmosfadris tasemest
1o Ulespoole nurkade ¢, 8 ja réhu p funktsioonina.

Meieloodud Maple programm (vt punkt 4.2) annab teisenduse maatriksi

J§(¢.0,p) =
/sin(e) (% cos(@) —r, sin(@) — sin(p) h) sin(0) (% sin() +r, cos(@) + sin(@) h) %cos(ﬂ) \
= I cos(@) (% sin(0) + r, cos(0) + cos(0) h) sin(@) (% sin(0) + r, cos(8) + cos(0) h) %cos(e) —sin(0) (r, + h) I
oh 6 oh 6 oh o /
%COS(([)) sin(0) %sm(cp) sin(0) %cos( )
mis h < r, korral lihtsustub kujule
. dh , . on . on
sin(6) (% cos(p) —1, sm(<p)) sin(0) (% sin(p) +r, cos((p)) ﬁcos(ﬁ)
| cos(p) (Z—Zsin(e) +7, 605(9)) sin(p) (g—Zsin(B) + 7, cos(@)) 2—2605(9) —sin(@) 1, |(4.14
oh . oh . . oh
P cos(@) sin(0) gsm(qo) sin(6) % cos(6)
(4.14) pooramisel saame
J§ (0. 6,p) ~
sin(e) cos(@) cos(6) Z—Zsin(<p)+rocos(<p) sin?(8)—sin(0) cos(e)cos(w)g—z
7 Sin(6) To To sin(e)%
cos(p) sin(@) cos(6) %cos((p)—rosin(q)) sin?(0)+sin(0) cos(@)sin((p)% 2.5
o 5in(0) To To sin(@)g—; '
—sin(9) 31 sin(6) +roc0s(0)
0 T rol®
Dap
Meetrilise tensori komponentide arvutus lihtsustatud jakobiaanide pdhjal toob avaldistele
2gin? Onoh  9hoh
/ro sin“(6) 3039 59 0p
on oh 2 Ohoh
Gap ~ 26 d¢ To 26 ap | (4.16)
hoh  ohoh (2)2 /
dp 0 dp 06 ap
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G ~

1

dh

—— 0 _ML
ro*sin?(6) arozsinz(a)
oh
1 26
0 —~ ~%n (4.17)
o %TO
oh oh
dp __ 98 1 _
Z—Zr 25in2(8) g—’;roz (%)
Christoffeli simboliteks saame
2 dh «6) 10h
7o 0@ 70 0P
Tap = | cot(6) 0 0 |
1 0h 0 0 /
1o Op
. 1 0h
/— cos(60) sin(0) " \
2 10n 20n 10n
raﬁ =~ | o ¢ ro 00 15 9P | (4.18)
1 0h
\ 0 oo /
dh 0%h 0%h
L1y 20O 900 Fpog
a_h ToSINn a_h a_h
dp dp dp
dh 9%h d%h
o 70 <°1® ~ 553, 1 apo0
ap = oh oh oh
dp dp dp
92h 9%h 9%h
opd¢p dopdb dop?
oh oh oh
dp dp dp
Teisenduse determinant on
D= —sin(@)g—Zroz (4.19)
Potentsiaaligradiendi arvutamisel arvestame, et r6hukoordinaatides réhk on teistest

koordinaatidest soltumatu, nii et Gf"la—pzl

. H . ~
30k pGJ3:g7GJ3, kus H on skaalakdrgus,

defineeritud kui H = ’:TT
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Tabel 1

Liikumisvorrand komponentides seisvate sfaariliste rohukoordinaatide juhul. Esitatud on iga
komponendi korral liikkmed jarjekorras potentsiaaligradient &/ = %GB — Gk ;—(ﬁ, Coriolise

.. 1 2 ¥ . L ; .g,0q i
kiirendus ol = BeJ“BQaGBiq‘ ja advektsiooniliige(Av)’ = qﬁ(# + T34

Liikumisvdrrandis on need liikmed vastandmargiga.

d=p v =¢
@ oh
6—¢(_ﬂ+6_¢>_;0_¢
%rozsinz 0 p  9p) T1Psin?(0)ag
ol 2 Q(ah Oh 4, OhOR )
———Q(—==—0¢ +7, ——w
sin(e)g—hroz 20 d¢p 000
p
(4v)] 09 . op _ op 20h . 10h . ,
— 4+ 96— — + = —— 2 + cot(0) 6 + —— t(6) >
) a()0+<p ag+<pa)ap+roa(p + cot(0)¢ +r06p(pw+co( )1
10h ,
1o Op
qg=06,v =0
o/ dh
g0 (9l o0y 1o
g_hroz p ap/ 1,200
p
ol U, 2sin (@) 4 2RO g OROR
7,°sin“(0)p + —— 0+ ——w
sin(6) 51,2 0699 0¢pdp
p
(Av)/ L 9"’9 20 ) si (9)9_+1ah92+1ah9_+26h92
(pa<p+ 69+wap cosivysin ¢ ro 0@ ro 0@ ¢ ro 00
10h . 10h .
+——0w+——0?
1o 0p 1o Op
d=pv=w
oJ oh oh
1 (gH a9 17 d¢ 00 99
o\ p ap) T g Oh 30
(%) %ro sin?(6) %ro
@l |0
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(Av)/ oh ©) 9%h 9%h
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4.2 Maple programm diinaamika vdrrandite esitamiseks kdverjoonelistes
koordinaatides

Maple on Maplesofti loodud kommertstarkvara, mis omab laialdasi v@imalusi, olles eriti
mugav sumbolarvutuste labiviimiseks ning omades sisseehitatud tensorarvutuse keskkonda.
Graafiline kasutajaliides vOimaldab sisestada valemeid traditsioonilistes matemaatilistes
tahistustes, viia labi numbrilisi arvutusi, aga ka Kirjutada traditsioonilises mottes programme
konkreetsete sisendite ja valjunditega. Viimast vdimalust kasutasime selles td0s
diinaamikavdrrandite teisendamiseks Uhest koordinaatsusteemist teise. Jargneb programmi

lUhike tutvustus, tdpne kood on dra toodud lisas.

Maple programme saab kirjutada erinevate protseduuride defineerimise kaudu, Gmbritsedes
mingi Maple ké&skude jada viidetega proc( ) ja end proc. Proc( ) sulgude sees on véimalik
programmile ette anda eeldefineeritud parameetrid, programm véljastab viimase k&su enne end
proc-i. Protseduuri sees saab kasutada Maple’i teeke ning ka teisi protseduure. Seda v8imalust
kasutades saab 16pliku tulemuse esitada nn superprotseduurina, mis jatab vBimaluse vélja

kutsuda ka vahepealseid protseduure ja ndha vahetulemusi.

Esmased protseduurid, mis defineerimist vajavad, on teisenduse maatriksi, pédrdteisenduse
maatriksi, meetrilise tensori ko- ja kontravariantsete komponentide ning Christoffeli simbolite
leidmiseks. Ko&ik nimetatud protseduurid vajasid sisendparameetritena vaid esialgseid
koordinaatmuutujaid, uusi koordinaatmuutujaid ning nendevahelist Gleminekufunktsiooni.
Jargnevad protseduurid vorrandi (3.54) erinevate osade leidmiseks, kus saab kasutada
eeldefineeritud protseduure, nii nagu neid vastavalt vorrandile vaja laheb. Potentsiaaligradiendi

leidmiseks oli vaja programmi jaoks tépsustada kdrguse parameetrit maapinnast, nii nagu seda
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vastavas koordinaatsusteemis mdista tuleb (programmis tahistatud stimboliga h). Coriolise jou
leidmiseks on vaja parameetritena ette anda kontravariantsed Kiiruse komponendid uues
koordinaatsusteemis ning Maa nurkkiiruse vektor. Viimast on tarvis, kuna erinevatesse
kdverjoonelistesse koordinaatsusteemidesse suundumisel voib olla aluseks nii geotsentriline
ristkoordinaadistik (nt sfaarilistesse koordinaatidesse suundumisel), kus Maa nurkkiiruse
vektoril on vaid z-komponent, kui ka ristkoordinaadistik, mille alguspunkt on nihutatud
mingisugusesse maapinnal asuvasse punkti (nt silindrilistesse koordinaatidesse suundumisel),
kus nurkkiiruse vektor on vastavalt teisenenud. Ka advektsiooniliikme arvutamiseks on vaja

ette anda Kiiruse kontravariantsed komponendid.

Loplik protseduur seisneb vorrandi kolme liikme kokkuliitmisel, kusjuures selle
valjakutsumiseks on vaja ette anda Uhtekokku kuus parameetrit: esialgsed koordinaatmuutujad,
uued koordinaatmuutujad, koordinaatmuutujate vahelised Uleminekuseosed, kiiruse
kontravariantsed komponendid uues koordinaatsiusteemis, k&rguse parameeter uues

koordinaatsusteemis ning Maa nurkkiiruse vektor esialgses koordinaatsusteemis.

Programmi 18pus on defineeritud ka protseduur pidevusvarrandi esitamiseks kdverjoonelistes
koordinaatsusteemides, kuigi seal on programmi abi vaja Uksnes uleminekumaatriksi

determinandi arvutamisel.

40



Arutelu ja kokkuvdte

Antud t60 peamine eesmark oli kirja panna diinaamika vorrandid invariantsel kujul uldistes
kdverjoonelistes suvaliselt liikuvates (deformeeruvates) koordinaatides, kasutades korrektset
tensoranallilisi aparaati. Peamiseks teoreetiliseks tulemuseks vdib pidada liikumisvdrrandeid
(3.53)-(3.54) kiirusele ning pidevusvarrandit (3.63) pseudotihedusele. Et sarnast tlesannet on
pustitatud ka varem, siis proovime siinkohal tulemusi ja ké&sitlusi vorrelda to6de puhul, mis
sarnaselt kdesolevaga tuletavad vorrandid korrektses tensorformuleeringus, kasutades mitte

Uksnes meetrilist tensorit vaid ka Christoffeli simboleid.

Uheks uudseks asjaoluks, mis seda tood teistest eristab, on taustkiiruse ilmutatud kasitlus, mis
on jaanud varasemates t00des kas piisava tdhelepanuta voi tldse vaatluse alt valja. Néiteks ei
tehta eristust absoluutse ja suhtelise kiiruse vahel Arise monogoraafias [8], kus saadakse Kiiruse

tuletise jaoks seos, mis on kooskdlas meie materiaalse tuletise avaldisega (3.29) vaid ajast

sOltumatul juhul, s.t kui F&O = 0 (erinevus on vaid selles, et Aris tegeleb vektori flusikaliste

komponentidega), kuid sellega ka sarnasus piirdub.

Sama kehtib Arisele toetuva Luo ja Bewley artikliga [12], kus uuritakse impulsi jadvust Navier-
Stokesi vorrandi teisendamisel ajas liikuvasse koordinaatsiisteemi. Autorid réhutavad, et
vektori ajalist tuletist ei saa kasitleda sarnasel moel skalaari tuletisega, kuna nii ei arvestata
kdiki olulisi liikmeid, ning toovad sisse suurused, mis vastavad meie t60s absoluutsele ja
reeperi litkumise kiirusele, kuid ei nimeta neid nii ega ava ka nende sisu tapsemalt (néiteks ei
esita kusagil absoluutset kiirust kui suhtelise kiiruse ja reeperi omakiiruse ehk taustkiiruse
summana). Tulemusena langeb Kiiruse materiaalse tuletise esitus kokku kéesolevas to0s
esitatuga ainult lilkumatu koordinaadistiku puhul. Liikuva koordinaadistiku korral on [12]
tulemused valed. Vaid reeperi omakiiruse nulliks muutumisel on nende vorrandid Giged,

taandudes liikumatu koordinaadistiku juhtumile.

Tensoresitust kasutavad ka Charron et al [21], kuid teevad seda neljam&dtmelises formalismis,
suutes Uhteainsasse tensorvorrandisse massi-impulsi tensori kasutuselevotmisega kodeerida nii
pidevus- kui liikumisvdrrandi. Teistsuguse formalismi tottu ei ole tulemused otseselt
vorreldavad, kuigi konkreetsetes siisteemides esitatuna peavad komponendid kokku langema.
Autorid tunnistavad ka, et neljamddtmelise formalismi kasulikkust meteoroloogias pole veel

pdhjalikult uuritud.
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Ka Simarro ja Hortal [22] teevad Ulemineku Cartesisuse koordinaatidelt Gldistatud k&rgust
sisaldavasse koordinaatstisteemi ilma lokaalse ortogonaalsuse eelduseta, kuid kahemdotmelisel
juhul ning ilma x — g arenduseta, tuues kull sisse Christoffeli simbolid, kuid esitades
I6pptulemuse Uldistatud kdrguse tuletiste kaudu. Kuigi nende kasitlus on sarnane kaesolevale,
on see oluliselt vdahem (ldine (teisendatakse ainult Uihte koordinaati), samuti ei eristata liikuva

ja litkumatu reeperi juhtumeid.

Toodud vordlusest varasemate tulemustega néhtub, et kui atmosfaaridiinaamika vorrandite
teisendamine ortogonaalsetesse kdverjoonelistesse koordinaatidesse on hésti teada ning
sfadriliste ja silindriliste koordinaatide erijuhul ka Opikutes kirja pandud, siis Uldiste
mitteortogonaalsete kdverjooneliste koordinaatide osas tihest selgust varem ei olnud ning péris
sellisel kujul, nagu need kédesolevas t00s kirja said, neid varem kirja pandud ei ole (vélja
arvatud loengukursus [15], ja isegi seal on taustkiirus késitlust leidnud vaid episoodiliselt).

du?
dt

arvestamine on Kkorrektse esituse saamiseks vajalik iga liikuva koordinaadistiku puhul.

Taustkiiruse U° viljaeraldamine ja vastava mitteinertsiaalse  taustkiirenduse

Atmosfaaridiinaamika numbrilistes rakendustes on sellisteks ajas muutuvateks
tauststisteemideks réhukoordinaadid ja nendel baseeruvad sigma- ning hibriidkoordinaadid,
mida kirjeldati peatukis 2.2.2. Ajas muutuva réhuvalja vertikaalse réhukiiruse jagunemine
isobaarpinna liikumiskiiruseks (lainetamiseks) ja materiaalse aineosakese suhteliseks
kiiruseks selle isobaarpinna suhtes on dinaamika rakendustes seni olnud mitte Uksnes
labiuurimata, vaid tildse tundmata probleem. Seega peaks edasine uurimus- ja tegevusvaldkond

olema Usna ulatuslik.

Samuti on uueks tulemuseks pidevusvdrrandi invariante kuju pseudotihedusele (3.63), mis on
esmakordselt esitatud dldise liikuva tauststisteemi puhul, sisaldamata samal ajal ilmutatud
kujul taustkiirgust. Sama vormi on kull kasutanud varem nditeks Davies [14] ja Coffier [2]
konkreetses koordinaatsiisteemides, kuid varem ei ole seda formuleeritud invariantsel kujul

suvalise kdverjoonelise mitteorotogonaalse liikuva taustsiisteemide jaoks.
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Summary

Dynamics of continous medium in curvilinear coordinates

The aim of this paper is to derive an invariant formulation of the main dynamic equations of
atmosphere (equation of motion and continuity equation) in the general non-orthogonal
curvilinear coordinates. The equations are first presented in a vector form and in Cartesian
components. Then the general ideas of working in the curvilinear coordinates are discussed
and both orthogonal coordinate systems (cylindrical and spherical) and non-orthogonal
coordinate systems (pressure, sigma and hybrid coordinates) are introduced and described. In
the third part of the paper the general forms of the equation of motion and continuity equation
are derived. We started with distinguishing material velocity components as the relative
velocity (relative to the base) and the velocity of the base itself. Together these components do
give the absolute velocity of the material particle that coincides with the relative velocity in
unmoving, time-independent coordinate systems only. The other important step in
transforming the equation of motion to general curvilinear coordinates was to find correct
formulation of the material derivative. The final results are the equations of motion (3.53)-
(3.54) and the continuity equation (3.63).

In the last part of the paper it is demonstrated how we can derive the Coriolis force from the
general equations if the transition to rotating coordinate system is performed. As an other
example the equations of motion are derived in the spherical pressure-coordinates. A part of
the work was to write a Maple program for deriving of exact equations of motion automatically

for any given coordinate system. This Maple program also is described in the last part of the
paper.

The novelty of this paper lies in using correct tensor analysis in derivation and also in making
the proper distinction between absolute and relative velocities. Thanks to it the correct result
for the equation of motion are derived that we believe haven’t been published before. Also the
general invariant form of the continuity equation is novel, although some authors have used it

formerly in particular coordinate systems.
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Lisa

Jacobi maatriksite leidmine

jakobiaan = proc(xyz, glq2q3, funkisioon) with(tensor) : dim = 3;
x2q = funktsioon;,
glJ compts ‘= array(symmetric, 1 .. dim, 1 .. dim);

glJ compts[1, 1] = 1; elJ compts[1, 2] == 0; glJ compts[1,3] = 0;
glJ compts[2,1] = 0; glJ compts[2,2] = 1; glJ compts[2,3] = 0;
glJ compts[3, 1] = 0; glJ compts[3,2] == 0; glJ compts[3,3] == 1;
glJ = create([ -1, -1], op(gl] compts) );

Jacobian(glg2q3, x2q, gJx, xJg);

op(xJgq);

xJg ¢ = get compts(xJg);

end proc:
paordjakobiaan = proc(xyz, glg2q3, funktsioon)
with(tensor) : dim = 3,

x2q = funktsioon;

glJ compts = array(symmetric, 1 .. dim, 1 .. dim);

glJ compts[1,1] = 1; glJ compts[1,2] = 0; glJ compts[1,3] = 0;
glJ compts[2, 1] = 0; glJ compts[2,2] == 1; gl] compts[2,3] = 0;
glJ compts[3,1] = 0; glJ compts[3,2] = 0; glJ compts[3,3] = 1;
glJ = create([ -1, -1], op(gl] compts) );

Jacobian(qlq2q3, x2q, gJx, xJq);
op(gqJx);

gJx_c = get compts(simplify(gJx));
end proc:

Meetrilise tensori komponentide leidmine

komeetriline == proc(xyvz, glg2q3, funktsioon)
with(tensor) : dim = 3;
xJq c = jakobiaan(xyz, qlq2q3. funktsioon);
G compts == arrav(symmetric, 1 .. dim, 1 .. dim);
for i to dim do for j to dim do G_compts|i,j| ‘= xJg c[i, 1|*xJg c[j. 1]
+xdg c[L2]¥xJg c[j, 2] +xJg c[i,3]*xJg_¢[j.3] od od;
G _compts = simplify(op(G _compts) ):
end proc:

kontrameetriline == proc(xyz, glq2q3, funktsioon)
with(tensor) : dim = 3;
xJq c = pédrdjakobiaan(xyz, qlq2q3, funktsioon);
G compts = array(symmetric, 1 .. dim, 1 .. dim);
for i to dim do for j to dim do G_compts|i,j| = xJg c[i, 1 |*xJg c[j. 1]
+xJg c[i,2]*xJg e[ j, 2] +xJg c[i,3]*xJg c[j.3] od od;
G _compts == simplify(op(G_compts) ):
end proc:
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Il jarku Christoffeli simbolite leidmine

Chil = proc[xyzs g}q;’q.ﬂ’, fuﬂkﬂfﬂﬂn]

with( tensor) :

coord = gqlg2q3;

G compts = array(symmetric, sparse, 1..3,1.3) :
mc = kontrameetriline(xyz, glq2q3, funktsioon);
G_compts, | = mec, ;:

G_compts, , = mc, ,:

-

G_compe‘sl 3 = mecg g

G = create( [ -1,-1)], eval(G_compts));
ginv = invert( G, 'detg');

Dlig = dimetric( G, coord);

Cfl == Christoffell(Dig):

‘tensor/Christoffel2/simp” = proc(x) simplifv(x, trig) end proc:
Cf2 == Christoffel2( ginv, Cfl);

end proc:

Potentsiaaligradiendi leidmine

potentsiaal = proc(xyz, glg2q3, funktsioon, h)
G = kontrameetriline(xyz, qlq2q3, funktsioon);
dim = 3:
tulemus = array(1 .. dim);
ptul = arrav(1 .. dim);
for j to dim do prm} = D:{ﬁ”( p. q}q2q3j] od;
ztul = array(1 .. dim);
for j to dim do zz‘w} = d{}j’( h, qququ] od;

dim tul
P o
for j to dim do fulemus. == z G, | — +gztul_|od;
simplify( tulemus);
end proc:

Coriolise kiirenduse leidmine
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Coriolis = proc(xyz, q1g2q3, funktsioon, kiirused, Q)
with(Physics) :
with( LinearAlgebra) :
dim = 3;
Setup( dimension = dim, signature="+") :
G = komeetriline(xyz, glg2q3, funktsioon);
J = jakobiaan(xyz, glq2q3, funktsioon);
Jm = convert(J, Matrix);
D = simplify( Determinant(Jm) );
kovkiirused == array(1 ..dim);
dim
for j to dim do kovkiirused. = z G. -kiirused od;
J a=1 /- o o

xq = jakobiaan(xyz, ql1q2q3, funktsioon);
Qq = array(1 ..dim);
dim

for j to dim do Qq z r% 5 Qﬁod

tulemus ‘= array(1 ..dzm],

5 dim [ dim
for j to dim do tulemus. ‘= — z Z LeviCiv z:‘a Q,q -kovkiirused, |od;
J D o=1\p=1 o.p B
simplifv( tulemus);
end proc:

Advektsiooniliikme leidmine

adv = proc(xyz, glqg2q3, funktsioon, kiirused)
with( tensor) :

dim = 3;

Chrs '= Chil(xyz, glg2q3, funkisioon);

Chs = get compts(Chrs);

Ch = array(1l ..dim, 1 .dim, | ..dim);

for i to dim do for j to dim do for k to dim do Ch!._j_ P C‘hsl._j_ 0d od od;

tulemus = array(1 .. dim);
for j to dim do for i to dim do kiirus:‘m}_ = D{ﬁ"( kiirusﬁ q}q2q3!.] od od;

dim dim ( dim
for j to dim do fufemusj = z kiirus - kiirustul ot Z Z (kz:rus ) (Chj_ o B) -kz'irusﬁ od;
a=1 - 0.

op( tulemus);
end proc:
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LiikumisvGrrandi kontravariantsete komponentide leidmine

vérrand =proc(xyz, g1q2q3, funktsioon, h, kiirused, Q)
dim = 3;

tulemus = array(1 ..dim);

for j to dim do rufemus:j = -potentsiaal(xyz, glqg2q3, funktsioon, Fz)j -

Coriolis(xyz, g1q2q3. funktsioon, kiirused, Q]j — adv(xyz, qlq2q3, funkisioon, kiirused]j od;

convert( tulemus, Matrix);
end proc:

Pidevusvorrandi leidmine

pidevus ‘=proc(xyz, glg2q3, funktsioon, kiirused)
with( LinearA lgebra) :
dim = 3:

kiirustul == array(1 ..dim);

J = jakobiaan(xyz, glq2q3, funkisioon);

Jm = convert(J, Matrix);

D = simplify( Determinant(Jm) );

for j to dim do kiiruse‘m} = —D;fﬁ"(D-p-kiirusecf’f, q]q.?qj’j) od;

parempool = Diff (D-p, t);
dim

parempool = Z kitrustul;
i=1

end proc:
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