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Die GestaLt per Erpe. Vox Dr. M. G. von
PAUCKER, CoRRESPONDENT DER AKADEMIE.

Der nachstehende Aufsatz versucht die Frage iiber die
wahre Gestalt der Erde auf einem Wege zu entscheiden, wel-
cher die beschriinkte elliptische Voraussetzung verliisst. Der
erste Artikel enthilt eine mathematische Entwickelung, wel-
che zuletzt ein sehr einfaches Verfahren anzeigt, um die Ele-
mente des Meridians aus den Beobachtungen einer Gradmes-
sung zu bestimmen. Dabei wird der Meridian als eine belie-
bige krumme Linie angenommen, mit der einzigen Beschriin-
kung, dass diese Linie wenig vom Kreise abweicht.

Nach diesen Ausdriicken nimmt der zweite Artikel die vor-
handenen Gradmessungen in Rechnung. Dass die elliptische
Gestalt unzuliissig ist, war schon aus theoretischen Griinden
erkannt worden. Die Elemente eines neuen mittlern Meri-
dians, welcher alle vorhandenen Gradmessungen nach dem
Satz der kleinsten Quadrate vereinigt, bestitigen diesen Aus-
spruch. Es werden ferner die Meridiane von Ostindien, Paris
und Dorpat fiir sich bestehend berechnet. Man gelangt hicbei
zu der Ueberzeugung, dass die Gradmessungen jetzt weniger
eine geographische, als vielmehr eine geologische Bedentung
haben, indem sie den Gang der ortlichen Anziehungen geben,
welche grisstentheils durch die verinderliche Dichtigkeit des
Erdinnern bedingt werden.
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Erster Artikel.

Der Meridianbogen der sphiroidischen nicht
elliptischen.Erde.

Es sei fiir irgend einen Ort des Meridians der aus der Erd-
mitte gezogene Halbmesser — r, die Neigung desselben gegen
den Aequator =1, sin 1 = ¢, cos 1) = ¢, der vom Aequator
gerechnete Meridianbogen — s, der Kriimmungshalbmesser
im Meridian = ®, die Neigung desselben gegen den Aequator,
d. h. die geographische Breite oder Polhohe = ¢, sin ¢ — f
cos g =, tang (p — y) = A.

Man hat alsdann die Gleichungen:

de dr g8 2
LE;_C’_T@_ ,@———V(l-l—A)
ds ad 2

S5
also t = e ay

1+Az+§*0’
de

Die Erde wird sphiiroidisch, d. h. wenig von der Kugel
abweichend angenommen. Es sei bis mit zu den Gliedern
vierter Ordnung

o 2 B 6 8
r=1—a.c 4oy — a,c® -+ a,ct,

wo der Aequatorealhalbmesser — 1, der Polarhalbmesser
=1—a,+a,—a+a,, die Abplatlung =00y~ —0L,.

Es ist aber
a1 ar 1 2 —4age® +6azet— 8yt
cc’ de re 1 —ayct4ayet —aycb4-a ot

Wenn also
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=&+ €,0° 4 £,0" &,
so enthilt das Verzeichniss I die Koefficienten, mit denen die
Abplattungsbriiche «, @, . . und ihre Produkte multiplicirt

werden miissen, um die Briiche &, ¢, . . zu geben.

£y £ £ £,

ay 2 svns o] seveafisiedeee

ay wtden | A s e Sl

alal 00 0 - 2 PRI S P

I ag RS S RY h TREE LB B o
. 010y |eeaove]ooacne el
ey feeecodfonenns 2 Jaenaa .

ay veiRisalere st Batde o

»_ala3 S eee cesetelise e

Ay Qg e 0e ee|reisecleaionn

8
8
L2y 2 R P R g
2

QOO 0) [ecoscofesscos]e osoe

Aus
L 2 g et g, 8
cc/ =& 1 o fzc 36 4
folgt
4%
aoa=th+ 2¢,¢, 0% 4 (26,8, -+ £,8,)¢*
ad
— 2 2
5 ¢=( —2¢?) (e, 4&gc% ¢ £, ¢°)
4 (¢ — ¢*) (2ey —+ hey P 6¢,ct).
Wenn also

ad
14-4%+~c N P Y N S Al S N

= 1o+ N,¢* 4 7,¢* + ye® 4 1,¢%;

1 +42+Zc_°/

so giebt das Verzeichniss I7 die { durch die e.
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Man ersetzt in 11 die ¢, ¢, . . durch die in I ihnen entspre-

chenden «, ¢, ... Das Verzeichniss III giebt dann ¢ und 7
durch o, , . .

o—1| & 93 &3 84
ay 2 =4 ol Soro-o]osene
a, el =19 s Ko 5 o e B
1% |ieeenn 10 | —12 |..... e
g eieo0ec|oesen: 30 —36 reseee
210y |eesens|erae..|— 46 i LA
ayayay *recceleren: 18 —20 es e
a, CEARARE X S —56 64
Gy digs Bloees dilon 508 e, . 80 | —88
Gatprladie o453 U 44 | —48
a0y g die o e P e e 1 104

s G B R E T CE 26 28
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ay — 2 Al gl Eice
o eesose 12 . 161..-... ecoe
ayay 4 |— 26 281 o s
agy R e - 30 36|
iy feess |— 48 206 — 180|......

e, | — 8 88 |— 242 T80 o
ay 56| — 64
Ojlis e e 120 — 464 376
07 i i L 144 — 428 304

Gty |oee... 144 |—1192 2624|—1672

Gy ey 16 |—248 1180 —2058| 1164
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Es ist ferner

l 3

(14497 =142 A2+%A4.
‘Wenn also

i 3

M+ 22 =149 ¢4 F,c* 4+ 9,¢ 49,5,

s0 hat man fiir die ?,9, . . das Verzeichniss IV.

% I I3 9y
& O e | e S o
iR g SR o G
3 3
&€y -é— _— —2“ . eee
Slec b oo Saae el e oo
TG 35l —= 3. . ...
816161 ------ . . . .
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(13 D 4 A ST S e | I . .
A0, sl e —2k A s et
oy foa.... 127 —125 0. ...
o, sdssA do L ahhel ceesen
€y foeeoefaaeens 36 | —36
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Es sei
8.
r(1 4 4% =1 4 2,0% -+ n,0* 4 2,% 4+ 2,c°

s0 ergiebt sich aus dem obigen das Verzeichniss V fiir die .

% %y %g %y
a; it ¢ L B R R T e
ay PR .
ay ¢y 6 — 6 e eec]|e ..
ag creenefreeced — 4 el
v ) ag it =24 DY e
e layayayir | oo ook 6| —6|[.....
ay eveecc| oo ecleeacene 1

aaq ioene |atibtec o 36 | —36
Gglts IR o [N g - 24 | —24
G101 0o e iesibavencs| —30 30
ayayayay loae. . Grl—abrl i ..

i

Es sei
R= o+, ¢* 4 g ¢® + pz¢° + 1, &%
so ergeben sich mittels des obigen Ausdrucks von R die u
aus den 7, ¢ und % nach dem Verzeichniss V1.

Ho—1| m 123 H3 g
ay == 2 3 leceacefeer o lenersn
ds SRR 42 1== b} e e
ayay 4 |— 18 : Rl e e
Uil moriiie o..|— 30 35(cecess
VI. may .o — 48 168/ — 136|......
gae | — 8 72 |2 A A2
ay RO o DO O o v 56— 63
(42 V| OB A Pl ionB o 120|— 396/ 300
@G i licier 144|— 392| 264

ayayiy lewe...| 144 |—1020] 2050|—1242
aya aya, 16 |—216 906| —1462 792

Die p gelten fiir die Entwickelung von 9t nach Potenzen
von ¢. Um diese Entwickelung nach Potenzen von f zu er-
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langen, miissen die Potenzen von ¢* durch die von f* ausge-
driickt werden, durch die Gleichungen, welche f durch ¢
geben:

fV(1+Az)=0+C’A:c+(c—c"‘)c—‘:,-;

ﬁ——e £,0% - &,¢* 4 ¢,¢5;
y— €+ &¢ 3 5C

cc
3 2 2 2 2
2= myc* +m ¢* 4 mye® -+ myc® -+mc'®
= ¢ i m; ¢% 1 m, ¢® 4. e
= 0 L 2 310
6 8 6
e myc® +m c® 4 myc'®
8 8
fP= m,c® -+ m, c'°
10
1= MyCqo
2 2 2 2
my — 1 my m, mg m,
& 2 A QL R i
€9 ceevreen Dl DRl Rt .
€6 1 — 3 2 sl
£ Nk aERG e g 2| — 2
£189 - |oismivinen o 2| — 6 IR
66 e Rsdahe 2 4 E@alion o
&4 eo sevoeflrevscoc]asess 9 — 2
e P [0 A0 e BEAST 2| —6 4
i ity s S Rk iy 2
| 0 TR o o — 6 12 | — 6
VEL, | aafi [ceeeeens] — 1 4|1 —5 2
ay 4 =4 K, sddnanlier oo
Lo = Tadse Goves — 8 (S| AR | Sl
aay 4 — 8 4 el ey
ag ity s b ey 195 =12 . ..
a ey A —16 36 | —20 [......
1810y |eeeas ees] — 8 12— 2| .. ..
ay b S e g Al —16 16
S | 2’| —56 | 32
doan: —1on ot e aaaen 16 | —40 24
Q1030 |siseessns S an 56 | —88 32
ageaay|.. ... . .| —16 28 | —16 4




4 4 4 4
my — 1 my My mgy
a 8 =N ik A |5 A
ay cee ese.| — 16 16 R ats .
aay 24 — 48 24 b
Gl Sie e b 24 — 24
Oflaue | B0 eee| — 96 200 — 104
aya a 32 —112 120 — 40
@70l 9 sedais B ol ceoks e G ni s =21 32
o | vR, soleiscies 144 — 304
Galo C | oto vy s i d oo 96 — 208
A i s —192 720 — 816
ayayaya 16 —160 312 — 224
VI
6 6 6 8 8 10
mo— 1| m; my | my—1| my my—1
@ 12 |— 12[.... 16 |— 16 20
o e —-cERg ol sl e .
aga 60 [— 120 60| 112 |— 224 180
e | s Y Sl lEootn s o o ey
eyt o |— 2400 492],. .. .. — 448} .... ..
aya, ey | 160 | — 504 516] 448 [—1376 960
ay s ey Lo e Pl v SR ol [ S S .o
@y g [eeeoes|onens SO0k enee e
ol ilevecoinaloessva 2400wy b 5
ayaydg |ovese.|— 960|3144]...... —2688)....... v
aaayay| 240 -—1200‘9004 1120 [—4928| 3360

Es sei

2 2 2 Ly erD
02:"'0f2+"1f4+"2f6+n3f +n,f

4 4 4 6 4 3 E 10

= o n . . f
S el an D

o= oy [

8 8

= oS-+, 10
£ e
(L — w.l”.

s0 hat man-zur Bestimmung der » die Gleichungen
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2 2 4 2 6 2
0 =m,n, 4 m n, + myn,

2 2 4 2 6 2
0 =myn, -+ myn, — m, n,

2 2 4 2 6 2
0 =m,n, 4-myn, -+ m,n,

Hieraus die n im Verzeichniss VIII.

8 2
¥4 ?71001,3

8 2 10 2
b oo mgn, ~+= m,ng.
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no—1| ny ny ng 7y
@ — 4 o P Sl SR R
(2 e 8 — SERT e
0ay 12 {-— (40§ 128]0il vis| wai s
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ayay f.ees Jf— 80 220(— 140 ... .
qayja | —32 248/ — 460 244|......
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Ma Lo ceee..| 112]— 280] 168
o e 480/ —2680| 4248|—2048

aayayay 80 [—1200| 4324|—5584 2380

4
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ay e B ) e o 32
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6 6 6 8 8 10
no—1| mn ng | myg—1| mn; ng—1
a — 12 B e g — 16 16|— 20
Ghi | VAR | B A SR
ayay 84 |— 216 132 144 |— 352 220
gieslisaninins | sk v D 1 e PR aliae

VIEL 10 feiio. — 432 104—’4 meE =" 707 .
agayay | —448 | 2184|— 3204 —960 4256/—1760
i R o o R 2 S et I
dfag o) vl R SNl Y T el
Gty ol v e livis B T Dell R e ot
ayey@nil. faian 4320|—1888§]...... 8448| .....
ayayagay| 2016 |-16272) 42540] 5280 |—37312| 11440

Es sei

R=nm, 47+, +7x,f  +xf°

so ergiebt sich aus VI und VIII das Verzeichniss IX.

x.

7—1 m Ty g Ty

@ —.2 b P R A A

ay Wi 19— A5l s R o,

ayay 4 30 8015 o et

ag RGO 180 35]. -
Giiay N e — 96 360|— 280 ....
aq o | — 8 180 |— 510 R ] 1 B e
a, R | T PR B & 56|— 63
G109 | oin v olflakas ¢ 360|—1092 756
GnBa, o ve oo . 3 240|— 728 504
aayay |eveed| 480 |—4020| 8134|—4662
ayayayoy 16 |—816 4770\ —8218| 4284

Eine Priifung dieses Verzeichnisses gewihren die Gleichun-

gen:

% 9 4
1_7T0-+§7r1+—:57r e

1 1
1—o 4o, — a3+-a4::b:7rn-i—?7rl+?)—7r2+»

e
B

3

2

2
3

ol
5.

.
.

3

6 4.6
T s
7 9
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1 i
7Ty
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Es ist
ds daf ’

—=R, ==F.

dp dp

Wenn also

8= BoP B[ [+ Bof 12 4 B, f 1 + B, 75

§0 ist

=Pt B 12 B 31—V 4B (51 —69+-8,075— 8

also
Ty =By,
T=—28 438,
Ty =—40,+ 54,
71'3:'—'6[)’34“7134
Ty =—=88,+...
woraus
=y T, WL Tt e LU
bRt s Mita Ao 2.4.6.8'%
f 1 3 3.8 % . Ssgr
it TS Ty i R Y T gyl
__ 1 B iy T
P TIH i BT T
1
—183_‘ E T, + 6.8 T4s
i
—pt= s %

Hieraus mit dem Verzeichniss IX das Verzeichniss X.



160 -1 ﬁl ;82 53 ﬂ4
S BN
o, 3 g |t o[ e
b & 15
az 8 8 % &y v
% 2 30 30
(Zl 1 8 8 i P oot
] =5 5 L.} 175
3 16 16 2% 30 5y
st 8 760 1400
x| 2% 16 16 % Tl B :
2 | 130 1310 1750
Sy 16 | 16 RS T v cle i b
35135 35 35 63
4 128 |~ 128 192 240 K}
60 |__ 60 60 17220 756
#1%s 128 | 128 192 240 8
% 40 |40 40 11480 504
Heta 128 |~ 128 192 240 8
50 50 30770 | 162190 | 4662
o0 |\~ A% ¢ I8 T e | T8,
4 | 2044 | 50180 | 178780 | 4284
®1%1% % | 198 | 128 192 %0 |~ 8
Zur Priifung :
1 2 2.4 2.4.6
S — e Ll ),_ —_— —_— Yy — = “.— 4
¥ =305 3[;’1 3.5/‘ :;.5.7ﬁ~f ;.5.7.9{”’
§ ey 1 1
b:ﬁo"“s‘ﬁl = By -+ 7 Piet i . B

\

Es sei

1=070r B1="08o7v> Ba="0BoY2> Bs=1P3o7s> By = BoYs:

50 giebt das Verzeichniss XI die y.
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Yo—1 N Y2 3 Y4
1 3
al ’§ e —2‘ S a et ¢ ST R N
3 3 15
az - 8 'g 4 ..... . . .
24 30
(Xl(ll_ . . -§ —Z......-. o8 v e
5 5 5 35
% 16 16 2 pad 4 g .
fs 2 14 715 280
XI. 172 16 16 2% 6 |
- i 100 1220 350
o} g 16| — 16 9% 8 .
35 35 35 7 63
4 128) T 128] T 192 T 8
= Sk oo 3304 __ 756
%t 128| 128 192 78 8
1 22 22 310 2296| 504
Cofe | TE 1981 T I8 192 8 )
Gk 102 122]  28270| 31318 4662
Lei2 128 128 192 48 8
i 98| 1572 44940  34336| 4284
171 128) 128 192 Bsel 8

Die Umkehrung dieses Verzeichnisses giebt die ¢, c,. . aus

deny,, 7, ..
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& a2 a3 ay a |7(1-a)—1
L L
74 ERERE : : 3 5
1 4 1 1
s - B —F T
2 8 9
7171 '5 ’5‘ . . . ‘—3 T T
.0 L T Shici A
7 05| 105| — 35|"° 105 7
1| 52 64 1
x| 72 15| 45 T S PREIE *e i
9| o4 16 9
Y T - S e { e — gyl
3. - AN SR L 1
7a 315| 315| 315 63| 315 9
4| A7) 398 48] 39
ns 105\ 315| 315 , @[ 813"
22 96| 128 10
Yala |- -**—g95|, 935| 95| ga5|* """
A asgl 1304 32 13
YIyl}lZ 'ig 45 135 'g Pty m ........
9| 392| 80| 198 9
71717171 E _8—1 ‘§ ? e éi .. .

Es sei jetzt der Aequatorealhalbmesser — a, 60 ist

=B+ B [ Baf T+ Bl T Bl T

oder
s

;:‘Bo(p -+ (3, cos @ sing — B3, cos g sin® ¢
-+ f3; cospsin®p -+ 3* cosg sin’¢p,
Es sei der zwischen den Polhohen ¢ und ¢’ enthaltene Me-
ridianbogen =1,
der Breitenunterschied ' — ¢ = in Theilen des Grades,
cosrp, sin cp’ — cosp sin g =10,
cos g’ sin*p’ — cos ¢ sin’p =1,
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cosg’ sin®p’ — cos ¢ sin’p=— by
cos¢’ sin’gp’ — cosg sinp—=10,:
50 ist
l b4
ap, s i Yiby 750y +y3by 7,0,
oder
l =1t~ 1,b, + by 4 130, + 1,0,

Aus einer Reihe beobachteter Polhohen und Meridianbsgen
seien mittels der gegebenen w, b, b,, by, b, durch Ausglei-
chung die Elemente ¢, 1, 1,, {5, ¢, bestimmt worden. Fiir den
Meridianquadranten ist :

¢p=o, (p’:90, =290, (b, =0, =bg=—b;—o.

Es sei der Meridianquadrant = Q,
der Halbmesser eines Kreises, dessen Umfang dem des Me-
ridians gleich ist, = R: so ist

Q:‘JOI
20
R.— T =ap,

1R=1, 7,R=1,, y;R=1y, ?’41{:_’4'

Aus den beiden oben angezeigten Priifungsgleichungen der
3 folgt also:
2 2.4 2.4.6

EENPE i i
35 * 3.5.713 3.5.7.9t

49

Aeq. Halbm. a =R — —;— O
Pol. Halbm. b= R - % 4 %’z““ % 13+—; v
Hieraus die Gesammtabplattung

A g0

a

Die einzelnen Abplattungsbriiche «,, «, .. . berechnet man
aus den y,, 7, . - . mittels des Verzeichnisses XII.

Ein Beispiel giebt Bessel's Meridian (Astr. Nachr. No. 438
S. 216). Hier ist in Toisen:
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t =57013,109, 1, — — 16372,4k40,
ty=— 68,3132, t,—— 0,3547, 1, — — 0,0020;

0=90r=>5131179,81, % =0,31830988618379.

R — 2;? — 3266610,5226 ;

R=.. 32666105226 R — .. 3266610,5226
Sl e SESTAS13 14 — 5ASTASI3
{2—5 Ariuh 8 9,108% %:2 — 13,6626
LA SR 00270  Li  — 00507
16 1

Sipla oo 00000 Lo 00002
a= 32712077139, b=  3261139,3278,

a

a—b=—10937,8116, “—°— «—0,00334277317.

Statt des Ausdrucks

s e ¢ 7, €OS @ sing -y, cOs P sin’p . .

afo
kann man die Entwickelung nach den Sinus der Vielfachen
vorziehen:
Y Bencones) beliasat i s o e
E()——(p-l—g 1SIN2¢+70,sinkg 3 351n6q>+§ 451in8¢.
Hieraus folgt

o 1 5 7
il Ve qgVs+ 337

o 1 1 7
2= _?72_‘/:7’3_3‘274
o 1 3
a 67" ;s
; yo §

4

g4 Vs

Mittels des Verzeichnisses XI findet man dann die OroNe
nach dem Verzeichniss XIII.



81 8‘2 83 84
3
(11 —_— —2— .................
P 9 %
5 1 | RPN PR y
o, —_— —3- _30
0y 5 ol :
L o
“ 32| 33| ~ 96|
18| 135 280
e alpd 1B o B
XEIL.| ¢ 32~ 32 96
s 40 60| _ 350}
e o 32 32| 96
e s W i, GO
% 64| — 128 192|512
3| 450 875| 1756
*% | gz e8| 192 512
12| oamss| | bey , S04
2% 64 128 ~ 192| 512
240| _ 150| 2660, 4662
“%% | T T i8] 192 512
114) _ 420 1050 4284
“hn%) er| T ags|T 192 512
Zur Priifung
1 3 4
1__70+-§8l+ s Pl 76 7.—964.
Die Umkehrung dieses Verzeichnisses giebt die « a2 ... aus

den 6,9,.
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ay ay ag a4 a
2 2
81 '—? . . _Ti
16 16
cORe R T M :
2 8 2
8,6, .- N
5 54l 44 96| o8
t 35 35 AT A 35
8,0 ig, sesl %58 | 4
X1V. 172 ? i 5 hiate i3
2 64 16 2
888, | —5| —o1 —9|" | —a
s 128 640 1024 _ 512
: 63 63 63 63 o
5.5 194 864 1504 768 4
18 35 35 35 35 35
5.8 480, 2528 4096 2048
2 225 225 225 SRR
588 504 3696 6656|3456 8
1o 135 135| 135| 135 135
2 392 720 128 2
o001 mT e W E] TE
Oder
2
25
1 4 6 )
i e B Tis e ) ).
s 1 (45 910, + 55 83) (1 Aga Tl
1— =38,
Es sei

, P —p=u ¢ +p=m
— (sin2¢ " — sin2¢) = sinu cosm — a,

. / . . .
(sink¢ — sink¢p) — sin2u cos 2m — a,

[QI- 2O | e
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é (sin6 g  — sin6 ) = sin3u cos 3m —a,

%(sin8§o'—si|18go):sin’mcoslpm:a‘:
50 ist

b X s 8,0, + 8,8, -+ 8,8, 48

&pg,zf%“”'" 2, —+ 0,3, + 0,35 +4,a,
oder

l=1tu—+v,a, + 0,3, + 0333 +0,a,.

Die Elemente 7, v, v,, v4, v, werden aus Beobachtungen be-
stimmt,

Dann ist
0 =90/
20
R’—T:aﬂo
O Rtzouy,  BR==0N: SR==v,. O.R=0,

Die einzelnen Abplattungsbriiche o, @, . berechnet man aus
den 0,0, . .. mittels des Verzeichnisses XIV.

1 2 3 4

Aeq. Halbm. ¢ =R — w0, — = 8 TF7 0. 7.90s)
1 2 3 4

) — - et wor Uy —— g

Pol. Halbm. b R+ T bt A Se o A et i

Kriim. Halb. ® —

R—~+v, cos2¢ +2v,cos ko —+3v, cos6p + kv, cos8ep,
Breilengrad g

it coS2p—+—

£.9
R 2v,co8hp+4

3vacosﬁcp+ ln ),C068¢-

180~ 180

In dem oben angefiihrten Bess el'schen Meridian ist

v, = — 16406,7117, v, = 17,1673, v; — — 0,0223, v, = 0,
R = 3266610,5226 3266610,5226
5o, 51689039 — 5468,9039
2o, — 22890 — 22890
e 0,0019 — 10,0019

a=3272077,139%, b= 3261139,3278.
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Um die obigen Ausdriicke zu priifen, bezieht man sie auf
die Ellipse. In derselben sei der Aequatorealhalbmesser — 1,
der Polarhalbmesser =20b, die Abplattung 1 — b =, der
Excentricititswinkel =e, tang e — 1, so ist die Gleichung der
Ellipse

=r*(1 4+ A%*) = b%(1 4- 13
o n g2 A%
Wenn also
r=1—a,.c®+ e — .+ a,c

9{:7"'0"“71'1102""7”2104"“71'3"‘6""71_47”:

80 erhiilt man iibereinstimmend mit IX das Verzeichniss XV.

a ay ag ay |mo—1| 7, Ty Ty Ty
1 3
. Sl . et o
3 7
~4 do o gl " e T e e 0 ] b 2 sy LW WS ) * s s
XV A% 3 1 3 8
. 8 g el o 1 ST
i 16 2 8. 16 - "
35 45 35 315
8 A G —as e ot RO il " i
AR e e 198 1 6 3 | i%s

Zur weitern Priifung von X, XI, XIII ist bei der Ellipse:

fo—1 P ’ B2 l B Ba
1 3
‘2 DY ot el g s e whn G e S a ki niwlh ey
A % 4 PETEE
ga . A3 SRl E S
57 - S Br
% 45 | 211 365 35
YT 256 | 256 e
8 | 2577 | 13807 | 35345 6755 | 315
16384 | 16384 |~ 24576| 6144 1024




— 629 —

Yo—1 N Y2 73 V4
1 3
2 s g PO g ® e |0 * e 00 .
A = TR
| 9 3| 15
- & T ILRRERRI EERERE
26 23 133 320 35
256, ~ 256 3841 W96 "t
j3 |_d021) 7i01| 97885 6195 | 315
16384 16384, 24576 6144 1024
i
81 82 83 84
3
2 ————
A v} T L
oot T faroii
2 T ELRRERI CRRRRE
o 1m 15 35
A ST b - T gy B o, g [ PP SIOVIEY
512 128) 1536
ge | 1AL 405 35 1 315

1024 4096/ 1024 65536

Zweiter Artikel.

Die Gradmessungen.

Wenn nach dem im ersten Artikel gefundenen Ausdruck
aus den Elementen eines mittlern Meridians zu einer beob-
achteten Polhéhe der entsprechende Meridianbogen berechnet
wird, so bedarf derselbe einer Verbesserung, um mit dem
gemessenen Bogen iibereinzustimmen. Die Verbesserung ist
meisl viel betrichtlicher als die hichstens 2 — 3 Toisen be-
tragende Summe der Beobachtungsfehler, und steigt in den
Gradmessungen von Ostindien, Frankreich, England auf 60
bis 100 Toisen. Zur Erklirung dieses Umstandes wird eine
Ablenkung des Loths durch Anziehung von Gebirgen oder
durch ungleiche Dichtigkeit des Erdinnern angenommen.
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Es bleibt also nichts anders iibrig, als die Ablenkung aus
den Gradmessungen' selbst zu bestimmen, und man benutzt
-dazu die Ausgleichungsrechnung.

Diese ausgeglichene Ablenkung ist aber von der wahren
Ablenkung gewiss verschieden. Denn z. B. in jeder Gradmes-
sung von zwei Polhthen sind die ausgeglichenen Ablenkun-
gen einander gleich und entgegengesetzt, wihrend die wahren
Ablenkungen ungleich sind. In einer Gradmessung von meh-
rern Polhdhen erhilt man ferner eine verschiedene Reihe
von ausgeglichenen Ablenkungen, je nachdem man von einer
verschiedenen Polhihe ausgeht. Ein Verfahren, das eigent-
lich nur fiir zufillige Beobachtungsfehler gilt, wird hier auf
Grissen angewendet, die von einer sehr bestimmten Ursache
abhiingig sind.

Um die ausgeglichenen Ablenkungen zu bestimmen, ver-
fihrt man gegenwiirtig so, dass man die kleinste Polhhe mit
allen iibrigen vergleicht. Die dieser kleinsten Polhihe im
Meridianbogen entsprechende Ablenkung sei — x, die den
iibrigen Polhohen entsprochenden Ablenkungen der Meridian-
bogen seien L, k" u.s. w. Man erhilt also fiic n Polhohen
oder n — 1 Meridianbbgen die Gleichungen:

lo__h—s—a:
il'_.k x4t +v1a ‘40 a2
U "=k -0 o 31 "+ v,

n. s W.

Es sei:

Eak' . ....=k l'+l”...v..:l
L i 4

.7 7
Wk a-dE . =k wl +ul ...=ul

~— i

u. §. W., 80 ist

l=k+k+x n+1 u +0va,

~— ~ S~ ~—

Hd. { wl—uk 2 u+luw +vau
yl=ak —+xa +lautvaa...

T R
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Um 2 auszuscheiden, setzt man in jeder Gradmessung:

k+k=o
¢ 2 ol by : At
mL )=l —Jh w=uv—_u a'=a’'—
*/l_lu 1 ! WlaSteill, ¥y "
= L ou ——% a =a, ——a

u. 8. W., SO ist

x

ll /i, 1 R 1351
= —+ lu +vlal -+ v,a, .

| 4
M ’ i % )
U =k 4+t —l—vlal +vza
u. s. w.
ul-uk +tuu -+v,a u = 52, ...
¥ *
V. all:a1k+talu+vlala‘ + 0y2,2, az. ‘e
1 - -
al = h+tazu+vla WAy + 0y2,3, . .
u. 5. w.
¥ . 1
wl— ul ——u I a,l:all__all
s e N0 En SRRl <3 n 2
¥ 1 o ¥ 1
VE, /! wu = Y—— Y, {Ju=—au=—au — pu 100
* »* X 1
33=2a,a, ——3,3,, 3,3,=2,3,=2,a, ——-2a,3,
~— ~— Lo 0 R

Die Ausdriicke IV. und VI. gewiihren den wichtigen Vor-
theil einer Rechnungspriifung. In den Verzeichnissen B und
C sind die Zahlen durch diese zwiefache Rechnung gepriift
und sichergestellt worden.

Man berechnet die Zahlen in V. fiir jede einzelne Gradmes-
sung. Sollen dann die dieser Gradmessung entsprechenden
Meridianelemente ¢, v, v,. . gefunden werden, so setzt man
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uk=o ak=o

~ Ao

u. 8. W.
Um aber die Elemente des mittlern Meridians zu bestim-
men, addirt man die entsprechenden Zahlen aller Gradmes

sungen: - : &
Tul 4+ 1ITul ...—=ul

~
~

* ¥ x
Tuw + ITuw. . .— un

~ ~ ~—
e

u. 8. W.

Es konnen nun nicht die einzelnen uk, a k.. verschwinden,

sondern man bestimmt die mittlern Elemente, so dass die
Summen verschwinden
k=0, ak=0, nk—o

-~ ~— ~
= il ~=

u. §. W.

Nachdem hienach aus V die Elemente des mittlern Meri-
dians M gefunden worden sind, geben diese aus IV fiir jede
Gradmessung die einzelnen ausgeglichenen Bogenablenknn-
k k... und dadurch auch die der kleinsten Polhihe ent-
sprechende ausgeglichene Bogenablenkung

f=—x=—k

Das Verzeichniss A giebt die auf diese Art berechneten Ab-
lenkungen k fiir den mittlern Meridian M. Zur Priifung der-
selben enlhalt das Verzeichniss C die Werthe uk, a,k k, a,k, aus

deren Addition sich ergiebt, dass die Summen uk a IL, a,| k fiir

den mittlern Meridian verschwinden.

Um die mittlere einheitliche ausgeglichene Bogenablenkung
f zu erhalten, berechnet man von allen Gradmessungen die
Gesammtsumme kk. Die Anzahl aller Polhdhen in allen Grad-

messungen zusammen sei — m, hier — 42, die Anzahl aller
Gradmessungen, also die Anzahl der @ sei =&, hier = 11,
die Anzahl der Meridianelemente ¢, v,, v,. . sei—rt, hier—=3,
50 ist .

(m — & — ) ff = kk, hier 28ff = k.
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Bessel hat in den Astron. Nachrichten No. 333 und 438 die
Elemente des mittlern Meridians aus den zehn ersten Grad-
messungen berechnet, dabei aber eine Ellipse vorausgesetzt
Er findet:

1 — 57013,109, t — 2991528,

Nach unsern Ausdriicken ergiebt sich hieraus

v, = — 16406,7117 v, = 17,1673

vy = — 0,0223 v, —i0

In einem spiitern Artikel wird bewiesen werden, dass der

Meridian nur dann eine Ellipse sein kann, wenn das Innere
der Erde iiberall gleiche Dichtigkeit hat, eine Bedingung,
welche aus geologischen Griinden nicht statt findet. Da also
die elliptische Voraussetzung unzulissig ist, so ist der mitt-
lere Meridian M ohne Riicksicht auf elliptische Kriimmung
in den Verzeichnissen 4, B, C neu berechnet worden, mit
Hinzunahme der eilften Gradmessung, welche Enke im astro-
nomischen Jahrbuch fiir 1852 S. 340 anzeigt.

Es sind drei Elemente 7, v,, v, angenommen worden. Es er-
giebt sich

¢t = 570188474  Gewicht— &2 %
», = — 16931,3523  Gewicht —_—%
0= 2261091 Gewichi= .

Gewicht heisst hier das Umgekehrte des entsprechenden
Koéflicienten in der auflosenden Gleichung. Hieraus folgt
weiter:

Meridianquadrant . .Q = 5131696,266
Aequat. Halbmesser ¢ — 3272553,2083
Halbe Erdaxe. ... .b=— 3261265,6467

Gesammtabplattung . — 0,003%491606
- &
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Abplattungsnenner . % = 289,9256
r =1—0,003399065 ¢*
— 0,000051868 ¢*
-+ 0,000001775 ¢*
— 0,060000002 c®.

Der mittlere Meridian M ist also keine Ellipse, da die fiir die
Ellipse geltenden Beziehungen

Ortshalbmesser . . ..

o = ’ e
20, — 30 o o, — by, ho, =Toa,c,

u. s. w. hier nicht statt finden.

Bemerkenswerth ist hiebei die nahe Uebereinstimmung
der Abplattung mit dem Verhiltniss der Schwungkraft zur
Schwere unter dem Aequator, — (,003467. Nach den Pen-
delbeobachtungen ist diese Uebereinstimmung noch grisser,
so dass der Unterschied nur drei Einheiten der 6ten Decimal-
stelle betrigt.

Die niichste Frage ist, ob die einzelnen Meridiane einander
gleich sind, d. h. ob die Erde ein Rotationskirper ist. Wenn
angenommen werden diirfte, dass die Elemente eines Meri-
dians in seinen verschiedenen Gegenden einerlei Werth ha-
ben, so wiire es am zweckmiissigsten, zwei gleiche Bigen in
gleichen Abstéinden vom %45sten Breitengrade zu messen. Drei
in verschiedenen Meridianstrichen gemessene Bogenpaare, die
nicht zusammenhiingend zu sein brauchen, wiiren zu genau-
erer Ermittelung dreier Meridianelemente hinliinglich. Aehn-
liche Messungen, in dem gegeniiberliegenden Quadranten der-
selben Erdhiilfle angestellt. miissten zeigen, ob beide Ele-
mentensysteme fiir die halbe Erdaxe einerlei Werth geben.

Zwei solche Quadranten wiiren elwa die beiden, welche
unter dem 80sten und 260sten Lingengrade liegen. Ihre
Mitte geht durch die Kirgisensteppe und das Oregongebiet.

Unter den vorhandenen Gradmessungen findet man nur
drei, welche iiber die Frage einigen Aufschluss geben kinnen.
Der Meridian von Ostindien mit 6 Bogen auf 16°, der von
Paris mit 6 Bogen auf 121/,°, der von Dorpat mit 5 Bogen

auf 8°,
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Ostindien. Paris. Dorpat.

t 56942,8850)  57009,649%  57049,5520
Gewicht von ¢ }2« 120 %

v, — 11552,2253| — 22239,2392/— 11559.25
s ’ 1 1 1
Gewicht von v, o158 7881 33995
Quadrant Q . | 5124859,65 | 5130868446 | 5134459,68
Aeq. Halbm. «a 3266437,7256| 3273825,3818| 3272551,6360
Halbe Erdaxe 6| 3258736,2420| 3258999,2224| 32648%5,469%
Abpl. Nenn. - 423,13 220,814 524,666

Die Rechnung ist aus den entsprechenden Zahlen der Ver-
zeichnisse B, C nach den Gleichungen V gefiihrt,

Hier zeigt sich die Unzulinglichkeit des Satzes der Aus-
gleichung zur Bestimmung der wahren Ablenkungen. Denn
man kann bewirken, dass alle ausgeglichenen Ablenkungen
verschwinden, wenn man soviel Elemente annimmt, als ge-
messene Bogen vorhanden sind. Man kommt aber dann auf
Elemente, welche sehr von den Elementen des mittlern Me-
ridians abweichen, und die Unsicherheit wiichst in dem Maasse,
als man mehr Elemente annimmt. Bei der geringen Ausdeh-
nung der Messungen konnten daher in den obigen drei Meri-
dianen nur zwei Elemente angenommen werden.

Der Quadrant des pariser Meridians hat ein grosses Ge-
wicht, also eine bedeutende Sicherheit, weil der 45ste Brei-
tengrad in die Mitte der franziésischen Gradmessung fillt.
Dieser Quadrant ist um 830 Toisen kiirzer, als der Quadrant
des mittlern Meridians M. Die Meridiane sind also ungleich,
d. h. die Erde ist kein Rotationskorper. Bemerkenswerth ist
der Umstand, dass die nordlichern Gradmessungen einen
grossern Quadranten geben, als die siidlichern. Der Unter-
schied zwischen dem ostindischen und dorpater Quadranten
betriigt 9600 Toisen (3800 = 1 geogr. Meile).

Da die Meridianclemente von der veriinderlichen Erddich-
tigkeit abhiingen, so haben sie in den verschiedenen Theilen
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des Meridians wabrscheinlich nicht gleichen Werth. Die durch
Rechnung  geschlossenen Elemente entsprechen derjenigen
Kriimmung, welche eine iiber die Erdoberfliiche verbreitete
diinne fliissige Schicht annimmt. Diese Kriimmung muss von
der geometrischen Meridiankriimmung etwas verschieden sein,
wenn die Erde anders als durch blossen Niederschlag aus ei-
ner urspriinglich fliissigen Masse sich gebildet hat. Es darf
also nicht befremden, dass die drei Gradmessungen fiir die
halbe Erdaxe einen verschiedenen Werth geben.

Die Hauptaufgabe, welche bei den Gradmessungen noch
zu liosen bliebe, wire die unmittelbare Bestimmung der Ab-
lenkung aus Beobachtungen. Die Gradmessungen wiirden,
vorausgesetzt dass diese Bestimmung moglich ist, alsdann
nicht bloss ein geographisches und astronomisches, sondern
auch ein geologisches Interesse darbieten. Die ortliche Ab-
lenkung wiire gleichsam der Fiihlhebel, der an die Erdfliiche
gelegt wird, um das dunkle Gebiet der wechselnden Dichtig-
keit ihres Innern zu erforschen. (S. die Tabelle.)

Die folgenden Artikel sollen eine gedriingte Uebersicht der-
jenigen Siitze geben, durch welche die von Clairaut und
Laplace aufgesteilte theoretische Grandlage soweit ausge-
bildet wird, um an sie eine neue Berechnung der Erdgestalt
ankniipfen zu kinnen. Von der elliptischen Voraussetzung
Umgang nehmend, ist das Umdrehungssphiiroid nur der Be-
dingung unterworfen, dass es von der Kugel wenig abweiche.
Es ergeben sich dadurch stark zusammenlaufende Reihen,
deren allgemeines Gesetz zu Tage liegt, und die mit den Ab-
plattungsgliedern vierter Ordnung hinreichend abschliessen.

Diese Andeutungen erkliren, weshalb hiebei die Arbeiten
der neuern Mathematik nicht benutzt werden konnten, die
bei iibrigens unliugbarem wissenschaftlichen Werth doch
mehr auf dem Felde rein spekulativer Abstraktion sich be-
wegen.

Die hier gegebenen Siitze beruhen daher auf selbstindiger
Untersuchung. Dahin gehiren die gegenseitigen Beziehungen
zwischen dem Indicial und Subindicial, sowohl dem einfachen
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A
Googr, | Gomossone oder || SETCURNET | Erstor 1 G pokly s L
g eulll“z;re %" | scheinbarer Koeflicient Koéflicient esb f” Al
Linge e Merdianbogen 08ENS
P ] iy as k
1 Qnitosa. . 298° 56 .| — 139:4(82.068 | 41 sviva RO> |< o - MBS EUNE e iGEhew o = 36852
0 2 31,387 | 176875,5 0,05430978 0,1080026 3,6852
2 | Ostindien I..| 97 22 14 344¢52,690 | grdauipit. . |-l cpavepss ceusiossien] — 2,6382
13 19 49,018 89813 01 0,0250104% 0,03537015 2,6382
3 | Ostindien IT .| 95 20 8.19:31,132 | e szens. o blad b aie o oioinste — 10,3260
10 59 42,276 | 160944, 20 0,0467454 O ,0775659 — 21,9523
12 59 52,165 ‘)746J4 30 0,0786732 0,1243189 63,9281
15 5 53,562 393828,09 0,1110047 0,1650769 — 25,7064
18 3 16,245 | 561690,06 0,1541835 0,2064731 — 6,8046
21 5 51,532 | 734570,43 0,1953517 0,227966 49,7158
24 7 11,860 | 906171,67 0,2324919 0,2271661 — 48,8546
4 | Parig . .... 20 0 38 39 56,11 cee ot e LN 5 4,4366
41 21 44,96 153673,61 0,008147864 | — 0, 088 3630 61,5157
41 22 47,90 154616,74 0,008186412 | — 0,08895402 8.5512
43 12 54,30 259172,61 0,01120281 — 0,1518317 — 6,3360
46 10 42,54 428019,31 0,01174999 — 0,2550664 — 96,8881
48 50 49,37 58031241 0,007671497 | — 0,3466547 — 10,7536
51 2 8,85 705257.21 0,001116535 | — 0,4184850 39,4742
5 | Greenwich . 17 40 8037l B33 1o oic s powercon | o -+ v armiioamete .| . . EE48 Sanr, — 26,9979
51 28 39,000 4905989 |—0 00‘3140;)62 — 0,02733806 23,0160
51 50 27,632 69829,19 |— 0,00461269 — 0,0386799 43,0747
52 13 28,031 91696,39 | — 0,006228516 | — 0,05048314 22,0175
53 27 31,130 | 162075,93 |— 0,01205088 — 0,08725726 | — 61,1103
6 | Gottingen...| 27 36 ISl ATRS (Solanerin . |oooanne vinyonn | oo inoie ] = 37 6447
53 32 45,27 115163,725 | — 0,009149642 | — 0,06079852 37,6447
7 | Lauenburg . 28 17 9322 AT 048 | ciecvie . | T el R 9,3046
54 54 10,352 87436,538 |— 0. 008380392 — 0,04292557 | — 9,3046
8 | Konigsberg..| 38 9 SAABNAGE o o e o e N — 12,2356
54 42 50,500 98 211,629 |— 0 00”’498577 - 0. 01-361699 — 22,2593
55 43 40,446 86176 97a — 0,00897852 — 0,0403682 34,4949
9 | Dorpat ....| 44 23 02 0 JOSBA . ot L i e s A — 12,9162
54 39 4,519 148811 418 —0 01306036 -0 0708(}72 — 29,3753
56 30 4,562 | 254543,454 |— 0,02471481 — 0,12358875 30,5670
56 34 51,550 | 259110,085 |— 0,0259603 — 0,12551604 42,9149
58 22 47,280 | 361824,461 |— 0,03850683 — 0,1659162 — 24,2313
60 5 9,771 | 459363,008 |— 0,05269872 — 0,1983948 — 6,9591
10 | Torned.....| 41 33 60081 80,265 | .ol Lo i | A 18,0992
67 8 49,830 92777 981 — 0, 01918674 — 0 ,00459324 | — 18,0992
11 | Kap d. g. H. 36 8 |—3021 2826 | .......... et | — 89,2124
—31 58 5,63 91749 ,290 0,013052 —0 03’1‘)4542 66,1814
—32 42 0,98 o327? 816 0,01851836 — 0,04814125 | — 54,2824
—33 56 3,00 203608,439 0,0270586 — 0,07765397 77,3134




B.

1010, 0t 1010. a;u 1010, ayu 101°.aa, 10'°.a,a, 1010.%;2
1 48597971503 846588016 1683558778 14747761 29327987 58322808
2 12519016959 197874920 279838212 3127600 4423108 6255237
3 1921910310884 28030044206 27377607878 409895336 406517254 437904204
4 1196056273831 4685128 | — 40775181733 1268951 |— 55702 1390233583
5 43552449987 | — 185780903 |— 1336442515 796184 5693631 41023872
6 20320272012 | — 92226104 |— 612833882 418580 2781423 18482300
7 11727061362 | — 64171755 |— 328696948 351155 1798665 9213023
8 11821218905 | — 70629105 |— 315762694 422126 1886252 8435470
9 395723930355 | — 2587217452 |— 9802586454 17142336 63405401 244881863
10 13156064579 | — 155614188 |— 37253504 1840655 440646 105489
11 66983983989 508105164 |— 1450145741 3861134 |— 10976139 31477014
M 3742368554366 26431657927 |— 25317898603 | 453871818 505242526 | 2246334863
C.
* > X
ul a,l ayl uk ak ak
1 275715,86317 4803,03473 9551,50694 11,4881 0,2001 0,3980
2 71057,40902 1123,12965 1588,34982 4,1746 0,0660 0,0933
3 | 10911530,84822 159137,63813 155426,32159 | — 135,1548 — 1,5458 0,8315
4 6818664,46860 23,88770 | — 232457,44885 | — 188,8059 — 0,6766 6,6870
5 248549,87031 |— 1060,19344 |— 762703643 |— 65,7808 0,3283 1,9254
6 116082,15570 |— 526,85343 |— 3500,89202 75,8898 — 0,3444 — 2,2887
7 66953,38744 |— 366 37623 |— 1876,63161 |— 14,2498 0,0779 0,3994
8 67556,75585 |— 40363889 | —  1804,53666 41,0201 — 0,2475 — 1,0895
9 2260577,92312 | — 14779,77491 |— 55996,61871 44,8618 — 0,1559 — 1,5348
10 75247,64592 | — 890,05350 |— 213,07577 |— 29,3587 0,3473 0,0831
1 381298,08958 2892,32426 |—  8254,77905 285,9228 1,9506 — 55047
M | 21293234,41694 149953,12407 | — 145164,84075 0,0072 0, 0,
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als dem sphiirischen, ferner die Darstellung des Potentials
allgemein fiir jeden Exponenten, sowohl in aufsteigender als
in absteigender Richtung, nach Potentialseiten und Indicialen,
endlich der Ausdruck €, des Anziehungspotentials fiir jeden
ausserhalb gelegenen oder auf der Oberfliche des Sphiiroids
befindlichen Ort, und fiir jedes beliebige Gesetz der Dichtig-
keit, wofern nur alle Schichten von gleicher Dichtigkeil ein-
ander dhnlich sind.

Die beigelegten Zahlenverzeichnisse sind einer sorgfiltigen
Priifung unterzogen. Die wichtigsten darunter sind No. 12
mit den Bedingungszahlen fiir die Axendrehung, und No. 16
mit den Gliedern der scheinbaren Schwere, geordnet nach
Potenzen des Quadrats des Sinus der scheinbaren Polhhe.

Es erschien zweckmiissig, in einer Beilage (sechster Arti-
kel) aus den gefundenen allgemeinen Ausdriicken die speciel-
len Siitze abzuleiten, welche Maclaurin, Laplace und
Ivory fiir das elliptische Sphiiroid gegeben haben. Zu diesen
Siitzen sind Erg#inzungen hinzugefiigt worden.

Im fiinften Artike! ist als leichte Schlussfolgerung der be-
kannte Clairautsche Satz nachgewiesen, welcher eine Glei-
chung zwischen der Abplattung, der Schwungkraft unter dem
Aequator, und der Zunahme der scheinbaren Schwere vom
Aequator zum Pol anzeigt. Diese Gleichung ist auch auf die
Abplattungszahlen zweiter Ordnung ausgedehnt worden.

Dritter Artikel.
Das Indicial

. . ’ . . . . . . .
Es seien ¢ und ¢ zwei beliebige idchte Briiche, in gegensei-
tiger Beziehung wie Sinus und Kosinus eines Winkels, so

P /4 .

dass ¢* —+ ¢ *=1. Es sei

Das Indicial ¢, = f, 4 f,c* +fc*. "

oder ¢, = fie -t .. 4"
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*
das Subindicial ¢, = [, -+ [,¢* - [,¢*. . .= ¢
¥ o £
oder ¢, = (¢ -+ L,¢* 4+ [.c*. . .- ¢";

je nachdem n grade oder ungrade. Der Koefficient der hich-
sten Potenz wird — 1 angenommen.

Die Benennung Indicial bezieht sich darauf, dass diese
Grossen von dem Zeiger (Index) n abhiingen. Diese Abhiin-
gigkeit wird durch folgende Differentialgleichungen ausge-
sprochen:

—

) ~

¢, —¢? s C.oo—e? g

n f[c n e 7 XY
P

de, e d?c, y o\
’E—I—/n(n—l—' )l‘”: 0, EZ"’F(N/‘FI)("—F—)('”:“.

Es sei das allgemeine Glied f,¢” oder [,¢®, so folgt aus
diesen Diflerentialgleichungen :

m—z)n+ac+0)f +(@+1)(z+2)F,_, ,=—0,

m—a) nt+2+3) [ +(@4+1)(r+2)1,,,=0.
Diese Koeflicienten sind in den Verzeichnissen 1. 2. ange-
geben.

Die Anfangskoefficienten sind:

a7tk 8 SR w ) Bl SO
07 (1) (n+-3)..2n—1)" LT (n-2) (n-4)..2n—1)’
s bt 8 B (1) L e G
0 ™ (m+3)(m+5). @na+-1)° 1 (n-4) (n+6). .(2n4-1)

Fiir ¢ =1 ist die Summe aller £ oder das einheitliche In-
dicial =¢. die Summe aller [ oder das einheitliche Subindi-
cial =/{; ;

(n1)

e TR

X 1.2..
SR B 8 DT G e T B L R
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i | L % no_,
Es sei v = — 37 dessen nte Binomialzahl =v, die n-+ 1ste

i 5 n—+1 >
Binomialzahl —= v , so ist

n—+2

: n n—+1
2% 9.F = 1 Al g f —

T

Aus den obigen Gleichungen folgt, wenn n und x ungrade,

¢ n =]
z@n— )t =n(sz -1t "),
@ (204 1) [, =n(n 4- 2 4-1) i o8

Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen, wenn n grade,

— x ¥
(n—+ I) Cptnce, :<2"+1) Cpo

—

/
oE gy )cn-!—1

1) e,—n—c, =2n41

Durch Umstellung wird die Potenz ¢” nach Indicialen oder
Subindicialen entwickelt :

—

T 7 o)
="My —=Mye, = Myc,. . —-c,,
G ot — — s
oder ¢" == e, - Myc, + M, ...~y
% X * E3
=y -0y 10, .-,

* ¥ ¥ ¥
oder ¢" =1,¢; - nye, -1, . e,

Diese Koefficienten sind in den Verzeichnissen 3 k., ange-
zeigt. Vermoge der obigen Diflerentialgleichungen haben’ die
der Stelle @ entsprechenden Koefficienten fiir zwei Potenzen
¢"—* und ¢" folgende Beziehungen:

n—ax)n+x+Nm® =n—1)am 2,
n—a)(n424+3) 0, ={n—1) an "2,
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Fiir das Subindicial und das Differential des Indicials gilt fol-
gende Gleichung:

¥ de,
—_—

ne,__ 1 — 7

Denn wenn k eine von ¢ unabhiingige Zahl ist, so folgt ans
der Gleichung des Indicials:

~~ —
¢pn(n-+1) / c,de=n(n-+1)k,

e, =
oder ¢2 —(1;“+ n(n—1) [ epde =n(n—+1) k,

oder ©, 0/22'"_1 4+ (n=4-1) | e de=nn-+1)k,

e o —
oderc, _ ,+ (n—+1) f c,de = (n—+1)k,

Bt —
e, d e
d I‘———".-J'—I— n e —
oder =1 (n+1) =" =0,
x d’c:

oder —n(m—+1)¢, _, 4+ n-+1) o =0,

was mit der Annahme iibereinstimmt.

Wenn der Werth des Integrals f/c\,,dc fir c = —1, von

dem Werth fiir ¢ =1 abgezogen wird, so ergiebt sich das
einheitliche Integral zwischen den Grenzen ¢ — == 1. Aus der
Gleichung @, folgt wegen des Faktors ¢’ —1 — ¢2, welcher
bei beiden Werthen von ¢ verschwindet, der erste Satz:

«Das einheitliche Integral / ¢,dc verschwindet fiir jeden

Werth von n.»

Wenn » grade, so ist k=0.
Wenn 2 ungrade, so ist (n—1)k=1{ =1,

Es seien m und ® zwei beliebige Zeiger, so ist:
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A e
dcptn) 77 de

— d c ’ d 6. do =
1L /II 2 Ill ’l
oy = r— m—t
de . do n" de de dc % 1) mw
( Sty -~ . AR
dc,c, Jo=ade —~de to de, decg, Foy
\‘nim/ ln m n 2 n
bl (S TENE B () c? 2, __nn+1)e,c
de n e m e de dc ( ) emns

A~
d (cmcu) d (c,Crm)

5 o =[n(n-+1) —m(m—l—l)];,\"’c:,.

Es sei also k eine von ¢ unabhiingige Zahl, so ist:

A Ao~

E+[n@m-+1) —m(m-+1) ]f 03¢, dc_c,,,cn — ¢,

n’m

¥ —

Rt dcn 5
=l [dc *Cniv i _C lmc 1(’”-—-')20"_16,"].

Wegen des Faltors ¢'%, welcher fiir ¢ = ==1 verschwin-
det, folgt hieraus der zweite Satz:
«Das einheitliche Integral des Produkts der Indiciale

f ¢, cnde verschwindet fiir zwei beliebige aber verschiedene
Zeiger m und n.»

Wenn beide Zeiger m, n, einander gleich sind, so wird die
obige Gleichung identisch. Es muss also das einheitliche In-
tegral des Quadrats der Indiciale S, = / ¢, cnde besonders

bestimmt werden. Aus dem zweiten Satz ergiebt sich leicht,

dass es dem einheitlichen Integral f c"?,dc gleich ist.
Aber :

B fxcn—i—x.
Also

g f T
"c"dc_——...——x— ket and e i
n—+x-+1

Hier ist (n -+« -+ 1) immer ungrade. Fiir ¢c= == 1 ist also
¥ +1 — - 1. Hieraus folgt:

Tl £, t fs

Q— Sn" = m—F AEE g oder —n—_';~2+n+4- .

5
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Das einheitliche Indicial sei wie oben =—§, so ergiebt sich

hieraus der dritte Satz:
«Das einheitliche Integral des Quadrats eines Indicials wird
durch das Quadrat des einheitlichen Indicials ausgedriickt.»

2n 41
O Sun :\Ei
oder
1 r T 1.2.3...n 1.2.3...n
ST TT 1 3.5 88-1) 3.5.0. . .GasD
Es seien
1 3
1‘0: — 5, Vy == = —5,
und ihre Binominalzahlen
1 2 3 1 2 3
Yo3: 0 Poisalasiby,y Doca l,
80 ist
2n+1 ,, 7
2 (2” v0)2 Snu = l
oder

1 n n
7 @7v,)(2"v,) S

nr

=il

Das sphiarische Indicial.

In einem sphiirischen Dreieck seien ¢ und z die Kosinus
zweier Seiten, welche den Winkel m einschliessen, ¢ und z’
die Sinus dieser Seiten, € der Kosinus der dritten Seite, u
der Kosinus des Winkels m, welcher der dritten Seite ge-
geniiber liegt.

C=cz+c7u.

Die hier von m =0 bis m = 27 genommenen Integrale
heissen Umlaufsintegrale.
Das sphiirische Indicial

—
—

it
C”:% fC dm,
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das sphiirische Subindicial

* ¥ i
C"__1 :an,z,fcﬂudm,

e T o Cia A B
die Binominalzahlen von » sind n, 2, n. ..

1 2
C* =(cz)*+n(cx)* "z )u—4n (cz;” =2 (c'x])u?.
1
Cu = (cz)"u +n (c2)* ! (¢'z) u® + n ez =2 (5l .
e : p B s i
Die Binominalzahlen von v, = — & MG P, 05t . h
simmtlich positiv genommen.
i SO 1
a ungrade .. ...... & u®dm =0,
- ot 7 A
a grade oder ungrade & qu dm = v,,
= 12 2 4 h
C, =(e2)" 4o n(cx)"—* (¢'z)? + vt (cz) "4 =) ...
¥ 11 23 35 N
=0 (ea) o n ()3 (¢'2 o n (cz)t 5 (¢ 5)2.
x x  x—i
41 —n=n,
also

= — "ok

Cn—|—1 ey Cn (ez)=C, ey (c’z')z‘

n

Fiir das sphirische Indicial und Subindicial gelten dhnliche
Gleichungen, wie fiir das einfache:

,2< ) Cn—-—l_c Cn—l’
( )—l—-nn+l)C"—(n—l)nC,,__2_0

(d C"_‘>+n n—|—l)Ct_1 (n — 'l) eiacn .

Der Beweis beruht auf der Eigenschaft der Binomialzahlen
von v,,, dass



= O ==

1 2 2 3 3 4
3270 = hvo, 5’00 :600, 71)0:8’004

Aus diesen Differentialgleichungen folgt, dass das sphiiri-
sche Indicial in eine Reihe von Gliedern sich entwickeln lisst,
deren jedes ein Produkt zweier einfachen Indiciale von glei-
chem Zeiger enthiilt.

Eben so besteht das sphiirische Subindicial aus einer Reihe
von Gliedern, deren jedes ein Produkt zweier einfachen Sub-
indiciale enthiilt.

— —~ N~ PR i ] LI T
Co =1+ foee, +fiez,. .. oder = f ez, +f,c,%, - .

it L

¥ x ¥ x * %
Coy = 06,3, -+ 0,02, . ... Oder by —+D,c,%, D045, . ..
je nachdem n grade oder ungrade ist.

In der bei ,(?" und 5"_‘ nach Potenzen von (cz) und (c,z’)
fortschreitenden Reihe enthiilt jedes Glied die hichste Potenz

—

—~ * %
von (ez), also auch das Produkt ¢ z oder ¢z vom hochsten
Zeiger. Also ist das letzte Glied

g B el i e s
ngrade ... .f, = ("“; 1)-("—;3):::(9"; 1) :
n ungrade. . .f, —= (""2'9) ("—'4—4): (2(1;::)),
n ungrade.. .b,__, = %ﬁ;,

n grade . .... I ("‘;‘3) (”—'4—5):'- (2(:——-12))

Fiir die iibrigen Glieder findet man aus den obigen Glei-
chungen folgende Beziehung:

m—a) (241§, =n@m—1)f0"—2,

m—x—1)n+2z+2)0, " V=nm—1)d, 3.

Diese Koeflicienten sind in den Verzeichnissen 5. 6. angezeigt.
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Zwischen den Koeflicienten des sphiirischen Indicials und
den umgestellten Koefficienten des einfachen Indicials ergiebt
sich eine von » unabhiingige Beziehung :

) — o7y
£ = 2%y m @,

‘Wenn
y __2 o w, L‘) : (7:+Q)
i W (sz-—l) e (2w+1)
80 ist
1
yxfx(”) = mx(”)’ n wwbx(”_‘ ) "x(n)'

Vierter Artikel.
Das geometrische Potential

In einem gradlinigen Dreieck seien die Seiten 1, r, e, der
von den Seiten 1 nnd r eingeschlossenen \mGel sei = p,
cos p =%, sinp =

e?—1—2rz 412
In dem untern Falle, wo r < 1, ist der Theil rechts kon-

. . 1 3
vergirend. Es sei v =—-» s0 ist

(er)? =1 — 2rz 412

In dem obern Falle, wo »>1, also r <1, ist der Theil
rechts konvergirend. Es ist also nur nithig den untern Fall
zu betrachten, weil der obere Fall aus diesem abgeleitet
wird, indem man r statt », und er statt e setzt.

Das geometrische aufsteigende Potential ist

Pl=¢ fu1n bea g L AR

Das geometrische absteigende Potential ist

1—-7‘2)"'—2

P._.( o furn—23,5,7,9,
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it (dl‘" o Agpi (dl’”}
oo ) g = ap ) il
F ( T TR

so ergeben sich die Gleichungen :

Bd"” "" (G)]a=r—26" 41 (‘“’)

+n' (" +1)P'rr=o0,

= (;’;3)] (1 —r)—2(—3 ().
+ (n—4) (n—3) Pr*=0.

Es sei

Aus diesen Gleichungen folgt, dass sowohl das aufstei-
gende als absteigende geometrische Potential sich in eine
Reihe entwickeln lassen, welche nach Indicialen von z fort-
schreitet. Diese Indiciale sind mit Koefficienten behaftet,
welche bloss von der Seite r abhiingen, und daher Potential-
seiten heissen.

Es seien
n
> gl
und deren Binomialzahlen

1y 2y 3, 123
D, 0, 00 oDl
850 ist
l -

" " 7 ", — "~
P:e":l’o—Qv l z+9‘vl —2* A D
(,1_,’.2)n——-2 " : AT ; v v

—_— = —_— 0l. % 2 5980
P = et '_{() 21’11"'1 +2 vlzzz 2 Ll323 .....
S §
Fiirn — — 1 ist

da’ ap’N
() + ()=
dr dz /

Fiir n = 3 ist



—== GNT =

d d,
f’f) Sy (;B == 0
dr dz
In diesen beiden Fillen enthiilt die Potentialseite nur ein

Glied !, =1, =1r".
Es sei also

-

v on d 3
—_ —2—-———1/0, una — ?Q-_,

50 ist
1
e
-

1 —~ 2 — 3 —
T Y ¢ 92 2 3 3
—a =1 =200z, 2%, 7, — oz, ..

—

1 —~ 22 50 ,%3 3
=1—=20,rz + 20?2z, — 20 z,...

Wemn n — 2’ = %, so verwandelt sich die Seite des einen
Potentials in die des andern. In diesem Falle haben beide
eine gleiche Seite l"x:Ix. Es ist also nur nithig fiir eine
der beiden Potentiale die Seite zu bestimmen. Durch die Glei-
chung n — n'' =& verwandelt man diese Seite in die des
andern Potentials.

Aus der Differentialgleichung von P ergiebt sich eine iihn-
liche fiir die Potentialseite ..

Es sei

50 ist

[w (x+1)1, — %“? 1 —=ry—2@m—3) (%—”)W
+(n—Akn—3)r*=0.
Ll el e e e sl
Zwei niichste Polentialzahlen seien p,.__, und Py
22 +1=—wu.

Beim aufsteigenden Potential sei. 2" —+ 3 = w -+ y.
Bei absteigenden Potential sei. . »n—1=w 4y,

so ergiebt sich aus obiger Gleichung:

Y (w—y) Ppy—t-w (w — w) Py—a=0.
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Diese Potentialzahlen p sind im Verzeichniss 7. angezeigt.
Fiir 2 — 0 verhalten sich die Potentialzahlen wie die Bi-
nomialzahlen von n — 2 oder n -+ 2. Die letzte Potential-
zahl ist
O Q2x—1) 2z —3)...2z+4—n)
L e 2z + 3) 22+ 5).. @z —24n)

Es sei das geometrische Potential mit einem beliebigen In-
dicial z,,, multiplicirt, und von dem Produkt das einheitliche
Integral = F,, von z = — 1 bis z =1 genommen.

Die einheitlichen Integrale des Produkts zweier Indiciale
von verschiedenem Zeiger verschwinden, und es bleibt bloss

das einheitliche Integral S, des Indicialquadrats iibrig. Also

" __om' om
Fm — 20 ! msmm, m’_“2 vlmsmm’
wo
o n” n
—— P — — —
2 2
und
P ¢ m—4-2 m -4 Jn—4=1n—3
= P = p,r siospE it 3

Es sei also:

e N -2 : m—t-n—3
Fp=1" 4 1,r i e )
50 1st ' "
lo—= 2" vSmm>

n(n-+2)...2m-+n—2)
= s

12 m

1 o (1.23... m) (.28 m)
9 Omm = 1.3 5...@m—1)][1.3.5...2m=+1))

m
mp —

e

Wenn also

Qu—n—k,
50 ist
n—2 om™.
'—‘2— 2’”“‘"_3: 1.
- D O E——

(Aus den délanges mathématiques et astronomiques T. L)
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Fiunfter Artilkel.

Die scheinbare Schwere auf dem allge-
meinen Sphiroid.

Zwei einander anzichende Oerter seien M und m, der Erd-
pol sei P, die von der Erdmitte zu den Oertern M und m ge-
zogenen Halbmesser seien R und r, der Polarhalbmesser — b,
der lineiire Abstand der beiden Oerter Mm — E ; die Neigung
der beiden Halbmesser R und r gegen einander liegt dem
Polarhalbmesser gegeniiber und sei also —=p, es sei cosp=:z,
sinp — z, folglich

E*=R?>—2Rrz+r2
Die Neigung der Ebene Rr gegen die Ebene br sei — m;

es sei cosm — u, sinm=uw'. Die zwischen den beiden Oer-
tern M und m wirksame Schwere sei, abgesehen von der

A : ” Sici. &
Masse,— — 7z 50 sind die drei Seitenkrifte
. 4 Rz —r
in der Richtung vonr, ....... S
i Rz"u
senkrecht zu r, in der Ebene br,.. — =52
Rz
senkrecht zur Ebene br,.......... = h
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Die Neigung der Ebene bR gegen die Ebene r sci = P,
es sei

cos P —o, sinP? —a,
. !

cos PM—C, sin PM=2C,
. ’

cos Pm — ¢, sin Pm =c¢:

so hat man die Gleichungen:

pp / ’ 4 | S i d
z2=Cc+Ccw, zu=—C —Cco, zu —=Co,
ol
C=cz+czu.

Die Lage des Orts m sei verinderlich, so dass die Grissen
r, ¢, ® oder P, als veriinderlich betrachtet werden. Die obi-
gen Gleichungen geben:

C'ew z'u
( ) P
4 dz dm
(dP) ( (rlw)m——rcm—_”uc’
7l
d(E)]_R:——r

E3

dr

RO
(,)J B (s B

E3

Die Masse des in dem Ort M befindlichen Korperelements
sei = dM, so ist das Potential der Anziehung

7w aM

'

Wenn also fiir irgend einen Theil des Erdkorpers das An-
ziehungspotential V gefunden worden ist, und in dem Aus-
druck desselben die Erdabmessungen unveriinderlich, die auf
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den Ort m beziiglichen Werthe verinderlich angenommen
werden, so bestimmt man die partiellen Differentiale von V
nach r, ¢, P, und erlangt die von diesem Theile des Erdkor-
pers auf den Ort m wirkende Schwere durch die drei Seiten-
kriifte A, B, H, dem Obigen gemiiss mitlels der Gleichungen

A:—-(Z—:,): B:‘——(Z—CV) %i-; H-:(Z*;);g,'

Es sei
o= Ar?* — — (gf 7‘2
dr ) 2

== Bre’ =8 (Z%’) 0’2,

r d 1
=== )k
so ist, abgesehen von dem Massenelement dM,

Rr?z r3
o= = _ET+ E_Q’

__ Bri'du __ Rres RrC
ﬂ_—‘ %S . EP i BBy

Rrzd’  RrC'o’

= W7 g
E*=(r — Rz)*>+ R*z",

d (c:)) Co do’

=Py o
< de ¢ s

du 2Rrz 3R%*r2’?
(5 el ¢ 7 g

ap _ 2Rz RrCo  3R*r%*u?
(rE = ow . ag a!

dy i RrC'o  8R%*r%:/2u'?
(&F o Y i m

Die Grossen rechts vernichten einander gegenseitig. Nur in
dem besondern Fall, wo auch der Abstand £ verschwindet,

.
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0
0

da ap a)"N= T
;i;) L (aa) +(Gp)=0
Wenn man die Erde als einen Umdrehungskorper annimmt,
in welchem jeder Meridian dem aus den Gradmessungen ge-
schlossenen mittlern Meridian gleich ist, so entspricht der in
der einen Erdhiilfte von irgend einem Massenelement dM senk-
recht auf den Meridian br ausgeiibten Schwere eine gleiche und
entgegengeselzte in der andern Erdhilfte. Der Halbmesser
r geht nach irgend einem Ort ausserhalb oder innerhalb der
Erde. Lisst man um diesen Halbmesser die Ebene Rr einen
Umlauf machen, wobei z unveriindert bleibt, wihrend der
Winkel m alle Werthe von 0 bis 27 annimmt, so hat die

T

R . 4
KI‘aft*Ezfszﬂ fiir jeden Werth von R, z, E, zwei gleiche und

wird die Summe unbestimmt — — - Im Allgemeinen gilt al-

so die Gleichung:

entgegengesetzte Werthe von «’. Beim vollen Umlauf ist also
die Summe dieser Seitenkriifte y = 0. Fiir die Anziehung der
als Rotationskorper angesehenen Erde auf irgend einen iius-
sern oder innern Ort gilt also die Gleichung

da ag\
(&) + () =2
Um das Massenelement dM zu bestimmen, sind die Abmes-

sungen des Korperelements im Orte M

in der Richtung des Halbmessers. . .dR,
senkrecht darauf in der Ebene Rr . Rdp,

senkrecht zur Ebene Rr ........ R5 dm,
aber dz = — z'dp.
Also ist das Korperelement. .... .— R2dRdzdm,
und fiir die Dichtigkeit ¢ das Massen-
elementdM ......... St .= — @ R*dRdzdm.

Der Ort M befinde sich in einer sphiroidischen Erdschicht,
welche iiberall gleiche Dichtigkeit = ¢ hat und von zwei ein-
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ander dhnlichen krummen Flichen begrenzt wird. Der Ae-

quatorealhalbmesser dieser Schicht sei — a, so ist vermoge

der vorausgesetzten Aehnlichkeit der begrenzenden Flichen
dR R d
C ==, dM= — oR%dzdm =-
da a a

Man setzt hier vorliufig ¢ =1 und a =1, so ist das Poten-
tial der Anziehung dieser sphiroidischen Schicht

3
V=e— ’ % dzdm.

Es sind € und € Sinus und Kosinus der Neigung des Halb-

messers R gegen den Aequator in jedem Meridian
C=cz+ c'z/u,
R=1—0C*+a,*—a,C®+alC?8...

Aus den Abplattungsbriichen erster Reihe o, c,. .. bildet
man nach dem Satz der Theilung zu bestimmten Summen und
den beigesetzten Versetzungszahlen die- Abplattungsbriiche
zweiter Reihe 3,0,. ..

f'V=a,, §,¥=aq,, 8P =eay;

g =q,, §,=200,, B =00.0,;

ﬂl“) =00 182(4) = 20,@, +0,0,, 5, =3¢,e,,

164(4) = 00
n(n—1)
1.2

bildet man aus den Abplattungsbriichen zweiter Reihe 3,8,. .
die Abplattungsbriiche dritter Reihe ¢,7,. ..

1 2
Mittels der Binomialzahlen n — %7 n— u. 5. W.

1
7’1(”) == "181(‘)’
1 2
72(") S ”IBI(Z) i nﬁz(”*
1 2 oLt
?’:;(“) == ”ﬁ1(3) i "182(3) ¥ "ﬁ:s“)’

1 2 3 4
1.\ =08, 4-ng,(*) 4 nf, () + nf, (.



— 118 —

Alsdann hat jede Potenz des Halbmessers R folgenden Aus-
druck :

B —1 = 71(")02 +72(IL)C-1 [ shg YB(H)CG +74(n)€8_ R

Auf der sphiiroidischen Erdschicht wird um r als Axe mit
der Neigung p, welche die R, r, zu einander haben, ein Ring
abgeschnitten. Man nimmt das Umlaufsintegral von m =0
bis m = 27, und erhilt dann das Anziehungspotential dieses
Ringes, 27 als Einheit angesehen,

Die Bezeichnung «oben» gilt fiir » > R, «unten» fiix r < R.
Es sei

davon die Binominalzahlen

1 3
Opaibos Vg s

oben (Fr)* =1 — 2vRz + v*R*,
E? r o
e i iy s
unten ¥ = 255 @
hé R3__R3 otz 2Rt 222/:.3 5
oben — =1tR* — 2o,z R - 2% 2,0 R0 L
R3 i 1~ 32 iy 3 — T_s
unten — = R* — 2v,z, PR+ 2% 2,r* — nt n?

Statt der Potenzen von R setzt man ihren obigen Ausdruck,

und statt der Potenzen von € die durch Umlaufsintegrale aus
ihnen gebildeten sphirischen Indiciale

= 1
C, =o5 , C"dm,
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oben ¥'= (1 —y@C,4+y,00¢, ..)
iy & =
— 20,20 (+— 9, C, -9, 97CF . )

g = =
+ 2P0 2,03 (1 — 9, C, 49, 9C. | )

unten V"’ = (1 —9,9C, +9,42C,. . )
iy = =
= 2oz, r(1— 9,C, +9,C, . . )
220z (1),

3. = yel A =
— 2P0az,r3 (1 —7’1(_1'02”"72( l)C4~' )s

—
P

rrt—'0+f2 "2+f4c4z‘4"'

Man nimmt hievon das einheitliche Integral von z = — 1 his
z=1, und erhilt dann das Anzu-lmnwspolentml der ganzen
spharmdlachen Erdschicht, % als Einheit angeschen,

RS Py Iz

V=3 f V.
Fiir jeden Werth von n verschwindet das einheitliche Inte-
gral [:;tlz Eben so verschwindet fiir beliebige aber verschie-

dene Werthe von m und » das einheitliche Integral /zm‘”d&

Da in V" bloss C (‘ u. s. W. und in diesen bloss z, 7
fiir grade Zeiger vorkommen so verschwinden bei der lnle-

gration von V" alle Glieder, welche z, 3 z* .. enthalten, und

es bleiben bloss die einheitlichen Integrale /A,“,‘dz ==k
Also ist

oben V= ¢l 71(3)f0(2)+72(3)f0(4)_ 4
2 B s :
+2?vot3§ Saty (- — 7,7, ® RACTAC Y
grg ja t 8t (7); (1)
+_l0r§4464( ...... w5
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unten V— (1_71(2)"0(2)_,_ 7,5‘(2) f, @ _73(2)"0(6)- Y,
+2or B8 0 g e AN C O
+2%r, ; SR O 2 Vs w1 il e — 1,70 ),

Aber @@+ 1) (2%0)°2-S,, =1

und £\ = Qm:Omx(").

Man bildet also mit Hiilfe der umgeslellten Indicialzahlen m
aus den Abplattungsbriichen dmtter Reihe y die Abplattungs-
briiche vierter Reihe §:

8. —1—m (.)7, G) 4m (4)7, 3) _m (G)y () |

3
50, = — m,Vy, (&) 4 Wy ) _ @), ()
98, =..iuiuin i ve m, By, ) — gy (®)y ()
SRS Jrti e, o m, g keh iy
RS mo(2)7’1(2) o m0(4)72(2) v (6)}, (2) .
90, = oevriiinneem @y (=2 gy (8)y (=)
130 =0 sirnninen.s. .......—mﬁ(‘”y3 e A

Das Verzeichniss 8., enthilt diese Abplattungsbriiche &
ausgedriickt durch die Abplattungsbriiche «,c,.
Das Anziehungspotential der sphiiroidischen Erdschicht ist
dann:
oben V=20, 8¢, 4+ 0,15, + 0,17 c,...

unten V=2,..... ceee 0t e, 4 008, .
Man selzt nun '—: statt V, % statt », und ar statt . Man mul-
tiplicirt mit der Dichtigkeit ¢ und integrirt nach a. Es sei

./@a”da — an—l—l (J”+1_
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Im obern Fall nimmt man das Integral von a = o bis zu dem
a der Erdoberfliche, wodurch sich das Anziehungspotential
des ganzen Erdkorpers ergiebt.

Im untern Fall nimmt man das Integral von dem a, wel-
ches der Erdschicht, in welcher der Ort m liegt, entspricht,
bis zu dem a der Erdoberfliiche, wodurch sich das Anzie-
hungspotential der Erdschale ergiebt, welche von der Ober-
fliche bis zu dem innern Ort m reicht. Dieses Potential ver-
schwindet fiir » = R, daher im Verfolg bloss der obere Fall
beriicksichtigt werden wird.

Es sei also jetzt der Aequatorealhalbmesser der Erdober-
fliche =— «, der Abstand des #ussern Orts m von der Erd-

. a
mitte — r, = =1

{-)3:{, gl:z’ P — =

03 03 " 03
so ist das Anziehungspotential des ganzen Erdkorpers auf
diesen iussern Ort, wobei 47a®g als Einheit angesehen wird:

A B S s T Oy
(€) V=040 c, i8¢, +i8,t7¢, ...

Dieses Anziehungspotential des ganzen Erdkirpers verwan-
delt sich in das Anziehungspotential einer einzelnen Erd-
schicht, wenn i =4, — i, .. =1 gesetzt wird.

Wenn man dem ganzen Erdkirper eine durchweg gleiche
Dichtigkeit beilegt, so ist

i:i, 2'::--3», 2 :ij i:—g—
5 . e 9 5 s

Aus der Anziehung des Umdrehungskorpers der Erde auf
den iussern Ort m gehen zwei Kriifte hervor, die in der
durch diesen Ort gehenden Meridianebene wirken, die Cen-
tralkraft 4 in der Richtung von r, die Seitenkraft B in der
darauf senkrechten Richtung.

A:—(dl, , Ar? == — ( r?,
(Ir

’ d ’

:—(——~ 'y Bre ::/3:—(—(1—‘;)02
2
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Es sei bei dem Indicial

de /s 3
= pc i
" de
50 ist
@ =0, +3i8x ¢, Bidxiec,+ Ti,00%¢...
A A
= Wi e,+ 01" c4 R
( =230, 0, + k580, + 6. Tidr e,
- e A
ap .o g @€y o580 e ldiop
—) = 0y et $,0,8° —= 4  ,0,r it

Vermige der Gleichung des Indicials ist

~

dec 3o

—,c—" +n(n+1)c, =0,
«

da ag\
a)*‘(% w0

Der obige Ausdruck des Potentials befriedigt also die Bedin-
gungsgleichung der Anziehung.
Ferner ist

also

dc,,___nc

dc Bt

Also wenn krag als Einheit angesehen wird, so ist

A = 8,* + 301t ¢, +54,0,0% ¢, 4+ 70,0,t%¢,. ..
B * ¥ x
: c
- 5= 2000t L - hi 0,18 2 4 6iyd, rs
cc c

Hieraus folgen weiter die auf den Aequator bezogenen Krifte

Parallel dem Aequator X = Ac¢’ — Be— S¢’,
Parallel der Erdaxe .. ¥ = Ac—+ Bc'— Tc.

S:A—icz, T:A—i—i;,c/z,
cc cc
S T — 4, Tudle .

cc



- Y -

2 1 B —
o i e N, (i
3 3 z 4 e 2

Die Indiciale geben

T x x
/. —_— 0
m+1)c,nce,., =(2n+1)c,
= /2« e
e (D), n—1,
m+1)¢, — ol T =2n+1) i

Also:

L 4 ¥ L
fea 2 S pd y .6 ; 8
S =0,¢* +- 501" ¢, +94,0,1%c, -+ 130,0,% ;. . .

et B S

v . c . c s c
T'=0,*+5i0,0* = 49,0, - 134,000 i

Fiir einen Ort auf der Erdoberfliche setzt man

=1 — a,¢® 4+ aye* — b -t ..
e },l(—n)c2 g 7/2(— n)c4 o 73(—11)06 SE 7’4(_ n)cs' i
und entwickelt hienach die Glieder V,V,V, ... A 4,4, ...

B,B,B, ..., welche nur die Abplattungsbriiche «,c, . .. und
die Dichtigkeitszahlen ¢ ¢,7,i, . . . enthalten:

V="V,4+Vye®+ V' + Vet 4+ Vet ...
A=A4,+ A,*+ Ac* + A+ F i L
B
= Byl £ RVHIBR - B
Die Glieder von V und 4 sind in den Verzeichnissen 9. und
10. durch o,c, ... ausgedriickt. Es ist unnothig, die Glieder

von B besonders zu berechnen, da sie aus denen von V und
A gefunden werden kinnen. Es ist niimlich

avy ar /dV)__dV
(dr)dc_i—\dc o
dr

% r v
=B =2V,e k¥, 6V,

also

— A

, B ;
A2, —ha,c?.)— (I ayct. ) =2V, - k¥, 2.



—_—12f —
Zur unmittelbaren Bestimmung der Glieder von B ist also
20,4, — B,=2V,,
20,4, — ha,A)— B,+a, B, =4V,
2a 4, — ba,A, +6a,4) — B, +a,B, — a,B, =6V,
u. s. w.

Die durch die Umdrehung der Erde um ihre Axe an der
Erdoberfliche entstehende Schwungkraft sei

unter dem Aequator.......... =1

In m parallel dem Aequator. . . . = Dre.

In m in der Richtung von r. . ... Ay=—Dr>—— —;—)
In m senkrecht zu r........... B,y/=Drec'—— dV")

Das Potential der Schwungkraft. V,,:—; Dr2c",

Das scheinbare Potential. . .. ... B =V+V,.
Die scheinbare Centralschwere.. A — A 4+ 4,,.
Die scheinbare Seitenschwere... % =B+ B,,.

Es sei die Polhohe = g, sing = f, cos p = f.
Die Neigung des Halbmessers r gegen den Aequator =1

siny =c, cosy =¢, tang (p — ) =A4.

m:—(‘f‘-", B=— (2 )~
i+ (@) ="

do—

also

oder
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Das scheinbare Potential B muss also von ¢ unabhiingig,
d. h. fiir jeden Ort der Erdoberfliiche unverinderlich sein.
Das Potential V), der Schwungkraft verschwindet unter dem
Pol. Also muss das unverinderliche scheinbare Potential B
dem Anziehungspotential unter dem Pol gleich sein.

m:w.__; D=V, V, 4V, + V,...

| 4 = Vo4 V,c* 4+ Ve + T .
also

%ch’z:%mz(l_c?)zvzu — V(=) 4V, (1—c5)...

also
A D=V, V(1 )V, (1= ...
Es sei
V,+V,+ V6+Vb"':5’
Fooo- VW . s
u. s. w.,
80 ist
%Drzzgg-.- Ve 4 Ve 4 Ve . .
WO

2 sk 2 4
r*=1—2¢c*+ 2a,+oaa)ct...

Wenn also bei der Umdrehung der Erde um ihre Axe die
Oberfliche im Gleichgewicht bleiben soll, so sind folgende
Gleichungen zu befriedigen:

1

P

Uy =V,+2¢,7V,=0,

Ug =V, — (2a2+a1al)1’}=0,
Uy = V4 (2e, +2¢,0,) V,=0

u. 8. w.
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Mittels der Gleichungen U, =0, Uy =0, U;=0, wer-
den die Dichtigkeitszahlen ¢, ¢,7, . .. durch die erste Dichtig-
keitszahl ¢ und die Abplattungsbriiche «, e, . .. ausgedriickt,
so dass die scheinbare Schwere an jedem Ort nur von den
Grossen io a, ... abhingt. Nimmt man hiezu noch die erste

Gleichung ;—1): V,, so ist die scheinbare Schwere durch
Da,c, ... bestimmt. Ferner ist das Moment der Schwungkraft
Dr=D(1 —oa,®+ay..)=Dy+ Dyc* + D" ..
D,=D, D= —a,D, D,=0a,D, u.s. w.

A =AU, Uye? + e ...

%:%0+‘2‘2c?+%4c4...
y=Ag— Dy, A, = 43+ Dy—D,, Uy=A,+D,— D,,
B,=B,+ Dy, Dy=B, +D,, P, =B,+D,.

Die Glieder D D,D,... sind im Verzeichniss 11., U, U U,...
im Verzeichniss 12., YU, A, ... im Verzeichniss 13. durch
@, . .. ausgedriickt. Die Glieder von % besonders zu be-
rechnen ist tiberfliissig, da sie aus den Gliedern von Y durch
die Gleichung D = A gefunden werden kinnen.

Der Clairautsche Sutz.

Die scheinbare Schwere ist
unter dem Aequator =9,
unter dem Pol =, + A, + A, +U,. . =N, -+ U,,
die Zunahme der scheinbaren Schwere vom Aequator zum
Pol =1%,.
Die Verhiiltnisse, welche die Aequatoreal-Schwungkraft D,
und die obige Zunahme A, zur scheinbaren A equatoreal-

schwere haben, seien A und k, so ist



R

-~

M, =D, ==t
Bleibt man bei dem ersten Bruch «, stehen, so ist nach

den Verzeichnissen 11. und 17.

D=2¢, (1—1i), A,=q, (k—>5i), A,=1—3c, (1—1i),

=

also
h=2a, (1 —1), k=a, (b — 59,
hieraus
5 ;
qh——k:(xl, 2h — k=0,

Dieser Clairaut’sche Satz ist unvollstindig wegen der
weggelassenen Glieder ¢,c,. . . Beriicksichtigt man die beiden
ersten Abplattungsbriiche o, ., , so ist

e 9 20 e

? e 1—@1'—7(12—'— a‘ala1—7alall,

: 3 ? 6 922

2h — k= — Oy 00y -+ (a, — o Oy o 0 0)
— 3o, 0,00

Die scheinbare Schwere.

Die scheinbare Schwere ist
B = AV1 4 A2
VI =t £ LA =1 A, A

A =cc (&, -+ e,0% + g, 4,08, .),
A= 6,6° + (— £,6, + 2¢,8,) ¢*
= (— 26,8, 4+ 266, 4 £,6,) ¢® — (26,6, 46,8, ¢,
A= 6,88, (¢* — 2¢% 4 cP).
Das Verzeichniss der ¢¢,... ausgedriickt durch «,c,. ..
ist im ersten Artikel gegeben. Hieraus folgt das Verzeichniss

1%., welches die Glieder 4,4,.  zuerst durch &¢,.. , dann
durch a,c, .. ausdriickt.
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Es sei
B =08, + Gyc? + Gct.. .,
G5 =)0
G, =%, +AA,,
G, =%, + A4, + A A,

u. 8. w.

80 ist

Die Glieder ,0,. . . sind im Verzeichniss 15. durch «,c, ..
ausgedriickt.

Um die scheinbare Schwere nach Potenzen des Quadrats
des Sinus f der scheinbaren Polhshe ¢ zu entwickeln, so sei

@:90+92f2+94f4 g By
e® =n,A)f? 40 )t 4 0, )fS
ot — 0 {ft - D8
e no(s‘f“ e
u. s w.
Die Zahlen n sind im Verzeichniss VIII. des ersien Arti-
kels gegeben. Hieraus ist
90= 6, = Uy,
92 = ”0(2)@2’
e —— ”1(2)@52 s ”0(4"(‘54 ’
9, == n2(2)62 e n1(4)(;54 Ak no(s)@s,
Ii=— ”3(2)(52 ot "2(4)@54 b "1(6)66 P "0(8)68
u. s. w.
Die Glieder g,g,g . .. sind im Verzeichniss 16. durch «,c, .
ausgedriickt.
Die scheinbare Aequatoreal-

schwere ist............. O, ==
Die scheinbare und wahre Po-
larschwere ist........... @50+§);2:g0+92:52[0+9l2.

Die Zunahme vom Aequator
zum Poliste, . ono .o 6, =iy
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Die Summe 2, als Priifung der Summen &, und g, ist im
e S ~—
Verzeichniss 17.

Sechster Artikel.

Die scheinbare Schwere auf dem elliptischen
Sphiroid.

Als besonderer Fall des allgemeinen Sphiiroids sei der Um-
drehungskorper der Erde, aus elliptischen Schichten beste-
hend, angenommen. Jede Schicht habe die Dichtigkeit — g.
Die einzelnen Schichten seien einander ihnlich wie bei dem
allgemeinern Sphiroid. Der Aequatorealhalbmesser — 1, der
Polarhalbmesser — 0, die Abplattung 1 — b — «, der Excen-
tricititswinkel = e, tge—=21, cose=b —=1—c.

Die Gleichung des elliptischen Meridians ist

1 =r(1 4+ %) =0b* (1 + A*).
Allgemein ist

r=1—a.c®+o,c* — acs... -

Bei dem elliptischen Meridian ist also

= %).2,

@i % AL, = 3 i

(8 — 126/16’ o, _—:—% 28, 00— 1:)6 A5,

0 — 1’3258 s AL ol 1228 A o= ILQZ A%,
ot 0, 2= lLQQS A8 G000, = 13—8 2.

Aus den Verzeichnissen fiir das allgemeine Sphiiroid erge-
ben sich also die entsprechenden Verzeichnisse fiir das ellip-
tische Sphiroid, wenn man in jenen die Zahlen der vier Ab-
theilungen multiplicirt mit

3

TARTU ULikpgy)
RAAMATUKGGY
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|

1
5 B,

(3. 25, Luis glay

. 5.20, 18,12, 8).

1
iz 3

Berechnet man nun auch die Verzeichnisse fiir das ellipti-
sche Sphiiroid auf unmittelbarem Wege, so ergiebt sich da-
durch eine Priifung. Auf solche Art sind in den Verzeichnis-
sen des allgemeinen Sphiiroids simmtliche Zahlen gepriift
worden, so dass sie als sicher gelten konnen.

In dem allgemeinen Sphiiroid ist
i 7,l(n)cz__'_ 72(”)04 o

Lo yl(—n)cz_'_yz(—ll)c(l ¥

Es sei
n n
_—— =
2 § 2
Die Binomialzahlen
1 2 3 1 2 3
O e ®, 0, ...,

s0 ist beim elliptischen Meridian
‘ 1 2 3
=14+ 01%2 40 A% 40 185 | ..
1 irdigtel Bt
V=14+02%*+0 % 4+ o 1% . ..
1 2 3
e yl(n) =22 7,2(11) = it it 73(11) —v s ...
1 2 3
b T el o Vel e

ok __L 213 __7 415
=0, 8,=— 2w, 8 = 5 A,

3 5
9.11 . A IS,
9 2,467 6”*57.6.8“'
u.’'s. w
Wenn n grade, so ist
P =22, 72D =A%, 7,2 = A% u. s. w.,

’,2(-—2) = 7/3(_2):7/4(_2) e (¢

i b 4):7’4(—_4) :7’5(—-4) <o =0.
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Also
BV, T3k Bl
’5—/1, 7*}, .-«———;l—',

0, =0, 0, =10, ;=10 u s w.

V]

o g i e
6 — 3,{

Das Anznehungspotenhal einer einzelnen elliptischen Schicht
auf irgend einen innern Ort ist also unverinderlich

Yie—to, =

x|

Auch ist die entsprechende Anziehung =0, weil 0,0, .
verschwinden.

Das Anziehungspotential der elliptischen Schicht auf einen
dussern Ort ist, wenn by — w,

9.11
2243 4 6 7 R
V._u-—-—luc—l— /l e Au’ cg
Dieses Potential verschwindet fiir einen unendlich weit ent-

fernten Ort, da fiir diesen v = 0.
Fiir einen Ort unter dem Pol ist by — 1

=3 2 — 2.4 — 2.4.6
e 1 "

also

Fiir einen Ort unter dem Aequator ist
p=d b —Nne, c—0,
.3.

Gy 1 — 123 —

2 R R e &

V—i[}ine—i—l'1 in% 4 1'gsin"’e+—i—1»33—'5@'7e ]
e B S e B Fo 7 ke

dh V=-.

Das Anznehungepnlumal einer elliptischen Schicht auf ei-
nen Ort seiner Oberfliiche hat also gleichen Werth unter dem



- 132 —

Pol wie unter dem Aequator, ist demnach fiir alle Oerter der
Oberfliche unveriinderlich. Diess bestitigt sich auch dadurch,
dass bei der elliptischen Gestalt die Glieder V. 2VaVs- - . ver-
schwinden, wenn i =i, =1d,.. = 1 gesetzl werden Das
Gleichgewicht kann also nur Iur eine nicht um ihre Axe
schwingende einzelne elliptische Schicht bestehen.

Wenn man dieselben Werthe von §,0;.. und von ¢, c,..
in den obigen Ausdruck von A setzt, wobei alle =1, so er-
giebt sich die Anziehung der elliptischen Schicbt auf einen
Ort ihrer Oberfliche, unter dem Pol A="b, unter dem
Aequator 4 = 1. :

Fiir die Anziehung des ganzen elliptischen Umdrehungs-
korpers der Erde auf einen lussern Ort giebt die allgemeine
Auflosung folgende Ausdriicke. Es seien S¢’ und Tc die dem
Aequator und der Erdaxe parallelen Krifte, br—=u, Vu*=28,
Sbu—= &, Tbu =3, so ist

e R L

e ¢ A
%:u“—;i/fu“ ¢, 214@1,1‘%7 A 61 Sl c6 9%
5 2 7.9 wry 94113 64,9
@-_u—é—z),uc—i—g—lizl,l o T luc

o 94143, 15 90
iptr%e 2D B et

5 cq
e 25l
S—Nr— i;\r h2 1

Fiir einen Ort der Erdoberfliiche, wo
A%
B T
sel SIB:EBO+933202+516404...
G =8,+8,c*+C,c*. ..
S =3 4 T-ot.Fet. ..
Diese Glieder sind in den Verzeichnissen 18., 19., 20. an-
gegeben.
Unter dem Aequator haben B, &, T die Werthe der An-
fangsglieder, fiir welche man folgende bemerkenswerthe Aus-

driicke findet, die von den Binomialzahlen von 1, 2, 3, &...
abhiingen. Es sei
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us $iy it 1, 1,
gttt gt oty D0 S LA et SR
1 1.

X % 1
g'z:q’ §§'1:q|’ 79 2 =195 ﬁ3:qa"‘

- . . ‘ 2 3 .
—3 =9 davon die Binomialzahlen v, v, v .. ., so0 ist

Wy = 14-042(1— )4 0A*(1—2gt-q,) A% (1 — 3¢—+-3¢,—q,)
T (1—hqg+6q, —lhg+gq,)...

@4 = 14-0A2(1 —p) -+ 2A* 1 —2p-t-p, )+ 2451 — 3p+-3p,— p,)
+:;ls(l —hp+6p, —bkp,+p,) ...

Ty =102 — i) -odb{1 — 2i-t-i,) - oA — 3i-3i, —i,)
048 (1 — Bi 4164, — kiy +-1,).

Unter dem Pol verwandeln sich T8, &, $ in die Summen
W, S, T:
s P BRI e S
@——I gl}v +'g 11)., ‘7—12/1, +~§—13A; ik
S =1 — 2iA* + 3i A* — h A5 + 51‘3&8 on
T=1—il® A — i, A8 1A% ...

Aus den im Verzeichniss 12. fiir das allgemeine Sphiiroid
gegebenen Werthen von U U.U; . .., welche fiir das Gleich-
gewicht auf der Oberfliiche bei der Axendrehung verschwin-
den miissen, sind diese Werthe fiir das elliptische Sphiroid
in dem Verzeichniss 21. angezeigt.

Wenn diese U U, U, . .. fiir jede Abpl:ttung verschwinden
sollen, so miissen die in ihuen enthaltenen Koeflicienten der
einzelnen Potenzen von A* verschwinden. Dieses geschieht
nur in zwei Fillen. Der erste Fall, wo ¢ =¢, —4,...=1,
betrifft die einzelne elliptische Schicht, und es ist dann auch
D = 0. Fiir den ganzen Erdkérper verschwinden die Koefli-
cienten nur dann, wenn alle Schichten gleiche Dichtigkeit ha-
ben, wo



- A
et A9 B :
7’—37 11———77‘7 L5 e ety 13:—--

Hieraus folgt der Satz:

«Bei einem um seine Axe schwingenden Umdrehungskir-
per, dessen Oberfliche im Gleichgewicht ist, kann der Meri-
dian nur dann elliptisch sein, wenn alle Schichten des Kor-
pers eine gleiche Dichtigkeit haben. »

Aus den Verzeichnissen 19., 20. ergiebt sich, dass in dem
Falle gleicher Dichtigkeit in allen Erdschichten auch simmt-
liche Glieder ©,8,&8; ..Z%,3,3, ... verschwinden, so dass
alsdann

€=8,=6, 'T=%,=%

unverinderlich fiir alle auf der Oberfliche des gleichformig
dichten elliptischen Sphiiroids befindlichen Oerter. Da Xb2 —
Grc,, Yb* = Zre, so ergiebt sich hieraus der Satz von Ma-
claurin:

«Die Anziechungen, welche das gleichférmig dichte ellipti-
sche Umdrehungssphiiroid auf die Oerter der Oberfliiche aus-
iibt, verhalten sich parallel dem Aequator, wie die Abstinde
von der Axe, parallel der Axe, wie die Abstinde vom Aequa-
tor »

In diesem Falle baben G und &, 3, und T folgende ge-
meinsame Werthe @ und ¥

Kol 6 ., isg: i 2%% #5718 p
6———' 5 A +*72 o 9 A ...—§F(0~r+*}~2>,
wi R TR
I-—]—*Sf/t |—7/$ —‘“9*/., ...._-ﬁ(,x—e),
also

S e(1 +12) — 4 T 1442
iy % =— (A—e),

R e T L R
iibereinstimmend mit Laplace Mée. cel. Vol. 1. Liv. 111,
Diese Auflsung von Laplace lisst sich noch folgendermaas-
sen ergiinzen:

Es sei
A% As A6 A8

=58 51 90 o4l
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50 ist

. ;
Z=1-3g, -Z--:H-(;y, ag Sy a

A — B
b ST Qbie =,
r -+ Yu c,, % 9,

V=8=1-3,
R

Vo =B, (1-4+4%)=1— —Az _,14 6316 —-'7?. ”’L‘Zﬁ:‘;’)

A A A B PR § O

2o =ar—3(3—o),
wahre Aequatorealschwere S, —=1 — 3,
1
wahre Polarschwere. .. ... sk 7
V14-42

Wenn % und k dieselbe Bedeutung haben, wie im fiinften
Artikel bei dem Beweise des Clairaut’schen Satzes, so ist

L D 3 e*—3(A—e
[T G vt W Ty T
1k P 1+6n

T+ 8 d—3wVis2t

Hieraus ergeben sich die Gleichungen

el?
2h:;_ — 3, (I 4+k2=14 22
Man erhilt also die Abplattung entweder aus % oder aus k
L5 B, T,
= Pan

o=k—k + 1 —..
Zwischen A und k ergiebt sich eine Gleichung durch Aus-

scheidung von A%,

e S

e i k4
2 35 175 67375 "

]
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DPer Satz von Ivory.

Der Ort m liege ausserhalb des elliptischen Sphiiroids (ab)
und auf der Oberfliche des Sphiroids (a,b,). Eben so liege
der Ort M auf der Oberfliche des Sphiroids (ab) und inner-
halb des Sphiroids (a,b,). Diese beiden Sphiroide baben ei-
nerlei Mitte und Brennpunkte, also gleiche Brennweite

= Va* — b* =Va,* —

Auch haben sie einerlei elliptischen Winkel, dessen Sinus

_rc_ RC ; 7wt~ RO’
, Kosinus s — — — .
b1 b a, a

Das Sphiiroid (ab) hat auf den iussern Ort m die Anziehun-
gen XY, das Sphiiroid (¢ b,) auf den innern Ort M die Anzie-
hungen X,Y,, parallel dem Aequator und der Axe. Bei
gleichmiissiger und gleicher Dichtigkeit beider Sphiroide ist
nach Ivory:

yiaouy -
abC a7 G ey

Der Ort M liege auf der Oberfliche eines dem Sphiroid
(a,b,) dhnlichen und ihnlich gestellten Sphéroids (a,,,), wel-
ches auf diesen Ort die Anziehungen X,,Y;, hat, so ist

2
ayy

P a,2' ’
X, =X, =35 RCS=7, RC'S,

a,? a?
Yw1 o Y” == I;I‘z‘ RCI e bz RCI'

!

& und g sind die oben gefundenen Ausdriicke, in denen 'A

durch 4, =4, __bi ersetzt wird.
1

Vermige des Satzes [ und der Gleichheit des elliptischen
Sinus s und Kosinus s ist also die Anziehung des Sphiiroids
(ab) auf den dussern Ort m:

2 6
X:ﬁm(ﬂ—2[ﬁae“_r’ )

{0
b, 3 1y 7 2p.9
s | e f4 ﬁl
s .
Y.._(ll)rc <b;’* 5 bg +’I b17—7zb9.. ),
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wo

ey gt

P o NSNS o st
R A B T R R S T BT
DR G e R e e

Der Satz von Ivory giebt also ihnliche Ausdriicke fiir den
dussern Ort wie fiir den Ort der Oberfliiche, wo b, =0 ist.
Die oben gefundenen Ausdriicke geben fiir den iussern Ort

5 f‘2¥ 7.9 f4*
X =a’rc (»— zrs 2+2411764"'>’

II. A e
Sl B fidy Bn s % .
Ja— abrc< 27'5 24‘1-"«:"‘)

Die Uebereinstimmung von II. und 1II. folgt aus dem obi-
gen Werth von b,.

VERZEICHNISSE.

1) Indicialzahlen = £,("™.

x 0 2 & 6 8 10 | 12
n
0 1
2 B 1
3
4 2 1w 1
35 7
5 5 15
6 il e
231 11 1 1
8 i3 28 14 28 1
1287| ~ 143 13 15
0| — 8| 315 200 e 45|
T 46189 %199 323 3237 19
49 33 198| 2475 _ 660| 495 | _ 66 |
96577 7429| 7429 ~ 437 161 23

h
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x 3 5 7 9 1 13
n
1 1
3
3 o 1
5 10
35 105 21
: VR v gt il
g B[ 126/ 36 1
231 291 85 17
i |33 | 5 _mo a0 55
4199 323 323 133 21
13 429 | 2574 1987 1716| 420 | 78 |
185725 | 37145 ~ 2185 805| 115 25
2) Subindicialzahlen = [,
x 0 2 & 6 8 10 [ 12
n
0 1
1
1 p)
k g > 1
5 45 15
Gl—=% il .
8 ¢ L 28 141 28 1
2431 T 221 17 17
so | docedl s L ML g0
4199 393 393 19 7
o | 33 |_ 594 | 99 | a2 997 | 66|
185725 ~ 37145 437 115 115 25
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x 1 3 5 7 9 11 | 13
n
1 1
3
3| —=% 1
5 2 1
33 11
7 _..L 1_ ._1 1
143 13 5
5 63 84 378 36
4199 T 323 323 | T 19 1
Tl 825 | 330 | 330 55 1
7429 7429 437 161 23
43| 143 | 986 | 43| 572 143 % |
111435 6555 | 345 |~ 345 a5 e
3) Umgestellte Indicialzahlen =— m (.
z | 0 2 b 6 8 10 [ 12 ] 14
n
ol 1
1
o s 1
3
1 6
e
5 7 !
i 5 15
= =¥ 19
7 7 11 s
g it 210 28 1
9 33 143 15
1 5 210 42 5
0 Glim | B3| 1w 1 .

ol vl ok 315 | 924 | 495 Wi
13 13 221 323 | 133 23
il 7 441 | 1001 | 2145 |\ 3003 | 9 |
"1 B4 47 323 | 323 | 437 | 575 | 271
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z | 1 3 5 7 9 1 | 13 ] 15
n
£y
3
3= 1
: 1
3 0
5 3 1
3 35 21
s 5 il
g3 | Mo 126 36 |
1| 143 65 17
fy P as 462 | 990 55 1
1 39 221 | 323 a1
13 3| M | 6l w0l 5| o |
5| 17 323 | 2261 | 161 | 95
5] 3| 245 693 | 32175 | 143 | 91 | 105 ’
17 | 323 323 | 7429 23 | 15 |29
|
&) Umgestellte Subindicialzahen — n, (™.
x 0 2 k 6 8 10 12
n
0 1
7
2| 3 1
3 2 j
kb o = 1
1 5 15
e R e !
8 Aot 140 o8 13 28 1
33 | 429 13 17
o [0 B B0 Lo ity g
143 143 291 323
2| Lo A2 (365 | e | 45 | 66 |
7 65 221 | 4199 323 161 25
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x 1 3 5 7 9 11 13
n
1 1
3
3 T 1
5 10
Sltalon 1
5 105 7
s Tt .
9 15 84 126 36 1
143 143 85 19
;| A |05 | de2 | 330 | 55 |
13 291 323 | 133 23
3| L | 126 | 420 14200 | 429 | 26 |
17 323 323 | 3059 115 9
5) Sphirische Indicialzahlen = f ).
7o [N ) 4 6 8 10 12
n
0 1
1 3
T E
; 1 9 35
|, —_— i
5 7 8
6| 1|15 | 52 1
7 | 14 88 16
8 1| 10| 3675 539 6435
9 | 11| 572 20 128
jo | L [225 | 3675 485 | 280575 | 46189
11 |286 | 572| 136 9432 256
2 | 2 9 | 11025| 53361 | 3185325 | 1524237 | 676039
13 | 13 | 1768 | 1292 | 17024 2944 1024
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x| 1 3 5 7l 9 11 13
u
1 1
Siagles
i
5|3 (B |
719 8
2| 3 [175 | 1323 499
9 |66 | 104 16
g | 3 |350 | 3969 3861 12155
1 1 (143 | 260 68 128
11 | 3 [175 | 14553 212355 668525 88179
13 | 78 | 884 | 2584 2688 956
13 | B | 35 | 43659 920205| 8690825 | 3438981 1300075
15 | 17 | 2584 | 9044 | 20608 3200 | 1024
6) Sphirische Subindicialzahlen =1 (" —").
x| 0 | 2 3 6 8 v 12
L
3
I L
6
3| 3|15
10| 8
5| 32| 105
14 | 12 16
7| 3|15 2205 3003
18 | 88 208 128
g | 3 |5 1323 27027 21879
22 | 286 104 544 256
(1 | 3 175 | 24255 1486485 401145 323323
26 104 1768 | 20672 1792 1024
(3 | 3 [105 | 945945 920205/15643485 12609597| 2414425
1 30|68 | 67184| 10336 | 41216 | 12800 2048
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x| 1 3 5 7 9 11 13
n
2 1
6 7
Mol
6| 5| 105 9
7 99 8
8 20 | 735 231 715
33 | 143 10 16
10 |75 | 7| 2019 | 32175 20995
143 | 143] 68 304 128
12 6 | 2205 22869 | 353925 692835 156009
13 | 442| 646 2128 1472 256
P 3087| 99099 | 1533675|12609597| 4732273 2340135
17 | 646 | 2584 6992 | 14720 2304 1024




7) Potentialzahlen =y.

n's 1 1 3 5 7
n 3 5 7 9 1
y 0 2 2 & 0 2 &b 6 0 2 4 6 8
w 2 2 L 2 8 6 & 2110 8 6 k 2
X u
1 1 1 28 i
e 2 p et ity k A
0 1 1 3 x 5 1 5 3 - 1 3 14 4; 19
1 1 9 9 1 18
0 ke b 3T LS R st SUARE 9 T W
3 1 3 1 1 12 2 4 1
[y el ol 2ol oy Rt s LAy Byt s e MRV
2 5 1 7 7 21 1 7 21 231 1 7 ; 231 1001
5 2 5 1 1 5 4 4 1
3. $1.81 asc g WLy n et T e B T et
L 9 1 G ¥ 0. B 1 %2 o R 1 & 30t a8
11 1 143 1 143 143 11 143 143 2431
5 11 1 i e i el T A L e R BT 12 & e 63
13 13 65 1. 13 221 13 13 221 4199
G My il B S 7 e e e B
A5 5 85 5 85 1615 17 17 323 323




8) Abplattungsbriiche vierter Reihe — 6.

8,

8y

%:.

8y

5 6 8
1 1 1
2
o, —1 e S ¥
= 3 6 7 2 2
2 5 7 9 s T
Al ey gmer g s«
= 5 7 9 5 9
_ - S o sy 2 10 4
n 3 7 Fourl. TLAT 13 T 53 13
o % o L 210 72 S a1 .20
L2 7 TR Ry T3 T 33 13
B R N N i 84 20 20
1711 7 Bl L A B 13 i 33 13
s 1 20 490 252 1 2 [ 140 L
: 3 33 429 195 17 9 429 195 17
ik 9 80 2940 2016 :o 2 \.mo % alw
173 3 33 429 195 17 9 429 195 17
e 1 40 1470 0108 55 1 210 280 2
2 3 3 429 195 17 9 429 195 17
20 5 1 120 7350 7056 495 840 | 1680 168
B 3 33 429 195 17 e 429 195 17
Lt 20 2450 3528 330 350 980 126
Apel il ol S 33 429 195 17 : 429 195 17
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9) Glieder des Anziehungspotentials V.

(Vo — 1).
i Y iy i3
1
o, — 1 5
Bl o ¥ ity
“2 5 7 15
3 4 3
oy Do | iy 15
3 5 1 15
%3 7 21 e T 1001
g 6 20 6 120
N 7 21 e« § 1001
Wi 1 10 5 140
g, 7 21 1 1001
- 3 20 14 4 7
. 9 99 143 143 1989
o e ag o R0 Rt WS e
173 9 99 143 143 1989
S cEIBE SRR L SRl
273 9 99 143 143 1989
5 el Sy 210 112 35
gilodite 9 99 143 143 1989
o, o, o0 s g-) E e EG— ————210
25 B8 e 99 143 143 1989
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V2
i DY i iy
o, 1 — 1
6 2
az ...... -77— — "5
19 6
alal -t 1 7 - o ?}‘
B g Theda 7 231 143
L 5 7 231 143
Foca 3 29 1281 420
e 5 7 231 143
. 140 420 420 420
4 231 — %29 715 3315
i M 725 2715 3435 4200
173 7 231 429 715 3315
o 280 1260 1680 2100
Pk B ls 231 429 715 3315
et B 1500 7470 | 12360 18900
17172 7 231 429 715 3315
S 1 . 470 3075 6580 12600
5 7 931 429 715 3315




V4
i A iy iy
7
a, — 1 5 9
21
o, 1 — 3 "
2 35 135
3 : 33 143
1 320 1080
a ooty AR ciyontn ————
1%, 1 7 33 143
50 505 1260
G e e T 3
S 490 1260 770
Ao il ten bty o0 429 |7 715 1105
9 15 4890 11655 7700
158, [lotiaad 7 429 |7 15 1105
5 1 3 6 1327 5040 3850
g 5 7 429 |7 715 - 1105
s e 60 19050 47880 | 34650
gloie ) e o A 429 |7 M5 1105
i 3 54 13487 32340 | 23100
h ™ 5 G | 429 |7 15 1105
Ve
9
CC3 1 ........ . _T3
35 72
alaz = 2 3 —9— ol 15
X 105 84
alalal l aplan () *—9— — rs
. 924 4004
3 : il < e
= Ly 21 175 | 12147 40040
13 21 33 715 3315
o _ 54 110 3696 20020
e e 21 33 5 |5t
e o 84 1050 | 63672 180180
1F172 21 33 715 3315
poihe. ¢ 286 | 1865 | 57036 120120
U gt 21 33 5 T 73315
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VB
i i iy iy
11
(% =Gk el B S E 5
; 63 110
ula3 2 — 3 ........ 1—3 ﬁ
: 35 55
y0q 1 B L s s Al DGR . E
~ 504 495
NN — 3 12 SAE 7T 5
315 588 330
o, o0, 1| — 10 9 5 17
10) Glieder der wahren Centralschwere A.
(49 — 1).
o, == 1
= 3|28 i
2 5 7 3
3 12
ulul g — 7 1
@ s d A ) 15
3 7 7 11 143
aos A8 1 (| e | e
L 7 7 11 143
1t 7 7 1 143
. Ll B e b sl g
4 3 =33 143 | ~ 143 221
% 2 80 420 224 70
173 3| =733 143 | ~ 143 291
e L T
272 3 Eem 143 143 221
20 1 120 1050 784 315
1 3720 ey 143 T 143 291
20 350 392 210
(61(( 1“1“: ...... —_— 343 ﬁ} — —1—23 22]




'5‘2
i i iy iy
2 — 3
18 10
..... 7 — ;;
64
B0, + — 10
.45 50 315
""" el 1~ ‘143
6 84 322 2520
5 7 1 143
6 78 316 2940
5 7 11 143
140 700 2940 252
""" 77 143 715 221
6 780 4590 24120 2520
e 77 143 715 291
280 | 2100 11760 1260
“““ w7 143 715 221
12 1720 12840 87120 11340
ey 1 143 715 291
2 580 . 5450 46760 7560
e 77 143 15 221




4,
[ % "2 iy
35
g g i z
105
al(x‘ 3 — 12 _‘3—
175 945
Otg S aris 56| ek W ?}3 .143
B 44 1710 7560
C4®y 4 T T 143
214 2855 8820
Wiy g S g . aE 143
2450 8820 6930
T e L ; 429 |7 15 1105
60 26400 83160 69300
7o kg Wi 80 O T 429 715 1105
6 24 6492 35280 34650
@y | —% 7 429 715 | 1105
3 952 107379 | 347760 311850
ol e 429 715 | 1105
9 240 79759 241080 207900
ot (S N e 429 715 | 1105
4
63
o, Dl e & =
70 504
i3 2 0 g,
o, 6 12 3 t
588
o0, A — 30 70 o
6468 | 12012
(l4 ...... P 0 T 715 1405
- 9 % |- 350 | 89544 | . #20120
1%3 2 1 75 1105
72 20 25872 60060
C20y 7 715 1105
i 104 2210 | 483504 540540
1% ] 11 715 1105
. 500 4060 | 443352 | 360360
st Lt 7 i1 715 1105
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Ag
i D iy iy
99
a4 —_— 2 ............... ﬁ
504 990
R R RS R B e s
oo, 6 1 13 17
; 70 495
azaz 5 TOR) e 5 e — §~ S T —1—7‘
i A 35 4032 4455
oo, | — 12 60 5 s =
{ 735 4704 2970
0,000 5| — 60 T - 17
11) Glieder des Moments der Schwungkraft — Dr.
Dy=D= 2 ¥,.
o, 2 =D
12 2
- e 0
4 6
alal ...... —_— 7 ?
9 10 9 88 T
%3 B ! 99 143
4 LN SRl
8%, 5 7 99 143
81 &8 G R L
i 5 7 99 143
a 980 420 168 62
% em 231 1287 715 | 3315
40 464 600 864 | 620
1%y 35 231 1287 715 | 3315
98 | 232 | 1028 672 310
Oy 35 931 1287 715 | 3315
130 | 2736 | 12420 864 | 2790
$1%1% || Tvies 23 1287 715 | 3315
32 952 7092 | 2128 | 1860
R O % 35 | T 231 1284 715 3315
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i U iy iy
a, .o o e .
o0 — 2 2 el %
(X.s oo eeevecves|loesocae CRCN IR

o0, 2 A Lo B8 oy
4 6
alalal . 7 — 3‘ .......
o, . L R o S
A8
o0 — 2 & & st e

o, 00 S olliaos o ; « s dlivaien Sl
a‘ S e v s e e cer e . . oo
ax“a ...... s ees e sreves . e

L0, — 2 77— §_ iohgias ofleeeasces
4 6

alalaz enr e . —? '5‘ R 0] vip ane S0 a8

Oy OOy |eveveafooeeionsfonens S R eoell'y o ainiie e
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Dy
i iy iy iz
a,, ...... & P B R R e .
o0, — 2 D e e R A RS SR TP 5
a2a2 .................... R P e o oa R NN
a]alaz PR Do O (98 8 e Gy o] GRS R e i o HEV TN R S| s sintesaie -
a,alalal ..................... v G s s an oo
12) Gleichgewichtsbedingungen U.
U&
7
(Xzz e 1 —9‘
21
alax 3 — 5 3 /
o 1 — 9§ 36
W A = i
. 3] M LN e
% 2 Re 143
4 294 336
ae, | 3 - e
= "y 1470 336 451
2 S 1287 |~ 715 3315
s 3 117 7455 3093 4510
128 21 1287 |~ 715 3315
g 2 36 3266 1344 | 2255
g 5 21 1287 |~ 15 3315
e e 24 16148 12648 | 20295
17172 5 21 1287 | 715 3315
s 9 | _170 17685 8484 | 13530
e 5 91 1287 715 3315
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b
i i iy iy
9
aa 1 ............. . "-—1‘3
35 72
g e b o i
105 84
O 0y oo — 5 TE 43
- =y 924 | 185
P s e e 715 3351
s 1 T @25 8652 e 18590
L 1287 5 3315
s 3 %) 1001 3696 B 9295
272 21 |7 1287 M5 3315
e !(_ig 41951 35952 83655
L2 ’ 21 1287 15 3315
P s 8_2 28119 24696 55770
b Lol s 21 1287 715 3315
Uy
11
ot‘ R B BETE s e SR I R B SN le ﬁ
63 110
alo% lp —— 5 ........ 1—3 —1—7
35 55
a2a2 1 ........ ——'—g' ........ ﬁ
504 495
alalaz —_— l '10 ........ T:—;‘ —'17
315 588 330
alalala‘ 1 -—10 —9— 'E‘ 1—7
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13) Glieder der scheinbaren Centralschwere .

(g = 1),
{ ‘1 1y, iy
o, e 3
13| 18 1
%2 5 7 9
3 8 3
b | wgl T oy 0l
85 45 [ .48 33
m o 7 99 143
) 8 | _ 26 264
$ oy 35 7 99 143
47 38| _ 603 308
™ 35 7 99 143
245 | 420 210 308 43
%4 105 231 1287 715 3315
e el 4380 1984 430
i 105 231 1287 | — 715 3315
49 48 2918 1232 215
Ce%s 105 231 1287 715 3315
425 | _ 3576 | 21870 4784 1935
i g 105 931 1287 | — 715 3315
s 812 | 3942 168 1290
U Oq %y % 1™ 105 231 1287 715 3315
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Ay
i i iy i
o, & — 5
30 98
A fmekl |G P
46 84
alal ...... 7 —3
9 25 420 333
“s 7 99 143
8 60 2016| 2664
Falls \TTWE 7 99 143
12 110 3288 3108
B 5 7 99 143
1 700 | 5880 3108 3718
%4 231 1287 715 3315
80 | 1546 423001 24894 37180
%1% 35 | 231 1287| 715 3315
98 608 | 19928 12432 18590
1% 35 231 1287 715 3315
218 | 8292 128032 87264 167310
bt b o B (13 231 1287 715 3315
64 | 136 37044 43792 | _ 111540
o 35 231 1287 715 3315
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Ay
] N iy l'3
35
a2 — 2 ...... —9*
o0, 1| — 10 L
525 945
aa ..... . 99- 143
a 9 46 5152 7560
i e 7 | T 8 143
218 8631 8820
Wi, Il e T 143
7350 8820 6930
% . eome b 1287 715 1105
4 50 79590 83070, 69300
s 1T 7 1287 715 1105
X 4 12 19190 | 35280 34650
2%2 5 7 1287 715 1105
T 7 | 260 | 32181 347040, 311850
prL% 5 7 1287 715 1105
i 3 212 234363 240240| 207900
% %1% 5 7 1287 715 1105
?16
4 63
o, | i . X -~y
70 504
ald2 Ve [I‘ 10 —§ e loi
o0 0 | — 30 70 -—518;
6468 12012
ad .................. ———715 1105
o |_ 3150 | 89544 | 120120
o A e 99 715 1105
o i W 2002 | 25872 60060
2% 7 99 715 105
i . 19824 | 483504 540540
5 vk b~ 7 99 715 1105
alasg 500 36540 | 443352 360360
x s b 7 99 5 | 1105
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35 4032 4455
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< 735 4704 2970
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14) Glieder der Secante des Winkels, den Loth und Halb-
messer bilden, =11 4+-A2—=1--4,¢> + A,c* + Agc + At

4, Vip 4 dg
8‘ ....... s SRS s Bl o
(’"'2 ..........
1 1
€l81 *2— ""‘é‘
£3 L e T S i S R
e el U feie— 1 |+ =
518‘61 ...................
8’ .....................
&, S | BEERR R 1| —1
1 1
8282 ........... —9— s 5—
Setilaesall R b i e
1 1 1
€888 =i = s
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a0 | =50
a4 ....................
o | Sl e 1251 —19
(Al S A e S8
ooy s —20 20
e .. — 2 10 | — 8




— 161 —
15) Glieder der scheinbaren Schwere & nach Potenzen von ¢.

®p — 1) = (% — 1).

i 7 iy i
o, =3 3
13 18 1
%2 5 7 9
3 8 3
Wi RO 9
85 | 15 33
s e 7 99 143
2 8 266 264
v b Bl 7 99 143
47 38 603 308
0y 0 | = e 7 99 143
%5 420 210 | 308 43
= 105 231 1287 5 | 3315
50 96 4380 | 1984 430
%%-T S0 231 1287 715 3315
49 | - 48 2918 1232 215
Ga% 1™ 105 231 1287 | — 715 3315
425 3576 | 21870 4784 1935
%% 1 <iek 231 1287 715 3315
96 812 3942 168 1290
batoe L hea e 7 TS B 1 1287 715 3315
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i @ 73 iy
o, 5| — 5
30 28
%q e Aaa Y
46 84
D) Tl i il
o0 ¥ 7 9
a|— % | a0 om
oy 7 99 143
8 60 2916 | 2664
@0, FrirdmRe 99 143
18 68 3288 | 3108
% | mae | Taap 99 143
2 700 5880 3108 3718
% e 231 |~ 1287 715 |7 - 3315
80 1546 42300 24894 37180
Gy 35 | 231 1287 ™5 | T 3315
28 608 19928 12432 18590
%0, 35 231 1287 5" '™ 3375
36 7104 127746 87264 167310
%% | T35 231 1287 715 | T 3315
106 | 664 | 36186 43792 111540
s L it B G 231 1287 N5 | T 3815
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< 6 46 5152 7560
al 2 7 99 143
s 106 8631 8820
g 7 99~ 143
7350 8520 | 20790
=5 ahmt - & 1287 715 3315
X iy 50 79590 | _ 83070 | 207900
8% 7 1287 715 3315
. 4 12 19190 | 35280 | 103950
%2 5 7 1287 715 3315
" 81 332 313037 | 347040 | 935550
et 5 7 1287 715 3315
73 20 | 209481 | 240240 | 623700
"% Ty 7 1287 715 3315
O
: 63
aa -)' .............. 1_3
70 504
a'ocz 44 10 ? —1—3
— 588
alala! | — 8 —20 70 e
13
. 6468 12012
W T : 715 1105
3150 | 89544 120120
1 9 G e el -
ol 12 ¥ 99 715 1105
5 60 2002 95872 60060
e 7 99 715 1105
18438 | 483504 540340
Tyt o { o e
ki 70 9 99 715 1105
it e 44 32382 | 443352 | 360360
7 99 715 1105
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16) Glieder der scheinbaren Schwere % nach Potenzen von f.
: (o — 1) = (g — 1) =2, — 1.
@ |— 3 e !

?
« 13 18 1
e L 9
3 8 3
e e 9
@ = 2 Pl B 33
= 35 7 99 143
9 8 266 264
e 28 b i 143
el 38 603 308
i 35 Y 143
5 245 420 210 | 308 43
2 105 231 1287 715 3315
e ER 4380 | 1984 430
e 105 23 1287 715 3513
o L ) 48 2918 | 1232 |215
252 105 231 1287 715 3315
aes 425 | 3576 21870 | 4784 1935
pesliat 105 231 1287 715 3315
s 96 812 3942 168 1290
s 105 231 1287 713 3315




— 165 —

G2
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a, Bl — 5
30 28
el tmetEE Lo ey ol
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2 25 420 333
%s T 99 143
32 180 A48 2664
%1% 8 o 99 143
T 182 672 6984 3108
e s 3 i Nk 99 | T 143
ol 700 5880, 3108 3718
! 5 231 1287 715 3315
200 4846 | 64140 31554 37180
Safls - 1™ 0] 90} 1287 715 3315
28| 608 19928| 12432 18590
%2%e 35 - 231 1287 796 | %315
652 26904 | 327426 140544 167310
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o, s s S s 9
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21) Elliptische Gleichgewichtsbedingungen.
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(Aus den Mélanges mathématiques et astronomiques T. I1.)
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Die GestALT DER ERrRDE. Von Dr. M. G. voN
PAUCKER, CoRRESPONDENT DER AKADEMIE.

Siebenter Artikel.
Die Pendelmessungen.

An einem Ort dessen Polhhe — ¢, sei die Liinge des dem
mittlern Sonnentage entsprechenden einfachen Sekundenpen-
dels =, die Anzahl der Schwingungen eines unveriinder-
lichen Pendels, z. B. des londoner Sekundenpendels L, in ei-
nem miltlern Sonnentage = O, die scheinbare Schwere —g¢.

Unter dem Aequator seien die entsprechenden Grossen
1,0,9,- Alsdann ist

1 00 g

lo 090y~ 4o

Hiebei wird vorausgesetzt, dass die Beobachtungen auf das
einfache Pendel, den leeren Raum, die Wiirme des astrono-
mischen Lingenmaasses — 13'/,° R., den Meeresspiegel und
unendlich kleine Schwingungsbigen gebracht worden sind.

Im Verzeichniss 16 sind die Glieder g,g,9, ... durch die
Abplattungsbriiche ¢, c, . .. und die Dichtigkeitszahlen 77, ..
ausgedriickt. Bei der Anwendung sind den Potenzen von
sin*¢p die Quadrate von sin ng vorzuziehen. Wonach

. 1 :
9=49o+ (9, + g,) sin >p — Rz sin®2¢p. ..
1
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Bei drei Gliedern giebt dann der Koefficient des zweiten
Gliedes den vollstindigen Betrag der Zunahme der scheinba-
ren Schwere vom Aequator zum Pol.

Es ist vortheilbaft, statt der Schwingungszahlen O oder der
Pendelléingen [, den Gravitationsbogen S in die Rechnung ein-
zufiihren:

00 — (86264)
i B0

Denn da unter dem Aequator 2000 Einheiten von S einer
Schwingung entsprechen, so kinnen die Decimaltheile von S
weggelassen werden.

Es sei durch Ausgleichung der Beobachtungen

. /! .
e 2 27
S=v4-wsin*p — e sin*2¢p,

80 ist sehr nahe

00 — 86264 +‘Q—60—6
Es sei

m = 86264000 —+-v
und

© =mk 0" = mk,
50 ist
00 windlsinid b Gohintsang]
O—Oq_l—o_—1+ksm<p k" sin*2¢,

Die erste vollstindige Berechnung der Pendelmessungen
giebt Schmidt «mathem. Geographie. Gin. 1829. 1. § k13».
Wenn

l=1, -+ Asin’p,

<0 findet Schmidt aus 47 Beobachtungen
l,=39,015233 A =0,202898 engl. Z.

Fiir die Polhohe von London ¢ = 51°31’8” ist hienach I —
39,1395682, folglich

S = — 2686 —+ 448600 sin*p
0,= 86262,657 k = 0,005200%80.
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In den Memoirs of the Roy. Astr. Soc. VII. 183% berechnet
Baily zwei Ausdriicke fiir das Quadrat der Schwingungen O
des Jondoner Sekundenpendels. Der erste aus 1% Beobachtun-
gen des Kap. Foster, S. 81:

00 =T441507482 +- 38666418 sin’p.
Hieraus folgt
S = 345 4+ 448233 sin’p
0,—= 86264,172 k=0,005196046.

Der zweite aus 79 Beobachtungen verschiedener Weltum-
segler und Astronomen S. 9%:

00 =T411625711 + 38286335 sin’p.
Hieraus folgt
S§ = 1716 + 443827 sin*p
0,— 86264,858 k=10,005144890.
Im Bulletin der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaf-
ten zu St. Petersburg, I. 1843 berechnet Borenius aus 47
Beobachtungen des zweiten Verzeichnisses von Baily drei

Ausdriicke fiir 0. Dieses Verzeichniss stimmt mit dem von
Baily bis auf folgende Aenderungen:

Baily. Borenius. Baily. Borenius.
Valparaiso......... 8632816 8632844
Petropawlowsk.. 8640890 8640887 53053 53059
Sitkasiivc o 8642054% 8642062 57258 573 0

St. Petersburg... 8643220 8643239
Der erste Ausdruck hat zwei Glieder:

0 = 86265,016 + 222,359 sin®yp,
woraus
§ = 2032 + &AAT23 sin®p.

Der zweite Ausdruck enthiilt drei Glieder:

0 = 86265,,75 + 216,379 sin*p — 6,958 sin'y
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woraus
S§ =2950 + 451655 sin*p — §722 sin*2¢p
k= 0,005235547 K’ =0,00005471.

Die Abweichung der ausgeglichenen Schwingungen von den
beobachteten ist oft betréichtlich, an einem Orte 11 Schwin-
gungen, was eine erhebliche Verschiedenheit der ortlichen
Dichtigkeitszahl ¢ von dem mittlern Werthe dieser Zahl an-
zeigt.

Es diirften aber 3 Schwingnngen im Laufe des Tages das
hichste sein, was sich als Summe der Beobachtungs- und
Reduktionsfehler annehmen lisst.

Da die Ausgleichungsrechnung vorzugsweise nur auf solche
Beobachtungen angewendet werden kann, welche miglichst
frei vou festen Fehlern sind, so schien es nothwendig, eine
neue Rechnung bloss auf diejenigen 28 Beobachtungen des
Verzeichnisses von Borenius zu griinden, in denen die Ab-
weichung nicht mehr als 3 Schwingungen oder 6000 Einhei-
ten von S betriigt.

Es sei sin*¢ —a, §in*2p — a,, der ausgeglichene Gravi-
tationsbogen = S der Ausgleichungsfehler — ¢

44 144 P
S =v+o0e —o a Se—f S

Bei der Ausgleichung miissen die Summen der Ausgleichungs-
fehler verschwinden:

t =0 af=0 a,f=0.

st Nt

Nach der eingefiihrten Bezeichnung ist das gegebene Sy-
stem:

T S a8 a,S
W S~— N~—
n a, a,
a, a,a, a,a,
L L L
C a4 4 a,a,
=2 S 2
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Durch Umwendung des Systems ABC ergiebt sich das Sy-

stem ABE :

A 1 8 9,
By G (30
¢ 9 0,0, 40,
Und hieraus:
v= 9\1}' 0="HT o' = g

Der mittlere einheitliche Ausgleichungsfehler sei = f. Hier

istn=28, r—=3, n — r =25, also. ..ff:%ff

(dv)* = nff

Die Rechnung giebt

(do)* = “\121“

(do")? = a,0,ff.

4 6627428 ¥763967 k348406
A 28 14,7905005 16,6228471
B 147905005  10,6347895 9,7425709
c 16,6228471 9,7425709  13,4283815
A 0,1875257 — 0,1435649 — 0,1279762
B — 0,1435649 0,3903071 — 0,1054585
¢ — 0,1279762 — 0,1054585 0,3094055
= 266625284 f= 3266

v = 238253 (do) — 1kt

o =hh9367,6kk  (do) = 2040

o= 5152859 (d")=1816

0,= 86265191  (d0,) = 0,707

0,0, = Th41683222

k =0,005209070  (dk) = 0,000023648
" =0,00005973 (@) = 0,00002105
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Das Sekundenpendel.

Der Ausdruck lisst sich so einrichten, dass er fiir die Pol-
hihe von London ¢ — 51°31'8" genau die Messung von
Kater L= 39, 1‘39‘)9 giebt, zugleich aber den obigen Wer-
then von k und k" entspricht:

I =1, Asin%p — 2" sin?2¢p
I,=39,016956  1=0,203242 1" =0,002330.

Verhiiltniss der Schwungkraft zur Schwere.

Nach Bessel, Astr. Nachr. No. 133, ist die mittlere sideri-
sche Bewegung der Sonne in einem mittlern Sonnentage in
Theilen des Umfangs

129597738,2344

B - T 9 ;
= 365251296000 — 0,002737803006%5.

Unter dem Aequator ist fiir die mittlere Sekunde

] 1+ pn\2
b e - 2
die Schwungkraft ..... = hrt*a (86400
die scheinbare Schwere — 72L (56405
ibr Verhiltniss & — — <1 he
,2083 Toisen.

Nach dem Bulletin X. No. 230 S. 217
die Toise =—76,7350881 astr. Zoll.

Nach Kater L= 39,13929 also %: 6416050,k

0,0, = Thh1683222 (1 -+ u)® = 1,005483101578.

Also
h=0,0034676188 ,’; — 288,3824.
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Die Abplattung.

’ i
hgo=2D k90292+94 k’gozfgé'

Die Verzeichnisse geben

i1. D_—:(2—2i)al+<—2+17_2

13. A, =g, —=1-+ (— 3+ 37} c,.

S o ) 4. 6.
2+§il‘ a2+ —73'—*—531 alal

16. g, 49, =

i 21
(h—50)c +<—b+3702+9 o -l—-(l— T+ 11>

1 30. 105.
”4‘94=<—“'“'—“’)“2 TRy L “'“*3511)“1“1

12. U, —0_(-—1 +;zl ocz—l—-(3—51‘—;—%‘:‘1)&1«1i
Hieraus:

5 o g ¥ b
ay =(gh— B _(3_3a)al]+7 ty — o (b — 1)ay0,

@i=@h— Rl — (3—3)a,]-+ (1+-2i)a,— + @+iq,
4 1 5.4
oy :31» -t j{’“n“r
Hieraus mittels obiger Werthe von &, k, &’/
1=0,50343 a, = 0,003555850
o, — 0,000090249

Abplattung........ e=a, —a,=0,003465601
Schwungkr. z. scheinb. Schwere & — 0,003467618
Unterschied ............... 0,0000020. .

Y e e Ty
a h

Im mittlern Meridian der Gradmessungen ist

1_ — 289,92 a= 0,003%4916.
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Bemerkungen.

Bei den Pendelmessungen eben so wie bei den Gradmes-
sungen sind die mittlern Fehler der einzelnen Beobachtungen
nicht angezeigt. Die Ausgleichung wird daher so gefiihrt,
dass alle Pendelmessungen einerlei Gewicht haben, wiihrend
es doch gewiss gerechtfertigt wiire, den auf zahlreichen viel-
jihrigen Beobachtungen beruhenden Pendelmessungen von
Paris und London ein grisseres Gewicht zu geben, als irgend
einer andern bei kurzem Aufenthalt geschlossenen.

Die Reduktionen welche Baily anbringt wegen des von
Bessel zuerst in Rechnung genommenen Mitschwingens der
Luft, diirften noch nicht die letzten sein. Denn vor Kurzem
hat Professor Stokes eine neue sehr befriedigende Theorie
aufgestellt iiber den Widerstand und die Reibung der Luft
bei der Pendelschwingung, wodurch die in den Versuchen
von Bessel und Baily noch zuriickbleibende Ungewissheit
aufgelost wird. Siehe Cambr. Phil. Trans. 1851 und Biblio-
théque Univ. de Genéve 1852. Sept.

Der fiir ¢ gefundene Werth, welcher nahe — % ist, scheint

anzudeuten, dass die Dichtigkeit der sphiiroidischen Erd-
schichten — g von der Mitte nach der Oberfliche hin nahe
im umgekehrten Verhiltniss des Quadrats des Abstandes
steht. Es sei ndmlich

():30+3\-i—+32(;12~,
50 ist
&m:%‘aoa3+—;—6laz+62a
[T b0 it o
1
also %304_%814—:—1332

T )

1 1
—5 80+~§‘61+62
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also
1 1. 1 ; P 1 )
0=(5-3)86+(G - g)A+(GE 9%

Fiir : = s verschwindet das zweite Glied und es wird die

2
Erddichtigkeit
1 1
92582+62—di+61—a*'
4 o 1 1 1 1 indd
Es sei 6, =0. Fiir a = » 39 57 % -+ sind dann

die Dichtigkeiten den Zahlen 6, 9, 14, 21, 30, . ... entspre-
chend *).

Die Frage iiber die Abplattung der Erde scheint der Ent-
scheidung ziemlich nahe gebracht zu sein. Die Abplattung

i e 1
des mittlern Meridians der Gradmessungen ist nur um 5 der

fiinften Decimalstelle kleiner als die Abplattung des mittlern
Meridians der Pendelmessungen. Die letztere ist dem Verhiilt-
niss der Schwungkraft zur scheinbaren Schwere unter dem
Aequator fast gleich. Ob diese Gleichheit eine bloss zufillige
oder eine physisch begriindete ist, verdiente niher unter-
sucht zu werden.

Hingegen zeigt es sich, dass der Abplattungsbruch zweiter
Ordnung beider Messungen ein entgegengesetztes Vorzeichen
hat.

Bei den Gradmessungen ist a, = — 0,000051868.
Bei den Pendelmessungen ist o, = —+- 0,000090249.

Alle Schiirfe der Beobachtungskunst vermag den stirenden

*) Roche Mém. sur la figure de la Terre. Oct. 1848. Comptes
rendus hebd. de I'A. d. sc. de Paris 1854. 26 Déc. Es sei die mitt-
lere Dichligkeit der Erde =1, die Dichtigkeit ¢ fiir den Halbmes-
ser a, so findet Roche

25
0 =13 (1 — 0,842,
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Einfluss der ortlichen Anziehung nicht aufzuheben. Dieser
Einfluss fussert sich in der angezeigten Unsicherheit der Ab-
plattung zweiter Ordnung.

Von dieser értlichen Anziehung scheinen die Elemente des
mittlern Meridians noch mehr bei den Gradmessungen als bei
den Pendelmessungen behaftet zu sein. Denn bei jenen sind
die Koeflicienten der aufgelosten Gleichungen sehr gross, die

letztern aber sind an Oertern angestellt, welche iiber der
ganzen Erdfliche zerstreut liegen. ;

Es wire zweckmiissig, die Pendelmessung mit der Grad-
messung in der Art zu verbinden, dass beide an denselben
Oertern desselben Meridians vorgenommen wiirden. Wiihlt
man hiezu eine Reihe naheliegender Oerter in einer bestimm-
ten Forlschreitung, ganz wie es der Physiker bei seinen Ver-
suchen macht, so miisste der Einfluss der ortlichen Anziehung
entdeckt werden konnen.

Es sei bei zwei naheliegenden Oertern der Breitenunter-
schied = u, der Unterschied der Lothablenkungen — «z, die
mittlere Polhohe — ¢, der mittlere Breitengrad —¢, der
Halbmesser desselben — R, der Unterschied der Meridian-
bogen = s — s, der Unterschied der Gravitationsbogen

=5— 5, 86264000 + v =m, so ist

’ 3 .
$ —s=Ir+lu— e sinuy cos 2¢
S'— §=— o sin usin 2¢
@ =mk k= ha, — 5ie,.
Das Glied der ortlichen Anziechungen ist
bei den Gradmessungen —1ix,
bei den Pendelmessungen — 5ict, m.

. 1. 3 - :
Fiir 7 = 3 lst = 5t Wie bei den Gradmessungen.

. Ein Beispiel diirfte nicht iiberfliissig sein. Fiir Paris und
London sind die Schwingungen 86388,30 und 86400. Also

(11,70) (172788,30) -
AL 40) (17 240000 fogy
86,264 23435

w=2%0"5k" 20 =100°21'22" m— 86266382

S —S§=



— 307 —

_ 8 =8 —0,005902537
m sin w sin 2¢
ha, = 0,014223400
Also 5ie; = 0,008320863
Also fiir Paris y .
und London } e i
Mittlerer Werth ¢ = 0,503%3

Unterschied = 0,03542,

Verzeichniss 24 Pendelmessungen.

P 1000 S S E
Pulo s & T .| 00 17 497 |8626664] 5280, 2382 2898
Galopagos ... .| 0 32 19 26456 1120 2421|—1301
Ascension . . .. 7 55 23 27226 16521 10536 5985
Sierra Leone ..| 8 29 28 26754 7050 11740|—4660
Porto bello....| 9 32 30 27201 16021 14179 1842
Jameika ..... | 17 56 7 28466 41325 3227|—1902
Yalparaiso..... 33 2 30 32844 128925 131671| —2746
Paramatta .... | 33 48 43 33148, 135013| 137127| —2114
Cape of g. H. .| 33 54 37 33133| 134713 137828 —3115
New York ....| 40 42 43 35806| 188223 188523|— 3500
Toulon ... ...| 43 7 20 36716 206443| 207218|— 775
Ravisa oo 48 50 14 38830 248779| 252011|—3232
London .. .. «sf 51 31 8 40000| 272214 272862| — 648
Falkland ...... 51 31 44 39984 271894 272940| - 1046
Petropawlowsk .| 53 0 59 40887 259983| 284361| 5622
Altona ... ...| 53 .32 45 40898| 290204 288394 1810
Staaten I. .....| 54 46 23 41522| 302705| 297661 5044
Cape Horn ., ..} 55 51 20 41798| 308235| 305735| 2500
Leith Fort ....| 55 58 41 41802| 308315 306642 1673
Silkas ... i R ) 42062\ 313524 314518] — 994
St. Petersburg .| 59 56 31 43239 337109 335139 1970
Unstetss. - ..| 60 45 28 43540| 343140| 340771 2369
Kandalaks.....| 67 7 43 45255| 377512| 381225|— 3713
Hammerfest ...| 70 40 5 46114 394730| 400494| —5764
Port Bowen .. | 73 13 3 47048| 413454| 412756 698
Gronland. ..... 74..32 19 47072 413935| 418453|—4518
Melville.. ....| 74 47 12 47470| 4219i4] 419485, 2429
Spitzbergen....| 79 49 58 48328\ 439117 437127 1990
6627428 (6627426 2
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Achter Artikel.
Die Masse der Erde.

Unter Masse wird in der Physik die Menge der materiellen
Bestandtheile verstanden, in der Astronomie aber ist die
Masse ein rein geometrischer Begriff, niimlich das Produkt
der Schwere in das Quadrat des Abstandes, wobei die Schwere
als das Doppelte des freien Falles in der Zeiteinheit genom-
men wird.

Es muss diess bemerkt werden, weil die Verwechselung
der physikalischen Masse mit der astronomischen eine Ver-
anlassung zu Angriffen auf die Newton'sche Lehre gegeben
hat.

Bei der gegenseitigen Bewegung zweier astronomischen
Kirper wird einer von iknen als unbeweglich angesehen, was
dadurch geschieht, dass man seine Bewegung in entgegenge-
setztem Sinn auf den andern iibertrigt. Das Produkt der
Schwere in das Quadrat des Abstandes oder die Bahnmasse
=9, enthiilt nun nicht mehr die Masse des einen Korpers
allein, sondern die Summe beider Massen.

Es ist aber noch ein dritter Korper vorhanden, welcher
Einfluss auf die Bewegung hat, daher ist in der Bahnmasse m
nicht bloss die Summe der Massen jener beiden, sondern noch
die mit einem gewissen Faktor multiplicirte Masse des dritten
Korpers enthalten.

Die drei Korper seien Erde, Mond, Sonne, ihre Massen
5, @, ©®, ihr Dreieck ems. Die von ihnen in der Ebene des
Dreiecks ausgeiibten Krifte werden in solche zerlegt, die
nach der Richtung der Dreieckseiten wirken, und in solche,
die auf deren Richtung senkrecht sind. Die letztern bleiben
hier unberiicksichtigt.

Die Kraft des Mondes nach me ist

5§+ C © cos m © cose

= e ————
me2 ms? se?

Die Kraft der Sonne nach se ist

§ 40 C coss @ cose

AT e i e e
2

se sm? me
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Es sei
me se me

—_ = — = — = XY,

se ms y ms
80 ist

MC = & 4 C =4 (x’y® cosm—+ x* cos ¢) O
RO ud—ieh +@+(yzcoss+;lécose) C
COSM=— Ty — Y COS ¢ CO§ S=—y — Xy Cos ¢
MC = & 4+ € +a*(y’a—(y’ —1)cose,©
MO =8 +O+y*C + <£é—y3x>cose.¢.
Da « ein sehr kleiner Bruch, so ist genihert
y=1-4xcose y? =1+ 3xcose
MCE =6 + C ——;— m3®—-%wacos2a.6
NO=83 +-O+ ¢ +(i—2—w>cosc. C.
Bei den Bahnmassen werden nur diejenigen Glieder be-
riicksichtigt, welche bei der Umlaufsbewegung unverindert

bleiben. Also

ME="% 4~ ¢ __;_m;,@ MO=26 +-@4 ¢

yx? 1 2

:Tiﬂ3 oder v—:; O T |
O=TMO —PC — (MO — M ) v
6 + € =M -+ (MO — M) v.

Der Aequatorialbalbmesser *) = a. Betrachtet man am Ae-
quator den Fall eines gegen die Erdmasse verschwindenden
Korpers mit Beriicksichtigung des Einflusses des Mondes und
der Soune, so ist

*) In den Artikeln 1 — 6 ist iiberall Aequatorial- statt Aequato-
real - zu lesen.
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1 me 1 2

— e -——-:74—1
z, a v, x,
1 se 1 o
—_—— —_——= 3+I
x,, a Yy &,

5 :9).(\6 +(i)?¢-—5.m5)v,+(‘mo e 9)?6)'0”.

Das londoner Sekundenpendel = L, die Anzahl der Schwin-
gungen desselben am Aequator in einem mittlern Sonnentage
= 0,, die miltlere siderische Bewegung der Sonne in einem
mittlern Sonnentage in Theilen des Umfanges =— u. Man
nimmt den mlttlern Sonnentag zur Einheit, so ist mit Weglas-
sung des Faktors 4r2%a®

Ms —

Das erste Glied ist die scheinbare Schwere, das andere die
Schwungkraft.

Die mittlere Entfernung der Sonne oder des Mondes aus-
gedriickt in Theilen von a sei =— A, die mittlere horizontale

L0,0, 5
7(1— e (I +‘lt) .

Aequatorialparallaxe in Theilen des Halbmessers e
=p, so ist

Vit Ryl B Talie

T sinp  p 151200 *

Mit Weglassung des Faktors 472¢* und den mittlern Son-
nentag zur Einheit genommen, ist

MO oder MC = A3y?
Nach den im siebenten Artikel gegebenen Werthen ist
L—=—39,13929, a = (3272553,2083) (76,7350881)
0,0, = 7451683222
L06% __ 989,963556779
4a
(14-p)?= 1,005483101578
Ms = 299,969039880.
Fiir die Sonne ist nach Bessel, Astr. Nachr. No. 133 und
nach Enke’s Astr. Jahrb. fiir 1852 S. 323
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129597738,23%4
= 36525 . 1296000
p—=857116 A = 2406%,9814385051
A% =13936592226%15,76
©* =0,000007495565302125
MO = 104462637,122187.
Fiir den Mond ist nach den Tafeln von Damoiseau die
mittlere tropische Bewegung 1336 Uml. 307°52'41,6.

Nach Bessel a. a. O. die Priicession 123 43,57.
Folglich die siderische Bewegung 1336 Uml. 306 28 58,03.

Also

= 0,00273780300645

_ 1732559338,03
* = 36525 . 1296000

Nach Damoiseau’s Tafeln
p.= 3%20,9.

= 0,0366009949643%.

Also
A = 60,298243878305048
A? = 219237,07130828
w?=0,0013396328323796
MC —293,6971787993311
MO — MC = 104462343,425008
MO — M6 — 105462346,153147
MC — Ms = 2,728138919.
Es ist sehr nahe
1 sin?8)57116, g i
T2 §in342009 ' T 2
MO — M. .. 104462343,525008
(Mo — M) .., 0,821650
O= 104562342,603358
Me. .. 293,6971787993311

MO — M) v... 0,821650582239
64 C=  294518829381570

sin*342079; v, = in*8/57116

v
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M3 . .. 290,969039880

(MC — Mé)v,... 6222
(T — Ms) vy,... 3748
= 290,9690%9850

CS 3,549779531

— 81,9682032

5
C
% — 359015,30646

1= ™ 351689,1631%.
m 5§+C
Die beobachtete specifische Bahnmasse I enthiilt die ver-
einigten Massen der Sonne, des Planeten und seiner Monde,
=0
Die absolute Bahnmasse ist diejenige, bei welcher die Mas-
sen des Planeten und seiner Monde gegen die Sonnenmasse
verschwinden. Man erhiilt sie aus der specifischen Bahnmasse
durch Multiplikation derselben mit

Hier ist m das Verhiiltniss, welches die Masse des Plane-
ten mit seinen Monden zur Gesammtmasse hat, die aus der
Masse der Sonne, des Planeten und seiner Monde besteht.
Ist dann der mittlere Abstand des Planeten von der Sonne
= A, seine specifische mittlere siderische Bewegung in ei-
nem mittlern Sonnentage in Theilen des Umfangs — u, die
absolute mittlere siderische Bewegung in Theilen des Um-
fangs = uV'1 — m:‘u'; so ist die feste Zahl des Sonnen-

systems B ke
E=2rA*uV1 —m=274%.

Fiir die Erdbahn ist..... eeee A=1 und % oben gefunden.
» » specifische mittl. sid. Be. © — 0,00273780300645.
» Reduktion durch % Mot oo — 38594k.
» absolute mittlere sid. Be. ,u’: 0,00273779914701.
Multiplicirt mit 2. ........... K —0,0172020993745.

Gauss, theoria mot. ....... oo K =10,01720209895.
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Zur Veranschaulichung dient die Gleichung K* = AV2.
Vist der Bogen, welchen der Planet in einem mittlern Son-
nentage mit seiner absoluten mittlern siderischen Bewegung
in einem Kreise beschreibt, dessen Halbmesser — A.

Neunter Artikel.

Der Newlon’sche Satz, die projektive Methode
in der Ebene, und der Kriitmmungskreis des Ke-
gelschnitts.

In Crelle Zeitschrift fiir Mathematik etc. 1846. Bd. 31. II.
174, giebt Mobius einen Beweis des Newton’schen Satzes
durch Ablothung des Kreises auf eine Ebene. Dieser Beweis
erinnerte mich an einen Aufsatz aus dem Anfange meines
mathematischen Lehramts vor etwa 40 Jahren, worin ich auf
iihnliche Weise siimmtliche Eigenschaften der Ellipse aus be-
kannten Siitzen des Kreises ableitete, indem ich beide als ei-
nem Cylinder angehorig annahm.

So einfach diese Herleitung auch ist, und so elegant sie
mitunter ausfillt, wie der erwiihnte Beweis von Mébius
zeigt, so geniigt sie doch nicht, erstlich weil sie nur auf die
Ellipse, nicht auf die beiden andern Kegelschnitte anzuwen-
den ist, dann auch weil sie Siitze der Ebene aus einer Raum-
betrachtung entwickelt, statt umgekehrt.

Bei der Untersuchung der Kegelschnitte ist die projektive
Methode in der Ebene, der gewohnlichen halb konstruirenden,
halb algebraischen oder trigonometrischen Behandlung wis-
senschaftlich entschieden iiberlegen. Die projektive Geomelrie
beseitigt die Anwendung der Verhiiltnisse und Gleichungen,
vermeidet iiberhaupt die rechnende Darstellung, und griindet
ihre Schliisse nur auf die Durchschnitte grader Linien. Da
die Kegelschnitte eben sowohl in eine grade Linie wie in ei-
nen Punkt iibergehen konnen, und der Punkt als Pol einer
graden Linie angeschen wird, so hat jeder Satz der projekti-

3
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ven Geometrie einen polaren Gegensatz, welcher ausgespro-
chen wird durch Umnennung der graden Linien in Punkte,
der Punkte in grade Linien, der Ecken einer dem Kegelschnitt
eingeschriebenen Figur in Seiten einer umschriebenen, und
der Seiten der nmn(‘lmebencn in Ecken einer eingeschrie-
benen.

Jeder einfach auf grade Linien und Punkte bezogene Satz
der ebenen projektiven Geometrie entspricht einem Satz der
Kegelschnitie, der durch den Schluss vom Besondern auf das
Allgemeine sich auffinden lisst.

Diese Methode, welche ich in der Bildlehre, Mitaw und Leip-
zig 1846, vollstindiger entwickelt habe, ist bei geometrischen
Unlersuchungen noch wenig in Gebrauch gekommen. Es sei
daher erlaubt, sie beispielsweise auf den New ton’schen Gra-
vitationssatz und die Bestimmung des Kriimmungshalbmes-
sers eines Kegelschnitts anzawenden.

Erliiuterung zu Ne wton’s Beweis.

(Tig 1.) Der Planet durchlaufe m irgend emer krummen
Linie in gleichen Zeiten die Bigen pp und pp’. Die behebw
gezogenen Linien pm uud pf schneiden die Sehne pp in z
und y. Die Bewegung pp’ wird hervorgebracht entweder durch
die Bewwunwen px und xp, oder durch die Bewegungen py
und yp'.

Je kleiner die Zeit ist, desto genauer ist die Sehne p'p” der
in p gezogenen Beriihrungslinie parallel, und desto mehr ni-
hert sich das Verhiiltniss p'a : p’y dem der Gleichheit. Diese
Linien sind zuletzt der Bahngeschwindigkeit V gleich.

Die krummlinige Bewegung wird also hervorgebracht durch
Zusammenwirken der Geschwindigkeit ¥ entweder mit einem
nach m gerichteten Fall px, oder mit einem nach f gerichte-
teten Fall py. Die Linie @y ist der beriibrenden in p parallel.
Die Kraft wird durch den doppelten Fall in der Zeiteinheit
bezeichnet, also durch 2px oder 2py.

Man beschreibt um die drei Oerter p'pp” einen Kreis n,
welcher von der Linie pf in p”" geschnitten wird, so ist

/’ r
PU-P y:Py-P Y.
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Wenn zulelzt die Oerter ppp " einander unendlich nahe lie-
gen, so ist n der Mittelpunkt des Kriimmungskreises, at das
zur Sehne pp " gezogene Loth und

2py.pt="V*
oder wenn G=2py die nach f gerichtete Gravitation ist, so ist
@rt="".

3

Rewton’s Bewels.

Diesen durch die vorstehende Einleitung erliuterten Be-
weis giebt Newton in dem beriihmten 11ten Satz der Prin-
cip. Ph. N. vom 8. Mai 1686, gegriindet auf die von Kepler
am 15. Mai 1618 entdeckten Gesetze der Planetenbewegung.

(Fig. 2.) Die Bahn ist ein Kegclschnill, dessen grissere
Halbaxe — A, halber Parameter — Mi(tolpunkt m, Brenn-
punkt f. Die Beruhrende in p ist ph, mb und fy" sind senk-
recht auf ph, mg”’" parallel zu fp, der dem Halbmesser mp zu-
geordnete Halbmesser mgq ist parallel zu ph, der Halbmcssel
mr = mp, die Abschnitte by = by"'; my' = m¢'"" = 4,
P 1’ == 1} «'L‘ Vip

pr:py=—mp:mg —mp:A
pr.mwax:p'ae.p e =mp?: mg*.

Zulétzt ist  wx=—2mp p’x — p”w =
alsc 2px.mg* =V*.mp

2py .mg*=V*. 4

[ i 1 e Ut

Aber mb* . mg*— A*. P
Also G.A*.P=V* mb*

Der Radius vektor fp= g, der in der Zeiteinheit beschriebene
Sektor —= S
mb

25=F. fa,= Vufps 5 nn =V .mb.

kl'b

p 4 S2
also Go* = -
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Projektive Siitze in der Ebene.

Die projektive Methode griindet sich auf die projektive
Gleichheit, und diese wird aus der perspektiven Gleichheit
genommen.

Vier grade Linien in einer Ebene, welche von einem Punkt
ausgehen, werden von zwei graden Linien 4 und B durch-
schnitten. Die vier Durchschnittspunhte bilden in der Linie
A ein Viereck, welches dem Viereck in B perspektiv gleich ist.

(Fig. 3.) Zwei Vierecke in graden Linien, welche einem
dritten Viereck in einer graden Linie perspektiv gleich sind,
sind einander projektiv gleich (Bildlehre 54)

In 4 gesehen aus 5... 1234 H abed.
In B gesehen aus 1. .. 5678 | abed.
Alsoin Aund B ..... 1234 H 5678, projektiv gleich.

Wenn die Vierecke in zwei graden Linien 4 und B dem
Viereck in einer dritten graden Linie € projektiv gleich sind,
so sind sie einander selbst projektiv gleich (B. 59).

Es kionnen also in einer graden Linie zwei projektiv gleiche
Vierecke liegen (B. 10%. Doppelstab).

Bei einem solchen in einer graden Linie liegenden Doppel-
viereck konnen einige Punkte zusammenfallen, andre ins Un-
endliche riicken. Das letztere wird durch co bezeichnet.

Die beiden wichtigsten Fille sind die harmonische Gleich-
heit (Gleichmessung), und die projektive Fliche (Flichung).

Ein Viereck 1234 in einer graden Linie ist sich selbst har-
monisch gleich, wenn das eine Glied 12 dem andern Gliede
3% sowohl grad als umgekehrt projektiv gleich ist (B. 66).

1234 H 1243, harmonische Gleichheit.

Diese harmonische Gleichheit entsteht aus der Theilung ei-
ner graden Linie oder eines Winkels in zwei gleiche Theile.

Drei Abschnitte oder Glieder 15, 26, 37, in einer graden
Linie bilden eine projektive Fliche, wenn das eine Glied den
beiden andern verwechselt projektiv gleich ist (B. 106).

1532 H 1567, 1536 1527, u.s. w.
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(Fig. 4.) Die drei Paare der Gegenseiten eines Vierecks
abed bilden in jeder beliebigen graden Linie eine solche pro-
jektive Fliche. Jedes Seitenpaar fasst ein Glied dieser Fliche.

(Fig. 5.) Wenn ein Punkt der projektiven Fliche, z. B. 7,
ins Unendliche riickt, so entsteht eine einfache Projektivfliiche
(B. 109).

15, 26, 3co.

In diesem Fall ergeben sich in der graden Linie zwei Paare
von projektiv gleichen Dreiecken

3121365 316 325.

Aus der harmonischen Gleichheit entsteht, wenn ein Glied
in die Hilfte getheilt wird, eine einfache Projektiviliche von
zwei vereinigten Punkten (B. 115).

Es sei
12, 3k, eine harmonische Gleichheit
und
m die Mitte von 3%,
50 sind

comy 412 33 einfache
com, 12, ki Prqjejc»ti_)'ﬂijchen. ;

Projektive Siitze vomm Kegelschnitt.

(Fig. 6. 7). Es sei p ein Punkt des Umfangs, die grosse Axe
wird von der Ordinate von p in ¢, von der Beriihrenden an p
in 4, von der Normallinie an p in k getroffen, so dass hpk ein
rechter Winkel ist. Es seien m der Mittelpunkt, ff" die bei-
den Brennpunkte, gg' die beiden Scheitelpunkte, i der zu g
gehorige parametrische Punkt. Es sind dann

g9, he,
”-/ n harmonische
”’, ,’ Gleichheiten,
s gt

Aus diesen folgen die einfachen Projektivflichen
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com, gg, he
com, ff, hk
com, [f, ¢t
com, g, hk
Hieraus die projektiv-gleichen Dreiecke auf der Axe:
mgh H meg, “mgh [ mki, mcgHmki, mke}|mig.
Wenn also der Punkt p des Umfangs beliebig ver
indert wird, so bilden sein Normalpunkt k und Or-
dinatenpunkt ¢ mit dem Mittelpunktm ein Dreieck,
welches einem unveriinderlichen Dreieck mig pro-
jektiv glelch ist.
Es sei fg" senkrecht zur Beriihrenden ph, d der Durch-

schnitt von pk und mg, so hat man die projektiv - gleichen
Dreiecke

mdg” Hmkf, mkfH mfh, mdg”’ H mfh.

Also ist fd der Beriihrenden ph parallel, also fdpg’" ein Recht-
eck.

Aus dcm Krelswereck fcpg folgen die glexchen \mGel
dg’ 'p=1pg’ "—heg) also die dihnlichen Dreiecke meg” eomg”'h.
Projektiv-g "lelche Dreiecke sind. ........... meg H mgh.
Also ist mg = mg — A die grissere Halbaxe.

Auf der Linie md nimmt man :

4 4 . .
me =me mf —=mf mi =mi,

. . P ” 1) 7 I/ .
s0 sind die Linien gg; cc, ff, @ parallel. Dann ist:
" r

mf g H mfg H mif, also if”" = fg
me’ g H meg H mgh H mki, also gc” = hgf ke!' = 2'g;/
mi”g” H mz'g H mke, also ki"” = ¢g”’.

Da kz =ef. "und kd = fn 50 ist fz " = ed (B. 16). Also
fcdg, fki’ 'd Kreisvierecke.

Die Linien pe, fd, treffen in o, die Linien ko, fp in I zusam-
men, wo [ ein rechter Winkel ist. Wegen der Kreisvierecke
fepd, lopd, sind du, \mGel fdl = fdc. Aber fi" = ed. Also die
Winkel fde = dfi’’.
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Also dle Winkel ﬁll_.~(lﬁ” und fdi" = dfi.
Also li"’ = fd.

Also ist pl :g"i": gt = P der halbe Parameter,
Anmerkung. Setzt man
fp=e¢, mf=F, —j: =fi me=o; fc =u,
so gicbt diese projektive Darstellung unmittelbar die be-
kannte Gleichung
o=A—f.x=P4f.u

Ber Kriimmungskreis. Erste Bestimmung,

(Fig. 8.) Es seien p und p’ zwei hellebxge lekle im Umfange
des Kegelschnitts, ihre Oldmaten peund p'e, ihre Norm‘llhmen
pk und p’k, Welche in o zusammentleﬂ'en Ihre Sehne pp’
triflt die Axe in %, die der Normallinie p k parallele Linie Pq
trifft die Axe in ¢, die der Normallinie p 4 parallele Linie &'r
trifft die Ordinate pec in r, die Normallinie pkin s’

Wie oben gezeigt wurde ist

mhke H mig, mk'c’ Hmig, also mke - mk'e’,

Also  com, ke, Kk'c eine einfache Projektiviliiche.
Also  Kemk H ke’ co.
Ferner kg H Wp'p H Wee,
folglich ook, ¢'q, k'c, eine einfache Projektionsfliiche.
Also  K'ch'q H Kee’ o,
Also K emk Hk'eh'q.
Also ke, mg, kh; eine Projektivfliche.

Also. - o af = 700 mhkch’ H Kkqh’.
Aber aus p gesehen ist k'kqh’ H k'n'cop.
Aus %" gesehen ist. . . k'n’oo p’ H kn's'p.
Also mkeh’ H kn's'p  oder. mhch’ H n'kps’.

‘Wegen des gemeinsamen Punkts k treflen also mn, p, Wy
in einem gemeinsamen Punkt v zusammen (B. 58).
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Wenn die Punkte pp’ einander immer niiher riicken und
zuletzt zusammenfallen, so fillt 2" in #, A" in &, »" inr. Es
ist dann n die Mitte des Kriimmungskreises, und Ar parallel
zu pk oder senkrecht zur Beriihrenden ph.

Hieraus ergiebt sich folgende Verzeichnung:

(Fig. 9.) Ein Punkt des Kegelschnitts sei p. Dessen
Beriihrende, Ordinate und Normallinie treffen die
Axe in h, e, k, die Ordinate pe trifft die in 2 zur Be-
riihrenden gezogene senkrechte Linie in r, die vom
Mittelpunkt m gezogene Linie mr trifft die Normal-
linie pk in n, so ist n die Mitte des Kriimmungs-
kreises.

Per Kriimmungskreis. Zweite Bestimmung.

{Fig. 10.) Aus k wird zur Beriihrenden ph eine Parallellinie
gezogen welche den Radius vektor fp in ¢, die Ordinate pc in
u, den Halbmesser mp in v, die zum Radius vektor fp senk-
rechte Linie pw in @, die zur Axe parallele Linie pz in z trifft.
Da........ocom, ff, hk eine einfache Projektiviliiche,
SORISEL mhkfoo H mfhoo.

Aus p gesehen ist mhfoo H vktz, mfhoo Hvicoz.

Also . . ... .. vktzHvlcoz.

Alo s o ok, &, vz eine einfache Projektiviliiche, .
alsgr o e ktz H ket

Die drei rechten Winkel Apk, tpw, upz, bilden auf der aus
k mit ph parallel gezogenen eine einfache Projektiviliche
(B. 158)

ok, o, wuz,
also  kuo H ktz H kot.
Also ook, tu, ve, eine einfache Projektiviliche.
Also  vkuco H thoo.
Aus p gesehen ist  vhuoo H mkch,
Aus r gesehen ist mhkch H nkpoo.

Also thooo Hnkpeo  oder  tho H nkp.
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Also ist die Linie nz der Linie po parallel oder zu ‘pt oder
pf senkrecht. Hieraus ergiebt sich die Verzeichnung durch
den Brennpunkt:

(Fig. 9.) Aus dem Normalpunkt k wird eine der Be-
riithrenden pk parallele Linie gezogen, welche den
Radius vektorin ¢ trifft. Aus ¢ wird eine zum Radius
vektor senkrechte Linie gezogen, welche die Nor-
mallinie pk in o trifft, so ist n die Mitte des Kriim-
mungskreises.

Anmerkung. Es sei (Fig. 2 und 9) das Loth mb—=1L,
die Normallinie pk — N, der Kriimmungshalbmesser
np==R, so ergiebt sich aus dem Obigen sofort, da

2
pli—Di— Bj ist:
N3 A3
L.N:A.P, m:I—)z‘:P.F'
Es sei der Halbmesser mp — r, der zugeordnete
—r, der Normalwinkel k== ¢ (Polhéhe), so ist
'3

4
L.r—A.B, also m:A.B

» L*= A*cos*p—+B’sin*¢.

Der Gravitationssatz.

Nachdem die erforderlichen Sitze durch die projektive Me-
thode gefunden worden sind, kann am Schluss die Rech-
nung eintreten.

Die Gravilation nach dem Brennpunkt — G, die Bahnge-
schwindigkeit =V, so ist, wie oben gezeigt,

G . pt— V2
o pd? — pl* _pl ‘o
2S-———V.pd, F—p—kz'——--p—t) (Flb' 9)
2
also - 0.~ 4;— = hk?A3u?,
wo u die mittlere tiigliche siderische Bewegung in Theilen des
Umfangs.



— 322 —
Zehnter Artikel.

Hat Eratosthenes einen Erdgrad gemessen *)?

Ein Artikel des Hrn. Vincent in den Comptes rendus hebd.
der pariser Akademie der Wissenschaften vom 21. Februar
1853 No. 8 giebt ein sehr iiberraschendes Zeugniss in Betreff
der Gradmessung, die dem Eratosthenes zugeschrieben wird.
In dieser Gegend habe ein dem Sonnendienst geweihter Ort
gelegen, der Sitz eines altiigyptischen Priesterkollegiums,
Apollinopolis, jetzt Edfu, in Oberiigypten unter 24°538"; hier
fand Champollion Kalenderhieroglyphen und andre astro-
nomische Denkmiiler.

Hr.Vincent nimmt nachSaigey’s Physique du globe (24° bis
25°=119768 Meter, 25° — 26°=—=110782 Meter) den mi(tlern
Grad fiir Apollinopolis 110775 Meter. Indem er nun die alt-
dgyptische Elle auf 527!/, Meler festsetzt, erhiilt er den Erd-
grad des Eratosthenes, welcher 700 Stadien zu 300 altigyp-
tischen Ellen, also 210000 Ellen betrug, durch Multiplikation
der beiden Zahlen 210000 und 527!/,, gleich 110775 Meter,
also genau so gross, als wenn er aus den Gradmessungen der
neuesten Zeit hervorgegangen wiire. Diese Genauigkeit ist so
merkwiirdig, dass sie zu einer weitern Priifung auffordert.

Hr, Vincent verweist auf die von ihm selbst 1851 her-
ausgegebene nachgelassene Schrift von Letronne iiber die
Fragmente des Heron**). Diese Schrift wurde 1816 von der
Académie des inscriptions als Preisarbeit gekront, von ihrem
Verfasser indess nicht veriffentlicht. Der neuere Herausge-
ber bezeichnet (S. 116, 278) zwei Bestimmungen der altigyp-

*) Humboldt Kosmos II. 208. 435.

**) Recherches critiques, historiques et géographiques sur les frag-
ments d’'Héron d’Alexandrie, ou du systtme métrique Egyptien, con-
sidéré dans ses bases, dans ses rapports avec les mesures itinéraires
des Grecs et des Romains, et dans les modifications qu’il a subies de-
puis le regne des Pharaons jusqu’a I'invasion des Arabes. [Ouvrage
posthume de M. Letronne, couronné en 1816 par I'Académie des
inscriptions et belles-leltres revu et mis en rapport avec les principales
découvertes failes depuis, par A. F. H. Vincent, Paris 1851. 4. 294.]
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tischen Elle 525 und 530 MM. und nimmt aus ihnen das
Mittel 527'/, MM. Dieses Mittel legt er den von Letronne
gefiihrten hienach abgeiinderten Rechnungen zum Grunde.

Von dem ersten jener beiden Werthe, 525 MM., sagt Hr.
Vincent (S. 116): La longueur des diverses coudées que I'on a
décowvertes depuis la premiére rédaction de ce Mémoire, réduisent
la longueur moyenne de la coudée telle qu'elle est aujourd hui
connue, a 525 millimétres. Voyés le traité de métrologie de M.
Saigey p. 17. Voyés aussi Boekh metrologische Untersuchungen
p.-227.

Hier ist wohl Bock’s Werk «Gewichte, Miinzfusse und
Maasse des Alterthums, Berlin 1838, gemeint. In dieser
Schrift findet aber Bockh aus sechs altiigyptischen Maass-
stiben als Mittel 524,587 MM., nimlich S. 227:

Turin (Drovetti)....523,525
Louvre (Drovetti) ..525,
Florenz (Nizzoli) ...523,4
Paris (Raffaelli)....524,1
Florenz (Anastasy) .526,5
Pariser Museum ....525,

Mittel . . ..524,5875 Meter.

Der zweite von Hrn. Vincent angefiihrte Werth 530 Metre
ist weder ein materielles noch ein aus altiigyptischen Denk-
miilern geschlossenes Maass, sondern eine Rechnungsgrisse,
welche Letronne aus dem romischen Fuss ableitet. Le-
tronne findet niimlich auf der pariser Nationalbibliothek un-
ter den nicht veriffentlichen Handschriften sechs Fragmente
des Heron, Ausziige aus einem verloren gegangenen grisssern
Werk iiber praktische Geomelrie, dessen Verfasser um 430
nach Chr. gelebt zu haben scheint. Letronne zeigt, dass die
in diesen Fragmenten gegebenen Maassvergleichungen nur
dadurch in Uebereinstimmung gebracht werden konnen, wenn
der Fuss, den diese Fragmente den italischen nennen, der
romische war Letronne setzt die dgyptische Elle gleich ¥/
des romischen Fusses, und findet:
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S. 10 den romischen Fuss .29%7 MM.
S. 108 die dgyptische Elle. . .530,46 MM.

Bockh a. a. O. kommt ebenfalls auf diese Elle, nennt sie
aber nicht die dgyplische, sondern die kénigliche oder baby-
lonische Elle. Er setzt S. 197 nach Wurm den rémischen
Fuss 131,15 par. Lin. Nimmt man das Meter 443,296 par.
Lin., so ist -

der romische Fuss.......... ...... 295,852 MM,
die babylonische Elle °/, rém. Fuss. ..532,53% MM,

Einen genauern Werth dieser babylonischen Elle entwickelt

Biockh aus dem griechischen Maass. Diese Elle ist (8. 199,
4

216) %;; = 1,151 einer Rechnungselle, welche '/, griech.

Fuss hilt; ein Verhiltniss, welches (S. 219) entsprungen ist

aus dem gesetzlichen Verhiiltniss der Hohlmaasse und Ge-

wichte V/ % = 1,14471%. Nach Herodot (Bockh S. 214, Le-
tronne 8. 23%) wird es bei gewohnlichen Vergleichungen
durch das einfachere Verhiiltniss —:— = 1,142857 . ... ersetzt.

Nun bestimmt Bockh (8. 199) aus den Messungen des Eng-
linders Stuart an Tempelgebiiuden, die der perikleischen
Zeit angehbren, den griechischen Fuss 136,66 p. L. Mithin ist

der griechische Fuss .t ............ 308,282 MM.
die griechische Elle 1'/, gr. Fuss. . ..462,423 MM.

die babylonische V—z— der gr. Eile...529,342 MM.

Dieser Werth ist nur um den 11ten Theil eines Zolls griss-
ser als die Elle am Nilmesser zu Elephantine. Die nahe Ue-
bereinstimmung berechtigt vielleicht zu dem Schluss, dass die
babylonische Elle das Urmaass der jiingern dgyptischen Elle
war. Will man es dann fiic erlaubt halten, das Mittel aus
Werthen zu nehmen, deren grosster Unterschied nicht ganz
Y/, Zoll ist, so ist:
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die babylonische Elle....... Rt B g 529,342 MM ,
die Elle am Nilmesser zu Elephantine. . 527, MM.,
die Elle aus sechs alten Stiiben .......52%,587 MM.

Mittel. . . .526,976 MM.

300 solcher Ellen geben das alexandrini-
sche Stadium ™ .35 ca ' nose s - eee....158,0928 Meter.

Letronne findet (S. 108), dass der in den Fragmenten des
Heron erwiihnte Schoinos oder Farsang 30 Stadien zu %00
(babylonischen) Ellen gehalten habe, iibereinstimmend mit
Herodot, dessen Schoinos in Oberiigypten 30, in Unteridgypten
60, beim See Moris 120 Stadien betrug, wihrend (8. 225) der
Schoinos des Eratosthenes 40 alexandrinische Stadien zu 300
(dgyptischen) Ellen hielt. Wenn also der Schoinos iiberall
derselbe war, so musste (S. 130) der Erdgrad von 700 alexan-
drinische Stadien 17'/, Schoinen betragen.

Nach diesem Verhiiltniss untersucht Letronne in der
zweiten Abtheilung seiner Schrift die figyptischen Maassanga-
ben im Herodot, Diodor, Strabon u. a. Bei dieser Grisse des
Schoinos stimmen die Wegstrecken des Herodot auf 1 bis 3
Minuten mit der Wirklichkeit. Letronne bemerkt (S. 155):
die Kenntniss der gradlinigen Entfernungen der nicht unter
einem Meridian liegenden Oerter Pelusios, Heliopolis, Ele-
phantine, kinne nur durch Vermittelung ihrer geographischen
Lingenunterschiede erlangt worden sein (?). Ferner (191):
das vou Eratosthenes gebrauchte Stadium kénne schon in den
Angaben des Herodot iiber die Abmessungen der Pyramiden
nachgewiesen werden, sei also viel dlter als die Zeit des Era-
tosthenes  (Herodot starb nach 408 v. Chr., Eratosthenes war
seit 228 v. Chr. Bibliothekar zu Alexandrien.) (S. 166): in
Aegypten seien lange vor Herodot und vielleicht 1800 bis
2000 vor Chr. Landesvermessungen von grosser Genauigkeit
ausgefiihrt worden.

Letronne ist daher geneigt, dem Eratosthenes die Bestim-
mung des Erdgrades zu 700 Stadien ganz abzusprechen. Er
sagt (S. 24% Apnm. 2): das Zeugniss des Kleomedes Cycl.
Theor. libr. I ¢c. 10 verdiene kein Vertrauen; (S. 121): diese
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Bestimmung gebe den Erdgrad um 16000 Toisen fehlerhaft
und «celte prétendue opération, en tant qu operatum de géodésie,
n’a jamais été faiter; und weiterhin (S. 281): wopération préten-
due que le compilateur Cléoméde attribue a Eratosthéne. »

Letronne sieht in der Angabe von 700 Stadien auf den
Erdgrad das Ergebniss einer lange vor Eratosthenes in Ae-
gypten ausgefiihrten Gradmessung. Er sagt dariiber (S. 129,
280): «Il n'est pas moins certain qu'ils avaient, @ une époque
qui mous est inconnue, mésuré un arc dn méridien, e rapporté
leurs propres mesures d la grandeur dw degré avec une exactitude
qui e le céde point a celle des modernes.» Ferner (8. 246): Die
iibrigen vier Angaben des Erdumfangs, nimlich nach Aristo-
teles 400000, nach Archimedes 300000, nach Posidonius
210000, nach Ptolemiius 180000 Stadien, die vielleicht zu-
folge Gosselin einer und derselben in verschiedenen Massen
ausgedriickten Bestimmung angehiren migen, secien jener
dgyptischen Gradmessung fremd, da jene Zahlen zwar unter
sich in cinfachen Verhiltnissen stehen, aber zu dem Umfang
von 252000 Stadien kein einfaches Verhiltniss haben.

Die Anfiihrung des Strabon I1. p. 132 Cas. ist allerdings
weniger entscheidend zu Gunsten des Eratosthenes, da sie
bloss erwiihnt, dass derselbe den Erdgrad zu 700 Stadien an-
nehme, und dass Hipparch (160 — 125 v. Chr.) sich dieser
Zahl bediene; aber nicht bemerkt, ob die Messung von Era-
tosthenes selbst herriihre.

Dagegen wird im Plinius diese Messung ausdriicklich dem
Eratosthenes zugeschrieben. H. N. {. 2. 112: — «Universum
autem hunc circuitum Eratosthenes in omnium quidem literarum
subtilitale, et in hac utique prae ceteris solers, quem cunctis pro-
bari video, 252000 staditim prodidit. — ¢. 108 lect. 112: — im-
probum ausum, verum da sublili argumentatione (computatione)
comprehensum, ul pudeat non credere.»

Freilich verwechselt Plinius das alexandrinische Stadium
von 108 romischen Schritten mit dem olympischvn Stadium
von 125 romischen Schritten, indem er jene Zahl 252000
durch Multiplikation mit 125 auf 31 .)0000() rom. Schritt
bringt.
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Die runde Zahl von 700 Stadien kann als solche nicht aus
einer Verbindung terrestrischer und astronomischer Messun-
gen hervorgegangen sein. Die Maassangaben des Herodot sind
terrestrische Entfernungen und Wegstrecken, zu deren Mes-
sung astronomische Beobachtungen nicht erforderlich waren.
Sie sind ebenfalls in runden Zahlen ausgedriickt, so dass sie
fiiglich aus der gleichférmigen Bewegung der Karawanen ab-
geleitet, oder in Maass verwandelte Tagereisen sein konnen.
Es scheint sehr gewagt, hieraus auf eine Vermessung Aegyp-
tens in heutigem Sinn zu schliessen. Da Herodot von astro-
nomischen Beobachtungen nichts berichtet, so ist es minde-
stens sehr zweifelhaft, dass Gradmessungen vor Herodot in
Aegypten ausgefithrt worden seien. Auch wenn von solchen
Messungen jede Spur bis auf die runde Zahl 700 verloren ge-
gangen wiire, so hitte diesem aufmerksamen Beobachter und
Berichterstatter eine so wichtige Thatsache nicht entgehen
konnen.

Die oben bezeichnete Stelle des Kleomedes, eines nahen
Zeitgenossen des Strabon und Plinius, ist die einzige, welche
als astronomische Begriindung der 700 Stadien bis auf uns
gekommen ist. Man hat um so weniger Grund, sie fiir eine
ohne Sachkenntniss gemachte Kompilation zu erkliren, da
sie nichts weiter sein will, als eine Hinweisung anf eine ver-
loren gegangene Schrift des Eratosthenes. Sie beginnt so

(Bernhardi Eratosthenica Berlin 1822 p. 57): « — Die (Meinung
oder Angabe) des Eratosthenes, welche mit einer geowmetri-
schen Begriindung zusammenhingt» — — «Er sagt, dass

Syene und Alexandrien unter demselben Meridian liegen»
— — «Er sagt ferner, und es verhiilt sich so, dass Syene
unter dem sommerlichen Wendekreise liegt. Wenn die Sonne
in das Zeichen des Krebses tritt, und Sonnenwende machend
genau in der Mitte des Himmels (um Mittag) steht, werden
die Gnomone der Uhren schattenlos, weil die Sonne in genau
senkrechter Lage iiber ihnen ist. Dieses geschieht, wie man
sagt, 300 Stadien in der Richtung des Durchmessers (auf den
Durchmesser hin: érl. otadlovg tpraxoalovg v dlap.etoov).
In Alexandrien aber werfen die Gnomone der Ubhren um die-
selbe Zeit einen Schatten, da diese Stadt nirdlicher als Syene
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liegt.» — — «Der (Bogen) auf der Skapha wird (in Alexan-
drien) ein Funfzigstel seines Kreises befunden, also muss der
Abstand von Syene und Alexandrien ein Funfzigstel des gross-
ten Kreises der Erde sein. Dieser Abstand betriigt 5000 Sta-
dien, der ganze Kreis also 250000 Stadien. Diess ist die Be-
griindung des Eratosthenes.»

Es erscheint hier Eratosthenes nicht ausdriicklich als ein
die Beobachtungen und Messungen veranstaltender Astronom,
gewiss aber als ein die Grisse des Erdgrades aus ihnen be-
rechnender Geometer. Die 5000 Stadien oder 125 Schoinen
konnen als runde Zahl nicht auf einer geometrischen Messung
beruhen, sie sind wohl aus den zur Zuriicklegung des Weges
von Alexandrien nach Syene erforderlichen Tagereisen her-
geleitet worden. Dagegen konnte die Schattenlinge auf der
Skapha zu Alexandrien in jedem Sommer beobachtet werden.

Eratosthenes war nach den ihm zugeschriebenen Erfindun-
gen, z. B. des cribrum zur Bestimmung der Primzahlen, ein
scharfsinniger Mathematiker. Er musste also die Unzuling-
lichkeit der angefiihrten Beobachtungen einsechen. Wiire er
im Besitz genauerer Beobachtungen gewesen, so hiitte er sie
gewiss s0 wie jene in seinem Buche angefiibrt.

Der hieraus folgende Erdgrad ist 694%/ Stadien. Es ist
aber sehr miglich, dass statt derselben die runde Zahl 700
als eine zu Reduktionen bequemere von Eratosthenes selbst
festgestellt wurde, wie sie denn auch Hipparch zu diesem
Zweck benutzte, und wie sie Strabon und Plinius an den an-
gefiihrten Stellen als eine von Eratosthenes angegebene Zahl
bezeichnen. Da sie auf die Entfernung zwischen Alexandrien
und Syene gegriindet ist, und Alexandrien erst nach Hero-
dot’s Zeit erbaut wurde, so kann diese Bestimmung nicht ei-
ner friithern Zeit angehoren.

Nach Nouet (1832 und 1836) sind die: Ortshestimmungen:
Breite. Linge.

Alexandrien, Leuchtthurm . ..31°12'53 87°32'35"
Syene oder Assuan .........2k 523 503018

Aus ihrien folgt zwischen beiden Oertern:
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Die mittlere Breite .. ... Advopyt 8o
Der Bogen d. grissten Kreises 7 35 30 =7°,591666 . .

Nach Encke’s Berechnung aus den von Bessel gefunde-
nen Abmessungen des mittlern Meridians im Berl. Astr. Jahr-
buch fiir 1852 S. 353 ist fiir die mittlere Breite 27°39'8” der

-1 Q
Meridiangrad 568%9,90% Toisen, oder *oo 204 _ 1 10809 55

0,513074
st = 0087 alexandrinische Stadien

Nimmt man mit Eratosthenes den Erdgrad 694/, Stadien
oder 208333/, iigyptische Ellen, oder 208333'/, X 0,526976
= 109786%, Meler, so ist er um 1016 Meter zu klein.

Der Bogen des grossten Kreises zwischen beiden Oertern
7°,591666 . . giebt mit dem gradlinigen Abstand von 5000

5000 - B
mﬁa— :()38,617 Stadien.

Der gradlinige Abstand ist also von Eratosthenes um mehr
als 300 Stadien zu klein angegeben, was hinreichend beweist,
dass er nicht durch geometrische Messung gefunden sein
kann. Er betrigt 7°,591666 . x 110802,53% — 841176 Me-
ter, oder 7°,591666.. x 700,87 = 5320,77 alexandrinische
Stadien.

Indem also Eratosthenes sowohl den terrestrischen als den
astronomischen Abstand zwischen beiden Oertern betriicht-
lich zu klein annahm, dabei aber den hieraus gefundenen
Erdgrad auf 700 Stadien vergrosserte, erhielt er eine der
Wahrheit sehr nahekommende Bestimmung, niimlich 700 x
158,0928 — 110665 Meter, welche nur um 137 Meter zu
klein ist.

Wenn man annimmt, dass die Bestimmung des Eratosthe-
nes 220 v. Chr. geschah, so war damals die Schiefe der
Ekliptik nach Bessel (Astr. N. 133)

Meter, oder

Stadien den Erdgrad

23°27'54)8 - 2020 x 0457 = 23°43'18"".

Also zur Zeit der Sommersonnenwende der mittigliche Ab-
stand der Sonne vom Zenith von Alexandrien — 7029/35;
d. h. nabe der 48ste Theil des Umfangs der Skapha. Der
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Beobachtungsfehler war also 17'35) d. h. etwas mehr als der
Sonnenhalbmesser, oder als der an der Spitze des Gnomon-
schattens auf der Skapha sich bildende Halbschatten.

Der Gnomen war schattenlos, nicht genau zu Syene, son-
dern an ein:ar}) Ort, welcher siidlich von Syene lag, um 22’5,
A 700,87 — 258 Stadien.

Der Ausdruck des Kleomedes in der oben angefiihrten
Stelle: «dieses geschieht 300 Stadien in der Richtung des
Durchmessers», kann sich entweder beziehen auf die dem
Wendekreis nicht genau entsprechende Lage von Syene, oder
auch darauf, dass die Breite des Halbschattens bei senkrech-
ter Lage nach allen Seiten hin dem Sonnendurchmesser gleich
ist, also etwas mehr als einen halben Grad betrigt. Ein hal-
ber Grad aber entspricht einer Strecke von 350 Stadien.

d. h. um

(Aus den Mélanges mathématiques et astronomiques T. 11.)
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