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Iteratsioonimeetodite koonduvuse uuri nine omab 

nii teoreetilist kui ka praktilist tähtsust. Iterat- 

sioonimeetodeid kasutatakse väga mitmesuguste üles­

annete (näit, harilike võrrandite ja võrrandisüstee­

mide, diferentsiaal- ja integraalvõrrandite, omaväär- 

tusülesannete jt.) ligikaudsel lahendamisel ning sa­

muti nende ülesannete lahendi olemasolu ja ainsuse 

selgitamisel.

Iteratsioonimeetodite tähtsust on viimasel ajal 

veelgi suurendanud kiire toimega arvutusmasinate 

kasutuselevõtmine, millised võimaldavad tegelikult 

lahendada üha enam praktika poolt püstitatud üles­

andeid. Iteratsioonimeetodite mitmesugused omadused 

teevad neid üheks sobivamaks meetodiks ülesannete 

lahendamisel elektronarvutusmasinatei.

Olulist tähtsust iteratsioonimeetodite uuri- 
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öisel omab funktsionaalanalüüsi aparatuuri kasuta­

mine, mis võimaldab ühtsest seisukohast käsitleda 

nende meetodite küllaltki erinevaid rakendusi. 4a- 

riliku iteratsioonimeetodi koonduvus t operaatorvõr- 

randite lahendamisel vaatles juba S.Banach ( [õ] )• 

Tõuke iteratsioonimeetodite edasiseks uurimiseks 

andsid L. V.KantorovltS*!  tööd [29.3o] » milles ta 

üldistas operaator võrrandi juhule tuntud Newtoni 

iteratsioonimeetodi ning andis selle jaoks üldise 

koonduvus teoreemi. L. V. Kantorovitši ideid on kasu­

tatud paljudes töödes, milles vaadeldakse Newtoni 

meetodit ja selle modifikatsioone (vt. näit-[1,2, 

.53,41] )ning samuti mitmesuguseid Newtoni meetod iga 

sarnaseid iteratsioonimeetodeid (vt. näit. [18, * 

14,45,5o]). Põhiliselt samasugust metoodikat kasu­

tades andis ü. Kaasik küllaltki ulatusliku iterat- 

sioonimee todite klassi jaoks üldised koonduvustin- 

gimused ning hinnangud koonduvuse kiiruse kohta 

( [7,23,24] ).

L. V. Kantorovitš oma töödes [31,32,34] näitas, 

et üheks kõige sobivamaks viisiks Newtoni iterat­

sioonimeetodi koonduvuse uurimisel on majorant- 
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printsiibi kasutamine. Selle printsiibi abil t les­

tas V. . irakov ( [41,42]) koonduvusteoreemi nn. puu­

tuvate paraboolide meetodi jaoks. Ulatuslikult on 

vaadelnud majorantprintsiibi kasutamist hariliku 

iteratsioonimeetodi ning ka Newtoni meetodi puhul 

J.Schröder ( [14,15,16] ).

Käesolevas töös näidatakse, et majorantprint­

slip on rakendatav küllaltki avara iteratsiooni- 

meetodite klassi puhul. See klass hõlmab peagu kõik 

praktikas kasutamist leidnud iteratsioonimeetodld, 

sealhulgas ka mitmed tähtsad protsessid, mis ei 

kuulu Ü-Kaasiku poolt vaadeldud meetodite hulka. 

Seejuures võimaldab majorantprintsiip näidata ite- 

ratsioonimeetodite koonduvus! nõrgematel tingimus­

tel ning anda täpsemaid veahinnanguid kui töös [?] •

Töö esimeses peatükis ($Д-2) esitatakse apa­

ratuur, mida järgnevus kasutatakse iteratsioonimee- 

todite koonduvuse uurimisel. Selles peatükis tood u i 

mõisted ja tulemused pole mitte tõik uued, vaid töö 

kergema loetavuse saavutamiseks esitatakse siin ka 

mõningad tuntud mõisted ja tulemused.

Esimeses paragrahvis vaadeldakse polülineaar- 
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seid operaatoreid, osatuletisi ning kahe muutuja 

analüütilisi operaatoreid.

Järgmises paragrahvis käsitletakse pooljärjesta- 

tud Banachi ruume ja nende abil normeeritud ruume 

ning samuti operaatoreid nimetatud ruumides. L.V. 

Kantorovitš kasutab majorantprintsiibi puhul nn.

K-ruume ja nende abil normeeritud ruume ( [31*32,35]  )• 

Kuna aga K-ruumides pole analüütiliste operaatorite 

teooria välja töötatud, siis on käesolevas töös 

nende asemel tarvitusele võetud I. G.Kreini poolt 

vaadeldud pool järjestatud Banachi ruumid (vt. [36] ).

Selliste ruumide hulka kuuluvad ka mitmed prakti­

liselt tähtsad ruumid, mis pole K-ruumid (näit, 

lõigul pidevate funktsioonide ruum C).

Teine peatükk (§§3-4) sisaldab tulemusi ite- 

ratsioonimeetodite koonduvuse kohta. Kolmandas pa­

ragrahvis antakse koonduvusteoreemid (teoreemid 3*2  

ja 3-4) küllaltki ulatusliku iteratsioonimeetodite 

klassi jaoks. Teoreemiga 3*3  näidatakse võimalus, 

kuidas saab moodustada uusi vaadeldavat tüüpi ite 

ratsioonioperaatoreid, mis annavad järjest kiire­

mini koonduvald protsesse. Selles paragrahvis esi— 
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tatud teoreemid on kasutatavad ka võrrandi lahendi 

olemasolu ning ainsuse tõestamisel.

Neljandas paragrahvis vaadeldakse ilmutamata 

operaatori reaksar end amis e meetodi kasutamist para­

meetrist sõltiva võrrandi lahendamisel. Teoreemiga 

4.2 antakse tingimused lahendi olemasoluks ja meetodi 

koonduvuseks lahendiks ning samuti hinnangud lähis- 

lahendite täpsuse jaoks. Selles paragrahvis tõesta­

takse ka seosed, mis võimaldavad järk-järgult arvu­

tada ilmutamata operaatori reaksarendise liikmeid.

Töö kolmas peatükk (§$5-6) on pühendatud eel­

mises peatükis saadud tulemuste mõningatele raken­

dustele. Heal küsimustel, mis kerkivad nende tule­

muste kasutamisel konkreetsete võrrandite mõnede 

tähtsamate tüüpide (võrrandisüsteemide, Integraal- 

ja diferentsiaalvõrrandite) lahendamiseks, on pea­

tutud juba artiklis [27] • Käesolevas töös vaadeldud 

juht, kus reaalse majoreeriva võrrandi asemel kasu­

tatakse mingis pooljärjestatud Banach1 ruunis konst­

rueeritud võrrandit, võimaldab sageli näidata lahen­

di olemasolu ja meetodi koonduvust nõrgematel tin­

gimustel ning anda lahendi jaoks täpsemaid vea- 
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hinnanguid. Olulisi uusi võimalusi võrreldes tavaliste 

iteratsioonimeetoditega pakub ka ilmutamata operaatori 

reaksarendamise meetod, rais on sobivaks vahendiks ühest 

või mitmest parameetrist sõltuvate ülesannete lahenda­

misel. Sageli esineb ka ülesandeid, mille ligikaudset 

lahendamist saab lihtsustada mingi parameetri sisse­

toomise teel. Paragrahvis 5 ongi kahe näite (mitteli­

neaarse integraal võrrandi ja rajaülesande) varal demons t- 

reeritud mõningaid võimalusi, mida annab pool järjes ta*  

tud Banachi ruumis konstrueeritud majoreeriva võrrandi 

ja ilmutamata operaatori reaksarendise kasutamine.

Töö viimases paragrahvis on peatutud paragrahvis 

4 saadud tulemuste ühel tähtsal rakendusel. Nimelt 

vaadeldakse ilmutamata operaatori reaksarendise kasu­

tamist omaväärtuste ja omaelementide ligikaudseks leid­

miseks. Kii saame samad lahendid, millised annab ka 

häiritus meetod (vt. [4,21] ). Teoreemist 4.2 järelduvad 

seetõttu tulemused häiritusmeetodi koonduvuse kohta 

(näit, teoreemid 6.1 Ja 6.2), mis on rakendatavad ül­

disemate omaväärtusülesannete puhul kui vastavad teo­

reemid töödes [9,10,12,13,22]. Erijuhtudena võime saa­

da mitmeid tulemusi nendest töödest (sageli isegi täp­

sustatud kujul).
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I. VAJALIKKE MõISTEID

JA ABITULEMUSI

PUNKTSIONAALANALOUSIST

9 1• Analüütilised operaatorid

1. Esitame kõigepealt mõningad polülineaarsete 

operaatoritega seotud mõisted.

Operaatorit 11 _ Banachi ruumidest*)

1) Käesolevas töös vaatleme reaalseid anachi 
ruume,kuid kõik esitatud tulemused jäävad kehtima 
ka komplekssete Banachi ruunide korral»

Xfi sama tüüpi ruumi Z nimetatakse n-lineaarseks, kui 

ta on aditiivne iga argumendi järgi ning tõkestatud 

( [20,37] )• Kõigi selliste operaatorite hulk moodus­

tab omakorda Banachi ruumi, mida tähistame 

(xr..x -*Z).

Operaatoreid A^ ne^Xl**'  n->Z) ia 

j € (x, ...x, Oe kus on indeksiteOh "h 1
l,...,n mingi ümberjärjestus, nimetame ekvivalent- 

seteka, kui kõigi x;€X; (i=l,...,n) puhul kehtib 

võrdus

Ai — X j • • • 24 = A 1 i X,..eX, •asen П d4-*•dR  elK-
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Kui seada igale operaatorile ruumist )

vastavusse temaga ekvivalentne operaator ruumist 

(X,••• , —Z),siis saame lineaarse isomeetrilise vas- °ч °n 

tavuse nende ruumide vahel»

Himetame operaatorit A...n sümmeetriliseks» 

kui ta iga ühtiva ruumide paari X^ = Xj puhul langeb 

ühte temaga ekvivalentse operaatoriga, mis on saadud 

operaatorist A n indeksite i ja j ümbervahetami­

sel. Kõigi sümmeetriliste n-lineaarsete operaatorite 

hulk * z] moodustab samuti Banachi ruumi.

j) Lihtsuse mõttes tarvitame [(Xxv) ., ( Xxy) z] . h

ja •: • z^**easemel tähistusi f( Xxy )n—z] ja [Y^Xn**^Z 
$c n-k '

Järgnevas käsitluses samastame ekvivalentsed süm- 
ovoule • 

meetrilised n-lineaarsed ning mõistame sümboli A, R 

all (sümmeetrilise operaatori puhul) ka kõiki selle 

operaatoriga ekvivalentseid operaatoreid.

2. Kahe Banachi ruumi Xja Y abil saame moodustada 

uue Banachi ruumi XY,mille  elementideks on paarid 

x  (x,y) (x£X, у e Y), kusjuure näiteks

*

*

II=I • llxll + C||y|| (o >0). (1.1)

Olgu antud n-lineaarne operaator1) Bn ё [( xy)n-> ] ,



- 9 -

Valemiga

An-*,*91...3(*E1-  V Bn(o.y1)...(o,?lt)(xbl,o).._ (XD, '), 

kus X ja y56Y» defineerime sümmeetrilised n-line- 

äärsed operaatorid An_kf z] (k»O,l,... ,n).

Siis kehtib võrdus 1)

Bn(xlfy)(x2ty2)--(* ntyn) я Anoxš2---Xn * 

- W. %..........■**>  ♦ M)

♦ Ч-2,г^^тх^\х^у-хп*- ‘-*Ч хг - Jn-Un) ♦

♦ ••• ♦ •

Ümberpöördult, kui on ette antud n+1 sümmeetri­

list n-lineaarset operaatorit [YkXn~^r> z] (к-

siis saame valeni (1.2) abil moodustada operaatori 

Bn^[(X*Y) n^z]« Seega on operaator Bn € (xxy)n- %] 

samaväärne operaatorite An_E „€ r"xn7*- >z] süstee­

miga, mistõttu tähistame

Bn ■ (*no*  An-1,!••••• Aon)-

See sümbol käitub nagu vektor liitmisel ning korru­

tamisel reaalarvuga, tema rakenda nine ruumi XxY ele­

mendile (x,y) toimub vastavalt reeglile

1) Kirjutist An,-*  ^2x2* k^ kasutame sum­

ma ^n-k, An_k,ky2x2K lühemaks tähistamiseks.
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ва(х,у) - <v»V« *„-</**11  v' *'  ’ Vi**W b

Seega näiteks

W« , .n V" /п \ , X n-k®n(x»y) = z_ \k) Än-k,k J x
K=0

(1-4)

Seose (1.2) abil pole raske näidata, et kui norm

ruumis Xx у on defineeritud valemi (1*1)  abil, siis

* max, £ll^n-k,kll • (1.5)

3» Yaatleme(üldiselt mittelineaarset) operaato­

rit P Banachi ruumidest X ja Y sama tüüpi ruumi Z*  

Osatule tiseks Px(x,y) nimetatakse operaatori P tu­

letist, kui seda operaatorit vaadelda sõltuvana ainult 

argumendist Ж ([6,38]), s.t. on selline line­

aarne operaator ruumist X ruumi Z, mis rahuldab tin­

gimust

||1(х+дх,у) - P(x,y) - Px(x,y )дх|| < llaxl £(ЦдхЦ), 

kus kui (T-^0. Analoogiliselt defineeri­

takse p • Kõrgemat järku osatuletised defineeritakse 

tavalisel viisil: P г« (P_L, F « (p,),, F - (P )
-*  AA AJ A J JA J А

jne.
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Lemma 1.1. Kui operaatori P kõik n järku 

osatuletised eksisteerivad punkti (x,y) mingis ümbru­

ses ning on pidevad selles punktis, siis punktis (x,y) 

on need n järku osatuletised sümmeetrilised n-line- 

äärsed operaatorid. Seejuures kõik osatuletised, mis 

on saadud operaatori P diferentseerimisel mistahes 

järjekorras n-k korda x ning к korda у järgi, on 

ekvivalentsed ning neid võib samastada näiteks ope­

raatoriga x .y) € z] .

Tõestus. Kergesti saab veenduda võrduse

-A
к(».у)ду*« п-к- t -

24 ’ t^ =

õigsuses, kus t, ja t, on reaalmuutujad ning дхсХ 

ja ду £Y. Lemma välted järelduvad asjaolust, et lem­

ma eeldustel on Õigustatud diferentseerlmisjärjekorra 

muutmine viimase võrduse parempoolses osatuletises.

Operaatori P, kui ühe argumendi x » (x,y) бХ^у 

operaatori, tuletisi tähistame P^Ä?(x). tehtib järg­

mine lemma.

Lemma 1.2. Tuletis P^n^(x) eksisteerib 

punkti x « (x,y) ümbruses ning on pidev selles

punktis siis ja ainult siis, kui operaatori P kõik
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n järku osatuletised eksisteerivad punkti (x,y) min­

gis ümbruses ning on pidevad selles punktis. Seejuu­

res

p(n) ” (pxn • P,n-ly ' • P,n)-

Tõestus. Tõestame selle lemma n = 1 kor­

ral.

Kui eksisteerib P*(x),  siis vastavalt valemile 

(1.3) saame teda esitada kujus P*(x)  * )»

kus Aj Л[x-*z]  ja A0€[y-z]. Tuletise definitsiooni 

kohaselt

II х+Дх,у+ду)- ?(x,y) -А1ОДХ - А01дуН

< Лдхк оЦдуЦ) -€(llAx * ofl^yll), 

kus E(8)-0, kui ^0. Võttes Ду = 0 saane Al0 * 

■ Px(x,y) ning võttes Дх * 0 saame A01 • Fy(x,y).

Ümberpöördult, kui punktis (x,y) eksisteerivad 

operaatori P esimest järku osatuletised, siis moo­

dustame lineaarse operaatori

B1 • (px(x»y)» pv(x.y)) ь [xxy- ;] .

Hinnangust

II (x+Ax,y+4y) - P(x,y) - B,(Ax,ay)l/ 

s ||р(х+Дх,у+Ду) - P(x,y+ay) - Гх(х,у+Ду )Дх|| ♦ 

+ ^(х.у.Ду) - Ix(x,y)[! Uxll ♦
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♦ К р(х,улду) - P(x,j) - Ру(х,у)ду|| $

S'JIДхII4 сЦЛуН )• £(!1Дх||*  оЦдуЦ) 

järeldub, et B, « Р*(х).

Valemit (1-5) kasutades pole nüüd raske täie­

liku induktsiooni meetodiga tõestada selle lemma 

kehtivust mistahes naturaalarvu n puhul.

4. Kahe muutuja operaatorit P(x,y) nimetatakse 

analüütiliseks,kui ta on analüütiline operaatorina 

ruumist X*Y  ruumi Z ( [17,20] ). Seega operaatorit 

P(x) nimetatakse punktis xQ* (ХО*У О) analüütili­

seks, kui ta omab selles punktis kõik tuletised 

ning on selle punkti mingis ümbruses esitatav koon­

duva astmereaga

co

/1 = 0

Lemmat 1.2 ja valemit (1.4) arvestades saame viima­

sele reale anda kuju 

kt
,y, )<Ь6) 

K=0 K-C

Seetõttu kehtib järgmine kahe muutuja operaatori 

analüütilisuse kriteerium.
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Lemma 1.3» Punkti (* О»УО^ ümbruses määra­

tud operaator P(x,y) on selles punktis analüütiline 

siis ja ainult siis, kui ta omab punktis ^0’^0' 

kõik osatuletised, mis on sümmeetrilised polülineaar- 

sed operaatorid, ning on nimetatud punkti mingis üib- 

ruses esitatav koonduva astmereaga (1.6 )•

Lemnat 1.2 arvestades järeldub töös f2ö] esita­

tud tulemustest kergesti järgmine lemma.

Lemma 1.4. Olgu DCXxY lahtine, sidus, 

punkti (xQ,y0) sisaldav hulk, millel operaator Г 

on analüütiline ning rida (1*6)  koonduv. Siis esitab 

rida (1*6)  hulgal D operaatorit P ning operaatori 1 

osatuletisi võib sellel hulgal esitada astmeridadega 

pxij(x,y) - 
oo

=>-1-32(23)P,m-K,(x0*y  
n^ltj fc-j

mis on saadud rea (1-6) liikme tl diferentseerimisel.

Ühe muutuja operaatori analüütilisuse kohta 

kehtib järgmine kriteerium.

Lemma 1.5*  Punkti xä ümbruses määratud о

operaator P(x) on analüütiline punktis xQ siis ja 

ainult siis, kui ta omab selle punkti mingis ümbru
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ses kõik tuletised ja kui nimetatud ümbruses kehti­

vad võrratused

1, ||p(n)(x)|| h bn (n«O,l,...), (1.7)

kus h ning b on mitt«negatiivsed konstandid.

Selle lemma piisavuse tõestus on antud töös [20] • 

Kasutades nimetatud töö tulemusi saab tõestada ka 

toodud lemma tingimuste tarvilikkuse (näiteks analoo­

giliselt õpikus [õ9] reaalmuutuja funktsioonide kor­

ral esitatud tõestusele).

Valemit (1.5) ning lemmat 1.2 arvestades järel­

dub viimasest lemmast vastav tulemus kahe muutuja 

operaatori jaoks.

Lemma 1.6. Punkti (xQ,yo) ümbruses määra­

tud operaator P(x,y) on analüütiline punktis (* 0»У0) 

siia ja ainult siis, kui ta omab selle punkti mingis 

ümbruses kõik osatuletised, mis on sümmeetrilised 

polülineaarsed operaatorid, ning kui nimetatud ümb­

ruses kehtivad võrratused

5,1|Рхк-кук(х,у)|| < hbncK (п-0,1,... #k-O,...,n), (1.8) 

kus h, b ja о on mittenegatiivsed konstandid.



- 16 -

Analoogiliselt Abeli teise teoreemi tõestusele 

(vt. näit. [ЗЭ]) saab tõestada selle teoreemi järgmi­

se üldistuse*

Lemma 1.7. Kui astmerida

00
P(x) = 52 1 ^n4x их-x )n 

n- 0 '

koondub punktis X=X1, siis

lim l [x ♦ t(x4~ x )]« P(x,), O 1 О J —

kus t on reaalne muutuja*

5 2» Üldistatult normeeritud ruum

1. Pooljärjestatud Banaohi ruumiks nimetatakse 

Banachi ruumi ü, milles on defineeritud koonus ( [зб] ), 

8.0. kinnine hulk, millesse koos elementidega u ja u‘ 

kuuluvad ka u+u*  ja Au, kui >0, kuid ei kuulu u 

(kui u 7 0). Koonusesse kuuluvaid elemente nimetame 

positiivseteks ning tähistame u>0.

Kirjutame u>u‘ ehk u‘€u, kui u-u‘>o. Kerge 

on kontrollida,et sellel vahekorral on järgmised 

omadused: ♦

a) kui u>u‘ ja u‘> u", siis u>u";

b) kui ja u,> u;, siis u+u>u‘+u; 1
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c) kui u>u‘, siia Л^О korral Au>Au’ ning

0 korral Au<u‘;

d) kui un> u‘ (nO,l,...)  ning lint un » u ja 

liu u‘ = u‘ , siis u>u‘.

*

Edaspidi leiavad kasutamist järgmised pooljär- 

jestatud Banachi ruumide tüübid.

B*- ruuniks nimetame pooljärjestatud Banachi ruu­

mi U, milles

1) vastavalt igale elemendile u€U leidub sel­

line positiivne element u‘ € U, et u£uf;

2) vahekorrast O^u^un (nO,l,...)  ning 

lim un = 0 järeldub, et lim ur  0

*

* *

-ruumiks nimetame B'-ruumi, milles iga posi­

tiivsete liikmetega ja tõkestatud osasummadega rida 
vt

koondub (s.o. kui u.> 0 ning 2 uk^ u igan=0,1,...
K»0 *

puhul,siis rida1) 2.u koondub).

Tingimus 2) on ilmselt täidetud, kui vahekor­

rast 0<u'<u alati järeldub, et (| u*||  < lluL Seetõt­

tu B’-ruumi erijuhuks on täielik KB-lineaal ning 

’3+*-ruumi  erijuhuks - KB-ruum (vt. [35] ).

Kui rea summeerimisrajasid pole märgitud , siis 
toimub summeerimine nullist kuni lõpmatuseni*
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Lemma 2-1. -ruumi U korral:

a) iga elementi u€ ü saab esitada kahe posi­

tiivse elemendi vahena;

b) rea 2 u, koonduvusest ja vahekorrast 

O^u^uk (kü,l,...)  järeldub rea 2uk koonduvus;*

o) positiivsete liikmetega rea У" u, koonduvus 

ega ka summa ei sõltu liikmete järjekorrast.

Tõestus, a) Järeldub tingimusest 1).

b) Järeldub iga naturaalarvu n ja p puhul kehtivast 

vahekorrast
n-fp n+p

0 € u? £ 2 uk •
K= к K К- к к

o) Olgu ko,ke-- jada 0,1 mingi ümberjär- 
и.

jestus. Tähistame u ■ 
m

n

m Ilmselt iga n puhul leidub selline

naturaalarv IC, et n

0<u-w_<u-v,, kui m>N_. Я n " n

Seetõttu rida 2_u, koondub ning Siu. * u. 
L Kt c Ki

2. Lineaarset hulka X nimetatakse pooljärjesta­

tud Banaohi ruumi U abil normeeritud ruumiks (vrd.

[31]), kui igale elemendile x € X on vastavusse 
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seatud teatav mittetühi hulk positiivseid elemente 

u€ü, millesse kuuluvust märgime sümboliga [xl < u. 

Seejuures nõuame, et oleksid täidetud järgmised tin­

gimused ;

1° kui |x| < u ja u<u', siis x/<u‘;

2° vahekorrast |x|<0 järeldub, et x * 0#

Kui vaadeldavas elementide u€U hulgas lei­
dub vähim element, siis võib üldistatud normiks lu­
geda ka seda vähimat elementi*

3° kui |xl< u, siis |Лх/^ IMu;

4° kui |x| = u ja |x’| € u‘, siis |x ♦ x'|^ u + u*  ;

5° kui xl<u (n=0,l,...) ja lim un « u, siis 

I x| < u.

Elemendile x sellisel viisil vastavusse seatud 

elementide u hulka nimetame elemendi x üldistatud 

normiks1).

Vahekord |x|^u võimaldab ruumis X defineerida 

koonduvuse• Де ütleme, et jada koondub elemen­

diks x€X (üldistatud normi järgi) ning kirjutame 

Ilm xn * x, kui leiduvad sellised elemendid uQ € U, 

et |xK - x(< un (n*0,l,...)  Ja Ilm uK * 0« Tingi­

mustest 4° ja 5° järeldub kergesti, et kui (xn[^ un,
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Ив xn * x ja Ilm un = u, siis ka |x|^ u.

Ruumi X nimetame täielikuks (üldistatud normi 

järgi), kui vahekordadest [ xn - (n>® * 0,1,..)

ja lim unnj = 0 järeldub jada koonduvus, ädas- 

pidi eeldame ruumi X täielikkust.

Lemma 2.1 tõestusele analoogilisi mõttekäike 

kasutades saab tõestada järgmise tulemuse.

Lemma 2-2. Olgu ruum X normeeritud B’-ruu- 

mi U abil. Kui (k * 0,1,...) ning rida 5Z u,

koondub, siis koondub ka rida 5" kusjuures vii*  

mase rea koonduvus ega summa ei sõltu liikmete jär­

jekorrast.

Я ä г к u s. Kui defineerida ruumis X norm 

võrduse

||x|| - inf ||u|| Ixu

abil, siis see ruum osutub Banachi ruumiks, milles 

koonduvus normi järgi on samaväärne koonduvusega 

üldistatud normi järgi ruumis X. Seejuures saadud 

ruumi täielikkus leiab aset parajasti siis, kui 

ruum X on täielik üldistatud normi järgi. 3eetõttu 

võime üldsust kitsendamata juba lähtehulgaks X va­

lida mingi Banachi ruumi, milles defineerime tin- 
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gimusi 1°- 5° rahuldava vahekorra |x|^u. See vahekord 

võimaldab tavaliselt täpsemalt iseloomustada koondu- 

vust ruumis X ning anda täpsemaid hinnanguid kui ta­

valine norm. Märgime,et juhul, kui vahekorrast 

|x|^ u järeldub alati võrratus ||xll^||u|l, siis koon­

duvusest üldistatud normi järgi järeldub tavaline 

koonduvus Banachi ruumis X.

3- Olgu ja V pooljärjestatud Ba-

nachi ruumid ning qle Q € (U,- . -Un-*  V). Loeme ope­

raatorit n positiivseks, kui kõigi positiiv­

sete elementide u^€ U, puhul qj. nuleeeUn^ °*  

Kerge on kontrollida, et nii defineeritud hulk

еП^° moodustab koonuse ning seega ruum 

(Uj.».Un”>V) osutub pool järjestatud Banachi ruu­

miks.

Olgu *!»••• ja Z vastavalt UIt...,ü ja 4 

abil normeeritud ruumid ning n € (X,. . z )• 

Loeme kehtivaks vahekorra |A^e ,n| < q n* kui kõi­

gi I*|supunul  1А***^к*..*̂  

pole raske näidata, et see vahekord rahuldab tingi­

musi 1°- 5°.
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4*  Olgu ruum X normeeritud pool järjestatud Ba- 

nachi ruumi U abil, aga A,A’€ (X*̂X)  ja q,q*  € (ö-*U).  

Ilaselt, kui /A|^q ja |A*|^q ’, siis ka |M*t<ü**  

Pöördoperaatori olemasolu kohta ruumis X kehtib 

järgmine lemma (vrd.fl5] )•

Lemma 2.). Kui |AI $ q ja rida 2 qk koon­

dub kõikjal ruumis U, siis rida 2 Ak koondub kõik­

jal ruumis X ning eksisteerivad pöö rd operaatorid 

(i - q)-1- 27 q*>o,  (e - дг1- 27 лк, 

kusjuures

|(E -A)~l| < (1 - q)-i 

(q°« I ja A°= 5 on ühikoperaatorid vastavalt ruumi­

des U ja X).

Tõestus. Kui |x|^ u, siis A"x lq"u, mil­

lest järeldub rea 5Г A"x koonduvus ja hinnang 

2a*x|<2qKu.  Pole raske veenduda, et 52 Ak ■ 

* (S - A)-- ning 2 q" * (I - q)"1, millega lemma 

ongi tõestatud*

B^-ruumi U korral saab tõestada järgmise tule­

muse.
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Lemma 2.4- Kui 0<q‘,q ning rida 5-q^

koondub kõikjal B*ruumis  U, alla ka rida 

5?[(I - q‘)-(q - q')]k koondub kõikjal aellea

ruumis*

Tõestus*  Pole raske kontrollida, et iga 

naturaalarvu n puhul

h K v- m

K=o ^0 j=o K-0

2 -kui m 2 n + 4 * Sellest järeldub I -ruumi U puhul 

rea

2Z[(I - - q')]k(i - q'r1

koonduvus kogu ruumis U*  Kui arvestame, et lemma 2*3  

põhjal operaator I - q’ kujutab ruumi U üksüheselt 

samaks ruumika, siis olemegi tõestanud käesoleva 

lemma*

Lemma 2*3  põhjal rea 2qk koonduvusest, kus 

q>0, järeldub positiivse pöördoperaatori (I - q)~^ 

olemasolu*  B* ‘-ruumi U puhul on Õlge ka vastupidine 

välde (vrd. [35], lk.462).

Lemma 2*5*  Kui U on B^-ruum, q>o ja 

eksisteerib positiivne pöördoperaator (I - q)-> *,  

siis rida ŽZqk koondub kõikjal ruumis U.
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Tõestas. Tehtud eeldustel võrrand

u=qu+u‘

omab iga u’$0 puhul ainsa lahendi u * (I - q)wlu’^

^0*  Moodustame jada uQ * 0, = qun 4 u* . Ker­

ge on veenduda, et iga n = 0,1, ••• puhul

osun< untl^ u’
mistõttu jada (unj koondub B**-ruumis  U. Kuna 

к
% = Z_qku', 

n K=o

siis rida / koondub iga u’^0 puhul ning lem­

ma 2*1  välte a) põhjal ka kogu ruumis U.

5*  Olgu X Banachi ruum ning Q(x) € (X-X)-

Integraali all

J)(x)dx
’o

mõistame Riemann’i integraali
1

jQfx0* t(xr х0)](хг xQ)dt, 
0

milles t on reaalmuutujа ( [20] )• See integraal ek­

sisteerib, kui operaator Q(x) sõltub vaadeldaval

lõigul x • xQ> t(x,- x0) (o<ts1) pidevalt m- 

tujast x*
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Olgu ruum X normeeritud pooljärjestatud В an ao hi 

ruumi U abil ning q(u)€ (U->U). Kasutades Riemanni

integraali definitsiooni pole raske tõestada järg­

miste tulemuste kehtivust (vrd.f34j).

Lemma 2.6. Kui x0|^ u0 ning

iga 0t<1 puhul ln[x0* t(xx~ x0)]/ < q[u.+ t^ul-u0Ü ,

siis u

Uo

1

q(u)du

kui vaid kirjutatud integraalid eksisteerivad.

Lemma 2.7» Kui 0 < u.- u < uo- ui 0 2 О

ning iga uq<u^u*̂ u2 puhul 0 = q(u) < qy(u‘ )»

siis
U1
j q( u)du 

uo Mo
kui vald need integraalid eksisteerivad.



- 26 -

II. И i H A T S I О О R 1 MEETODITE

KoONDUVUS

§ 3- üks koonduvate iteratsioonimeetodite klass

1. Vaatleme võrrandit 

p(x) - 0, (3.1)

kus P on mittelineaarne operaator, mis kujutab B*-ruu-  

mi U abil normeeritud ruumi X Banachi ruumi Z. <3r- 

vuti sellega vaatleme veel ruumis U võrrandit 

p(u) = 0, (3-2)

mis teatavas (allpool täpsustatavas) mõttes majoree- 

rib võrrandit (3*1).

Võrrandi (3*1)  lahendi olemasolu kohta kehtib 

järgmine teoreem).

Teoreem 3*1*  Olgu teatavate elementide 

xq€ X ja u*  € 0 (u‘>0) ning mingi naturaalarvua к 

puhul rahuldatud tingimused:

1° eksisteerib pöördoperaator fp*( xo^ * 1 *

4) Erijuhul, kui ü on reaalarvude hulk, Järeldub 
see teoreem töö [34] tulemustest. Kruumi 1 abil nor­
meeritud ruumi X korral on analoogilisi tulemusi esi­
tatud töödes [31,32].
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2е operaatorid Р(х) ja p(u) on k+1 korda pide­

valt diferentseeruvad vastavalt piirkondades |x - x0|< 

< u‘ ja 0<u<u‘ ning 

(i;: (i)(x0)| p(1)(0) (i - ..........k),

np‘k*l)(x)  < p‘k*l  (u) Iga [x-ijguiu' puhul, 

kusjuures p(0) ja nendes hinnangutes esinevad ope­

raatori p tuletised on positiivsed ning p‘(0) * -1;

3° p(u') € 0;

4° rida 5Z[p'(u') + 1j koondub kõikjal ruu - 

mis U» *

Siis võrrandid (3*1)  ja (3*2)  omavad vastavalt 

piirkondades |x - xQ|^ u’ ja O<ugu’ ainsa lahendi, 

milleks koonduvad jadad xn^ ■ - I^P(xn) ja

4,1 - “n * (n - 0,1,-) kõ4g alglänendite
xQ ja uQ punul, mis rahuldavad tingimusi [xQ- xQ| < 

ja 0 < u’.

Tõestus» Näitame kõigepealt, et jada 

uQ = 0, u^^ = un ♦ p(un) koondub võrrandi (3»2) 

lahendiks, mis asub piirkonnas O<u<u‛. Oletades, 

et mingi n puhul un^u', saame tingimuste 2° ja 3° 

tõttu
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Р<** ) * V P(un) ♦ p‘ (u)J du > 0»

Seega iga n = 0,1,.*.  korral un=u‘. Vördust 
un

un+l ~ % = J [I+ p'(u)]du
UK-1

kasutades on kerge induktiivselt tõestada, et

о < ■btX*  un^ I * P'(u' )] (un- un_1)< & ♦ P'(u’ )] p(°)’

millest tingimuse 4° põhjal järeldubki jada {un

koonduvus, linnes vörduses

un+l - un * p(un)

üle piirile näeme, et piirelement u =

■ lim u < u’ on võrrandi (3*2)  lahendiks, n

Valime nüüd mingi uq€ U nii, et 0 < üQ^ u’, 

ning moodustame tema abil jada un.1 * un ♦ P(^n)e 

Induktiivselt saame näidata, et iga n ■ 0,1,.*.  

puhul $ u’ ja

° s “n - uns [r * P'(u'%’ 

, * 
millest järeldubki, et lim un ■ lim « u . Sel­

lega on ühtlasi tõestatud ka võrrandi (3*2)  lahen­

di ainsus piirkonnas 0 $ u = u*.

Vaatleme jada xQ, xn+1 = xn - PP(xn)- Ilmselt

lxl- xol^ul * ul" V Kui aga oletada, et
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xi.- xil^ui+l~ ui “ 0,1,.••,n—1), siis lemma 

2.6 p8hjal ka

lxn+l~ xnl- JPP‘(*o)  * P'(x)ldxl

x, 4 u,И.-1 , Л
SJ[I * P'(u)]du- un.1- 

uh-i
Seetõttu jada -^x^ koondub (üldistatud normi järgi),

* 
kusjuures piirpunkt X = lim xn asub piirkonnas

|x - xQ| < u*  < u‘. Piirile üleminek võrdus es •

= xn - C^P(xn) näitab, et x*  on võrrandi (3.1) lahend.

Valime nüüüd sellise S 6 Ж*  et |xQ- xQ|£ u’ 

nine moodustame jadad - x„ - £P(in) ja 

% ” u'’ %+l * un ♦ p(ud)- induktiivselt on kerge 

näidata, et iga n puhul

- *millest järeldub, et lim xn « lim xp « x • Sellega

on teoreem tõestatud.

2. Vaatleme iteratsioonimeetodeid, millede pu­

hul, lähtudes võrrandi (3«1) lahendi x*  alglähen- 

dist, xQ, leitakse uued lähendid xj,x2,--- järg-
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mist tüüpi valemite abill):

Дхп * . . . . . V(k (3-3)

*) Seda tüüpi valemite abil moodustatud iterat-
siooniprotsesse, kus in * n ning kyt » к on fiksee­

ritud naturaalarv, on vaadelnud .Kaasik (vt.[z,23,

kus 4xn - xn+1- xni n - 0,1,... #0 s 1,n, 1,<1n1 
к ^1; Г * &**(*«  )] a lag G on näidatud argumen-

n ‘n • -n J

tide mingi operaator.

Oletame, et on rahuldatud teoreemi 5*1  eeldused 

mingi naturaalarvu к kn (n * 0,1,...) korral ning 

moodustame valemi (3*3)  abil võrrandi (3«2) piirkon­

nas 0 < u < u‘ asuva lahendi u*  1 äh endite jada {un} t 

% * °*

дип - o,[x,p(u,), v(un)’""K₽(kK)(un)L * 4)
kas Aun • unU - ja [P'(uin)]-1

Loeme iteratsioonioperaatorit G kuuluvaks 

klassi 01, kui ta teoreemi 3-1 eeldustel iga 

korral, mille puhul p(uh) 2 0, 

rahuldab tingimusi:

a) р(иц) <4un^ u-  un ja p(un+ Aun) > Oi*
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b) vahekorrast

IRz"(x,l < -S,p"tu,) (v ” 0,2,3,...,^) (3.5) 

järeldub, et

a X,J < Дид, ( 3.6 ;

GP(xn) * ^xn * 2^| r?kp(j)(xn)^|^

4) Elemendiks u‘ valitakse tavaliselt võrrandi
(3»2) vähim positiivne lahend u*. Sellisel juhul on 
rahuldatud tingimus 3°• därgime, et tingimuses 2° 
võib piirkonnad lx-xQ| < u‘ ja O<u<u‘ asendada ka
väiksemate piirkondadega, mis sisaldavad vastavalt 
murd jooni xox1--. ja uou-.. (vt. (49] )•

t) See teoreem kehtib ka protsessi (3-3) jaoks, 
milles esinevad operaatorid Gn rahuldavad tingimust 
b) ning mille puhul lim un * u" (vt. [49] )•

«к ()'4 * * 7)
^~RP^ "aun" 2 J'RP" 'VV

J"2

Vastavate iteratsioonimeetodite koonduvuse koh­

ta kehtib järgmine teoreem.

Teoreem 3*2.  Kui on täidetud teoreemi 

3.1 tingimused1) 1°- 4° naturaalarvu к > kQ (n • 

» 0,1,...) korral ning kõik operaatorid Gn protses­

sis (3«3) kuuluvad klassi2) Cl , siis see protsess

* 
koondub võrrandi (3*1)  lahendiks X , kusjuures 

kehtivad hinnangud
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|x*-  xn| 5 u"- un (n a 0,1,...), (З.в)

*
allies u on piirkonnas 0 < u" asuv võrrandi

(3.2) lahend ning elemendid u, on arvutatud valemi­

te (3.4) abil.

Tõestus. Tõestame kõigepealt induktiiv­

selt, et teoreemi eeldustel valemite (3.3) ja (3-4) 

abil moodustatud jadade (xnj ja {un ning iga n * 

• 0,1,••• puhul" P(un)0, eksisteerivad pöördope- 

raatorid I7h ja ning kehtivad hinnangud

|qp(xm)| 4 - g,p(um), (q,p‘(x0)14-,,
(3*9)

|i;»tV,(^)l< p"(un) (v.2,3......... k).

Eelduste 1° ja 2° põhjal on see õige n « 0 korral.

Oletame nende nõuete rahuldatust ka n » l,...,m 

puhul. Siis tingimustest a) ja b) järeldub, et

|Дхп| < ДЧу, kui n = 0,1,...,a, ning lxB41- xQl <

Taylori

•7^^) -

valemi (vt. [20] ) põhjal

ning
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= Б * J .
X

Kõrvutades neid analoogiliste avaldistega -X,pum.1) 

ning jaoks saame hinnangute (3»9)> tingi­

muste 2° ja b) ning lemma 2.6 põhjal

(3a0)
Valemit

Am+

Xw
kasutades on kerge näidata, et 

|n,z"(xm.1/ - p<1,^ua+l^ ^V” 2,3,

Kuna

СР'(х± )-й+ГГр'(х1 )-p*( xo)]. 
•Чин 0 u mti u J

- p‘(x, ) - I - [»•(«< ) + iL 
m+l L h+1 4 

siis vahekorrast

cp‘(x, ) - P'(ui ) ♦ К P’(u’) + I,

tingimusest 4° ja lemmast 2-5 järeldub pöördoperaa- 

tori te Yin. ja eksisteerimine ning hinnang

I? 4 Xe) I ~ ■

Samasust

G »•(*«  C [p‘(x, ) - p‘(x, )1
^♦1 lMtL -w -
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ja kergesti põhjendatavat hinnangut

kasutades saame

g ?*( xi )| g ft P’(u. ). 
l*h+l  гк ^LhtH m

Seetõttu valemist (3*10)  järeldub, et

I(,..,2(x,21-Ymp(un1).
Sellega olemegi tõestanud, et pöördoperaatorid 

ja Yi,. eksisteerivad ning hinnangud (3*9)  kehtivad 

ka n ■ m+1 puhul. Võrratus p(um.j) » 0 järeldub 

vahetult tingimusest a).

Kuna hinnangutest (3-9) järelduvad hinnangud 

(3»5), siis olemegi tõestanud viimaste hinnangute 

kehtivuse iga n * 0,1,.. korral.

Moodustame jada ü0» 0, un.1= P(^n)e Teo- 
_ *

reemi 3.1 põhjal Ilm un= u, aga tingimusest a) 

järeldub, et u^u^u*  (n » 0,1,...). Järelikult 

jada {un) koondub ning Ilm % - u*.

Vahekorrast (3*6)  järeldub, et 

lxn+a~ xnl < unam- un (■>!).

ning sellest omakorda jada koonduvus. Ilmselt 

piirpunkti x*  = lim xn puhul on õiged hinnangud 

(3.8).
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Eespool tõestatu põhjal

millest piirprotsessi n->oo abil saame 

[p*(x)]  P(x") € ~[p’(ü)] Tp(u*)  • 0,

kus x * Ilm x. ja ü * lia u, < u . Järelikult h—»o<7 -n K-»o» -R '

piirpunkt x*»  liu xn on võrrandi (3.1) laheni.

Teoreem on tõestatud.

Märkus. Kui operaator P(x) on analüütili­

ne ning on teada sellised sümmeetrilised polüline- 

äärsed operaatorid q€[u—u], st

(p"1(xo) < (1 - 0,2,3,...» q0£ D), 

siis võime operaatori p(u) konstrueerida järgmise 

rea abil:
oo 

p(u) - q0- u + ? ti qul. 
c-2

Teoreemi 3-1 tingimus 2° on täidetud, kui see rida 

koondub kohal u = u’ ning operaatorid P(x) ja 

p(u) on analüütilised vastavalt piirkondades 

[x - xQ| < u‘ ja 0 < u < u‘ .
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3- Näitame, kuidas ühe teadaoleva klassi Cl

kuuluva iteratsioonioperaatori abil saab moodustada

uusi sellesse klassi kuuluvaid operaatoreid, mis 

annavad kiiremini koondavaid protsesse

Kui on määratud vale- n

mi (3*3)  abil, milles operaator Gn kuulub klassi

Ot , siis valem

määrab iga naturaalarvu m > kn ja reaalarvu

J!

(3-11)

) puhul klassi 01 kuuluva

iteratsioonioperaatori. Seejuures

(3-12)

kus
W

4un X

= 2
M

X
n

i V(i)(“n)ÄUa

Tõestus. Hinnangutest

(vJ
(xn (v)
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ja (3.6) järeldub, et

< -23 к»и^чНгх < 
гг

s ~ p‘(un)] ^'^■Jp,(U*) " p‘(u4,3 '
Tingimuse 4° ja leiuna 2.4 põhjal rida

koondub kõikjal ruumis U, millest lemmal 2-3 arves­

tades järeldub pöördoperaatori eksisteerimine vale­

mis (3-11) ning hinnang

, — -7,)[■ ♦ 24 m,""3(x,)ax3- I <
r ж , . T (3-15)

< [1♦ •
j=2

Valemist (3*11)  saame

* 24 ax,) - 
/=2 '

* * ,*  дхп *■  2Z 3, (x,)ax2.
Kuna Дхп rahuldab tingimust b), m>k ning kehtib

hinnang (3-15) ♦ siis järeldub viimasest võrdusest, et

Ax,-Ax, < Д U - Ди e 1 n n I —• n 1

võrdust дхп ”Axn + (Axn- Дхп^ kasutades, saame
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l4xnl^ Aun * - 4UB’

s.t. Дхп rahuldab tingimust (3.6). ühtlasi näita- 

sine, et duR-han^.O, a.t. tõestasime võrratuse 

(3.12).

Seosest (3»11) saame

mp(xm) * dxn- -2a 2C3)(x„bax2-1[4j(0x,-ax,)+ax

mistõttu

Ck ♦ 4Xn ♦ 23mp(3)x,yax; °j=2 '
, рО)(хПН^- Дх^Дхп’1(Лп-дхп

Võrreldes viimast avaldist analoogilise avaldisega 

operaatori p(u) jaoks pole raske näha, et hinnan­

gutest (3*14)  järeldub vahekord (3-7), milles on 

asendatud naturaalarvuga m. Seega valemiga (3*11)  

määratud iteratsioonioperaator rahuldab tingimust 

b). Jääb veel kontrollida tingimuse a) kehtivus.

Juba tõestatud vahekorrast (3-12) järeldub, et 

iga 0 < Ui < un^ u" korral, mille puhul p(u^)^ 0, 

kehtib võrratus

p(un) < дип < 2^.
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Taylori valemi põhjal

p(u*)  - y~ p^^uyXu*-  w,)3 ♦
' u*

♦1 f ₽(m+1)(u)(u*-  u)Bdu - 0, 
I: J

uh

millest järeldub

Xp(u,) * u*-  u, ♦ 2 3 ^p( 3)(u,(u*-  Un)j » 0. 
j=1

%
^una 0 < u ~ %» sü8 saame viimasest võrra- 

tusest

1 ♦ 22 4+5,p(3)um)auz-1(u*-  w,)> 
m _t , 

> -K1^ ♦ > 3, 
j=2-

millest hun avaldist arvestades järeldubki, et

Lõpuks tõestame veel, et p(un+ Aun) 2 Oe

leks lahutame võrdusest

p(u * aü,) - 23p(3)(u,)au * 
j • ° —

il J P^a*1)(u ) (un+ au,- u)“du

valemi (3»13) teisendamisel saadud samasuse

0 - p(u,) ♦ Р'С^ )äv У||
/-2 "
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ning näitame, et saadud vahe on positiivne, sellega 

on teoreem tõestatud.

Kergesti saab otseselt näidata, et Newtoni mee­

todi iteratsioonioperaator

ДХ - - p(x,) (° - 1..~j 1 14 11

millele vastab Ди^ = “’^KP(un*̂  кии1иЪ klassi 

Valemit (3-11) kasutades võime tema abil moodustada 

näiteks iteratsioonioperaator! (vrd. [24] )

r . i-i
dx = - S - ~ /7 p«(x ) [? P(X ) X n L 4 "W II U J

-d-1 mpw(x,) Гр(хп)] f7p(xn). 
L C 1k “ 1k J ‘R *

mis teoreemi 3.3 põhjal kuulub klassi Ot, kui

0 < A € 2. Hinnang (3.6) kindlustab selle valemi

abil arvutatud lühenditele seda suurema täpsuse, 

mida suurem on d . Eriti on see valem leidnud ka­

sutamist d * 0;l;2 korral (vt. näit. [?, 18,40] ).

Valemi (3.11) abil võib jätkata uute iterat-

sioonioperaatori te moodustamist. Häiteks võime koos­

tada klassi (X kuuluvaid iteratsioonloperaatoreid, 

mis sisaldavad operaatori P tuletisi kuni kolmanda 

järguni jne.
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.uid mitte kõik klaasi Oi iteratsioonioperaa-

torid pole tuletatavad valemi (3*11)  abil*  Näiteks

analoogiliselt teoreemi 3»3 tõestusele saab näidata, 

et klassi Ol kuuluvad ka järgmise valemiga määratud 

operaatorid (vrd • [26,2?] ):

„BjAk-lxn
-1

X

K-4,j (4j i

milles mittenegatiivsed täisarvud y3^ ja reaal­

arvud o-kj rahuldavad tingimusi
K>L
2,P1 = J ~ 1 • /1j” Aal.j"5 ' >•

o<a, - 1 * Aj

ning elemendid ^k_ixn>eee» ^2xn avaiduvad järk­

järgult sama valemi abil, aga - ,P(xn)-

Tööst [42] ilmneb, et klassi OL kuuluvad ka 

iteratsioonioperaatorid, mis kujutavad pöördoperaa- 

tori reaksarendise osasummasid.

Seega näeme, et peagu kõik praktikas kasuta­

mist leidnud iteratsioonimeetodid on valemiga (3*3)  

määratud protsessid, mis koosnevad klassi Cl operaa­

toritest. Tingimustel 1°- 4° kindlustab teoreem 3*2
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sellise protsessi koonduvuse võrrandi (3*1)  lahen­

diks x*  ning annab hinnangu (3*8)  lahendite täi - 

suse jaoks. Iteratsiooniprotsessi (3*3)  moodustami­

sel on meil võrdlemisi suur vabadus, ле võime näi­

teks igal sammul arvutada uue pöördoperaatori n 

või kasutada mitu korda järjest sama pöördoperaa- 

torit 17 • Me võime ka igal sammul kasutada uut 

iteratsioonioperaatorit. Näiteks sageli osutuvad 

kasulikeks protsessid, millede puhul esimene la­

hend arvutatakse keerulisema iteratsioonioperaato- 

ri abil kui järgmised lahendid. 4 * *

4. Juhul, kui pole teada täpne pöördoperaator

^1 * (xQ)j * 17 e vaid mingi temale lähedane lineaar­

ne operaator Г (ruumist 2 ruwni X), siis võib võr-

randi (3-1) lahendi x

tada valemite

axn • °n [r?(x,), S’ rp 

abil, kus jy xn+1- x 

Vastavaks jadaks {un} 

uo - 0,
4un - Gn-p(un), X*  -p"

lähendite jada moodus-

"(xn)...-. rp‘*n ‘(xn)] (3.16)

n’ kn> B * 0,1,.•• 

on

' , t 1 ОЛ7)
(Чд). . . . . . . . . . . . . . . . . . . (un),
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ku8 dy u^- "n”

Iteratsioonioperaatorit Gq loeme kuuluvaks 

klassi 01, kui ta järgneva teoreemi 3-4 eeldustel 

1°- 4° iga 0 = u,= u*  korral, mille puhul p(un) > 0, 

rahuldab tingimusi a) ja b), kusjuures viimases tin­

gimuses operaatorid 17 ja ^<K on asendatud vasta­

valt operaatoritega Г ja -I.

Kerge on kontrollida, et teoreem 3»3 on kasu­

tatav ka klassi 01 kuuluvate operaatorite konstru­

eerimiseks ning et kõik eelmises punktis toodud 

klassi Ol kuuluvad iteratsioonioperaatorid kuulu­

vad ka klassi Oi •

Kehtib järgmine tulemus, mis erijuhul, kui 

ruum U kujutab reaalarvude hulka ja valem (3-16) 

omab kuju Дхп * -ГР(хп), on tõestatud töödes 

[19,34]-

Teoreem 3*4*  Olgu elementide xQ£ X ja 

u‘ 6 U (u‘ 0) ning naturaalarvu к > kQ (n * 0,1,... )

puhul rahuldatud tingimused:

1° operaator P^(z—►X) omab pöördoperaatori;

2° operaatorid P(x) ja p(u) on k+l korda pide­

valt diferentseeruvad vastavalt piirkondades
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(x-x.<u‘ja О u u‘ ning

|Гр(х0)1 < р(о), |Г»*<^)  - $1 5 р'(о) ♦ I.

|Гр(1)(%)| P(i)(o) (1-2,3,...),

[ ГР^+1^(1)| < P^k+1\u) iga |х - xjžužu' korral;

3° p(u* ) О:

4° rida 5 p‘ (u‘ )+1] koondub kõikjal ruumis l.

Siis võrrandid (3*1)  ja (3-2) omavad vastavalt 

piirkondades |x - xj 4 uf ja < < « < u‘ kumbki ain­

sa lahendi, mida tähistame vastavalt x*  ja u*.  See­

juures klassi O1 kuuluvate operaatorite Gn abil 

moodustatud protsess (3-16) koondub võrrandi (3*1)  

lahendiks x*,  kusjuures kehtivad hinnangud (3«8), 

milles elemendid u, on arvutatud valemite (3*17)  

abil.

Selle teoreemi saab tõestada analoogiliselt 

teoreemide 3-1 ja 3*2  tõestusele*

5» Peatume juhul, kui U on B+1-ruum. Siis le n- 

ma 2*5  põhjal teoreemide 3*1  ja 3*4  tingimus 4° on 

samaväärne nõudega, et eksisteerib positiivne ope-
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raator -[p‘(u‘) > 0.

Sellel juhul juba teoreemi 3.1 (või 3*4)  tingi­

mustest 1°- 5° järeldub, et võrrandil (3*2)  on ole­

mas vähim positiivne lahend u", mis asub piirkonnas 

0^ u < u‘ , ning teoreemi 3»1 saab järgmiselt täp­

sustada.

Teoreem 3«5*  Kui U on Bw-ruum, teoree­

mi 5-1 tingimused 1°- 5° on täidetud ning võrrand 

(3-2) omab piirkonnas 0^ u € u‘ ainult ühe lahen­

di, siis on Õiged kõik teoreemi 3.1 väited.

Märkus. Kui ruumiks U valida reaalarvude 

hulk ja suuruseks u‘ võrrandi (3.2) vähim mitte- 

negatiivne lahend u*(mille  eksisteerimist eeldame), 

siis jäävad kehtima kõik selle paragrahvi tulemused, 

kui nõuda ainult teoreemi 3*1  (või vastavalt 3-4) 

tingimuste 1° ja 2° rahuldatust ning loobuda tin­

gimusest 4° (vt. [48] )•
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§ 4- Ilmutamata operaatori reakearendise

Koonduvus

1. Vaatleme võrrandit 

P(x,y) = 0, (4-1)

kus P on analüütiline operaator Banachi ruumidest 

X ja Y sama tüüpi ruumi Z. Olgu teada selle võrran­

di lahend xQ parameetri väärtusel y * yQ ning otsi- 

tagu lahendit x*  , mis vastab parameetri väärtusele 

У - 3*  (vrd. [52,34] ).

Võrrandi (4«1) lahenduvuse uurimisel võib kasu­

tada teoreemi 3.1 ning lahendi x*lähendite  leidmi­

seks valemeid kujus (3-3)*  Sellel juhul tuleb juba 

n * 0 korral kasutada operaatori P osatuletisi 

punktis (xQ,y*).  Kuid sageli (eriti siis, kui võr­

randit (4«1) on vaja lahendada paljude parameetri 

väärtuste puhul) osutuvad kasulikeks protsessid, 

millistes esinevad operaatori p osatuletised ainult 

punktis (х0»У0)е Selliste protsesside hulgas omab 

eriti suurt praktilist tähtsust ilmutamata operaa­

tori parameetri järgi astmeritta arendamise meetod, 

mille uurimisele me asumegi.



Ilmutamata operaatori olemasolu ja analüütili-

a use kohta kehtib järgmine teoreem (vt. näit. [8] ).

Teoreem 4«1« Kui

1° Р^о.У,,) - 0,

2° eksisteerib pöördoperaator [ Х(ХО»УО)] * G 

3° operaator P on analüütiline punktis (ХО»УО)» 

siis eksisteerib punktis yQ analüütiline operaator, 

x *ф(у),  mis on määratud võrrandiga (4.1) ja tin­

gimusega Ф;'у0) »

Seda teoreemi saab tõestada näiteks järgmiselt. 

Teoreemi põhjal ilmutamata operaatoritest ( [3d], lk. 

316) määrab võrrand (4-1) eeldustel 1°- 3° ilmuta­

mata operaatori x жФ(у)» mis rahuldab tingimust 

ф(у ) * x0 ning on mistahes arv korda diferent- 

seeruv teatavas punkti у ümbruses. Kasutades ope­

raatori P osatuletiste jaoks hinnanguid (1.8) saa­

me näidata, et operaatori Ф tuletised rahuldavad 

punkti y0 ümbruses hinnanguid kujul (1.7), millest 

järeldubki ilmutamata operaatori analüütilisus 

punktis ye( vrd. [46] ).

Tuletame nüüd rekurrentse seose ilmutamata

operaatori diferentsiaalide arvutamiseks.
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Teoreemi 4«1 eeldustel eksisteerib punkti yQ 

teatavas ümbruses ilmutamata operaator Ф , mis ra­

huldab võrduse Р(Ф(у)#у) * 0 teisendamisel saadud 

samasust

y“ [Ф(У 

v=4 M-0

milles Q(x,y) * x - xo-£Hm)*  Seejuures ДХО»УО)« 

* 0> Ох(х0»Ул) * 0 ning ilejäänud osatuletised

yx‘ XQ^O ' ~ - Pxv-M yp xof^o '

Võrduse (4»2) järkjärgulisel diferentseerimi­

sel saame leida seosed suuruste

^^(y) •= S. •)

arvutamiseks. Selleks toome sisse tähistuse

,(y-y0)/1-j(/-yo)j[4’(y)- xjv j4Xj”j(y)

ning tõestame täieliku induktsiooni meetodiga, et

\ * > li i, 1k
Дхп(у) * 2__ 117 Qk (У^х2 ^•••Дхп (у), (4-3)

li+...+hi=h

kus l-p».«ti on mittenegatiivsed täisarvud ning 

к ж 1^+...+ i^ > 1. Rida (4*2)  diferentseerides 
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näeme, et seos (4*3)  on õige n * 1 korral. Kui ole­

tada selle seose kehtivust mingi n korral, siis 

saame kergesti kontrollitavate võrduste

<фхк(у)]- (k*l)ax w(y),

a[o(y)]- q4t1(y) ♦
abil näidata, et

AXn(y)-nra[ax,(y1]-
- БЛ 2 *

10*-,*ni,*n  1
* (y)d[^x2(y)] . ..ДХпК(у) 4 ... ♦

* 1п(3к1(у)дх21(у)...дхп^ (у)а[дхп(у)] --

' 2 ,1, ^-Ь)дх^(у)...дх^(у) ,

14*,+)=+

kus к'« 1^+...+ See tõestabki valemi (4.3) 

kehtivuse iga n * 1,2,... korral.

Tähistame ^(y_) * q1 ja dx fy ) * Ax_.Siis K О K Xl О XX

Q° - 0, q » - RP,(x030(*-y0),  ■

4 - -2r(j)cv-jyj<xo^o)</*-yo )M'J 

j=0

ning valemist (4*3)  saame operaatori ф(у) Taylor!

rea liikmete
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Дхп = п'Ф(П)(^о)(У* “ ?о)П

arvutamiseks rekurrentsed seosed

дхг - - /?Ру(х0,у0)(у*-  Ж,)»

Дхп ” Як 4Х2“ ,2)хп-1 (° * 2’*̂
(4-4)

),

milles on mittenegatiivsed täisarvud*

2. Olgu ruum X normeeritud B-ruumi  abil, *

aga V - mistahes pool järjestatud Banachi ruum. Siis 

saame ilmutamata operaatori astmerea koonduvuse 

kohta tõestada järgmise teoreemi.

Teoreem 4-2. Eeldame, et

10 F(x0,y0) ж 0,

2° eksisteerib pöördoperaator P,(x,,y,)] ” G »

3° leiduvad sellised polu lineaarsed operaatorid

Q6-1,16[*u* —u], et
IrF,(xY0(*-yol  ' %lv*’
|CPxK-‘jri(x0.y0)(y*-y 0)1| =q,=,v*k(a=0,...  ,k,1-2,371. ) 

ning rida

- qolv .22(E)a,,,u-1 (4.6)

K=2 i=o
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koondub punkti (0,0) ümbruses; 
n, j

4° jada un= 1 f (0)v* k (n - 0,1,...) 
' K-0 ■

koondub, kus operaator u =Y(v) on määratud võrran­

diga u * q(u,v) ja tingimusega ^(0) * 0 j);

5° rida (4-6) koondub kohal u * u*  ja v = v", 

kus u = lim un;

6° operaator P(x,y) on analüütiline piirkonnas

|x - xj < u*,  (4-7)

у - y0+ t(y*~  yQ) (0 € t < 1). (4-8)

Siis võrrand (4*1)  omab y • y*  korral piirkon­

nas (4«7) ainsa lahendi x* , milleks koondub (üldis­

tatud normi järgi) valemitega (4«4) määratud ilmu­

tamata operaatori reaksarendise osasummade jada 

хп” xn-l + дхп (n * 

kusjuures kehtivad hinnangud

|x*-  xnl € ■*-  un(n- 0,1,...). (4-9)

Tõestus. Tähistades.

й«,- nt V|lnl(0)v,:

ning kasutades dxn ja duQ avaldamiseks valemeid (4-4)

1) Nii defineeritud operaatori Y olemasolu ja
analüütilisuse kindlustab teoreem 4»1.
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pole raske näidata, et hinnangute (4.5) tõttu 

|Дхп|^Дип (n-1,2,...).

Seetõttu järeldub tngimusest 4°. et rida 
oo

ФГУо* 1(/-Уо)]в xo * 2 *кдхк

koondub iga 0t<1 puhul piirkonnas (4-7) asuvaks 

punktiks. Tähistame selle rea summat t = 1 korral 

х»ф(у*).  Kerge on veenduda, et see punkt rahul­

dab võrratus! (4*9)«

Tõestame, et x*  on võrrandi (4«1) lahend para­

meetri väärtusel у « у*.  Tingimustest 5° ja 5° jä­

reldub rea 

oo К

_*2()  FP,iyi(x0y0(y-y0(x-*o)*--
iF0

koonduvus, kui x ja у kuuluvad vastavalt piirkonda­

desse (4«7) ja (4*8) .Tingimust 6° arvestades osutub 

võrrand

x~ V*  - (4Л,
Oo К

- SZ(±) RP,oiyi <хо-Уо)(у-Уо)1(,-хо)к"1
K=2 i=0

selliste x ja у väärtuste puhul samaväärseks võrran­

diga (4-1). Teoreemi 4.1 põhjal kujutab rida 

x * Ф [yo+t(y ~y0)J küllalt väikese reaalse t 
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korral võrrandi (4-1) ja järelikult ka (4*10)  lahen­

dit parameetri väärtusel у ■ yQ+ t(y*-y o)« Asetades 

need x ja у väärtused võrrandisse (4*10)  saame see­

tõttu küllalt väikese t puhul samasuse. Lemma 2.2 

põhjal võime selle samasuse parema poole korraldada 

t astmete järgi. Saadud võrduse mõlemad pooled koon­

duvad O<tl korral ning seetõttu kujutavad nad 

0^t<l puhul argumendi t analüütilisi operaatoreid. 

Kui peame veel silmas lemmat 1*7,  siis sellest jä­

reldubki võrduse (4-10) mõlemate poolte ühtimine 

ots puhul. Seega jada {xn} piirpunkt х* аФ(у*)  

kujutab võrrandi (4*1)  lahendit parameetri yx korral.

Jääb veel tõestada lahendi x" ainsus piirkonnas 

(4*7)*  Olgu x*  võrrandi (4*1)  mistahes lahend piir­

konnas (4*7),  mis vastab parameetrile у ■ у*.  Siis 

xr rahuldab ka võrrandit (4.10) у = y*  korral ning 

valemeid (4*4)  kasutades pole raske induktiivselt 

tõestada, et iga n * 0,1,... puhul 

lT'~ xnl < u*~  un' 

mistõttu x‘= x* . lellega on teoreem tõestatud.

ä г к u s. Teoreem 4*2  on rakendatav ka ju- 



- 54 -

hui, kui xQ pole võrrandi (4*1)  täpne lahend para­

meetri väärtusel y0> s.t. kui Р(* 0»У0) $ 0» iis 

tähistame Р(х0»У0) * z0» (y»z) = у 6 YxZ ning soo­

dustame võrrandi

P(x,y) e P(x>y) - z = 0, (4*11)

mille lahendiks parameetri у väärtusel yQ= (yo»zo) 

on xQ. Võrrandi (4-11) lahendiks yN* (y*,0)  puhul 

on võrrandi (4*1)  otsitav lahend x* , mis vastab pa­

rameetri väärtusele у * y*.  Lihtsad arvutused annavad

7у<хо-Уо)(У#~Уо)= T/Xo’^o^?*-Yo') * г(хо1Уо'*

Hinnangud (4*5)  võrrandi (4-11) jaoks omavad kuju 

|Г,Р„(хо.Уо)(/-Уо) ♦ СУ(х0,У0)| < qolv*,

(4.12)
IEP,*y(xo*Yo)(y*-yo ‘1 С Qy-1,1v*  (к-2,3,... 1.

Otsitava lahendi x lähendite xw= x_ ,+ Дх (n * n n—1 n

* 1,2,...) arvutamiseks võib ka sellel juhul kasu­

tada valemeid (4*4),  kui vaid esimene neist valemi­

test asendada järgmisega:

Дх1" ~ С^у(хо»Уо)(У*-Уо ) " P(xo,y,)- (4.13)
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3*  Vaatleme juhtu, millal U on B**-ruum.  Kui 

sellel juhul võrrand

u ж q(u,v*) f (4.14)

milles operaator q(u,v) on määratud reaga (4*6),  

omab positiivse lahendi u‘>0, siis on kerge näida- 

ta,et on rahuldatud teoreemi 4*2  tingimus 4°, s.t. 

jada {un koondub, kusjuures lim un= u*<u ’. Vale­

mite (4*4)  abil saab veenduda, et u = lim un on 

võrrandi (4*14)  vähim positiivne lahend.

Erijuhul, kui ruumideks Uja V valime reaalar­

vude hulga, võime lemma 1.6 põhjal hinnangud (4*12)  

alati leida kujus

II * GP(x,301< aV# ’
■ (4.15)

ž k!hb*2(ov")  (k-2,3,.),

kus a, b, o, h, ja v*  on mittenegatiivsed konstandid. 

Sellel juhul
2 

/„ „x , h(u+cv)q(u,v) = av ♦ 1-b(u+cv)

ning võrrand (4*14)  omab mittenegatiivse lahendi 
l+b(a+c )v*+y  [l-b(a+c )v*] 2'-4h( a*o  )v*  M 

u = vf(v*)«  ------------------- —---------------------------------------cv*  <
2(b+h)

< (2a*c)v* ,
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kui vaid ruut j unreal une avaldis on mittenegatiivne.

8. t. kui
b*2h-2Vh(M)  

b (a+c)

Viimane võrratus asendab vaadeldaval juhul teoree­

mi 4-2 tingimusi 4° ja 5°*  Teoreemi 3-5 põhjal ei 

ole võrrandil P(x,y*)  « 0 piirkonnas

IIх - xoll <
l+b(a+c )v**y^l-b(a4-o  )v*]*-4h(a+c  )v*  
------- -------------------------------------------------------- cv

2(b*h)

üle ühe lahendi (kui muidugi operaator P(x,y) on 

analüütiline vastavas piirkonnas)

Arendades funktsiooni V(v*)  ritta v*  astmete

järgi, saame

*AuaF av ,
K-2

A \ 1 (k-2) 1^*  i), <w2-i^ л \k -k fw , t
A к” 2 ITT V 1 / l i / h ) T (* “2,3, • • • )• 

i=o
Ell m * 2(b+2h)(a+c)v < 1, siis saame hinnata

, k-24uk < h(a+c)v*2  (k * 2,3,... ),

ning võrratustest (4«9) järelduvad küll mitte nii 

täpsed, kuid lihtsamini rakendatavad hinnangud

.. w h(a*c)  v#x: n-1
Ix*-XnI< --------------------n (n-1,2,...). (4.16)
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4*  Teoreemid 3-2, 3«4 ja 4» 2 annavad meile 

aprioorsed hinnangud (3*8)  ja (4*9)»  mis võimalda­

vad hinnata lähendite xn täpsust enne nende tege­

likku arvutamist. Kõrvuti selliste hinnangutega 

omavad praktikas suurt tähtsust aga ka aposterioor- 

aed hinnangud, mis on küll kasutatavad alles pärast 

lühendite leidmist, kuid on enamasti täpsemad ning 

annavad õige hinnangu ka juhul, kui lähendite leid­

misel on tehtud arvutusvigu. Lihtsa seda tüüpi hin­

nangu saame järgmisel viisil.

Olgu täidetud teoreemi 4.2 eeldused ning olgu 

X võrrandi P(x,y*  ) * 0 lahendi x*  mingi lahend, mis 

asub piirkonnas (4.7). Lagrange*!  valemi kohaselt 

H**ef*N  HÄt/N 0(x*-x),y*]  (x*-x)*  0 

(0 6 < !)• Kui rida koondub kõik­

jal ruumis U ning on teada hinnang RP(X,y*)  € w, 

siis saame viimasest võrdusest

l x*  - x I [l - qu( u* , v*  )] w.

Juhul, kui funktsioon q(u,v) on moodustatud 

hinnangute (4.15) abil ja
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K b*2b-2Vh(b4h)  
v < -------- -------------

b (a+c)

ails kehtib võrratus

ning on kasutatav hinnang

II X*-  x|| 6
|lr;F(x.y*)ll

1 - q,(u”,v”) '
Sama tüüpi hinnanguid saab ilmselt kasutada ka 

teoreemide 3*2  ja 3*4  eeldustel.
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III. RAKBNDUSI

§ 5*  Integraal- ja diferentsiaalvõrrandite 

ligikaudne lahendamine

*) Analoogiliselt võib käsitleda ka juhtu, kui 
у on teatav parameetrite süsteem, s.t. kui võrrand 
sõltub mitmest parameetrist.

1. Vaatleme eelmises paragrahvis saadud tule­

muste rakendamist integraalvõrrandi

/?
P(x,y) ■ x(s) - J K(s,t,x(t),y)dt ■ 0 

o

ligikaudseks lahendamiseks, kus у on reaalne või 

kompleksne parameeter’), aga К funktsioon, mis on 

analüütiline argumentide x ja у ning pidev s ja t 

suhtes. Operaatori P osatuletised avalduvad nüüd 

kujul: /з

*x^xo’^o^x ж * x,(s,t,x,(t),y,)ax(t)at.

PxKyt (хо,уо)ду1дхк— ny‘ K,« i (s,t,x,(t),y,)axk(t)at 

o
(k = 0,1 = 1 ja k*i  2).

Töös [27] on näidatud vajalike hinnangute saamise 

võimalus ruumide valiku X=Z= с[®1,Д) ning tava­

lise normi kasutamise puhul.
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Valime ruumideks X ja Я lõigul [А,Д) pidevate 

funktsioonide hulga, mis on normeeritud pooljärjes­

tatud vektor ruumi ma *)  abil nii, et 

(x| < u = (ulfu2), 

kui max |x(s)| < u. ja max |x(s)| < uo (d < j, < A)

Kui tähistada tuuma ^(s, t,xQ( t ),yQ) resolvent- 

funktsiooni sümboliga P(s,t) ning tuua sisse hin­

nangud y*-  yo| £ V*,  

max (dx1(s)| € a v*,  
e < € < j 

"n

max J|P(s,t)|dt < cm, $ < “m an-

max Il K-К..С (s1t,x„(t),y_)| dt < b” ,^£5^ Г x - и ’О '
“n-L

kus m,n «1,2 ja Ao=- ning = 

riv rida (4«6) omab kuju 

q(u,v) » (alta2)v ♦
ÄA 1/ (—11 A \ / кН°o к -C c 1/0»

.\l\(k
2_t'.2_kiM .21 , 22/lh21 
кП i*o  ' ° 1+0 ' \bk-

4) Ruum m, on vektorite u « 

hulk, kusjuures l|ul| = max ( |u^|,| 

u 0, kui u, 0 iga 1 = 1,2,...

K­

- /6 , siis majoree-

b12 \
i,i i,i|/ » j c

2 -4

(uq,ü2*,un)  

u4l,..., |un| ) ning 

,n puhul.
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Näide. Integraalvõrrandi

o,S
x(s) - J s oos st ex(t)-5at * 0 • (5-1)

0

ligikaudseks lahendamiseks vaatleme parameetrist 

sõltuvat võrrandit

F(x,y )*  x(s) - j [s + ys(cos st - 1)] eX^"3 dt * 0, 

0

mis y*«  1 korral ühtib lähte võrrand iga. Valime

yQ« 0 ja х0(з)« у Kuna P(xo,y,) # 0, siis kasutame 

teoreemi 4*2  kohta tehtud märkust. Ruumide X=Z=

-c[O; 0,5] puhul rahuldab operaator P hinnanguid 

(4,15), milles а = 0,095» b=3,c= 0,011, h * 

• 0,165 ja v* * 1. Järelikult võrrand (5»1) omab 

teoreemi 4» 2 põhjal piirkonnas IIx - xQH 0,097 

lahendi x*(s),  mis teoreemi 3-5 põhjal on ainus 

piirkonnas ||x - xq||<1,96. Jada {^n(ö)} » milles 

x1» xq+ Ax, on arvutatud valemi (4*13)  ning 

xn” xn-l+ Дхп (n s valemi (4*4)  abil, koon­

dub ühtlaselt selleks lahendiks. Hinnang (4.16) 

kindlustab lühenditele täpsuse

max |x*(s)-  x (s)| < 0,0022«-x~i (n • 1,2,...). 
0(S$0,5 n n

Kui valida ruumideks X ja z lõigul o; 0,5] 
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pidevate funktsioonide bulk, mis on äa jakir jeldatud 

viisil normeeritud pooljärjestatud ruumi m2 abil, 

kusjuures el,= 0,25» siis saame valemi (4*9)  abil 

mõnevõrra täpsemad lähendite veahinnangud.

Arvutustulemused on koondatud järgmisse tabe­

lisse.

n *,(a) hinnang
(4.16)

hinnang (4.9) 
(U«a2, *̂0,25)

1 sin *0,02348 2.2-10"5 (o,6a,3)«io* 3

2 8in| *0,0242458  -
-(),001453s3t 0,0000203^ 1,6‘1O~4 (2,8<6,6).10~5

3 sin *0,0242683  -
-0,0015178 ’*0,  000021s5 1,5-10-5 (1,7»3,8).10“б

4 sin| *О,О242б9э  -
-0,0015198^*0,0000213' ’ 1,6.1 ~6 (l,l#2,4)-10"Z

2. Vaatleme rajaülesande

x"+ f(s,x,x‘,y) • 0, x(A) * x(/3) • 0 

ligikaudset lahendamist, kus y on kompleksne para­

meeter. {ui mingi funktsiooni x0(®) 3Ä arvu kor­

ral õnnestub leida rajaülesande
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Ax”* fx,(s.x0.XQ.y0)^'*  fx(s,x0.x^,y0)4x - 0, 

Ax(a) = Дх () = 0

Green’i funktsioon r(s,t), siis saame uuritava raja- 

ülesande asendada temaga samaväärse võrrandiga

/3
P(x,y)- x(s)+ r(s,t)[f(t,x(t),x‘(t),y) -

oL

- fJ[.(t»x0(t).x^(t),y0)x,(t) -

- fx(t.x0(t),x^(t),y0)x(t)jdt ■ 0.

Operaatori P osatuletised avalduvad nüüd kujul

- 5,
к

Pxnyi (x,y)Ay‘ax*=Ay1  r(s,t))(5)fkjgiyAx*Axat  
d je° 1

(k = 0,1 = 1 ja kU^2).

Valime ruumiks X lõigul [d,] pidevalt diferent­

seeruvate funktsioonide hulga, mille normeerima ruu­

mi mp abil, defineerides

|x| ž u » (ultu2), 

«ui iga s6[ol,/1] puhul

(x(s)/<u, ja |x*(a)|Su 2.

Kui on teada hinnangud [у*-  У01 - v", 

max |dxja)(s)| < a V*  
dsSs '

(n » C,l)t
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alia saame rea (4«6) kujul

q(u,v) = (ao,a1)v*  

OO К K-L
V b(1)

*Z_$!ZLll/v 2 j / tbk-l,i, j’Bk-l,i,j)ul
k=2 t^o p0

H ä 1 d e. Olgu tarvis lahendada rajaülesanne 

(vrd. [5] )

xw- пЧ ys * 0, x(0) = x(l) ■ 0

parameetri väärtusel у = 6,3. See ülesanne omab 

yo= 0 puhul lahendi xo(s) 86 0. Valemite (4.4) abil 

saame kergesti leida

x1(a) - 6s(1-s2)y,

x2(s) = je(l-e2)[y - - 27a24 15a4)y2].

Kui valime ruumiks X lõigul [Ь#1] pidevalt diferent­

seeruvate funktsioonide hulga normiga (vt.[27]) 

||x|| = max ( x(s),px‘(s) ) (p > 0), 
O<S<1

siis p = 1 korral järeldub teoreemist 4.2 jada 

(xn(3)) koonduvus rajaülesande lahendiks |y|^l,5 

puhul, aga p * 0,2 korral - |y|< 6 puhul. Konstan- 

di p ükski valik ei võimalda näidata protsessi koon- 

duvust viimasest suuremas piirkonnas. Kasutades aga

ülaldefineeritud üldistatud normi, järeldub samast
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teoreemist protsessi koonduvus, kui |y|^6,8. Hin­

nangutest (4-9) saame у « 6,3 jaoks

lx*-  x,1< (0,27; 1,06), |x*-  x2l^ (0,16# 0,63),

s.o. lõigul s€ [o, 1]

,x*(s)-  x,(s)|4 0,16 ja [***(•)**  XtgCs)^ 0,63-

5 6. Omaväärtuste ja omaelementide 

ligikaudne leidmine

1. Vaatleme omaväärtusülesannet

(A -AB)x + yf(x,A,y) • o, <6.1)

milles Л ja у on üldjuhul komplekssed parameetrid.

Võrrandi (6.1) kohta teeme järgmised eeldused.

1) A ja В olgu lineaarsed (üldiselt tõkestama­

ta) operaatorid Banachi ruumist X sama tüüpi ruumi %.

2) Võrrand

(А - Xo B)x = 0 (6.2)

omagu m lineaarselt sõltumatut lahendit xJo..........

5) Olgu teada m funktsionaali 2) f.,...,fez*,

1) Kui toodud tingimusi rahuldavad funktsionaa- 

lid eksisteerivad, siis on nad võrrandi
(6.2) kaasvõrrandi lahenditeks. Seda asjaolu kasu­
tatakse tavaliselt nende funktsionaalide leidmisel.
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millede puhul

fl, kui j = i, 

3 10 [o, kui j > i,

4) Sümbolitega x, n p ja 3, F

tähistame ruumide X ja Z osahulk!, mis koosnevad 
kõigist tingimusi f^Bx *...= f,Bx * О ja 
f,z = ...* fmz = о rahuldavatest elementidest.

ning operaator A vaadelduna hulgal 4)

x, _ , . omab pöörd operaatori R, mis on määra­

tud kogu ruumis4) z, , Edaspidi kasutame ope­
- fi,eee,rme

raatorit R, mis on võrduste HBxiQ» О (1 * l,...,m)

abil laiendatud kogu ruumile Z. ■

. 4) Operaator RB ja funktsionaalid f,B (j *

* l,...,m) olgu tõkestatud ning eksisteerigu nende 

pidevad lineaarsed laiendid kogu ruumis X. Edaspidi 

tähistamegi sümbolitega RB ja fjB neid pidevaid 

laiendeid*

5) Operaator F(x,^,y) olgu argumendi x suhtes 

homogeenne, aga operaator HF(x,A,y) ning funktsio­

naalid fjF(x,Ä,y) (j ш l,...,m) omagu laiendeid, 

mis on analüütilised punkti (x^o,Ae,o) teatavas

ümbruses. Järgnevas kasutamegi sümboleid RF ja f. ?

nende analüütiliste laiendite tähistamiseks.
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Tehtud eeldustel saab võrrandi (6*1)  omaväär­

tuse A; ja temale vastava omaelemendi X (i»l,...,m) 

leida võrrandisüsteemi

1) Ühekordse omaväärtuse puhul on omaväärtusüles
ande asendamist võrrandisüsteemiga kasutatud näiteks
töödes [12,301.

(A -ÄB)x ♦ yP(x,A,y) • 0, 
(6.3)

f,Bx * «Lj (j = 1,..., m) 

lahendina, kus di = 1 ning dj (j # i) on lisatund- 

matud1 * *). Võrrandisüsteemi (6.3) iga lahend rahuldab 

süsteemi

H( X -ЛВ)х + y3?(x,A,y) = О 

f5(A -ÄB)x ♦ yfiF(x,Aty) « 0 (j « l,...,m) 
• *

ning järelikult ka süsteemi 

x -7 ?3x + yHP(x,X,y) = 0,

Л - yf,P(x,2,y) = 0, ■ (6.4)

d,f,P(x,2,3 ) — = o (Jalf’ * i-1, i+1, •• • ,m),

milles Ж * (%6x,3,...,22 jaÄ» Ло + Л.

Ka vastupidi pole raske tõestada, et võrrandi­

süsteemi (6.4) lahend x = x^, Xs \ , dj =dji (j # i) 

määrab võrrandi (6.1) omaväärtuse Aj= Xo + X( ning 

temale vastava omaelemendi X,= 

(di = 1), kui vaid x, ja At kuuluvad operaatorite

В ja F määramispiirkonda. Märgime, et elemendi X 



- 68 -

kuuluvuse näitamisel nende operaatorite määramis- 

piirkonda saab sageli kasutada asjaolu, et X, on 

süsteemi (6.4) esimese võrrandi lahendiks.

Võtame vaatlusele ruumi H elementidega 

5= (x,A 1cL1,... ,d- t*i H ,..• ,aM), kus x € x ning A , 

olt,... ,cL(-l Aüi, • • • ,om on kompleksarvud . Olgu ruum 

X üldistatult normeeritud B*-ruumi  Ü abil. <ul 

|x| £ u, |A| <m ja kj| s j (j » 1,•..,l-l,i^l,... 

siis loeme1)

i) Tähistuste (2, ,<t ,..., Al4 ,<«*•... ,4^) ja 
(/>1»• ■ •» /-»/i+, • • • • ,/m) asemel kasutame siin ja 
ka edaspidi lühemaid tähistusi (x,A,ctj ) ja (u,M, A-).

| ( X • 7 ♦ di! ) [ — ( U) •

Nii defineeritud vahekord rahuldab paragrahvis 2 

püstitatud tingimusi 1°- 5° ning seega ruum — 

osutub üldistatult normeerituks B*-ruumi  D abil, 

mille elementideks on süsteemid ü • (u,^,^), kus 

u€U ning M ja p>l on reaalarvud, kusjuures

II u II = max(ll u|l, Im! , 1/jl ) ning u > 0, kui u 0, 

M > 0 ja 0»

Defineerime operaatori P; ruumidest E ja I 

ruumi 5 :
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^(^•у) “ -RB ♦

- yf,P(x,2,y), 

djf,P(x,A,y) - fjP(x,A,y))e 

Siia võrrandisüsteem (6.4) omandab operaatorvõrrandi

P,(,y) ■ О (6.5)

kuju. Selle võrrandi lahend • (х^Х^,^ ) annab 

otsitava omaväärtuse ning vaatava omaelemendi. Tui 

kasutada võrrandi (6.5) ligikaudseks lahendamiseks 

ilmutamata operaatori reaksarendist parameetri у 

järgi, siia saame samad lähendid mis häiritusmee- 

todi kasutamisel (vrd.[9,10,21] ). Tingimused võr­

randi (6.5) lahendi olemasolu ning omaväärtuse ja 

omaelemendi reaksarendiste koonduvuse kohta annab 

teoreem 4«2.

Selline omaväärtuste leidmise meetod on kasu­

tatav küllaltki üldise omaväärtusprobleemi puhul. 

Peatume järgnevas üksikasjalisemalt võrrandi (6.1) 

kahel rakendustee sagedamini esineval erijuhul.

2. Omagu võrrand (6.1) kuju

(А + yC)x =Л (B ♦ yD)x (6.6)

(s.t. F(x, ,y) = Cx - ADx), kus C ja D on lineaarsed 
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(üldiselt tõkestamata) operaatorid (vrd. [4] )• Olgu 

täidetud eeldused 1)- 5). Märgime, et eeldus 5) osu­

tub rahuldatuks, kui operaatorid RC ja RD ning funkt- 

sionaalid f,0 ja fjD (j * l,...,m) on tõkestatud 

ning eksisteerivad nende kogu ruumis X määratud pide­

vad lineaarsed laiendid (Toodud sümbolite all me ®5is- 

taaegi edaspidi neid laiendeid).

Kui m>l, siia eeldame täiendavalt, et

6) j 4 i puhul1) fj(C - A0D)xio» 0 

ja fj(C - Ä0D)xjo / ^(C - A0D)xlo .

Neil eeldustel on võrrandil (6.5) parameetri 

väärtusel yQ= 0 olemas lahend * 0» Lihtsad arvu­

tused annavad:

Co ( X ' = (x ’ A ’ 3y 4 f j ( )x ” f j xlo] ' *

kus * ^i^~^<>^х1о~

Ply(O,O)dy =4y(H(C-A0D)xlo, -f,(c- A6D)xi0, 0),

f) Märgime, et kui f,(c-D)Xio= ^(0- A0D)Xjo 
(näit, operaator A-AÖB on enesekaasne ja f,= Xjo), 
siis saame funktsionaalid 13 ja elemendid xio asen­
dada nende selliste lineaarsete kombinatsioonidega m

ajkfk xio ” bikxko*  et on täldetud tin- 

gimus 3) ning f j(C-AoB)xjo» 0, kui j # i (vt. [4]).
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(0,0)452= 2(-ДЛяздх, О, ü<Lj f^C- А0П)дх -

- дх fDXio ♦

?! (О,О)Д^Ду - Ду(Н(С-А,П)дх -дЛН0х10,

- f,(c-2,D)a? ♦dAfiTxlo, о),

Р^еЭ О,О)Д^- 6( О, О.-ДАуДА^ОДх), 

"1у ,3_(О,О)д^1ду ■ 2Ду(-дА НОДх, дл ^Одх, О), 

kus Д^ * A X = У" Ad; Xjo * ДХ (До^ • О)

ja дЛ = дЗ •

Kasutades hinnanguid

/|Я(О-АЛ)И S a, HR(O-A,n)xio|f< at,

IIf,(c-A,D)I< bj, £,(C-A,D)x,01 < »tt,
I/RDII s o, IlRDx, Jlž c1,

Ilf,DIIsdj, ždjl’

IImBllr, |^yl gij (i,J = 1.......m) 

saame hinnata operaatori osatuletiste norme.

Majoreeriv võrrand u = q^Cu^), kus ü » (u,/*,/3j  

(u, M ja /3j on reaalarvud), kujutab enesest võrrandi­

süsteemi

u
K=1

ii K=i
(6.7)

ГК

IC

(j ” !»•••» i-1, i+1, • • •, = 1) •
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Teoreemist 4-2 järeldub kergesti järgmine tu­

lemus häiri tusmeetodi koonduvuse kohta» 

Teoreem 6.1. Eeldame, et 

a) võrrand (6.6) rahuldab tingimusi 1) - 6)# 

b) võrrandisusteem (6.7) omab vaadeldava v>j 

puhul positiivse lahendi (u»M,/ji ) mm+1;

o) omaelemendid Xj0 (j = l,...,m) kuuluvad ope­

raatorite C ja D määramispiirkonda ning võrrandi

x * A RBx - yR3x ♦ yA RDx, 

to , . 2 S у 5, 18. toto i kuulub °»”— 
d 

torite В, C ja D määramispiirkonda»

Siis võrrand (6.6) omab iga lyl v puhul oma­

väärtuse 7v0 * Ai ning sellele vastava omaelemen- 

di x4® Ш «L-X^ + X,, millede puhul1 j=1 Iй •° 1

l\-M . hi- xoll < ŽAiHxjOh U1’ 
j-1 J

kus ü,= (u,M,ji ) on süsteemi (6#7) vähim posi­

tiivne lahend. Sealjuures on Л; ja X esitatavad 

astmeridadena parameetri у järgi, millede koonduvus- 

kiirus on määratud võrratustega (4»9)»

Valemite (4*4)  abil saame arvutada omaväärtuse

A^ ja omaelemendi x^ järgmised lühendid
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Ai ~ \ ■' дЛц , л(г = i • дл,г »
xil= xio4 dxil*  2 ^u*j 0-

kus дА1Ч« yf1(0-A0D)xlo,

(2= ^o‘ ^ХЦ ~ xio]’

Дх11*'  -Ун(а-Ло D)xio,

= -37 [fj(C-A,D)dx11 -AfDx,o), kui j i, 

ning d«iüi= 0.

Valemitest (4*9)  saame |y|< v puhul hinnangud 

nende lahendite täpsuse jaoks:

I— Ail = /U,vbi-
|Ai- Aul - M;- vbn~ v2(aibi+biidii^

Hxi * »uU “Г va, 2[A-vg,(a,b,b,aj]x301.
J* 1

3*  Vaatleme omaväärtusülesannet (6«6) juhul, 

kui m » 1, s.t. kui Ло on võrrandi (A -AR)x * © 

ühekordseks omaväärtuseks. Sellel juhul võrrandi- 

süsteem (6*7)  omab kuju

u = гми ♦ v(a,4 au +c,u * cMu), Z 11// (6ö)

M * v( biu * M ♦ d

Kui lisaks sellele võrrandis (6.6) D = o, siis 
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võime valida c * c^= d= dne ° ning anda teoreemi 

6.1 tingimusele b) kuju

v < --------------- - ----== • (6.9)
а + ъцг * 2V^l^lr

Süsteemi (6.8) vähima positiivse lahendi (u1,M,) 

arvutamiseks saame seejuures valemid

1 - va * vbur ~ V(1-va-yb,r)2-4v2ab,r । 

val --------- -------------------  , 
1 - va - гД

Vaadeldaval juhul saame suuruste a, а-p b^, Ьи, r 

ja v abil suhteliselt lihtsalt üles kirjutada ka 

hinnangud (4«9) (vt. [4?] ).

Kirjanduses on tulemusi häiritusmeetodi koon­

duvuse kohta avaldatud peamiselt võrrandi (6.6) eri­

juhul, kui D * о ning В = I. Võrdleme järgnevas mõ­

ningaid häiritusmeetodi tuntud koonduvustingimusi 

teoreemi 6.1 nõuetega. Oletame seejuures tingimuste 

1) - 5) täidetust, millised nõuded esinevad sisuli­

selt ka võrreldavates töödes.

Olgu m = 1, D * О, В = E ning C tõkestatud ope­

raator. Kui valida’)

1) Lihtsuse mõttes kasutame я ■ 1 korral Ж*  jaAO * 
asemel tähistusi xQ ja f.
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a = r|| II, аг- rllcllllx.Il, Ьтж ||f II Udi, bn=llfllllclllxoll ,

siis teoreem 6.1 kindlustab häiritusmeetodi koondu­

vuse võrratusest (6.9) järelduval tingimusel

kus У » l|f|lllx0||.

öös [12] tõestatakse häiritusmeetodi koondu­

vus tingimusel

mis nõuab enam võrratusest (6.10)*

Hilberti ruumi X korral M.K. Gavurini teoreem 

(vt. [22]) kindlustab häiritusmeetodi koonduvuse, kui 

у- -1ГЙТ7
I y| II cli < ------—--------  . (6.11)

2P

Viimane tingimus on X > 1,2 korral halvem tingimu­

sest (6.10). Kuid praktiliselt tähtsal juhul -=1 

(näit, enesekaasoperaatori A puhul) on ta ilmselt 

tunduvalt parem, järgime aga, et tingimus (6.9) osu­

tub näidetes enamasti tingimusest (6.11) täpsemaks 

ka у = 1 puhul.

Teoreem 6.1 on kasutatav ka F.Rellichi töös 

[11] tehtud eeldustel. Olgu X * 2 Hilberti ruum,

rllcllllx.Il
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D a o> В * 5 ja A enesekaasne ning C sümmeetriline 

operaator ühise määramispiirkonnaga D. * D, Oleta­

me, et Xo on operaatori A ühekordne оmaväärtus nor­

meeritud omaelemendiga xQ® f, kusjuures vahemikus

(Ao-cT , Ao+<T ) pole teisi operaatori A spektri punk­

te peale omaväärtuse Ao , kus 0« Kui eksisteeri­

vad sellised mittenegatiivsed konstandid «I ja / , 

et iga x € D, puhul А

I/cxI/a IIxll IIaxL
siis teoreemi 6.1 eeldused a) ja о) on rahuldatud

ning võime valida r = hj=eL + ^|A<J , ^11” I(Gxo,x.)1 • 

ai= br, а = a,+ . Tingimuse (6.9) põhjal häiritus- 

meetod koondub, kui
|y(5 ---------------------- £--------------------- .

Д<Г + 3(<+А1Ло1) + l(cxo,xo)|

Tehtud eeldustel kindlustab töös [lõ] esitatud teo­

reem häiritusmeetodi koonduvuse vaid

N<____________ £_______________
|У ' 2/lcT * 3(ol >/?|A«|) ♦|(Cxo,Xo)| ’

puhul, aga töödes [9,11] esitatud tulemused veelgi 

rangematel tingimustel.

Toome järgnevas ühe näite diferentsiaalvõrrandi

omaväärtuste ja omafunktsioonide ligikaudse leidmise 
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kohta häiritus meetodi abil*  Märgime, et selle üles­

ande puhul pole võimalik kasutada ühegi eespool vii­

datud töö tulemusi häiritusmeetodi koonduvuse kohta, 

küll aga on rakendatav teoreem 6.1.

Näide. Vaatleme omaväärtusülesannet *)

x’v- yh,(sx‘)‘ * -A(xM- yhox), 
1 2 (6.12)

x(0) = xn(0) » x(l) = x^l) » 0,

milles y, hj ja h2 on komplekssed parameetrid.

Ruumiks X valime lõigul [э,1] pidevate ning 

tingimusi x(0) - x(l) = 0 rahuldavate funktsioo­

nide hulga, kusjuures (|x|l = max |x(s)| . Antud ju- 
c< S<1

hui on operaatorid Ax * xlv, Bx = -Xй, Cx = -h,(sx‘) 

ja Dx » h2x määratud lõigul [o,l] vastavalt neli 

või kaks korda pidevalt diferentseeruvate ning 

ülesande (6.12) rajatingimusi rahuldavate funktsi­

oonide hulgal.

Rajaülesandel (6.12) on o korral ühekord­

sed omaväärtused (nT)2 (n • 1,2,...), milledele 

vastavad omafunkts ioonid

xw • s in ns, no

1) Sellist tüüpi ülesanded esinevad raske varda 
painde uurimisel (vt. [41).



- 78 -

funktsionaalid
1

2 ( _
f z = sin n«s s(s)ds

n nTT J
D

ning operaatorid 1)
1

Hnz * J rK(»,t) z(t)dt, 

о

*) Diferentsiaalvõrrandite puhul avaldub operaa­
tor й lihtsalt üldistatud Green*i funktsiooni kaudu 
(vt. [28] ).

к us

53 ,_ __
r(s,t) « —-—r sin nils sin niTt oos nTs sin n/Tt 
n 2n‘m4 n43

---- - sin nTls oos nTt + -r—- 
nV nl1Tl

1 — c, s_ sin nils cos nllt —_ , kui S<t, 
nV nV

—. cos nils sin nut---- 5—„ , Kui s>t ,З/п-З\ n II n И

Kerge on kontrollida, et teoreemi 6.1 tingimu­

sed a) ja c) on rahuldatud. Arvutades saame

An • Ано ♦ h2^

1 1 2u2
Лк1 = Ahi + У hi 1 

ЛвпЧ1 e*  пЧи
2У h-.

-Т-Т I -М •nm- 2 2

П1

g(l-s) _ 5(2s-l)
h -------------- СОВ nils -I- ------- ------ г

no y 1L ДпТ 8n?r2
sin nils +
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♦ -1, (oos пТа - 1) ♦ ~ (1 + (-l)n+1
П31Г3 v '

Erilisi raskusi ei valmista ka vajalike hinnangute

а - 0,4)|ti2|, a1-^2(h1|,

bx- 0,871^1 *l,28|h 2| , bn= |<1,5b1-h2|, • • 2^^|h2|, 
n

*) Kui h^= 1 ja h,= siis kasutatakse hinnangut 
bj« 0,73*

„ „ H о,13к I - 0,111., I _ ОЛТ°1- °’ dl= * dll= ~5"lh2l • r -n
n n

leidmine, millest järeldub 1):

hl h koonduvus- hinnangud |y|^l (v=l) ning 0<s£l puhul
n2 tingimus

|^h*̂nol |An-An J n-n2l |Xn6)-X*(S)| Ix,(s)-X,a(sI1

1 0 |y|$2,05n 0,54 0,04 0,015 0,046 0,017

1 * |y|<l,59 0,045 0,045 0,024 0,057 0,026

0 1 |y|<9 n2 n2 o,n 0,0121 0 0n2-011 2 n--011 ^(^-0,11)

Tabelis esitatud hinnangud kehtivad iga

n * 1,2,... puhul. Juhul n> 2 võiks mnuide saada ka 

täpsemaid hinnanguid.



- 80 -

4» Rakendusmatemaatikas esineb omaväärtusüles- 

andeid, mille puhul võrrand sõltub mittelineaarselt 

parameetrist Л (vt. näit [4] )• Käesolevas paragrah­

vis vaadeldav meetod on kasutatav ka sellistel juh­

tudel.

Peatume võrrandi (6.1) erijuhul

AX = Л Bx + y Cx, (6.13)

kus C on lineaarne operaator. Olgu täidetud eeldused 

1) - 5) ning m * 1. Vaadeldaval juhul F(x,A,y) * 

* -cx ning võrrand (6.5) omab kuju 

P(,y) - (i -7RBx - уЛ^НСх.Л ♦ y/cx) . 0, (6.14)

kus 5 ” (х,А), = (0,0), X ■ Хо + Л ja х ж х + х.

Arvutades saame:

=s, Ру(О,О)ду*  Ау(-Лейах0» 22fCx,), 
Г?1(0,0)д$г« 2(-дЛ RBax, 0), 

Pyw(0,0)d?0y «Ду(-Л^НСДх - 2 ЛодХ

Ау ГСдх * 2 Ло ДА fCxQ ), 

Ру^(О,О)д^Ду • 2ду(-2А0ДЛ RCAx - OA*RC xo, 

2Х0дХ ГСДх + ДА f0xQ), 

Py^3'i),O)d?3ay - бдуС-йА1 ?С4х, ДТГОДх), 

kus ж (дх.ДЛ).
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Kui tähistada hinnangud

IRC|<a, ||RCxo||sao, UfClžb, |ff)xo|žbo, IIRBI4T, 

siis võrrand u » q(u,v), milles u = (и,уи)е m2, 

kujutab enesest võrrandisüsteemi

а - тми + v(a + аи)!|Л0| +M)2,
' 0 (6.15)

/U= v(b0* bu)(IA,/+m)2.

Teoreemist 4»2 järeldub vaadeldava juhu jaoks 

järgmine tulemus.

Teoreem 6.2- Eeldame, et

a) võrrand (6.13) rahuldab tingimusi 1) - 5), 

kusjuures m = 1#

b) võrrandisüsteem (6.15) omab positiivse la­

hendi ü= (u1,M ) £ m2*

o) omaelement xQ ning võrrandi 

x =A RBx + ^ЛгПС(хо+ x) 

iga lahend X kuuluvad operaatorite В ja C määramis- 

piirkonda.

Siis võrrand (6.13) omab iga |y| £ v puhul oma­

väärtuse A|*A t<Aj о mäel emend iga x,= x 4’ip mil­

lede puhul

IM-l<M, ja llx^ xo||£ alt

kus (u1,M) on süsteemi (6.15) vähim positiivne 
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lahend. Seejuures • (x-pA^ on võrrandi (6.14) la­

hend ning о ma väärtus ja omaelement X, on esitata­

vad astmeridadena parameetri у järgi, millede koon- 

duvaskiirus on määratud hinnangutega (4-9)«

Omaväärtuse ja omaelemendi esimeste lahendite 

A = ^0 - tcxo , Вц» x0+ y RCx0 

jaoks saame hinnangud

~ A, | - /*1 ’* vl^ol2bQ , llx|~ Хц11 ~ Ul~ TM SQ«

Kui võrrandis (6.13) В • 5, C on kogu ruumis

X määratud tõkestatud operaator ning llfll * llxjl * 1, 

siis võime valida

aQ* а * ro ja bQ* b « c, kus (Icll^o.

Sellel juhul on rahuldatud teoreemi 6.2 eeldus o) 

ning
1 

v < ----------------------
4|Ä0|c(l+r|AJ )

puhul ka eeldus b). Võrrandisüsteemi (6.15) lahen­

damisel saame

1
2(r+vo)

[1 - 2v|A6|c - Vi - 4v[A0|o(l+r |Л0|) ,
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