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Sissejuhatusc«

Kéesoleva kursuse eesmargiks on lugeja tutvustamine dife-
rentsiaalvOrrandite teooria pdhiliste kisimustega. Margime
siinjuures, et diferentsiaalvorrandi all mdistetakse funkt-
sionaalvorrandit, milles otsitav funktsioon esineb koos oma
tuletiste vOi osatuletistega. Diferentsiaalvfrrandite teoo-
ria tekkeajaks loetakse 17 «sajandi 10ppu, kus ta Uheaegselt
diferentsiaal- ja integraalarvutusega arenes flilsika, mehhaa-
nika ja teiste loodusteaduste mojul. Selle teooria alused
rajasid Leibniz, Newton ja J. Bernoulli. Iseseisvaks distsip-
liiniks kujunes diferentsiaalvlérrandite teooria 18.sajandil
d’Alemberti, D.Bernoulli ja eeskatt kuulsa Peterburi mate-
maatiku Suleri tddde pbhjal.

DiferentsiaalvOrrandite teooria pealilesandeks alates te-
ma tekkeajast kuni kaesoleva ajani on olnud loodusseaduste
uurimine ja kirjeldamine* Hindamatu panuse on diferentsiaal-
vOrrandite teooria meetodid andnud ka tehnika erinevates
valdkondades esinevate ulesannete ja kdrgema matemaatika pal-
jude probleemide lahendamisel. Kaesoleval ajal naiteks on
diferentsiaalvirrandite tahtsaimateks rakendusaladeks sta-
biilsuse teooria, automaatika, raketitehnika jt. kdige uue-
mad teadusharud.

Tapsustame eespool antud diferentsiaalvOrrandi mdiste.

Harilikuks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse
vorrandit,mis seob otsatavat
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funktsiooni tema tuletiste Ja
sOltumatu muutujaga.

Definitsiooni kohaselt on vorrandid

y' +y a2 ex Q)
X (v}

Y1 - y sin x = sin x , (©)

dy - x2y dx = O ()]

harilikud diferentsiaalvorrandid« Uldiselt on iga diferentsi-

aalvorrand (ka vorrandid (1) - (@) ) esitatavad kujul

Kui otsitavaks on mitme muutuja funktsioon (seega VOrranr-
dis esinevad otsitava funktsiooni osatuletised), siis kannab
vorrand osatuletistega diferentsiaalvdrrandi nimetust. Kaes-
oleva konspekti valdavas osas vaadeldakse harilikke dife-
rentsiaalvlérrandeid ja kokkuleppeliselt nimetame neid edas-
pidi lihtsal diferentsiaalvdrrandeiks.

Diferentsiaalvdrrandite teoorias sdltuvad mitmed oluli-
sed kusimused diferentsiaalvdrrandi liigist. Uheks aluseks
diferentsiaalvorrandite liigitamisel on diferentsiaalvlrran-

di jargu mdiste.

Diferentsiaalvdrrandi jarguks
nimetatakse diferentsiaalvdrran-
dis esinevatest otsitava funkt-

siooni tuletiste jarkudest suu-

rimat -



Ulalesitatud naidetest (1) - (6) on diferentsiaalvérran-
did vastavalt I1, 111, 1 ja 1 jarku, kuna viimase jark on
n e

Uneks oluliseks kiisimuseks diferentsiaalvorrandite kur-
suses on diferentsiaalvorrandi lahendamise, s.o. otsitava
funktsiooni ehk lahendi leidmise kiUsimus. Teatavasti on
funktsiooni Uheks esitusviisiks esitus valemiga ilmutatud
kujul

y 3Cp O

voi ilmutamata kujul

@&.y) =0 .
Vastavalt neile kahele juhule tutvume diferentsiaalvorrandi

lahendi kahe definitsiooniga.

Diferentseeruvat funktsiooni
Yy =p® nimetatakse diferentsi-
aalvdrrandi G) lahendiks vahe -

ikus X, kui funktsioon i Y»xCpXxX) J &

3

tema tuletiste asendamisel v33>-
randisse muutub see sdltumatu
muutuja x0X suhtes samasuseks.
Sel korral 6eldakse ka , et funktsioon y = Cp (X)
rahuldab diferentsiaalvdrran-
dite) .
Nii on funktsioon

y = €’X + sin X

diferentsiaalvorrandi () lahendiks vahemikus (-oo f ©0)»
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sest iga x £(-00 ,00) pulmi saame saa&suse

(ex - sin X) + X * siu X) » 2e~X =

Oeldakse, et vorrand

v(x,y) =0 ®)
maarab diferentsiaalvdrrand:i
G) lahendi vahemikus Z , kui

1) eksisteerib funktsioon y(x), ais X£ X puhul
rahuldab vérrandit (6);
2) iga xeX korral eksisteerivad tuletised y*(X),
YHGD, --..y(M)C)  ja
3) vahemalt Uhe, tingimusi 1 ja 2 taitva funktsi-
ooni korral kehtib samasus
FC X,y00, YOO ----y(MG) ) =0 Q)
iga xe X puhul*
Vastavalt meie definitsioonile maarab vdrrand
x-1)2 + (y¥3)2 = 4 (6))
diferentsiaalvdrrandi
y*C 1+y"2) - 3y* y"2 =0 (€))
lahendi vahemikus ( -1,3), sest

1) eksisteerib kaks funktsiooni
yl= “3 + \/ 3 + 2x - x2, Qo)
y2= -3 -V 3+ 2x - x2,

mis rahuldavad vorrandit (8) 18igul [-1»3] {

2) eksisteerivad funktsioonide (10) kolm esimest tule-



tist vahemikus ( -1,3) Ja

3) vOrrandiga (8) mdaratud funktsioonid (10) rahuldavad
vahemikus (-1,3) vorrandit (9) samaselt (ndita seda iseseis-
valt) .

Diferentsiaalvorrandil (1) oli &ra toodud ks la -
h end, vorrandil (9) aga-kaks erinevat 1a-
hendit. Seega vOib UUhel diferentsiaalvorrandil ol-
laenam kui iks lahend. Uldiselt on neid
igal diferentsiaalvérrandil 16pmata palju (isegi kontinuaal-
ne hulk). Haita, et vorrandit (1) rahuldavad k&ik funktsi-

oonid
y = C sin x + e’x,

kus C on suvaline konstant. Veel enam, mistahes arvude oc , XA

Jja % korral mdarab vorrand

X -c02+ (y- p>»2 =92

vahemikus (-y +ot, +ol) diferentsiaalvdrrandi (9) kaks
erinevat lahendit.

Nagime, et esineb diferents iaal-
vdrrandeid Ildpmatu hulga lahen-
ditega. Ent kas see on iseloomulik igale diferentsiaal-
vorrandile? Kusimusele vastame eitavalt, sest naiteks dife-

rentsiaalvorrandi

Iy{ +1y|]=0 11)

ainsaks lahendiks on funktsioon y =0,

kuna vorrandil



pole Uhtegi lahendit.

Bsit™Mud ndidetest viimased pole Inill tiupilised dife-
rentsiaalvdrrandid, ometi on nad olulised selles mdttes, et
sunnivad meid iga diferentsiaalvirrandi korral selgitama
lahendi olemasolu kusimust. Viimane ongi diferentsiaalvdrran-
dite teooria Uheks pohikisimuseks. Kaesolevas konspektis puu-

tume selle probleemiga veel mitmel korral kokku.



I. ESIMEST JARKU DIFERENTSIAAIT
VORRAHDID

Mistahes esimest jarku diferentsiaalvdrrand on esitatav
kujul
* Cx.y.y?) =0 . ©.1
Juhul, kui vdrrand (0.1) lahendub Uheselt y* suhtes, on

vorrand (0.1) samavddrne vorrandiga

y* = f(X.y) . ©2)
Kahte diferentsiaalvorrandit nimetatakse samavaarseks,
kui koik uUhe diferentsiaalvdrrandi lahendid on lahenditeks
ka teisele ja uUmberpodordult.
Diferentsiaalvorrand (0.2) on uurimiseks mdnes mottes
sobivam kui uldkujul (0.1) antud vOrrand. Seepédrast selgi-
tame mitmed olulised kisimused eeskatt diferentsiaalvorrandi

(0.2) kohta.

§ 1. POHIMOISTED
1. Esimest _jérku diferentsiaalvorrandi geomeetriline
interpretatsioon. Vaatleme diferentsiaalvdrrandit (0.2).
Funktsioon T(x,y) olgu mddratud ja pidev tasandilises piir-

n
konnas D , mille projektsiooniks x-teljele olgu vahemik

P||rkonnaks nimetatakse niisugust lahtist sidusat mitte-
%a punktide hulka D,mis rahuldab kahte jargmist tingimust:
ulga D iga punkt sisaldub hulgas D koos oma killaldaselt
valkese Umbrusega (lahtisus); 2) hulk D on sidus hulk,s.o.
tema mistahes kahte_punkti saab Uhendad? pideva koveraga mis
1se asub hulgas D(sidusus),

2



X. Diferentsiaalvdorrand (0*2) seab igale punktile

(x0,y0) G D vastavusse arvu T(xQ,y0)tmille vOtame punkti
(x0,J0) labiva luhikese sirgldigu téusuks. Seda sirgldiku,
aga samuti arvude ( x0,yQ,f CxQ,y0) ) kolmikut nimetame
edaspidi diferentsiaalvorrandi (0.2) .loonelemendiks .Joonele-
mendi komponenti  ~(XO0»Y0) nimetame .loonelemendi tdusuks.
Kattes piirkonna D diferentsiaalvorrandi joonelementidega,
saame diagrammi, mida nimetatakse diferentsiaalvOrrandi
-joonelementide diagrammiks ehk diferentsiaalvorrandi sihti-
de vél.laks. Seega maarab diferentsiaalvorrand (0.2) sihtide
valja. On joonelementide diagram® valmistatud kullalt tép-
selt, ilmneb joonisel kujutis niisugusest joonte parvest,
mille iga joone mistahes punktist tdmaatud puutuja 18iguke
Uhtib antud punkti l&biva diferentsiaalvirrandi joonelemeadi-

ga (vt. joon.l , mis vastab vOrrandile y* s 22 ).

A\ "\ \JI 17" 1 Olgu vaadeldava parve
\\V W\ /1777 Joontest iihe vérrandiks y ap(x).
\\W /|I/ Olaldeldu pbhjal rahuldab selle
W w ) '/ joone puutuja tdus mistahes
N\ punktis ( x,y)€D tingimust
MooW )
/ / n X=X
I | u \\ w ehk, vOttes arvesse tingimuse
Joon.1 .

y ACpC)  (punkt (c.y) asub
joonel y s cp ()N),

d(x) =T x, cp(i)).

Siis on aga funktsioon cp(X) diferentsiaalvdrrandi (0.2)
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lahendiks, sest igas punktis x G X rahuldab arvude kolmik
(X, p(X), 0" (X) ), seega ka funktsioon ¢ (X) diferentsiaal-
vorrandit (0.2). Joon vorrandiga

Y = cpcx)
on seega diferentsiaalvorrandi (0*2) lahendi y =9p(xX) geo-
meetriliseks kujutiseks. Meie mottekaik jaab kehtima ka iga
teise joone korral vaadeldavast parvest. Selle parve iga

Uksikut joont virrandiga

yap( X,0) ,

mille puhul kehtib samasus

X0 =F & ¢ *X0)

iga x € X korral, nimetatakse diferentsiaalvérrandi (0*2)
integraalkdveraks. Vaatlusel olevat joonte parve aga -
integraalkdverate parveks.

Kokkuvottes vOime esimest Jarku diferentsiaalvorran-
di geomeetrilise interpretatsiooni kohta 6elda jargmist.
Esimest jJarku diferentsiaal -
6r(rand .2 madaarahb piirkonnas D
ihtide valja, mida labivad inte-

raalkdverad. Védrrandiga (0.2 on

S Q@ »n <

daratud integraalkdverate puu-
tujate tdusude sO6ltuvus kbverate
vastavate punktide koordinaati-
dest. /

2. Isokliin. Tutvume diferentsiaalvirrandi inte-

graalkdvera voi integraalkdverate parwe graafilise kujuta—



mise méningate meetoditega.

Artiklis 1 selgus, et hoolikalt ja piisava tapsusega val-
mistatud diferentsiaalvorrandi joonelementide diagramm vdib
olla abiks diferentsiaalvdrrandi integraalkdverate graafili-
sel kujutamisel ja omaduste uurimisel. Selleks, et joonele—
mentide diagrammi valmistamisel joonelementide kandmine piir*-
konda D ei tGimuks juhuslikult, tutvume veel Uhe mdistega,
uillele rajame integraalkbverate parve graafilise kujutamise
kaks meetodit*

Olgu joonisel 2 kujutatud diferentsiaalvirrandi (0.2)

integraalkbéverate parve vorrandiks

y 3 cp(x,0) .

(Vaadeldav joonis-vastab vorrandile y* = - - )
y

Naeme, et erinevatel
integraalkdveratel
on punkte (punktid AMAQ,...),
kus joonelementide i6usud on
vordsed. Veel enam, ndeme, et
Uhe ja sama konstantse tdusuga
Jjoonelemendid paiknevad joonel
S . Seda joont nimetatakse

isoklilniks.
Joon.2.

Joont, mille koikides punkti -
des on dif erentsiaalvdorrandi
jJjoonele laentidel samad konstant-

sed tdusud, nimetatakse isoklii-
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niks.

Vastavalt joonelemendi definitsioonile rahuldab vaadel-
dava diferentsiaalvorrandi Iga joonelement ( X,Y,y™), kus
y "=F(X,y), antud vorrandit (0.2). Siinjuures on (X,y)€D
ja yTe Z, kus sUmboliga Z on tahistatud funktsiooni F(xty)
muutumispiirkond. Otsides isokliini vBrrandit, omistame suu-
rusele y* konstantse vaiartuse kez ja vaatleme koiki neid

punkte (X,y)£D, mille puhul

oLy =k . a.n

Vorrand (1.1) madrab joone, mille punktides on diferent-
siaalvlrrandi (0.2) joonelementidel samad konstantsed tdu-
sud k, ja on jarelikult isokliini vorrandiks. Kui vaadelda
konstanti Kk parameetrina piirkonnast Z , saame antud dife-
rentsiaalvorrandi isokliinide parve vorrandi.

Jargnevalt vaatleme integraalkdverate parve graafilise
kujutamise meetodeid.

Al Otsime integraalkdverate parve vorrandile (0.2).
Lahendamiseks:

1) fikseerime piirkonna D , kus T(Xx,y) on maaratud;

2) mddrame kindlaks funktsiooni T(X,y) muutumispiirkonna

3) valides vaartusi k£ Z , skitseerime piirkonda D
vorrandi (0.2) isokliinide parve T(X,y) = Kk , kandes igale
isokliinile diferentsiaalvorrandi joonelemendid vastava tdu-
suga.

Nii osutub konstrueerituks diferentsiaalvOrrandi sihtide

vali. Vajaduse korral tdiendame joonist uute joonelementide-
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ga, kuni Joonisel ilmneb kujutis
integraalkdveratest, kui joon-
test mis igas oma punktis puu-
dutavad joonelemente.

LOpuks jadb skitseerida integraalkdverad-.

Il lustreerime 6eldut jargmise naitega.

Naide 1. Diferentsiaalvorrandi

y* a -2X
korral on 1) piirkonnaks D xy-tasands 2) muutumispiirkond

Z = (-00, 00 ) ja3) isokliinide parve vorrandiks on
K a -2X

Integraalkdverate parve joonistamiseks kanname joonisele
(vt. joon. 3) isokliinid koos vastavate jooneleaentidega.

Selleks votame andmed eelnevalt valmistatud tabelist:

isokliini

vérrand 4 x=1 x=0 x=- \ x=-1 x=— ]| x=-2

*4

Joonisel 3 on saadud kujutis integraalkdverast vor-
randiga y =1 - x2.

B. Teise meetodi puhul uurime eelnevalt integraalkdve-
rate kulgu antud diferentsiaalvorrandi (0.2) pohjal. Seal-
Jjuures olgu T(x,y), f£ ja fj, pidevad piirkonnas D. Selleks
selgitame véalja integraalkSverate ekstreemum- ja k&anupunk-

tide asukoha ning piirkonnad, kus integraalkdverad on tdus -
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vad, langevad, kumerad vO8i ndgusad. Sealjuures eeldame, et
vorrandi (0-2) puhul 1 & -
bib piirkonna
D iga punkti ai-
nult UUks inte-
graalkdver.

1. Piirkonna D 1igas

punktis on integraalkdvera-
"te téus yf madratud vOrran-
diga (0*2). Seega on inte-

Joon. 3 graalkdver tdusev voi langev

vastavalt seal, kus

f(x,y)>0 vdi FT(x,y)<0 . a2
Tahistame piirkonnad, milles kehtivad vorratused (1.2) vae-
tavalt tahtedega S™ ja Sg

2. Tingimus

fx,y) =0 a.3)
on tarvilik selleks, et integraalkdveratel oleksid ekstree-
mumpunktid. Kuid vOrrandiga (1 .3) madaratud kdveral paikne-
vad integraalkdverate ekstreemumpunktid,vaid siis, kui K 0 -
ver (13) on piirkondade Sl jaS2 raja-

Jooneks. 2

P Piirkonna rajajoone all mdistetakse selle piirkonna
rajapunktide hulka. Sajapunktiks on aga iga niisugune punkt,

mis ise ei kuulu piirkonda, kuid mille Umbruses on nii piir-
konna punkte, kui ka punkte, mis ei kuulu piirkonda.
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Olgu margitud, et ekstreemumpunktid paiknevad isoklii”
nii, millel k = 0. (Kas vorrandil y» = 1 + x2 on ekstree-
mumpunkt.e?)

3. Integraalkdverate kaanupunktide olemasolu tarvilikuks

tingimuseks on see, et y" = 0. Arvutanud vlrrandist ( 0*2)

v st +fi' .¥i

S«0e

y'=£ +F - f(Xy ,
X Yy

naeme, et tingimus

P +f< .y =0 ehk B + F-F(x,y) =0 .4
X y X oy

on tarvilik integraalkdverate kaanupunktide olemasoluks.
Kuna vorrandit ( 1.4) rahuldavad ka isokliinide parve
f(X,y) = K tbusud (naita seda 1 ), jareldame ,et inte-
graalkdverate kdanupunktides
leiab aset integraalkdverate ja
isokliinide puutumine.

Samuti nagu punktis 2, vaidame, et vorrandiga (1.4)
médratud kdveral paiknevad integraalkdverate kaanupunktid
siis, kui kdver (1.4) on integraalkbverate kumeruse ja no-
gususe piirkondade EL ja K2 rajajooneks. Viimased kujutavad

endast piirkondi, milles kehtivad vastavad vorratused
o+ flef (X,y)<O ja f<+ £'m£ (x,¥) >0 .
X y - X y
L6puks olgu margitud, et juhul kui v@rrenditega (1.-3)
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voi (1.4) mdaratud kdverad osutuvad integraalkdverateks, ei
saa nad samaaegselt olla ekstreemum- vdi k&anupunktide geo-
meetriliseks kohaks, sest siis labiks joone (1.3) vdi (1*4)
iga punkti vahemalt kaks integraalkdverat ning see oleks vas-
tuolus punkti B algul tehtud eeldusega,

oeldut illustreerime jargmise naitega.

Naide 2. Vaatleme jalle vérrandit
yl s -2x .

Naite 1 vaatlemisel selgus, et piirkonnaks D on xy-tasand,
mille iga punkti labib ainult Uks integraalkdver. Piirkond

Z = ( -o00 joo ) , Piirkonnaks on siin pooltasand x<O

ja piirkonnaks S2 - pooltasand x>0 . Ekstreemumpunktide ole-
masolu tarvilikuks tingimuseks on x = 0. Samal ajal on sir-
ge X =0 piirkondade S ja S2 rajajooneks ja on seega
integraalkdverate ekstreemumpunktide geomeetriliseks kohaks,
tépsemalt - maksimumpunktide geomeetriliseks kohaks (vt*

y" margi muutu!) .

Arvutades leilame, et y'" = -2 . Kuna piirkonna D igas
punktis on y" / 0 ja y”’<0, puuduvad integraalkdveratel kaa-
nupunktid ja kdverad on kumerad.

Teostatud analiiis kinnitab ettekujutust meetodiga A
saadud geomeetrilisest pildist (vt. joon.3)«

5. Naited Ulesannetest» mis toovad esimest jarku dife-
rentsiaalvdrrandite _juurde. Paljudes loodusteaduse ja tehni-
ka-alastes Ulesannetes on otsitavateks funktsioonid, mis kir-
jeldavad vaadeldavaid nahtusi ja protsesse. Viimaste puhul

on sageli eksperimentaalselt voi vaatluste pohjal kindlaks



maaratud, seosed sOltumatu muutuja* otsitava funktsiooni ja
tema tuletiste vahel. Niisugusel juhul on vaadeldav néhtus
vOi protsess maaratud diferentsiaalvdrrandiga ning otsita-
vaks on eelle lahend. Alljargnevas vaatleme konkreetseid
naiteid.

tflenwnne 1 . On tehtud kindlaks, et teatud koirohuliiki-
dest valmistatud kuulikeste aurustumisel on kuulikese pind-
ala antud hetkel virdeline tema ruumala kahanemise Kkiiruse-
ga samal hetkel.

Leida kirjeldatud liiki koirohust kuulikeste aurustumi-
se seadus.

Olgu hetkel t kuulikese ruumala V(t) ja pindala S(t).

Vastavalt eeldustele on aurustumise diferentsiaalvorrandiks

soo =m-1
K dt

ehk

rsoIfi(L), (1.5

kus Kk on koirohuliigiet sdltuv positiivne konstant. Kuuli-

kese aurustumise seaduse leidmiseks méérame kuulikese raa-
diuse S sOltuvuse ajast t. Arvestades , et V a -3TRM ja

o] 3
S = R , leiame vOrrandist (1.5)» et

=-K . 1.6
at K a-6

Siit selgub, et kuulikese raadiuse kahanemise Kiirus on
aurustumisprotsessis konstantne (vorrandist (1 .5) ei

paista see silma).
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Veendu iseseisvalt, et kirjeldatud osadusega on kdikidest
nendest koirohuliikidest valmistatud kuulikesed, millel raa-

diuse R muutumise seaduseks on
R(t) = -kt + C ,

kus C - suvaline konstant.
Markus 1 .0lgu Ulesandes 1 lisaks teada, et koirohust kuu-

n
likese raadius kahaneb kuue kuu jooksul 1 cm-I1t 5 cm-le.

Lisatud andmed vdimaldavad maarata iUlesande 1 lahendi mo-
lemad konstandid C ja k.

Konstandi C leidmiseks arvestame, et hetkel t = 0 on
R(t) = 1. Seega, kui koirohuliiki iseloomustav konstant Kk

oleks teada, oleks aurustumise seaduseks

R() = -kt + 1.
Kui arvestame veel, et hetkel t = 6 ( aega mdddame kuu-
N
des) on R(b) = 5 ,leiamegi mdlemaid lisatingimusi rahuldava

aurustumise seaduse

R(H) =n- = .
® 5,

tUlesanne 2. Leida vOrrand kdverate parvele, mille iga
punkti P(X,y) abstsissi ruut on vdrdeline abstsisstelje 15i-
guga koordinaatide alguspunktist kuni Idikumiseni kévera
puutujaga punktis P(X,y) <
Olgu joonisel 4 kujuta-
tud kover t ks otsitava par-
ve koveratest. Punktist

P(x,y) on tdmmatud kdve-
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rale € puutujat jalL (~ ,”) olgu puutuja suvaline
punkt. Oletades, et otsitava kévera vorrandiks on y =cp(X),

saame puutuja t voOrrandiks

y=y(l -x
y
Seega 16ikub puutuja abstsissteljega punktis M (x- -~jO).

Eelduste kohaselt on siis
x2=i(x-2),
K \a

kus - on vOrdetegur. Kdvera t ja uhtlasi otsitava parve
K
vorrandiks on diferentsiaalvdrrand

y© X -kx2) =y . » @7
Naita, et leitud diferentsiaalvorrandite lahenditeks

on funktsioonid

- (1.8)

kus C on suvaline konstant.

Markus 2. Olgu Ulesandes 2 nféutud lisaks, et otsitav
kéver labiks punkti A (1, ——- ) . PiUstitatud ndue tahen-
dab seda, et diferentsiaalvﬁ;randiga (@ .7) madaratud funkt-
sioonid (1 .8) peavad rahuldama tingimust

y(l) :I:K.

a-9

Et niisugust kdverat leida, tuleb Uheparameetrilise
parve (1 .8) kdveratest leida niisugused, mis rahuldavad

lisatingimust (1.9)* Koordinaatide x =1 jay = ——
1-k



asendamisel vOrrandisse 0 *8) naeme, et niisuguseid kdveraid

on iga K vaartuse korral Uks ja nimelt

= .JSL_ -
y 1-kx
4. Algtingimus .a algtingimusega Ulesanne. Esimest jar-

ku diferentsiaalvorrandite lahendamisel saame uldiselt kor-

raga terve hulga funktsioone

y = D,0 @ 10)

<J/(x,y,0) =0 , Q.11
millest iga Uksik
y=op®® , a.12)

kus o(x) = &, C) Vvoi

X xy) =0, 1.13)

kus X (X,¥) =cj/(x,y, C), kas on ise vOi mdarab vaadeldava
diferentsia&lvérrandi
F Xy, y) =0 (1.1%)
lahendi vahemikus X. V@rrandites (1.10) ja (1-11) on C
arvtelje sidusas piirkonnas muutuv parameeter.
Maiteke funktsioon
y =X -4 (1*15)

rahuldab vorrandit
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y» - (1.16)

a

X N

|
X
vahemikus ( — 00, 00 ) e Kuid sasa vOrrandit rahuldavad nii
funktsioon y * g-—4- , kui ka kdik funktsioonid y » Cx - 4 ,
kus C € ( -o0, 00 ) ,

Sageli seisnevad diferentsiaalvdrranditega seoses olevad
Ulesanded selles, et otsitakse uht konk -
reetset funktsiooni nende hulgast, ais
rahuldavad vaadeldavat diferentsiaalvfrrandit, s.o»o ts i -
takse iht konkreetset lahendit
teiste lahendite hulgast®™ Naiteks
otsitakse vorrandi (1.16) lahendit (1 .15) vbi vdrrandi (1.14)
lahendit (1.12) lahendite (1.10) hulgast. Sisuliselt sama
Ulesandega oligi tegemist eelmise artikli markustega 1 ja 2
varustatud vastavates Ulesannetes. Snt sel juhul peab Ules-
ande formuleeringus esinema niisugune lisatingi -
mus , mis voimaldab kdne all olevat konkreetset lahendit
eraldada kdikidest teistest lahenditest. Artiklis 2 esine-
nud lisatingimused olid jargmist tUdpi. Nouti, et otsitav
funktsioon omandaks argumendi vaartuse xQ puhul vaartuse yQ,

S<0-
7 U0) =Yo 0.17)

Tingimust (1.17) nimetatakse algtingimuseks”. Ulesannet

lahendada diferentsiaalvorrand (1.14) algtingimusel (1.17)

__Hiljem néeme, et esineb Ulesandeid ka teist tuipi lisa-
tingimustega.



nimetatakse algtinglmusega Ulesandeks ehk Cauchy tlesandeks»

Teame, et funktsioonid (1.10) voi (1*11) maaravad vaa-
deldava diferentsiaalvorrandi (1.14) integraalkdverat* par-
ve, kui uheparameetrlllae kdveraparve”. Algtingimusega
Ulesande lahendamine tahendab geomeetriliselt niisuguse k&-
vera leidmist diferentsiaalvOrrandiga ( 1.14) maaratud ko-
veraparvest, mis labiks punkti P(x0,y0).(vt. artikkel 3
Ulesanne 2 koos markusega 2).

5. Diferentsiaalvorrandi Uld- ja erilahend.Eespool na-
gime, et diferentsiaalvirrandite puhul esineb nii algtingi-
mustega lUlesandeid, kui ka Ulesandeid, kus otsitakse dife-
rentsiaalvdrrandi lahendeid Uldse. lende uUlesannete (Uldi-
selt N erinevate) lahendite eritlemiseks kasutatakse jarg-
misi moisteid.

Ulalnimetatuist teise Ulesande puntil on eesmargiks:
lahendada diferentsi.aalvdrrand.
Siin loetakse lUlesanne lahendatuks, kui on leitud antud
diferentsiaalvorrandl kdik lahendid.

Vaatleme viimast Ulesannet algul lihtsaima naite

y" = GO 1.18)
varal. Eeldame, et funktsioon f(x) on Idigus [a,b] pidev

funktsioon. Integraalarvutuse pbhikursusest teame, et

Kui parameetri C igale vaartusele arvtelje teatud sidu-
sast piirkonnast vastab teatav kover, siis nimetatakse vas-
tavate kdverate hulka Uheparameetrilieeks kéveraparveks.

® Erandiks on juht, kui diferentsiaalvorrandil on ainult
Uks lahend (vt. naidet (11)).



funktsioonil f(X) on siis algfunktsioon L)(X), nii et

DO =)
iga xe(a,b) korral. Samuti teame, et vaadeldaval funktsi-
oonil peale funktsioonide Cp (xX) + C , kus C on suvaline
konstant, enam teisi algfunktsioone pole. Seega on vorrandi

(1-18) k6 i k lahendid antud funktsioonidega

ysp 9 +C 1.19)
jJa pustitatud eesmark on saavutatud.
Olgu diferentsiaalvorrandi ( 1.18) korral lahendamisel

algtingimusega Ulesanne, kus algtingimuees

Yy C*0> = yQ (1.20)

eeldame, et xQ £ (a,b) ja yQ on suvaline. Ulalsaadud tule-
muse kohaselt peab lahendite ( 1.19) hulgas leiduma ka
niisugune, mis rahuldab tingimust (1.20). On liht-"

ne naha, et selleks on lahend

y =p(x) + [y0 - o (x0)
ehk X
y =yG+J f(t) dt. (1.21)

X0
Samuti on selge, et algtingimust (1.20) rahuldav lahend

(1 .21) saadakse lahendite (1 .19) hulgast konstandi
C sobival valikul janimelt - valides

C = yQ ~Cp(x0). Sel korral o¢éeldakse, et lahend (1.21) on
diferentsiaalvdérrandi (1.18) erilahend

Vaadeldud naite puhul vdime 6elda, et vdrrandi (1.18)
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lahendite hulk (1 *19) on niisugune, kus algt ingi -
mused (.20) mistahes xQ e (a,b) ja suvalise yQ kor-
ral on rahuldatavad sobiva kons -
tandi C valikuga. Jarelikult vorrandi (1.18) puhul
lahendite hulk ( .19) 1) ammendab diferentsiaalvlrrandi
(1.18) koik lahendid ja 2) on niisugune, et sobival konstan-
di C wvalikul on rahuldatavad mistahes algtingimused (1.20).
Vaadeldud naite puhul on loomulik, kui nimetame lahen-
dit (1.19) diferentsiaalvorrandi ( 1.18) uldlahendiks. Ent
leidub esimest jarku diferentsiaalvorrandeid ( need pole Uk-
sikud erandid), millel pole ndudeid 1 ja 2 rahuldavat lahen-

dite hulka. Naiteks vorrandi

2y ¢ x - V x2+4y =0 (122) .
lahendite hulk

y = Cx + C2 .23
rahuldab kill nduet 2 iga algtingimuse (1 .20) korral, kus

(x0,y0) on piirkonna

4
suvaline punkt, kuid ei rahulda nduet 1. Nimelt on dife-

rentsiaalvorrandil ( .22) lahend

mis ei kuulu lahendite ( .23) hulka, s.o# ei leidu niisu
gust konstanti C , mille korral kehtiks Cx + C2 = —jx—2 -

Seega on arusaadav, miks esimest jarku diferentsiaal-
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vorrandi Uldlaiendi alljargnevas definitsioonis jaetakse esi-

mene nduetest 1 ja 2 ara.

Diferentsiaalvorrandi

y* m f(x,y)
tldlahendiks nimetatakse niisu-
gust suvalisest konstandist
sOltuvat lahendi t, mis sobival
konstandi C valikul rahuldab

algtingimust

7 (xo> a Yo

iga (QIly0)€D korral, kus D on funktsiooni
$(x,y) pidevuse piirkond. Lahendid, mis saa-
dakse tldlahendist konstandi C
fikseeritud vaartuse korral,
kannavad erilahendite nimetust.
DiferentsiaalvOrrandi lahendamist nimetatakse ka
diferentsiaalvorrandl intekr*ar™misok-A. Samas margime veel,

et vorrandi lahendamisel j6utakse sageli seoseni

® xy,0) ao,
mis mifirab Gldlahendi ilmutamata kujul (vt. sissejuhatus).
See seos kannab ka vdrrandi uldintegraali nimetust. Fiksee-
ritud konstandi korral radgime eriintegraalist.
Definitsiooni kohaselt on lahendid (1.19) ja (1.23) vas-
tavalt vorrandite (1.18) ja (1 .22) uldlahendid, kuna nai-
teks C=C korral ony *<p(x) + C jJjay = Cx & C* vasta-
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vate vorrandite erilahendid. Vorrandil (1 .22) on peale uld-
ja erilahendite veel niisugune lahend, mis ei kuulu kummase-
gi kategooriasse. Edaspidise terminoloogia kohaselt oleks
lahend vy ———_¥56rrandi ( 1.22) isedrane ehk singulaarne
lahend. Esialgselt mdistamegi isearase lahendi all diferent-
siaalvorrandi y* = ¥ (X,y) niisugust lahendit, mis® pole lei-
tav Uldlahendist konstandi C Uhegi vaartuse korral*

Seega vOib iga diferentsiaalvorrandi korral vaadelda

kolme jargmist Ulesannet:

a) lahendada diferentsiaalvdrrand;
b) leida diferentsiaalvdrrandi uldlahend;
c) leida algtingimust y (xXQ) = yQ rahuldav
diferentsiaalvorrandi erilahend.
Esimesel juhul tuleb leida vastava diferentsiaalvdrran-
di kéik lahendid, teisel juhul - Gldlahend ja kolmandal -

vastav erilahend.

§ 2. MONED ESIMEST JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID
JA NENDE LAHENDUVUS.
Kaesolev paragrahv on iUles ehitatud jargmistele analui-
sis hasti tuntud teoreemidele.
Teoreem 1. Kui F’(X) =0 1iga xe(a,b) korral,siis
on funktsioon F(X) 16igul [a»b] konstantne*
Teoreem 2. Olgu 1) funktsioon F(X,y) koos oma osatule-

tistega ?° ja P maaratud ja pidev punkti P (Q.,y ) U»b-
X y
ruses, 2) F (xQ,y0) =0 ja 3) P*(x0,y0) » 0O« Neil eel-
y
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dustel maarab vdrrand

* (xY) =0

Uheselt ilmutamata funktsiooni y = f(x) piirkonnas
Rg = {xQ-S<x<xQe& ; yQ-S<y <y0 e S } . Funktsi-
oon f(X) rahuldab piirkonnas RQ tingimusi 1) f (xQ) = yQ,
2) f(X) on vahemikus (X0 - S , xQ +S) pidev , 3) funktsioo-
nil f(x) on vahemikus ( xQ - S , xQ +S) pidev tuletis.

Teoreem 3. Olgu funktsioonid P(X,y) ja Q(X,y) koos
oma osatuletistega PFf ja Q* madratud ja pidevad Uheli-
sidusas6 piirkonnas %_ x

Selleks, et avaldis P dx + Q dy kujutaks taisdiferent-
siaali piirkonnas D , on tarvilik ja piisav, et iga (X,y)€D

korral kehtiks samasus
PT = . 2.1)
Yy X

Markus 3. Teoreemi 3 eeldustel kehtib valem
*.y)
pxy) = 7 Pdx+Qdy+F (x0,y0) ,
Uuo"V
kus (xQ,y0) on piirkonna D mingi punkt ja (x,y) selle piir-
konna suvaline punkt. Siinjuures on F(X,y) niisugune funktsi-
oon ,etdFsPdx+Q dy.

6 Tokestatud piirkonda D me nimetame Uhelisidusaks,
koos iga piirkonnas D paikneva kontuuriga b kuulub piir -
konda D ka kontuuri poolt piiratud piirkond. Piltlikult ta-
hendab see ,et piirkond D peab olema aukudeta.
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1. Eksaktne diferentsiaalvdrrand. On arusaadav, et iga
tuletise suhtes ilmutatud esimest jarku diferentsiaalvor-

rand yf = f(X,y) on esitatav kujul

f(x,y) dx - dy B O ,
mis kujutab endast erijuhtu jargmisest esimest jarku dife-

rentsiaalvorrandist

M (y) dx+N (Xy) dy =0 . 2.2

Vaadeldes vorrandit (2.2) eeldame, et Mp >y *
+ N2 (xX,y) 0 iga (X,y)GD puhul, kus D olgu funktsi-
oonide M (X,y) ja N (X,y) Uhelisidus tasandiline maara-
mispiirkond (milleks on vajalik eeldus M2 + N2 A 0 ?)
Vorrandit (2.2) nimetatakse eksaktseks piirkonnas D ,

kui leidub niisugune funktsioon U (X,y), et
di (,y) B M (Xy) dx+N (Xy) dy (2.3)

kdikjal piirkonnas D.

Edaspidi vaatlemegi vorrandit (2.2) eksaktsena rist-
kulikukujulises piirkonnas Rs{a<x<b ; c<y<d}
Kui seejuures oleks teada funktsioon U (X,y), taanduks vor-

rand (2 .2) kujule

di (x,y) B O. Q.9

Selgitame kisimuse vorrandi ( 2.4) lahenduvusest.

Kui vBrrand (2.4) oleks lahenduv jay B y(X) - Uks

tema lahenditest vahemikus (a,b), saaksime lahendi definit-



siooni kohaselt samasuse

du (x,y () =0
vahemikus (a,b). Teoreemi 1 pbhjal kehtib seega samasus

Uy ) =cC, (.5)
iga xG[a,bl korral, kus C on funktsioonile y(x) sobivalt
valitud konstant. Seega peab funktsioon y(x) olema vahemikus
(a,b) maaratud vorrandiga (2.5). Sama mdottekaik jaab kehtima
diferentsiaalvorrandi (2.4) mistahes lahendi korral.
Teiselt poolt, ka iga funktsioon, mis vahemikus (a,b) on

madratud vorrandiga

u ey =C, 2.6)
kujutab diferentsiaalvdrrandi (2.4) lahendit. Jarelikult,
kui diferentsiaalvdédrrand 2.4 on
lahenduv, avalduvad koik tema
lahendid vdrrandiga (2.6) jame viime
6elda, et vdrrand (6) maarab diferent-
siaalvdrrandi 2.4 tldlahendi .

Kuid veel on jaanud lahtiseks kisimus lahendi olemas-
olust. Viimane s6ltub sellest, kas funktsiooniga U(X,y) maa-
ratud vor and (2.6) rahuldab ilmutamata funktsiooni olemas-
olu ting musi vBi ei. (Teoreemi 2 pdhjal on nidd lihtne jou-
da diferentsiaalvdrrandi (2.4) lahendi olemasolu teoreemini,
mille sBnastuse ja tdestuse jatame lugejale harjutusilesan-
deks. Juhtnddrina soovitame eelnevalt tutvuda teoreemiga 4
ja selle tdestusega).

Heie jargmiseks Ulesandeks on ndidata, missugustel eel-

- 30 -



dustel funktsioonide M(X,y) ja N(x,y) kohta on vérrand (2.2)
1) eksaktne ja 2) lahenduv.

Teoreem 4. Kui funktsioonid M(X,y) ja N(X,y) on koos
oma osatuletistega M; ja N; ristkilikus R madratud ja
rahuldavad seal tingimusi:

* MX,y), N(x,y), ja on pidevad;

2* M, = [
3° N(x,y) /70,
siis on diferentsiaalvorrand (2.2) eksaktne, integreeruv ja
tema Uldlahend on vahemikus (a,b) maaratud vdrrandiga
T 7
J M(x,%dx + | H(xQ,y)dy aC ,
X0 YO

1013 (XO»Y0)G R *
Tdestus. Eelduste 1° ja 2e ja teoreemi 3 pdhjal

on diferentsiaalvorrand (2.2) eksaktne piirkonnas R. Kuna
vlrrand on eksaktne, leidub niisugune funktsioon U(X,y), et
piirkonnas R kehtib vordus (2*3). Markuse 3 ja eelduste
1° ning 2* pdhjal teame, et

x,y)
ux,y) = M(x,y)dx + N(X,y)dy + U(xQ,y0) *

Ristkilikukujulise piirkonna R tf6ttu aga on

Uux,y) = N(x0,y)dy ¢ U(x0,y0). (2.7)
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Seega taandub voérrand (2.2) kujule (2.4), aillee U(X,y)on
maaratud vOrdusega (2.7). Kaesoleva artikli algul nagime, et

vorrandi (2 4), niud ka (2.2) dldlahend (kui vorrand on la-
henduv) on maara£hd vOrrandiga

Uy -C=0, (2*8)
kus U(X,y) on antud vOrdusega (2-7)»

Naitame nuud, et vBrrand (2.4) on lahenduv, s.o. td e s -
tame vérrandi 22) lahendi olema s-
olu piirkonnas R.

Toestuse viime 1&bi kahes osas: naitame lahendi olemas-
olu @) punkti xQ umbruses ( xQ- &, xQ + S ) , kus xQ on su-
valine vahemiku (a,b) punkt; b) ristkilikus R.

Selleks valime vabalt punkti (*0,y0)£R Oa vaatleme
funkteiooni

F &y =0 &y -C0o,
kus CO = U(xQ,y0), punkti (xXO»Yc) ristkiulikukujulises uUmbru-
ses J sjxq -5<x <xq+ S; <y<yQ+ §~_Piir-
konnas J rahuldab funktsioon F(x,y) teoreemi eelduste 1°
ja 3° tottu t80reemi 2 koiki eeldusi ( naita seda i)-Seega

maarab vorrand
a Xy) -C0=0 2.9

teoreemi 2 pohjal vahemikus (xQ - S, xQ + S ) ilmutamata

funktsiooni y = f(X), mis samas vahemikus rahuldab tingimusi
2,3 ja 1. Viimane neist on diferentsiaalvbérrandi (2.2) suh-
tes algtingimus. Nii naitasime algtingimust Y(*0)=Y0 rahul-

dava lahendi (2.9) lokaalse olemasolu.
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L6puks margime, et lahend (2*9) eksisteerib ristkulikus
R. Nimelt, kui punkt ( xQ+ S , y(xQ+ B ))eH , on ka siin
lahendi lokaalne olemasolu tdestatud (punkti a pohjal) min-
gis kullaldaselt vaikeses vahemikus ( Xq ¢ & - S , xX0+S +5).
Ja kuna Uhises piirkonnas (xXQ + 6 - € , xQ + &) (vt. joon.

5) on lahend mdaratud

Uheselt (vt. teoreemf 2 v XSS
° X0 X

sOnastus), siis kujutab inte-

graalkdver endast vahemikus Joon 5

(xQ +S , xQ+ &$+S ) eelmises vahemikus ( xQ -S , xQ +8 )
defineeritud integraalkdvera jatku. VOib tdestada (vt. § 3)»
et teoreemi eeldustel on vaadeldav lahend kirjeldatud viisil
Jatkatav ristkiliku R rajajooneni. Sama mottekaik j&ab keh-
tima piirkonna R mistahes sisepunkti (xQ,y0), s.o. suvali-
se algtingimuse y(xQ) = yQ korral jaseega lahendi
olemasolu on tdestatud terve piirkonna R jaoks.

Samaaegselt on naidatud kal &hendi Uhesus:
iga algtingimuse korral leidub ainult Uks lahend, mis seda
algtingimust rahuldab.

Markus 4. Kui tingimus 3° teoreemis 4 asendada tingimu-
sega M(X,Y) 0 jadb teoreem kehtima (kuidas muutub olukord
sisuliselt?).

Markus 5. Teoreem 4 on laiendatav tegelikult mistahes
Uhelisidusale piirkonnale.

Naide 3. Vaatleme vOrrandit
2xydx + (x2 -2y) dy =0 . 2 .10)
2
Funktsioonid M(x,y) = 2xy ja N(x,y) = X - 2y koos oma
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osatuletistega =2x ja = 2x rahuldavad xy-tasandi
piirkonnas, kus x2 £ 2y, teoreemi 4 kdiki eeldusi. Seega on
vorrand (2.10) eksaktne ng integreeruv, Uldlahendi leidmi-

seks arvutame funktsiooni

X 4y

UuesLy) *J 2 xy dx o [ 2 - 2y)dy + N(x0.Y0) =
X jJ o
0 \%

X2y - Xy + X2y - X"yo- y2 ¢ y2 ¢ U(x0,y0) =

-y - 32

Seega maarab

X2y -y2=2C
diferentsiaalvorrandi (2 .10) uldlahendi.

2. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrrand. Vorran-
dit

d OQdx + <|/(Y)dy = 0, @.11)
milles ¢ 1 () +W/r(y) £ 0 1iga (X,y) e H korral, kus R
on ristkiulikukujuline tasandiline piirkond, nimetatakse
eraldunud muutujatega diferentsiaalvorrandiks.
Naitame, et kehtib jargmine teoreem.
Tecreem 5. Kraidunud muutujatega diferentsiaalvérrand
@-11), milles > (X) Ja 4/ (y) on vahemikes a<x<b

c<y<d madratud ja pidevad funktsioonid, kusjuu-

res W/ () ft 0 iga y € (c,d) korral, on integreeruv ja
tema tldlahend madratud vérrandiga
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Jop W dx+ jd/(@y) dy =cC .
Tdestus . Vorrandit (2.11) vdime vaadelda vdrrandi-
na (2.2), milles M(X,y)3 U>(X), NCX,y)=VI/(y), 11 = N m O.
Seega rahuldavad funktsioonid <> (X) javl/(y) teoreemi 1 koi-
ki eeldusi ristkulikus ~ (a,b) , (c,d) ~= Teoreemi 4 koha-
selt on ka vorrand (2.11) eksaktne, integreeruv ja tema uld-

lahend mé&&ratud vorrandiga

f 7
J >)dx ¢ | Mdy s
xg ¥

ehk teisiti vOrrandiga

o OGOdx ¢ j<Y (y)dy =C .
Naide 4. Vorrand

-——0 dx———dy a0
1+x2 1 3]

on samuti eraldunud muutujatega diferentsiaalvdrrand, mis on

integreeruv kogu xy-tasaudil. Tema uldlahendi maarab vdrrand

éln a+ x2) - In (1oey)=5InC

ehk, mis on sama,

1+x2=C(1l+ ey)2.

Ent sageli diferentsiaalvbrrand, mis on kiull esitatav

kujul (2.11), antakse Uhega vorranditest

¥ =109 9, 2-12)
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%) . f2(y)dx ¢ g"x"gtyjdy =0, @13)

L) . 2¢) + ~(X)-K2(¢) y" = 0. 2.14)

Sel korral o6eldakse, et voryand ( 2.12), (2.13) voi (2.14)
on eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrrand.Eralduvate
muutujatega diferentsiaalvorrandi integreerimiseks tuleb ta
teisendada kujule (2 .11) ehk, nagu Oeldakse, tuleb temas
eraldada muutujad. Selleks tuleks vdrrandeid (2.12), (2.13)

s(y)

——————————— ja-———— —- . Teisendami -
22 * 817%) 20)*Si(X)

sel vdivad aga diferentsiaalvérrandi (2.12),(2.13)

ja (2.14) korrutada vaetavalt teguritega

voi (2.14) moéned lahendid kaduma
minna ja seega poleks taandatud vérrand (2.11) sama-
vaarne esialgsega* Oeldut peab lahtevérrandi lahendamisel
silmas pidama.

Naide 5. Olgu lahendamisel voérrand

2 +2) (y2-9)dx e xydy sO , (@ .15)

mille puhul otsitakse vorrandi kdiki lahendeid.
Kuna vérrand on eralduvate muutujatega diferentsiaalvor-

rand, eraldame selle muutujad. Korrutades teda funktsiooniga

7 0 7--- ,saame eraldunud muutujatega vorrandi
*( y<-9)
y
X2*2 G e -ff- dy s O (2.16)
X 3r-9
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Leitud vorrand rahuldab koikjal, kue z /7 0 jay2/ 9
teoreemi 2 eeldusi* Jarelikult labib xy—tasandi iga punkti,
kus x /: O jay £9» parajasti Uks integraalkdver parvest

y2=9+c R @.17)
XA

Integraalkdverate parv (2.17) on diferentsiaalvorrandi
(2.16) uldintegraaliks ja kdik selle parve kdverad on ka
vorrandi (2.15) integraalkdverateks. Kuid vOrrandis (2.15)
pole eeldatud, et x ~ 0O jay"t 9 . Sealjuures on funktsi-
oonid x =0 jJay s t3 diferentsiaalvorrandi (2.15) la -
henditeks (ndita seda O , kuigi nad pole seda vorrandi (2.16)
Jaoks« Kui diferentsiaalvirrandi (2.15) lahendid y * - 3 on
tema erilahendid (nad saadakse uUldlahendist C = 0 korral),
siis lahend x = 0 ei nai sisalduvat parves (2.17) ja ta
vOiks kaduma minna. Alles parast vorrandi (2.17) teisenda-

mist kujule

x4(y2- 9) * C e“*2
selgub, et ka lahend x = 0 on leitav uldlahendist C = 0
korral .

Markus 6. Lahendi te kaotsimineku
vodimalusega tuleb arvestada
alati, kui on tegemist antud
diferentsiaalvdrrandi teisenda -
misega.

5. Homogeenne diferentsiaalvdrrand. Kaesolevas artik-

lis kasutame jargmisi anallilsis tuntud mdisteid ja tdsiasju
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(vt. naiteks [2 } 1 koide p. 145).
Funktsiooni z a f(X,y) nimetatakse piirkonnas D

A -astme homogeenseks funktsiooniks, kui kehtib samasus

(X, ty) = &X f(x,y)

iga (X,¥y) € D ja suvalise t=Okorral. Homogeensuse aste
vBib olla mistahes reaalarv. Opikus [21 on tdestatud homo -
geensete funktsioorfi.de omadus,mille sBnastame jargmise lem-
mana.

T./imus 1 . Iga N1 -astme homogeenne funktsioon f(x,y) on
kdikjal oma homogeensuse piirkonnas, kus x ~ 0 , esitatav

kujul
fy) = Xx<p@® .

kus 2)=F Q,2) .
X X

(Sbnastada vastav lemma O-astme homogeensete funktsioo-
nide kohta |)
Voérrand

e = f(x.y) 2-18)

kannab homogeense diferentsiaalvfrrandi nimetust, kui funkt-
sioon f(X,y) on oma maaramispiirkonnas D O-as tme ho-
mogeenne funktsioon . Mistahes teisel ku-
jJjul antud diferentsiaalvérrandi homogeensuse kontrollimiseks
ei tarvitse teda taandada kujule (2.18). Nimelt, kui funkt-
sioonide M (x,¥y) Ja N (X,y) Uhises madaramispiirkonnas D

kehtib tingimus N(C X,y) /7 O ning funktsioonid M (X,y) Jja
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N (X,y) on piirkonnas D sama astme homo -

geensed funktsioonid, siis on vdrrand

Wy dx + N (x,y) dy =0 ()

homogeenne diferentsiaalvdrrand (veendu selles iseseisvalt 1)
Markus 7.Kui piirkonnas D kehtib tingimus M (X,y) A O,

on vorrand (2.2) endistel eeldustel ikka homogeenne diferent-

siaalvlrrand (mis muutub sel korral sisuliselt?).
Alljargnevas vaatlemegi vorrandit (2.2) homogeensena.

Vastavalt lemmale 1 on vorrand (2.2) esitatav kujul

XXL<LH(X )dx w(2)dy}r 0,

kus ¢(C 2 =M @, D jap(C 2)al (@, 1 )* Lahendamisele
X X i X X

kuulub nidd vorrand

w (™ dx ¢ I/(2) dy «0 , .19
mille taandame vOrrandiks

X (2 dx +dy s O,  .20)
kus

X (2= I-ii

1 fC I 5
(Miks on siin lubatud jagamine teguriga <*( 2 ) ?)

Naitane, et muutujate asendusega

taandub vorrand 220) eraldu-

vate muutujatega vorrandiks>* Sel-
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leke arvutase dy s z dx + z dz ja teostase asenduse* Taga

jarjeks on vorrand

fX @ +z] dx ¢« xdz =0,

allies muutujate eraldamiseks nduame, et

X (@ ¢ zA o.
Loplikult teiseneb meie vOrrand jargmiseks eraldunud muutu-
Jatega vorrandiks
d + —dz— - 0 # 2 .21)
X X (@)+z

Teoreemi 2 pb6hjal on vdrrand (2.21) integreeruv ja tema
uldlahendiks on funktsioon

r_dz
x=Ce X(z)+z .22

»

kui X (@ on vahemikus (c,d) pidev funktsioon. Tahistades

L 8§z a ndeme, et vorrandil (2.19) ning
X (@+z
samaga ka (2.2) uldlahendiks on

X @

x=Ce X . 2.23)

Arvestades markust 6 kontrollime, kas ndudegaxX(z)+z” 0O
ei lahe kaduma lahtevdrrandi lahendeid. Selleks vaatleme

kahte voimalust.
1° X(z) +z=0 iga z € (c,d) korral. Sel juhul

on Cp( )% ) = - )2( d./ ()Z( ) suvalise x A 0 ja niisuguste
y korral, kus c<2 < d. Ent siis on vorrand ( 2.19), s.o.
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ka (2 .2) konkreetne eralduvate muutujatega diferentsiaalvor-

rand

-ydi+xdy=0,
mida pole mfétet lahendada homogeense vdrrandina.

2® KuiX(z) + z = 0 Uksikutes punktides, naiteks punk-
tis z = zQ € (c,d). Siis on diferentsiaalvorrandi (2.19)»
s.0. ka (2.2) lahendiks funktsioon y = zQx (ndita seda J),
mis vOib ka parvele (2.23) mitte kuuluda ja kujutab siis
endast singulaarset lahendit.

Eespool 6eldu pbhjal jareldame, et homogeenne
dif erent siaalvdrrand ((.19) on
integreeruv, kui funktsioonid
o(r) jJa @ on vahemikus (c,d) pide
vad ning®»samas vahemikus W@ 0;
vorrandi tldlahend leitakse
asendusega z=-2% Ja avaldub KU -
jul @22) ehk -23))(; peale uldlahendi vdib esi-
neda veel singulaarne lahend y = zQx

Et homogeenne vdrrand (2.18) on erijuht virrandist
(2.2) (naita sedai) , ei kasitle me teda eraldi. (Tuletada
iseseisvalt lahendi olemasolu tingimus vBrrandi (2.18)
jaoks!)

Homogeense diferentsiaalvirrandi integraalkdveratel on
huvitav geomeetriline omadus. Nimelt saab ndidata, et h o -
mogeense diferentsiaalvdrrandi
integraalkdverad on sarnased

kdverad (vt. lahemalt [1]pt- 1 §3) =
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Naide 6» Vorrandi

y* = —adS=2zL -
Xy
lahendamiseks teieendame ta kujule

1-3<P2 g _wy-e .
y
X
Naeme, et 0>(2) = -——2—— on pidev k&ikjal peale z =0
~ z
Kuna ~(z) = -1 on pidev kdikjal ja W @ A O, on vaadel-

dav vOrrand integreeruv kdikjal, kus z ~ O . Uldintegraali
leidmiseks teostame asenduse z =2 , mille jarel saame

vorrandi

2
(~--2— -2 dx-xdz =0 .
z

Eeldades, et 1 —Z—EZZ— z £ 0, saame muutujate eraldami-
z

sel ja integreerimisel uldintegraaliks

InIx]=1In1C1-11In jl - 4z2]

ehk

X2 -472 0
/X6

Kuna antud diferentsiaalvdrrandi lahendi olemasolu piir-

konnas (seal,kus z~0, s.o. ~”~ 7~ on vlrrandi

1 -z=0
z

lahenditeks z = - - , siis on funktsioonid®™ y =~ x ja

y = 12 X samuti lahtevlrrandi lahenditeks. Ent mdlemad lahen-
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did on tegelikult diferentsiaalvdrrandi erilahendid ( missu-
guse konstandi C vaartuse korral me saame nad uldlahendi

avaldisest?).
4_ Homogeenseteks taanduvad diferentsiaalvdrrandid» Vaat-

leme voOrrandeid

(ax + by +¢) dx - (@™ + by + ¢c,,) dy =0 .29

(2.25)

mis esinevad sageli kujul

dy _ ax + by +¢c
dx SLUX + by +CJ

ja vastavalt

dy _f ( ax+by +c__
dx ajX + by +
Samas eeldame, et véhemalt Uks konstantidest c voi on
nullist erinev, sest vastasel juhul oleks tegemist homogeen-
sete diferentsiaalvorranditega.
Osutub, et kui konstandid a,b,a,] ja b® vlrrandites

(2.24) ja (2.25) rahuldavad vdrratust

taanduvad mblemad diferentsiaalvbrrandid homogeenseteks. Sel-

leks tuleb vbrrandites (2.24) ja (2.25) teostada asendus

(2.26)
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kus ob ja J on mddratud susteemiga
lact+ bp+c =0 ,
a<+ +cl=0 .
Asenduse tulemuseks on muutujate N ja suhtes homogeensed
vorrandid

(af+bY\)dE- (al+b” )d*» =0

da
ehk

(a +b~r»)d” - (a™+b”™ ) dYr =0 .20
ja

f (az+blE\ d> . dri = . .28)

Artikli 3 tulemuste pbhjal vOime nuud vaita, et vdrrand
(2.27), s.o. ka (2.24), on integreeruv, sest funktsioonid
a + bz ja-(@j + b*z) on pidevad. Vorrandi (2.28), s.o. ka
(2.25), integreeruvus on kindlustatud seal, kus funktsioon
T ( s b’\; ) on pidev (naita seda 1). Vdrrandite (2.27)
ja (2.28) integreerimine viiakse labi asendusega - zN

Ent kui konstandid a,b,ab, ja b™ on vbrdelised ,nii et
S P taanduvad diferentsiaalvorrandid (2.24) ja (.25)
eralduvate muutujatega vorranditeks. Selleks tuleb neis teos-
tada asendus a™x ¢ by = t. Kui seejuures téhistame suhte

- = K , siis j6uame vorranditeni
e .
i



(bl i -i-S- + @) dx - dt = 0

da

[*f (----- )+ al]l<bc-dt=0
t +

Saadud eralduvate muutujatega diferentsiaalvOrranditest
on esimene integreeruv seal (vt. artiklit 2), kus t + AO

Ja teine - seal, kus T ( — ) on pidev.
t+

6eldu selgituseks vaatleme Jargmist naidet.

Naide 7. Vorrandi

dx 2y - x + 7
t

lahendamiseks valime lineaarteisendust
X = £ & «X,
Y*n ¢ ¢&
madaravad arvud c1 Ja ji nii, et
- 2d+ p¢5 *0,
1- ot F2£+ 7=0.
Seega teostame asenduse valemite x =~ + 1 Jaj = -3

pohjal Ja saame homogeense diferentsiaalvlrrandi

ia_ = H-r-2X
d=* 21 -\
Selles homogeenses vorrandis viime labi asenduse =z£ ,

mis toob meid eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrrandi



- £ - 2z - 272- 2
dE 2z -1

Juurde. Muutujaid eraldades ja integreerides naeme, et vii-

mase vOrrandi uldintegraaliks on

z2 - z+1 =

V

Avaldade8 I6puks z muutujate x jJa y ning ™ muutuja X

kaudu, leilame vaadeldava diferentsiaalvbrrandi uldintegraali:
(Y+3)2-(Y*e3)(x+D)+ (x-1)2=C .
5* Integreeruvustesur.Vaatleme vorrandit

MC X,y )dx ¢« N (X,y )dy =0, 2.29)

mis pole eksaktne, kuid mille kohta eeldame, et ta on piir-
konnas D integreeruv. Kuna vorrand (2.29) pole eksaktne,

ei kehti piirkonnas D samasus "
My Oy ) =N (X.y)

ja pole ka funktsiooni, mille taisdiferentsiaaliks oleks

diferentsiaalavaldis
M (Xy) dx + N (x,y) dy . (2.30)

Eespool négime, et eksaktsete diferentsiaalvlrrandite
- - _ 7
integreerimine on teostatav kvadratuurides. Seega pakub hu-

vi jargmine kisimus: kas mitteektsaktsed diferentsiaalvorran-

Kui diferentsiaalvorrandi lahendamine on viidud kuni
integreerimiseni, Oeldakse, et lahend on antud kvadratuurides.
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did on teisendatavad eksaktseteks?

Naitame, et vorrandi

(3 ;/ + 6y X) dx + (6x2 + 4y2) dy = O (2.31)

puhul on see teostatav.

Antud juhul on

2 2
M(X,y) =3 - + 6xy ; M.GGY) = - + 6X j
Y y
N(X,y) = 6x2 + 4y2 ; NMXL,Y) = 12«

Ja A N*. Ent kui korrutada vorrandi mélemaid pooli suuru-

sega y sSaame

ning saadud eksaktse diferentsiaalvorrandi

integreerimine annab

XN+ 3x2y2 +y4 =C .

Uldiselt saab niaidata, et iga integreeruv
diferentsiaalvdrrand (@.29) on tea-
tud eeldustel funktsioonide
M CLy) Ja N (Ky) kohta teisendatayv
eksaktseks diferentsiaalvdrran-
d i Ks. Seoses sellega toome sisse jargmise mdiste,

teldakse, et funktsioon In-(x,y) on avaldise (2 .30)
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integreeruvustegur ehk Buleri multiplikaator, kui peale
korrutamist funtsiooniga  J*.(X,y) muutub avaldis (2.30)
taisdiferentsiaal ikse

Hii kerkib meie ette esimest jarku diferentsiaalvorrandi-
te lihtsana naiv uldine lahendamise meetod. Selle kohaselt
1) tuleb leida diferentsiaalvdrran-
di integreeruvustegur, 2)muuta
voérrand integreeruvusteguriga korrutamise teel e k -
saktseks ja 3) leida eksaktse vorrandi uldintegraal
tuntud viisil.

Markus 8. Vorrandi (2.29) korrutamisel teguriga |n,(xy)
peab silmas pidama v66rlahendite tekkimise vOimalust. VOOr-
lahenditeks voivad olla funktsiooni ~N.(X,y) niisugused te-
gurid, mis muudavad ta nulliks.

Meie esmaseks Ulesandeks on seega leida eeskiri integree-
ruvusteguri leidmiseks. Selleks lahtume eeldusest, et dife-
rentsiaalvorrandil (2.29) on olemas integreeruvustegur. Sel

Jjuhul peab olema avaldis

Mdx + p.N dy
vastavalt integreeruvusteguri definitsioonile taisdiferentsi-

aal ning teoreemi 3 kohaselt peab kehtima samasus

®WJI. = C luNE
piirkonnas, kus p., M, N, (pW)JI. jJa ( pN)» On pide -
vad funktsioonid (kui niisugust piirkonda po-

le, mida vbime o6elda siis integreeruvusteguri olemasolu koh-
ta?).
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Arvutades rtimasee samasuses esinevad osatuletised ja

rihmitades liikmeid, saane

M« H* }* (2#32)
Leitud vOrrand on otsitava funktsiooni p(x,y) jaoks

osatuletistega diferentsiaalvdr-
rand ega tarvitse alati lihtsalt lahenduda.

Seega pole uldjuhul Glalkirjeldatud Gldine meetod dife-
rentsiaalvorrandi lahendamiseks ratsionaalne. Teatud erijuh-
tudel viib ta siiski Kkiiresti sihile.

Vaatleme jargmisi juhte.

le Integreeruvustegur on ai-
nult muutuja 7 Ffunktsioon, s.o*

Ju.¢) -tllpi iIntegreeruvustegur. Sel juhul tuleb lahendada
Jargmised kusimused*

Missuguseid tingimusi peavad rahuldama funktsioonid
V (X,y) Ja N (x,y) selleks, et avaldisel (2*30) oleks J\(n)-
tulpi integreeruvustegur ?

Missuguseks taandub diferentsiaalvirrand (2.32) sel
juhul ?

Kisimuste lahendamiseks vaatleme vorrandit (2.32) kujul
CIn Ip]DI M - (In Ipi)EN = - M -33)
Kui avaldise (2.30) integreeruvustegur sdltuks ainult
muutujast y , kehtiks samasus
(Inlph)E =0

ja vorrand (2. 33) taanduks hari likuks diferent-
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BlaalvOrrandika

d Ingx - Ml

2.34
ly = = (2-39)

Viimasest jéareldub, et a) kéne all olev juht saab esineda

siis, kui funktsioon

M
on Uha muutuja y  funktsioon vbi selle erijuht — konstant i
b) diferentsiaalvorrand ( 2*32) taandub niisugusel juhul vor-
randiks ( 2*34).

2 Ilntegreeruvustegur on ainult
muutuja x Ffunktsioo.n,s.o. \(X) -tulpi
integreeruvustegur* Kiusimused, analoogilised kisimustega a
ja b , lahenda iseseisvalt ja jata meelde, et vdrrand

(2*32) taandub siin vorrandiks
(2.35)

3 Integreeruvustegur on sSuvVva-
lise etteantud funktsiooni GO (X,Y)
funktsioon, s.o= |™(co(X,y)) —tulupi integreeru-
vustegur. Pistitame jalle analoogilised kisimused a jab .

Kui avaldise (2.30) integreeruvustegur oleks tidpi
JA(GI (x-y™s.o. tulpi ™ (co), kus co =CO(X,y), siis

dco y(X,Yy)



ning vorrand (2*33) taanduks vorrandiks

(2.36)
dco <-E£(X*y)*M-«0"™(X,y)H

Siit jareldub, et a) kone all oleval juhul peab funktsi-
oon
y -y

i .37
<0J (X,y) -M **co™(X,y) . bl

olema abimuutuja co funktsioon vdi selle erijuht - konstant;
b) diferentsiaalvorrand (2 .32) taandub vOrrandiks

dmr (@)

dco

kus X (co ) on murd (2 37) ja co « co(X,y).- Viimase juhu 3°
sageli esinevateks erijuhtudeks on integreeruvustegurid tul-
pi jcOy)., IX(Cx1y), ~ (-y2) ., IAN(2) kus
CO(x,y) on vastavalt xy, x -y ,x2 - y2 ja s . Pole ras-
ke ndha , et naiteks juhul CO(x,y) = xy , muutﬁb vérrand
(2 36) jargmiseks

. BLJS. . k)

d Co xM - yN

Vorrandite lahendamist kirjeldatud meetodil illustree-
rime jargmiste naidetega.
Naide 8. Vaatleme uuesti vOrrandit (2.31) ja naitame, et
tema integreeruvusteguriks on J*@) =Y -
~(y) - tulpi integreeruvusteguri olemasoluks taj’vilik
tingimus Utles, et

——- =Tt)



Koostame avaldise

y - K 12» - te ¢ 3 ° =1 .
M 3 *%m 6ocy 6xy ¢ 3 5* 7
Yy Yy

Tingimus on taildetud* Seejarel otsime integreeruvus—

tegurit vlrrandist (2.34), s.o* vodrrandist

d Inlpwl
dy
ja ndeme, et "Ny) *Cy =

. 1

Bt meid huvitab ainult Uks integreeruvustegur, valime
C s 1 ning leiamegi F14) * Y =

Maide 9 .Haidata, et diferentsiaalvorrandil

(rxy2 -y) dx ¢ x dy =0 .39
on p(xy) tuupi integreeruvustegur ja lahendada vorrand.

Selle naitamiseks arvestame, et
H (XY) X 2xy2 -y jaM>’>k»4xy—1 ,
H Xy =x ja «1,
ning koostsme vorrandis (2.38) esineva avaldise
- I 2 - 4xy 1 - 2xy

XM - yiA 2x N - 2xy xy)2 - xy -~

millest selgubki, et antud vorrandil on p(xy)-tuupi inte-

greeruvustegur. Selle vorrandiks on, vastavalt vorrandile
(2.38)
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1m2co
dco ~1- CO

Integreeri lei M = = s ja integree-
tegreerides leiane, et I—Clo) 00* T jJa integree

ruvusteguriks on

p-(xy) 62 - xy

Korrutades niuidd —~vOrrandit (2*59) leitud teguriga, saa-

me eksaktee vOrrandi

- Xy X2y2 - Xy
(Kontrolli, kas vdrrand on eksaktne *)

Kvadratuurides avaldub tldintegraal teoreemi 4 pohjal

kujul
1

i 2xy -1 7
*
?21MN—- 477 47-°1-
° Yo
Arvutades saame Uldintegraaliks
Xy - X sCy .
6. 4 niimwe diferentsiaalvdrrand .Olgu funktsioonid P(X)
ja Q(xX) madratud vahemikus (a,b). Vorrandit
y* «@P() y s Q) (2.40)
nimetatakse Uldiseks esimest .jarku lineaarseks diferentsiaal-
vorrandiks. Erijuhul vdivad funktsioonid P(X) ja Q(xX) olla

konstandid. Vorrand (2.40) on lineaarne otsitava
funktsiooni Jjatema tuletise suh-
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tes.
Kui iga x€ (@,b) korral on Q (xX) =0, kannab vOrrand
homogeense lineaarse flifarentaiaalYdrr™ndi ninetust»Selleks

on
J* +PC)j a0 . (2.41)

Vorrandit (2.41) nimetatakse vorrandile (2.40) vastavaks ho-
mogeenseks diferentsiaalvorrandiks.

Selgitame kiUsimuse virrandite (2.40) ja (2-41) lahendu-
wvusest.

Asudes mittehomogeense vorrandi (2.40) lahendi olemas-

olu selgitamisele, teisendame vOrrandi kujule

[P X®Wy-Q060] dx+dy =0, 2.42)
millest selgub, et vorrand pole eksaktne (naita seda 1) .
Vorrandi lahenduvuse kisimuse selgitamiseks otsime talle in-
tegreeruvustegurit. Selleks arvutame funktsioonide W (X,y)a
=Py - QX)) ja N(x,y) =1 osatuletised M\ a P(X) ja a 0.
Siit jareldub vahetult, et lineaarse diferentsiaalvorrandi
integreeruvustegur on tuipi ) ning seega maaratud vorran-
diga (2*3%), nii et

Integreerides leiame, et integreeruvusteguriks on funkt-

sioon

JIp(x) dx

N O=e



Korrutades vorrandit (2.42) leitud teguriga, saame juba
eksaktse diferentsiaalvorrandi

dy =0, 243

; i} _ JP(O)dx B
kusjuures korrutamine teguriga e el too vOrran-

dile 2.42) juurde uusi lahendeid (miks?). Nii on vOrrandi-
te (2.42) (ka (2-40)) ja (2*43) lahendamise Ulesanded sama-
vaarsed. Vorrandi (.4-3) kui eksaktse diferentsiaalvorrandi
lahendi olemasolu tingimused ja uUldlahend on antud teoree-
miga 4 . Kul nbuda, et funktsioonid P(X) ja Q(xX) oleksid pi-
devad vahemikus (a,b), on teoreemi 4 eeldused 1°,2° ja 3°
taidetud ribas R ={a<x<b; -00<y<00} (ndita seda J)
ning seega vorrandi (2*42), s.o* ka (2.40) uldlahend maara-
tud vahemikus (a,b) vOrrandiga

kus & ) - |P(x)dx ja (x0,y0) € R. Tulemuse lihtsusta-

miseks arvutame

cp(x) 4>(x0)
e -ye 1

ja arvestame, et



3 -Je ) dx = - Je Q(X) dx ¢« C2 =

X0
Leitud integraalide asendamisel vorrandisse (2.44) saa-

me, et
J efF(D) - J«*) Bipx) dx = C ,
kus C = +C, +y B on suvaline konstant.

Markoa 9» Konstandi C niisugune valik tahendab sisuli-
selt seda. et saadud vOrduses esinevates integraalides on
suvalised konstandid voetud nulliks.

Siit avaldame otsitava j ning jouame mittehomogeense
lineaarse diferentsiaalvorrandi Uldlahendi tuntud avaldise

Juurde
y = 0 B*-1«1) dI+ e-Jp(I> teJJ<> alP(X) dXdx. (2 45)

Sellega oleme tdestanud Uldise lineaarse diferentsiaal-
vorrandi lahendi alljargneva olemasolu teoreemi ja leidnud
uldlahendi, mis wn vahemikus (a,b) pidev ja diferentseeruv
funktsioon C ndita seda J ).

Teoreem 6 .Uldine lineaarne diferentsiaalvérrand (2.40)
on integreeruv vahemikus (a,b) selles vahemikus mistahes pi-
devate funktsioonide P(X) ja Q(x) korral. Vorrandi tldlahend
on valemiga (2.45) antud pidev ja diferentseeruv funktsioon.

Vorrandile (2.40) vastava homogeense vorrandi (2.41)
lahendi leidmise puhul voime vaadelda teda erijuhuna Gldju-
hust, kus Q(X) = 0 iga xG(a,b) korral. Kuna konstantne
funktsioon on pidev ja JQ ) epx) dx dx sel erijuhul
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on konstant, sile jareldab valemist (2.45), et homogeense di-
ferentsiaalvorrandi (2.41) uldlahendiks on funktsioon

y . c e-IPCX) dx (2>4e)

Seega jarelduseks teoreemist 6 on jargmine tulemus.
Teoreem 7. Homogeenne lineaarne diferentsiaalvorrand
(2«41) on integreeruv vahemikus (a,b) selles vahemikus pide-
va funktsiooni F(X) korral. ToOrrandi k4yarsbsng on val/emiga

(2.46) antud pidev funktsioon.

Avaldisest (2.45) selgub, et lineaarse diferentsiaalvor-
randi Uldlahend on kahe liidetava summa. Nimelt y = yj + y2,
kus

see JPEO &
Jja
Y2 = e~ dx Q) en ~Nodxe
Seejuures on vorrandile ((240) vastava

homogeense diferentsiaalvdrran-
di 41) udaldlahend, kuna y2 on vdérran-
di Q.40) erilahend (miks vOime seda vaita?)e-

Harjutuseks ja materjali kindlamaks omandamiseks tdes-
tada iseseisvalt jargmised teoreemid.

Teoreem A. Lineaarse diferentsiaalvorrandi (2.40) uld-
lahend on vastava homogeense vorrandi ( 2.41) uldlahend! y,j
ja vorrandi (2.41) mistahes erilahendi summa.

Teoreem B . Sui j* on lineaarse homogeense diferentsiaal-
vorrandi (2.41) Uks erilahend, siis y a Cy* on selle vOrran-
di uldlahend.
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Teoreem C.  Kui y" ja y2 on mittehomogeense lineaarse
diferentsiaalvorrandi (2.40) erilahendit, avaldub tema
uldlahend kujul

YmC (yn-y2) ¢ yl#
(Teoreemi C tdestamisel tugineda teoreemidele A ja B).
Lineaarsete diferentsiaalvorrandite lahendamiseks on
tuntud kolm meetodit, millest Uks esineb valemi (2*45) raken-

damises. Illustreerime seda naitega.

Halde 10. Lineaarse diferentsiaalvorrandi

y* + Y cos Xa- sin 2x

uldlahend! leidmiseks arvestame, et P(X) = cos X ja Q()«
* 2 sin 2x, ning arvutame

Jp(x) dx x sin x ¢

SiIn X

jp(x) dx .r
J««) H’W “ x=pPsinx e cos x e oa
msi'n§<\- éSinX—eSinchZ-

Arvestades markust 9 valemi (2.45) integreerimiskonstan-
tide kohta, saame valemi (2.45) kohaselt, et

yst e~Sin x ¢ A -sin x ffsinx @sin X _ ,sin x}
ehk
y =Ce-sinx ¢sinx -1 .
Teine meetod mittehomogeensete lineaarsete diferentsiaal-

vorrandite lahendamiseks on Lagrange™i ( nn. konstandi vari-
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eerimise) meetod, mis oma olemuselt on jargmine.

Vorrandi (2.40) lahendamisel:

1) leitakse yaatava homogeen -
se diferentaiaalvdrrandi (2.41) uld-
lahend, mis mdaratud valemiga (2.46) ;

2)otsitakse niisugust funktsiooni
C(xX), et vastava homogeense vorrandi lahendi avaldises esi-
neva konstandi C asendamisel funktsiooniga C(x) saaksime
diferentsiaalvorrandi (2.40) lahendi. Selleks

aynduame, et y=CX) €1 ~ rahul -
daks vOirrandit (2.40); asendades sellesse saa-
me

C"x) e"l m Q(X), mis on otsitava funktsiooni
C(X) suhtes diferentsiaalvirrand;

b) leitud vorrand lahendatakse ja leitakse

, jP dx
COO * Ja® eJ o di ¢ C;

c) funktsiooni C(X) asendamisel valemisse (2.4b) saame-
gi meile tuntud valemi (2.45).

Meetod on sageli kasutatav tema lihtsuse tottu.

Haide 11. Leida lineaarse konstantsete kordajatega dife-
rentsiaalvorrandi y* + aj = b uldlahend.

Ulesande lahendame Lagrange™i meetodil:

1 leiame yl + ay =0 uldlahendi y =C €’ ax;

2) otsime funktsiooni C(X) nii, et C(X) e-ax oleks lah-

tevorrandi lahend; sellesse asendamiael saame™

C*() e-ai- C(X).aeax ¢ alCx) eax=b ,
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d cCX) a be* dx

3) Térrandi y* + ay m b uldlahendiks on seega

Kolmanda meetodiga tutvu pohldpikus [1] 1

7, Lineaarseteks taanduvad diferentsiaalvdrrandid.Line-
aareetoks taanduvatest diferentsiaalvOrrandltest vaatleme
Ithidalt kahte liiki vOrrandeid - Bernoulli ja Riccati VvOr-
randeid.

Bernoulli diferentsiaalvirrandiks nimetatakse vorrandit

y" + PO y =QC) jn (nAO0.,1) @40
kus funktsioonid P(X) ja Q(X) on maaratud vahemikus (a,b)-
(Uiks polle motet vaadelda juhte n =0 jan * 1 ?) Vaidare,
et diferentsiaalvorrand (2.47) on lahenduv, kui P(X) ja Q)
on vahemikus (afb) pidevad funktsioonid. Selles veendume,

kui teisendame virrandi (2.47) kujule (eeldades, et y M 0)

Peale asendust =z = saame otsitava z suhtes li-

neaarse diferentsiaalvorrandi

>+ @-nNPX) *B A -nN X, (2.46)

millest nahtubki (vt. teoreem 6), et funktsioonide P(x) ja
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Q(X) pidevuse korral on vorrand (2.46) integreeruv-kui line-
aarne diferentsiaalvorrand.

Riccati diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit

y" ¢ POy ¢ QGIY2 = R(9), (2.49)
kus/funktsioonid PC), Q) ja R(X) on madratud vahemikus
(a,b). Erinevalt Bernoulli virrandist ei saa tuldjuhul vaita,
et Riccati vOrrand taanduks lineaarseks diferentsiaalvOrran-
diks.

Teatud erijuhtudel on see siiski teostatav.

Kui naiteks jJ* on vérrandi (2.49) Uks erilahend, siis
teiseneb ta asendusega « y* + s Bernoulli vorrandiks nuu-
tuja z suhtes* Viimane teiseneb o.uakorda MNneaarbekn dife -
rentsiaalvorrandiks. oeldu kinnituseks teostame vOrrandis

(2.49) asenduse y = y' + z. Tulemuseks on vorrend

OD)* + PO Yy ¢ <) ()2 ¢« 2000 y*B ¢
+ Q) 22 47 47?2(X) Z X ROX),
mis samasuse
OD* + PO y* ¢ QCOY*)2 a RGO , XE€(a»b) ,
tottu taandub vorrandiks
= + [P ¢ 200 y*] z s - QOO z2*

Viimane on otsitava 2z suhtes Bernoulli diferentsiaalvor-
rand ja on vahemikus (a,b) pidevate P(X) ja Q(X) korral in-
tegreeruv kui Bernoulli virrand.

Riccati diferentsiaalvorrandi integreerimiseks tuleks
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eesga leida vOorrandi (2.49) uUks erilahend y* ja teisendada
ta asendusega y = y* + z Bernoulli vorrandiks. Erilahendi
leidnist teostatakse tavaliselt m&&aramatut e
kordajate meetodil, millega tutvume naite

varal .
Naide 12. Otsides erilahendit Riccati vorrandile

d_ 7 1 2Y2 m2er

paneme tahele, et parast vérrandi vasakul poolel ettenahtud
tehete teostamist otsitava funktsiooniga peame saama 2e <
Pole raske taibata, et otsitav funktsioon saab olla ekspo-
nentfunktsioon tilpi y* = aex. Tundmatu kordaja a maarame
y* asendamisel vdrrandisse. Vajalikke tehteid~teostades ja

vOrrandisse asendades saame

aex - aex + 2a2 e2* a 2 e2x,

millest jareldub, et a » * 1 ja otsitavaks erilahendiks on
naiteks y* = ex. "
Teostades niud asenduse y = ex + z, saame jargmise Ber-

noulli vorrandi

7z + z (4ex - 1) = -2z2.

Eeldades, et z~ 0 (selle eeldusega ei ldhe kaduma 1&h-
tevorrandi lahendeid, sest me saaksime siis erilahendi

J- - - - -~ - -
y* = e ), teisendame viimase vorrandi kujule
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milles teostame asenduse Ja u . Tulemuseks on lineaarne di-

ferentsiaalvorrand
vt +(1 - 4 ex)u = 2

uldlahendiga

Lahtevorrandi Uldlahendiks on seega

y «ex + n
0 ed®1 - 1
2

§ 3 _LAHENDI OLEMASOLU JA UHESUS.

Eelmises paragrahvis vaatlesime mdningaid esimest jarku
diferentsiaalvorrandeid. Meie peamiseks sihiks seal oli la -
hendite avaldamine kvadratuuridese Samas leidsime ka tingi-
mused, mis garanteerisid lahendi olemasolu, kuid seda tuli
teha iga diferentsiaalvorrandite klassi korral eraldi. Aja-
looliselt diferentsiaal vorrandite teooria esimeseks Ulesan-
deks oligi lahendite leidmine kvadratuurides. Hiljem selgus,
et praktikas esineb diferentsiaalvdrrandeid, mis ei lahendu
kvadratuurides, kuid funktsioone, mis olid méaratud niisu-
guste diferentsiaalvOrranditega,tuli kasutada, seega ka iga-
kulgselt uurida. Nii kerkis ules vajadus 1) uurida mistahes
diferentsiaalvorrandi lahenduvuse kisimust, s.o. - lahendi
olemasolu; 2) uurida, mitu diferentsiaalvérrandi integraal-
kéverat labib punkti ( xQ, y(@@0)), s.o. - lahendi Uhesuse

kisimust ; 3) uurida lahendite funktsionaalseid omadusi
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lahendeid teadmata! 4) arvutada lahendeid ligikaudu« Kaes-
oleva paragrahvi pihendame loetletuist esimesele kahele ki-
simusele. Heile kisimustele on plhendatud mitmete autorite
tood* Esimene olemasolu teoreemidest kuulub Cauchy®le,kelle
klassikalise teoreemi anname alljargnevas monevorra uldista-
tud kujul.

1. Jblteoreemid ja aoisted .Kéesolevas paragrahvis vaat-
lusele tulevad piirkonnad on kdik Uhelisidusad
tasanriliaed piirkonnad. Saauti eel-
dams, et kdik piirkonnad on kumerad y Suhtes.Q Loeme teada-
olevaks faktiks, et iga td kestatud piirkon -
na P korral leidub niisugune riag S »et piio>»

kond PcS (vt. joonis 6) -

Unheks oluliseks tingimuseks,
aida olemasolu teoreemides
rahuldavad vaatlusel olevad
ftmktsioonid, on antud Lip-
sohitzi poolt ja siit tuleneb
ka selle tingimuse nimetus. -
Olgu funktsioon z = f(x,y)
maaratud piirkonnas P. 6eldak-
Joon. 6. se, et z = f(x,y) rahuldab
piirkonnas P muutu.ja y suhtes Lipschltzi tingimust, kui
leidub niisugune positiivne arv N, et iga paari (Xjy”~eP,
teldakse, et piirkond P on kumer y suhtes, kui

y-teljega paralleelne 16ik AB , kus punktid A,BeP asub
tervelt piirkonnas P -



(xy72) € P korral kehtib vérratus

| - f(X, 72U <kl “ Y1

BFa 1 ta, et kui fi. (X,¥) on piirkonnas P  tokestatud,
siis funktsiooni f(xyj) rahuldab piirkonnas P Lipsehitsi
tinglaust»

Lipschitzi tingimuse mdistega on seotud jargmine, meile
vajalik lemma*

Lemma 2. Kui funktsioon z = f(X,y) on piirkonnas P
pidev argumendi x suhtes ja rahuldab 7 suhtes Lipschitsi
tingimust, siis on ta piirkonnas P pidev funktsioon.

Toesta lemma iseseisvalt, arvestades, et

f(x,7) - F(x1,71) 5 [F(x,7> - F(»71)] & [FCxA) - F(x1,7151 .

Kummagi liidetava absoluutvaartuse hindamiseks kasuta Uhte
kahest eeldusest*
Olgu antud punkt A(xQt70) (vt* jeetm.7) ja positiivne arv
K* Labigu punkti A sirged 1n
ja 12 tdusudega K ja -K vas-
tavalt. Sirgel LU valime punk-
ti B®, mille peegeldame tsent-
raalprojektsiooniga punktiks
B"* Saadud punktidest tdmbame
sirgldigud rodbiti 7-teljega
kuni I8ikumiseni sirgega 12
punktides B2 ja BN vastavalt»
Joon* 7* Kahest kongruentsest kolmnur-

gast koosnevat Kkinnist oiir-
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konda5 AB1B2AB4B5A ni*etarne edaspidi punktiga A
ja tdusuga K maératud Ilhllkaku.luliseks piirkon-
naks» LOiku J 49 [xQ -S , xq +8] ainetaae liblikaku®ulise
piirkonna projektsiooniks. AlljgrgneT leama 3 naitab, et di-
ferentsiaalvorrandi y' = f(x,y) lahend, ais labib punkti
A , paikneb just liblikakujulises piirkonnas, kui f(x,y)
rahuldab teatud tingiausi.
Leaaa 3. Olgu 1) f(x,y) piirkonnas P pidev ja arvuga
Kk tokestatud funktsioon; 2) piirkond P~QP punktiga
(x0,y0) ja tdusuga k maaratud liblikakujuline piirkond pro-
jektsiooniga J a[xfl-S ~x0 +S] ja3) vy s Y aigtin-
gimust T(xQ) x yO rahuldav diferentsiaalvorrandi y"=f(x,y)
lahend.
Tehtud eeldustel kuulub integraalkdvera y 4 T(x) iga
punkt (X,T(x)) piirkonda P* , kui xej
Tdestus. Uldisust kitaendaaata eeldame, et
x4 1(X))EP, kui xej ja olefraae, et kdveral y = Y(X)
leidub niisugune punkt C(X,y),
et xej, kuid C(x,y)eP~.
Olga naiteks x > xQ jay>yO0
(teisi juhte vaadeldakse ana-
loogiliselt) .
Tehtud eeldustel on 16igu

AG(vt. joon.8) tdus
Y ~ Yo 5
q am

7 Kinnise piirkonna” G all aSistetakse piirkonda koos
oaa rajajoonega.



Kuid teiselt poolt leidub puokte A ja C labival integraal-
kéveral y * Y(X) niisugune punkt ~ £ (xQ,X), et
J-T70
- D -

Kuna £e J, peab 11" ()1 = |f (~ .Y (1)) |I<r , nmiis
on vastuolus VOrratutega. (3*1)* Sellega on lema. tdestatud.

Tutvume veel mOnede mdistetega.

Olgu J abstsisstelje mingi 18ik , xQ£ J ja YO~ -yingi
arv.

Voérrandit X

oo 8 50« | fctyodt, G.2)

X0
kus y(x) on otsitav funktsioon ja xc J ,nimetatakse inte-

graalvorrandiks .
Funktsioon y(x) on integraalvorrandi (3*2*) lahendiks
piirkonnas J, kui X
yoo =y. + | fceyory de

X0
iga x & J korral.

Vaatleme naiteks integraalvorrandit
X

yo) =1 @ ] [t - y(o] dt,
kus xe (-o0 ,00), naita, et funktsioon y(x)= 2e“x+x -1 on
selle vérrandi lahend.
Teoreem 8. Olgu 1) piirkond J x-telje 101k, x"eJ?yO —
fikseeritud konstant ja 2) f(x,y(x)) pidev piirkonnas J eel-
dusel, et y(x) on samas piirkonnas pidev. Selleks, et piir-

konnas J pidev funktsioon y(x) oleks diferentsiaalvorran-
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o] |
¥« F(X,y) G-3
algtinglaust y(x0) = yQ rahuldav lahend on tarvilik ?ii-

sav, et y(X) oleks integraalvorrandi
X

pidev lahend piirkonnas Je
TOdestus . Piisaruse nditaniseks eeldame, et ysy(X)

on vorrandi (3*4) pidev lahend piirkonnas J f s.o.
yCo *y0 ¢ J CH) dt G-

iga xeJ korral. Samasust (3*5) diferentseerides (mike on
see lobatav?), saame

y 0O A f(x,y ¢9) G.-9
iga xej korral. Seega on y = y(X) diferentsiaalvorrandi
@B *3) lahend, mis rahuldab algtingimust y(xQ) = yQ (kust see
selgub?)*

Tarvilikkuse tdestamisel, tuginedes teoreemile 1, l1dhtu
samasusest (376) da naita, et kehtib samasus @*5)* (Kont-
rolli ka algtingimuse taidetuet I).

Teoreemi 8 pohjal on algtingimusega diferentsiaalvirran-
di 3*3) da integraalvdrrandi (3.4) lahendamise Ulesanded
samavaarsed ning olemasolu teoreemi tdestamisel 1&htumegi
sellest*

2* Pohiteoreem. Alljargnev teoreem on eespool mainitud
Caucby olemasolu teoreemi uUldistuseks.
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Teoreem 9« Olgu tasandilises kinnises ja tokestatud
piirkonnas P funktsioon Tf(x,y) pider x suhtes ja rahul-
dagu ta y suhtes Lipschitsi tingimuste

Piirkonna P mistahes seesmise punkti A (x0>0) korral
leidub niisugune 181k J =[xe-& , xQ +S] (S>0), millel ek-
sisteerib parajasti Uks algtingimust y(xQ) = y0 rahuldar

diferentsiaalvorrandi

y*© = f(x.y)
lahend.

TOestus . Teoreemi 8 pohjal loeme teoreemi 9 tdes-
tatuks, kui nditame, et tehtud eeldustel leidub 1&igul J
parajasti Uks integraalvdérrandi (€))
niisugune pidev lahend y» y(xX), ais
rahuldab tingimust Y(*0) = Yc»

Lemma 2 ja teoreemi eelduste pohjal on funktsioon f(x,y)
piirkonnas P pidev, jarelikult ka tokestatud. Seega leidub
niisugune konstant K , et JFOLY)|<E iga (X,¥)8 P korral.

Valime nuud piirkonnas P
mistahes seesmise punkti
A (*0,y0) da vaatleme
punktiga A ning tdusuga
£ maaratud liblikakujn-
list piirkonda P™ pro-
jektsiooniga J =pQ-6,
XQ +8]. Sealjuures nduame,
o1 X-o Xo * et piirkonna P tipud
Joon«9* (vt. joonist 9) # *B2 *



B5,84e P.
Bdasl jagame tlestuse jargmiseks neljaks osaks*
le*Kons true erime niisuguse 1 &ahen
dite jJada “Y™X)\, et kehtivad tingimused*
°0 9n,W (n=0,1,2,...) on ndaratud ja pidev Idigul J ;
P on(x0) =y0 (0.,1,2,...) ;
D Ppwv)) e ?nigan=0,1,2... jax e J korral.
(Anna tingimustele oc , @ ,Ja ¥ geomeetriline tdolgen-
dusi) .
Bsiseseks lahendiks valime 18igul J defineeritud suva-

lise pideva funktsiooni qg0(X) graafiku-

ga piirkonnas P~ Olgu naiteks 1BB(X) = yQ.
Teise lahendi defineerime esimese abil nii, et
X
<) =Y0 ¢ ] f(t, cpe(b))dt. @G.6)
X0

Seda protsessi jatkates jouame jadani 10
X

<frv@ = YO+ j f(t, CFM(D)) dt (n=0.,1,2,...). (@B.7)
X0
Haitaae ~duktsiooni teel, et jada (3*7) rahuldab tingi-
must jJa T -

Funktsioon ¢ 0(x) on maaratud ja on pidev 18igul J ,
sest ¥ (t, V°(t)) a seal pidev (pdhjendal!)i seega on ka
funktsioon "3*6) pidev (pbhjenda I).

Oletades, et () on madratud ja pidev I8igul J

saame, nagu ennegi, et cp™(X) on madratud ja pidev 18igul J

" Kirjeldatud.lahendite jada konstrueerimise meetod inte-

graalvorrandi (3*4) lahendile kannab Picard*l iteratslooni—
meetodi nime.



R. Et tm(x0) * yO (n *0,1,2,*..), on triviaalne.

N Haitame, et punkti (X, gn(x)) kaugus sirgest Y = yQ
on iga n —0,1,2,... ja XxG J korral vaiksem kui sirgel
14 vodi 12 asuva vastava punkti,s.o. (X, yQ -E (X-xQ)) kau-
gus.

Punkti (x,cfy(x)) korral on vaide 0ige, sest

—Y*I» J *<* y0) dt]* X | x - x0] , G 8)

Xo
kuna (t,yO)£P1 jaK |x - x0] on sirgel LI v6i 12 asuva
vastava punkti kaugus sirgest y = yQ.
Oletame, et veel ( t,Cp~Ct)) GP™, kui teJ . Siis

I<fU*) - 7. ]-J «t.tp~wetkx 11 -10].
X0
mida oligi vaja tdestada.

2° Haita&e, et jada (3*7) koondub 16igul J. Selleks
vaatleme rida

ho(x) +[Cpl(x) - cpe(x)d Hg2(x) -Cpl(x)] 4 (3.9) '
mille osasummade jada Sn(x) =cpE(x). Seega jareldub jada
{cpn(x)jJ koonduvus 1&8igul J rea (3»9) koonduvusest samal
16igul. Rea (3*9) koonduvuse naitamiseks moodustame majorant-
rea, milleks hindame rea (3*9) liikmeid 1digul J . Seejuu-
res kasutame vOrratustee (3*8"), (3*82), (3*8") ja jargne-
vates integraali aluse avaldise hindamisel nii vahetult eel-
nevat hinnangut, kui ka Lipschitzi tingimust, mis on luba-
tav, kuna 1° pdhjal kdik punktid (X, Qpn(x)) GP/jCP iga
n=20,1,2,... ja xej korral. Lahtume voérratusest (3*98),

S .0.

n



\% 0O - JO\*Z\X - xcl , 0-84

ndame j&rgmisi vahesid

X
209 -44<*>Ul juctrct)) - F(L,.(D) 1d\
X0
- Xol 2
~Ahlj 1epn(t) - cp.(t) 1dt"KH APY

X0
14500 - 20141 [IF(E,9 2(D) - F(t ,conCsl « 1<
2 c3

| *e—

f
*I/IF%!] —FI— dtl*Tr Ix“X.]’5-
X0

Indaktsioeni teel Baase I0puks, et

Icon X - !5:]3 Ix - xOl

Heal© (3.9) aajorandiks on niisiis rida

YO* K Ix - x0]e¢ K ﬁ] Ix - xj2>0 ook
(3.10)

mille teieendawe reaks

HIX-Xol (HIx-xj)
70 0| [— leCle-Jj—p»r-31-—— & —
( N IX-Xj)n
—_— p>].
On teada, et piirkonnas ( -oo ,00 ) kehtib reaksarendus
Hex-x1 S Xzx0> o *2(1 - *0>7

Ste Saliall
11 21
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mis on absoluutselt ja Uhtlaselt koondur Igal 18igul

f£a,b3 e ( -00, 00) . Siis on ka rida (3*10), seega ka ri-
da (39) ja Iopuks jsda "pa(x)™ htlaselt koon-
duv 18igul J < Sellegaon 1digul J definee-
ritud funktsioon

mis on sellel 16igul pidev Jada “puCx)”  Uht-

lase koonduvuse ja funktsioonide 4n(z) ~ ©»1»2»<**) P~
devuse tottu 16igul J -

3°. Funktsioon 7 X on voOorrandi (G4 seega
ka diferentsiaalvorrandl 33) lahendiks 101 -

gul J, kuna iga x&J korral on

o x4

(Miks on vOrdustes teostatud piirile tleminekud lusatud?)

Selles, et algtingimus on tiidetud, veendu viimase vOr-
duse pohjal ise.

Sellegaon lahendi olemasolu pi

konnas J naidatud.

4° Naitame, et 16igul J on diferentsiaal-

vorrandil 33) ainult 700 niis ugune

lahend, mis rahuldab tingimust

Vaite vastaselt oletame, et I6igul J on veel lahend
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7*<x), mille puhul samuti y*(x0) = yft
Lemma 3 péhjal on punktid X,J(X)), (X,y*(x))ePi iga
xc J korral. Seega on rakendatav Lipechitzi tingimus ja

iga xeJ korral kehtib
X

IyCO - y*O) I \ Fj f(by(D) - f(L,y*(D) 1dtu
*0
Al j ly® -y () 1l«Unix -X 1,
xe

kus m »’ )rrgg%( ly(® - y*(©) | - (P6hjendada funktsiooni
vyX) - y*(X) totaalse ekstreemumi olemasolu 16igul J)

Kuna vlrratus (3*11) kehtib iga xeJ korral, siis ka
selle xeJ korral, kus y () - y* (X =M . (Kas niisugu-
ne x leidub?) Seega (3*11) pohjal saame

B4 «M|]x-x0]
ehk
1$1 |x-x01

iga xGJ korral. Ent me vbime valida x nii, et
11x - x0|<1l , mis viibki vastuolule.

Meie oletus teise lahendi olemasolust on seega vaar
ning teoreem 1oplikult tdestatud.

Jareldusi teoreemist.

Jéareldus 1. Po6hiteoreemi vaide jareldub ka niisugusteat
eeldustest, kus f(x,y) on pidev piirkonnas P ja
rahuldab seal y suhtes Lipechitzi tingimust. (Missugusest
tdestuse osast see jareldub?)

Jareldus 2. Pohiteoreemi vaide jareldub ka niisugustest
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eeldustest, kus on tokestatud voi pi -
dev piirkonnas P ja T(x,y) samas kas pidev z suhtes
vOi pidev. (POhjenduseks vaata artiklit b

Kahest eelnevast jareldusest saaae veel jargmise jareldu-

se.
Jareldus 3_.(Cauch j teoreemi eeldus eV

Pohiteoreemi vaite jareldsaiseks piisab sellest, kui nduda
f(x«y) da F*Q¢ty) pidevust piirkonnas P.
Jareldus 4. Teoreemis 9 vOib Uldisust kitsendamata eeldada,
et piirkond P on lahtine Uhelisidus ja j
suhtes kuuer piirkond. (Miks?)
lagu néeae on teoreea 9 lokaalne ole-
masolu teoreem, s.o. lahendi olemasolu ja Uhesus mistahes
punkti A ep korral on toestatud k il laldaselt
vaikese 160 ij u J=[z0-S ,zQ +8]jaoks
(vt. joonist 10). Siinjuures
margime, et 16ik J jJaab seda
r vaiksemaks, mida lahemal on
punkt A( zQ#y0 ) rajajoonele
(algi oeldut joonisel 10 liiku-
va A ja jaava tokke K korral)
voi mida suurem on tdke K (gal-

VA e * gi seda pusiva A ja kasvava

Joon.10. 1 korral)-
Siiski, juhul kui T(x,y) rahuldab teoreemi 9 voi jarel-
duste 1-5 eeldusi Ule kogu zy-tasandi jaon Kogu ta-

sandi ulatuses tokestatud, voib lu-
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geda lahendi eksisteerivaks ja Uheseks x-telje kuitahes suu-

rel 18igul# o6eldut illustreerlme jargmiste naidete varal*
1

Halde 13. Olguy* = -m . - - Meid huvitab lahen-
tr ¢ 1
di olemasolu ja thesus algtingimusel y(2) =1 .
Kuna f(x,y) = —-—— rahuldab Cauchy teo-

reeni eeldusi v ja If(x,y)|"l  kogu xy-tasan-
dil, vOise naidata lahendi olemasolu ja tUhesuse k u i -
tahes suurel x-telje 1d6igul . Selleks va-
lime piirkonnaks P ringi (X - 2)2+ (y - 1)2 £ R2 , kus

R oa kuitahes suur . Valmista joonis ja nai-
ta, et lahendi olemasolu piirkonnaks P on punktiga (2,1),

tousuga 1 ja alusega J *[2 » 2 *7/~ madratud

Iiblikaknjuline piirkond.

Haide 14. Olgu y* = x2 ¢ y2 ja otsitakse lahendit alg-
tingimusel y(@) =0.

Kas selle vorrandi puhul saab naidata lahendi olemasolu
suvaliselt suurel 16igul J ? Mis toimub siin Ilblikakuju-
lise piirkonnaga ja I6iguga J , kui me ringikujulist Umb-
rust jarjest suurendame ?

3. Lahendi .j&atkamine. Meie Ulesandeks on naidata, et teo-
reemi 9 eeldustel eksisteerib ainult Uks nii-
sugune Integraalkdver, mis 1a-
bib punkti G&O0,y0) ja wulatub piir-
konna P rajajooneni r* Teeme seda la-

hendi analtutilise .jatkamise meetodil, mille olemus selgub

toOestuskaigus.11 Selleks vajame jargmist lemmat*

"Taienduseks vt. [5],pt.VIIl,kus analuutilise jatkamise
meetod on kirjeldatud analuttiliste funktsioonide jaoks.
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Le— a 4 .lgas tokestatud klimlaee Uhelisidusas ja y—suh-
tes kumeras tasandllieee fiirkonnas P leidub niisugune seei
mise punktiga A ja suvalise konstandiga K maaratud lib-
likakujuline piirkond P* , mille Uks tippudest asub piirkon-
na rajajoonel ja P~/cP.

Leana puhul piirdume geomeetrilise pdhjendusega.

Labigu sirged 1™ ja 12 tdusuga K  ja -K punkti A(x0,y0)
ja I0ikugu nad piirkonna P rajajoonega r punktides fy,
Q2% Qj ja (vt. joonist 10). Olgu d = nin ( 1AQ™, 1AQ21,
1IAQJ 1<) ; joonisel d = JAY] = Punktid A, Q4 ja tdus K
madravad liblikakujuliee piirkonna P, ais ongi otsitav
piirkond, sest* 1) € r; 2) on ilme, et I8ik Q2 kui
punktihulk c P piirkonna sidususe, kumeruse ja
IAQM =d tottu* sama kehtib 16igu s kohta* 3) BM,B2,
BJE£P eelmise vaite pohjal ja seetdttu, et d = 1AQ";

4) 16ik Q™Bj kui punktihulk £ P piirkonna kumeruse
tottu; sana kehtib 18igu B"B2 kohta; 4) seega piirkonna P®

rajajoon r~c P ja kuna piirkond P on Uhelisidus, siis
piirkonna P seesnised punktid, s.o. hulk P~AMr~ ¢ P, mida
oligi vaja tdestada.

HlOud vOime tdoestada o lemaso lu ja Uhes u-
.- totaalse teoreemi.

Teoreem 10. Rahuldagu funktsioon T(x,y) teoreemi 9 eel-
dusi kinnises tokestatud piirkonnas12 P.

Piirkonna P mistahes seesmise punkti A(XQ,y0) korral

1~Tuleta meelde (vt. § 3 art. 1), mis on eeldatud piirkon™

na P kohta.



leidub parajasti Uks punkti A 18biv diferentsiaalvérrandi
y* = f(xry) integraalkdver, millel on piirkonna P rajajoo-
nele r kuitahes ldhedasi pvmkte*
TOestul8. Hagu teoreemis 9, jareldub ka siin , et
IT Xiy)|™K iga (X,y) e P korral. Lemma 4 pdhjal leidub
punktiga A(xp»ye) ja tbusuga K madratud niisugune liblika-
kujuline piirkond P*, et Uks tema otspunktidest asub raja-
joonel r* Piirkonna P§ projektsiooniks olgu J=[x0-S, 30+7]
(vt. joonist 10). Sellel 138igul on teoreemi 9 pShjal maara-
tud parftjasti Uks punkti A(xQ,y0) labiv integraalkdver
Y=Y (2. Lemmast 3 [lahtudes on X,y (X)) € P 1iga x€J
korral* Seega, kui punkt A X0+ & ,y (xQ -fS)) er, on
teoreem tdestatud, kui ei, siis asub punkt A 18igul BNM*
Arvestades lemmat 4, leidub punktiga A ja tdusuga £
maaratud liblikakujuline piir-
kond P2 nii, et Uks tema ots-
punktidest, nait. B~er .
Piirkonna P2 projektsiooniks
olgu =Cx0+ S - ,
XQ ¢ 8 ¢ 8J (vt. joonist 11).
Teoreemi 9 alusel on I1digul
* J,) madratud ainult Uks punkti

Ajg labiv integraalkdéver. Kuna
samasse punkti joudis ka kdéver y(x), uUhtivad kéverad y(x)

ja y() piirkonnas Jn s [xQ ¢ 8 - , X 8] .
Seega juba avardatud 16igul JUJ” on punkti A(*0»Y0)

labivaks ainsaks integraalkdveraks y = T/j(X), kus
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y(x), kui xe[x0 -S, x0 ¢ £]» J]
N £,00» kui xe[x0+8, xO¢ S e

Lena 3 podhjal on ka (Xj~*Cx)) £P2, kul xej”™ « Eul
niid 74C x0 ¢ $ ¢ &) €r , on teoreem tdes-
tatud, kul elt jadtkame nitd juba lahendi t
7*TCx) eespool kirjeldatud Tii-
slhi.

Induktsiooni teel jouame n-dal sammul lahendi Uhesuse
nbuet taltra integraalkdverani

y(x) , kul xe(x0- & , X0 ¢ S] j
7-i0) , kui x«[x0*6 -foc4, XO ¢ 5 & Ad4] *

yn(x), kui xe[xe ¢S 4-~Sy- Sn,x0 ¢ £+ jL3w].

Kui kéver 7 * Ta(X) Teel ei 16lkm rajajoonega r , jfttkare
seda protsessi ja naitame, et nii jouame kdverani, millel on
rajajoonega r kuitahes lahedasi punkte.

Selleks oletane, et rida £ ~ (Ib=a > 0) koondub*
Siis on Iim a0 ja seega vastavalt >0 leidub koht k*,
y parast mida on S"<£-.Siis on ka

igas piirkonnas (vt. joonist
12) fk, kus k>k\ iga 16ik

0
Joon.12.
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punktidest nait. ja A™ on integraalkdvera
7 = Tk(X) punkt, kus k>k*

Jai veel naidata mittenegatiivsete liikmetega rea £ &<
koonduvust. Teatavasti jareldub niisuguse rea koonduvus osa-
sommade jada tOkestatuseste Viimane on taidetud vorratuse

8+ rsS~rlefl

k=1
tottu, kus (vt* joonist 13) EP

on kddl niisuguses I0pliku

raadiusega ringikujulises piir-

konnas S, mis sisaldab endas

tokestatud kinnist p i i r -

konda P. Heie tdestuses

on labi viidud lahendi anallu-

Joon™13* tiline jatkamine paremale.

Analoogiliselt on see teostatav ka vasakule. Sealjuures on
garanteeritud lahendi Uhesus.

4. Lahendi olemasolu teoreem. Artiklites 2 ja 3 tdesta-
sime diferentsiaalvorrandi 7" = f(X,y) lahendi olemasolu ja
Uhe8use teoreemid. On tdestatud teoreeme, kus olemasolu ja
Uhesuse kusimused on eraldatud. Tutvume Uhega neist ilma
tdestuseta.

Teoreem 11 Olgu funktsioon f(x,7) pidev tasandilises kin-
nises piirkonnas P

Piirkonna P mistahes seesmise punkti (<0»7/0) korral lei-
dub niisugune 16ik [xQ-& , xQ ¢S] (5>0), millel eksistee-
rib vdhemalt Uks algtingimust 7(*0) = 70 rahuldav diferent-

siaalvOrrandi 7* = f(Xx,7> lahend.
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Esimese olemasolu teoreemidest sBnastas Peano.

Nagime, et lahendi olemasolu piisavaks
tingimuseks on Ffunktsiooni T,y
pidevus kinnises piirkonnas (V0i punkti (0,y0) Umb-
ruses). Teoreem 11 on lokaalne, kuid analuitilise jatkamise
meetodi abil saab ndidata, et punkti (x0,y0) labival inte»
graalkdveral leidub piirkonna P rajajoonele kuitahes lahe-
dasi punkte. (Tee seda iseseisvalt ja sOnasta vaetav totaal-
ne teoreem.)

(Eas artiklis 3 formuleeritud jareldus 4 jaab kehtima?)

VOib kusida: kas f(X,y) pidevusest ei piisa selleks, et
toestada lahendi Uhesust? Kusimusele on vastus eitav, sest
leidub nditeid, mis vaite Umber likkavad. SU on Lavrentjev
konstrueerinud nadite niisugusest terves piirkonnas P pi-
deva funktsiooniga f(X,y) diferentsiaalvorrandist, kus sel-
le piirkonna iga punkti tema kuitahes véikeses Umbruses 1&-
bib vdhemalt kaks integraalkSverat. Seega peab diferentsiaal-
virrandi Uhesust garanteerima taiendav ndue funktsioo-
ni F(x,y) kohta. Teoreemi 9 ja tema jarelduse 2 pohjal iCDb
selleks nduda kas fg/(x,y) pidevust, % (X,y) tokestatust Jit
veelgi vahem kitsendavat Lipschitai tingimust y suhtes*

(Eelda diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu ja s0-
nasta koigile kolmele juhule vastavad lahendi Uhesuse teo-
reemid« Missuguseid abiteoreemidest meil tuleks siin kasuta-
da ja missugust teoreemi 9 tdestuse osadest saaks sBnastnalt
kasutada? )

Lopuks veel kisimus diferentsiaalvorrandi P(x,y,y*) =0
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lahendi olemasolust,
5> Tuletise suhtes 1lmnub»*»*ta diferentsip»lvorrandl la—
hendi olemasolu. Vaatleme Uldist esimest jarku diferentsi-
aalvorrandit
F C»Y»Y*)=0, . @12
mille lahendi olemasolu teoreemi sBnastus osutub oluliselt

erinevaks artiklites 2 -4 esinenutest. Et selgitada erine-

vuse pOhjusi, vaatame jargmist naidet.

Vorrandi

CTW ~ (x2+ xy ¢ y2)yT %7 +x272~ xyM)y* - x5 = 0  (313)
lahendamiseks lahutame selles esineva polunoomi teguriteks!
O - x)* - x~Cy* - y2) =0

Diferentsiaalvérrandi (3*13) lahenditeks on seega nii
y = Ce’zo , Yy =* kui ka Yy = x> ¢ C « Diferentsiaal-
vorrandi joonelemendid pole seega Uheselt m&aratud. Nii vas-
tab punktile (1,2) kola erinevat joonelementi (1,2, k"=2),
1,2,k = 1) (@*2, v =), See tahendab, et integraalkd-
verad valjuvad punktist ( 1,2) kolmes sihis ja tegemist on
viahemalt kolme integraalkdveraga. Uldiselt on see antud ju-
hul nii tasandi igas punktis ja radkida lahendi Uhesusest
tuleb niud teiSes mottes™

(Anallisi iseseisvalt vorrandit (yD” «cos2x =0 ja
Joonesta integraalkdverate joonelementide diagramm konstEuidi
C vaartustel 0, - 1, «2, ~3)*

Seega y* suhtes lahendamata diferentsiaalvorrandite kor-
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rai e saame radkida lahendi Uhe-
susest ainult sel juhul, kKui algtingi -
muste le Y(*0) =70 lisame veel ndu-
de , et y*@0) = 7*0« Sel korral VOime radkida vorrandi

(@3 .12) ainsast niisugusest integraalkdverast, mis 1&abib
antud punkti (0>0) antud sihis

y“0* Loomulikult pole fikseeritud algtingimuste korral in-
tegraalkdvera siht y* vabalt ettekirjutatav, vaid nii, et

ta oleks 1) vastavuses valitud algtingimustega y(xe) = y0
ja 2) kuuluks vorrandi FOG<J»7/0» ©) = 0 lahendite hulka*

(Vt. naidet (3.13)0

Neid momente ongi arvestatud vorrandite F(x,y,y") =0
lahendi olemasolu ja Uhesuse teoreemides. Tantieme siin Uh-
te neist ilma tdestuseta.

Teoreem 12. Rahuldagu funktsioon P(X,y,y™) Xyy"-ruumi

piirkonnas G jargmisi ndudeidt

1° F(X,Y,y*) on pideT funktsioon}

2*  -7ZIErZ1Z-2— on pidev ja 0 ;
by™* “by*
3e - 0j on tokestatud ja pidev.

Tehtud eeldustel 18bib punkti (X0»70) sihis yE, kus

Xo»yo»yQ) e G 70 on vorrandi X0O»yo»yo ) =0 lahenu*
parajasti Uks diferentsiaalvorrandi

* LY.y =0
integraalkdver, mis on madratud punkti kiullaldaselt vaike-

ses Umbruses.



Selles teoreemis garanteerivad funktsiooni F(X,y,y )

kohta plUstitatud tingimused eeskatt seda, et vorrand
ACNYaY*) =0  lahendub vaadeldava punkti (X0, yO, y£) "“&
ruses y* suhtes (missugused tingimustest 1°, 2° ja 3° garan-
teerivad seda ja missugusest anallisis tuntud teoreemist see
jJareldub ?).

Teoreemi edasine tdestus taandub pShiteoreemi 9 tingi -
muste taidetuse kontrollimisele* Nii on teoreem 12 vaadeldav
Jareldusena teoreemist 9* (Plla oeldut pbhjendada iseseis-
valt!)

8 4. TULETISE SUHTES LAHENDAMATA DIFERENTSIAAL-
YOSSASD.

Vaatleme tuletise suhtes lahendamata esimest jarku dife-

rentsiaalvorrandit
* GY, YD) =0 . “4.)
Selle vorrandi lahendamiseks oleks loomulik lahendada ta ees-

katt y* suhtes, Uldiselt vastab vorrandile (4.1) mitu tule-
tise suhtes lahendatud vorrandit

y* = fj0c.y) a=12,....,n0, 42
millest iga Uksikut tuleks lahendada iseseisvalt.

Eelmise paragrahvi artiklis 5 nagime, et vorrandi (3.13)
puhul l1&bis iga punkti ( x0,y0) algt ingimuse -
ga Y(*0)3Y0 maaratud sihis yE Lkus
? (*0,y0,y£ ) =0, Uks integraalkdver. Erinevates sihtides

labis sama punkti ( *0»Y0) mitu erinevat integraalkdverat.
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Ent kui vaadelda vorrandit

M2« (Bx2 - 2X)y* - 6s5 =0 , “.3)
leidub punkte, naiteks punkt (©0,0), mida labivad Uhes
sihis (sihis y* = 0) kaks erinevat integraalkdverat -
kover y = — Jja kdver y = x2_ Kuna koveratel y = -x* ja
y = x on punktis (0,0) thine puutuja, osutuvad vorrandi
(4*3) intergraalkdverateks ka koverad

=N, kui x<0;
x2 , kui x»0

Ja (x ?kui x<0 j

y= < *
I -X", £Ui X>0
Seega on diferentsiaalvorrandil (4.3) neli integraalkdverat

(vt, joon.14),

mis kdik l8bivad punkti (0,0) sihis y* =0.
Tuletise suhtes lahendamata esimest jarku diferentsiaal-

vOrrandite puhul esineb seega kahte liike punkte, mille kor—

-85 -



rai ei saa radkida lahendi lhesusest endises adttes* Uhel ju-
hul labivad integraalkdverad antud punkti A erinevates sih-
tides ja igas sihis parajasti iUks kbéver (vt* joon* 15 a)» tei-
sel juhul labib antud punkti Uhes sihis vahemalt kaks erine-

vat integraalesverat (vt* joon* 15 b).

Joon. 15«

Kui punkti ( 30,y0) l&bib antud sihis yE, kus
F(xo»yo»y© ) = 0 » adjault vorrandi (4.1) integraalkdver,
siis nimetame vastava lahendi Uheseks. Teisel juhul Utleme,
et lahend pole punktis (0»Y0) Uhene* Teoreemiga 12 olid at
tud vorrandi (4*1) lahendi olemasolu ja-Uhesust garanteerivad
tingimused antud algtingimuse y(*0) = yQ korral.

Seega, kui vorrand (4*1) lahendub y" suhtes ja vOrrandid
(4*2) on integreeruvad, tulebki y* suhtes ilmutamata vorran-
deid sellisel viisil lahendada.

Ometi esineb vbrrandeid, mida pole vdimalik lahendada yl
suhtes vOi saadud vOrrandite (4.2) integreerimine on seotud
raskustega. Niisugusel juhul otsitakse vorrandite (4.1) la-
hendamiseks teisi vOimalusi* Uheks sageli kasutatavaks meeto-
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diks siin on diferentsiaalvorrandi (4*1) lahendamine para-

meetrite sissetoomise teel* Selle meetodiga tutvume dife-
rentsiaalvorrandi (4*1) erinevate klasside vaatlemisel.

1* Diferentsiaalvirrand, milles ilautatult puudub Uks
muutujatest. Kul vOrrandis (4.1) puudub Uks muutujaist X
voi y, kujutab ta endast vOrrandit:

*U,y) =0 D)

TOi * Xy9) =0 (4.5)
Vaatleme vOrrandite (4.4) ja (4.5) lahendamist. Hende

Uksikasjalikumat kasitlust vt. pohidpikutest [17] ,ptk*111

§2WwWi[3] ,[4] .ptko- 1 88.
1® Eeldame, et vOrrandil (4.4) eksisteerib lahend

Y = y(x) ja lahendugu vdrrand muutuja X suhtes, nii et
x =(Fy*) - (4.6)
Toome sisse parameetri p seose y*=p pohjal. Siis on
(4.6) tottu
* = cf(p).- @7
Kuna teiselt poolt =p ja dy = p ds? saas®

vorrandist (4.7), et

dy =p ¢ (p) dp,
millest

Y = Ipdp(p) dp ¢ C.
Diferentsiaalvorrandi -(W3+) uldlahendiks on nadd para-

meetriliselt esitatud funktsioon
x a cp(p),
Y = j PA"(P) dp ¢ C.
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2* Leida iseseisvalt diferentsiaalvorrandi (4*5) uldla-
hend kvadrataarides. Selleks eelda, et vorrand (4.5) lahen-
dub otsitava y suhtes ja vali parameetriks y* = P*

2. Diferentsiaalvorrandi lahen™aine par«aetrlseerimise
teel. Taitku diferentsiaalvorrand (4.1) piirkonnas G teo-
reemi 12 eeldusi. Diferentsiaalvorrandil (4.1) on sel juhul
iga algtingimuse y(x0) = yQ korral, kus (0,y0»F) £ G ja
P (x0,y0,y") =0, olemas lallend, mida otsime parameetrilisel
kujul. Selleks eeldame, et on leitud muutujate x,y,y* para-

meetriline seos

X = <pU,v),
Ty = Ww.), 4.8
Y *X(u,v)

nii, et muutujate u jav teatud piirkonnas P kehtib sa-
masus

Y (pU,v) L AU, X @W) =0 . (4.9)
Kuna vorrand (4.1) maarab integraalkdvera, ei saa parameet-
rid u Jja v muutuda piirkonnas P vabalt, vaid nende va-
hel valitseb funktsionaalne seos. Selle seose leidmisele
taandubki nuid antud diferentsiaalvorrandi lahendamine. Sus-
teemi (4.8) viimasest seosest saame vOrrandi dy=X(u,v)dx F
mis sUsteemi (4.8) kahte esimest seost arvestades taandub

parameetrite u ja v suhtes diferentsiaalvorrandiks

du + dv =X(tg,v) [ du av] . ((4.10)

Olgu vorrandi (4.10) uldlahendiks
u*Xx (v,0) = 4.11)
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Diforentsiaalvorradi. (4*1) idldlahendiks «x siis

(X - > ¢,0, V) ,

y a (T @0, V) - ¢-12

See, et (4.12) oa diferentsiaalvorrandi (4*1) 1 a hend,
jJareldab vahetult samasusest (4*9) < Selgitada tuleb veel
kusimust selle kohta, kas (4.12) sa diferentsiaalvorrandi
@1) uldlahend . Kusimuse lahendamiseks peame veenr-
duma, et kui (4.11) cn diferentsiaalvorrandi (4.10) uldla-
hend, siis on (4.12) diferentsiaalvorrandi (4*1) uldlahend.

Selleks lahtume diferentsiaalvorrandi Uldlahendi defi-
nitsioonist ja nditame, et suvalise konatandi C sobiva vaar-
tuse korral rahuldab lahend (4.12) aistahes algtingimust
y(x0) * y0, mille puhul (<#,y0,y*) e G ja *(x0,y0,yj)« O .
Kuma ststeemi (4.8) puhul kehtib samasus (4.9), leidub piir-
konnas P védhemalt Uks punkt ( uc,V0) nii, et

xe
*04 (VV>». (“4*13)
yo -*cvV e
Huud on u A Up=V @ Vg vaadeldavad diferentsiaalvorrandi
(4.10) algvéartustena. Kuna (4.11) oli diferentsiaalvdrran-
di (4.10) uldlahend, vastab algvaartustele (UQ,Vv0) niisugu-
ne konstandi C vaartus 0Oo,et uQ =1b (V0,CQ). Susteemide
(4.13), (4.12) ja (4.11) tottu on selge, et CQ on niisugune
konstant, mille puhul lahend (4.12) rahuldab algtingimust
Y(x0) = YO.
Seega saab kirjeldatud meetodil lahendada diferentsiaal-
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vorrandeid (4.1) siis,kui on voimalik teostada vOrrandi pa—
rametriseerimist nii, et vorrand (4.10) oleks lahenduv kvad-
ratuurides. Ent sobiva parametrieeerimise leidmises seisneb-
ki kirjeldatud meetodi raskus.

Alljargnevas tutvume kahe sageli esineva parametriseeri-
mismeetodi erijuhuga.

1°Vdrrand @1 lahendub muutuja
y suhtes, nii et lahendatud kujul taandub ta vorran-
diks

y=*f x.y9 , (4.1%)
Parametriseerimine (4.8) on kdesoleval juhul teostatav

lihtsalt. Nimelt valime parameetriteks u ja v vastavalt x ja

y", nii et
X =X ,
y'= P ¢-15
y = Xp)

Lahendumisel lahtume seosest g\y =p ehk dy =p dx ,
kus parameeter p on vaadeldav argumendi x funktsioonina.
Arvutades sisteemi (4.15) viimasest vOrrandist dy, saame muu-
tujate p ja x suhtes diferentsiaalvorrandi

"5 (x,p) 7>t(x,p)
— — dx ¢ -~

dp = p dx, 4.16)

mille lahendamisel vdivad esineda jargmised juhud.

A. Vorrandi (4.16) lahendamisel leiame Uldlahendi kujul
p = t©(,0). Diferentsiaalvbrrandi (4.14) uldlahendiks on sel
korral y = F (X%, &, O).

B. Vorrandi (4.15) lahendamisel leiame uldlahendi ku -
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Jul x =rj(p,C). Nuid avaldub diferentsiaalvbrrandi (4.14)
uldlahend parameetrilisel kujul

X

~(Pp.0),
iy = fC *(p,C).p)-
2° Voéorrand 4.1) lahendub muutu-

Jja X suhtes, nii et

X =g (YY) 4.17)

Sel korral teostub parametrisatsioon kujul

Y =Y
y* =P (4.18)
X =g .p )-

dy
Lahtudes niidd seosest 3x = P » saame slUsteemi (4.18)

viimase vodrrandi diferentseerimisel diferentsiaalvdrrandi
muutujate y ja p suhtes

4 r "dg(y»P) 2> (Y,P) 1

Y =pL— — dy ¢ — — dpJ * (419)

Kui leitud vorrandi Gldlahend avaldub kujul p = ~(y,C),
on diferentsiaalvorrandi (4.14) uldlahendiks funktsioon
X =9 ¢ ~.0))-

Ent kui vdrrandi (4.19) Uldlahend:ks ony = ~N(pnC),
saame diferentsiaalvorrandi (4.14) uldlahendi parameetrili-

sel kujul:

Jx =9 C O ,p),
ly = ~(P»C) .
Naide 15. VOrrand y’sin y* - x = 0 lahendub lihtsalt
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argumendi X suhtes : x =7%sin 7% .
Parametriseerime antud vOrrandi valemite (4.18) al sel.
Susteemile (4.18) vastab nuud
f7 s7 »
7=P »
X =p sinp,
millest viimase vorrandi diferentseerimisel jouame uue, eral-

duvate muutujatega diferentsiaalvorrandi juurde
d7 =p [sinp ¢ p cos p3 dp-
Saadud vorrandi integreerimisel leiame tema tldlahendi ka-
iul
7:ppsinp0pcosp—einp0C .
Lahtevorrandi tldlahendiks on niisiis

Ix=psinp ,

17 = p2sinp ¢ peosp - sinp ¢ C .

3. Lagrangeli diferentsiaalvOrrand. Tuletise suhtes
lahendamata esimest jarku diferentsiaalvorrandite Uheks téht-
saks klassiks on muutujate x ja 7 suhtes lineaarne dife -
rantsiaalvdrrand

7 =Cp(7*) x & W(7»), 4.20)
kus > ja <p@ on maaratud vahemikus (c,d) . Vorrand
(4.20) kannab Lagrange*l diferentsiaalvorrandi nime. Teoree-
mi 12 pdhjal on lihtsalt kontrollitav (tee seda I), et VOr-
randil on piirkonnas ( -00 0 ) olemas Uhene lahend, kui
funktsioonid (), Y@, 4>"@ ja W () on pidevad
teatud vahemikus (c™Md™) Q (c,d) . Eeldades, et viimane



nbue on tiidetud, lahenda*e vOrrandi (4.20) artikli 2 osas
1° kirjeldatud meetodil. Paraaetriseeriaiet teostavaks suUs-

teemiks (4.15) on k&esoleval juhul slsteem

X =X,
7=P t @.2»
y =@ ¢ WP ,
kuna vorrandiks (4.16) on
p dx = [P ()X /()] dp ec™(p) dx “@22)
ehk
[P -0 (p)] - F@Es: = P'E “4.23

eeldusel, et dp O.

Saadud vorrandis tunneme ara suutuja x suhtes lineaarse
diferentsiaalvorrandi. Jarelikult, iga Integreeruv
Lagrange®* 1 Vv0 r«r and (@*20) taandub
paraaetrisatsiooni (4*21) péhjal funktsiooni
X=X(P) suhtes lina aarseks dif e -
reatsiaalvdrrandiks -

Oletaae, et p -cp(p) /0 ja taandame vOrrandi (4*23)
kujule

Ip = lm c*,24)

leiduse p - @) /6 0 ja funktsioonide Y*()» 4" (p) t
L(p) nittg u/lp) pidevuse tottu on vorrand (4*24) inte-
greeruwv, kui lineaarne diferentsiaalvrrand (vt. teoreea 6).
Artikli 6, 8§ 2 pShjal teaae, et lineaarse diferentsiaalvor-

randi (4.24) udldlahendiks on funktsioon x = CM(p) ¢ 6 (),
kus Ct(p) on vastava hoaogeense vorrandi Uldlahend ja 6 (p)
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on vorrandi (4.24) iifre erilahend.

Seega on Lagrange®i diferentsiaalvorrandi uldlahendiks

funktsioon
X.C*<p) & 6() , to>25)
7=C (e x(@ ¢ukp)Tc@ +LUECE-

Uleminekul vérrandilt (4.22) vérrandile (4.24) eeldasime,
et dp ~ 0 jap -tp(p) AO. Tehtud eeldustel on diferentsi-
aalvorrandi (4.24) kbéik lahendid vorrandi (4.22) lahenditeks.
Veel peab silmas pidama lahendite kaotsimineku vdimalust Ule-
minekul vérrandilt (4.22) vorrandile (4.24). Nii peame ana-
luusima véimalust, kas, juhul kui dp =0 Vvdi p - () =0
vOi viimaste vOrduste Uheaegsel kehtimisel,pole tegemist VOr-
randi (4.22) niisuguse lahendiga, mis ei sisaldu dldlahendis
(4.25).

Juhul kui dp = O peab parameeter p olema konstantne, s.o.
p = K . Kuid vdrrand (4.22) saab niisugusel juhul olla ra-
huldatud vaid siis, kui kK - U>(K) = 0. Diferentsiaalvorrandi
(4.22) lahendiks on niisugusel juhul (ndita seda 1 ) line-
aarne funktsioon

y =cp(k) x oU" (k) = (4.26)

Kui funktsioon (4.26) ei kuulu parve (4.25), on ta jaa-
nud arvestamata. Niisugusel juhul on funktsioon (4.26) di-
ferentsiaalvdrrandi (4.22) singulaarne lahend.

Jaab veel vaadelda juhtu, kus kehtib samasus p - ¢(p)=0,
s.o. tp(p) = p- Niuud kujutab vorrand (4.20) endast Lagrangel

diferentsiaalvdrrandi niisugust erijuhtu

- 94 -



y = yX N yT) , “4.2n)
mis kannab Clairaut® diferentsiaalvdorrandi nimetust. Clairaut*
diferentsiaalvOorrandit uurime jargmises artiklis.

Naide 16. Vaatleme Lagrange*i vOrrandit

Y = x(y»)2 ¢ (yY9)2. (4.28)
Parametriseerides seoste

J - P,
y = xp2+p 2
pdhjal, ning arvestades, et p dx = dy, saame diferentsiaal-~
vorrandi
(@ - p ldx = 2p(x +1) dp . (4.29)

Eeldades, et p(1-p) ~ 0O ja dp 0 saame otsitava X
suhtes lineaarse diferentsiaalvérrandil3

dx 2., _ 2
3p "1-P X - 4=p »

mille Gldlahendiks on

x =C

(1-p)2 " 1

Diferentsiaalvdrrandi (4.28) uldlahendiks on sel juhul

X = C ———i5- - 1 ,
d-p)2

y =C
d -p)2

Peale uldlahendi on vorrandi (4.28) lahenditeks veel

"I kaesoleval Juhul on saadud vorrand ka eralduvate muu-
tujatega diferentsiaalvdrrand.
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funktsioonid y =0 ja 7 *x + 1. Viimased leiane, kui ar-
vestame, et vorrandit (4 .29) rahuldavad veel funktsioonid
p=0 jap31,

4. Clairautf diferentsiaalvorrand ¢ Eespool nagime, et
Clairaut”™ diferentsiaalvorrand (4.27) on Lagrange "i diferent-
siaalvorrandi niisugune erijuht, kus funktsioon Cp(2) = s =
Seega on vOrrand (4.27) integreeruv seal, kus @ ja

(s) on pidevad funktsioonid. Clairaut® diferentsiaalvor-
randi kui Uhe Lagrange™i vorrandi integreerimine toimub ar-
tiklis 3 kirjeldatud meetodiga. Selleks, et paremini tuua
esile Clairaut* diferentsiaalvorrandi omadusi, viime vorran-
di (4.27) integreerimise labi Uksikasjalikult.

Parametriseerides vOrrandit (4.27) seoste

X =X,
y*=P, (4.30)
7 =px + U;(P)

pohjal ja arvestades, et dy = p dx, saame muutujate x jap

suhtes diferentsiaalvorrandi
pdx*pdx+Qx+ d/(p)]dp

ehk
[x +0"(pt dp =0 .

Siit jareldub, et @ dp =0 jab) x+ <*p) =0 .

Kui dp =0, siis onp =C ja (4.30) pohjal nideme, et

7 =Cx + "p©) 4 .3D)

on diferentsiaalvorrandi uUldlahendiks (veendu selles taien-
davalt kontrolli abil). Geomeetriliselt vastab Clairaut”



diferentsiaalvorrandi Uldlahend.ile (4*31) Uheparameetrili-
ne sirgete parv.

Markus 10. Pea meeles, et formaalselt saadakse Clairaut”
diferentsiaalvdrrandi (4*27) uldlahend vorrandist (4.27),kui
selles y* asendada suvalise konstandiga.

Kui @ ei ole konstant ja x LW/(p) =0, siia on
tegelikult teada ilma integreerimiseta muutuja X Seos pa-
raneetriga ja diferentsiaalvOrrandi (4.27) lahendiks on
funktsioon

fx=-" 0@ , “4.32)

&y =- p ¢ <y
(Naita seda funktsiooni asendamisel vorrandisse (4.27) D
Kuna funktsioon (4.32) ei sOltu suvalisest konstandist,ei
ole ta uldlahend, vaid eri- voi singulaarne lahend. Saab
naidata, (vt. nait. [I] , pt. 111 8§ 3) » et lahend (4.32)
ei saa olla erilahend. Nii on (4.32) singulaarne lahend.
Hiljem naitame, et Clairaut™ diferentsiaalvorrandi singu-
laame lahend (4*32) on geomeetriliselt seotud Uldlahendi
(@ 31) sirgetega*

Lopuks vaatleme juhtu, kus c]/(p) on konstant. Olgu
naiteks ¢ (p) = k. Kuid siis peab U4Yp) olema lineaarne
funktsioon, nii et @ =kpeb , kus b on mingi kons-
tant. Niisugusel juhul taandub vorrand (4.27) jargmiseks:

J=VIic+ky" &b
ehk
»wxk) =y -b .

Viimane on aga eralduvate muutujatega diferentsiaal-
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vOrrand ja teda pole métete vaadelda Clairaut* vorrandina.

6 5% ISMIRASED PUNKTID JA SINGULAARSED LAHENDID.

1* Isedrase prk-fgj molata. Yaatleme diferentsiaalvorran-
dit
dy 1 . 6.1
Meid huvitab selle diferentsiaalvorrandi integraalkdve-
rate olemasolu ja kulg (0*0) Umbruses. Selles punktis pole
funktsioon T(x,y) = glj" pidev ning pole seega taidetud
el teoreemi 9 ega tema jarelduste 1,2 ja 3 elldused, mis
garanteeriksid lahendi olemasolu ja Uhesuse. Kuna t e e r e e-
mi 9 jatema jarelduste eel dused on ai
nult piisavad tingimused lahendi
olemasoluks ja Uhesuseks, vOib kusida* kas siiski el eksis-
teeri niisugune integraalkdver, mis labib punkti (0,0)? Ki-
simuse selgitamniseks vaatleme veel vOrrandit
ay = 2 *Y» G*2)
kus otsitavaks funktsiooniks on x = x(y). Yorrnmmdl (G*2)
puhul on teoreemi 9 eeldused punkti (0,0) mistahes Kinnises
Umbruses taidetud* Seega labib punkti (0,0) diferentsiaal-
vorrandi (G*2) ainus niisugune integraalkdver, mille joon-
elemendi tdusunurk y-telje suhtes punktis (0,0) on null, s*e*

Joonelemendi tdusunurk x-telje suhtes on N *Diferentsiaal-
vorrandi (5*1) uldlahendiks on

y2
x aCe . (ES))
millest ndeme, et punkti (0,0) l8bivaks integraalkdveraks
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on joon x = 0, allle tdusunurgaks punktis (0,0) on tdepoolest

Kirjeldatud omadusega punkte on diferentsiaalvorrandil
(G*1) I6pmata palju. Nendeks on punktid koordinaatidega (x,0).
Koiki neid labib ainult Uks integraalkdveratest (6*3)» kus-
Juures joonelemendi tdusunurgaks on kdikides nendes punkti-
des nurk - Ja kdikides nendes punktides pole diferent-
siaalvorrandi (6*1) korral teoreemi 9 eeldused taidetud. Kull
on nad aga téidetud vorrandi (G*2) korral.

Nii on diferentsiaalvirrandi dx = f(x,y) lahendi olemas-
olu ja Uhesuse selgitamisel oluline vaadelda veel vorrandit

ay =M0GY) L kus FAxy) = ooy T

Nild vOime sisse tuua jargmised moisted.
Vaatleme diferentsiaalvirrandit

d
I - Ty G-D

piirkonnas D ja olgu P(xty) selle piirkonna niisugune

seesmine punkt, mille teatud Umbruses on , kas f(x,y) pidev

X suhtes ja — on tdkestatud, vO8i on f-(x.y) *
1 - - b*1LC7> 1.,

X ——"-———pidevy suhtes ja--—— )*X_“— on to~

kestatud.

Tehtud eeldustel 1abib piirkonna D igat seesmist punkti
parajasti Uks diferentsiaalvorrandi (5*4) integraalkdver.
Niisugust punkti nimetame edaspidi diferentsiaalvorrandi
(5-4) harilikuks ehk regulaarseks punktiksl4. Koiki teisi

Analoogiliselt_defineeritakse harilikku ehk regulaar-
set punkti diferentsiaalvorrandi J(x,%'.:y*)_: 0 korral. On
ilmne, et regulaarseks punktiks on punkt, milles on taidetud
teoreemi 12 eeldused 1°,2e ja 3@»



punkte nimetame diferentsiaalvorrandi (5.4) leearasteks punk-
tideks.

Nii on punkt (1,1) diferentsiaalvorrandi

ey W <5-5)

isedarane punkt, sest T(x.y) = Z_% ei ole pidev x suh-
tes punktis (1.,1), samuti nagu F,.(x,y) = ):(—_—1—— ei ole
pidev y suhtes punktis (1,1). Diferentsiaalvorrandi uld -
lahendiks ony =1 ¢« C (x-1) ,

Sellest selgub, et punkti (1,1) labivad diferentsiaalvor-
ragdi(6.5) koik integraalkdverad. Diferentsiaalvorrandi
G5 Punkt 1 (1,1) i sedras us seisnebki selles,
et seda punkti labivad diferentsiaalvorrandi kdik integraal-
kbverad.

Ea funktsioon fT(X,y) = %’\ 1pole pidev x suhtes punk-
-X
tis (,1), sanuti nagu T(X,Y) :;—I— pole pidev y suhtes
punktis (1,1). Nii on punkt (1,1) ka diferentsiaalvdrrandi

dy y4
Tax X G-8)

isedrane punkt* Difetentsiaalvorrandi (5*6) isearasuseks punk-
tis (1,1) on see, et punkti (,1l) labivad ainult triviaalsed
lahendid, s.o# y =1 ( jJa x al), kuna Ukski teine integraal-
kbveratest

7 -1=T=x
ei 1abi seda punkti. (Vordle diferentsiaalvirrandite (G6*5)
ja (76) integraalkdverate kulgu punkti (,1) Umbruses vas-
tavatel graafikutell)

2.lIsedraste punktide klassifikatsioon. Eelmises artiklis
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négime, et diferentsiaalvorrandite! esineb ise-
draeeid punkte erineva isedrasu-
sega* Isedraete punktide Poincare poolt sisse toodud
klassifikatsioon haarab diferentsiaalvOrrandeid, mis on esi-
tatavad kujul
i = G*D
kus / 0 (milleks on tehtud eeldus vajalik?)* Te-
gelikult kehtib sama klassifikatsioon palju laiema diferentsi-
aalvorrandite klassi kohta, mida naitasid Perron, Poincare,
Bendicson jt* (Lahemalt selle kohta vt* Cl] ptk* 11 § 2 p*3)#
Vorrandi (5«7) isearé&seks punktiks on punkt (0,0) (miks?),
kuid diferentsiaalvOrrandi isearasuse iseloom selles punktis
oleneb kordajatest <, [i ,-y ja S*
Osutub, et vaadeldava vBrrandi puhul on vdimalikud neli
erinevat isearasuse juhtu* TOestuse esitame kahes etapis*
1® Naitame, et diferentsiaalvorrand (6*7) teiseneb line-
aarteisendusega
(**=111 4 . G>8)
Lj * *21"™ & *224 =
kas vorrandiks

™ =E ™" * G*9)
VvOrrandiks
aa = _i. ¢s.U., G .10)
d£ K
VvOi vorrandiks
2-H— = s 5*11
d k] - = G1D

kui sobivalt valida lineaarteisenduse (b*8) kordajad au <
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*12» *21 ®@22*

2* Selgitame, et vorrandite (6*9) ,(5»0) da (6*11)
korral on punktis (0,0) voimalikud neli erinevat isedrasuse
Juhtu, mis mdaravad ka ainuvOimalikud neli isearasuse juhtu
vorrandile (6.7) punktis (0,0). Siinjuures on oluline meenu-
tada, et lineaarteisendus (G*8) 1) jatab punkti (0,0) paiga—
le, 2) teisendab sirged sirgeteks, 3) paralleelid parallee-
lideks ja 4) vordelised 18igud sirgel vordlisteks. Lineaar-
teisenduse korral voib kill muutuda nurk koordinaattelgede
vahel ja maastaap, kuid mistahes kujund teiseneb iseendaga
sarnaseks kujundiks.

le Teostame vorrandis (6*7) muutujate asenduse valemi-
te G*8) pohjal, mille kordajad a”, a2» a2i 3a "2 3ataae
esialgu mdaramata. Arvutades dy ja dx lelane, et

oL
dy * &2
=»11 ¢ if — ’

millest avaldame

(5112)
d~» 12 zx ¢ 22

Asendades siia —g—i— vorrandist (6*7) ja teisendades, leiane

d4 a2l +Sy) “ all(ot py)
<U «N(otx “u«NPArYy)*F

Lahtudes soovist taandada diferentsiaalvorrand (6.7) ku-
jule G*9) nduame, et
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(G"8) pohjal ning saame samasuse

a2"C tx +Sy) - a”“Cotx ¢ y)
al2(cx ¢ @) - X +&y) G-14)

m@1Lly- a2l x)

B - -—— -

n@22 1™ *1275

/AN

millest leiame jargmised sisteemid kordajate an, a*2 » &l

Jaa” madramiseksl

all * « @21 =0 t
a” (( @em - a21& =0 G-15
al2 -Sgg (Uen)=0,

(5.16)

a2 (Pen -a~sS x0 .

Kuna meid huvitab teisendus (5*8) nullist erineva deter-
minandiga ( milleks on see vajalik?) huvitavad meid siUstee-
mide (6*15) Ja (5*16) mittetriviaalssd lahendid* Viimased
eksisteerivad, kui susteemide (G*15) ja (5*16) determinandid
on nullid, jarelikult siis, kui m jan rahuldavad vbrran-
dit

(Fep)(T epH)m- <SS =0

F2e((*¢*)[*¢ (IbT -o0l8) =0 . G.17)
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Eelduste kohaselt on otS—jirj O ning vorrandi (G«17)
lahendite suhtes vOivad esineda jargmised juhud«

1. Vorrandi (5M7) juured j4ja ju* on erinevad ja re-
aalsed. Valides eel korral m ja je=n , leiane, et
susteemide (G *15) ja GV 6) lahenditeks on )

=- ( | a2i=c (G*18)
3a
al2 s & » az22=c *

kus ¢ 0 on suvaline konstant.
Kontrollides selgub, et lineaartelsenduse (6*8) deter-
minant
n=~ ({4 pano,
Ja seega vorrand (6*7) teisendatud kujule (6»9)« Sealjuures
on valemites (5M8) eeldatud, etot/ 0. Juhtu oL= 0 vaatle-

me hiljem.
2. Vorrandi (5.17) juured on komplekssed : p ¢ iq
ja p - ig , kus g A0. Ka sel korral eeldusel , et
oLjtO0,on 4/ 0. Valides m = jan?* ndeme, et antud

Juhul taandub diferentsiaalvorrand (5*7) komplekssete kor-

dajatega diferentsiaalvdrrandiks

SF= f e

Ent leitud vOrrand teiseneb asendusega



vorrandiks (G*11) muutujate u ja Y suhtes. Naita seda iseseis-
valt ja pane tdhele, et juhul p =0 on k =0 , kuna juhul
p/ 0onkak/ O«

3* Vorrandi (6*17) juured Uhtivad, s.o. p4= p2. Sami
ajal vaatleme jéalle juhtu, kus oc/ o . Sel korral onm = n
ja susteemid (6*15) ning (6*16) Uhtivad. Jarelikult on sis-
teemide (G*15) ja (5«16) lahendid kas vdrdsed, voi vordeli-
sed ning lineaarteisendus (G *8) kbdunud, sest selle determi-
nant J1 = 0. Seega juhul, kui vorrandi (6*17) juured Uhti-
vad, ei saa lineaarteisenduse (5*8) kordajaid nii maarata ,
et diferentSiaalvorrand (G»7) teiseneks vorrandiks (G »9)«Kuid
vaadeldaval juhul saab lineaartexsenduee (5*8) kordajad nii
maarata, et diferentsiaalvorrand (G *7) teiseneb vorrandiks
G»10) .Selleks avaldame A:S koordinaatidee X,y va-
lemite G*8) pohjal (eeldame, et /1 = 0).Arvestades veel
vordust (b*13), saame samasuse

a21(Tix ¢ Sy) - all (ocx +(by)
al2(otx ¢ () - agg ( tr* ¢Sy)
a22x ” *127 * k C-a2Ix"LLy)

k (*22*
millest leiame jargmised sisteemidkordajate a”~, a2, ap® da

az?2 maaramiseks
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j al"10** a2n ¢ K - — &22»
] ( ) (5.20)
lall Cp + K) - a21S = ay2 =

Meid. huvitab sisteemi (5*19) mittetriviaalne lahend* Sel-
leks nduame, et k rahuldaks voérrandit (5*17)» sest siia on
stusteemi (5»19) determinant null ja susteemil mittetriviaal-
ne lahend. Kuna vaatlusel on juht, kus 2= P ealj
Vieta valemite pdhjal Kk -—— . Seda arvestades lahen-

dame susteemid (5.19) ja (5*20) ning leiame, et a22 = ci

on suvalised konstandid. (Veendu enne sisteemi (5*20) lahen-
damist, et astaku tingimus on rahuldatud.) Kuid niisugusel
Jjuhul on lineaarteisenduse (5»8) determinant [ A O (veendu
sellesi) ning diferentsiaalvSrrand (56*7) teisendatav vdrran-
diks (G*"10).
4. Vaadeldud juhtudel 1,2 ja 3 eeldasime, et &A 0.

Kui ol = 0, voime uldisust kitsendamata eeldada, et 570,

sest vastasel korral ongi tegemist vdrrandiga (5*9)» Ent kui

B =0 ja S AO, vastab vérrandile (5*17) vérrand

(5.21)
mille puhul on kas PAT v&i =T * Viimasel juhul vaat-
leme diferentsiaalvorrandit (6*7) kujul

Kui (&=0, &A 0), on vérrandi (5.21) juurteks

- p ja -"S ning diferentsiaalvorrand (6*7) teisendatav
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lineaarteisendusega (6*8) vérrandiks (56»9)- Lineaarteisendu-
se (5*8) kordajad on madratud sisteemidega (5.15) Jja (5*16)»
kus ot = 0.

Seega on llesanne 1° taidetud*

2° Naitame, et punkt (0,0) on isearaseks punktiks dife-
rentsiaalvorranditele (6*9)» (5M0) ja ( Isearaseks
punktiks v8ib olla kas s6lmpunkt, tsenter* fookus v&i sadul-
punkt » Viimaseid defineeritakse jargmiselt.

Diferentsiaalvdrrandi isedrast punkti nimetatakse

1)s6Impunktiks, kui isearast punkti labivatel integraal-
kdoveratel on selles punktis kindel puutuja, (vt. joon* 16a
jaal) }

2) tsentriks, kui seda punkti Umbritsevad kinnised inte-
graalkéverad (vt. joon.l7b ja b™);

3) fookuseks, kui integraalkdverateks on spiraalid ,mis
asumptootiliselt lahenevad isedrasel* punktile (vt, joon.18),
4) sadulpunktiks, kui integraalkdveratest ainult kaks

labivad isedrast punkti kindla puutuja sihiga temas, kuna

tlejaéanud teda ei labi (vt. joon, 19d ja cl).

Joon. 16.
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-

Joon* 17»

Joon* 19*
Selleks, et 6eldus veenduda, lahendame vorrandid (5*9)»
(5.10) ja (5.11).
1le Vorrandi (5.9) puhul on vdimalikud jargmised erijuhud
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1. Olgum =n . Punkt (0,0) on sel korral virrandi

_2_ :_3]: G 22)

isearaseks punktiks. Isedrasuse selgitamiseks lahendame dife-
rentsiaalvorrandi ja leiame, et onN (vbi A= 0”)on tema
uldlahendiks. Isedrast punkti (0,0) l&hivad vdrrandi (56*22)
kdik integraalkdverad kindla puutuja tdusuga C »Seega on
punkt (0,0) solmpunkt (vt. joon. 16a).

B. Olgum A n ning sign (mn)>0 . Siis on punkt (0,0)

vorrandi

=K , (5*2?)
ds S
kus Kk = j >0, isedrane p nkt nine: ka seekord s6lImpunkt,

sest vorrandi (5*25) uldlahendiks on

4= G\W\" ( voi v (5*24)

Punkti (0,0) labivad kdik integraalkdverad kindla puutu-
ja tdusunurgaga 0 , kui k>1 ja puutuja tOusunurgaga ", kui
O<k<1l e Brandiks on juhul k>1 “integraalkdver” x =0
ja juhul O<k<1 *T"integraalkdver” y = 0* (Joonista iseseis-
valt integraalkdverad parvest (5*24) juhtudel k >1 ja
0 <k<1 ).

C. olgum Fn ja sign( m n) > 0. Siis on punkt (0,0)

vorrandi

" - _ ) S
qoA T Ikl //\o—t (5*25)

kus k = S Fsadulpunkt, sest diferentsiaalvorrandi (5*25)

uldlahendiks on
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o . (5.26)
Saadud parve (5*26) kdveratest labivad punkti (0>0) ai-
nult sirged =06 Ja =0 , kuna teised integraalkdverad
punkti (0,0) ei labi (Vt. joon, 19«M).
2. "randi (56»10) isedrasuse selgitamiseks punktis (O,

taandame vaadeldava vorrandi kujule

- T r=* Ge2n)

(mis tuupi vorrand on (56*27)?) ja leiame uldlahend
=C£ 1 £ Inlte (5-28)

Siit selgub, et integraalkdverateks on O-punkti suhtes
simmeetrilised kdéverad (miks?), millel on punktis £ =0
kérvaldatav katkevus, sest Ilim 94 a 0O (ndita seda 1).Seega

on integraalkdverate

(0 + I finI$  kui 0i
i G229
(€ Jkui £=0

puutujate piirseisuks punktile (0,0) lahenemisel sirge " =0,

sest

lim = lim (InIM + 1) = too
vastavalt sellele, kas k<0 vOi k>0 <« Nii labivad kdik
integraalkdverad (56*29) punkti (0,0) kindla puutuja sihiga

ning punkt (0,0) on sdlmpunkt. Joonisel 20 on kujutatud par*

ve (5*29) kdverate kulg isedrase punkti Umbruses.
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3. Vorrandi (5*11) puhul on voi-
malikud kalts juhtu.
A. Kui K = 0, on diferentsiaal-

£ vdrrandi

oL =--1-
dl 4
isedrane punkt (0,0) tsenter, sest
5 0
integraalkdverateks ~ =C

on punkti (0,0) kontsentriliselt Umbritsevad ringjooned (vt.
joon. 17 b)

B. Juhul kui k A 0, vaatleme vérrandit (511) polaarkoor-

dinaatides. Selleks arvutame

dE£= d9* co3u) - 9sint™ dcf

Ja
ar*= d™> < sinep* 9 cos™) dch
valemitest
£=9cos 1p ,
\ =$sin >

ning leiame, et vorrand (5W1) teiseneb vorrandiks

af “ k? *
Viimase integraalkdverateks on logaritmilised spiraalid
vorrandiga
?2=Ce \ G 30)

Kuna 1imQ=0 . kui k<0 , ja samuti 1im O =0 ,kui
(i)*o0Y
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kK> 0, on punkt (0,0) fookuseta, sest spiraalid (G*30) lahe-
nevad asumptootiliselt O-punktile (vt* joon*18).

Artikli 2 punkte 1* ja 2* resUmeerides jareldamei

Diferentsiaalvorrandi (G*7)» e*o. vorrandi

OLX ¢ B J
*L =

dx TTX+"Ty*"
isedrast punkti iseloomustavaks vOrrandiks on vorrand (G*17),

mida on sobiv kasutada kujul

T e S 6.2
= 0. =
o P-
Viimast nimetataksegi isedraste punktide karakteristlikuks

vOrrandiks. Eespool teostatud analiusi pb6hjal jduame jarg-

mise reeglini; Sui karakteristliku vérrandi (5»31) juured

on
1) reaalsed ja sama margiga, on punkt (0,0) -s6lImpunkt;
2) reaalsed ja erinevate markidega, on punkt (0,0) -
sadulpunkt;
3) puhtimaginaarsed, on punkt (0,0) - tsenter;
4) k-mplekssed, nullist erineva reaalosaga, on punkt
(0,0) - fookus.
Vaatleme 10puks veel paari naidet.
1 t X7 2
~4x - 5Y
Koostame karakteristliku vorrandi
mille juured jap2=1 on reaalsed ja erinevate
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markidega. Seega on meil punktis (0,0) tegemist sadulpunkti-
.

ax = 'x -y
Koostame karakteristliku vorrandi

=0, 8.0. ju 4-1=0,

mille juured on imaginaarsed ati.
Seega on punkt (0,0) vaadeldava vorrandi tsentriks.
(Lahenda vorrand ja veendu, et tldlahendiks on kontsentrili-

sed ellipsid vorrandiga

2x2 - 2 xy ¢y2=C .)

3. Diferentsiaalvorrandi singulaarne lahend. Vaatleme
diferentsiaalvorrandit
3
y" =V Yy =x &1 . G632

Antud juhul on sirge vy = x kdik punktid selle virran-

di isearased punktid, sest nii

"X, Y) 1
Ny 38/ (Y- *
kui ka n
'd LA 1

~Tx ' 5 < y *1)2
pole tokestatud sj.rge y = X punktide Umbruses.
Seega esineb diferentsiaalvOrrandeid, mille is ear a-

sed punktid moodustavad joone.
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Seoses sellega nimetame edaspidi diferentsiaalvorrandi

y’? = f(x,y) (ka F (X,y,y") = 0) Isedraseks _jooneks joont, mis
on moodustatud antud diferentsiaalvldrrandi isedrastest punk-

tidest. Sirge y = x on niisiis diferentsiaalvorrandi (56»32)

isedrane joon.

Vorrandi (5*32) korral on isedrane joon y = X uhtlasi
ka vérrandi lahendiks. (Veendu selles asenduse teel I) Uld-
Jjuhul el tarvitse mistahes isedrane joon olla diferentsi-
aalvorrandi lahendiks. Ent, kui diferentsiaalvorrandl iseéra-
ne joon osutub sama vorrandi lahendiks, nimetame teda dife-
rentsiaalvlrrandi isedraseks ehk singulaarseks lahendiks.

Vorrandi (5»32) uldlahendiks on integraalkdverate

27 (y-x)* = 8 (x40)3
parv. Selle parve igal kdveral on sirgega y = x Uuks iihinp

punkt, sest sisteemil

on ks lahend x = - C 1iga C korral. Nii on kéveral

27 (Y-x)2 = 8 (x-x0)5, (.33)
kuc C = -xQ ,Uhiseks punktiks sirgega y = X punkt (x0O»x0)*

Kéver (56*33) ja sirge y = x puutuvad nende Uhises punktis

(x0,x0), sest

(Veendu selles iseseisvalt ! )
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Seega puutub joon y = x igas oma punktis Uht parve ko-

veraist, ilma et tal oleks selle kdveraga Uhist kaat. Nii-

sugust joont nimetatakse kdveraparve méhis.jooneks.15

Antud naite varal veendusime, et diferentsiaalvorrandi
integraalkdverate parve mahisjoon osutus diferentsiaalvor-
randi singulaarseks lahendiks.

Kas voime ka uldiselt vaita, et integraalkdverate par-
ve mahisjoon on vastava diferentsiaalvorrandi singulaarne
lahend? Naitame, et vastus kiUsimusele on jaatav.

Olgu joon 1 vdrrandiga
<f (x,y) =0 (5.34)
diferentsiaalvérrandi
F(x,y,y")=0 (5.35)
integraalkdverate parve
p(x,y,c)=0 (5.36)
mahisjoon (vt. joon.21).
Mahisjoone 1 ja integraal-

kdvera

h(x,y,C) =0 (G*37)
thises punktis M (x,y) on 1 1) rahuldatud nii voérrand (5«34),
kui ka (5.37);
2) neil Uhine puutuja k , mille tdusunurga tangensiks on
N B (Y.0
iI=TX
No~(*,Y.C)

>y

N vt. [7] 1k.37.
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Seega on joontel (6*34) ja (5*37) punktis M uhine
jJoonelement (X,y,y*). Kuna integraalkdverate (56»36) mistahes
Joonelered.id rahuldavad diferentsiaalvorrandit (5*35)» fdie

rahuldavad diferentsiaalvérrandit (5<«35) ka mdhisjoone suva-
lise punkti joonelemendid. Seega on ka méhisjoon (5,34) dife-
rentsiaalvorrandi (6 .35) lahend.

Kas mahisjoon on singulaarne lahend?

Vastavalt singulaarse lahendi definitsioonile on inte-
graalkdverate parve mahisjoon diferentsiaalvorrandl singu-
laarne lahend, sest nahlsjoone iga punkti 1abib vahemalt
kaks erinevat integraalkdverat samas sihis. Nii on mahls-
jJoone iga punkt diferentsiaalvorrandi isedrane punkt ja see-

ga odhisjoon ise isedrane joon.

4. Singulaarse lahendi leidmine Uldlahendi abil. Cdis-
kriminantkdver. Eelnevas négime, et integraalkdverate parve
mahisjoon on vastava diferentsiaalvorrandi singulaarne la-
hend. Seega tuleb singulaarse lahendi leidmiseks 1) leida
diferentsiaalvorrandi Uldlahend ja 2) leida saadud integraal-
kdverate parve mdhisjoon.

Teise punkti realiseerimiseks tuletame kdveraparve (G *36)
mahisjoone vorrandi. Olgu piirkonnas J maaratud parve
(G*36) mahisjooneks joon 1 vdrrandiga

* y=y & . (G-39)
lgale xej vastab joonel 1 punkt M(X,y), milles

toimub méhisjoone puutumine parve (56*36) iUhe joonega. Parve
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(5*56) koverateet l&bib punkti M Uks kdver, oie olgu madra-
tud konstandiga C <« Nii vastab igale xcJ Kkindel konstandi
C vaartus C < Seega on parve (6*36) vorrandis esinev kons-
tant vaadeldav funktsioonina C = C(X), kus x G J. Punktis x
on seega Uheaegselt rahuldatud nii vorrand G*58), s.o* y »
*Y(*®)» kui ka (6*56) ,s.o0.

o(X, y0), CO) *o . (5-39)
Kuna M(X,y(xX)) oli mahisjoone Uks suvaline punkt, peab
vordus (56*39) kehtima samaselt iga xeJ korral* Kuid siis
on vorrand
d(x,y 9, CCQ) =0 (6*40)
vaadeldav mdhisjoone vorrandina, kui eeldada, et funktsioon
C0OO on tuntud funktsioon. Et (6*40) kehtib samaselt piir-
konnas J , peab mahisjoone puhul kehtima samaselt ka vor-

dus
v* "w-I *& ¢ =o. c C5.-1)

Mahisjoone 1 iga punkt kui punkt kdveraparve (56*36) tea-
tud kdveralt peab teiselt poolt rahuldama vordust

*TYy" y* =0 * 542)
mida rahuldavad kdveraparve (5>36) iga kbvera kdik punktid.
Samasuse (5*42) tottu taandub vOrdus (5%41) kujule

eest C°(X) A O koikjal piirkonnas J (miks?)« Seega rahulda-

vad mdhisjoone 1 kdik punktid nii- slisteemi



®(x,y,C(x) = O, 5.43)

1t8tifxZ+clzIK o .
~ac

kui ka vOrrandit

cl/(x,y) =0, G-44)
mis on saadud susteemist (5*45) tundmatu funktsiooni C(X)
elimineerimisel.

Vorrandiga (5.44) maaratud kdéverat nimetatakse tavali-
selt diferentsiaalvorrandi (6*35) C-diskriminantkdveraks ja
mitte kdveraparve mahisjooneks. Pdhjuseks on asjaolu, et sis-
teem (5.43), seega ka vorrand (56*44) vdib peale integraalkd-
verate parve mahisjoone esitada veel kdveraparve (5*36) nii-
sugust isedrast joont, mis pole antud kdveraparve mahisjoo-
neks, vaid jooneks, mis kujutab endast kdveraparve isedraste
punktide geomeetrilist kohta.

Asugu koveraparve (5*36) igal kbveral isedrane punkt ,s.o.

punkt M(x,y), mille koordinaadid rahuldavad sisteemi

(5.45)

Kujutagu punktide M(x,y) hulk sealjuures joont s. Joone
s iga punkt olgu parve (6«36) Uhe joone isearane punkt, il-
ma et kdveral s oleks parve Uhegi joonega Uhist kaart (Vt.
joon. 22).

Nagu méhis joone vorrandi leidmisel, nii vOib ka siin jouw
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da selgusele, et vorran-

dit (5.40) voib vaadel-
da isedrase joone vdrran-
dina, kus funktsioon
C(xX) on tundmatu funktsi-
oon. lIsedrase joone s
igas punktis on seega
peale samasuse (5.40)

rahuldatud veel samasus
* o y ’+

may

"aF(X,y(x),CCD)
W - A m - .2*Cf (=0,

mis (5*4-5) tottu taandub samasuseks

. c*x) =o
bC

ja C"() A0 tdttu samasuseks

bF &y 9.C)) .
bc

Nii rahuldavad joone s punktid tdepoolest siUsteemi

- o

(5*43) vorrandeid ja seega ka vorrandit (56.44-)

DiferentsiaalvOrrandi singulaarse lahendi leidmisel tu-
leb seeparast kontrollida, kas piki diskrinantkdverat
(5*44) on rahuldatud sisteem (5«45) voi ei. Esimesel juhul
>kujutab vorrand (5.44) endast isearast joont, teisel juhul -
singulaarset lahendit.

Naide 17. Leida vorrandi
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a2 - 2yy" ¢x =0
singulaarne lahend.
Lahendades vOrrandi y suhtes ja parametriseerides seda

eeskirja
X=X ,

yx * px

pohjal saame diferentsiaalvorrandi
(P-r)dx=x( N dp»
* P

mille integreerimisel leiame ldhtevorrandi Uldlahendiks

xX2=20¢-2) . (5.46)

C—diskriminantkdvera leidmiseks koostame siisteemi

2Cy -02 -x2 =0,
2y-2C=0,

millest C elimineerimisel saame y2 - x2 =0 < Saadud vor-
rand laguneb kahe sirge y = x jJay = - x virrandiks. Nende
sirgete suhtes putame joéuda selgusele, kas nad on kdvera-
parve (56*46) mahisjoonteks vOi iseadraste punktide geomeet-
riliseks kohaks.

Selleks koostame suUsteemi (5*45)»a.o.

-2x =0,

2C = 0OFf
millest jareldub, et kbveratel (5%46) isedraseid punkte

pole. Seega on sirged y = x jay = - x integraalkdverate
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(5.46) mahisjoonteks. Antud naite puhul,kus integraalkovera-
teks on paraboolid, on niigi selge, et integraalkbveratel
pole isedraseid punkte. Geomeetriliselt vastab antud naitele

joonis 23.

Markus 11. Meil on esitatud Uks meetod diferentsiaal-
vorrandi (6»35) singulaarse lahendi leidmiseks. See meetod
toob C- diskriminantkdvera mféiste juurde. Saab n&idata (vt.
[L]pt. 11l § 4), et singulaarset lahendit v8ib esitada ka
nn. p-diskrimantkdvera vorrand

&y =0,

mis saadakse susteemist

Y y.p) =0 .

-2L =0
«P

parameetri p = y* elimineerimisel.
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1. KORGEMAT JARKU DIFERENTSI -
AALVOERAHDID.

§ 1. POHIMOISTED.
Harlik n-jarku diferentBlaaltsSrrand on esitatav kujul

P (7.7 .. 7(M = OF 0-D

kus funktsiooni F (Xty,y*, ..., y™ab naaramispiirkonnaks
on (n*2)-mdotmelise ruuni X y y* ... y™n” piirkond H. Kui
vorrand (1*1) lahendub Uheselt otsitava funktsiooni y”“n” suh-

tes, on vorrand (1.1) samavaadrne diferentsiaalvOrrandiga

y * f Xyty*, .. , y(@'l)), 0.2)
kus ¥ CK,Y,¥y", ---, olgu maaratud (nt+l)-méotmelis#
ruuni X y y* ... y(lwl) piirkonnas D.

Vaadeldes teist jarku vorrandit

7' n T (X.7»7F), -3
kus funktsioon f (X,y,y")

on madratud ruumi X y y*

piirkonnas G (vt. joon.

24), ja radkides vorran-

di (1.3) lahendist

y = b (X), eeldame edas-

pidi alati, et punkt
Joon. 24. p A><x>> 4>4Xx)> e s.
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Analoogiliselt sellega eeldame, et vorrandi (&;’213 lahen-
aiga y=li/(x) maaratud punkt QO,<I/(),<N"(X),.- HL"  (X))€D

Mistahes n-jarku diferentsiaalvirrandis (1*2) on otsita-
vaks Uhe muutuja funktsioon 7 = y(X). Kuna igale Uhe muutu-
ja funktsioonile vastab graafiliselt tasandiline kdver,siis
vastab mistahes n-jérku diferentsiaalvorrandi lahendile nii-
sugune kéver vbrrandiga y = y(X), mida médrav funktsioon
y() rahuldab diferentsiaalvorrandit (1*2) voi (1.1). Kbéve-
rat y = y(X) nimetatakse diferentsiaalvérrandi (1.2) vOi
(*1) integraalkdverakse

1* AlgtingLmused _ja algtinglmustega llesanne .Esimest

jarku diferentsiaalvorrandi

y" = f(xy) a.49
korral, kus f(x,y) on méaratud piirkonnas K, tuli algtingi-

musega Ulesandes vastavalt algtingimusele

Y (x0) * Y0 @.5
leida diferentsiaalvorrandi (1.4) niisugune lahend y = (X),
mis rahuldaks algtingimust (1 5)*
Olgu vaatlemisel teist jarku diferentsiaalvorrand (1*3).
Algtingimustega uUlesannet ehk Cauchy Ulesannet definee-
ritakse siin jargmiselt.

Leida diferentsiaalvorrandi (1.3) niisugune lahend

y sp() ,
mis rahuldab piirkonnas G tingimusi

y(*0) = yo» Y"Cxo) = 7*oe
(6l
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Tinglavael (1.5) kannavad algtingimuste ehk dlir~
tingimuste nimetust.

Geomeetriliselt vastab siin Cauchy Ulesandele difei ai-
aalvorrandi (1 3) niisuguse integraalkbveray = CX) leid-
mine, mis ldbiks punkti (*0»Y0) tSusuga y£ (vt. joon.25), kus

(x0.,y0,y"0) G G.
Vorrandit

y' ey - =0 .6
naiteks rahuldavad koik funkt-
sioonid

y = InIx\+C2,@.7)

kus C- ja CO on suvalised
konstandid (naita sedal).
Kui otsime niisugust lahendit, mis rahuldaks algtinglmusi

Joon.25*

71 =0, y() =1, a8
tuleb selle leidmiseks vOrrandiga (1.7) antud integraalkdve-
ratest valja eraldada see, mis labib punkti (,0) puutuja
tousuga y* (1) 3 1. St niisugust lahendit leida, mdarame la-
hendis (1.7) konstandid C* ja C2 vastavalt algtingimustele.
Arvutades saame, et G2 = 0 ja, kuna 7* = N L, siis Cl =1,

Algtingimusi (1.8) rahuldavaks lahendiks on seega

y=1In|x1I. a9
Uldjuhul mbistetakse vorrandi (1.2) puhul algtingimustega
ehk Cauchy tlesande all jargmist ulesannet.
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Leida diferentsiaalvdorrandi (1*2) niisugune lahend

Yy =P , mis piirkonnas D rahuldab tingimusi

yE0)=Y01 y" (X0)=y", ..., y™n“1)Cx0)= yo(n_1). @ .10

Tingimused (1«10) kannavad n-._jarku diferentsiaalvorrandi
algtingimuste nimetust ehk Cauchy a3.gtingimuste nimetust.

2. n-_jarku diferentsiaalvorrandi Uld- _ja erilahend._Esi-
mest jarku diferentsiaalvorrandi (1.4) uldlahend (vt, ptk.l
8§ 1 art. 5) oli Uhest suvaliseat konstandist sdltuv niisu-
gune lahend y = U>(X,C), mis sobival kcnstandi C  valikul
rahuldas algtingimust (1<) mistihes (X ,yQ) € E korral.

Teist jarku diferentiiaalvdrrandi (1*6) puhul nagime, et
seda rahuldas kaheparamaetriline adveraparv (1»7)* Sealjuures
on kdveraparv (1*7) niisugune, et mistahes (x0»0,yE) korral
piirkonnast, kus x / 0 , on konstandid C* ja C2 maaratud
Uheselt (naita seda vastava siUsteemi lahendamise teel I).
Olgu lahendite parve (1.7) puhul voimalik naidata, et
teist jarku diferentsiaalvdr-=*
andi (@.3) kahest suvalisest kons -
tandist c ja C2 s6ltuv lahend
y=<fXC,C2) on nildlsugune, mis sobi-
val konstantide ¢~ ja €2 valikul
rahuldab algtingimusi (@.5) mis-
tahes (Q.,Y0»7q) korral piirkonnast G. Analoogia p&h-
jal esimest jarku vorrandiga nimetatakse lahendit
y = cp(x, C», Cg) diferentsiaalvérrandi (173) tldlahen-

diks.
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Uldjuhul mbistetakse diferentsiaalvorrandl (1*2) uld-

lahendi all jargmist.
Diferentsiaalvodorrandi @»2) uld-
lahendiks nimetatakse niisugust
n suvalisest konstandist sol tu-
vat lahendit y =1, ®n), mis so-
bival konstantide CNA»C2 ,*=* »0@n
valikul rahuldab algtingimusi
(1 .10) 1i1ga (xb,jo,Y;,-.* Yonm“1l)) G D korra],
kus D on funktsiooni f(X,y,y*,.. ., YNTI“1b pidevuse piir-
kond. Lahendid, mis saadakse iild-
lahendist konstantide CJ.,.2..., Cn

fikseeritud vaartuste korral
kannavad erilahendite nimetus ¢t
n-jarku diferentsiaalvorrandi lahendamisel joutakse sa-

geli vOrrandini
® X,y,ClU,..., Cn) =0, (1-.11)

mis maarab diferentsiaalvorrandi lahendi y =U>X,CM, ... ,00)
ilmutamata kujul. Sel korral Oeldakse, etvdrrand
@.11) maarab diferentsiaalvdrran-
di lahendi ehk (@1l1)on diferents i-
aalvorrandi dldintegraal.

Markus 12 .0lgu margitud, et n-jarku (n>1) diferentsi-
aalvbrrandi erilahendi leidmisel antakse sageli lisatingi-
mused (1.10) ette teisel kujul. (Kui palju neid peab olema,

et erilahend oleks maaratav ?)
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Kui naiteks diferentsiaalvorrandi (1*6) puhul nduda, et
otsitav integraalkbver labiks kahte punkti — P(1,0) ja
Q(-€e2,2) (leida uldlahendist (1*7) vastav kdverl), siis raa-
gitakse ralatinftinustega diferentsiaalvorrandi lahendamise
Ulesandest ehk raiaiillesandest .Uksikasjalikumalt vaadel-
dakse rajaililesannet kaesoleva peatiki 8§4.

Naide 1. Naitane, et funktsioon y = ax2 ¢ bx ¢ c , kus
a,b ja ¢ on suvalised konstandid, on diferentsiaalvOrrandi
7" =0 uldlahendiks. Selleks, vaetavalt Uldlahendi defi-
nitsioonile tdestane, et

1) 7 =ax2 ¢ bx ¢ ¢ rahuldab antud vorrandit suvaliste
a,b ja c korral;

2) konstandid a,b ja ¢ on Uheselt mdaratavad vaetavalt
algtingimustele 70xQ) =70, 7"(0) =7 jay*(x0) B T£ ,
suvaliste x0,7Q,7» ja 7J korral.

Esimene véaide on ilmselt &ige, sest suvaliste a,b ja c
punul on 7% s O = Teine valde jareldub sellest, et konstan-
dida,b jJac on jasealjuures Uheselt mé&aa-
ratud siUsteemiga

9=
«0 +bxo *c =YO»
\2axQeb=7] t

2a=72 .
(Naita, et antud siUsteemil on suvaliste xQ»70t70

korral parajasti Uks lahend I).
3. n—_jérku diferentsiaalvdrrandi lahendi olemasolu teo-
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reem. Vaatleme teist jarku diferentsiaalvorrandit C"*5) e
Teostades vorrandis (1.3) muutujate asenduse y* = z 3a
z” = y", jbuame kahe otsitava funktsiooni y(x) Jja z(xX) suh-

tes jargmise diferentsiaalvorrandite silsteemini

t (1.12)
x = f(X,y,2),

mida nimetame vOrrandile (1 .3) vastavaks diferentsiaalvOrran-
dite slUsteemiks«

SUsteemis (1.12) on 1) kaks (uUldiselt n) otsitavat funkt-
siooni ja kaks (uldiselt n) vorrandit, 2) vorrandid lahenda-
tud otsitavate funktsioonide tuletiste suhtes ja 3) otsita-
vate funktsioonide kdrgeimat jarku tuletisteks - esimesed tu-
letised. Niisugust sisteemi, mis rahuldab kolme loetletud
tingimust, nimetatakse Cauchy normaalkujul esitatud dife-
rentsiaalvirrandite siusteemiks.

On arusaadav, et diferentsiaalvorrandi (1*3) iga lahend
rahuldab slsteemi (1.12). Ka Umberpdordult, kui oletada, et

7 =Y

z = zQ)
on diferentsiaalvorrandite sisteemi (1.12) mistahes lahend,
siis on pikemata selge, et funktsioon y(x) rahuldab ka vdrran-
dit (1.3).

Nii vOime jéreldada, et diferentsiaalvorrandi (1.3) ja

talle vastava Cauchy normaalkujul antud ststeemi (1.12 ) la-
hendamise ja lahendi olemasolu selgitamise Ulesanded on ekvi-

valentsed.
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Analoogiliselt saab naidata, et n-jarku diferentsiaal-
vorrandi (1*2) ja talle vastava Cauchy normaalkujul esitatud

slsteeni
7 =
zZ =22 1.13
=2, (1.13)
*2 = *3» s
* *
ZI’T-Z "V d1d>»
zx =T Y, 3i,**=, z /)
n-1 - nl

lahendamise ja lahendi olemasolu selgitamise Ulesanded on
ekvivalenteed.

Meie konspekti kolmandas peatikis tOestatakse uUldise
Cauchy normaalkujul esitatud diferentsiaalvirrandite suUs-
teemi lahendi olemasolu ja Uhesuse teoreem™ Viimase vahetuks
Jérelduseks (naita seda ptk. 111 § 5 dppimisel) on jargmine
diferentsiaalvorrandi (1 .2) lahendi olemasolu ja iUhesuse teo-
reem.

Teoreem 13. Olgu funktsioon FT(X,y,y", ---, y™""b maa-
ratud ja pidev ( n*i)-mdoStmelise ruumi X y y* ... y™n“1"
kinnises tokestatud piirkonnas D ning rahuldagu ta piirkon-
nas D Lipschitzi tingimust muutujate vy, y!, .*., y™n*?
suhtes*

Piirkonna D mistahes seesmise punkti A QO»YO>VE, eeex
ee=» YOM1-1Nkorral leidub niisugune 161k J = [xQ -S #&0+S]

(S>0), millel eksisteerib parajasti Uks algtingimusi
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.(n-D (1.10)

rahuldav diferentsiaalvorrandi

(1.2)

lahend.

Samas margime, et algtinglmusl (1.10) rahuldava lahendi
(véhemalt o6he) olemasoluks piisab sellest, kui vorrandis
@ .2) on funktsioon f(X,y,y", --., Y ™ 1b pidev piirkon-
nas D. Lipechitzi tingimuse lisamine garanteerib seega di-
ferentsiaalvorrandi (1 .2) lahendi Uhesust.

Lisame veel, et diferentsiaalvorrandi (1*1) lahendi ole-
masolu ja lahendi leidmise kiusimuse selgitamisel tuleb ndu-
da funktsioonilt F (X,y,y* y(n)) niisuguste tingimus-
te tAidetust, mis garanteerivad vorrandi (1 .1) lahenduvuse

y~suhtes.

Esimese paragrahvi 18petuseks margime, et kdrgemat jar-
ku diferentsiaalvdorrandite Uheks sagedamini kasutatavaks la-
hendamisvotteks on vorrandi jargu alandamine. Diferentsiaal-
vorrandite Uldkursuses kasitletakse nitut Iiiki vorrandeid,
kus jargu alandamine on teostatav. Vastavate vOrrandite lii-
kide ja lahendusmeetoditega tutvutakse ldhemalt diferentsi-
aalvOorrandite kursuse praktikumis (Vt. samuti Cil ptk. IV
§82-4 jal[3] , [4] pt- 11 §2)



§ 2.KORGEMAT JARKU LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID.

1. n-_jarku llnaaarse diferentsissa!vOrrandi mdiste.Diferent-

siaalvOrrandit

(2.0)

kus funktaioonid QM(X) (i=0,1,2,...,n) jaQ®) on
maaratud vahemikus J Ja Qq(X) £ O , nimetatakse Uldiseks
n-Jarku lineaarseks diferentsiaalvorrandiks .Uldisust kitsen-
damata loeme edaspidi QO(X) =1 iga x£J korral (miks
VvOib seda eeldada?) ning vaatleme edaspidi vorrandit 2 .0)
kujul

(2.2)

Koi P(X) =0 1iga xej korral, kannab vorrand (2.1)
homogeense lineaarse diferentsiaalvorrandi nimetust. Selleks

on vorrand

Vorrandit (2 .2) nimetame edaspidi vorrandile 2.1) vasta-

vaks homogeenseks diferentsiaalvorrandiks.
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Diferentsiaalvorrandi (2*1) lahendi ole**
Ba8olu Jja Uheeue vahemikus on
garanteeritud funktsioonide ?®
(=1,2,...,n) ja PX) pidevusega vaheal -
k us J. 6eldu jareldub vahetult teoreemist 13- Selleks
1) esita vorrand 21 gintes iImutatud kujul ja 2) naita, et
teisendatud v6rra%i paremal pool seisev funktsioon rahuldab
teoreemi 13 eeldusi iga x€.J korral.

2. Diferentslaaloperaatori mdiste. Olgu X jJa T kaks
hulka vastavalt elementidega x ja y. Kui igale elemendile
x e I on teatud eeskirja pohjal seatud vastavusse element
y e T, siis oteldakse, et hulgal X on defineeritud operaa-
tor (naiteks A) ja kirjutatakse y = Ax. Hulkasid X ja T ni-
metatakse vastavalt operaatori A maaramispiirkonnaks ja
vaartuste piirkonnaks. Edaspidi vaatleme operaatoreid, mille
maarami ,spiirkondadeks on lineaarsed hulgad. Hulka X nimeta-
takse lineaarseks hulgaks, kui sellel hulgal on defineeritud
liitmine ja skalaariga korrutamine nii, et kehtivad seadused:

1° kui £X ,slis X+ X2 £X »
2° iga x1>2FXjEX puhul O*y)+z = x+(y+*) ;
3° leidub element 8 £ X nii, et iga x e X puhul
X+0= 0ex=x-5s
4* iga x € X puhul leidub element —x€ X ,
nii,b et x + (X)) =) +x=0 ;
® kui x £ X, siis X x £ X iga reaalarvwulise X
korral;
6e N,("-x) = (N, )x,( ™ —mistahes reaal-
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arr) i
7e N (x ¢y) =/1x & ly» (X+jbOxasXx+i”"x;
8e 1 . x=x.
Operaatorit A nimetatakse lineaarseks, kui iga
XAXgN-X  ja mistahes reaalarvude XAja X 2korral kehtib

vordus
AKX ¢ A2 X = XN & JI2AXg =
Kui naiteks hulk X on vahemikus J n korda diferent-
seeruvate funktsioonide hulk, siis on sellel hulgal definee-

ritav nn* diferentgeeridaoperaator d _ B , ais igale funkt-
ex
sioonile f(X) 0 X s#tfb rsstotags funktsiooni F*(x), nii et

¢ = DFCO
Operaator B on ilmselt lineaarne operaator* Analoogili-
selt on defineeritud operaatorid 82 - @ ey © a_ ——d‘?
dx2 dx®

mis kdik on lineaarsed operaatorid n korda diferentseerus

vate funktsioonide hulgal. Téesta iseseisvalt, et B 1: B "
Kui vaadelda hulka X jalle vahemikus J n korda dife-

rentseeruvate funktsioonide hulgana, siiB on sellel hulgal

defineeritav n-_jarku diferehtsiaaloperaator valemiga

L=D"ePLO)B ¢ ... ¢ PN 1GOD ¢ Pn(X) ,

mis igale funktsioonile y€ X seab vastavusse fonktsiooni
Lyf nii et

Ly=0 ¢ Pn®X® @ ... ¢PMX) g ¢ PnXy .

Diferentsiaaloperaatori L abil on vorrandid (2.1) ja
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(2*2) esitatavad, vastavalt tugul
Ly = P(X) (2.3)

R by =0 = -4

Naitame;j et operaator b on line -
aarne operaator. Selieks naitame, et mis-
tahes y*ty2 1 ja reaalarvude ,A,g korral on

L (invyy m2.2? Y1**N2NY 2R
Kui arvestame, et *0(X) = 1 vahemikus J, vOime operaa-

k=0
=\ 1l:%"x) »0ON * PK(X)1)M ky2 =
. L %, Y2

ja vaide"on todestatud.

(Kus antud tdestuskaigus on kasutatud operaatori Ds
lineaareust?).

3. Lineaarsete diferentsiaalvOrrandite uldised omadused.
Toestame moned teoreemid, millele tugineme lineaarsete dife-

rentsiaalvorrandite Uldise teooria ja lahendusmeetodite

esitamisel.

Vahemiku J all me mdistame kaesoleva artikli ulatuses

operaatorit L maaravate funktsioonide PMXx) (k=1,2,...,n)
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pidevuse vahemikku, seega vahemikku, millel on diferentsiaal-
vorrandi (2 ,3) Cauchy llesandel parajasti ks algtingimusi
rahuldav lahend. Samuti eeldame, et funktsioon P(X) on vahe-
mikus J pidev funktsioon.

Teoreem 14. Kui y*(x) Ja y2() on diferentsiaalvorrandi
(2-3) lahendid, siis on C [y*(X) - y2(X)] diferentsiaal-
vorrandi (2*4) lahend mistahes reaalarvulise C korral.

TOestus . Tuginedes operaatori L lineaarsusele,

leiame et

L{C IO - y2001]1 = cfby”x) - L y2()] =

= C[PCO - POIT = 0
iga xej korral, kuna y>jJ(xX) ja y2(x) olid diferentsiaal-
vorrandi (2.3) lahendid.

Teoreem 15. Kuil y/|](X) on diferentsiaalvorrandi (2.3)
lahend ja y2(x) on diferentsiaalvdrrandi (2.4) laéhend, siis
on YJJOX) + C y2(X) vorrandi (2.3) lahend mistahes reaalarvu-

lise C korral.

TOdestus. Tuginedes operaatori L lineaarsusele

leiame, et

LIYicO ¢ Cy20)] =L yl() +CL y2(x) =P() iga
x e J korral, sest y“x) oli diferentsiaalvérrandi (2.3) ja
y2(xX) - diferentsiaalvorrandi (2.4) lahend.
Teoreem 16. Kui y*(X) Jja y2(x) on diferentsiaalvdrran-
di (2.4) lahendid, siis on & y"(X) + C2 y2(x) sama vorrandi

lahend mistahes reaalarvuliste C* ja C2 Kkorral.
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(Toesta teoreem iseseisvalt ja ndita, et ta on kehtiv
mistahes 18pliku arvu lahendite korral 1)e

Teoreep 17 . Kui diferentsiaalvorrandi (2.4) lahend y(X)
rahuldab punktis xXQ£ J tingimusi

Y (0) = y’(0) = ... = y(@1)(x0) =0 , 2.5)
siis on ta triviaalne lahend, s.o*

y(xX) =0 iga xej korral.

TOestus . Tingimused (2.5) on vaadeldavad diferent-
siaalvorrandi (2*4) algtingimustena. Kokkuleppe kohaselt on
vorrandi (2*4) kordajad 1"C*) pidevad vahemikus J ning igal
algtingimustega Ulesandel on olemas vaid Uks neid tingimusi
rahuldav lahend* 6eldu pbhjal peab y(x), mis rahuldab tingi-
musi (2*5), olema triviaalne lahend, kuna viimane ilmselt ek-
sisteerib ja rahuldab tingimusi (@7%5).

Teoreem 18. Kui diferentsiaalvorrandi (2*3) vabaliige
P(X) =PMX) ¢ Oa vOrrandi Ly = Pyj(x) erilahendiks on
y*(x), kunr vérrandi Ly = erilahendiks on y**(x), siis
on funktsioon y*(x) + y**(x) diferentsiaalvorrandi Ly = PA)+
* erilahendiks,

(Toesta teoreem iseseisvalt tuginedes operaatori L line-
aarsuselel )

Teoreem 19» Kui Ffunktsioon y*(x) ¢ iy(xX) ((=V -1) on
diferentsiaalvorrandi (2.4) lahend, siis on ka funktsioonid
YA(X) Ja y2(x) selle vorrandi lahenditeks.

Toesta teoreem iseseisvalt, tuginedes operaatori L line-

aarsusele ja definitsioonile
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4. Funktsioonide lineaarne s6ltuvus. Olgu fJ™) (kK =
=1,2,..., m) vahemikus J defineeritud funktsioonide sls-
teem.

teldakse, et funktsioonid *(X) (k=1,2,..., m) on

vahemikus J lineaarralt soltuvad, kui leiduvad arvud

Ck=12,..., m), mis ei ole kdik nullid ja mille puhul

kehtib seos
(2.6)
k=1
iga 1e J korral.
Kui seos (2,6) kehtib vaid juhul =c2= ... =cm=0,
siis Oeldakse, et funktsioonid fCx) (k =1,2....m) on

lineaarselt sdltumatud vahemikus J. Funktsioonide lineaarse

soltuvuse korral vahemalt ks funktsi-
oonidest fflcC) avaldub lineaarse
kombinatsioonina Glejadaanutest.

Naide 2. Funktsioonid Xx) =0 , f2x) = x, FfX)=
=x2, *(X) = x4 on lineaarselt sdltuvad kogu reaalteljel,

sest samasus

kehtib naiteks jargmiste konstantide korral* =1, cM= cj=
= = 0.

(Missugune vaadeldavatest funktsioonidest soltub tlejad—



nutest ja kuidas ? Kas funktsioonid fA(X), ( k= 1,2,eee»*)»
kus f-J(X) = 0 1iga xeJ korral, ja f2(), Tj(X)» ==
suvalised vahemikus J maaratud funktsioonid, on vahemikus
J lineaarselt s6ltuvad voi sdltumatud?)

Haide 3» Funktsioonid f(xX) = cos2x , fA(X) = sin™x ,
7)) =1, X)) = Inx, *X) = e on vahemikus (0, oo )

samuti lineaarselt sdltuvad, sest samasus

cj sinpx ¢ c2 coszx ¢ Cj +c™MInx +Cj eX =0

kehtib naiteks konstantide c» = c2 =1, c® = -1, c™ = c™=0
korral.
Halde 4. Funktsioonid Xx) =x , f2(x) = xp ja

J&x) =x» on lineaarselt s6ltumatud, sest samasus

% + QX2 ¢ CjX» = 0

kehtib vahemikus ( -o00 , 00 ) ainult siis, kui =C2 =C"=
= 0. (Miks?).

Diferentsiaalvorrandite teoorias tuleb sageli selgitada
kisimust funktsioonide lineaarsest sOltuvusest. Alljargnevas
esitame funktsioonide lineaarse s&ltuvuse tingimuse.

Olgu funktsioonid 7k(X) (k = 1,2,..., m) lineaarselt
sdltuvad vahemikus J. Definitsiooni kohaselt leiduvad siis
arvud Ck (k=1,2,...,m),mis ei ole koik
nuil 1 id, nii et kehtib samasus

g Ck ykU) =0
iga x GJ puhul.

Diferentseerides viimast samasust m - 1 korda, saame
samasused



mis suvalises punktis x = xflEJ, annavad jargmise vOrran-

dite silsteemi

@.n

m)(x0) = O .

SUsteem (2.7) on konstantide suhtes lineaarne homo-
geenne vorrandite siusteem, millel on olemas mittetriviaal-
ne lahend (arvude C™-de seas on nullist erinevaid arve 1).

Algebra pohikursusest on teada, et niisugusel juhul peab

sisteemi (2 .7) determinant olema vordne nulliga

y1(x0) y2(x0) = = =y”o)

YACX0)  YEUO) . . . YA(*0) 2. (2.8)

Et x0GJ oli suvaline, peab tingimus (2.8) kehtima

samaselt vahemikus J.
VBrduses (2.8) esinev determinant



Y19 Y200 . - - u®
Y ) VEQD --an YA = W), eeeYT

y<=19

kannab funktsioonide siRteesd. yYNX) (k=1,2,.=.tm) lronski
determinant nime. Teda téhistatakse veel luhidalt stmboli-
ga 1(X).

tUlalsaadud tulemuse vOime nild sbGnastada jargmise teo-
reemina*

Teoreem 20 Vahemikus J lineaarselt soltuvate funktsioo-
nide susteemi Vronski determinant on selles vahemikus sama-
selt null*

Seega tingimus, et

* YLD, .-, YK(X» =0 2.9
iga x€J korral, on tarvilik selleks, et funktsioonid
YN00 (K = 1»2,===, m) oleksid vahemikus J lineaarselt
sOltuvad. Tunnuseks sobiks tingimus (2*9) alles siis, kui
ta oleks ka piisav.

Seega on meie ees kisimus teoreemi 20 podratavusest.
Kisimuse selgitamiseks vaatleme eelkdige jargmist nai-
det.
Olgu funktsioonid yl() ja y2(X) defineeritud vahemi-
kus (0,2) jargmiselt:
Y’\(xsl _ -*2* 2x-1, kui x e (0,1]
0 , kuixG (@2
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Jkui xG 0,11 r
70(*) i ,mi x G (1,2)

Vaadeldavad funktsioonid on vahemikus (0,2) lineaarselt
s6ltumatud, sest
F(x-x2-, kui x e (0,1] *

CIYI() ¢ C2¥y2(X) = Jc’\(x2_2x 41),kui x G (1,2)

ning samasus Clyl(X) ¢ Cgy”™x) =0 iga x G (0,2) puhul

kehtib ainult =C2 =0 korral.

Samal ajal onl6

2X - r2~1 - -
kui x e (0,1] j
2 — 2xy,
W@IL1G), y2(9) =
x 2-2x+1 )
kui x € (1,
0 2%—2 d.2

ning seega W (yCX), Y2£x))=0 iga x G (0,2) puhul.
Vaadeldava naite pohjal voime oelda, et e ks i s -
teerib niisuguseid fFunktsioonide sis -
teeme, mille Jronski determi -
nant on vahemikus J samaselt
null, kuid funktsioonid ise on
lineaarselt sdltumatud.
Nii pole teoreem 20 vahetult pdoratav. Naitame, et seda
saab teha teatud lisatingimuste! funktsioonide sisteemi
Y’ &), (k=1,2,..., m) kohta. Nimelt piisab sellest
lisanbdudest, et funktsioonid Y-X

~ Pane tihele, et funktsioonidel X) ja y2(X) eksis-
teerivad kahepoolsed tuletised punkt}/;(x) :J1 y 9
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k=1,2,...,m»mn oleksid ming.i lineaar -
se diferentsiaalvodorrandi lahen-
did. Oeldu kinnituseks tdestame jargmise teoreemi.
Teoreem 21. Selleks, et lineaarse diferentsiaalvorran-
di 2.4) lahendid y&ax) (k=1,2,...,n) oleksid lineaarselt

soltuvad vanemikus J , on tarvilik ja piisav, et
W 1), -.., yn(x) =0 (2.10)

iga xeJ korral.

Tarvilikkus . Tingimuse (2.10) tarvilikkus ja-
reldub vahetult teoreemist 20.

Piisavus . Tingimuse (2.10) piisavuse tdestamiseks
naitame, et 1) leiduvad niisugused konstandid
mille seas on nullist erinevaid, ent funktsioon

n

ye) =2 > GE JAX) .11)
=1 11

rahuldab punktis xQ£ J tingimusi

Y (x0) = Y*(x0) = ... =T a"1)(x0)=0. (2.12)

Eeldades vaite 1 kehtivust, naitame, et 2) lahendid Yk(X)
(k=1,2,...,n) on lineaarselt soltuvad. Teoreemi 16 p&hjal on
funktsioon (2.11) voérrandi (2*4) niisugune lahend, mis rahul-
dab algtingimusi (2.12). Teoreemi 17 pdhjal on y(x) = 0 iga

x£J Korral,s.o.

n
Y% 5i 7§00 = 0 x GJ).  (2.13)
i=
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Kuna konstantide Gi (i =1,2,...,n) seas on nullist eri-
nevaid, on lahendid y"(xX) (k =1,2,..., n) vahemikus J li-
neaarselt sdltuvad.

On jédnud tdestada vaide 1.

Konstandid (i =1,2,...,nN) mddrame slUsteemist

%:1 SX 1) - od
Jd, .19
n Ci yi x0)=0 »

+  clyl(@1)(xo)=0 .
i=1 1

mille determinant W(xo) = 0 eelduse pohjal. Susteemil (2.14),
kui lineaarsel homogeensel sisteemil, on mittetriviaalne la-
hend, milleks olgu Ci ( i=1,2,...,n). Arvestades vodrdust
(2.11), susteemi (2.14) ja seda, et konstandid Ci (i=1,2,...,
...,n) on viimase lahendid, jareldub, et funktsioon y (X)
rahuldab tingimusi (2.12).

Sellega on meie teoreem tdestatud.

Edaspidiseks on oluline &sja tdestatud teoreemi jargmi-
ne jareldus.

Jareldus 1. Selleks, et lineaarse diferentsiaalvorrandi
(2.4) lahendid Y™ (i=1,2,...,n) oleksid vahemikus J li-

neaarselt s6ltumatud, on tarvilik ja piisav, et

W y1(),---, YN A0 (2.15)
iga xXGJ korral.
Tarvilikkus. Olgu diferentsiaalvorrandi (2.4)
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lahendid y=() ( » 1,2,...,n) lineaarselt ssltumatud.Vaite
vastaselt oletame algul, et nende lahendite puhul on 1(X)=0
iga xej korral. Teoreemi 21 piisava osa pohjal on siis
lahendid lineaarselt sdltuvad. Sellega on pistitatud oletus
vaar. Kuid on veel mbeldav, et leidub kas voi Uks punkt ,

X =X , kus W(xQ) = 0* Knt seegi oletus toob meid vastuolu-
le, eest niud leiduvad niisugused konstandid (i=1,2,...,
---5n) (nende oleroasolu on naidatud teoreemi 21 piisavas
0s&s),mill® 3908 on nullist erinevaid, kuid kehtib samesus
(2 .11) (viiaane on jalle pbhjendatud teoreemi 21 piisavas
osas). Selle pohjal on lahendid y*(x) (G =1,2,...,n) line-
aarselt sbltuvad, mis pole vdimalik meie eelduse tottu.Tinr-
gimuse (2*15) tarvilikkus on sellega tdestatud.

Tingimuse (2.15) piisavus jareldub teoreemist 20 vaite
vastase oletusega«

Kokku vSttes vOime delda» n-j ar ku lineaar -
se homogeense diferentsiaalvodor -
rand.i erilahendite Yy G=1,2,...,n)
Wronsi i determinant W) on vahe-
mikus J kas samaselt vordne nub*
liga ,vO0i nullist erinev selle
vahemiku igas punktis. Esimesel juhul
on lahendid lineaarselt sbltuvad, teisel juhul — lineaarselt
soltumatud.

5. Lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendite TlImrUnien-
taalsisteem. Naitame, et n—jérku lineaarse diferentsiaalvor-

randi mistahes lahend avaldub selle vorrandi n lineaar-



selt soltumatu erilahendi kaudu*

Teoreem 22« Diferentsiaalvirrandi (2*4) mi_stah.es lahend
avaldub selle vorrandi n lineaarselt soltumatu lahendi line-
aarse kombinatsioonina*

Todestus™* Olguy* (i1 =1,2,..*,n) diferentsi-
aalvorrandi (2*4) lineaarselt sOltumatud lahendid vahemikus
J. Jarelduse 1 pohjal kehtib vorratus (2*15)« Olgu siis

X = xgq€ J niisugune punkt, et
w (Y1Cx0), **, yn(x0)) A o,

Ja y(X) diferentsiaalvorrandi (2*4) mingi lahend, nii et

Y(x0) = Y0, Y"(x0) =7 ... , Y(T1L)@E)=y0( ] (@*16)

Vaatleme lineaarset mittehomogeenset vorrandisisteemi

1r =0,
i=1
57 Ciy"iCx0) = y* , C2.17)

mille determinant W (Y*(X0),..., yn(x0)) A 0. Seega esineb
susteemi (2*17) puhul Crameri peajuht ning sisteemil on vald
Uks lahend, milleks olgu konstandid Cl, Cg» ...» On* Xeitud
konstantide abil moodustame funktsiooni

YW *Y [ CAYI).- (2*18)
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Teoreemi 16 tottu on y, (X)) diferentsiaalvorrandi (2.4)
lahend, nie rahuldab algtingimusi (2.16), kuna Cl, eee» Cn
on stisteemi (2 .17) lahendiks.

Vaadeldes 16puks vahet

ye&) -y =9 ,

paneme tahele, et
1(10) « «o(*,,>...... «(O-"D(i0)=0 .

Samaaegselt on s(X) diferentsiaalvorrandi (2.4) lahend
(vt. teoreem 16). Teoreemist 17 Jareldub, et z(X) = 0 iga
XxGJ korral, s.0* y(X) = y*(X) , mis (2*18) tottu téhen-
dabki, et y(xX) on lahendite y"(x) ( =1,2,...,n) lineaar-
ne kombinatsioon. Teoreem on tdestatud.

Haide 4. Diferentsiaalvorrandil

y'» =0 .19
on vahemikus ( -o00 ,00 ) kolm lineaarselt soltumatut la-
hendit v/, =1 , y20) =x jay X = xp (veendu sel-
les iseseisvalt!). Teoreemi 22 pdhjal avaldub diferentsi-
aalvOrrandi iga teine lahend nende lineaarse kombinatsi-

oonina. Vorrandi (2.19) lahendiks on seega ka funktsioon
y(x) =3 - 2x ¢ 4x2,

(naita seda 1) sest vahetult on selge, et
700 s3 .y (X -2-y20) ¢ 4-y5(X) -
Nii on iga lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
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lahendamise seisukohalt oluline osata leida diferentsiaal-
vorrandi need n lahendit, mis on 1i-
neaarselt sdltumatud ning mille
kaudu avalduvad kdoik teised
vdrrandi lahendid. Selle erilise osa tottu
kannab n-jérku lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi n
lineaarselt sdltumatust lahendist moodustatud lahendite sis-
teem diferentsiaalvorrandi lahendite fundamentaalanstegml ni-
me.

Teoreemi 22 pohjal voime niid oelda, et n-jarku lineaar-
se homogeense diferentsiaalvorrandi Gl dlahendiks

on

7=g Vi@>-

kus funktsioonid y*x) (i1 =1,2,...,n) on selle vdrrandi
lahendite fundamentaalsiUsteemiks.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvdrrandi lahendite
fundamentaalsisteem on oluline ka mittehomogeense lineaarse
diferentsiaalvorrandi lahendamise seisukohalt.

Teoreem 23. Kui siUsteem y*x) (1 = 1,2,...,n) on dife-

rents iaalvorrandi

Ly =0 2.9
lahendite fundamentaalslUsteem, siis avaldub diferentsiaal-

voOrrandi
Ly * PCGO 2.3

mistahes lahend y(x) kujul
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kus y*(X) on diferentsiaalvorrandi (2 .3) mingi lahend.

TOestus . Olgu y(xX) diferentsiaalvorrandi (2.3)
mistahes lahend. Teoreemi 14 pbhjal on y(X) - y*(xX) diferent-
siaalvorrandi (2.4) lahend. Teoreemist 22 jareldub, et sel
jokal leidub niisugune konstantide slsteem (=1,2,*..,n),
et

Yy -y =22 Cxyx(® ,

S.0. n
X) =
yCO i1

C_ynx) + vy
i1

Sama mottekaik on rakendatav vorrandi (2*3) mistahes tei-
se lahendi puhul ja meie teoreem on tdestatud.

Seega tuleb vorrandi @3 lahendami -
seks leida selle vorrandi uks
erilahend ja vastava homogeense
vorrandi (2.4) lahendite fundamentaal -

susteem. Diferentsiaalvorrandi (2.4) uldlahendiks
on (2.20).

6 Konstantide varieerimise meetod. Vaatleme vorrandeid

Ly = P(X) 23)

a*
Ly =0 @5

ning eeldame, et homogeense diferentsiaalvorrandi (2*4) la-



hendite fundamentaalsesteem on leitud. Selleks olgu funktsi-

oonid y*(x) (i=1,2,..., n), nii et vorrandi (2.4) uldlahen-
diks on /7 t
n
ye) = Zzl C. v,(9). @.21)
1=

Nagu esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi puhul»ot-

sime ka siin vorrandile (2.3) erilahendit kujul
y*x) OTI Cjx) y*x) , .22

milles pulame madrata funktsioonid Ci(x) (i=1,2,...,n) nii,
et funktsioon (2.22) oleks vorrandi (2.3) lahend.

Meetodit, mida kasutatakse funktsioonide Ci(X) (i =1,2,...
---,n) leidmiseks nimetatakse Lagrange™i (konstanyide vari-
eerimise) meetodiks. Selle olemus selgub jargmisest arute-
lust.

Otsitavaid funktsioone on arvult n ,kuid nende méara-
miseks on esialgu olemas ainule ndue - nad peavad olema maa-
ratud nii, et funktsioon (2 .22) oleks vorrandi (2 3) lahend.
Puuduvad n - 1 tingimust on seega vabalt etteantavad ja
nende etteandmisel ldhtume sellest eesmargist, et funktsi-
ooni (2.22) esimest n - 1 tuletist oleksid vdimalikult liht-

sama kujuga. Seega nduame, et
n
O O* = X4 CBO YD
i=l
¢t )" =r G Y,
O (-1 C YIt=DC) -
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mis on samavaarne jargmiste nduetega:

SI CMCx) yx() =0,
i=1 X

Z C'iCx) y‘111x) =0, (2.23)
i

dh c*, <n“2 =0.
ih ¢ 1(><) Y )(x)

Arvutame 16puks ( y*(O))™n”

/NN / \ 7 1)

*U0)(n - X1 CNX) y.:(n"() 42-.C*i() yt ()
i=1 1 71 i=l

jJa asendame y*(X) vorrandisse (2 3)» niis sarnaste liikmete

koondamisel taandub jargmiseks:

5/ C+(X) L yt(X) ¢ "ZZ C,i(x) YI(1)() = P(X).

Arvestades, et L y*x) =0 (G =1,2,...,n) korral, votab
viimane vOrrand kuju

Jr ox(X Y11 =PX) ; .25
i=1

saamegi n-inda tingimuse funktsioonide Ci(X) ( = 1,2,...,n)

maaramiseks.

Vorranditest (2.23) ja (2.24) saame jargmise lineaarse
mittehomogeense siisteemi otsitavate CE(X) (1 =1,2,...,n)
Jaoks:
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c«t(X) yi(X) =0 ,
i=1 1

Acrigp AaT =m0 (2.25)

Ti<n_2)(1) = O,

yi(n-1)() = p()
Z °=xCl)

Sisteemi (2.25) puhul esineb Crameri peajuht, sest sis-
teemi determinandiks on »(¥Y1(0), ..., YRX)) A0 1iga n€J
puhul ning sisteem on theselt lahenduv*

Arvestades, et Wronski determinandis on kdik elemendid

pidevad funktsioonid ning seda on ka P(x), vOime vaita, et
C" ™) = vj/™) (i= 1,2,%°=,n), (2.26)

kus <pX) on pidevad funktsioonid. Sellega on kdik funktsi-
oonid CNX) mddratud I ntegreeruvate vorran-
ditega (2.26) ja meie Ulesanne lahendatud.

Naide 5. Lahendada diferentsiaalvorrand

X2 + 1)y - 2xy* = (x2 4 1)2. @.27)

Lahendame vastava homogeense diferentsiaalvOrrandi

2 xyl
v - - =0
X &1

Selleks alandame jarku asendusega y* = z. Saame
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Siit leiame z =C (x ¢ 1) ja seegay = CU( §5+-x) * Cg.
Varieerides leitud lahendis konstante, saame CU(X) ja

C’2(x) arvutamiseks sisteemi
C»1() (3 +x) ¢ C'2Cx) =0 ,
C"X) e+ D =x2 1 .

Néeme, et C"~Cx) =1 ja 0,(x) = x , kus integreerimis-

konstant on vdetud vordseks nulliga. Esimesest vdrrandist
3 4 2
leiame nuid, et C2() = - (- ¢X) jaC) ="7T2"7 ~ *

Seega on vorrandi (2.27) erilahendiks funktsioon

4 4 2 4 2
7.m -Jtx2 . L - L . L +L
7”3 12 2 "4 2

ning vaadeldava vorrandi Uldlahendiks on

N

4
y(x) =G1( | +x)+C2+]|-+]-~*

(Miks vBib funktsioonide CMX) ja C2(X) leidmisel inte-
greerimiskonstandid votta vordseteks nulliga?)
7= Liouville* — Ostrogradski valem. Moodustagu funkt-
sioonid yx(x) (i=1,2,...,n) diferentsiaalvorrandi (2.4)
lahendite fundamentaalsusteemi. Asendame need lahendid dife-
rentsiaalvdrrandisse (2.4) ja"lahendame nii leitud vdrran-

did funktsioonide y£nk) (i1 =1,2,...,n) suhtes. Sel teel

same jargmise siUsteemi n vorrandist
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Pn()yd CIY*dOY*=... P, COY™ N“17N0=y e €

g=1.2,....n, (2.28)
milles vaatleme kordajaid PCx) (1=1,2,.. .,n) otsitavatena.
Kuna ststeemi (2.28) determinandiks on Vronski determinant
W(X) susteemi (2.4) lahendite fundamentaalsisteemist, on
WG) A O iga xcJ korral. Seega lahendub siisteem (2.28)
kordajate Pl(x)  =1,2,...,n) suhtes, Uheselt ning silstee-
miga (2.28) on maaratud seos nende kordajate”™ ja determinan-
di V(X) vahel. Meid huvitab eriti seos F<j(X) ja V(x) vahel.
Slsteemist (2.28) jareldub, et

7N 7°n "-2) (n)

2.29
n-2) _m 2-29)

yn yn e 7,

11¢9]

Algebra kursuses tdestatakse, et funktsionaaldeter-
minandi tuletis on arvutatav jargmise eeskirja pbhjal (piir-
dume kolmerealise determinandi juhuga):

d all( al2(x) al5()

E 210 arx) A
a3l1() a2 a3dv)
a*ll1() al2@ a-"x) all() a*12¢) a3

a2l a22(x) a”~x) ¢ a2l a"22¢9) anx)

a*327) *3N 833() * 23X az2(x) AW
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eiiW 12« a,1J00
Viw  e2ciy =)
SIM  «529C ==530%)

Selle eeskirja pohjal on eelge, et

AN S SRR G O
‘o

_(*-2) ym
- n 7n

Ja (2*29) tottu kehtib nuud seoe

d In IWX)| e
dx

POX) = -
Saadud vorrand on eralduvate muutujatega diferentsiaal-
vorrand. Viimase lahendamisel jOuamegi valemini, mis b-ATsb
Liouville t0Ostrogradskl valemi nimetustt
-Ixpl(r) dt
IX) =W(x0) e X° @ :30)
Leitud valemist (2.30) jareldub veel kord, et kui di -

ferentsiaalvdrrandi 2.9 lahen -

dite sliUsteemi Wrosnki determi
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nant WX) on null vahemiku £ Uhes
punktis, on ta null koikjal va-
hemikus J jJa kui VX on nullist
erinev vahemiku J Uhes punktia,
on ta seda kdoikjal vahemikus J.

8. Lahendite fundamentaalsisteemi olemasoluJdLrtiklis
ndgime, et homogeense diferentsiaalvorrandi lahendite funda-
mentaalsisteemi teadmine on vajalik, kuna temaga on madratud
homogeense diferentsiaalvdrrandi Gldlahend* Kuid kas igal n
jJarku homogeensel lineaarsel diferentsiaalvorrandil on ole-
mas lahendite fundamentaalsisteem? Kiusimuse selgitamiseks
vaatlemegi diferentsiaalvbrrandit (24-), mille puhul eeldame,
et funktsioonid PA"x) (i1 m 1,2,...,n) on vahemikus J pide-
vad. Seega eksisteerib diferentsiaalvorrandil vahemikus J
parajasti Uks niisugpne lahend (vt* art* 18 2) y“(X) , mis
punktis xQ€ J rahuldab (naiteks jJargmisi)

algtingimusi

Y(N) (xe) =1  ja y(@@\x0) =0
1 ) (2.3D
j=012,..,d4 jJaj>i-1.

Kui muudame algtingimusi (2.31) nii, et i = 1,2,...,n-1,
vastab igale sel teel saadud algtingimuste sisteemile vaid
Uks neid tingimusi rahuldav lahend. Nii saame terve slUstee-
mi lahendeid yi(X) G=1,2,...,n), mis punktis x0 rahul-

davad algtingimusi*
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y1(x0) =1, y~d)(x0) =0 (i=1,2,..5n-1),

(3)
7°C0) =1 » Y2 x0>30 »¥Y2 (x0)s O

ad =2,3,.... nh).
JN-1D)X)B1,yntx0) =0 (g =0,1,2,...* n-2),

Heed lahendid y4(x) ( i = 1p2t...,n) moodustavadki
diferentsiaalvorrandi (2.4) lahendite fundamentaalsiisteeai
(vt. art. 4 8 2), eeet W( Y,,---, YN)ADO iga x€J
korral, kuna leidub punkt xQ€. J* las

1 0 ...
W(yr(x0), ..., Yu(xo” = 0 1...0 1.
0 0...1

Sellega tdestasime, et igal vahemikus J
pidevate kordajatega lineaar
eel homogeensel diferentsiaal-
vdrrandil eksisteerib lahendit™*
fundament aalsiusteem.

Lihtne on tdestada, et tehtud eeldustel on igal line-

aarsel homogeensel diferentsiaalvorrandil 18pmatult palju
lahendite fundamentaalsisteeme.

9. Diferentsiaalvorrandi koostamine lahendite funda-
mentaalsisteai pth.lal .Olgu antud n-jarku lineaarse homo-

geense diferentsiaalvorrandi lahendite fundamentaalsiisteem
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yr"W Ci=1,2, el n) =

Kuldas koostada antud lahendite siUsteemile vastav dife-
rentsiaalvorrand ja mitu diferentsiaalvdrrandit vastab Uhe-
le lahendite fundamentaalsiusteemile? Vastuse viimasele ki-
simusele leiame jargnevast teoreemist.

Teoreem 24 . Kui vahemikus J pidevate kordajatega ka-

hel n-jarku lineaarsel homogeensel diferentsiaalvorrandil

PLG) jrL)+ ... ¢PNG) y =0 @.32)
da

Y(M ¢ QCo) y@* D+ ... ¢+ 01C) y

0 Q.33)

on Uhine lahendite fundamentaalsisteem y™(xX) (=1,2,...,n),
eile kehtivad samasused

PEG) = Qi) G=12,...., n 239

iga XxCJ korral, s.t. vorrandid (2732) ja (2.33) uUhtivad.
Tdestus . Samasuste (2.34) naitamiseks asendame

lahendid y*"(x) (@ =1,2,...,n) virrandisse (2 .33) ning

lahendame nii leitud vOrrandid funktsioonide y”~ui™(xX) suh-

tes. Sel teel saame slsteemi n  vorrandist

1)
Q, inX) *Q p OV ¢ .0 QY. -
= —-yEn W

i—-1,2,...,n. -39

Analoogiliselt toimime vorrandiga (2-32) ning see toob
meid varem esinenud susteemi (2.28) juurde. Vorreldes sis-
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teeme (2.35) jJa (2-28) ndeme, et otsitavad Px(X) ja ~"(X)
on naaratod sama lineaarse mittehomogeense susteemiga, mille
determinandiks on W( y2, *==» ¥Yr)* Viimane on vahemikus
J kdikjal nullist erinev (miks?). Seega on uhtivatel sis-
teemidel (2 35) ja (2.28) ainult Uks lahend ning samasus
(2.34) sellega tdestatud.
(laita, et samasus PMX) = QM(X) 1iga xC J korral
jJareldub Loiuville®i-Ostrogradski valemist!)
Koostame nuud lahendite fundamentaalsiUsteemile y“(X)
(i =1,2,...,n) vastava lineaarse diferentsiaalvorrandi. Sel-
leks arvestame, et ( vt. teoreem 22) lineaarse diferentsi-
aalvOrrandi mistahes lahend y(x) on lineaarne kombinatsioon
lahendite fundamentaalsisteemist. Seega sOltub lineaarse di-
ferentsiaalvorrandi mistahes lahend y(x) funktsioonidest
Yrx) (@ =1,2,..., n) lineaarselt ning teoreemi 21 pdhjal
peab
1 O ynU), y(x)) =0 (2.36)
iga x G J korral. Funktsioon y(x) on niisiis vorrandi
(2.36) lahend vahemikus J. Naitame, et (2.36) on y(X) suh-
tes lineaarne homogeenne n-jérku diferentsiaalvorrand. Ar-
vestades Vronski determinandi definitsiooni saame
71 y2 * e *yn 7
A
=0 (2-37)

- 158-



millest determinanrii arendamisel viimase veera jargi selgub-
ki deldu. L6 puks wveendu iseseisvalt, et funkteioonid
y>) (@ =1,2,...,n) on diferentsiaalvdrrandi ( 2.37)
lahendidl

Teoreemi 24 pdhjal on diferentsiaalvirrand (2*37) ainus
n-Jarku lineaame diferentsiaalvOrrand, mis vastab lahendite
fundamentaalelsteemile y\X) (i1 =1, 2, n e

laide 6. Koostada diferentsiaalvorrand, mille lahendite
fundamentaalststeemike on funktsioonid yX) =1 , y2() *
—ex, Yo = e'"%.

Eelneva pdhjal on vastavaks kolmandat Jarku diferentsi-
aalvOrrandi} vorrand

Yy
-X
=0
Yy
«X trel

Arendades determinandi viimase veeru Jargi, saame

111 111 111 0 1-1
01-1 *Yy 0 1-1 ¢y 0 11 -yO0 11 =o,
011 0 1-1 0 1-1 0 1-1
B ,0.
m’” - y* =0
10. LlwapArse diferentsiaalvorrandl Jargu alandamine the

teadaoleva erilahendl abil. Olgu yl () diferentsiaalvor-
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Uks teadaolev erilahend« Haitame, et asendusega

7 =71 J udx, 2-39)

kus u on muutuja x funktsioon, taandub diferentsiaalvor-
rand (2 .38) Uhe vbrra madalamat jarku lineaarseks diferentsi-
aalvlrrandiks otsitava u suhtes. Selleks arvestame, et

dk Fudx dk'l u . ’1\ 0 10
— U — = —pr— * uki} @-40)
&k=1,2,..., n

ning defineerime u™17= judx , nii et (2.40) kehtib
k=0,1, 2,..., n korral. Kasutades Leibnizi valemit kor-
rutise diferentseerimiseks, leiare @ 39) ja ( 2.40) pbh-
jal, et
y(W --"y7 (l_@ ya D) y XK'}
w) —* —- (2*1)
Teostades nuidd asenduse (2.39), saame (2.383) ja (2.4D)
pohjal, et vorrandi (2 38) vasak pool



=51 U urnl), Mo, M
i=0 feT n"k 1
f 4 (k> ~ Ci—1)"(k) , (k—i)
~ou R 1P n-k(x) *,

= ju tol N Pn—-k<x>yl ]

Kuna oli diferentslaalvorrandi (2.38) erilahend,

on esimene liidetav viimases avaldises samaselt null. Teos-
liidetavas indeksite vahetuse eeskirja j =

tades teises
=i -1 pohjal ja téhistades
- (=3-1)
(3FMNPn-k(@) yl =Vvli CD
kSj*1

(viimare on Uhesalt mddratud Pa "X) ja y" kaudu), ndemegi,
et diferentsiaalvirrand (2 .38) taandub u suhtes (n-1)-
Jarku lineaarseks homogeenseks vorrandiks, s.o. vOrrandiks
n— . Cd)
N-jCX) u =0 . (2.42)
Jargnevalt selgitame kisimuse diferentsiaalvorrandi

(2-38) lahendite fundamentaalststeemiste Olgu siisteem U

4 =23, -, ) diferentsiaalvirrandi (2.42) lahendite

fundamentaalsisteem. Seega on need lahendid lineaarselt
soltumatud. Naitame, et diferentsiaalvorrandi (2.38) la-

hendite siisteem

Yi» yl {u2 dx, ..., yl {u™dx Q.4

on sanuti lineaarselt soltumatu, s.o. ta on diferentsiaal-
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vorrandi (2.38) lahendite fundamentaalsisteem. Selleks nai-
tSee, et samasus

oMyl *°tyl j /& dx ¢ ... in =0 C2.44)
kehtib ainult siis, kui oll= N 2.= eee = “NN=(0 e Kuna

y X)) pole triviaalne lahend, jagame vOrduse (2.44) labi
funktsiooniga y“X) ja diferentseerime saadud samasust. Tu-
lemuseks on

o2 Ug¢ ... ¢oCn u =0,

millest lahendite Vv, ..., un lineaarse sOltumatuse tottu
jJareldub, et Cz= 043 = eee = °n=0 . Samasusest (2.44)
jJareldub niid omakorda, et ka o= 0 , mida oligi vaja
toestada.

Naide 7« Lahendada vorrand

X' - xy* My =0

teades, et y* = x on tks erilahend.
Asenduse y =X Ju dx teostamiseks arvutame y* «Ju dx+
XU, Yy’ =2uexu" jaasendame virrandisse. Tullemuseks

on X U *2x™— x2 u-— 0. Saadud eralduvate muutujatega
vOrrandi uldlahendiks on

Antud vorrandi teiseks erilahendiks on seega Uks funkt-
sioonidest
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ning uldlahendiks

=~ %

jJ=CxeC xe -

Sisteem (2.43) oli diferentsiaalvorrandi (2.33) lahendite
fundamentaalseteem. Seega avaldub vOrrandi (2.38) iga la-
hend kujul

yo) =y (Cl+C2J  dx + ...

ks Cy, C2, ..., C on lahendile y(<) vastavalt vali-
tud konstandid. Nii on aga

diferentsiaalvorrandi (2.42) mingi lahend. Olgu nudd y™Q)
Ja y2( diferentsiaalvdorrandi (2.338) kaks erilahendit. Siis
on

(tsrb
diferentsiaalvorrandi (2.42) Uks erilahend ja me vBime vOr-
randi (2.42) jarku omakorda alandada asendusega



ehk

Nil,teades diferentsiaalvorrandi (2.33) kahte erilahen-
dit, vBib diferentsiaalvirrandi (2 38) jérku alandada juba
kahe vOrra.

Saab naidata, et diferentsiaalvorrandi (2*38) 1 line-
aarselt s6ltumatu erilahendi teadmisel VvBib vorrandi jarku
alandada 1 VOrra.

§ 3. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSED
DIF3EENTSIAALVORRANDID .

Konstantsete kordajatega n-jarku lineaarseks diferent-
siaalvirrandiks nimetatakse vorrandit

dny dn—y dy
p0 ? +plSFT" *—- *pnl5 *
G.D
¢ Pny =PQG) »
kus p» 1 =0,1,..., n) on konstantsed kordajad reaalarvude

korpusest R ja P(X) on vahemikus J mddratud funktsioon.
Kuna vOrrand (3*1) on uldise n-jarku lineaarse diferentsi-
aalvorrandi erijuht, on kdik eelmises paragrahvis tdesta-
tud teoreemid kehtivad ka vOrrandi (3*1) puhul. Veendu ise-
seisvalt, et diferentsiaalvorrandi 3.1) lahendi
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olemasoluks jJa Uhesuseks piisab
sellest, kui nbuda funktsiooni PO pide-
vust vahemikus J, Vorrandile (3.1) vasta-
val homogeensel diferentsiaalvorrandil on iga algtingimuse
J<0) = YO» y"xo> = Y'o*™* » 7(it1)Cx0) = yEm’1)korral
olemas tUhene lahend (veendu selles iseseisvalt!.) <

1e Operaatorpolinoomide ring» Operaatorit

L () =pln ¢« PL DN 1+ ... ¢ pnl D + pn, G.2)

kus p~CE (1 =0,1,2,.... n), nimetatakse operaatorpolii-
noomiks .Viimane on def=zeritud n korda diferentseeruvate
funktsioonide hulgal Y ja § 2 pohjal on ta lineaarne ope-
raator. Olgu ~L(D)" koikvdimalike operaatorite (3*2) hulk.
Defineerime 1l i i tmis-ja Korrutamisope-
ratsioonid hulgal {I (D) j = Selleks vaatleme sel-

le hulga kahte elementi

n n

X1 a Dn~k ja Lp(D) = 1>L b, D2&A'*~ .
k=0 Ja Lp®@) =174 b

L.(D)
n

Operaatorite LN(D) ja L2(D) summaks nimetatakse ope-

raatorit @) + L2() ,mis on defineeritud vérdusega

n -

/i@ + 2O 1 y (ak+V D vy
k=0

iga yeY puhul. Nende korrutiseks aga operaatorit Ll (D)L2(D),

mis on defineeritud vOrdusega
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[I"D) L2O] y =10 [L20) v]

iga Y€1 puhul.

Osutub, et operaatorpolinoomide hulk {LCD)} i kui kahe
operatsiooniga algebraline siisteem. moodustab konmutatiivse
ringi. S<'".ke naitamiseks tuleb tdestada, et vaadeldava hulga
elementide puhul on 1) kehtivad kdik liitmisega seotud kom-
mutatiivse ringi postulaadid; 2) korrutamine kommutatiivne,
assotsiatiivne ja distributiivne liitmise suhtes.

Esiteks naitame liitmise kommutatiivsuse seaduse kehti-
wst. Olgu YE€Y jalg@® ,L20 GO\ . Arnwutane

[LO «L O] y:kX:O(ak*V BIKy =

n
AX / bk +V dI’ky =[L2QD) +L ¥
4 Ky s[L2O + L @1 %

milles tuginetakse definitsioonidele 3 -2) , G 3) ja re-
aalarvude liitmise kommutatiivsuse seadusi Saadud vOrdu-
sest jareldubki, et

LO +LO =L2O =10 ,
mida tahtsimegi tdestada.
Teiseks veendume korrutamise kommutatiivsuse seaduse

kehtivuses. Selleks arvutame

4O RO 1y =LO [12O V] =

- 166 -



2n-(k+D)
D V=
k=0 m —1=0 *~

g 2n-(k+1) v . 2n—(k+1)
=2  2-*KblD Yy = -> D y =
k=0 1=0 k,1=0
- n-1 n-k n—-1T n-k |

=6 bl-te? = O 7DHW i *“ 173 a*D *J*

=LDb, OYyJ=L20 L Oy,

milles tugiietakse a) definitsioonidele (3.2) ja (3*4) ;
b) operaatov te D lineaarsusele (vt. 9 2 art. 2); c)oma-
dusele Dlﬁl ~ DlJrk (vt. 8 2 art. 2) ja d) reaalarvude kor-
rutamise koamutatiivsuse seadusele.

Saadud vOrdusest jareldubki, et

L1 (@) L2®) = L2(D).L1(D) -

Samuti on lihtsalt kontrollitavad ringi -"L(D) ~ lle-
jaanud neli postulaati. (Nende kontrollimise jatame lugejale
harjutustlesandeks.)

Nii loeme tdestatuks, et operaatorpolinocomide {L(D) j
hulk moodustab kommutatiivse ringi ule reaalarvude korpuse

R. Kuid kommutatiivse ringi moodustab ka harilike polinoomi-

de

pn(*) = Po-" + P1 x1”’1 + ee= + Pn-1 X + pn
hulk €Pn() j , kus PjJXR (G =0,1,2,..., n). Seega vOi-

me operaatorpolinoomidele kanda Gle need polinoomide PA(X)
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omadused, mis on seotud ringis defineeritud tehetega vbi on
tOestatavad nende abil.
Vaatleme naiteks operaatorpolinoomi L(D), mille puhul

eeldame, et pQ= 1, s.o. L(D) =Dn*p,jon*—...¢ PAIPn*
niid arnud X n , 1,2, on polinoomi  ?n(2) e

= epN X¥L & ... ¢Pni X+ pn Juurteks, nii et
PN = (x-Na) ... (xX-Xn) (antud seose tdestamisel
tuginetaksegi kommutatiivse ringi postulaatidele), siis keh-
tib ka seos

LO® =©C-N.,) ... ©-1n) ,
kusjuures p~ = (1) 647 &k=1,2,...,n) ja 6™ on sim-

meetrilised pdhipolinooaid juurtest X n,...,Xn .
Nii on operaatorpolinoom D4 - 4D5 ¢ D2 ¢ 6D esitatav
kujul
D4 - 40" ¢« D2 + 6D =D(O+1) (©O-2 O3 , GH

sest polinoomi x4 - 4x™ + X2 ¢
x2=-1, =2 jax*=3 . \Vordus (34) on vahetult kont-
rollitav. Nimelt, tuginedes korrutamise assotsiatiivsuse

saadusele saame

DO 4 1) [O-2)(D-3)j =D{O+L) @ -5D ¢ 6) *
=D +L) (2 -5D ¢6)] =D (5 - 4D2 *D ¢ 6 )=
=D4 - 405 ¢ D2 ¢ 6D .

17 Vt. [6]§ 27 art. 2
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2» Homogeense lineaarse konstantsete kordajatega dife-
rentsiaalvorrandi. lahendamine» St selgusele jéuda, missugu-
sed funktsioonid vOivad olla lineaarse homogeense diferent-
siaalvirrandi lahenditeks, vaatleme jargmisi nditeid«

1°. Lahendame 1 jarku vorrandi y* ¢ ky = 0. Muutujaid
eraldades saame vOrrandi
9}’ = - K dx,
millest y = | & "%« Leitud funktsioon on diferentsiaalvor-
randi Uldlahend.
2e . Lahendame teist jarku vorrandi y"' ¢ ky* = 0* Teosta-
des muutujate asenduse y* = z ja iIntegreerides saame

z=0 e KX
ping arvestades, et z = y* ja veel kord integreerides nae-
me, et

vaGje” ¢Cg,

kus Cli= - —= = Seega selgub, et vorrandi y"' ¢ ky" =0 eri-

lahenditeks on funktsioonid Yy = e—kx Jja y2 =1»s.o*

y2 =eox

Nii vOib tulla mottele ka vorrandile

LD y =0, (CRS))
n n-1
kus LD) =D + D . ¢ Pn_~1> ¢ Pn a otsida lehen-
VX \YJ
deid kujul y = e . Kordaja A maarame lahtudes sellest
nbudest, et funktsioon e"b( rahuldaks vorrandit (3 .5)«

Ax ,
Selleks asendame e vorrandisse (3*5)» veendudes eelne—

K _JIx
vait. et _ 8§ -2 X éu'y « Asendamisel taandub

a?
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vorrand @ 5) jargmiseks
Nx >n il
e (A ¢ X . ¢ BFINN pm - Q -
Nx
Siit jareldub, ete on diferentsiaalvodor-
randi (35 lahendiks, kui kordaja

A oOn n astme algebralise vdérrandi

A\n . p"ﬂ,“. e ... « PN-11+ Pn = o (3.6

lahendiks . Vorrand (3*6) kannab diferentsiaalvor-
randl (3.3) karakteristliku vérrandi nimetust. Kuna karakte-
ristlik vérrand (3.6) on n astme algebraline vOrrand, *m tal
parajasti n (reaalset voi kompleksset) lahendit , mille
seas v@ib olla ka uhtivaid. Diferentsiaalvérrandi (3*5) la-

hendamise edasisel uurimisel eritleme jargmisi juhte.

A. Olgu karakteristliku vdrran:
di @B3.6) juured Au,Aa, ... ,Ankdik re-
aalsed ja erineva

Siis on funktsioonid e 1 (@ =1»2,..., n) kdik

diferentsiaalvorrandi (3*5) lahenditeks, sest iga A" rahul-
dab karakteristlikku vorrandit (3 *6).
Markus 1. 6eldus saab veenduda ka teisiti. Kuna arvud

AN (i =1,2,...,n) on polunoomi Af e prA? N1+ ... & pg

juurteks on meie operaatorpoliinoom esitatav kujul L) =

©-An) (D-AfR) . = =« O- An) ning vérrand (3*5) taan-
dub vérrandiks

©®»MN(D-A2) ... O-AD y =0,

16 vorrandi (3 .0) _lahendeid _ nimetatakse sageli ka dife-
rentsiaalvérrandi (@ 5) karakteristlikeks vaartusteks.
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ui liest oa lihtne naha, et igat vorrandeist

O-Xj)y=0 (i=1, 2,.,.,n)
rahuldab funktsioon y = e'x"X /(1:1» 2, ,-,M), Seega on
funktsioonid etix (i =1,2,,.,,n) ka diferentsiaalvorran-
di ( 3»5) lahenditeks.
Naitame, et funktsioonid e ~1 (i = 1,2,...,n) moodus-
tavad diferentsiaalvirrandi (3*5) lahendite fundamentaal-
ststeemi* Selleks arvutame

Ajc A,,X

W (e ) >
a' > x AZeAaX \7-«0J'|'D(
1 1
A, XE . =« Ky
=e
aT . et
kuna B9 9 A 0 ja nullist on erinev ka saadud

Vandermonde determinant * , jareldame, et

W (elx , ...,eflaX ) A O.
. - A% A X - ~
Nii on lahendid e , ®**e= e 1 lineaarselt soltumatud

vahemikus ( -oo ,00 ) (Vt, § 2 jareldus 1) ja moodustavad
VOrrandi (3*5) lahendite fundamentaalslisteemi. Teoreemi 22 -

N

Vt. [6] § 3 naide 6 .

- 171 -



péhjal on seega vorrandi (3»5) Uldlahendiks

n
y = ~T=A Cie »
kus CJ on suvalised konstandid.
B. Olgu karakteristliku vdrr -

andi @B6) Jjuured Nr,. .,WNV reaal-
eed Ja kordsed, vastavalt kord -

susega N, ..., r,niiet n, *r2 +e e« _erk=n
Hudd on diferentsiaalvorrand (3«5) esitatav kujul
rk rk-1 r
© -An ©-4.n .- @©@-n,) Y=o @G.7)
vérrandi (@ .5), s.o. (@B«/) uheks lahendiks on funktsi-
oon y = e \ny , sest (D -A,,) e = 0. Teoreemi 16 p&hjal on

lahendiks ka funktsioony = C e , kus C on suvaline

konstant. £as pole aga vOimalik vaadelda kordajat C niisu-
guse funktsioonina C(x), et y* = CMNX) e"I* rahuldaks vor-
randeid
(L- DJy=0 (1 =2,3,...t ) (3»8)
ja seega ka vorrandit ( 3-7)?
Olgu 1=2. Otsime niisugust funktsiooni C~(x) , et
y2 = CgCx) en4X rahuldaks vorrandit

©®-A,)2y =0. (CIR))
Arvutame selleks
Q@ -Np2 [C2¢) eV]= @ Y1 (O -X,)[C2() eV]]j =

= @O -ND{c"2(x) e X #IL2(X) e~-~CgCx) e~ 1 §
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= C2(X) eX™ + INC"3CX) eXX - /1, C"2(X) BMK= C"20Qe/I\

Nii saab C2() e * olla diferentsiaalVOrrandi (3*9) la-
hendiks, kui a} () =0 e Funktsiooniks C”~x) sobivad see-
ga koik funktsioonid C"x aC2 < Meid huvitab Uks voimalikult
lihtre C2(X) valik. Seega valime C2(X) = x . Juurele vas-
tab nldd juba kaks erinevat ja lineaarselt soltumatut lahen-
dit e Ja xe™"X .

Naidake \i/seseisvalt, et funktsioogiks C,(), mille pu-
hui CMO) e  onvirrandi @ —xY) y =0 lahendiks, so-
bib funktsioon Cj(X) =x2 =

Teeme nlld induktiivse oletuses olgu xS2 X gife-
rentsiaalvOrrandi (D —\)\/,,)'8"1 y = 0 lahendiks, kus s = re

A

_ . 6-1 _ ; - ,
Naitame, et siis on X e diferentsiaalvorrandi

() =0 lahendiks. Selleks arvutame
OC-A/70-W7]» (@O-Ape-1]J](0 -A,)[Xs"1 ,V]]=
= (O -N,)811(-1) Xs=2 eA"" <N1-A,Xs-1
=(s-1) (D —A,)0-1 [ Xs—2 e A'x]=0 ,
iga x€(C - 00 , 00 ) puhul meie induktiivse oletuse p&h-
jal.
Sellega naitasime, et karakteristliku vorrandi (3.6)

N kordsele reaalsele Juurele A" vastab r™ lahendit
Xi'x,xenﬁx, ,Xrll él X

(Viimaste lineaarses soltumatuses veendu iseseisvalt ! )

Analoogiliselt leitakse diferentsiaalvorrandi ( 3.5)
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ulejdgdnud n - r lahendit. Jargmises artiklis ndeme, et
leitud lahendite sisteem

,X .V xA"1 &XPX  (5.10)
GP=1R,>.= i)

on diferentsiaalvorrandi (3*5) lahendite fundamentaalsis-
teea.

C. Olgu diferentsiaalvdrran-
di (35 karakteristlikul vérran -
dil @.6) kompleksne Uhekordne
juur A, =otei P ,Virrandi (3-6) juureks on siis
ka N =a- i pp . Seega on .Mirrandi (3*5) kompleksvaartur-
seliseks lahendiks funktsioon

y=e¢e =e (cos px +1i sin bXx).

Teoreemi 19 pdhjal on vorrandi 0.5) reaalseteks lahenditeks
kéesoleval juhul funktsioonid

y=e cospXx ja y=e Dbinjix. @G
Nii vastab kahele konpleksarvulisele juurele - ijb ka
kaks reaalset lahendit (3.11).

D. Olgu diferentsiaalvdrran-
di @GBH) karakteristlikul vOrran-
dil GB%) kompleksne r-kordne J uur
A = b +ipe

Arvestades, et
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ol + X
— *——JE——— (« - iF. ) .= f e
Ja seega
n <.«*+i(b)x

~ - - B («. 1 F)“BC *"~n

on juhul B  teostatud mdttekaik korratav sbna-sonalt ka
kéesoleval juhul. Selle pb6hjal on antud juhul diferentsiaal-

vorrandi (3 .5) kompleksseteks lahenditeks funktsioonid

yk:iK_l eCo<+i!‘|_t)x

ehk
yk =x F” N e°tx (cos (bx + 1 sin p X)

(k=1ly2, ..» 1)
Karakteristliku vOrrandi r-kordsetele juurtele o + i P

ja ot- i£ vastab seega teoreemi 19 pbhjal 2r reaalset
lahendit

eblx cos (%, X e ok X, ..., rlI*’e x cos PBx
_o otX r-1 OCX _
e sinjx xe sin pX, ... ,X € sin px =
3. Homogeense lineaarse konstantsete kordajatega dife-

rentsiaalVirrarHi  lahendite fundaiEentaalsUsteem. Artiklis
2 kasitletut resUmeerides saame iga vorrandi (3*5) puhul

telda jargmist.
Kui karakteristlikul vorrandil (3.6) onp reaalset
Juurt kordusega m (k =1, 2, ..., p) Jja q komp-

leksset juurt oit+ i~Mkordsusega -at(1=1,2,...,0), nii et
- 175 -



L r xg ¥ ee- T Jdp T C VvV ~ T T --- T —

vastab nendele juurtele jargmine lahendite siUsteem

f J. X3

eXU, , M1, ., {K-1 AK> (= ) *

el coB X, X eOtf[cos"x,-.-, X 1 e * eos prx;
sin (ifX, x eO*™ sin™x, ...»x*1/lea1X sin X

(1=12,..., 9 - G-

Vcib tdestada, et lahendite siUsteem (3*12) on diferent-
siaalvOrrandi (3.3) lahendite fundamentaalstisteem. Selle
vaite tdestamisel piirdume juhuga, kus diferentsiaalvorrandi
(3*5) karakteristliku vorrandi (3*6) juured on reaalsed ja
nende seas vdib olla kordseid.

Naitame, et samasus

>N

kehtib ainult siis,kui
f

Cpk m O
(kal .2, . jrp*p=l.2,..., 1 ) .

Viimane téhendab seda,et lahendite sisteem (3*10) on line-
aarselt soltumatu - seega lahendite fundamentaalsisteem.
Vorduste (314) jareldamiseks samasusest (3*3) naitame,

et samasusest (3*3) jarelduvad samasused



Viimastest jarelduvad vahetult vordused (3.14). (Miks?)
Vaite vastselt oletare, et samasuse (3*13) puhul vahe-
malt uks polinoomidest, naiteks )t Siis jareldub
samasusest (3*13)» et veel vahemalt Oks polinoomidest
@ A O . 6eldut arvestades esitare (3*13) kujul

1) ¢ eI Pri-i *0 , (3.16)

n e9?X Qrel () =0, G.1)
p?f P
ks 9 sAp -X~ ja poliunoomid - -1 &
erinevad polidnoomidest P_P * (X) vaid kor-
dajate poolest. Viimase tOestamiseks naita, et

[ ekX( PO ** & eee ¢ Pn-1 x + pnx)I1 s
=el ("r* e ... ¢0nIxX ¢x ),

ks gt ja (i=0,1,...,n) on reaalarvud. (Milline seos
on kordajate p* ja g vahel?)

Korrates samasuse (3™7) puhul eelnevaga analoogilist
arutlust ja teisendusi ng jatkates seda arutlust 1-— 2
korda, jOuame samasuseni

, @ - =0 , G-18)
n“1
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kus n, - (N2e ... ¢A1) 32 T. (X on teatud rl-1
astte polidnoom ega saa olla null. Ent see on vastu-
olus samasusega (3.18). Tekkinud vastuolu on tingitud meie
vaite vastasest oletusest, millega ongi vajalik tdestatud.

Eelneva pBhjal saame jargmise eeskirja konstantsete kor-
dajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi

y@) epl y(n“D ¢ ... ¢ Pn-iy" ¢Pny =0
lahendamiseks.
Esiteks lahendatakse vastayv

karakteristlik vorrand

A" o p-Nt+. ..+ pnsj¥ epn=0

ja leitud juurte abil koo-statak-
se lahendite fundamentaalsuis-
teem (G*12). Viimasega on maaratud ald-
lahend kui lineaarne kombinat-
sioon lahenditest @.12).

Saide 8. Lahendada diferentsiaalvorrand

yn» + 2y" — Sy» — 6y = 0*
Koostame ja lahendame karakteristliku vorrandi

A34-avX?-5A-e =0 .
Lahenditeks on A= -1, Xz=2, Ar= - 3.

Kirjutame valja lahendite fundamentaalsisteemi

Yy MX) = e-X; y2(x) = e2* , y (X)) = e~ 5x

- 178 -



jJa selle kaudu uldlahendi
yO) = ex +c
Naide 9» Lahendada diferentsiaalvorrand
yIV -2y M +y" +8* - 0y =0 .
Koostame ja lahendame karakteristliku vorrandi
& - 27" A +8W-20 = 0*

Lahenditeks on 2,Ar=-2,0172=1+2i ,NA=1 - 2i.

Kirjutame véalja lahendite fundamentaalsiisteemi

yl GO
yMX) = eX sin 2x

ez ,y2(x) = €2x ,Y5(X) = ex cos 2 ,

ja selle kaudu dldlahendi

y(x) = CH e2* + C2 e 2x + ex cos 2x + ex sin 2x «

Naide 10 . Lahendada diferentsiaalvorrand

yv - BylV + 9 y™ =o0 .
Koostame ja lahendame karakteristliku vorrandi

3

A\—GA}A+9A'=O°

Lahenditeks on =N.a=N."=0; NA= A5 = 3.

Lahendite fundamentaalsisteemiks on seega sisteem

Y1 (%)

1, y2(xX) =x , y3(X) = x2,

y4(x) = e3x jJa y5() = x €3:
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ja uldlahendiks

y(x) =0, ¢ CgX ¢ CjX2 ¢ C4 e5x xeb5x .

4* MIttehomogeenne Vneasira» hronfitantHete kordajatega
diferentsiaalvorrand. Mittehomogeense lineaarse diferentsi-
aalvorrandi lahendamise kiusimust kasitlesime eelmise para-
grahvi artiklites 5 ja 6 = Seal 6elda on loomulikult kehtiv
ka lineaarse konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandi

y()* Ply <n“1* ¢ o= ¢ y" epny =p X G-19)

puhul .

Bnt mBningatel juhtudel on vorrandi (*19) erilahendit
lihtsam otsida mdaramatute kordajate meetodil, millega tutws*
megi kdesolevas artiklis. Eritleme jargmisi juhte.

le. Olgu P =t™®@ + ... + X ¢ g, lihi-

dalt PX) =0aCx) ja pnAO. Kunapn/ 0 , ei ole
A.= 0 karakteristliku vOorrandi

vT* -tv-4

W e PN +...¢ pa>|X pr=0 (G20
juur eka8.

Naitame, et tehtud eeldustel on diferentsiaalvorrandi
(@9 erilahendiks samuti m-astme poliinoom

snX) » 0 x* ¢ ... +8n1 x +an -~ G.2D)

Selleks esitare diferentsiaalvorrandi (3.19) vasaku poo-
le kujul © —AY) @ —A2) === O “Ab) Y ( , --- SAN
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on karakteristliku vorrandi (3.20) juured) Ja rakenda™» ope-
raatorit D -ot, kus “c=Xi(i =1,2,...,n), polunoomile
SH() = Saame

O-c)( sk x*“ K) BM(rn - K 8bxm"'k’1 -

ek x*"k =
Jile)
a, * m
* /L M-J+Ds. x"~-0Cs . =
i *1 j=0

N

=~ [(m-Tem» 8~ -0C8 ] jT 3-se/,

kus teisendustes on .teostatud indeksi vahetus K + 1 =
Jak=].

Seegai operaatori D - <& rakendamisel polinoomile Sm(X)
saare sama astme polinoomi, mille kbrgeima astme kordajaks
on - o<8* Jarelikult ka operaatori O -AY) ...0 - At
rakendamisel polinoomile S”"x) saame ikka sama astme poli-
noomi, kus kdrgeima astme kordajaks on ( -1)MAJIAa...An.sc
(naita seda iseseisvalt, kui mé& n) «

Seega vBib vorrandi erilahendiks tdepoolest olla polu-
noom Sn(X) ,kui saame nii madrata tema kordajad, et kehtib

samasus
%

OC-A") ... C-ANSN ) = Q) -
Arvestades Ulaldeldut saame kordaja sQ arvutamiseks
Jargmise valemi
(-Dn A" Aa ...An sQ

Q.-
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VOib ndidata, et polinoomi Sm(X) teiste kordajate arvu-
tamiseks leitav sisteem on samuti lahenduv, 6eldu kinnitu-
seks vaatleme jargmist naidet.

Naide 11. y™ -y =x2 +1 .

Selles virrandis on vabaliikmeks teise astme polinoom ja
Pj = -1 A 0. Seega otsime lahendit kujul y* (X) = st2 +

-tg% + Sg. Selleks arvutame tuletise (y’Cx))™ =0 ja vor-

randisse asendamisel saame

- SOx2 - s/hXx-s2 =x2 +1 ,

millest leiamegi kordajad: sO =-1 »s* =0 jas2 = -1

Erilahendiks on y*(xX) = —xp - 1, kuna uldlahendiks on

yx) =Cex +e (C2cos 43 x + sin xX) - x2 -1 .

2°. Olgu P(x) =QuCx) , kuid olgupn=pnl =

= %ee = Ppn-r+l =0 Pn—r ~ °*
SeegaA=0 on karaketristliku

védrrandi .B3.20) r-kordne aur.
Teostame vOrrandis (3*19) asenduse y~r\x) = Z , niille

tagajarjel saame ( n -r)-jarku diferentsiaalvorrandi

(n-r) (n-r-1)
z + Pl z + ...+ pnpz=0CX) -
Saadud vérrandi puhul esineb meil eespool vaadeldud juht 1°
ning vorrandi erilahendiks on z = Sm(X) . Seega j&db y(Xx)
leidniseks lahendada vorrand y~r\x) = Sm(X)



Kuna meid huvitab Uks erilahend, saame integreerimis-
konstante nulliks vottes ja r korda integreerides y(x) =

=xr Sjjj>d), kus Sm(x) erineb polinoomist Sm(X) vaid korda-
jate poolest (miks?).
Nii otsime juhul 22 lahendit
kujul XrSm(x).
Naide 12.y™ - 2y" =x - 1 .
Vorrandis on vabaliikmeks esimese astme polinoom jaA=0

on kahekordne Juur, sest karakteristlikuks
vorrandiks on

A?’—Z A2: 0.
Erilahendit otsime niisugusel juhul kujul y*(xX) =
=x2 (ax + b) . Tuletisi arvutades

W) =6 ax ¢2b  ja (Y)'™ = 6a
ja vbrrandisse asendades, saame

6a -4b - 12 ax =x -1

i i 1 1
millest leiame, et a = - Dab =g

N

Ay 2
Erilahendiks on seega funktsioon y*(xX) = 2Ex (;5* 3)
ja uldlahendiks

Yy =5 x2(j “ j) + ci + C2x + Crez*x.

WX \
3° Olgu P(X) = e m® , kusAon reaal -
arv. Naitame, et muutujate asendusega y(X; = e z |,

taandub kaesolev juht juhtudele 1° vOi 2°. Arvestades, et

Leibnizi valemi pdhjal on
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*Ck)<> 3=0

<J) AK"J .
awe Torrandi (3*9) vasaku poole esitada kujul:

Z>nV - 21 Pn-ie n ()* n
i= 10 J=0 -
AkJL. @ iH
- e S <
kus
1j) PttiA?™3 G.22)

on reaalarvulised kordajad.
Taandades kordajaga eAX , hdemegi, et antud juhul taan-
dub vorrand (3»9) kujale

NS-, (J)
2 . @nj1 *V x>
3=0

ehk

aoz(n) + ... +anl zx ¢ anz = Q™x) G.»B)

ning on seega sama tiupi, mis kasitletud juhtudel 1® ja 2° .
3°. 1. Vaatleme nuud juhtu, kus an A O . Valemi (3.22)
péhjal on
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n
i=0 P-1A
ning sel korral ei ole arv X karakteristliku vOrrandi juur;

1* péhjal on vorrandi (3.23) erilahendiks funktsioon s(X) =
= SA(X) = Samaaegselt on siis vorrandi

Pxwi bl = enx (*(x)

lahendiks funktsioon yQ<) = e\X smx) -

Haide 13.y" + 4y =X «2x .

Kaéesoleval juhul on karakteristliku vorrandi A +4 =0
Juurteks AJ=2i jJa\z= - 2i ,kuna vabaliikmeks on e 2x
Ja esimese astme polunoomi korrutis. Erilahendit otsime niid
kujul y*() = (ax + b) €’ 2x. Asendades y*(X) ja (Y*())°
=[4 (b-a) + 4 ax] e-2x VvOrrandisse, saame astmega e’
taandades samasuse

8 -4a+8axsx,

millest leiare, et a=-j jab=1 =

lii on 1 é -2X
YO =g xXeL) -
diferentsiaalVvOrrandi erilahend, kuna
yO) =l cos 2x ¢ C2sin 2Xx +g X+ ) qg”X
on tldlahend.
3. 2 Olguniid a*=an-1 =a”rtl =0 ,anrA O.
Talemi (3*22) p&hjal on
- 185 -
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r
A» =0, s.o. pr(J1) =0 *

12(Dpn_iA*0t 8.0.P*ncn ) = o ;

£ 4 i-rid
1=3v1 Ir-1"pn-i A =0 ,

-1
8.0. Pr(lr en) =0

ja seega (vt. [6] ptk. YI 8 22) on X karakteristliku vor-
randi r-kordseks juureks.

2* pdhjal on vorrandi @*23) lahendiks s() = j? Sa(®
Ja lahtevorrandi lahendiks y(x) = Xr Sm(X) e

Haide 14. y"' -y =x2 &X._

Karakteristliku vBrrandi /1 - 1 =0 juurteks on siin
WA=1 jall2=1 , wBjuures vabaliikneks on x2 ex. Seega
peab erilahendit otsima kujul y*(X) s( ax2 ¢ bx + ¢) x ex.

Arvutades tuletise (Y*(X))" = ex [a™*= (6a + b)x™ +
+(6Gae4db ) x ¢ 2b ¢ 2c} , asendades vorrandisse ja taan-
dades astmega ex, saane 6 ax2 + (6a Wm4b) x ¢ 2> ¢ 2c = X2,
millest jareldb, et a=£ ,b=-%* jak = 4 _ Hii on
YO = (gx2-~"x +M)xex javorrandi Uldlahendiks
on

yOX) ="el ¢ C2e-X ¢ (IXx2-Jr +J) xex.

Tulemusi 1° — 3* kokku vittes saane diferentsiaalvor-
randi (3.19) erilahendi leidmiseks jargmise eeskirja.
Olgu voérrandi @19 vabaliige
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i—-aetxe poldl-
noox . Olgu A karakt_ .. sliku
vorrandi @200 #kordne juur X ja r
voéivad ka nullid olla).Sii8 on

vorrandi GB19 erilahendiks funkt-
sioon

7*(X) > *Xx X1 SB(X),

kus SmX) on xastxe polinoon.

5* Konstantsete kordajatega lineaarseteks diferentsi-
aalvorranditeks taanduvad diferentsiaalvorrandid bltwysarse-
test diferentsiaalvorranditest oBkaxe xe senini lahendada
vaid konstantsete kordajatega vorrandeid. On loonulik kisida:
kae xittekonstant8ete kordajatega lineaarseid vOrrandeid saab
taandada konstantsete kordajatega vOrrandeiks? tldjuhul pole
taandamine vBimalik, kidll on aga niisuguseid vorrandite liike,
mille puhul osutub see vBimalikuks. Uheks niisugustest on
m. Buleri diferentsiaalvirrand.

Euleri diferentsiaalvirrandite ninetatakse vorrandit

oP-IY* +pny =0 »  (3.24)

kus (i=1,2,...,n) on reaalarvulised kordajad.

Xaitame, et muutujate vahetusega x = e taandub vor-
rand (3.24) konstantsete kordajatega lineaarseks diferentsi-
aalvirrandikse Selleks esitare vorrandi (3*24) kujul

B.25)
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kos pO =1 , ja nditame, et kehtib rdrdus

x* D*y =Dt(0t - 1) Bt - kK¢ 1 y(t) (%26)
(= 1,25, n) ,
milles Dt * j| ja y(©) on funktsioon muutujast t. Siinjuu-
res margime, et

. 1
Bt(Ot - 1) ... Ot - Kk @l) = bk x Dtt (3.27)
kus on konstantsed kordajad ja bQ = 1 (miks?) .
Kui arvestame, et vorrandis (3 25) on teostatud muutu-
jJate vahetus seose x = o pobhjal ja loeme VOrduse (3-26)
toestatuks, saame (3*27)

P'7* § Po-k( S *k-1@t *

n 1
* * X Dt 7 (#v »n-K bk-I>
1=1 K=i
=3 y-1DtYy »
n
*us =pn Jjaoql1l =%l_p’\b’\ @*1,2...n) on
1 —I1
reaalarvulised kordajad, kuna nii p™. kui ka b~
&, 1 =1,2,..., n) on reaalarvud.
Seega taandub VvBrrand (3-24) ,s.0.” (3.25) tdepoolest
konstantsete kordajatega vorrandiks
n
-1 t
1=0
Lopuks tdestame virduse (3*26) induktsioonimeetodiga:
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1D kontrollime valemi Oigsust, kui indeksi k védartuselce
on 1. Siis

t dt t -t
X Dy=e 3E *3x=e Dty *6 W* Dty %
2) teeme induktiivse oletuse, et VOrdua (3.26) on veel
Oige, kui indeksi védrtuseks on Kk jJa
3) naitame, et ta jJadb Oigeks ka K ¢ 1 korral. Selleks
arvutame

3](9+1Dk+1__,‘_ kDt *‘gg:

H)* dt Cc3UDL-J «* (H~ T ee
e(k ) 35 * a ')( _______________ J—

e(ktd) et [b] @Ot -1)...(Bt-k+l) y ,e kt -

- ke kt DEOt -1) ... Ot-ke 1 y]=
=bt @Ct-D ... Ot -k *D( Dty - KYy) =
=Dt @Ot -1) ... Ot-Ke DOt -K vy ,
mida oligi tarvis tdestada.
Olgu mirgitud, et vBrdust (3.26) kasutatakse kavahetult

Euleri vorrandi lahendamisel. Jalgime naidet.
Haide 15.

Y™ ¢ XY ¢ 3 xy* - 8y =0.

Antud vBrrand on Euleri virrand. Seega teostame asenduse
X = e ning arvestades Vordust (3.26), saame xy" =Dt vy;
xV =Dttt - 1) ¥ *V* - Ot-1) <Dt-2)y ,
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7 e»tC»t—-1)y O Vv ' ~ 30,

Avadee Bulad ja koondades sarnased liikmed saame

@ y-2D2y e*Dty - 8y * 0, (3.29)

mille lahendamiseks lOiame karakteristlika vorrandi

N3-2A?¢ 40,-8=0

Juured. Vendeks on N,*2, N2=2i , A.3= - 2i.
Vorrandi (3-28) lahendite fundamentaalsiUsteemika on
seega funktsioonid *
yl=e2t ,y2=cos2t , y5=sin2t ja

antud vorrandi Uldlahendiks on
y * G2 ¢ C2 cos 2 Inlxk Cj sin 2 In |xlI.

Analoogiliselt saab ndidata, et ka uldisem Euleri dife-
rentsiaalvorrand

@ *b)Vn *pl(ax *>n"1yU +

eee + Pn-1 (ax + B> Y" + Pny = °*

kus a,b japi (@ =1,2,%..,n) on reaalarvud, taandub asen-
dusega ax + b = e konstantsete kordajatega lineaarseks
diferentsiaalvorrandikse

Eespool kirjeldatud meetod on rakendatav ka mittehomo-
geense Euleri diferentsiaalvorrandi puhul ,kus vOrrandi pa-
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parinaks pooleks en vahemikus J midratud funktsioon P(X)-

§ 4. RAJAULBSAHDED. SRKBMI T/1B/8100X.

Rajallesanne ja ra.iatingln«sed.Vaatlax« lineaarset
diferentsiaalYsrrand. It

LysP &) y(n> ¢ P1LX) y(n'D) o . @

.ePnXy =P . -
Me eeldame kogu kaesoleva paragrabvi keetel, et funktsioonid
1
p-®, P13), --- ,Pn®) JjaP(X) on pidevad 16igul [a,bl.

VBrrandi (4.1) uldlahend avaldub teatavasti kujul
Y=Y o " A y+ , kus y* on vérrandi (4.1) mingi erila-
hed, y™y2» ee= » Yo  aga vastava homogeense vorrandi Ly=0
erilahendite fundamentaalsisteem. Seni oleme erilahendi val-
Jeaeraldamist Uldlahendlst teostanud ainult algtingimuste

Y(x0) 3 Y0» 75(x0) = r Q, ... , Y"n*“1)(x0)=y00>1™4.2)

abil. Hagu me négime, on vorrandil (4.1) parajasti Uks la-
berd, mis rahuldab algtingimusi (4.2), s.t. suvaliste kons-
tantide vadrtused on tingimustega (4.2) uheselt madra-
tavad.

Ei ole aga Oige arvata, et erilahendi valjaeraldamine
toimb alati algtingimuste abil. Vordlemisi sageli esineb
Ulesandeid, kus tuleb leida vorrandi (4.1) lahend, mis rahul-
dels jargmist tldpi tingimusit

[Ejj Yrra) +Bijy N i
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(Siia ocjjt @fj ja Ui on etteantud konstandid). Tingimused

(4,3) kujutavad endast lineaarseid aeoseid y(X), y*(X),.**»
yMELD)(X) vadrtuste vahel Ca*bl otspunktides (rajapunkti-
dee a ja b)* neid tingimusi nimetatakse ra.latingimusteks,
tépsemalt, lineaarseteks rajatingi -

musteks. Kui O (Ci=1,2,...,n), oteldakse, et

rajatingimused (4*3) on hemogeenaed.

Diferentsiaalvirrandit (4.1) koos rajatingimustega (4.3)
nimetatakse rajalleecand?Z:, Pajaulesande”™ (4.1,
@3N lahendi all méistetakse vOr-
randi @1 sellist lahendit, mis
rahuldab rajatingimusi @3 -Rja
ulesannet {(4.1),(4@*3)1 nimetatakse homogeenseks, kui vor-
rand (4.1) ja rajatingimused (4*3) on hamogeensed (s.-t.
kui PX) s 0 jJa Ti3 e =Th * <»e

Vaatleme tingimusi (4*3) ajutiselt algebralise vOrrandi-

susteemina y(@), y*@), --- , Ya’'1@, y(@), y&) ,...,
y*a’1\b) suhtes* Susteemi kordajate maatriks
/

10 N1 ** *®4,n-1 P lo PI1 ”e,Pl,n-1
k22 * *x A2 n—1 R20 P 21* 2,n-1

0lno 0i1nl ** * 06 N,n—1 Pno Pni1**#fti,n-1

koosneb n reast ja 2n.veerust*
Algebrast teame, et kui maatriksi A astak on n-st

vaiksem, siis on kaks vBimalust: virrandid (4.3) on kas
vasturadkivad voi lineaarselt sOltuvad. Esimesel juhul ei
leidu Uhtegi funktsiooni y(X), mis rahuldaks rajatingimusi



(4.3), da rajailesanne{(4.1), (4.3)\ on mittelahenduv. Tel-*
eel juhul on vadheaalt Uks vOrranditest (4.3) lineaarme kombi-
natsioon Ulejéanutest ja meil jadb jargi vahem kui n  line-
aarselt sdltumatut rajatingiaust (4.3), mille abil ei ole
vBiaalik Uheselt mdarata n suvalist konstanti C, C2»...,Cn
uldlahendi avaldises. Kumbki nendest kahest juhtumist meile
ei sobi ja me eeldame jérgnevas kogu aeg, et maatriksi A
astak on n. Nagu veendusime, tahendab see eeldus sisuliselt,
et rajatingimused (4.3) on mittevaeturadkivad ja lineaar-
selt sltumatud.

Illustreerime deldut naidetega teist jarku vorrandile
(n = 2) kaasnevatest rajatingimustest; rajatingimuste kor-
vale kirjutare nende kordajate maatriksi. Rajatingimused

TTG) ¢7T(> -37 0) =1, /1 1 -3 O\
21(b) ¢ 7>(b) =0, A=\00 21/

rahuldavad pUstitatud nduet - maatriksi A astak on 2.
Rajatingimused

y@ -yb) =t 3, /A 0 -1 0N\
'2y(a)—2y(b):T2I A= \2 0 -2 01
aga el rahulda - astak on 1. Kui 2 on viimased ra-
Jatingimused vasturaakivad, 2 korral aga lineaar-

selt sdltuvad (teise tingimuse saame esimese labikorruta—
misel 2-ga).

Ka algtingimusi (4.2) vOib vaadelda rajetingimustenai
VOttes xQ= a , on kordajate maatriksiks
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j1 o. ..o o o0. ..o0
0 1 et o o O*»e0

(o O e=«# 1 O O eeep0

mille astak on ilmselt Vvdrdne n-ga.

Erinevalt algtingimustest, ei viimalda rajatingimused
alati erilahendi Uhest valjaeraldamist tldlahendist,s.t.
mitte alati ei ole rajaillesanne Uheselt lahenduv. Vaiteks
on rajaiileeandel

'+~ 7=0,
Ily(©) =0, y(@ =o

16pmata palju lahendeid y*Csin X; rajatingimuste korda-
Jate maatriks

rahuldab plUstitatud nSuet - astak on 2 .

2. Ra_jaulleSBande Uhene lahenduvus -Anallisime kisimust
rajaillesande Uhesest lahenduvusest. Et muuta mBningaid tei-
sendusi Ulevaatlikumaks, toome sisse nn. railaoperaatorid
(i=1,2, ..., n), mis seavad igale n - 1 korda pidevit

diferentseeruvale funktsioonile y(X) vastawvusse arvu
n—1

IImselt on rajaoperaator lincaame (pbhjendage Uksik-
asjaliselt) 1

Uiyl+y2) = Ui(yl) ¢ Ux(2) ,
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ui Ccy) = C"Cy) Cc = const).

Kasutades rajaoperaatoreid, vdoime rajaillesande {/4.1),
C3) | luhidalt Kirja panna niis

bY =P, U+Qy) (i=1,2...n j

rajailesandele ~C4.1), Cx3) ™ vastavaks homogeenseks ra—
Jaillesandeks on

bY =0 , md) =0  Ci =1,2,..., n). C4.4)

Putiame maarata konstandid vorrandi C4.1) uldlahen-
dis 7=7** Cj y* selliselt, et oleksid rahuldatud

rajatingimused "™4.3) :
Ut Oy~ o G yy sifj-@G a1,2,...,n).

Kasutades operaatorite ~ lineaarsust, kirjutame viimased
tingimused Umber nii

Cl ui ¢ cNM Cys) ¢ ... & cnuiCyn) *
»Xi 7 Cy*®) Ci=012_...» n.
Me saime konstantide (@, C2, ... , Cn madramiseks alge-

bralise vOrrandisisteemi, mis on tUheselt lahenduv siis ja
ainult siis, kui sisteemi determinant

D1(T1)  w\Cyg) =-= TOM)
i2cyi) — U2(2) --- u2oyn)

I} on(y2) --- unCyn)
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erineb nullist. Sellega oleme tdestanud jargmist.

Lemma 1. Rajallesanne {(4*1), (4.3)} on Uheselt la-
henduv siis ja ainult siis, kui D/ O .

Uurime niud, millal D =0, s.t. millal rajatlesanne
{(4.1) , (4.5)} ei ole Uheselt lahenduv. Tingimus D =0 /
tahendab, et determinant!! veeruvektorid on lineaarselt s6l-
tuvad; leiduvad sellised konstandid
. 0), et

bl 1 Ui (Y15 +*££172) *  ecnli(y») =0
G =1,2,...,0).

Nasutades taas operaatorite lineaarsust, kirjutate vii-
mased tingimused Umber kujul

Ui(04 yl *062 y2 * *e *hl nyr™ =0
Gd=12,..., m

Hagu naha, rahuldab funktsioon y ¢ 0c2 y2+ ...
-..¢ =yn homogeenseid rajatingimusi UNY) =0 (i =
=1,2,...,a)» see funktsioon on thtlasi homogeense vorrandi
Ly =0 mittetriviaalseks lahendiks ( miks?) . Me joudsi-
me tulemuseni : kui D =0 , siis homogeensel rajalillesandel
(4.4 on olemas mittetriviaalne lahend. Yiies arutlused
18bi vastupidises suunas (teha sedal) , saame vastupidise
tulemuse : kui homogeensel rajallesandel (4.4) on olemas
mittetriviaalne lahend, siis D =0 . Kokkuvottes, D =0
siis jJa ainult siis, kui homo -
geensel rajaulesandel @4 on ole
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mas mittetpvia.A.Iln-a la hend (Paneme
téhele, et y = o on alati () lahendiks, s.t. homogeen-
sel rajaiilleecandel on triviaalne lahend alati olemas.)

Jareldus 1,D A O siis ja ainult siis, kui homogeensel
rajatllesandel (4.4) onolemas ainult triviaalne
lahend.

Lemmast 1 tuleneb jargmine teoreem*

Teoreem 25» Hajaiillesanne {(4.1), (4.3)™ on Uheselt la-
henduv siis ja ainult siis, kui vaetaval homogeensel raja—
Ulesandel (4.4) onolemas ainult triviaalne lahend.

3.Rajatingimuste r jadaaine homogeepitakfl. Rajatin-
gimusi on muutujate vaikuse abil voiaalik teisendada homo-
geeuseteks. Toepoolest, clgu u(X) selline n korda pide-
valt diferentseeruv funktsioon, mis rahuldab rajatingimusi
4.3) (Mrrandit (4.1) u (X)) rahuldama ei pea ja seetdttu
ei valmista sobiva u(X) leidmine raskusi). Kui y(X) on ra-
jJailesande {(4.1), (4.3)" lahendiks, siie funktsioon

z =y -u®
rahuldab jargmisi tingimusi:
lzsL (y-uw =Ly -Lu=P - Ly,

uju) =~ym) =ux®) - ~(u) = a-Ti =0
(i=1,2,...,n).

Jarelikult omandab rajaillesanne —{(4.D1 (4.3)" uue ot-
sitava funktsiooni z =y — u(X) suhtes kuju
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Ls =P1# wunx(®) =0 (i=1,2,...,n),

milles =P — Lu on meile tuntud funktsioon. Rajatingi-

mused on viimases rajaillesandes juba homogeensed. Hagu ndha,
muutub rajatingimuste homogeenseks teisendamisel ainult vor-
randi vabaliige.

Edaspidi me vaatleme ainult homogeenseid rajatingimusi,
s.t. eeldame, et vastav muutujate vahetus on juba tehtud.

4. firaftni dnvrfcllinm. Raj alilesannete lahendamisega on
tihedale seotud . Greeni funktsiooni
méiste. Greeni funktsiooni tdhtsus selgub lugejale all-
pool (teoreemiga 27). Vahepeal aga esitame definitsiooni ,
mis voimaldab Greeni funktsiooni praktiliselt konstrueerida.

Kaasnegu diferentsiaalvirrandiga (4.1) lineaarsed homo-

geensed rajatingimused
-1
VAQ) s [ ot ry™(a) ¢ =0

(i=1,2, ..., n. @.50

Definitsioon. Ra.laillesande {(4.-1). (4.30" Creeni funktsi-
ooniks nimetatakse kahe muutuja funktsioconi G(Xx,e), mis on
maaratud ruudus

R:] aizO , a~s4d4b}
Ja rahuldab jargmisi tingimusi:
1° G(X,s) on ruudus R pidev ja tal on seal olemas pi-
devad osatuletised x jérgi kuni jarguni n - 2 ;
2° funktsioonil G(X,s) on olemas ka pidevad ( n-1)- ja
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a—jarku osatuletised x Jargi koikjal ruudus RfT valja
arvatud sirgel x=s, kus ( n—-1)—jarku osatuletisel on 18p-
lik hipe

«<h~1G(x,S) Wl 6x,9)

n-1 mPABI[

X=S+0 P xn1l X=8-0

3e x s korral rahuldab G(x,s) kui muutuja Xx
funktsioon homogeenset vorrandit Ly = 0 ja rajatingimuai
4.39)

Lugedes toodud definitsiooni veel kord hoolsalt 1&bi,
veendume, et Greeni funktsioon ei s6ltu mingil viisil vor-
randi (4*1) vabaliikmest P (X) . Sel pdhjusel nimetatakse
asja defineeritud funktsiooni G( X,s) sageli ka diferentsi-
aaloperaatori L Creeni funktsiooniks rajatingimustel (4.3")m

Vaatleme, kuidas toimub Greeni funktsi -
ooni praktiline leidmine. Omaduse
3 pohjal on G (X,s) nii x>s kui ka x<s korral
homogeense vBrrandi Ly = 0 lahendiks, mistdttu ta avaldub
lineaarse kombinatsioonina erilahenditest y”», y2, ee=» Y0 »

alyl(x) + aZy2(x) ¢ anyn(xX),
kui x< s j (4.51)
G (X,8) =
%) blyl(X) ¢ b2y2(X) + ... ¢ bnyn(), “4.5)

kui x>s . (4.3)

Kordajad & ja b~ on s erinevate vaartuste korral uldi-
selt erinevad, s.t. a"» = a™B) , b» = b~(s)s nende korda-

jJate leidmisele taandubki Greeni funktsiooni konstrueerimi-
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ne . Avaldisest (4*5) jareldub, et

'b G(x,e) a/\y/\/\cx)*_ _* X <S;
Ax1 (L*0yLFeeeym) |

blyl(i)’(x)+- . .*bHYHCi) ), kuix>s;

nil et muuhulgas

AN i CD,
G(X,S) - alyl(l) G ¢ ...¢ *
X0 X=e—0

velx. s) 1wy " () ¢ eeebiilPes -

X=St+0

Tiimased piirvaartused on i =0,1,..., n-2 korral vord-

sed (omadus 1€) , 1 =n -1 korral aga erinevad nad teine-
1

teisest p-rg)~ vorra (omadus 2*). Seega

blyl ()" ... «ebnyn(s) - [alyl(s)+.. .+ anyn(s)] :00,

bly"1(S)4... + bny“a(s)- taly"1(s)+...+any ,n(s)l » 0O,

-2

Vit2© ¢ o oon o -

1Dt o . e a2 @i,
blyl(n_l) () ¢ ... ¢ brlyn‘ﬂ”'l,),ts) -

- [alyl@ D) ¢ -...¢V n(r,DEN
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Cl ¥1C»; & === ¢ Cnyn(s) aO ,

CAACS) & ... ¢ Cy*nC8) =0 |
! : @.6)

2 ... acn o0,

Lo TR O oy, =

Tingimused (4.b) kujutavad endast vorrandisieteeni eCgox<. .»
ee=»en suhtes. Sisteemi determinant erineb iga se[a,b]
ocorral nullist kui Wrosnki determinant homogeense vorrandi
Ly =0 [lineaarselt sOltumatutest erilahenditeet y «eee*Y1*
Hiisiis on susteemil (4.6) parajasti Uks lahend

Esitane rajaoperaatori kahe rajaoperaatori stuuranat

Uia * Uib -
e n-1 n-1
Oia(y) ib id
Panene niud kirja tinginuse, et G(x,s) rahuldab fikseeritud
8 € (a,b) korral rajatingimusi (4.3“)(onadu8 3™) :

LOX(S

UNG Ods )) =0
ehk
GG Cx,e)) « uib (G (x.sy))= 0 (=1,...,n).

luna x = a korral ( siia x<s) avaldub G(x,s) kujul
(4.5»), x=Db korral aga kujul (4.5v), siis viimastest tim
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gimustest saame, et

¢ o= ¢ SQ/FRLIDNT* > 2 * oy " ®
=1, ..., »)=

Asendame siin =a 4

UiaCalyl+ * anyn) ¢ UibC( ®1+ c1) *1* "
eee ¢ (BO*Co YN) =0 (A 1#»»M n) -
Kasutades operaatorite U«.. 3A lineaarsust ning
vottes arvesse, et NN"Cy”™) ¢ BMCa™) * UICy3) » ritme mei®
tingimused I6puks kujule

aun o) * * e
ee= ~®a ™,Cjn) ( sb»w*on) = (*=?)

See on VOrrancLisisteem &, ... , suhtes; paremal pool
on eespool juba leitud suurused e®, ..., jJa kergesti
arvutatavad konstandid UMN(Yy™), --., U™N(yn). Kui siUstee-
mil (4,7) on olemas Uhene lahend , <=, &N, B.t. kui sis-
teemi determinant erineb nullist, siis, avaldanud kordaj&d
b, ..., bn seostest b* = a® ¢ , on Greeni funktsioon
(4.5 leitud. Kuid jérelduse 1 pdhjal on sisteemi (4.7) de-
teminant D nullist erinev siis ja ainult siis, kui homo-
geensel rajailesandel (4.4) on olemas ainult triviaalne la-
hend. Sellega oleme jdudnud jargmise tulemuseni:

Teoreem 26. Kui homogeensel rajatilesandel (4.4) on ainult
triviaalne lahend, siis rajatlesandel-"\(4.1), (4.3*)"on para-
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jastl ilk. Sr.«»1 fonkt.loon, s.. Or..B1 Nuhin.l.o8 .Taldub
tag«l (*.5), bt=,t*u4y, ei Jau ~  oB letta_
rad vastavalt slUsteemidest (4,6) ja (4,7).

Yaide 16. Leiame rajallesande

Y»QU), yu) =0, y() =o (CR))

Greeni funktsiooni. Homogeense Torrandi y* = 0 lineaarselt
soltumatuteks erilahenditeks on ywj@) a1l ja y2(x) = X
wing Greeni funktsioon avaldub kujul

aj ¢ igX rkui x <8 ,
G(xt) B by ¢ bgX, kui x > =
Bustesa (4*6) on antud juhul jargmine*
ec2B=0 S <0 ec2=1.
Siit = - B , C2 = 1. Kuna vaadeldava naite korral
Y - Y@, L2G) - yb), UBE) 2 0. A(Y) -y
siis slsteemiks (4*7) saame
an e aa0f aj ¢ aB—b,

kust a’\:—a.a.._-b ,a = e —

bi =ci «ai leiate niid, etb* ab & g j h2 =Rz & »

jJa pérast lihtsaid teisendusi votab Greeni funktsioon kuju

- 205 -



)

( (x*a) - , kui x <s,
G(X,S) = b-a
x-b)(e-a
_(___)_(___)___ , kui x>8
b-a

Teareea 27 < Kui homogeensel rajalllesandel (4*4) on
ainult triviaalne lahend, siis rajailleeande {(4.1), (“@*3)}
lahend avaldub kujul

b
yo9 = § 6(x,s) P () os, 4.9
a
kae G(xX,e) on rajailesande [(4.-1), (4.-3)} Greeni funktsioon.

TOestu s. Me peane nditama, et avaldisega (4.9)
defineeritud funktsioon y(X) on n korda pidevalt diferent-
seeruv ning rahuldab virrandit (4.1) ja rajatingimusi (4.3%)-
Paneme tadhele, et aJ G (X,8) P (5) ds on parameetrist x
sOltuv integraali kuna integraalialune funktsioon G(X,s) P(@)
on pidev ja n-2 korda pidevalt diferentseeruv parameetri X
jJargi, siis y(X) on pidev ja n-2 korda pidevalt diferent-
seeruv, kusjuures diferentseerimist vdib teostada integraa-

i margi all. Seega i * 0,1,..., n-2 korral

____________ p(@ de* <4*9%)

Jargnevat kahte tuletist ei ole sellisel viisil enam vBima-

lik leida, sest 0 A ju XS
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ole pidevad. Seetfttu toimime jargmiselt. Kirjutame y(“2)()
avaldise Umber kahe integraali sumana:

yen 2 ] _:]f - ?\b_gil_’_‘Q__ P(s)da *

_ neCx.s) s s
1 - ——— 5=2- P <B)4e *
X

Esimeses integraalis on X > s, teises X < s. Kuid nii x>s
kui ka z <s korral on Greeni funktsioonil olemas pidev
(D -jarku osatuletis x jargi (omadus 2*) ning jarelikult
Voime kurbagi liidetavat diferentseerida integraali margi
all. Arvestades, et x esineb ka integreerimisrajades (esi-
meses liidetavas on x Ulemiseks, teises alumiseks integree-
rimisrajaks), saame:

f 4“1 eCI»8)
— P (9)ds ¢
n-2
b  G(xf)
P(«> t
-|Xx n-2 8 = X-0
bn—ls( )
X,e
e P(s)ds -
'bx
n-2
m Su,S)
o =50

Kumbki  integraal vOrduse paremal pool esitab pidevat funkt-
siooni ja need kaks integraali on kokku voetavad Uheks inte-
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integraaliks rajades (a,b” kaks tlejdanud liiget aga koon-

duvad valja, seat NZ2~— on pidev. Seega j™n “(X)
on pidev ja (4.9%) kehtib ka i = n - 1 korral. Avaldisest
1
P (S)ds ¢
‘an _16(i,e
L. ° -1631.€) P (s)ds
Hr
leiame analoogiliselt, et
n-1
K@) (0 PEd e P
) ()= e)de* ____r_ g= S
— E=T e=-0
'dnG( ) '%in_lG( )
X,S X,S
N P(s)ds- - P(S)
N X“—T
sS>A0.

Integraalid vbrduse paremal pool esitavad taas pidevaid
funktsioone ja on kokku vbetavad Uheks integraaliks rajades
(a,b). Ulejaanud kaks liiget ei koondu sel korral vilja,
vaid omaduse 2° pdhjal

n—lG n—1G
9 GX,.s) PE© b '(Wxie) P(S) PCO '

n-1 s=x-0 X e««0=
Seega YAD(X) on ka pidev ja avaldub kujul

) S L O R CR-D)

Yeendume, et y(X) rahuldab virrandit (4.1). Toepoolest,
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@.9%) ja 0497 pohjal

a ‘Dar o
¢ Pl\grI \; o ~®§(e)ds . .
-¢Pal) J G(X,5) P (5 ds =P(X) ¢
a
b
¢ \ [JIG(X,s)] P(s)ds =P(xX), m.o.t.t.

Ue viisime koraajad PM(X) vastavate Integraalide markide
alla» vOtnud integraalid ko&ku Uheks integraaliks, saime
integraali alla [LG(X,S)] P(s)- Kuid x A s korral
LG(X,s) =0 amaduse J® pbéhjal ning p LG (X,sj P(s)ds=0,
sest integraali véartus ei s6ltu teatavasti integraalialuse
funktsiooni vaartusest Unes fikseeritud punktis (antud
Juhul punktis s = X).

Taiesti analoogiliselt leiame (4.9%) ja 3* abil, et

b
Ur@) = J UGCXIS) P(S) ds =0 (i=1.2,....n),

s.t. y(X) rahuldab ka rajatingimusi (4.3*). Teoreem 27 on
testatud.

Nagu tdestatud teoreemist néhtub, vOimaldab Greeni
funktsiooni teadmine tohe valja Kirjutada rajalilesande
lahendit mistahes vabaliikme P(X) korral. Naiteks on ra-



jJanlesande (4.8) lahendiks (vt* vastava Greeni funktsiooni

avaldist)
X

J6) = k~b J@E-a P (s)ds +

b
ey. * J (5-b) P (5.
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