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Vorwort.

vorliegende Buch soll ein Handbuch für Schüler sein. 
Als solches wird es Vielen zu umständlich erscheinen, namentlich 
denen, die eine einsichtsvolle Kenntniß und geläufige Ausübung 
der einzelnen Lehren der Mathematik als einzigen Zweck des ma­
thematischen Unterrichtes betrachten. Wer aber zugibt, daß die 
Entwickelung des mathematischen, speculativen Denkens die eigent­
liche Ausgabe des mathematischen Unterrichtes in Gymnasien ist, 
der muß auch zugeben, daß das System, die Entwickelung die 
Hauptsache ist. Die einzelnen Lehren haben nur Werth als 
Glieder eines zusammenhängenden Ganzen, als Träger eines all­
gemeineren Gedankens.

Diefterweg stellt die Ausbildung der Selbstthätigkeit — als 
vorherrschende Eigenschaft des Mannes — als oberstes Princip 
für die Methodik der rationellen Unterrichtsgegenstände auf. — 
Nicht bloß zur Selbstthätigkeit, sondern durch Selbstthätigkeit zur 
Selbstständigkeit, soll der Knabe herangebildet werden. — Die 
Selbstthätigkeit des Schülers soll nicht beschränkt sein auf die 
Beweise einzelner Lehrsätze, auf die Lösung einzelner Aufgaben, 
der Lehrsätze und Aufgaben, die ihn vom Lehrer als willkürliche 
oder du^rch- das bürgerliche, praktische Leben Dictirte gegeben wer­
den. — Die reine Mathematik soll dem Schüler vielmehr als 
eine selbstständige Wissenschaft vorgelegt werden, die aus sich selbst, 
uach einem leitenden Principe ihre Lehren und Aufgaben ent­
wickelt, dieses Princip muß dem Schüler zum Bewußtsein gebracht 
werden nnd selbstthätig muß er aus demselben sich seine Aufga­
ben ableiten.

Das Buch ist für die Schüler der mittleren uild oberen 
Classen bestimmt. Die Schüler der unteren Classen sollen kein 
Lehrbuch in die Hand bekommen; sie sollen nicht bloß mit dem 
Gedächtnisse auffassen, sondern dazu angehalten werden, die ihnen 
anschaulich gewordenen Begriffe und Lehren selbst in bestimmte
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Worte zu fassen. — Erst wenn der Lehrer sich überzeugt hat, 
daß die Begriffe dem Schüler ganz klar und anschaulich sind, 
giebt er ihm den passenden Ausdruck, wenn ihm ein solcher fehlt. 
— Sv ist der Unterricht zugleich Denk- und Sprachübung.

Zn Tertia legt der Lehrer das ganze System den Schülern 
noch einmal übersichtlich vor und fügt die nothwendigen Ergän­
zungen hinzu, als da sind: die verkürzten Operationen mit Deci- 
malbrüchen, die vollständige und abgekürzte Ausziehung der 
Quadrat- uni) Kubikwurzeln, — um dann zur allgemeinen Arith­
metik überzugehen, die dem Ganzen den Abschluß giebt. — Hier 
nun erhält der Schüler das Buch in die Hand, damit er aus 
ihm die mit der Zeit entstehenden Lücken ausfülle und so im 
steten Zusammenhänge bleibend, seines Zieles und Weges , bewußt, 
der fernern Leitung des Lehrers folge.

Es ist zwar nicht direct die Bestimmung des Buches, ein 
Leitfaden für Lehrer zu sein, doch dürfte der Lehrer hier hinläng­
liche Anweisung auch für den Unterricht in den untern Elasten 
finden, wenn anders er es ernst meint und sich's nicht verdrießen 
läßt, auch bei andern, etwa bei Diesterweg und Ungar, Rath 
zu holen; denn so manches Methodische enthält das Buch, was 
ihm als Compendium fehlen sollte, übrigens vom Schüler leicht 

übergangen werden kann.

Fellin, den 28. August 1856.

Der tzerfaffer.
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Verbesserungen.

1. In der ersten Zeile des 19. Lehrsatzes Seite 26 muß „andern" 
gestrichen werden.

2. Auf Seite 28 Zeile 10 von oben muß „aber" gestrichen 
werden.

3. Seite 31, Zeile 4 von unten muß vvr b ein Semikolon 
stehen : c — ; b.

4. Seite 36 Zeile6 von unten muß nach „selbst als Einheit" 
eingeschoben werden „und nennen sie die negative 
Einheit."

Б, Seite 62 Zeile 5 von unten muß nach „daß man so« einge­
schoben werden „einen."

6. Seite 60 müssen bei der abgekürzten Berechnung der /'s die 
zwischen den Ziffern befindlichen Punkte fehlen; desgleichen 
Seite 62 bei der verkürzt berechneten /'5.

7. Seite 63 Zeile 5 von oben muß stehen: Es ist z. P. 
- zu <o,5-



Einleitung.

I. Don der Zahl und den Zahlformen.

i. |pur$ das Hinzutreten gewisser Dinge zu andern und 

durch das Trennen derselben von anderen gleichartigen Dingen, 
entsteht in uns der Begriff der Menge überhaupt. Sehen wir 
ab von allen Eigenschaften und Merkmalen der Dinge, und halten 
nur das fest, daß sie mit anderen Mengen bilden, so erhalten 
wir den Begriff der Einheit.

Der Begriff einer bestimmten Menge von Einheiten ist 
die Zahl.

Eine bestimmte Menge von Einheiten aber kann entweder 
unmittelbar in einem einfachen Begriffe aufgefaßt und durch ein 
einfaches Zahlwort angegeben werden, oder mittelbar unter ver­
schiedenen Formen (Zahlformen).

Unmittelbar aufgefaßt werden nur folgende Mengen von 
Einheiten:

1 in dem Begriffe eins.
11 f, tr zwei.

III ff II drei.

Illi ff tr vier.

Illil II It fünf.

lillil tr tr sechs.

Hlllll и sieben.

IIIIIHI и tr acht.

HIHIHI tl It neun.

llllllllll tr II zehn.
1
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Die Zahlwörter der Reihe nach nennen heißt zählen. 
Wir zählen mit Bewußtsein, wenn wir nns bei jedem Zahlworte 
die Menge von Einheiten, die eS bezeichnet, auch wirklich vorstellen.

2. Die Möglichkeit der Zahlformen ergiebt sich uns aus 
der Möglichkeit, eine gegebene Menge von Einheiten in Gruppen 
von Einheiten zu zerlegen. — Aus so viel charakteristisch verschie­
denen Arten dieses geschehen kann, so viel verschiedene Zahlformen 
erhalten wir. — Die einer Zahlform zu Grunde liegende Zahl 
heißt ihr Zahlenwerth. — Den Zahlenwerth aber zu gegebenen 
Zahlformen ermitteln, heißt rechnen und ist die wesentliche Auf­
gabe der besondern Arithmetik.

Bevor wir uns aber an die Ermittlung aller möglichen Zahl­
formen machen, müssen wir uns über die Auffassungsweise grö­
ßerer Mengen von Einheiten verständigen.

II. Das Decimal - Zahlensystem.

5. Eine größere Menge von Einheiten als zehn saßt man, 
wie schon oben bemerkt wurde, nicht mehr unmittelbar auf, son­
dern ^man theilt eine jede größere Menge von Einheiten in Grup­
pen zu zehn Einheiten, und zählt die Gruppen, sie als Einheiten 
setzend. Sind so viele vorhanden, so vereinigt man wieder je 
zehn solcher Gruppen in eine neue Gruppe, zur neuen Einheit 
u. s. f.

So hat man in der That bloß bis zehn zu zählen. Aber 
man zählt verschiedene Einheiten, und muß sich daher zu den obi­
gen Zahlwörtern noch die Namen der verschiedenen Einheiten 

merken.
Die ursprüngliche Einheit nennt man jetzt Einer oder die 

Einheit der nullten Ordnung.

Zehn Einer geben einen Zehner oder die Einheit der V™ Ordng.
„ Zehner .. Hunderter „ .. 2^n <«
„ Hunderter „ Tausender » „ 3te%« »

u. s. w. u. s. w. u. s. w.

Die Zahlen, welche die Ordnung angeben, wollen wir Ex­

ponenten nennen.
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Aus folgender Zusammenstellung übersieht man leichter die 
weitere Benennungsweise der Einheiten:

Einer, Zehner, Hunderter, Tausender, Zehntausender, Hnn- 
derttausender, Million, zehn M., hundert M., tausend M., zehn­
tausend M., hunderttausend M., Billion, zehn B., hundert B. 
u. s. w., Trillion, zehn Tr., hundert Tr. 4u. s. w., Quadrillion, 
zehn Quadr., hundert Quadr. u. s. w., Quintillion, zehn Quint., 
hundert Quint, u. s. w.

4. Die Begriffe eins, zwei u. s. w., acht, neun, sind ein­
fache Begriffe; wir nennen sie Stammzahlen, so lange wir sie 
auf keine besondere Einheit beziehen. Geschieht dieses, so nennen 
wir sie^ Stamm-Zähler. — Alle übrigen Zahlbegriffe sind zusam­
mengesetzte Begriffe.

Die Verbindungsweise der Zahlwörter mit den Einheitsna­
men, so wie die übliche Angabe der zusammengesetzten Zahlen — 
kurz das Zählen über zehn hinaus, wird hier als bekannt vor­
ausgesetzt. Nur so viel wollen wir noch bemerken:

Jeder Stammzähler, so wie jede zusammengesetzte Zahl kann 
auf jede beliebige Einheit bezogen werden; wir sagen z. B. 
zwanzig Zehner, drei hundert vier und zwanzig Hunderter rc.

Wir nennen jeden Stamm-Zähler, so wie jede zusammen­
gesetzte Zahl, so bald wir sie auf eine besondere Einheit beziehen, 
Zähler dieser Einheit.

III. Das Decimal - Ziffernsystem.

3. Zur Versinnlichung der Zahlen bedient man sich, außer 
der Zahlwörter, noch besonderer Zahlzeichen, Ziffern genannt. — 
In dem f. g. arabischen Ziffernsysteme hat man für die neun ein­
fachen Zahlbegriffe auch neun besondere Zeichen:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
welche Zeichen eben die Zahl schlechtweg, ohne Rücksicht auf die 
Einheit, bezeichnen. — Das Zeichen 3 bezeichnet den Begriff drei, 
nicht drei Einer oder drei Zehner. — Die verschiedenen Einheiten 
aber werden nicht durch besondere Zeichen, sondern auf die sinn­
reiche Weise angegeben, daß man die Ziffern in verschiedene Stel­
len setzt:

1*
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Man setzt die Ziffer in die erste Stelle, wenn sie Einer bezeichnet.
„ „ „ zweite „ „ Zehner „
„ ,/ n dritte „ „ Hunderter "

u. s. w. u. s. w. и. f. w.
Die Stellen werden von der Rechten zur Linken gerechnet. 

Um die Stellen abzählen zu können, wenn nicht Einheiten aller 
Ordnungen, von der nuHten bis zur höchsten vorkommenden Ord­
nung, vorhanden sind, hat man zu den neun Ziffern noch ein 
Zeichen, (0) die Null genannt, gefügt, welches Zeichen in die 
leeren Stellen gesetzt wird. ,

Erster Abschnitt.
Die Lchrr von drn abfoluten Zahlen.

Cap. 1.
Von den direkten Zahlformen und Operationen.

I. Von der Summe und der Addition.'

§ 1. Eine gegebene Menge von Einheiten können wir 

in beliebige Gruppen zerlegen, die Zahl der, in jeder einzelnen 
Gruppe enthaltenen Einheiten besonders auffaffen und die Ge- 
sammtzahl als aus diesen zusammengesetzt betrachten.

ИНИН — Ul Hill « U HI Ш = и и и и 
8 3 5

Die Form, in der wir eine Zahl so als aus mehreren 
Zahlen zusammengesetzt auffassen, heißt Summe.

Die zur Summe vereinigten Zahlen heißen Summanden. 
Die Verbindung der Summanden zur Summe wird in Worten 
durch plus, in Zeichen durch ein stehendes Kreuz ausgedrückt:

8 = 3 + 5, gelesen 8 gleich 3 plus 5.
■* Statt des einen Begriffes (acht), setzen wir in der Summe 

zwei oder mehrere Begriffe, jedoch mit dem Bewußtsein, daß diese 
mehreren Begriffe zu einem gehören, in einen zu verschmelzen sind.
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Findet die Verschmelzung statt, so haben wir keine Summe, keine 
Zahlform mehr, sondern den Begriff einer Zahl schlechtweg. — In 
sofern wir uns aber bewußt sind, daß wir die Zahl erhalten haben 
durch Aufhebung des Begriffes Summe, nennen wir sie den Zahlen- 
werth der Summe.

§ T. Eine Zahl läßt sich auf verschiedene Weise in Sum­
manden zerlegen; die Anzahl der Summanden kann aber nicht 
größer sein als die Anzahl der Einheiten.

Eine Summe aus zwei Summanden nennen wir eine zwei­
theilige, aus drei Summanden, eine dreitheilige rc.

Stellen wir eine Zahl auf alle möglichen Arten, als zwei-, 
drei-, ... theilige Summen dar, so erkennen wir leicht folgenden 
wichtigen Satz.

1. Gru.ndsa tz. „Die Reihenfolge der Summanden hat * 
auf den Zahlenwerth der Summe keinen Einfluß."

8 3. Ist eine gegebene Menge von Einheiten in Grup­
pen zerlegt, so können die Gruppen von neuem in Gruppen zer­
legt werden: _

llllllllllll = illil + lllllll -- H 4- III + lll + HII
So erhalten wir den Begriff einer Summe, deren Sum­

manden selbst Summen sind. Wir nennen die Summen, die zu­
gleich Summanden sind, Partial-Snmmen und schließen, bei der 
schriftlichen Darstellung, die Partialsummen in Klammern.

12 = 5 + 7 zz (2 + 3) 4- (3 + 4).
Aus obiger Zerlegung ergeben sich uns ohne Weiteres fol­

gende Sätze.
2. Grunds. „Verwandeln wir eine Summe aus Sum­

men durch Weglassen der Klammer in eine einfache Summe, so 
hat diese denselben Zahlenwerth als die ursprüngliche Summe."

(2 4- 3) + (3 4- 4) zz 2 4- 3 + 3 4-4.

In der That ist (2 4- 3) 4- (3 4- 4) zz 5 4- 7 = 12 
und auch 2 -s- 3 -s- 3 -s- 4 = 12.

5. Grunds. „In einer jeden mehrtheiligen Summe kann 
man eine beliebige Anzahl Summanden beliebig in Partial-^ 
Summen vereinigen, ohne dadurch den Zahlenwerth zu ändern." 
24-34-24-44-3=^ (2 4-3)4-(2 4-4) -t-3 = (24-34-4) 

4~ (2 4~ 3) =s 2c.
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§ 4. Den Zahlenwerth einer Summe bestimmen, heißt 
addiren.

Ans dem in § 1 aufgestellten Begriffe der Summe entneh­
men wir folgende Definition: '

„Addiren heißt eine Zahl ermitteln, die allein so viel Ein­
heiten hat, als mehrere gegebene Zahlen zusammen."

Ist dir Zahlenwerth einer Summe größer als 10, jo hat man 
bei der Addition eigentlich eine Summe in eine andere zu verwandeln: 

uni + Himi = H'iii+iiiii +iii-.... . .... . - 
5 + 8 = 10 + 3 =■ 13.

Obgleich nun 10 3 oder 13 so gut eine Summe ist als
5+8, so nennen wir nichts destoweniger 13 den Zahlenwerth der 
Summe 5 -+ 8. Denn ver Zweck alles Rechnens ist, eine Zahlform 
also umzuformen, daß das Verhältniß der unter dieser Form gegebe­
nen Zahlengröße zur Einheit möglichst anschaulich werde. Weil wir 
uns aber von vorn herein an die Auffassungsweise der Zahlen nach 
dem Decimalsysteme gewöhnt haben, so ist uns auch das Verhältniß 
einer Zahlengröße zur Einheit unter keiner Form so anschaulich, als 
wenn wir sie nach dem Decimalsysteme angeben.

Stamm-Zahlen oder Stamm-Zähler gleicher Ordnung addirt • 
man, indem man sie in ihre Einheiten anflöst und die Gesammtmenge 
nach dem Decimalsysteme gruppirt. Die Addition zusammengesetzter 
Zahlen läßt sich aber, mit Hilfe der Sätze in § 2 und 8 3, stets auf 
die der Stammzähler gleicher Ordnung zurückführen:

24 + 35 = (20 + 4) + (30 + 5)
=« 20 + 4 4- 30 -+ 5 (2. Grunds.) 
=« 20 4- 30 + 4 4- 5 (1. Grunds.)

1 =i (20 4r 30) + (4 + 5) (3. Grunds.). 
Die Addition der Stamm - Zahlen zu einander muß daher zur voll­
kommenen Geläufigkeit gebracht werden.

II. Vom Prodnct und der Multiplication.

§ 5. Unter allen Zerlegungen einer gegebenen Menge von 
Einheiten in Gruppen tritt als besondere diejenige hervor, in 
der die Gruppen gleich viel Einheiten haben.

' innui - и im
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In diesem Falle nämlich setzen wir die Gruppen selbst als 
Einheiten, geben die Zahl derselben und auch die Zahl der, in 
der als Einheit gesetzten Gruppe enthaltenen ursprünglichen Ein­
heiten an, und bilden uns so stets bloß zwei Zahlverstellungen, 
jedoch so, daß wir die eine auf die ursprüngliche Einheit, die an­
dere aber auf die erstere als Einheit beziehen. Erstere Zahl, 
d. h. die als Einheit gesetzte, heißt der Multiplicand, letztere 
der Multiplicator.

Die Beziehung des Multiplicators zum Multiplicanden 
wird in Worten durch mal, in Zeichen durch ein liegendes Kreuz 
oder auch durch einen Punkt (X, ♦) ausgedrückt. Der Mul­
tiplicand steht voran.

Wir schreiben 8 — 2 X 4 ==2.4 und sprechen 8 gleich 
2 mal;ä4. ,

§ 6. Die Form, in der wir uns eine Zahl aus einer 
gegebenen Zahl so entstanden denken, wie eine andere aus der 
Einheit entstanden ist (8 aus 2 wie 4 aus 1), heißt Product.

Jede Zahl ist ein Product der Einheit, L — 1 X ö; wenn 
wir jedoch in der Folge von Producten sprechen, meinen wir 
diese nicht.

§ 7. Machen wir den Versuch, die Zahlen der Reihe 
nach als Producte darzustellen, so finden wir, daß mehrere Zah­
len eine solche Darstellung nicht zulaffen.

Zahlen, die sich nicht als Producte darstellen lassen, heißen 
Primzahlen; alle übrigen aber theilbare Zahlen.

§ 8. Die theilkaren Zahlen lassen sich im Allgemeinen 
auf verschiedene Weise als Producte darstellen.

111111111111=11 IIIIII1Н1Н1ШИН-11
12 = 2X6 = 3X4 = 4X3 = 6X2.

Vergleichen wir alle Producte, die einer vorgelegten Zahl 
gleich sind, mit einander, so finden wir zu jedem Producte ein 
anderes, das sich vom ersteren bloß durch Verwechslung des Mul­
tiplicanden mit dem Multiplicator unterscheidet:

12 — 2X6 = 6X2
12 = 3X4 = 4X3.

Wir ziehen hieraus den Schluß:
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4. Lehrs. „Die Verwechslung des Multiplicanden mit 
dem Multiplicator hat auf den Zahlenwerth des Productes keinen 
Einfluß."

Man nennt daher Multiplicator und Multiplicand ohne 
Unterschied Factoren der Zahl.

Die Wahrheit des obigen Satzes wird also erwiesen: Zwölf 
Einheiten lassen sich in 4 Gruppen zu 3 Einheiten zerlegen; schrei­
ben wir diese Gruppen unter einander 

und zählen die Einheiten, in horizontaler Richtung fortgehend, zusam­
men, so nehmen wir 3 Einheiten 4 mal, und erhalten den Werth 
des Productes 3 mal 4; zählen wir sie aber, in vertikaler Richtung 
fortgehend zusammen, so nehmen wir 4 Einheiten 3 mal und erhal­
ten den Werth des Productes 4 mal 3. Da es nun nach Grunds. 1 
gleichgiltig ist, in welcher Reihenfolge wir dieselbe Menge von Ein­
heiten zusammen zählen, so ist auch

3X4-4X3.

§ 9. Da eine jede Zahl in Summanden zerlegt werden 
kann, so können wir auch den einen Factor oder beide Factoren 
eines Productes in Summanden zerlegen. Solche Producte aber 
aus Summen lassen sich stets in Summen aus Producten ver­
wandeln, wie uns folgende Sätze zeigen werden.

5. Lehrs. „ Das Product, dessen Multiplicand eine 
Summe ist, ist gleich der Summe, dessen, Summanden Producte 
sind aus den einzelnen Summanden des Multiplicanden mit dem 
Multiplicator."

(2 + 51X4 = 2 X 4 + 3X4

(2 + 3) X 4 = (2 + 3) + (2 + 3) + (2 + 3) + (2 + 3) [f. § 6.] 
^2 + 2 + 2+ 2-f- 3 + 3+ 3 +3[®rf.1,2.] 
= 2X4 + 3X4.

6. Lehrs. „Das Product, dessen Multiplicator eine Sum­
me ist, ist gleich der Summe, deren Summanden Producte sind 
aus dem Multiplicanden mit jedem Summanden des Multi­
plicators." 4Х(2+3)=з4Х2 + 4Х3*
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Nach dem Begriffe des Productes haben wir aus 4 eine 
Zahl zu bilden, wie 2 + 3 aus der Einheit gebildet ist, d. h. 
wir haben zuerst 4 Einheiten 2 mal, dann 3 mal zu setzen und 
beide Producte zur Summe zu vereinigen, was uns eben 4X2 
4-4X3 giebt.

7. Lehrs. «Sind die beiden Factoren eines Productes 
Summen, so ist das Product einer Summe gleich, deren Sum­
manden Producte sind, aus jedem Summanden des Multiplican- 
den mit jedem des Multiplicators."

(2 + 3)X(4 + 5)=2X(4 + 5) + 3Xtf4-5)=2X4 + 2X5 
+ 3X4 + 3X5.

§ IO. Ist eine Zahl als Product gegeben, so sind die 
Factoren entweder Primzahlen oder nicht. Sind sie Primzahlen, 
so ist bloß das eine Product möglich; siud sie aber theilbar, so 
können wir sie weiter zerlegen, und wir erhalten so ein Product, 
in dem die Factoren selbst Producte sind. Wir nennen die Fac­
toren des Factors entferntere Factoren der Zahl und schließen sie 
bei schriftlicher Darstellung in Klammern:

' 30 = 15X2 =45X3) X2-

In diesem letzteren Falle sind mehrere Producte vorhanden, 
z. B. für 30 findet man noch

30 = 10X3=* (2 X 5) X 3
30= 6X5= (2 X 3) X 5« '

Sucht man alle möglichen Producte auf und wiederholt es 
an mehreren Zahlen, so wird man die Wahrheit folgender Sätze 
erkennen: .

«Jeder entferntere Factor einer Zahl ist zugleich näherer 
Factor derselben."

Der Unterschied zwischen näheren und entfernteren Factoren 
ist hiermit ausgehoben, wir schreiben kurz 30 = 2 X 3 X 5/ in­
dem wir nach Belieben die Factoren in Producte zu zwei Factoren 
vereinigen:
2X3X 5=42X3) X5 = (2X5)X3 = 3X(2X5) = K.

8. Lehrs. «Die Reihenfolge der Factoren hat anf den 
Zahlenwerth eines Productes keinen Einfluß, auch wenn mehrere 
Factoren vorhanden sind."
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Ist das Product (2 X 3) X 5 gegeben, so können wir nach 
Lehrs. 4 statt dessen setzen (3 X 2) X 3; 5 X (2 X 3); 5 X 
(3 X 2); es ist noch nachzuweisen, daß wir auch die 5 zwischen 2 
und 3 setzen können: Schreiben wir eine Reihe von 3 Zweier 5 
mal unter einander

2, 2, 2
2, 2. 2
2, 2, 2
2, 2, 2
2, 2, 2

und addiren sie, in horizontaler Reihe fortgehend, so erhalten wir 
den Werth des Productes (2 X 3) X5; addiren wir sie aber, in 
verticaler Reihe fortgehend, so erhalten wir den Werth des Produc­
tes (2 X 3) X 3, da es nun nach Grs. 4, gleichgiltig ist, in welcher 
Reihenfolge wir Zahlen addiren, so ist auch (2X3) X 3 (2X3) X3- 
Daß der Beweis derselbe bleibt bei anderen Factoren, ist von selbst 

einleuchtend.
§ 11. Den Zahlenwerth des Productes finden, heißt 

multipliciren.
- Aus dem aufgestellten Begriffe des Productes ergiebt sich 

folgende Definition:
"Multipliciren heißt, aus einer gegebenen Zahl (dem Mul- 

tiplicanden) eine Zahl bilden, wie eine andere gegebene Zahl (der 
Multiplicator) aus der Einheit gebildet ist." —

1. Sind die Factoren Stammzahlen, so kann man den Zah­
lenwerth des Productes bloß durch wiederholte Addition finden : 

3X4^34-3 + 3 + 3=^ 12.
Da aber die Multiplication, wie wir gleich sehen werden, stets auf 
die der Stammzahlen zurückgeführt werden kann, so muß man diese 
Operation mit Stammzahlen so oft wiederholen, bis--man den Werth 
des Productes aus je zwei Stammzahlen augenblicklich nennen kann, 
(d. h. man muß das s. g. Einmaleins auswendig wissen).

2. Sind die Factoren Einheiten beliebiger Ordnungen, so ist 
das Product stets gleich der Einheit, deren Exponent die Summe 
aus den Exponenten der Factoren ist: Die Einheit der Ordnung 
mit der Einheit der Ordnung multiplicirt, giebt die Einheit 3 + 2 
— 82 Ordnung 1000 X 100 100000.
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3. Sind die Faktoren Stamm-Zähler, so multiplicirt man 
sie als Stammzahlen und giebt ihnen als Einheit das Product der 
Einheiten:
200 X 30 => (2 . 100) . (3 X 10)= (2 X 3) . (100 X 10) 

= 6 . 1000 = 6000.
2 Einheiten der Ordnung mit 3 Einheiten der 1^" Ordnung mul­
tiplicirt, geben 2 X 3 6 Einheiten fcet 2 -j- 1 = 51® Ordnung.

4) Sind Vie Factoren endlich zusammengesetzte Zahlen, so löst 
man sie in ihre Bestandtheile auf und hat dann ein Product aus 
Summen, welches nach Lehrs. 7 in eine Summe aus Produkten ver­
wandelt werden kann, deren Factoren hier Stamm-Zähler sind, also 
wie Stammzahlen multiplicirt werden.
24 X 36 — (20 + 4) (30 4-6) = (20X30)4- (4X 30) 

4-,(20X6)4-(4X6).

III. Bon der Potenz und dem Potenziren.

§ IL. In einem Producte aus mehreren Factoren können, 
in einem besondern Falle, die Factoren einander gleich sein. 
Zerlegen wir z. B. 8 Einheiten in 2 Gruppen zu 4 Einheiten, 
so kann die Gruppe zu 4 Einheiten wieder in 2 Gruppen zu 2 
Einheiten zerlegt werden:

Hiernach können wir uns die Menge von 8 Einheiten also 
entstanden denken, daß wir zunächst die Einheit 2 mal gesetzt 
haben, die entstandene Gruppe von 2 Einheiten, wiederum 2 mal 
und die jetzt entstandene Gruppe von 2X 2 Einheiten zum 3^n 
male 2 mal setzen.

„Die Form, in der wir eine Zahl also entstanden denken, 
daß wir zunächst aus der Einheit und dann aus dem jedesmali­
gen Resultate als Einheit, zu wiederholten Malen dieselbe Zahl 
bildeten, heißt Potenz."

Eine Zahl bilden aber und multipliciren, sind gleich bedeu­
tende Begriffe; wir können daher auch sagen: Eine Polenz ent­
steht, wenn wir zunächst die Einheit und dann das jedesmalige 
Resultat zu wiederholten Malen mit derselben Zahl multiplieiren.
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Die Zahl, die zu wiederholten Malen als Factor gesetzt 
wird, heißt Grundzahl, die Zahl aber, die angiebt, wie oft die 
Setzung stattfindet, heißt der Exponent.

In der symbolischen Darstellung bedient man sich keines be- 
sondern Bindezeichens, sondern setzt den Exponenten ohne Wei­
teres rechts über die Grundzahl. Man schreibt:

8 = [(1 . 2). 2] . 2 = 1 . 23=23 und liest 2 zur 3^.-

Ist der Exponent — Null, so heißt es, daß die Einheit kein 
mal mit der Grundzahl multiplicirt ist, und cs ist daher die nullse 
Potenz einer jeden Zahl gleich der Einheit zu setzen. Bezeichnet a 
eine beliebige Zahl, so ist a° = 1.

Die Einheiten der auf einander folgenden Ordnungen sind 
auf einander folgende Potenzen von 10:

10°= 1
101 = 1.10=2 10

' 102 = (l .10). 10 = 100
103 = [(1 .10). 10]. 10 = 1000.

: rc.
Aus diesem Grunde nannten wir auch die Einer Einheiten der 

null^ — , die Zehner Einheiten der ersten Ordnung. . rc., so wie 
die, die Ordnung angebendeu Zahlen Exponenten.

§ 13. Wie leicht einzusehen, können Exponent und Grund­
zahl nicht mit einander vertauscht werden,

23= 2.2 . 2 = 8 und 32 = 3 . 3 = 9, 
daher sie auch nicht mit einem Namen bezeichnet werden können.

8 14. Ist die Grundzahl der Potenz eine Summe, so 
läßt sich die Potenz zwar stets in eine Summe verwandeln; die 
allgemeine Form dieser Summe können wir aber hier nicht ent­
wickeln. Wir beschränken uns auf die 2$ und 3f* Potenz einer 
zweitheiligen Summe.

Die 2^ Potenz einer Zahl heißt auch das Quadrat; die 
3‘« Potenz der Kubus der Zahl.

9. Lehrs. "Das Quadrat einer zweitheiligen Summe ist 
gleich der Summe aus dem Quadrate des ersten Theiles, dem 
doppelten Producte beider Theile und dem Quadrate des zwei­
ten Theiles."
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(4 + б)- -4a +_2 X Cf > 5) Ц- 5a.

Bew. (4 + 5)2=(4 + 5)X(4 + 5) =z(4.4) + (4.5)
+ (4.5) +(5.5) [f. Lehrs. 7] = 4 2 + 2 (4.5) + 53.

In der That ist (4 + 5)2 = 92zz81
und auch 42 + 2 (4 . 5)+ 53=zl6 + 40 + 25 = 81.

10 . Lehrs. „Der Kubus einer zweitheiligen Summe ist 
gleich der Summe aus dem Kubus des ersten Theiles, dem 
Zfachen Producte aus dem Quadrate des ersten Theiles mit dem 
zweiten, dem Zfachen Producte aus dem ersten Theile mit dem 
Quadrate des zweiten und dem Kubus des zweiten Theiles."

(4 + 5)3 = 43 +3 X (4"» 5)+ 3.(4.52) + 53.

Bew.
(4+5)3 = (4 + 5)2X(4+5) = [42 + 2.(4.5)+52]X(4+5)

= 42.4 + 2.(42.5)+ 4.52
+ 42.5 +2.(4.52)+53

d. h. (4 + 5)3 = 43 + 3 X (42 " 5) + з7(4.52) + 53.

§ 15. Ist die Grundzahl der Potenz ein Product, so 
läßt sich die Potenz stets in ein Product aus Potenzen verwandeln: 
(2.4)3 = (2. 4). (2.4). (2.4) = 2.2.2X4.4.4 = 23.43.

11. L ehr s. „Die Potenz eines Productes ist gleich dem 
Producte aus den Potenzen der Factoren."

12. Lehrs. „Die Potenz einer Potenz ist gleich der Po­
tenz derselben Grundzahl, die zum Exponenten das Product der 
Exponenten hat." '

(23)2 = 23.23 = 2.2.2X2.2.2 =23’2 = 2e.

§ 16. Den Zahlenwerth der Potenz bestimmen, heißt 
potenziren.

1. Der Zahlenwerth einer Potenz wird im Allgemeinen 
durch wiederholte Multiplication gefunden, nur für die 2$ und 3‘f 
Potenz leiten wir aus den Sätzen 9 und 10 ein besonderes Ver­
fahren ab. Dieses Verfahren besteht darin, daß wir, mit der 
höchsten Stelle beginnend, nach und nach die folgenden Stellen 
mit in Rechnung ziehen. Haben wir z. B. 34673 zu berechnen, 
so beginnen wir mit dem Zähler der höchsten Ordnung, 3:

3'2 = 9.
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Nehmen wir nun die folgende 4 hinzu, so ist
З42 = (30 + 4)2 = 302 4-2. (3o. 4) 4. 42.

302 = 32. 102 = 9 von der L^n Ordnung
2.(30.4) = (2.3.4). 10' = 24 „ „ 1*« „

42= 42. 10°= 16 ,,„z ,, O\n „

142 = 1156.
Nehmen wir zur 34 die folgende 6 hinzu, so haben wir: 

3462 = (340 4-6)2 — 34Õ2 4. 2 . (340.6) 4- 62.

3402 = 34 2 . 102 = 1156 — von der 2ten Ordnung 
2.(340.6)=(2.34.6) .10' = 408 „ „ 4'en „

62= 6 2 . 10°= 36 „ „ 0^ „

3462= 119716.

Lassen wir endlich zu 346 die jetzt folgende 7 hinzutre­
ten, so ist:

34672 = (3460 4- 7)2 = 34602 4- 2 X (3460.7) 4- 72.

34602= 3462 . io2= 119716 — von der 2tm Ordg. 
2.(3460.7)= 2.346.7)10'= 4844 — „ „ 11« „

72 = , 72 . 102= 49 „ „ oten „
34672 ~ 12020089.

Im Zusammenhänge dargestellt:
32 = 9 ) ) \

2. (3.4) = 24 > = 342 I j

V = 16 ) ) = 3462 l

2. (34.6) = 408 i к = 34672
62 = 36 ) 1

2.(346. 7) = 4844 I
72 = 49 I

3467 2 =12020089.

Wir bemerken hier, daß jedes folgende Quadrat, das vor­
hergehende einschließt und daß zumQuadrate zwei Stellen 
hinzukommen, wenn zur Grundzahl eine Stelle hin­
zukömmt.

2. Ein gleiches Verfahren ergiebt sich für die Berechnung 
der 3'™ Potenz einer mehrstelligen Zahl.
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Ist die gegebene Zahl 246, so beginnen wir wieder mit 
dem Zähler der höchsten Ordnung, hier 2:

2 3 — 8.

Nehmen wir die nächstfolgende Stelle hinzu, so ist: 
243 = (20 + 4)3 = 203+ 3 X (202 .4) 4- 3 X (20.42) + 43.

203 — 23 . 103zz 8 — von der 3^» Ordnung.
3.(202.4)zz(3.22.4). lO^zz 48 — „ „ Г« „
3.(20.42):z:(3.2.42). 10’ — 96 — .. „ 1^ „

43 = 43 . lOo= 64 „ „ Oten „

243 zz 13824

Nehmen wir jetzt zu 24 die folgende 6 hinzu:
2463 zz (2404- 6)3zz24034 3X(2402.6)4-3. (240.62)4 6».

2403 zz 243 X103zz 13824 von derbenOrdg. 
3. (2402.6) zz (3.242.6) X 102 zz 10368 „ „ 2^n „ 
3. (240.62)zz(3.24.62)X Ю *zz 2592 „ „ V™ „

63 zz 63 Xl0°zz 216 „ „ Oten „ 

2463 zz 14886936.

Im Zusammenhänge dargestellt:

23 zz 8 i
3. (2° . 4) zz 48 I __ 24з I

3.(2.42) zz 96 j I
43 zz 64 J \ zz 2463

3. (243.6) zz 10368 i

3.(24.62)=z 2592 1
63 zz 216 J

2463 zz 14886936.

Auch hier schließt jeder folgende Kubus den vorhergehenden 
mit ein; es kommen aber zum Kubus drei Stellen 
hinzu, wenn zur Grundzahl eine Stelle hinzukömmt.
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. Cap. 2.
Von den abgeleiteten Zahlformen und den indirekten 

Operationen. .
Einleitung.

1. Unsere Aufgabe war, von der Zahl, als dem Begriffe 
einer bestimmten Menge von Einheiten, ausgehend, alle möglichen 
Arten der Auffassung einer gegebenen Menge von Einheiten zu 
ermitteln, und nach Festsetzung der Begriffe der verschiedenen 
Zahlformen, das Verhältniß der, unter diesen Formen gegebenen 
Zahlengrößen zur Einheit zu bestimmen.

2. Die verschiedenen Zahlformen ergaben sick) uns aus der 
Bemerkung, daß eine gegebene Menge von Einheiten auf ver­
schiedene Weisen in Gruppen zerlegt werden kann. Nachdem wir 
nun die möglichen Arten der Gruppirung erschöpft haben, bleibt 
uns als einziges Mittel zum weiteren Fortschritte die nähere Er­
örterung der Beziehungen zwischen Zahlform und Zahlenwerth, 
die wir jetzt nur einseitig aufgefaßt haben.

3. Da diese Untersuchungen sich nicht auf besondere Zah­
len beschränken, sondern ganz allgemeiner Natur sind, so wollen 
wir uns, zur Bezeichnung der Zahl überhaupt, allgemeiner Zeichen, 
der Buchstaben bedienen.

Bezeichnen wir nun durch a und b irgend zwei von ein­
ander unabhängige Zahlen, so wissen wir auS dem Obigen, daß 
wir stets eine Zahl c finden können, die respective folgenden drei 
Bedingungen genügt:

c ” a b
c — a X b 
c ~ ab

Während nun c in den drei Gleichungen respective als der 
Zahlenwerth der Summe, des Protuctes und der Potenz gegeben, 
und als solcher von den jedesmaligen Werthen von a und b 
abhängig und durch fie bestimmt ist, so bezeichnet doch c an sich 
eine beliebige Zahl, und es kann offenbar auch a als von c und 
b, b als von a und c abhängig betrachtet werden. Wir müssen 
uns daher die Frage vorlegen: Kann stets zu gegebenen Werthen
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von c und a ein b, oder zu gegebenen Werthen von c und b 
ein a gefunden werden, das beziehungsweise den obigen drei 
Gleichungen genügt? —

I. Von -er Differenz und M Subtraction.

§ 17. Da in der Gleichung a + b zz c nach Grds. 1. 
die Versetzung der Größen a und b auf c keinen Einfluß hat, 
so ist es offenbar für die vorliegende Untersuchung gleichgiltig, 
welche der Größen a und b wir als die bedingte betrachten. 
Wir wählen b und haben somit zu untersuchen, ob für beliebige 
Werthe von a, und c sich stets ein b finden läßt, das der Glei­
chung afbzc genügt. Mit anderen Worten: „Läßt sich eine 
jede Zahl als Summe mit einem gegebenen Summanden dar­
stellen ?"

§ 18. Um diese Abhängigkeit der Größe b von c und а 
zunächst in Zeichen auszudrücken, schreiben wir:

b zz c — a, 
gelesen b gleich c minus a,

so daß c — a eine Größe bezeichnet, die mit a zusammen c giebt: 
(c — a) + azc.

Wir nennen diese Größe Differenz, c heißt der Minuend, 
a der Subtrahend. Ob aber eine solche Größe denk­
bar, ob ihr Verhältniß zur Einheit angebbar ist oder nicht, das 
ist jetzt zu untersuchen: '

1. Ist e a, so läßt sich c immer in zwei Theile zer­
legen, von denen der eine gleich a ist. Ist z. B. c zz8, a zz 6,

so ist 8 zz [ПИ |||=:5 + 3, 

folglich 8 — 5 zz 3.

Es ist also in diesem Falle die Differenz c — a gleich einer 
Zahl, die so viel Einheiten hat, als a weniger denn c hat.

2. Ist dagegen с c a, so wäre der gegebene Summand 
größer als der Zahlenwerth der Summe, was sich mit unsern 
einstweiligen Begriffen von der Zahl und der Summe nicht ver­
trägt. — Wir behalten uns diesen Fall für spätere Untersuchun­
gen vor.

2
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8 19. „Den Zahlenwerth der Differenz bestimmen, heißtu" 
subtrahiren. "

Aus dem Begriffe der Differenz ergiebt sich uns folgende 
Definition:

Subtrahiren Ijeifjt: „Man soll zu zwei gegebenen Zahlen 
eine dritte suchen, die, zu der einen addirt, eine Summe gleich 
der andern giebt.«

15. Lehrs. „ Sind Minuend und Subtrahend beide 
Summen, so kann man die Summanden des Subtrahenden auch 
einzeln von denen des Minuenden subtrahiren."

(5 + 7) - (3 + 4) = (5 - 3) 4- (7 - 4),

denn (5 + 7) — (3 4- 4) + (3 4- 4) =z 5 + 7 (s. § 18.) 
und auch (5—3)4- (7—4) 4-(3 4-4) = [(5 — 3) 4- 3]

+ [(7 — 4) 4-4] (l.Grds.) = 5-i-7.

Mit Hilfe deS obigen Satzes kann man die Subtraction zu­
sammengesetzter Zahlen stets auf die der Zähler gleicher Ordnungen 
zurückführen:

548 — 325 = (500 4- 40 4- 8) — (300 + 204- 5)
= (500 — 300) 4- (40 - 20) 4-(8 —5)
= 200 4- 20 4- 3 = 223.

Ist hierbei ein Stammzähler des Subtrahenden größer als der 
entsprechende im Minuenden, so nimmt man im Minuenden von dem 
Zähler der nächst höheren Ordnung eine Einheit und vereinigt die 
mit dem betreffenden Zähler zu einem zusammengesetzten Zähler, was 
man borgen nennt:

736 - 253 =(700 4- 30 -j- 6) — (200 4- 50 4- 3); 
da sich 50 von 30 nicht subtrahiren läßt, so zerlegt man: .

736 — 253 = (600 4- 130 4-6)— (200 + 50 +3)
= (600 — 200) + (130 — 50) 4- (6 — 3) 
= 400 4- 80 4- 3 = 483.

II. Vom Quotienten und -er Division.

§ ao. Wie bei der Summe die Reihenfolge der Sum­
manden, so hat beim Product die Reihenfolge der Factoren auf 
den Zahlenwerth keinen Einfluß und er ist daher gleichgiltig, ob 
wir a oder b in der Gleichung a b = c als die abhängige GrbW
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betrachten. Wählen wir b, so haben wir zu ermitteln, ob für 
beliebige Werthe von a und c sich stets ein b finden läßt, das 
der Gleichung abzzc genügt, oder »ob sich eine jede Zahl als 
Product mit einem gegebenen Factor darstellen läßt."

Diese Abhängigkeit der Größe b von a und c wollen wir 
in Zeichen also ausdrücken:

b zz c: a,
"so daß e: а eine Größe bezeichnet, die, mit a multiplicirt, ein 
Product gleich c giebt" :

(с : а) X а = c.
Diese Größe heißt Quotient, c heißt der Dividend, a der 

Divisor.
Ob aber diese Größe in einem angebbaren Verhältnisse 

zur Einheit steht, ist die Frage.

8 TI. Ist der Dividend kleiner als der Divisor, so wäre 
der Factor größer als der Werth des Productes, was den bis­
herigen Begriffen widerspricht. Dieser Fall ist also vorläufig als 
unlösbar zu bezeichnen.

Ist aber der Dividend größer als der Divisor, so lassen 
sich wenigstens immer zwei, um eine Einheit verschiedene Zahlen 
von der Beschaffenheit angeben, daß das Product der einen mit 
dem Divisor kleiner, das Product der andern aber mit dem Di­
visor größer ist als der Dividend. — Diese beiden Zahlen heißen 
die Grenzwerthe des Quotienten; erstere heißt die untere, letztere 
die obere Grenze. — Die untere Grenze heißt auch der ange­
näherte Werth des Quotienten.

Die Grenzen des Quotienten 14 : 3 $. B. furt) 4 und 5, 
denn 4X3<14<5X3.

Die Zahl, welche angiebt, um wie viel das Product des 
Divisors mit dem angenäherten Werlhe des Quotienten kleiner 
ist als der Dividend, heißt der Rest. — Für den Quotienten 
14: 3 ist 4 der angenäherte Werth und 2 der Rest, denn es ist:

14 — 4 X 3 + 2.
8 Den vollständigen oder angenäherten Werth eines 

Quotienten bestimmen, heißt dividiren. Nach dem Begriffe des 
Quotienten heißt dividiren:

"3U Mei gegebenen Zahlen eine dritte suchen, die, mit der

2*
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einen (dem Divisor) multiplicirt, ein Product gleich der anderen 
(dem Dividenden) giebt."

Laßt eine Zahl, durch eine andere dividirt, keinen Rest, so 
heißt erstere durch letztere ohne'Rest theilbar oder schlechtweg 
theilbar. — Erstere wird in diesem Falle auch ein Viel­
faches der letzteren genannt.

<4. Lehrs. „Hat man eine Summe durch eine einfache 
Größe zu dividiren, so kann man auch jeden Summanden einzeln 
durch diese Größe dividiren.^

(8 + 6): 2—(8: 2)-s- (6:2).

denn [(8 + 6): 2] X 2 ~ 8 + 6 und auch
[(8:2) + (6:2)] X2 — (8: 2). 2 + (6:2)X2=8+6 (s.Lhrs.5).

15. Lehrs. „ Hat man ein Product durch eine Zahl zu 
dividiren, so kann man auch den einen Factor durch diese Zahl 
dividiren. •*

(5.6): 3~5. (6: 3).

[(5X6): 3JX3 = 5X6 und auch
6 X (6 : 3) X 3 zz 5.6.

16. Lehrs. „Hat man ein Product durch ein anderes zu 
dividiren, so kann man die Factoren des Dividenden auch einzeln 
durch die des Divisors dividiren."

(8X6):(2X3)~(8:2)X(6:3)

[(8 X 6): (2 X 3)] X (2 X 3) zz 8 X 6 und auch 
[(8:2)X(C:3)] X (2X3) - [(8 : 2) X 2] X «6: 3)X3] 

-8Х«. (s. L-hrs. 8.)

Auf die letzten drei Sätze stützt sich die Dioisionsmethode. 
Folgende Bemerkungen mögen hier genügen:

1. Sind Dividend und Divisor Einheiten beliebiger Ordnun­
gen, so ist der Quotient gleich der Einheit, deren Exponent die Diffe­
renz aus dem Exponenten des Dividenden und Divisors ist:

1000 : 10=100 oder 103: IO1 = IO3™1 = 102, 
denn IO3-3 XK^zzlOs-WzzzlO3.

2. Sind Dividend und Divisor Zähler beliebiger Ordnungen, 
so hat der Quotient der Zähler zur Einheit den Quotienten der 
Einheiten des Dividenden und Divisors:
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600 : 30 — 20, 
denn 600 : 30 = (6 .100): (3 . 10) = (6:3)X (Ю0 :10) 

= 2X10=20.

3. Ist der Dividend größer als das Zehnfache des Divisors, 
so zerlegt man ihn in Summanden; die Zähler der aufeinanderfol­
genden Einheiten sind, jedoch so, daß jeder Zähler das möglichst 
größte Vielfache des Divisors ist. Soll z. B. 855 durch 3 dividirt 
werden, so ist 6 das möglichst größte Vielfache von 3 unter 8, man 
trennt daher 600 als den ersten Summanden ab, es bleiben zu 
theilen übrig 255; 25 ist kein Vielfaches von 3, wohl aber 24, 
wir zerlegen daher die Zahl in 600 240 -j- 15 und erhalten so
855:3 = (6004-2404-15): 3 = (600: 3) 4-(240; 3)4-(15:3) 

— 285.

Zn der gewöhnlichen Ausführung:

855
600
255
240

15
15

I 200
80

5
285

Rechnet der Schüler auf der Tafel, so schreibt er bloß den 
ersten Partialwerth des Quotienten mit vollen Nullen, und schreibt 
die Zähler der folgenden gleich in die gehörigen Stellen, indem er 
die Null jedesmal aus der entsprechenden Stelle auslöscht.

III. Von der Theilbarkeit der Zahlen.

§ LS. Ist eine theilbare Zahl als Product dargestellt, 
so sind die Factoren entweder Primzahlen oder nicht. Sind sie 
Primzahlen, so ist bloß das eine Product möglich; sind sie aber 
theilbar, so kann man sie wieder in Factoren zerlegen u. s. f., 
bis alle Factoren endlich Primzahlen sind. ' ,

Hierbei zeigt sich nun folgendes Bemerkenswerthe:

„Von welcher Zerlegung man auch ausgehen mag, man 
erhält immer dieselben Primfactoren als Factoren derselben 
Zahl."
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210- 2X1O5 = 2X(3X35) = 2X[3X(5X7)1
210 — ЗХ 70 = 3X(2X35) = 3X[2X(5X7)]
210- 5 X ^2 — 5 X (2 X 21) S X [2 X (3 X 7)] 
210- 7 X 30 = 7X(2X«) = 7X[2X(3X6)]
210 zz 6X 35 — (2 X 3) X X 7)
210 — 10 X 21 — (2 X X (3 X 7)
210 — 14 X 15-(2X7)X(3X5).

Wir nennen daher diese Primzahlen schlechtweg die Prim- 
sactoren der Zahl und schreiben ohne Klammern:

210 = 2X3X6X7.

Zugleich entnehmen wir aus dem Obigen folgende wichti­
gen Sätze für die Theilbarkeit der Zahlen:

17. Grunds. „Außer den Primfactoren einer Zahl kann 
keine Primzahl Factor derselben Zahl sein."

18. Lehrs. „Von den theilbaren Zahlen können nur die­
jenigen Factoren einer Zahl sein, die sich aus den Primfactoren 
derselben bilden lassen, oder deren Primfactoren zugleich Prim­
factoren der gegebenen Zahl sind."

19. Lehrs. „Scheidet man die Primfactoren einer andern 
Zahl aus den Primfactoren einer andern Zahl aus (vorausgesetzt, 
daß sie dieselben enthält), so ist das Product der übrigen der 
Zahlenwerth des Quotienten beider Zahlen."

£0. Lehrs. „Ist eine Zahl durch keine der Primzahlen, 
die kleiner sind als sie selbst, theilbar, so ist die Zahl eine 

, Primzahl."

§ L4 Ob aber eine Zahl durch eine bestimmte Prim­
zahl theilbar sei oder nicht, das kann man im Allgemeinen bloß 
durch Probiren erkennen. Nur für wenige Primzahlen lassen 
sich aus folgenden Sätzen bequeme Kennzeichen ableiten:

21. Lehrs. „Sind mehrere Zahlen Vielfache derselben 
Zahl, so ist auch ihre Summe ein Vielfaches dieser Zahl."

15 zz 3. 5
25 — 5. 5
30 zz 6 . 5

15 + 25 + 30 zz ( 3 + 5 + 6) X 5-
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Zus atz. „Ist eine Zahl ein Vielfaches einer andern, so 
ist auch jedes Vielfache der ersteren ein Vielfaches der letzteren."

22. Lehrs. "Sind zwei Zahlen Vielfache derselben Zahl, 
so ist auch ihre Differenz ein Vielfaches dieser Zahl."

20 zz- ß X 4
12 - 3X4 f

20 —12 — (5 — 3) X 4.

25. Lehrs. „Lassen mehrere Zahlen, durch dieselbe Zahl 
dividirt gewisse Reste, so läßt die Summe der Zahlen als Rest 
die Summe der Reste." .

15 = 3X44-3
26 = 6 X 4 4- 2
37 = 9 X 4 + 1

15 4- 26 4“ 37 = (3~4- 6 4-9) X 4 4-(3 4-2 4- 1).

Zusatz. „Lassen mehrere Zahlen, durch dieselbe Zahl di­
vidirt, gewisse Reste, so ist die Summe der Zahlen durch den 
gemeinschaftlichen Divisor theilbar, sobald die Summe der Reste 
durch denselben theilbar ist.

8 35. Aus den Sätzen des vorigen § lassen sich nun 
Regeln für die Theilbarkeit durch die Primzahlen 2, 3 und 5 
aufftellen:

(9 )
24. Lehrs. „Eine Zahl ist durch theilbar, wenn die

Einer durch theilbar sind."|о J
Bew. Trennt man nämlich die Einer als den einen Sum­

manden von einer Zahl, so bleibt als zweiter Summand jedes­
mal ein Vielfaches von 10, welches zugleich ein Vielfaches sowohl 
von 2 als von 5 ist (Lehrs. 20. Zus.).

Anmerkg. Zahlen, die durch 2 theilbar sind, heißen gerade 
Zahlen, alle übrigen ungerade Zahlen.

23. Lehrs. „Ist die Summe der Stammzähler einer 
Zahl, die s. g. Quersumme, durch 3 theilbar, so ist die Zahl 
selbst durch 3 theilbar."

Bew. Die Einheiten der verschiedenen Ordnungen lassen, 
durch 3 dividirt, sämmtlich 1 als Rest r
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1 — 0X34-1 
io — зхз + i 

loo = зз X з 4- i

Es lassen daher auch die Zähler der verschiedenen Ord­
nungen, dHrch 3 dividirt, die Zähler selbst als Rest:

20 zz 6X3+2
500 = 165 X 3 +- 5

Lösen wir nun die zur Prüfung, auf die Theilbarkeit durch 
3, vorgelegte Zahl in die Summe ihrer Stammzähler auf und 
dividiren die Summanden einzeln durch 3, so erhalten wir aber 
die Zähler selbst als Reste:

5742 zz 5000 4- 700 + 40 4- 2.

5742 zz einem Vielfachen von 3 4~ (2 4~ 4 +7 4-5).

2 zz
40 zz

einem Vielfachen von 3 4-2
3 4-4

700 zz ff ff ,/ 3 4- 7
5000 zz II II N 3 4~ 5

Da nun die Summe der Reste 2 4- 4 + 7 4- 5 zz 18 
durch 3 theilbar ist, so ist es auch die Summe der Zahlen, d.h. 
die vorgelegte Zahl 5742 (Lehrs. 22. Zus.). Die Summe der 
Reste ist aber eben die Quersumme.

25. Lehrs. „Addiren wir die Zähler der geraden Ord­
nungen und die der ungeraden Ordnungen besonders, so ist die 
Zahl durch 11 theilbar, sobald die Differenz aus diesen beiden 
Summen durch 11 theilbar ist."

Obgleich dieser Satz erst im 2<™ Abschnitte begründet werden 
kann, so kann der Schüler ihn doch schon hier benutzen, da er sich 
ja von der Wahrheiten jedem einzelnen Falle überzeugt.

Ist z. B. die gegebene Zahl 53713, so ist:

die Summe der Zähler der geraden Ordnungen zz34-74-5zzl5 
и и ii и ii ungeraden „ zz 1 4- 3 zz 4.

Die Differenz beider 15 — 4 z: 11 ist durch 11 theilbar und 
es ist auch die Zahl 53713 zz 4883 X H durch 11 theilbar.
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§ 26. Will man nun eine Zahl darauf prüfen, ob sie 
eine Primzahl fei oder nicht, so untersucht man zunächst nach den 
obigen Regeln, ob sie keine der Zahlen 2, 3, 5, 11 als Facto- 
ren hat. Ist dieses nicht der Fall, so dividtrt man sie durch 7, 
13, 17, . . . rc. durch alle Primzahlen der Reihe nach, bis der 
Divisor gleich dem Quotienten wird. Durch einen größeren Di­
visor kann sie nicht mehr theilbarv sein, denn sonst müßte sie auch 
durch den kleineren Quotienten theilbar sein.

Will man die Primzahlen der Reihe nach, bis zu einer be­
stimmten Zahl, wissen, so giebt es ein einfaches Mittel sie durch 
Ausschließen der theilbaren Zahlen zu erhalten:

Schreibt man nämlich die Zahlen in der natürlichen Rei­
henfolge hin, so ist jede 2f« Zahl von 2 an durch 2 theilbar, 
jede 3^ von 3 an durch 3, jede 5^ von 5 an durch 5 . . rc.

Streicht man daher jede 2f« von 2 an, jede 3f* von 3 an, 
jede 5^e von 5 an . . . rc. aus (indem man die schon ausge­
strichenen mit zählt) und setzt diese Operation bis zu der Prim­
zahl fort, die mit sich multiplicirt, ein Product gleich der letzten 
Zahl giebt, so hat man nur die Primzahlen bis zur bestimmten 
Grenze übrig.

1, 2, 3, C 5, 0, 7, 8, 0,10, 11,12, 13,14, IS, 10, 17, 
18,19,20,21,22,23, 24,25,20,27,28,29,30,31,32, 
33,34,35,30,37.

1. Ausgabe. Es soll eine jede theilbare Zahl in ihre 
Primfactoren zerlegt werden.

2. Aufg. Es sollen die sämmtlichen Factoren einer theil­
baren Zahl angegeben werden.

Lösung. Ist die vorgelegte Zahl 360 zzz 23 X 3" X 5/ 
so giebt das Product (1 + 2 + 4 + 8) X (1 + 3 + 9)X(1 + 5) 
nach Lehrs. 7 aufgelöst, die sämmtlichen Factoren von 360.

3. Aufg. Es soll zu mehreren gegebenen Zahlen der 
größte gemeinschaftliche Factor bestimmt werden.

Anfl. Man zerlegt die Zahlen in ihre Primfactoren; das 
Product der niedrigsten Potenzen der in allen Zahlen zu­
gleich vorkommenden Primzahlen ist der größte gemeinschaftliche 
Factor.
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1440 — 25 X 32X 5
1800 ~ 23 X 32Х
1512 = 23Х33Х 7

23Х$2 = 72 der größte gemeinschaftliche Factor (s. Lehrs. 18.)
Zu zwei Zahlen kann man auch also den größten gemeinschaft­

lichen Factor finden: Man dividirt mit der kleineren Zahl in die 
größere, mit dem Reste in den vorhergehenden Divisör u. s. f, mit 
dem jedesmaligen Reste in den vorhergehenden Divisor, bis kein Rest 
mehr bleibt. Der letzte Divisor ist der größte gemeinschaftliche 
Divisor.

661 1218 j 18
558
30 I 66 j 2

6I30 I 5 
fr

6 ist der größte gemeinschaftliche Divisor zu 66 und 1218. Der 
Beweis stützt sich auf folgende Sätze.

1. „Sind Divisor und Rest durch eine Zahl theilbar, so ist 
auch der Dividend durch diese Zahl theilbar." — Die Wahrheit er­
kennt man gleich aus folgender Formel:

» a zz q X b + V, 
wo a der Dividend, b der Divisor und r der Rest ist. (s. Lehrs. 21.)

2. Sind Dividend und Divisor durch eine Zahl theilbar, so 
ist auch der Rest durch diese Zahl theilbar.

Es ist a — q X b ~r (f. Lehrs. 22.)
Beim obigen Beispiele ist 6 Factor vom Reste 6 und auch 

von Divisor 30, also ist auch 6 Factor vom Dividenden 66 und da 
6 Factor vom Reste 30 und dem Divisor 66 ist, so ist 6 auch 
Factor von 1218. Wäre nun eine größere Zahl als 6 gemein­
schaftlicher Factor von 66 und 1218, so müßte sie auch Factor vom 
Reste 30 sein und da sie nun Factor von 30 und 66 wäre, so 
müßte sie auch Factor vom Reste 6 sein, was nicht möglich ist. 
Folglich ist 6 der größte gern. Factor.

Anmerkg. Zahlen, die keinen gemeinschaftlichen Factor haben, heißen 
relative Primzahlen. J

4. Aufg. „ Es soll zu mehreren gegebenen Zahlen das 
kleinste Bielfache bestimmt werden."
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Aufl. Das kleinste Vielfache muß nach Lehrs. 38 die 
Primfactoren einer jeden der vorgelegten Zahlen enthalten und 
keinen mehr. Es ist daher das kleinste Vielfache gleich dem Pro­
ducte aus den höchsten Potenzen aller vorkommenden Primfac­
toren der gegebenen Zahlen.

72 zz 23 X 3 -
135 = 33 X 5
100 =22X^
144 zz2*X 33
320 zz 2G X 5

26 X 33 X S2 = 43200 M§ kleinste Vielfache.

Will man wissen, wie oft die einzelnen Zahlen in ihrem kleinsten 
Vielfachen enthalten sind, so findet man das hier in der Regel am 
bequemsten auf die in Lehrs. 19 angegebene Weise.

IV. Von -er Wurzel und der Nadieirung.

§ 87. Aus § 15 wissen wir, daß wir Grundzahl und 
Exponent einer Potenz nicht mit einander vertauschen können, 
ohne den Werth der Potenz zu ändern; es ist daher auch nicht 
einerlei, ob wir a oder b in der Gleichung ab zz c als die ab­
hängige Größe betrachten. Wir haben daher zwei Fragen zu 
beantworten: 1) „Läßt sich eine jede Zahl als Potenz mit einem 
beliebigen, gegebenen Exponenten darstellen?" L) „Läßt sich eine 
jede Zahl als Potenz einer beliebig gegebenen Grundzahl dar­
stellen ? "

§ 88. Die durch die Gleichung ab zz c gegebene Ab­
hängigkeit der Größe a von b und c, drücken wir in Zeichen 
also aus: b

a — fc,

|o daß also Vc eine Größe bezeichnet, die zur bten Potenz erho­
ben c giebt: /b_xb

\/c7 ZZ C.
Wir nennen diese Größe die Wurzel — die bf« Wurzel aus 
c — b heißt der Exponent, c die Grundzahl her Wurzel. -

8 89. Nur in seltenen Fällen ist der^Werth der Wurzel 
vollständig eingebbar, es lassen sich aber immer zwei um eine Ein­
heit verschiedene Zahlen angeben^ von denen die eine kleiner, die 
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andere aber.größer als die gegebene Wurzel ist. Erstere Zahl 
heißt die untere, letztere die obere- Grenze der Wurzel. Die 
untere Grenze heißt auch der angenäherte Werth der Wurzel.

8 30. Den vollständigen oder angenäherten Werth einer 
Wurzel bestimmen heißt „die Wurzel ausziehen" oder 
„radiciren."

„Beim Radiciren suchen wir eine Zahl, die zu einem gege­
benen Exponenten erhoben, eine Potenz gleich einer gegebenen 
Zahl giebt."

Die vollständige Lösung der obigen Aufgabe können wir hier 
nicht geben, wir beschränken uns auf die 2^ und 3^ Wurzel. — 
Die zweite Wurzel heißt auch die Quadratwurzel, die dritte die 
Kubikwurzel.

Bei der Quadratwurzel pflegt man den Exponenten fortzulas­
sen; man schreibt statt 5 kurz V*5>

A. Ausziehen der Quadratwurzel.

Der vollständige oder angenäherte Werth der Quadratwurzel 
aus einer Zahl zwischen 1 uud 100 ist eine Stammzahl (denn Pzl 
und 103 " 100) und kann nur durch Probiren aus der Reihe der 
Stammzahlen gefunden werden. Ist die Grundzahl größer als 100, 
so finden wir den Werth der Quadratwurzel stellweise, nach einem 
Verfahren, das wir aus § 16, 1 ableiten. Daselbst fanden wir 
34673 also:

33 zz 9
2X(3X4) = 2

43 zz
4
16

2X<NX6) = 
«° —

40 8
36

2 X (346X7) =
73 zz

4 84 4
49

34673 zz 11 02 00 89

Durch jede Stelle der Grundzahl kommen also, (wie wir auch 
schon oben bemerkten) zum Quadrate zwei Stellen hinzu. Haben 

ßT wir daher У <020089 zu berechnen, so theilen wir die Grundzahl 
der Wurzel von der Rechten zur Linken in Rubriken zu zwei Stellen

V И 02 00 89

und wißen jetzt, daß der gesuchte Werth der Wurzel 4 Stellen hat, 
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ferner, daß die in den auf einander folgenden Rubriken enthaltenen 
Stellen successio aus den Zählern der jetzt gesuchten Grundzahl ent­
standen sind und zwar die Stellen der ersten Rubrike aus dem Qua­
drate des Zyhlers der höchsten Ordnung. Der Annäherungswerth 
zu у 12, 3 ist daher der Zähler der höchsten Ordnung der gesuch­
ten Zahl. Subtrahiren wir von den Stellen der ersten Rubrike 
32 zz 9 und nehmen zum Reste die Stelle der zweiten Rubrike:

J/12 02 00 89 = 3
-' 9

3 02
so erhalten wir die Zahl 302, die aus dem nächstfolgenden Zähler 
entstanden ist. — Durch den zweiten Zähler kam aber zum Quadrate 
hinzu erstens das doppelte Product des ersten Zählers mit dem zwei­
ten und das Quadrat ves zweiten Zählers. Dividiren wir daher 
mit 2 X 3 ”6 in 30, indem wir die 2 für das Quadrat lassen, 
so erhalten wir 5, allein nach Abzug von 2 X (3 X 5) — 30 bleibt 
2 Rest, wovon sich 52 zz 25 nicht abziehen läßt, daher nehmen wir 
bloß 4 mal. Subtrahiren wir nun von 302 alles, was durch die 
4 zum Quadrat hinzukömmt, und fügen zum Reste die beiden fol­
genden Stellen : у MM 00 M — 34

32zz 9| ! I

6 j 3 0 2
2X(3X4)= 24

48zz 16
4 6 00,

so erhalten wir die Zahl 4600, die durch den 3f™ Zähler entstanden 
sein muß. Dividiren wir nun mit 2 X 34 zz 68 in 460, die letzte 
Rull fur’S Quadrat übrig lassend, so erhalten wir 6 als dritten 
Zähler. Subtrahiren wir wieder alles, was durch 6 zum Quadrate 
von 34 hinzukömmt und fügen zum Reste die beiden letzten Stellen:

J/1210 2 0 0 8 9 zz 346
3 ' zz 9

6 I 3 0 2
2X(3X4)= 24

4 - zz 16
684600

2X(34X6- = 4 0 8
62 zz 3 6

4 8 4 8 9, 
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so erhalten wir die Zahl 48489, die aus dem letzten Zähler ent­
standen sein muß, den wir erhalten, wenn wir mit 2 X 346 zz 692 
in 4848 dividiren, welches die Zahl 7 giebt. Zn der That bleibt 
nach Abzug von 2 X (346 X ?) —4844 und 72 zz49 kein Rest.

}/l 2,0210 0; 89 zz 3467 
32zz 9i .... '

613 0 2 ....
2X(3X4)- 24 ....

42zz 16....
68 46 0 0 . .

2 X (34 X 6) — 4 08 . . 
62zz 3 6.. 
“ 6 9 2 I 4 8 4 8 9

2 X (346 X 7j = 4 8 4 4
72 zz __ 4 9r

B. Ausziehen der Kubikwurzel.

Der vollständige oder angenäherte Werth der Kubikwurzel aus 
Zahlen zwischen 1 und 1000 ist eine Stammzahl (denn l3 zz 1 und 
103 zz 1000) die nur durch Probiren ermittelt werden kann. — Für 
das Ausziehen der Kubikwurzel aus größeren Zahlen leiten wir aus 
§ 16, 2 ein Verfahren ab, nach welchem wir, wie bei der Quadrat- 

„ wurzel den Werth stellweise finden. Durch jede Stelle der Grund­
zahl kamen zum Kubus 3 Stellen hinzu; um daher zu erfahren, wie 
viel Stellen der gesuchte Werth der Kubikwurzel hat, und was als 
aus den einzelnen Stellen entstanden zu betrachten ist, theilen wir die 
Zahl von der Rechten zur Linken in Rubriken zu drei Stellen. —
Die Stellen der ersten Rubrike sind dann aus Ьеф Kubus des Zäh­
lers der höchsten Ordnung entstanden, wie das Beisp, aus § 16, 2
-eigt: 23 zz 81 

3X(22X4j zz .4! 
3X(2X4*) =

43 zz 

8
96
64 "

3 X (242 X 6j = i 036 j 8
3X(24 X 62) — 25 92

63 zz ; 216
2463 zz 14 886 936

Haben wir daher yXd 886 936 zu berechnen, so ist der Zäh­
ler der höchsten Ordnung der gesuchten Zahl 2, der Annäherungs- 
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werth von У~14. Subtrahiren wir daher von 14 die Zahl 8 zz 2s 
und fügen zum Reste die folgenden 3 Stellen:

]/14; 886 j 936 — 2 
23zz 8j

. 6 8 86
so erhalten wir die Zahl 6886, die aus dem folgenden Zähler ent­
standen sein muß. Durch den zweiten Zähler kam aber zu 23 hinzu 
das dreifache Product aus dem Quadrate des ersten Zählers mit dem 
2r™, welches die erste Stelle der neuen Rubrike gab, dividiren 
wir daher mit 3X22 = 12 in 68, so müssen wir den Zähler 
erhalten. — 68: 12 giebt zwar 5, aber wie man sich leicht über­
zeugt, ist 5 zu groß, wir nehmen bloß 4. — Ziehen wir alles, was 
durch 4, als zweiten Zähler, zum Kubus hinzukömmt, von 6886 ab 
und fügen zum Reste die folgenden 3 Stellen :

]/ 14 886 936 = 24
2’ zz 8

12! 6 8 8 6
3X(2'X4)- 48
3 X (2 X — 96

43 zz 64
1062936

so erhalten wir die Zahl 1062936, die durch den letzten Zähler entstan­
den sein muß. — Um diesen zu finden, dividiren wir mit 3 X 2412 
ZZ 1728 in 10629, welches 6 giebt. Ziehen wir alles, was durch 
die 6 zu 243 hinzukömmt ab, so bleibt kein Rest:

J/14J8867936 zz 246
23 zz 8

1216886
3X(2! X4)= 4 8 
3X(2X42)= 96 

43zz 64
1728 1062 936

3 X (24" X 6)= 10368
3 X (24X 69) zz 2592

63 zz 216

Anmerkg. Die in § 27 aufgestellte 2\e Frage können wir erst in 
der allgemeinen Arithmetik genügend beantworten, wir über­
gehen sie daher hier ganz.
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Zweiter Abschnitt.
Dic Lehre van den besoudereu Zahlen.

Einleitung.

§ 31. Wir hatten uns oben die "Aufgabe gestellt, das 
Verhältniß der durch die Symbole a — b, a: b, j/ a bezeichne­
ten Größen zur Einheit zil ermitteln; haben diese Aufgabe aber 
nur einseitig gelöst, indem wir nur die Fälle näher betrachtet 
haben, wo die Größen sich als Vielfache der Einheit darftellen 
ließen. — Wir legen uns daher die Frage von Neuem vor und 
wollen die Sache zu ergründen suchen.

Cap. 1.
Von den negativen Zahlen.

A. Begriff und BezeichuungSweise der negativen 
Zahlen.

§ ЗЯ В. Ist in der Gleichung 6 — a zz b die Zahl a grö­
ßer als c, so müßte b die Eigenschaft haben, zu einer größeren 
Zahl a hinzugefügt, eine kleinere Zahl c zu geben, d. h. es müßte 
b eine gewisse Zahl von Einheiten der Zahl a aufhebeu, ver­
nichten. —

Uebertrifft insbesondere a die Zahl c um eine Einheit, so 
müßte b die Einheit aufheben; übertrifft a die Zahl c um 2, 3, 
4 . . Einheiten, so müßte auch b beziehungsweise 2, 3, 4... 
Einheiten aufheben. — Eine Größe aber, die 2, 3, 4 . .. Ein­
heiten aufhebt, ist beziehungsweise als das 2, 3, 4 ... fache der 
Größe zu betrachten, die die Einheit aufhebt. — Setzen wir daher 
die Größe, die die Einheit anfhebt, selbst als Einheit, so sind 
die Differenzen, in denen der Subtrahend größer ist als der 
Minuend, Zahlen gleich, die Vielfache der negativen Einheit sind. 
Wir nennen sie negative Zahlen. Im Gegensätze zu den ne­
gativen Zahlen nennen wir die, auf die ursprüngliche Einheit 
bezogenen Zahlen, positive Zahlen.

♦



37

§ 33. Um die negative Einheit zu bezeichnen, setzen wir 
dem Zeichen für die Einheit einen horizontalen Strich vor: 
(—1), gelesen minus eins. — Die negativen Zahlen aber be­
zeichnen wir, wie die Zahlen überhaupt, durch Ziffern, die wir 
auf die bekannte Weise mit dem Einheitszeichen verbinden. Wir 
bezeichnen:
Die Größe, die eine Einheit vernichtet durch — 1

и n n zwei „ n (— 1). 2 oder kurz — 2 
и и и drei „ » „ (— 1) ♦ 3 „ „ —3

Um dem Begriff positiv in Zeichen auszudrücken, setzen wir 
den Ziffern ein stehendes Kreuz vor.

Anmerkg. Die Zeichen (-}-) und (—) haben jetzt eine doppelte 
Bedeutung, sie sind Operations - und Qualitätszeichen 
zugleich.

§ 34. Den Begriff einer bestimmten Menge von Ein­
heiten schlechtweg nennen wir die absolute Zahl.

Eine positive und eine negative Zahl von gleich viel Ein­
heiten haöen denselben absoluten Zahlenwerth, heben sich aber 
gegenseitig auf. Wir nennen zwei solche Zahlen gerade ent­
gegengesetzt.

Zwei Zahlen, die in ihren Zeichen übereinstimmen, nennen wir 
gleichftimmig, im entgegengesetzten Falle ungleichftimmig. 

Anmerkg. Bestimmen wir die Größe einer Zahl nach dem Effecte, 
den sie, als Zuwachs einer anderen Zahl betrachtet, hervor­
bringt, so müssen wir die negativen Zahlen sämmtlich als 
kleiner, als die kleinste positive Zahl, ja kleiner als Null be­
trachten. — Die dem absoluten Werthe nach größere nega­
tive Zahl ist relativ die kleinere.

— 1 > — 2>-3>-—4>...2c.
26. Lehrs. „Vertauschen wir in einer Differenz den Subtra­

henden mit dem Minuenden, so ist die entstandene Differenz 
der ursprünglichen gerade entgegengesetzt."

5—3—2'

3 — 5 — — 2

3 — 5 — - (5 — 3), 
oder 5 — 3 — — (3 — 5). NB — (— 2) zz + 2.

3
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В. Operationen mit negativen Zahlen.

8 35. Die Addition.

Hier wird es nothwendig, den Begriff der Summe also zu 
erweitern:

„Unter der Form der Summe wird uns eine Zahl gegeben, 
die, als Zuwachs oder Verminderung einer Zahl betrachtet, allein 
dasselbe bewirkt, als die Summanden einzeln in gleichem Sinne 
angewandt."

27. Lehr s. „Die Summe aus lauter negativen Sum­
manden ist einer negativen Zahl gleich, deren absoluter Werth 
gleich ist der Summe aus den absoluten Werthen der Summanden." 

(„ 5) + (- 6) + (- 3) = -- (5 + 6 + 3) = - 14.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus der obigen De­
finition.

28. Lehrs. Sind in einer zweitheiligen Summe die 
Summanden ungleichstimmig, so ist der absolute Werth der 
Summe gleich der Differenz aus den absoluten Werthen der 
_ . „ (positiv ) s (positive) ~ x
Summanden. ifi | negativ J' wenn $er (negative j Summand 

mehr Einheiten hat."

а) (+ 7) 4* (— 3) zz 4" (7— 3) zz + 4, 
denn (+ 7) + (— 3) zz (+ 4) -j- (4* 3) 4* (— 3) zz 4- 4 ,

b) (- 7) + (4-3) — -(7 — 3)—— 4, 
denn (- 7) -f- (4- 3)ZZ(—4)4--(3) 4-(+3)zz-4.

29. Lehrs. „Eine mehrtheilige Summe aus theils posi­
tiven, theils negativen Summanden läßt sich stets in eine zwei­
theilige verwandeln, in welcher der eine Summand die Summe 
aus den positiven, der andere die Summe aus den negativen 
Summanden ist."

(4-5) + (- 6)4-(4-7) + (-4)4-(4-3) = [(+5) + (+7)4-(+ 3)]
4- [(- 6) 4- (- 4)] zz (4- 15) 4- (- 10) -4-5.

30. Lehrs. „ Die Reihenfolge der Summanden hat auf 
den Zahlenwerth der Summe keinen Einfluß, auch wenn die Sum­
manden alle oder zum Theil negativ sind."

8 36. Die Multiplicati on.

. 5L Lehrs. „ Der absolute Werth eines Productes ist 
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stets gleich dem Producte aus den absoluten Werthen der Fac- 
toren."

B ew. i. Ist der Multiplicator positiv, so hat man den un­
veränderten Multiplicanden so ost als Summanden zu setzen, als 
der Multiplicator Einheiten hat:

a) (+ 5) X (+ 3) = (+ 5) + (+ 5) + (4- 5) = + (5 X 3).
b) (- 6) X(+3)zz (- 5) + (- 5) + (-6) = ~(5X 3).

2. Ist der Multiplicator negativ, so hat man das Ent­
gegengesetzte des Multiplicanden so ost als Summanden zu setzen, 
als der Multiplicator Einheiten hat:

a) (+ Ü)X(-3) = (— 5)+(-5) + (— 6) = - (54-54-5)=-(5X3) 
b)(- 6) X (- 3) = ( + 5) + (4- 6) + (4- 6)= + (54-54-5) = + (5X3).

Vergleicht man la mit 2b und lb mit 2a, so folgt:

32. Lehrs. „Sind die beiden Factoren eines Productes 
gleichstimmig, so ist das Product positiv, sind sie ungleichstimmig, 
so ist das Product negativ."

33. Lehrs. „Ist in einem Producte aus mehreren Fac­
toren die Anzahl der negativen Factoren ungerades f° ist das 

m . J positiv )Pr-du-t jnegaiivj-"

34. Lehrs. „Die Reihenfolge der Factoren hat auf den 
Zahlenwerth des Productes keinen Einfluß, auch wenn alle oder 
ein Theil derselben negativ ist."

§ 37. Die Potenzirung.

36. Lehrs. «Der absolute Werth einer Potenz ist stets 
gleich der Potenz aus dem absoluten Werthe der Grundzahl."

a) Ist die Grundzahl positiv, so ist auch die Potenz 
positiv: (4- 5)3 = 4- (53).

b) Ist die Grundzahl negativ, so ist die Potenz ^^gatw) 

wenn der Exponent eine < gerade I эд^[ jst.
r s ungerades

(- 5)4 = (- 5) X (- 6) X(- 5) X (- 5) = + (54) L nbrf « 
(-5)3 = (- 5) X (— 3)X (— 5) =-(53)fb

Anmerkg. Potenzen mit negativen Erponenten haben nach unserem 
Begriffe von der Potenz keinen Sinn.

3»
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§ 38. Die Subtraction.

Nachdem der Begriff der entgegengesetzten Größen festge­
stellt ist, können wir die Definition der Subtraction auch also 
stellen :

„Eine Zahl von einer anderen subtrahiren, heißt das Ent­
gegengesetzte derselben addiren."

Bezeichnen a und b irgend welche, positive oder negative, 
Zahlen, so ist a — b zz a + (— b), 
denn (a -- b) + b zz a und auch a + (— b) + b zz a.

56. Lehr s. „Siud Subtrahend und Minuend gleichstim­
mig, so ist der absolute Werth der Differenz gleich der Differenz 
aus den absoluten Werthen des Minuenden und Subtrahenden." 

ja) (+ 5)-(+ 3)zz(+ 5) + (-3)zz4-(5-3)zz + 2, 

(b) (—3) — (—fi) = C—3)4- (+&) = + (S—3) = + 2. 

ja) (+ 3) — (+ 5)zz(+3)4(—5)zz — (5—3)zz—2, 
)b) (-5)-(-3)=(-5) + (+3)zz-(Ö-3)±z-2.

57. Lehrs. „Sind Subtrahend und Minuend ungleich­
stimmig, so ist der absolute Werth der Differenz gleich der Summe 
aus den absoluten Werthell des Minuenden und Subtrahenden." 

a) (+5)-(-3)zz(+ 5)-H+ 3)zz+(5 + 3)zz4-8. 
b) (— 5) — (+ 3) zz (— 5) + (— 5) zz — (5 + 3) zz — 8.

In Betreff der Zeichen ersehen wir aus obigen Beispielen 
folgenden Satz:

38. Lehrs. „Ist der Subtrahend ^größer) der Mi­

nuend, so ist die Differenz ^gatü>)" — ^4 Anmerkg.).

§ 39. Die Division. -

39. Lehrs. „Der absolute Werth eines Quotienten ist 
stets gleich dem Quotienten aus den absoluten Werthen des Di­
videnden und Divisors." ,

1) (4-6):(+3)zz4-(6:3)zz + 2,i)eiin[+(6:3)]X(4-3)= + 6. 
2)(+6):(-3)zz-(6:3)zz-2 „ [-(6:3)]X(~3)^+6. 
3) (— 6): (+3)zz — (6:3)zz—2 „ [—(6:3)]X(+3) = -6. 
4) (— 6): (— 3)zz + (6:3)zz + 2 „ [+(6:3)]X(~3)=-6.

Vergleichen wir 1 mit 4 und 2 mit 3, so folgt:
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E Lehr s. »Sind Divisor und Dividend j „M^nug ( 

f» ist der Quotient g*"

§ 40. Die Radicirung.

Die Potenz einer positiven Zahl ist immer positiv, aber 
auch die gerade Potenz einer negativen Zahl ist positiv. Dar­
aus folgt: . ,

4t . Lehrs. „Eine gerade Wurzel aus einer positiven 
Zahl hat zwei gerade entgegengesetzte Werthe."

У4 — ^2 denn (Z- 2)2zz + 4 und auch (— 2)2 zz -|- 4.

42. Lehrs. „Eine gerade Wurzel aus einer negativen 
Zahl ist immaginär."

Es ist keine Zahl denkbar, die z. B. zur 2*™ Potenz erho­
ben — 4 giebt, denn (+ 2)2zz -s- 4 und auch (— 2)2 ~ + 4; 
У^4 hat also keinen, in einem denkbaren Verhältnisse zur Ein­
heit stehenden Werth. — Solche inhaltlose Formen nennt man 
eben immaginäre Größen.

Im Gegensätze zu den immaginären Größen nennt man 
alle, in einem angebbaren Verhältniffe zur Einheit stehenden 
Größen reelle Größen.

43. Lehrs. „Eine ungerade Wurzel aus einer positiven 
Zahl hat nur^einen und zwar einen positiven Werth."

44. Lehrs., „ Eine ungerade Wurzel aus einer negativen 
Zahl hat immer einen und zwar einen negativen Werth,'deren 
absoluter Zahlenwerth gleich ist der Wurzel aus dem absoluten 
Werthe der Grundzahl."

У—27 — — У27 zz—-3, denn (— 3)3 zz — 27.

Cap. S
Von den Brüchen.

I. Die gemeinen Brüche.

A. Begriff, Bezeichnungsweise und Eigenschaftem der 
gemeinen Brüche.

§ 41. Wir konnten im Obigen den Zahlenwerth des 
Quotienten nur bestimmt angeben, wenn der Dividend die sämmt- 
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lichen Primfactoren des Divisors enthielt. Wir sahen aber zu­
gleich, daß dem Quotienten auch in den übrigen Fällen ein be­
stimmter Werth zukömmt, weil immer bestimmte Grenzen angege­
ben werden konnten, zwischen denen er liegt. Es fragt sich nun, 
ob das Verhältniß des Quotienten zur Einheit nicht bestimmter 
angegeben werden kann, als durch Grenzen?

§ 4S. Die Quotienten 1: 2, 1 : 3, 1: 4 ...., sind Grö­
ßen, die respective 2, 3, 4. ..mal gesetzt die Einheit geben. — 
Eine Größe aber, die 2, 3, 4... mal gesetzt, die Einheit giebt, 
ist respective der 2**, 3f.e, 4lf... Theil der Einheit. Alle übri­
gen Quotienten sind Vielfache der Quotienten 1:2,1:3,1 :4 ..., 
denn der Quotient 3:4 z. B. ist eine Größe, die 4 mal gesetzt 
3 giebt, diese ist offenbar das Dreifache von der Größe, die 4 
mal gesetzt 1 giebt:

3:4 —3X(l:4).

Setzen wir daher jeden aliquoten Theil der Einheit selbst 
als Einheit und nennen:

den zweiten Theil der Einheit ein Halbes,
„ dritten „ „ „ ein Drittel,

' » vierten „ „ „ ein Viertel,

So sind die Quotienten Zahlen gleich, die Vielfache dieser 
Einheiten sind.

Wir nennen die Zahlen, deren Einheiten aliquote Theile 
der ursprünglichen Einheit sind, gebrochene Zahlen oder 
Brüche.

Im Gegensätze zu den Brüchen werden die, auf die ursprüng­
liche Einheit bezogenen Zahlen ganze Zahlen genannt.

§ 43. Die Bezeichnungsweise der Brucheinheiten ist 
folgende:

ein Halbes bezeichnet man durch '/»,
ein Drittel „ „ „ Vs,
ein Viertel „ „ „ V»,

So wie man nun statt einmal ein Halbes, zweimal 
ein Halbes.... ein mal ein Drittel, zwei mal ein 
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Drittel ...., kurz sagt ein Halbes, zwei Halbe ...., 
ein Drittel, zwei Drittel , so schreibt man auch:

statt 1 X Va kurz % I statt 1 X V3 kurz Vs
„ 2 X V# „ Vo „ 2 X Vs „ °/s
" 3 X Va ,, 3/2 „ 3 X Vs „ 3/s

Bei dieser Schreibart steht der Zähler über dem Striche, 
er giebt die Zahl der Einheiten an. — Die unter dem Striche 
stehende Zahl heißt der Nenner; der Nenner giebt an, der wie 
vielste Theil der Einheit die Brucheinheit ist.

Anmerkg. Bei den ganzen Zahlen wird die Einheit nicht durch 
Nenner, sondern durch Stellen angegeben.

§ 44. Ist der Zähler dem Nenner gleich, so ist der 
Bruch der Einheit gleich, denn es sind dann gerade so viel Theile 
genommen, als auf das Ganze gehen, ist aber der Zähler 
^größers' ber Nenner, so sind Theile genommen,

als auf das Ganze gehen, der Bruch ist 

Einheit, er heißt ein unechter $ru(+ ~

43. Lehrs. „Der Quotient ist dem Bruch gleich, dessen 
Zähler gleich dem Dividenden und dessen Nenner gleich dem 
Divisor ist."
7:3 uz, denn (7:3)ХЗ = 7 und auch zX3-7XzX3 —7.

Hat der Dividend alle Primfactoren des Divisors, so ist 
der Quotient einer ganzen Zahl gleich; ein unechter Bruch, des­
sen Zähler die Primfactoren des Nenners enthält, ist also auch 
einer ganzen Zahl gleich, er heißt ein u n eigentlich er Bruch.

Ist der Dividend größer als der Divisor, der Quotient 
aber keiner ganzen Zahl gleich, so hat der Quotient eine ganze 
Zahl zum angenäherten Werthe, welcher um eine Größe zu klein 
ist, die, mit dem Divisor multiplicirt, ein Product gleich dem 
Reste giebt. Diese Größe ist offenbar der echte Bruch, dessen 
Zähler der Rest und dessen Nenner der Divisor ist:

17 = 3X5 + 2,

folglich 17 : 5 = 3 + |, kurz 3| geschrieben; 
da aber 17:5= V ist, so ist auch V = 3|.
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Eine Zahl, die aus einer ganzen Zahl und einem echten 
Bruche zusammengesetzt ist, heißt eine gemischte Zahl.

1. Aufg. „Es soll eine jede ganze Zahl in einen un­
eigentlichen Bruch mit einem beliebigen Nenner verwandelt werden."

2. Aufg. »Es soll ein jeder unechter Bruch in eine ge­
mischte Zahl verwandelt werden."

5. Aufg. „Es soll eine jede gemischte Zahl in einen un­
echten Bruch verwandelt werden." t

§ 45. Bezeichnen wir den № Theil von £ durch J,

„ „ -/ 2 to1 „ „ „

so ist: z i-A oder | = (|)Х2,

I zz 3 и j zz ($) X 3/

z-^2 " z-DX2,

§ — 4 " "5 — (s) X

s — 9 " T — (§) X 2,

Umgekehrt: '
У)   1  j

2 — 2x2 — $'

Ш   i—i
3 — 2X3 —

Wir schließen hieraus:

46. Lehrs. „ Die Brucheinheit ist um so kleiner, je 
größer ihr Nenner ist, und zwar ist sie der 2*e, ... Theil
einer andern Einheit,' wenn ihr Nenner respective das 2, 3 . . . 
fache vom Nenner der letzteren ist."
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47. Lehrs. Bei gleichem Zähler ist der Bruch um so 
kleiner, je größer ihr Nenner ist. Ein Bruch ist der 2*e, 3fj ... 
Theil eines andern Bruches, wenn bei gleichem Zähler sein Nen­
ner das 2, 3... fache vom Nenner des letzteren ist.

I = ДХ 2 ober Ä=*2'

A I — A X 4 " A —

Da der Zähler die Zahl der Einheiten angiebt, so folgt 
ferner:

48. Lehrs. "Bei gleichem Nenner (gleicher Einheit) ist 
der Bruch um so größer, je größer sein Zähler ist; er ist das 
2, 3 .. fache eines andern, wenn sein Zähler, bei gleichem Nen­
ner, das 2, 3 . .. fache des letzteren ist."

$ = 3 oder A,

B = iX 4 .. & = f.

Aus 47 und 48 folgt:

49. Lehrs. „Wenn der Zähler und Nenner eines Bruches 
in gleichem Verhältniß wächst oder abnimmt, d. h. wenn der 
Zähler und Nenner eines Bruches mit derselben Zahl multiplicirt 
oder dividirt wird, so wird der Werth des Bruches nicht geändert."

Den Zähler und Nenner eines Bruches mit derselben Zahl 
dividiren, heißt den Bruch heben.

4. Aufg. „Es soll ein Bruch auf den möglichst kleinsten 
Nenner gebracht werden." '

Die Lösung stützt sich auf § 26 Aufg. 5.
§ 46. Da man Zähler und Nenner eines Bruches mit 

jeder beliebigen Zahl multipliciren kann, ohne seinen Werth zu 
ändern, so kann man auch immer einen Bruch auf verschiedene 
größere Nenner bringen; diese Nenner müssen aber Vielfache von 
dem Nenner des Bruches sein. Die Drittel z. B. kann man 
wohl auf Zkel, gtel, 12^, . . aber nicht auf 51«1, 8^. . bringen ; 
denn I ist zwar kleiner als aber kein aliquoter Theil von Z.
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3. Aufg. »Es soll ein Bruch auf einen gegebenen größe­
ren Nenner gebracht werden."

Aufl. Man dividirt mit dem Nenner des Bruches in den 
vorgeschriebenen Nenner und multiplicirt mit der resultirenden 

Zahl den Zähler und Nenner des gegebenen Bruches:
12:4 = 3, daher ist j = W = TV

B. Operationen mit Brüchen.

§ 47. Die Addition.

Der Begriff der Summe setzt voraus, daß die Summan­
den auf dieselbe Einheit bezogen, d. h. gleichnamig sind. 
Wir haben daher die Ausgabe zu lösen: >

6. Aufg. „Gegebene Bruche sollen auf den möglichst 
kleinsten gleichen Nenner gebracht werden."

Lösung. Man suche nach § 26 Aufg. 4 das kleinste 
Bielfache zu den Nennern der gegebenen Brüche, den s. g. Ge­
neral-Nenner und verfährt dann nach Aufg. 5.

7. Aufg. „Es sollen mehrere gegebene Brüche addirt 
werden. "

Lösung. Nach der Definition in § 4 hat man eine Zahl 
zu suchen, die allein so viel Einheiten hat als die Summanden 
(gleiche Einheiten) haben. Sind daher die Brüche gleichnamig 
gemacht, so hat man bloß die Zähler zu addiren, und den Werth 
auf die den Summanden gemeinschaftliche Einheit zu beziehen:

•2 l_ 3 _L 5 ----- 8 _L 9 I 10 -----8+9+10 ------ 27 -----9 3
+ 6 —тгтпттг— 12 —•тг — ^12'

Sind die Summanden gemischte Zahlen, so addirt man die 
ganzen Zahlen besonders:

3600 2. 2. 2.2. 3.3. 5.5.

K. 5 °TS

3 7

Ik
1511

23

200 X 5 = 1000
180 X 7 = 1260 
48X11— 528
75 X 13 — 975

3763 n. ie, 
3600 ” 2r5öö‘
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18 — 2.3.3
20 — 2.2. 5
75 — 3. 5. 5
48 —2.2. 2. 2. 3

2.2.2. 2.3.3.5. 5 — 3600 der General - Nenner.

Man berücksichtige hierbei Lehrs. 19.

§ 48. Die Multiplication.

1. Ist der Multivlicator eine ganze Zahl, so hat man den 
Multiplicanden so ost als Summanden jii setzen, als der Multi­

plicator Einheiten hat.
___3+3-H+3+3____3X'\
— 4 ' — 4 '

2. Ist der Multiplicator ein Bruch, so hat man einen 
aliquoten Theil des Multiplicanden so ost als Summanden zu 
setzen, als der Zähler des Multiplicators Einheiten hat; welchen 
Theil, giebt der Nenner des Multiplicators an.

Ist z. B. das Product j X з au berechnen, so hat man 

von f den 3ten Theil 2 mal zu setzen (s. § 11).
folglich 1X1 = 5^,

Da es wünschenswerth ist, daß der resultirende Bruch in mög­
lichst kleinen Zahlen ausgedrückt sei, so muß man den Bruch, wo 
möglich, heben. Man hebe aber bevor die Multiplication der Zähler 
und Nenner unter sich ausgeführt ist, weil man da leichter die ge­
meinschaftlichen Factoren erkennen kann:

s V 3 Vg As A
õ_8X3X5
6-9X4X0

5
9

5) Sind die Factoren gemischte Zahlen, so verwandelt 
man sie am besten in unechte Brüche. Nur in.besondern Fällen 
ist es bequemer, die Multiplication einzeln auszuführen. Z. B.

48(4|)Xt = ^X3 = (l|)X3 = 3|.

Nach diesen Betrachtungen können wir folgenden allgemeinen 
Satz aufstellen:

50. Lehrs. „Das Product zweier, auf beliebige Einheiten 
bezogenen Zahlen ist stets der Zahl gleich, die zum Zähler das 
Product der Zähler, zur Einheit das Product der Einheiten hat."
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1) 40 X 60 = (4 X 6) X (10 X 10) = 2400 ;
2) (-6)X(—3) = (6X3)X(—1Х-г1) = + 15;
5) jXI = (6X4)X(4XP = 18­

51. Lehrs. „Die Reihenfolge der Factoren hat auf den 
Zahlenwerth des Productes keinen Einfluß, auch wenn die Facto­
ren Brüche sind."

3V4-3X4_4X3_ 
5Ä7“5X7“7X5"7Ä5’

Anmerkung. Sind die Factoren echte Brüche, so ist das Pro­
duct stets einem echten Bruche gleich- der kleiner ist als jeder 
Factor. Sind die Factoren unechte Brüche, so ist das Pro­
duct größer als jeder Factor.

§ 49. Die Potenzirung.

52. Lehrs. „Die Potenz eines Bruches ist einem Bruche 
gleich, dessen Zähler die Potenz des Zählers, dessen Nenner die 
Potenz des Nenners ist."

/3У-зу.уз-3ХЗХЗ_3= 
\4/ — 4X4X-1-i3'

1) Ist die Grundzahl ein echter Bruch, so ist die Potenz 
einem echten Bruche gleich, der kleiner ist als die Grundzahl; ist die 
Grundzahl ein unechter Bruch, so ist die Potenz einem unechten Bruche 
gleich, der größer ist als die Grundzahl (f. 8 47 Anm.).

2) Die Potenz eines Bruches kann nie einer ganzen Zahl 
gleich sein, denn die Potenz einer Zahl hat dieselben Primfactoren, 
als die Zahl selbst. Sind daher die Primfactoren des Nenners von 
denen des Zählers verschieden, so sind auch die Primfactoren einer 
beliebigen Potenz des Nenners von denen einer Potenz des Zählers 
verschieden.

§ 50. Die Subtraction.

Von der Differenz gilt, was von der Sümme gesagt ward; 
der Minuend und Subtrahend müssen gleichnamig sein. Als­
dann gilt:

53. Lehrs. „Die Differenz zweier Zahlen von gleicher 
Einheit ist gleich der Differenz der Zähler, bezogen auf die ge­
meinschaftliche Einheit."
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Differenzen, wie Ü — Z und 7| — 2g können auf zwei Arten 
behandelt werden:

1. Beisp. ober 5-g=4g-|=4|;
2- Beisp. 7|-2g = 2/ - V = V - V = V — 4g oder 

7j - 2g = 7g - 2g = 6V - 2g =z 4g.
Daß die pveite Art im Allgemeinen den Vorzug verdient, ist 

einliuchtend.

§ 51. Die Division.

4) Hat man einen Bruch durch eine ganze Zahl zu divi- 
diren, so dividirt man entweder die Zahl (den Zähler) oder man 
dividirt die Einheit (d. h. man multiplicirt den Nenner) mit der 
ganzen Zahl.

i) = = denn 6 = ?X3 = ^’><3 = ?.

2) g:4 = — sa/ denn g у 4 X 4 = 6y4 = t*

2) Hat man eine Zahl (a) durch die Brucheinheit („) zu 
dividiren, so sucht man eine Zahl, die mit der Brucheinheit („) 
multiplicirt, ein Product gleich der Zahl giebt. Mit „ multipli- 
ciren aber heißt den nten Theil nehmen; daher kann man auch 
sagen: man sucht eine Zahl, deren ntev Theil zz a ist. Diese 
Zahl ist offenbar n X a*

Hat man also eine Zahl durch die Brucheinheit zu dividiren, ‘ 
so multiplicirt man sie mit dem Nenner. Aus beiden folgt:

3) Hat man eine Zahl durch einen Bruch zu dividiren, so 
multiplicirt mau sie durch den Nenner und dividirt sie durch den 
Zähler des Bruches. \

|:g = (M):5 = (lX6):5 = 3X®.

cv X «*.ft3X6w. 3X6X5 л
sn der Th-, tft 6 XI = 4 6 = i-

4) Hat man gemischte Zahlen zu dividiren, so verwandelt 
man sie zuvor in unechte Brüche.

Alle besonderen Regeln der Division lassen sich in den all­
gemeinen Satz zusammenfassen: ,
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54. Lehrs. „Der Quotient aus zwei, auf beliebige Ein­
heiten bezogenen Zahlen ist stets gleich der Zahl, die zum Zähler 
den Quotienten der Zähler, zur Einheit den Quotienten der Ein­
heiten hat."

i) 600:20 (6X100): (2X10)—(6:2) X(100:10) — 30;

2) (-6):(-t-3)—(6:3)X(—1:-i-V—2X(-1)--2;

3) I:i=(5ХУ.ЧЗХ1)-(5:3)Xcz

Ist der Divisor ein ) ^chler I $вгцф, so ist der Werth des 
I unechter |

Quotienten < größer i Q[5 ^ec Dividend.
(kleiner)

§ 5L Die Radicirung.

55. Lehrs. „Die Wurzel aus einem Bruche ist stets 
einem Bruche gleich, deffen Zähler die Wurzel aus dem Zähler 
und dessen Nenner die Wurzel aus dem Nenner der Grundzahl ist."

denn
//"2 V _ 2 
w3/ /"33 3

II. Decimalbrüche,

A. Begriff und Schreibart der Decimalbrüche.

§ 53. Wir haben schon oben bemerkt, daß die Einheiten 
der ganzen Zahlen nicht durch Nenner, sondern durch Stellen 
angegeben werden. Es ist einleuchtend, daß ein Gleiches bei 
Brüchen geschehen kann, wenn die Brucheinheiten nach demselben 
Prinzipe gebildet werden, wie die der ganzen Zahlen.

Das Prinzip aber, nach dem die Einheiten der ganzen 
Zahlen gebildet sind, ist dieses, daß je eine Einheit der höheren 
Ordnung zehn Einheiten der nächst niedrigeren Ordnung enthält, 
so daß also umgekehrt der 10te Theil einer Einheit, die Einheit 
der nächstniedrigeren Ordnung giebt:
104
10, = io4-1 = IO3 oder 10000 :10 — 1000,

IO3
= IO3“1 zzz 10a „ 1000 : 10= 100,
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Ю2JJp =z IO2-1 — 101 oder 100:10 = 10,

Ю1
— zzlO’-’zzlO0 „ 10:10= 1.

Setzen wir diese Bildungsweise über eins hinaus fort, so 
erhalten wir:
10° 1 /IVIO»-1 = 10-5 oder 1:10 = Ю = (10) ,

in-1 1 1 /1\210^ = 'О-'"' = Ю-S oder fo: 10 = = (fo) ,

in-2 1 1 / 1 \3for = lO—' = 10-5 oder Юо: 10 = ,000 = (fö) '

D. h. wir erhalten als Brucheinheiten die aufeinander folgenden 
Potenzen von T1Ö, die sich auch, wie aus dem Obigen ersichtlich, 
als Potenz von 10 mit negativen Exponenten darstellen lassen.

Wir nennen daher auch: .
die Einheit der minus l^n Ordnung, 

ff f minus
* • G КЖ Ит Ишь И

Diese Einheiten nun lassen sich durch Stellen angeben, wie 
die der ganzen Zahlen:

Die Einheit der Oten Ordnung bildet die Grenze. Links 
stehen in den aufeinander folgenden Stellen die Einheiten der ltcn, 
2ten, L'en —Ordnung, rechts die Einheit der — ltcn, —2fen, 
— 3ten Ordnung.

Da hiermit die Bestimmung, daß in der äußersten Stelle 
rechts die Einer stehen, aufgehoben ist, so muß man die Stelle 
der Einer besonders markiren. Zu dem Zwecke setzt man zwischen 
Einer und Zehntel ein Comma. Man schreibt also: .

3,5 statt 3TT, 
25,06 statt 25^.

Ist keine ganze Zahl vorhanden, so setzt man, der Deutlich­
keit halber, in die Stelle der Einer eine Null. Man schreibt also:

0,5 nicht ,5 statt T5S,
0,06 ff ,6 ff '
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„Brüche, die nach dem Decimalsysteme geschrieben sind, oder 
-deren Einheiten aufeinander folgende Potenzen von т*п sind, wer­
den Decimalbrüche genannt."

B. Verwandlung der gemeinen Brüche in Deciwal- 
brüche und umgekehrt.

§ 54. Wir haben den Bruch als den Werth des Quo­
tienten kennen lernen. Es fragt sich, ob der Werth des Quo­
tienten sich eben so gut durch Decimalbrüche angeben läßt, als 
durch gemeine Brüche? oder, was dasselbe ist, ob jeder gemeine 
Bruch in einen Decimalbruch verwandelt werden kann?

Nach § 46 lassen sich Brüche nur auf solche Nenner brin­
gen, die Vielfache ihres Nenners sind. Die Nenner der Deci­
malbrüche wären aber, wenn man sie schriebe, Potenzen von 10 
und eine Potenz von 10 kann nur Vielfaches einer Zahl sein, 
die außer 2 und 5 keine andere Primfactoren hat. Wir folgern 
hieraus:

36. Lehrs. "Man kann nur solche gemeine Brüche voll­
ständig in Decimalbrüche verwandeln, deren Nenner außer 2 und 
5 keine anderen Primfactoren haben."

Für Quotienten nun, deren Divisore von 2 und 5 verschie­
dene Primfactoren haben, lassen sich immer Grenzwerthe in De- 
cimalbrüchen angeben, die so wenig, als man will, von dem 
wahren Werthe verschieden sind:

Der Quotient 9:7 hat zum angenäherten Werthe 1, als 
Rest 2; statt des Restes 2 kann man aber setzen fg und der 
Quotient K»; 7 hat als untere Grenze T%, als Rest T6ff. Setzen 
wir daher 1 4- A oder 1, 2 statt ?, so ist der Fehler kleiner 
als Statt des gebliebenen Restes können wir schrei­
ben T6ö°ff; der Quotient T6Ö°S: 7 hat T§ö als untere Grenze und 
Tgö zum Reste. Setzen wir daher 9: 7 oder | zz 1 + T2ff + Tgö 
— 1,28, so ist der Fehler kleiner als T£ö. Daß man so belie­
bigen Grad der Genauigkeit erreichen kann, ist einleuchtend.

Man kann übrigens bei der Grenzbestimmung verfahren, 
wie bei der gewöhnlichen Division, indem man zum jedesmaligen 
Reste eine 0 zufügt, wodurch man die Einer in 10tet, die 10tel 
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in lOOstel.. .rc. verwandelt, und also auch als Grenzwerthe 

lOO^1. rc. erhält.
7 I 9 J 1,285714

1
20 . .. Ш
14

60 ... [&°5]
56
. 40 ... [T§gö]

35
50 . . . [joffrrl 
4_L

10 ... [töööööJ
7
30 ... [iWöoöI
28 ,
2

Setzen wir die Division noch weiter fort, so erhalten wir 
wieder 2, dann 8 . . rc., kurz dieselben Stammzähler in derselben 
Reihenfolge, denn fügen wir zuur Reste 2 eine 0, so erhalten 
wir als Dividend wieder 20, wie oben. Den Inbegriff solcher, 
in derselben Reihenfolge wiederkehrender Stammzähler nennen 
wir eine Periode und den Decimalbruch, der eine Periode 
enthält, einen periodischen Decimalbruch.

37. Lehrs. „Jeder Quotient, dessen Werth nicht voll­
ständig angegeben werden kann, hat einen periodischen Decimal­
bruch als angenäherten Werth." —

Der Grund ist einfach der: Sollen die nach und nach ge­
fundenen Werthe wirklich Annäherungswerthe sein, so muß der 
jedesmalige Rest kleiner sein als der Divisor. Sind daher alle 
Zahlen, die kleiner sind als der Divisor, als Reste vorgekommen, 
so muß spätestens ein gewesener Rest wiederkehren, dann beginnt 
aber auch die Periode. Der wiederkehrende Rest braucht nicht 
gerade der erste zu sein, daher auch die Periode nicht mit der 
ersten Stelle nach dem Komma zu beginnen braucht. Beginnt 
die Periode mit der ersten Stelle, so heißt der Decimalbruch ein 
reinperiodischer, sonst ein unreinperiodischer. Die 
Periode zeigt man dadurch an, daß man über die wiederkehrenden

4
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Ziffern Punkte setzt, oder dieselben noch einmal schreibt, und in 
Klammern schließt:

5,736 oder 5,736(36).

§ 55. Hat man einen Dßcimalbruch in einen gemeinen 
zu verwandeln, so schreibt man den gehörigen Nenner, den man 
aus der letzten Stelle erkennt, drunter und hebt, wo möglich.

Kennt man von einem unbegrenzten Decimalbruch die ganze 
Periode, so läßt sich der gemeine Bruch, aus dem sich der perio­
dische Decimalbruch entwickeln läßt, genau bestimmen:

Ls ist nehmlich: $ = 0,1(1)...
/§ — 0,01(01)...

0,001(001)...

Also auch umgekehrt:
0,1(1)-z

0,01(01) — /§
Da nun 0,3(3) = 3X 0,1(1)

0,7(7) = 7 X 0,1(1)

0,56(56) = 56X0,01(01)
so ist auch 0,3(3) = 3 X $ — I

0,7(7) = 7 Xt = J

0,56(56) = 56 X/s-tt

Hieraus folgt:

58. Lehrs. „ Ein reinperiodischer Decimalbruch ist dem 
gemeinen Bruche gleich, dessen Zähler die Periode und dessen 
Nenner eine Zahl mit so viel Neunen ist, als die Periode Stel­
len hat."

Ist der Bruch ein unreinperiodischer, so verwandelt man 
ihn in einen reinperiodischen, wie folgt:

1) 0,56(6) = 5,6(6): 10 = (5g): 10 = 5X®+6 = 5X10+6-5

56—5
— 90
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2) 2,54320(326) = 254,326(326): 100 = (254j|g): 100
254 X 9994-32G ___  254 Xj ООО+326— 254

— 99900 9990Ö
___  254326 — 254
— » 99900

Verfährt man, wie in diesen Beispielen gezeigt ist, so wird 

man leicht die bekannte practische Regel finden.

C. Operationen mit Decimalbrüchen.

§ 56. Addition und Subtraction.

Die Operationen mit Brüchen unterscheiden sich in nichts 
Wesentlichem von denen mit ganzen Zahlen, vollends die Opera­
tionen mit Decimalbrüchen, die ja nach demselben Systeme ge­
schrieben sind, wie die ganzen Zahlen.

Hebet die Addition und Subtraction der Decimalbrüche 
kann in der That nichts weiter gesagt werden, als, daß man nicht 
vergessen darf, daß die Stellen nicht von der äußersten Stelle 
rechts, sondern vom Komma aus zu rechnen sind. Im Uebrigen 
hat man die Zähler gleicher Ordnungen zu einander zu addiren 
oder von einander zu subtrahiren, wie bei den ganzen Zahlen.

§ 57. Die Multiplication.

Der in § 48 aufgestellte allgemeine Satz, daß das Pro­
duct zweier, auf beliebige Einheiten bezogenen Zahlen, stets einer 
Zahl gleich ist, die zum Zähler das Product der Zähler, zur 
Einheit (Nenner) das Product der Einheiten (Nenner) hat, findet 
natürlich auch bei Decimalbrüchen Anwendung:

К 47 X/ П RßQ   537 X/ 569   537X569 
О/ö/ V/Ooy — 100 А 1000 — looxiooo’

Hierdurch ist die Multiplication der Decimalbrüche vollständig 
auf die der ganzen Zahlen reducirt.

Da das Product immer mehr Decimal - Stellen hat, als 
jeder Factor (nämlich gerade so viele als beide Factoren zusammen), 
das Resultat einer Operation aber nicht genauer sein kann als 
die der Operation unterworfenen Zahlen, so ist es wichtig das 
Verfahren so einzurichten, daß die überflüssigen Stellen gleich 
bei der Operation fortbleiben, ohne dadurch die Operation an 
sich zu erschweren, so daß ein wirklicher Zeitgewinn erzielt wird.

Diesen Zweck erreicht man dadurch, daß man nicht wie ge-
4*
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wohnlich, mit der niedrigsten, sondern mit der höchsten Stelle 
des Multiplicators die Multiplication beginnt. — Eine vollstän­
dige Multiplication wurde hiernach also auszuführen sein:

' 3,758
6,947 
22548 

3382s 
150з2 
26sog 

26,106826
Die mit kleinen Ziffern bezeichneten Stellen sind die über­

flüssigen, die bei der Operation sortzulassen sind. Hat man da­
her mit der ersten 6 multiplicirt, so streicht man gegen die 6 die 
letzte 8 im Multiplikanden, multiplicirt aber die gestrichene 8 
noch mit der auf 6 folgenden 9, läßt die Einer fort und addirt 
die Zehner zu der aus 5 X 9 erhaltenen Zahl. Hat man die 
Multiplication mit 9 beendet, so streicht man gegen die 9 die 5 
int Multiplicanden, multiplicirt wieder die gestrichene 5 mit der 
4, wobei man 2 im Sinn behält, die man zu der, aus 4 X 7 
erhaltenen 28 addirt. Gegen 4 streicht man die 7 ; da aber die 
gestrichene 7 mit der auf 4 folgenden 7 die Zahl 49 giebt, die 
näher an 60 als an 40 liegt, so behält man 5, nicht 4 im Sinn.

3,758 
SM7 
22548 

3382« 
150e 
26g zz 10 gerechnet 

26,106.
Will man überhaupt im Resultate so viel Decimalstellen 

haben, als im Multiplikanden sind, so multiplicirt man mit der 
höchsten Stelle des Multiplicators beginnend bis zu den Einern 

vollständig: 36,570
<8,585 x

146316
292632

' 18289»
10971 
183» —10 

1775,361
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Will man im Resultate eine Stelle mehr haben, als im 
Multiplicanden sind, so rechnet man auch noch mit den Zehnteln
vollständig: MM 230,547

41,0807 0,08053
1461 6 18 9238

36 54 2 1289
29 886 1182
2923 71

219 21,1780
25 

1531,193
8 58. Die Division.

Der Quotient a»s Decimalbrüchen kann immer in einen 
Quotienten aus ganzen Zahlen verwandelt werden:

« t л . о JO   156 . 378 _ 156X100 15600
10/0 ’ ----- 10 * 100 378X10 3780

Gewöhnlich a'ber verwandelt man den Quotienten so, daß 
bloß der Divisor eine ganze Zahl ist:

3,765 : 5,4 - 3,765 : § = 3 *X1" =

Die weitere Ausführung hat keine Schwierigkeit:
37 : 54 giebt 0; 3T7n6: 54 aber T6Ö zur Grenze, folglich

54 37,65 j 0,69 ...
324 

5-2*5 
486 
3»^

Hat der Divisor viele Stellen, so ist die Division weit­
läufig und eine Verkürzung am rechten Orte. Der Quotient 
17,2654: 3,4567 würde auf 4 Stellen vollständig berechnet, geben: 

3,4567 j17,2654 j 4,9947
138268

34386
31110
3275
3111
164
138
26
24

0
3
70
03
670
268
4020
1969
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Man übersieht leicht, daß man alle, vom vertikalen Striche 
rechts liegenden Stellen sortlassen kann, wenn man bloß die oben 
berechneten 4 Decimalstellen haben will. Man verfährt daher 
bei der verkürzten Division so, daß man dem Reste keine Null 
mehr anhängt, sondern statt dessen eine Stelle jedesmal im Di­
visor streicht.

3Mß7i 17,2654,4,9948 ..
13 8268

34386
31110
3276 
3110 

166 
138
28 G
27

Man vergesse nur nicht auch hier die zuletzt gestrichene Zahl 
jedesmal mit zu multipliciren, der im Sinn zu behaltenden Zahl 
wegen.

Cap. 3.

Von den Irrationalzahlen.
§ 59. Wir haben in § 29 gesehen, daß nur selten die 

Wllrzel aus einer ganzen Zahl wieder einer ganzen Zahl gleich ist, 
daß wir aber immer zwei, um eine Einheit verschiedene ganze 
Zahlen finden können, die lWenzew der Wurzel sind, so daß also 
der Wurzel (aus einer absoluten Zahl) immer eine Größe zu­
kömmt. Zwischen zwei aufeinanderfolgende Zahlen giebt es aber 
unzählig viele Brüche; es liegt daher die Frage nahe, ob nicht 
ein, zwischen den Grenzen der Wurzel liegender Bruch angebbar 
ist, welcher genau der Wurzel gleich ist? — Diese Frage müssen 
wir nach § 49, 2 verneinen, denn da haben wir gesehen, daß 
die Potenz eines Bruches immer wieder einem Bruche, nie einer 
ganzen Zahl gleich ist.

Wenn daher die Wurzel aus einer ganzen Zahl keiner gan­
zen Zahl gleich ist, so kann das Berhältniß derselben zur Einheit 
überhaupt nicht bestimmt angegeben werden. — „Zahlengrößen, 
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deren Verhältniß zur Einheit nicht bestimmt (weder durch ganze 
Zahlen noch durch Brüche) angebbar ist, heißen Irrational­
zahlen." — Die meisten Wurzeln sind irrational.

8 60. Können wir aber gleich den Werth einer Irra­
tionalzahl nicht genau durch Brüche angeben, so können wir doch 
immer einen Bruch finden, der so wenig, als man will, von dem 
wahren Werthe verschieden ist.

Die Annäherungswerthe giebt man am bequemsten in Decimal- 
brüchen an; für die Quadrate und Kubikwurzel finden wir sie dann 
nach dem in § 30 angegebenen Verfahren:

i. Es ist (та)2 —то > wollen wir daher den Werth einer 
Wurzel bis auf Zehntel genau haben, so müssen wir die Grundzahl 
in Hundertstel verwandeln:

T/k ----  l/’5OO -— ^50».
V ° — V töö — io

Der Grenzwerth zu J/,500 ist 22, denn
1/500 zz 22

4
4,100

84

Es ist daher ]/5 = zz zz2, 2 ... bis auf Zehn­

tel genau.

Wollen wir eine Genauigkeit von haben, so setzen wir, 
ba (то)2 — töööö

y - _ /50000 _ V 50000
v b V 10000 — too

V 5 00,00 zz 223
4 _ ,

4 1.0.0
84

44,1600
1329

folglich Vö zz Eöv — 2,23. . bis auf Hundertstel genau.

Man sieht, daß man dem jedesmaligen Reste bloß zwei Nul­
len anzuhängen und nach § 30, A zu verfahren braucht, um den 
Grenzwerth bis zu jedem beliebigen Grad der Genauigkeit zu erhalten.

2, Hat man eine Stelle über die Hälfte der gewünschten
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Zahl von Stellen vollständig berechnet, so kann man die übrigen 
durch eine verkürzte Division erhalten, wie folgendes Beispiel zeigt:

Vollständig. Abgekürzt.
/5 zz 2,236067 Vb — 2,236068

4 4
4)100 4)100

84 1 84

44)1600 44 16.0.0
'329 13 2 9

446j27100' 446 27.1.0.0
26796 ' 26 7 9 6

44720 304 0000 4Ш30.4
. 268 3236 . 26 8

447212 35 376400 36
31304789 35

3. Aus einem Dezimalbruche zieht man die Wurzel, wie aus 
einer ganzen Zahl; man darf nur nicht vergessen, daß man die 
Stellen vom Komma aus zu rechnen, und theilt daher vom Komma 
aus die Zahl nach beiden Seiten in Rubriken zu zwei Stellen ab. — 
Sind all« Stellen herunter gezogen, so hängt man keine Nullen 
mehr an, sondern rechnet verkürzt:

V1 31,06 54 3 zz 11,44838
1 ...........
231...........

21...........
22| 1006 .. .

896 .. .
228)11054 .

9136 .
228819183

18310 .. 83 zz 64 gibt 6 im Sinn
873
686
187
182

5
Anme rkg. Hat man aus einem gemeinen Bruche die Wurzel zu 

ziehen, so verwandelt man ihn bis auf die gewünschte Zahl 
von Stellen, in einen Decimalbruch. —
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4. Will man den Grenzwerth einer Kubikwurzel in Zehnteln 
angeben, so muß man die Grundzahl in Tausendstel verwandeln, 
denn (T’5)3 zz Ti/nö. — Hat man z. B. ys zu berechnen, so 
setzt man:

J'S — V Го-оо — E»
V ° — V Tööö ---- - 10

- з ---  
und bestimmt den Grenzwerth von У6000.

У5 000 — 17
1

3 4000
21

> 147
' 343

87 ’

Setzen wir also У5 zz zz 1,7.. so ist der Fehler c T'ff.

Will man im Grenzwerthe lOO^r Haven, so muß man die 
Grundzahl in 1000000$е1 verwandeln, ven (T^5)3 zz tööösöö-

Setzen wir Уз — уупг^о — ^500000» und bestimmen 

den Grenzwerth zu У5000000

yS OOO OOO zz 170
1

34000
21
147
343

867 87000

so erhalten wir Уз zz zz 1,70, wo der Fehler < T£ff ist.

Man sieht, daß man bloß drei Nullen dem jedesmaligen Reste 
anzuhängen und die Operation nach § 30, В fortzusetzen braucht, 
um den Grenzwerth bis zu jedem beliebigen Grad der Genauigkeit 
zu erhalten.

Hat man die Hälfte der gewünschten Zahl von Stellen voll­
ständig berechnet, und bildet noch den nächsten Divisor, so kann man 
die übrigen Stellen durch eine verkürzte Division, wie bei der Quadrat­
wurzel finden:
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1. Vollständig:
У5 — 1,7099769

1
3 (4 000

21
147

343
8670087000000

780300
41310

____ 729
8762313 8556171000

78860817
415287

729
877154403665935701000

6140080821
2513553

343
87722622Õ27J5T902483027000

438613110135
12824775

125
8772313501875 80410437656250

2. Verkürzt:

<5 zz 1,709976.0
1

3j4000
21
147 -
343

86700187000000
780360

41310
729

Berechnung der Divisore.
1
14
49

170" = 28900
3069

81
1709" —2920771

30762
81

17099"—292384801
239386

49
170997 3—29240874009

1709970
25

17099752=2924104500625

87623^8.5.56.17.1
7 8 86 08 2

4 15 3 .. . weil 3X 1709X9" =415287

6659.36
,6133 62
5.2.574
5 2 574
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Anmerkg. Ich sehe mich veranlaßt, noch einmal darauf aufmerk­
sam zu machen, daß die Grundzahl einer Quadratwurzel 
nothwendig in 100^е(; die einer Kubikwurzel in 1000^et zu 
verwandeln ist, wenn man den Grenzwerth in 10tcln ange­
ben will, weil dagegen oft gefehlt wird. Es ist z. B. 
■/"Õ 5 nicht 0,2 der angenäherte Werth, so wenig /718 zz 
0,2 ist; denn (0,2)3 zz 0,04 und (0,2)3 zz 0,008. — 
Man muß statt ■/"0,5 setzen ■/"0,50 und statt /0,8 setzen 
V"0,800 und findet so /"0,5 zz 0,7... und V o,8 zz 0,9...

§ 61« Zwischen zwei Grenzen, wenn sie auch noch so 
eng sind, sind doch unzählich viele Werthe denkbar, — welche 
Gewißheit haben wir daher, daß der Irrationalzahl doch ein be­
stimmter Werth zukömmt? Wie läßt sich überhaupt das Größen- 
verhältniß zweier Irrationalzahlen erkennen? — Über diese Fragen 

gibt folgender Lehrsatz Aufschluß:

89. Lehrs. „Zwei Irrationalzahlen sind einander gleich, 
wenn sie zwischen denselben Grenzen bleiben auch wenn die Dif­
ferenz der Grenzen sich unendlich der Null nähert."

B ew. Sind a und b zwei Irrationalzahlen, die beide 
zwischen den Grenzen G und g liegen, so ist

G .a
S < b______  

folglich G — g > а — b

Die Differenz der Grenzen ist also immer größer als die 
Differenz der zwischen ihnen liegenden Großen. Die Differenz 
der Grenzen kann sich daher nicht der Null unendlich nähern, 
wenn nicht die Differenz der zwischenliegendeni Grüßen gleich 
Null ist. Ist aber а — b zz 0, so ist а zz b. —

§ 6®. Treten Irrationalzahlen als Glieder einer Zahl­
form auf, so setzen wir, bei der Berechnung, statt derselben ihre 
Grenzwerthe. — Wir begehen allerdings dabei Fehler; — Fehler 
aber, die wir beherrschen können, hören, wenigstens für die Praxis, 
auf, solche zu sein.
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Anhang

Nachträglicher Beweis des 25^en Satzes.

Die Einheiten der verschiedenen Ordnungen lassen durch 11 
dividirt, abwechselnd + 1 und — 1 als Reste:

i = о X и + i 
10 — ixii — i 

100 — 9 X 11 + 1 
1000 — 91 X 11 — 1

Es lasten daher auch die Stammzähler der verschiedenen 
Ordnungen, durch 11 dividirt, die Zähler selbst als Rest. Eiue 
jede Zahl aber ist die Summe ihrer Stammzähler und eine 
Summe ist durch eine Zahl theilbar, sobald die Summe der 
Reste, die die einzelnen Summanden, durch diese Zahl dividirt, 
lassen, ein Vielfaches derselben ist. — Da nnn der absolute 
Werth einer Summe aus theils positiven, theils negativen 
Summanden, gleich der Differenz aus der Summe der positiven 
und der Summe der negativen Summanden ist, so ist auch der 
genannte Satz richtig:

52746 — 50000 + 2000 + 700 + 40 + 5

5 — einem Vielfachen von 11 + 5
40 — - - - U — 4

700 — - - - 11 + 7
2000 — - - - 11 — 2

50000 — - - >11+5

52745 — - - - И +(5—4 + 7 — 2 + 5)

aber 5 — 4 + 7 - 2 + 5 = (5 + 7 + 5) — (4 + 2) 
— 11 durch 11 theilbar folglich auch 52745 durch 11 theilbar. —
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i. Ane allgemeine Arithmetik hat die Eigenschaften der 
Zahlformen an sich und in Beziehung zu einander zu unter­
suchen. — Ihre Aufgabe ist im Wesentlichen Reduction zusam­
mengesetzter Formen auf einfachere, für die Berechnung bequemere.

2. Da es die allgemeine Arithmetik nicht mit den beson­
deren Werthen einer Zahlform zu thun hat, sondern mit den 
Zahlformen als solchen, so bezeichnet man hier die Zahlen nicht 
durch Ziffern,- sondern durch Buchstaben, von denen jeder eine 
jede beliebige (positive oder negative, rationale oder irrationale) 
Zahl bezeichnet, jedoch so, daß derselbe Buchstabe, in derselben 
Verbindung, durch alle Umformungen hindurch dieselbe Zahl 
bedeutet.

3. Die Verbindung zweier gleichartiger Größen durch das 
Gleichheitszeichen (zz), heißt eine Gleichung. — Die Gleichung 
a z b kann gelesen werden: a ist gleich b oder a soll gleich b 
gemacht werden. — Im ersteren Falle enthält die Gleichung eine 
Behauptung, einen Lehrsatz; die Verschiedenheit der beiden 
Seiten besteht bloß in der Form. Solche Gleichungen heißen 
analvthische, sie bedürfen eines Beweises und bilden den 
Gegenstand eben der allgemeinen Arithmetik. — Die Gleichungen 
der zweiten Art sind Aufgaben, die einer Lösung bedürfen; sie 
heißen algebraische und bilden den Gegenstand der Algebra 
oder der Lehre von den Gleichungen schlecht weg. —

Gleichungen, deren beide Seiten sich in Nichts unterscheiden, 
roie a zz a heißen identische Gleichungen.

4. Die Wahrheit der aufgestellten analytischen Gleichungen 
wird erwiesen, indem man darthut, daß dieselben durch gehörige 
Anwendung gewisser, unmittelbar als wahr anerkannter Sätze 
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der s. g. Grundsätze, sich in identische Gleichungen verwan­
deln lassen. -

5. Die Grundsätze zerfallen in allgemeine und besondere. -7- 
Die allgemeinen Grundsätze sind:

1) In jeder Verbindung kann man statt einer Größe, 
eine ihr gleiche Größe setzen.

Ist a > b
und a z c

fo ifi c > b
2) Gleiches zu Gleichem addirt, von Gleichem sub- 

trahirt, mit Gleichem multiplicirt, durch Gleiches dividirt, 
auf gleiche Exponenten erhoben, gibt Gleiches.

Ist а zz b .
und c — d

j so ist 1) s-s-ezzb-s-d
2)з — czzb — d
3) aXczbXd
4) а : c ±z b : d
5) зс zz bd

3) Gleiches zu Ungleichem addirt, von Ungleichem 
subtrahirt; Ungleiches mit Gleichem multiplicirt, durch 
Gleiches dividirt, auf gleiche Exponenten erhoben gibt Un­
gleiches mit denselben Zeichen:

3ft а > b 
und c zz d

so ist 1) 3 4- c > b 4- d
2) 3 — c 2> b — d
3) 3 X c > b X d
4) 3 : c >. b : d
5) зс bd

4) Ungleiches von Gleichem subtrahirt, Gleiches durch 
Ungleichesdividirt, gibtUngleiches mitentgegengesetztenZeichen.

Ist а zz b
, und c 2> d 

so ist 1) 3 — c c b — d
2) 3, : c < b : d
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6) Ungleiches zu Ungleichem addirt, mit Ungleichem 
multiplicirt, bei gleichem Zeichen, gibt Ungleiches mit dem­
selben Zeichen.

Zst 2 d 
und c :> d

so ist 1) a 4- c b + d

6. AuS der besonderen Arithmetik kennen wir sechs
Zahlformen:

1) die Summe, bezeichnet durch a -s-
2) die Differenz
3) das Product *

4) den Quotienten

5) die Potenz
6) die Wurzel

a :

ab
ъ -—
V a

b
b
b zz a. b zz ab
. _ a 
b- b

a —

Diese sechs Formen können selbst als Glieder einer zusam­
mengesetzten Form auftreten. — Als solche werden sie in Klam­
mern geschlossen. — Stehen in einer zusammengesetzten Form 
keine Klammern, so geht die höhere Operation der niederen 
voraus. Den Ausdruck a X bn — c : b hat man also zu 
deuten: [a X (bn)] — (c : b). —

Cap. I.
Von der Summe und der Differenz.

Die Definition (f. i. 1. Thl. § 35 u. § 18).
1. Grundsatz. Die Reihenfolge der Summanden hat 

auf den Zahlenwerth der Summe keinen Einfluß.

. a + b zz b + a

2. Erklärung. Ist а — tr — 0, so ist а zz b; ist 
а 4- b zz 0 so heißen a und b entgegengesetzte Größen und 
man schreibt:

a zz — b oder b zz — а 
oder, um den Gegensatz stärker hervorzuheben:

4- а zz — b oder 4- b zz — а
Es ist also а 4- (— a) zz 0 (Einl. 5,1).

5
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Anmerkg. Die mit demselben Zeichen behafteten Größen wollen 
wir gl eich stimmige, die mit verschiedenen Zeichen aber 
ungleichstimmige Größen nennen.

3. Lehrsatz. Die Summe zweier ungleichstimittiger Größen 
ist gleich der Differenz der gleichstimmigen Größen, (mit dem 
Zeichen +)•

Behauptung (st- a) st- (— b) zz(st- з) — (st- b)zza— b

Bew. (a — b + b zz a (f* 1 Thl. & 18) 
(+ a) + (— b) -st- b — a (s. 2.)

(a — b) -j- b zzz (~|- a) -st- (— b) st- b (Ginl. 5,1) 
b zz b

■ а — bzz (st- a) st- (— b) (Einl. 5,2)

4. Zusatz. Jede Differenz läßt sich auch als Summe 
darstellen, indem man dem Subtrahenden das entgegengesetzte 
Zeichen gibt:

а — b zz а st- (— b) oder а — (— b) zz a st- (st- b) zz а st- b 

Anmerkg. Man nennt daher auch ein Aggregat von Größen, 
die durch die Zeichen st- und — verbunden sind schlechtweg 
eine algebraische Summe. —

5. Lehrsatz. Die Summe aus algebraischen Summen 
ist eine algebraische Summe mit denselben Zeichen.

Behauptung, (a -}- b) + (c — d -|- e) zz а + b -f- c d e
B e w. Folgt unmittelbar ans 1 und 4.

6. Lehrsatz. Die Differenz aus algebraischen Summen 
ist eine algebraische Summe mit entgegengesetzten Zeichen der 
Summanden des Subtrahenden.
Behauptung, (a + b) — (c — d + e) zz a st- b —c-f- d — e 

Bew. Ist wie zu Lehrs. 3 zu führen.

Cap. S.
Vom Producte und dem Quotienten.

Die Definition (s. i. 1. Thl. 8 6 u. § 20).

7. Lehrsatz. Die Reihenfolge der Faktoren hat auf den 
Zahlenwerth des Productes keinen Einfluß.
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1. Behauptung, a X b zz: b X a

1. Voraussetzung. Die Factoren sind ganze Zahlen.

23его. Wir schreiben eine Summe von a Einheiten b mal 

unter einander:

1 + 1 + 1 4- . . . . (a mal)
1 + 14-1 +........................
1 + 14-14-.......................

(b mal)

Addiren wir nun diese Einheiten in horizontaler Reihen­
folge, so erhalten wir den Werth des Productes а X b; addiren 
wir sie aber in verticaler Reihenfolge, so erhalten wir den Werth 
des Productes b X a« Da es nun gleichgiltiz ist, in welcher 
Reihenfolge wir dieselbe Menge von Einheiten addiren, so ist 

а X b = b X а

2. Voraussetzung. Die Factoren sind Brüche.

B e w. Wir setzen а ™ und b zz - (m, n, p, q, sind 

ganze Zahlen), so ist

а X Ь = *5 X E = (l. Thl. L-Hrs. 60)
zx n 74 q n X q

5LXp - P X m _ 0. Vorauss.)
» X q q X »

а X Ь = E Z “ (®nl. 5,1)

b X а = - X 5 = РХ ” О- Thl. L-Hrs. 50) .

74 q 74 n q X n
аX b — d X a (Einl. 5,1)
3. Voraussetzung. DieFactorensind Irrationalzahlen.

Bew. Es sei:
g < a < G
1 < b < L •

so ist g XY<~ а X b < G X L (Einl. 5,5) 

und 1 X g < b X a < L X G (....) 
5*
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Da nun g X 1 = 1 X g und G X L = L X 6 
(2. Vorauss.) ist, auch wenn GL — gl oder LG — Ig sich un­
endlich der Null nähern, fo ift a X b zz b X a (s. 1. Thl. 
Lehrsatz 59).

2. Behauptung, (ab) X « = (ас) X b

Voraussetzung. Die Factoren sind ganze Zahlen.

Bew. Wir schreiben die Summe von b Summanden 
— а... c mal untereinander:

a + a + a........................... (b mal)
а + а + а . ...................................... 

(с mal)

Addiren wir nun die Summanden, in horizontaler Reihen­
folge, so erhalten wir den Werth des Productes (а X b) X cj 
addiren wir sie dagegen in verticaler Reihenfolge, so erhalten wir 
den Werth des Productes (ас) X b. Es ist also nach l.Grds.

(а X b) X c zz (а X О X b

Anmerkg. Für Brüche und Irrationalzahlen ist der Beweis zu 
führen wie oben. —

8. Lehrsatz. DaS Product aus zwei Quotienten ist 
gleich dem Quotienten aus den Producten der Dividenden durch 
das Product der Divisoren. —

cn f . I ä C äCBehauptung. г X i zz , , 
T ö b 74 d bd

Bew. X bd zz ac (nach der Destn.)

(b X а) X bd = X ь X j X d (7. Lehrs.) 

— а X e .

1. Zusatz. Setzen wir d zz 1, so folgt X c — ?

2. Zusatz. Setzen wir d zz c so folgt | X |

9. Lehrsatz. Der Quotient aus zwei Quotienten ist gleich 
dem Producte aus den Quotienten mit umgekehrtem Divisor.
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Behaupluna. ? : C. zz r
7 T D к A кb * d b c

1 Zusatz- Setzen wir d — 1, so folgt : |:c = fX“ = ^

2 . Zusatz. Setzen wir e zz fo folgt : ^zz^Xcl —

Humer kg. Wie werden die Zusätze zu 8 und 9 in Worten aus­
gedrückt, und wie unabhängig bewiesen?

10. Lehrsatz. Das Product aus einer Summe und 
einer beliebigen Zahl ist gleich der Summe aus den Producten 
der Summanden mit der Zahl.

Behauptung, (а 4- b) X c — ac + bc

1. Voraussetzung, c zu einer ganzen Zahl.

Bew. (a+b)Xc=(aH-b)+(a-H))+.“.+(a+b)(1. Definition)

zza-|-a+....4-a4b4-b+...+b (1. Grundsatz) 
—36-s-be

2. Voraussetzung, c zz - (p eine ganze Zahl)

Be w. (a-s-b)X^Xp—a-s-bsweil^Xp^l)

(aX^+bX^)XP=aXpXp4-bX^XP=a+b (,. VorauSs.) 

folglich (a+b)X^=aXp+bX^

3. Voraus setzung. c zz (in u. p sind ganze Zahlen)

Bew. (a+b)™=(a4-b)X^Xm=(aX^+bxl)Xm 

=aX*Xm+bX^Xm
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4. Voraussetzung, c zz einer Irrationalzahl.
B ew. ($6 fei g < c •< G *

alsdann ist (a + b) g < (a 4- b) c < (a 4- b) G r , )
und auch ag + bg < ac 4- bc < aG + bG i ̂ ItlL 6'4

Nun ist aber nach dem Obigen stets
(a + b) X g = ag + bg

und (a -f- b) X G zz aG -s- bG
auch wenn G — g, also auch (a 4- b) G —- (a 4- b) g, so 
wie (aG -tz- bG) — (ag + bg) sich unendlich der Null nähert. 
Folglich *

(a 4- b) X с = ac 4- be (1. Thl. Lehrs. 59)

11. Lehrsatz. Sind die Factoren beide Summen, so 
ist das Product gleich der Summe, deren Summanden Producte 
sind aus jedem Summanden des Multiplicanden mit jedem des 
Multiplicators.

Behauptung, (aj- b) X (c + d) zzac -f- bc + ad + bd

Bew. (a4-b)X(c+d)zza(c+d)4-b(c+d) j i
= ac+ad + bc+bdlf-ScW10r

12. Lehrsatz. Sind die Factoren ungleichstimmig, so 
hat das Product das Zeichen (—). .

Behauptung, а X (— b) zz — (ab)

B ew. .... ab 4- а X (— b) zz a (b — bj zz 0

folglich а X (— b) z — (ab) (f. 2) 

Zusatz. (a4*b)X(—c)zz—[(a4-b)Xc]=—(ac4~bc)zz—ас—bc 

zza.(—c)+b.(—c)

13. Lehrsatz. Sind die Factoren gleichstimmig, so hat 
das Product das Zeichen (+). —

Behauptung. (— а) X (— b) zz 4- (ab)

Bew. .. —(ab)+(—a)X(-b)=(-a)Xb4-(—a)X(—b) 

zz(-a)X(b-b)=O

14. Lehrsatz. Sind Dividend und Divisor ungleich­
stimmig, so hat der Quotient das Zeichen (—).

1. Behauptung. zz — -
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Bew. ,a X b z -- a 
b

«nd auch - ’ X b z — a

2. Behauptung. zz —

Bew. 2b X c- b) = a

und auch (— '* j - (— I>) = a

15. Lehrsatz. Sind Dividend und Divisor gleichstim­
mig, so hat der Quotient das Zeichen (+). —

Behauptung. " a zz + |

Srt. “ ’ X (- b) = - a

und auch ? X (- b) = -(J X b) = - a

16. Lehrsatz. Der Quotient aus einer Summe durch 
eine einfache Größe, ist gleich, der Summe aus den Quotienten 
der Summanden durch die einfache Größe.

m t , 3 -f- b a b
Behauptung. —= - + -

Bew. - + b X с = a + b

unb «иф Q + j)x « = I X C + I X с = а + b

Reduktionen.

1. Die algebraische Addition und Subtraction.

Bezieht man in einem Producte (a b) die eine Größe (a) 
aus das Product selbst (oder dessen Werth), so heißt die Größe
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Factor; bezieht man aber die eine Größe auf die andere, so 
heißt erstere der Coefficient der letzteren. Insbesondere führt 
die Größe den Namen Coefficient, wenn sie als bestimmte Zahl 
vor einem Buchstaben steht. —

Zn dem Producte 2 X 3 heißt 2 Factor von 2 X 3 oder 
6, dagegen Coefficient von 3. —

Größen, die sich bloß durch ihre Coefficienten unterscheiden 
heißen gleichnamige Größen.

Nach Lehrs. 10 ist ac 4* be = (a 4~ b) X c

Betrachtet man daher a und b als Coefficienten von c, so 
sagt die Gleichung:

„Die Summe gleichnamiger Größen ist den Summanden 
gleichnamig und hat zum Coefficienten die Summe aus den 
Coefficienten der Summanden." Oder, wie man sich kurz aus­
zudrücken pflegt:

„Hat man gleichnamige Größen zu addiren, so addirt man 
bloß ihre Coefficienten.,,

In der Anwendung dieses Satzes, mit Rücksicht auf Cap. 1, 
besteht die s. g. algebraische Addition und Subtraction.

Beispiel:
(2a+3b)+(6a—4b)—(3a—b+2c)=2a+3b+5a-4b-3a-{-b-2c 

(f. Lehrs. 5 u. 6)
ш2а-Ь 6a—3a-|~3b—4b4*b—2c( J .Grds.) 
=(24-5-3)a+(3—44-1) b—2c
“4 a—2c

Setzen wir а “ 2; b “ — 1; c zz — 3, so ist:
2a“ 4 i 5a— 10 3a=z 6
3b“—3 j 4b“— 4 —bzz 1

2a+3b= 1 5a—4b— 14 _______ 2c“-6
1 За—Ь4-2с— 1

4 a— 8
2c——6

(2a4-3b)4-:6a-4b)—(3a—b4-2c)zzl4-14—1=14 4a—2c= 14

T. Die algebraische Multiplication.

Die s. g. algebraische Multiplication besteht in der direkten 
Anwendung der Lehrsätze 10 u. 11 mit Hinzuziehung des Obigen:
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1. Beispiel.
(4a-6bd+2C-)xia=4X|XaXa-6XiXaXbXd+iaX-^a

=za8—|abd-t--g

2-Beisp. (2a+3b)X(4a—5b)=8a2+12ab—lOab—15b8 
. zz8a4 2ab—15b8

Setzen rotr a zz b zz — so ist:
2azz II 4azz 2
3bzz—1! 5b——Iß

2a-f-3b— 0 4 a—Sbzz 3|zzу 
(2a+3b)X(4a—5b)zzOX з =0

8a2zz8X|= 2 
2ab~— '3

—15b2zz— ‘/zz—Ц 
8a2 4-2ab—15b2zz2—|^lj=O

3. Die algebraische Division.

Den Quotienten aus zwei Summen verwandelt man in 
eine Summe nach einer Methode, die der arithmetischen Division 
vollkommen analog ist und sich, wie diese, auf das Verfahren bei 
der Multiplication stützt:

Man ordnet die Glieder im Dividenden und Divisor nach 
fallenden (oder auch steigenden) Potenzen derselben Größe, divi- 
dirt mit dem ersten Gliede des Divisors in das erste des Divi­
denden. Die so erhaltene Größe ist das erste Glied des Quotien­
ten. Das Product des Divisors mit dieser Größe subtrahirt 
man vom Dividenden und verfährt mit dem Reste in gleicher Weise:

' 6a + 3b
42a2 Ц- Slab -f- J5b2л (, tjr
42a1 + 21ab a +

30ab + 15b2
30ab + 15b1

Nur in seltenen Fällen läßt sich der Quotient aus zwei 
Summen vollständig in eine Summe verwandeln. Durch das 
obige Verfahren aber können wir einen jeden Quotienten, dessen 
Divisor eine Summe ist, in eine Summe von einer beliebigen 
Anzahl Glieder entwickeln, welche nach Hinzufügung des Restes 
stets dem Quotienten gleich ist. So ist z. B.

с c bc b2c b3c . R г bn-1c
a +a4 * an-i(a_b)J
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Nähert sich der Resi R bei wachsender Zahl der Glieder, 
der Grenze 0, so giebt die Reihe angenäherte Werthe des 
Quotienten und heißt eine convergente. Im entgegengesetzten 
Falle wird die Reihe eine divergente genannt, und kann weiter 
nicht gebraucht werden. —

Obige Reihe convergirt immer, wenn a > b ist. Setzen wir 
z. B. e zz 1; a zz 1; b zz £, fo erhalten wir

2zz14-| + 1 + |4_‘‘’’ + ‘.jc.
eine Summe die in der Thai sich immer mehr und mehr der Grenze 
2 nähert. "

Setzen wir aber c zz 1; a zz 1 und b zz 2, fo folgt: 
— lzzl + 24-4 4-8 + .... 4-R

Diese Summe nähert sich nun keineswegs der Grenze — 1; 
dessen ungeachtet kann man nicht sagen, daß man „durch ein richtiges 
Verfahren ein falsches Resultat erhalten habe." Das Resultat ist 
richtig, man darf nur den Rest nicht vernachlässigen und etwa auch 
hier schreiben wollen:

— 1 = 1 4- 2 4- 4 4- 8 4- ... :c.

4. Das Zerlegen von Summen in Faktoren.

Haben die sämmtlichen Summanden einen oder mehrere 
Faktoren gemeinschaftlich, so kann man dieselben nach Lehrsatz 10 
als Factoren des ganzen Ausdruckes herausheben:

3a2b 4- 6ab2 — 9abc zz 3ab (a 4~ 2b — 3c)

Haben die Summanden keinen Faktor gemeinschaftlich, so 
kann man die Summe durch theilweises Herausheben oft in eine 
andere verwandeln, deren Summanden einen gemeinschaftlichen 
Factor haben, so daß durch das Herausheben desselben die Summe 
vollständig in ein Product aus zwei Summen zerlegt wird. 
(S. Lehrs. 11).
B eispiel. 8ac4~12bc—15bd—10adzz4c(2a4-3b)—5d(2a4-3b) 

zz(4c—5d)X(2a4~3b)

Auch eine dreitheilige Summe kann aus einem Product aus 
zwei zweitheiligen Factoren entstanden sein (s. 2. Beisp. 2). — 
Alsdann ist das Mittelglied aus zwei gleichnamigen Gliedern zu­
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sammen gezogen und muß durch probiren wieder in seine Be- 
standtbeile zerlegt werden:

Beisp. 6a2 -s- Slab + 35b2
6a2 kann entstanden sein aus 2a X 3a 

35b2 „ „ „ ,, 5b X 7b

Da nun zugleich 2X^ + 3X7 = 10 + 21—31 
ist, so zerlegen wir Slab in lOab -j- 2lab und erhalten so: 

6a2 + Slab + 35b2 zz 6a2 + lOab -s- 21ab + 35b2 
— 2a (3a + 5b) 4- 7b (3a -j- 5b) 
zz (2a + 7b) X (3a + 5b)

Für die Zerlegung in Factoren sind folgende Formeln be­
sonders zu bemerken:
1) a2 + b2 + 2ab zz (a + b) X Ca + b) zz (a + b)2
2) a2 + b2 — 2ab zz (a — b) X (a — b) zz (a — b)2
3) a2 — b2 zz (a + b) X (a — b)

Wie heißen die Formeln in Worten?

5. DaS Heben -er Quotienten.

Haben Dividend und Divisor einen gemeinschaftlichen Factor, 
so kann man denselben nach Lebrs. 8, Zus. 2 fortlassen, ohne 
den Werth des Quotienten zu ändern. Sind beide Summen, so 
muß man sie zu dem Zwecke nach dem Vorigen in ihre einfachen 
Factoren zerlegen: .

1 Reiiv 3ab + 6ac __ 3a(b + 2c) ___ b+2c
* 6a +3ab 3a (2+ b) 2+ b

2 Seifi) n'—2n+l—(ll-l)X(n—1)_n—1 (s.4For- 
* n2 —1 (n—l)X(n+l) n+1 mel2u.3)

Das Zerlegen der Summen in Factoren durch Probiren, 
kann zuweilen unüberwindlich schwierig sein. Alsdann findet man 
den gemeinschaftlichen Faktor durch ein Verfahren, das dem im 
1. Thl., 8 26, Aufg. 3 gelehrten ganz analog ist: — Man 
dividirt die eine Summe in die andere, den Rest in den vorher­
gehenden Divisor u. s. f., bis die Division aufgeht. Der letzte 
Divisor ist der gemeinschaftliche Factor. — Man hat nur hier 
noch zu bemerken, daß man den gemeinschaftlichen Factor in dem 
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jedesmaligen Divisor — wenn einer vorhanden ist — weglassen 
muß. Sind z. B. die gegebenen Summen:

2ys-h2y4—5y3—5y2—7y—7 und 2y6-+-2ys—3y4—5y3—14y2—7y 
so hebt man in der zweiten Summe gleich den Factor у heraus 
und verfährt dann also:

2y4-2y4—5y3-5v2-7y-7 2y5-f-2y4-3y3-5y2-14y-7 —I 
!2y 5-+-2y4 —5y3—5y2— 7y—7'

_ 2y3 — 7y
Den gemeinschaftlichen Factor im Reste, y, läßt man fort 

und dividirt also mit 2y2 —7 in den vorigen Divisor:
2 у 2—7l2y5+2y4—oy3—5y2—7y—7lv3-+-y2H-v-f-l 

' 2y» —7y3 '

-f-2y4-t-2y3—5y2—7y— 7
-i-2y4 —7y2

“ 2y34-12y7y—7 ‘
2y3 —7y -

2у2-Г 
2y--7

2y2—7 ist der gemeinschaftliche Factor. In der That ist: 
2y64-2y5—3y4—6y3-—14y2 —7y__y(2y2—7)(у3-+-у3-н2у-ч-1) 
2у5-ь2у4—5y3—5y2~~ 7y —7_____(2y2—7)(y3+y2 4- y-bl)

_У(У 3-+- У’4-2у 4-1) 
— уЗ+ y4_i

6. Das Vereinige« der Lluotienten.

Will man nach Lehrs. 16 die Summe aus Quotienten in 
einen Quotienten vereinigen, so hat man die Quotienten auf 
gleiche Divisoren zu bringen:

а c 6_ adf bcf bde__adf -f- bcf -f-bde 
b + d + f —bdf + bdf+ bdf~ bdf

Sind die Divisoren Summen, so muß man sie zuvor in 
ihre einfachen Factoren zerlegen, um den gemeinschaftlichen Divi­

duus zu finden:

Aufgabe: M vereinigen.

Lösung. 1 — x — 6 x2 := (1 + 2 X) (1 — 3 x) 
1 -9x2 =(1 + 3x)(l—Zx)
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Gemeinschaftlicher DividuuS.
=(l + 2x)(l-3x)(l+3x)=l+2x—9xa—18x3

1 1 l+3x
T^x—6.x1 (T+2x)(l—3x) " (H-2x)(l-3x)(l+3x)

t I l+2x
T-9x- ~(l+3x)(l—3x) “ (l+2x)(l-3x)(l+3x)

I , Г ' (l+3x)+(l+2x) 2+5x
j_x-6x’ + I—9x- ~ (l+2x)(l—3x)(H3x) 1+2х_9х’-18х*

Ist man nicht im Stande die Divisoren durch Probiren in 
ihre einfachen Factoren zu zerlegen, so kann man nach 5 den 
gemeinschaftlichen Factor der Divisoren suchen. Das Product 
dieses Factors mit den übrigen Factoren der Divisoren ist der 

gemeinschaftliche Dividuus.

Cap. 4.
Potenzen mit positiven Exponenten.

Aus der besonderen Arithmetik haben wir die Potenz als 
ein Product gleicher Factoren kennen lernen. Hiernach muß der 
Exponent eine absolute (positive ganze) Zahl fein.

12 3 li 1 2 2 1 2, и,
1) anXbnzza.a.a...aX^-b-b—b = (ab)X(ab)...(ab)zz(ab)n. 

Hieraus folgt:

17. Lehrsatz, a“ X1,11 = (ab)n 
12 3 u 1 2 n

»S-M-äUN-Ä-G'- *•*
b.b.b..b

18. Lehrsatz.
an   г a 'a n
Ь" — lbJ

2 2 a 2,3, ™ L-L 3 ntm
3) a“Xam—a.a.a...aXa’a«»‘a~a«a’a’‘”a~a“+m’ Hieraus folgt:

19. Lehrsatz. an X am — an+m
1i 3 n"3,n

1513 i a.a...a zz an" m füt n >. m
,.au a.a.a...a gJ 1 1
' gm”“” 1 £ 3 m J \ 1 2 in—n

a.a.a..,a fa.a...a zz am"n füt n 'em 
3)( .. .. zz 1 für n zz m
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Für — erhalten wir also drei verschiedene Ausdrücke.

Wir können sie aber alle unter eine Form bringen. Ist nehmlich 
n c m, fo ijt n — m negativ; es sei n — m z — k, so 
ist m — n zz k. — Ist n zz m, so ist n — m zz 0.

Setzen wir daher a~k zz i

und a® zz l

so gilt allgemein: .
20. Lehrsatz. a- zz an-m

xl 3 ™
6) (an)m zz an . a’j.... a'2‘ m

i-SsS 'bi” n
zz(a.a..a)X a.a..aX«»«a.a...a

1 2^ 3^ n.m

zz a.a.a...a zz an m

21. Lehrsatz. (an)m zz an-m

Cap. 5.
Der binomische Lehrsatz.

22. Lehrsatz:
- ,, n „ , n.(n—1) , n.(n—1)(n—2) .(a4-b)"zzan4--a*1"^+—-^a^b2-f- —-van-3b3 + ... re.

1 JL ♦ 2« 1 * Z . О

B ew. Wir beweisen zunächst, daß die Formel für n + 1 
gilt, wenn sie für n gilt: *

Es ist (a-j-b)^1 zz (a 4. b)" X (a+b.) — Wir multipli- 
ciren daher die obige Gleichung mit a + b:

(a+b)" =а"+4а"~1Ь+^™)а"~2ЬЧ а-3ЬЧ-.

a + b zz a + b

, , v ,, , _ n , n(n—1) n n(и—I) n—2)(a-bb)n+l —_a,1+L|-j-anb4-~j,~2<in"1b‘2„+. ' 2 3—a»™2|j3^_ ,.,

a-b+fan-lb2+n("-l,a.-2b3+nLn-^"5-l>a„^b.

(a+b)n+l=a»+l+Z-”+Qa,b+(°! tl>+" )а«-1Ь2+ .
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Nun ist aber: 
n , ._ 114-1 t+1__ ,

n(n—1) Il _n(n —1 )4-2n_(n-t-l )n
1/2 1 1.2 1.2

n(n—1 )(n—2) , n(n—1)_ n.(n—iXn—2)4-3n(n—1)__(n-f-l). n.(n—1)
1.2.3 1.2 1.2.3 ~ 1.2.3

folglich:
(а4-Ь)п+1=ап+14-П+1апЬ4-(п+1^Пап-1Ъ2^П±1)^П~1)а»-2Ь34- . ..

1 1.2 1,2,3

Wie leicht zu übersehen, erhält man dieselbe Reihe, wenn 
man in der obigen n 4 1 statt n setzt. Folglich gilt die obige 
Reihe für n + 1, sobald sie für n gilt. — Daß sie aber für 
irgend ein n gilt, ist leicht nachzuweisen. —

, Für n z 2 j. *8. gibt die obige Reihe 
(a + b)2 — a2 + 2ab + b2

Dasselbe Resultat erhalten wir aber auch, wenn wir (a 4- b)2 
zz (a 4 b)(a 4 b) durch Multiplication entwickeln. Es gilt 
also die Reihe für n zz 2; daher gilt sie auch für n zz 2 
4-1=3; und da sie nun für n zz 3 gilt, so gilt sie auch für 
n zz 3 -si 1 zz 4 . . . rc. d. h. sie gilt für jeden Werth 

von n. —

Zusatz. Setzen wir — b statt b, so erhalten wir:

(a ■=-- b)n —а" ~-2L a "-*1 b-j- а«—ЗЬЗ 4......
1 1,2 1.2.3

Eigenschaften der Binomial-Reihe.

Das allgerneine, kte Glied der Reihe ist:
n(n—l)(n—2)... [n-(k-3)][n-(k-2)]

1.2.3 ... (k—3; (k—2)(k— 1)

Hieraus folgern wir:

1. Die Reihe bricht ab für n — (k -- 2) zz 0 d. h. 
für к zz n 4- 2; sie hat also n + 1 Glieder und das n 4- 1 le 
Glied ist zugleich das letzte. Setzen wir daher für k successio 
die Werthe n + 1, n, n l, ... rc., so erhalten wir:

«1« letztes Gl.ed:
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,в < xi » аг ч n n—l)(n—2)i..3.2 . , n . „ . als vorletztes Glied: L-o—7—-X, . a b"-’— . ab»-1
y 1.2.3...(n—2)(n—1) 1

x .... .. tnxr . nfn—l)(n—2)...4.3 n 9 n.(n—1) -
als drittletztes Glied: ——a Jbn~2~ \ ~—a *bn 3

y 1.2.3...(n—2) 1.2

Wir schließen hieraus weiter:

2. Der Coefficient des letzten Gliedes ist gleich dem deS 
ersten, der Coefficient des vorletzten ist gleich dem des 2ten . .. 
kurz die Coefficienten der, von der Mitte gleich weit entfernten 
Glieder, sind gleich. —

3. Ist n gerade, so ist die Anzahl der Glieder ungerade 
und eS ist in der Mitte ein größter Coefficient. — Ist n un­
gerade, so ist die Anzahl der Glieder gerade und es sind in der 
Mitte zwei gleiche größte Coefficienten.

4. Bezeichnen wir die Coefficienten der Reihe nach durch 
Ao, Ai, Аз,.» . •., so ist» '

Ao — 1..........................= 1

Ai =~..........................= Ao X I

. n n—1 , .y n —1
Аз — j * 2 ’ • * — xx 2

. n n -1 n—2 . x , n—2
Аз = = A2 X"T"

Diese Eigenschaft ist zur Berechnung der Coefficienten hoher 
Potenzen besonders bequem. — Man erhält hiernach die Coefficienten 
für (a + b)11 also:

Ao — !...=» 1
Ai = 1 . 11 11
Аз ----- 11 . V ----- 55
Аз = 55 . j = 165
Aa = 165 . f = 330
As = 330 X j = 462
Ao = 462 X Z --- 462
А? 462 . tz ------ 330
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Eap. 6.
Potenzen mit negativen Exponenten.

In Cap. 4, 4 haben wir ein nenes Symbol eingefnhrt, 
welches die Form einer Potenz hat. — Wir wollen sehen, ob 
ihm auch die Eigenschaften der Potenzen zukommen? —

CI ~x il z 1 “X il f 1 ~xn■ ) xß) = (ab) = W-'

Wie die 6 Sätze zeigen, läßt sich das Symbol a~B ganz 
wie eine Potenz behandeln; wir nennen es eine Potenz mit 

negativen Exponenten.

Cap.
Die Wurzel.

Definition. (|/a) a (f. 1. ЭД1. § 28.).

23. Lehrs. Die Wurzel liegt stets zwischen der Grund­
zahl und der Einheit.

1. Ist а > 1 so ist а >. > 1.

2. Ist а < 1 so ist а y'ä < 1.

24. Lehrs. Kb = 1/зЬ

6
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Bew. VVab) =: ab und auch

GO _ 11 „Xn n _ U Ч,_n
/аХ Р Ь; ~Va XKb zz ab.

Bew. (|/0 — und auch

(^Г_ Г»" _ а
P’v^b X"b ° b

Gn,_*xm n 
/aJ zz |/a,n

Bew. am3 zz ani und auch '

kl2aj"}‘-toaX ” - (|/a")r”= '

» Lehrs. VVa = yi

! n.m^ у .m
Bew. |j/a J zz a und auch 

(|7РаУ”=[(|7^)"Т = а-

W. Lehrs,

Bew. ]7am zz |У|7a,n = y/a

, ’V 111 m
L9. Lehrs. Vamzzan (wenn ü eine ganze Zahl^

Bew. (_Vam3 zz a'" und auch 

Cm'\n in
a« J zz an "zz am.

Da das Symbol an nicht schon anderweitig definirt ist und 
im Falle ™ eine ganze Zahl ist, kein Widerspruch entsteht, — wie 
so eben bewiesen ist — so wollen wir die Symbole ^ra® und 
a™ stets gleichdeutig gebrauchen. — Hiernach können wir jede 
Wurzel in Potenzform schreiben; was übrigens kein Gewinn ist, 
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wenn nicht dem Symbole a» außer der Form, auch die Eigen­
schaften der Polenz zukommen.

1. Man har beim Quotienten den Divisor gerne in rationa^ 
ler Form. Kommt daher im Divisor eine Wurzel vor, so hat man 
dieselbe durch Multiplication fortzuschaffen. Ist der Divisor eine 
( Summe ) , ,±. .
sDifferenz/^ 10 lnultlpucirt man Dividend und Dwrsor mit der 

s Differenz i ^r Größen, (s. Formel 5, Cap. 3, 4.) 
j Summe (

1 B-iw 1Ž+V-8). <-2 _ 2/-2+4 - , 2
l .ÄIIP. - Z5XZ2 - 2 —/2 + 2.

V" о ' 2 — т/"2) лГ**> i2-J~ 2—2 -
Q Beiiv v z " 4 v " — v 2 "УЗ__L a.45eijp. 2+^_ (2_zw+Z2) 4-2 V 2 b

2 . Das Quadrat einer Summe hat mindestens drei 
Glieder — zwei volle Quadrate und das doppelte Product aus den 
Wurzeln der Quadrate..

(a ± b)'2 — a2 4- b- + 2 a b.

Hiernach kanu man leicht prüfen, ob eine dreitheiiige Summe 
ein volles Quadrat ist, so wie die Wurzel finden.

Z. B, i X ’4-3 X 4 9 zz x 4 3)’, 
denn j X 2 — (z x)2

9 — 3-
2X3X z X zz 3 X

f»lz«ch V\ X’ + 3 X + 9= |/(1i+J)'=1i + 3.

Hat die Summe mehr als drei Glieder, so finder man 
die Wurzel gewöhnlich gliedweise, durch mehrmalige Anwendung der 
vorigen Formel. — Zn der Regel aber gelangt man bequemer zum 
Ziele, wenn man die vorgelegte Summe mit folgenden Formeln 
vergleicht:

1) a2 4 b24-c2 + 2ab 4 2ac -|~2bczz:(a4b4-c)2.

2) a’ + b24-c24 d24-2ab + 2ac4-2ad4-2bc4-2bd + 2cd 
. zz(a + b + c 4-d)3.

5. Aus einer viergliedrigen Summe findet man die Kubik­
wurzel durch unmittelbaren Vergleich mit der Formel:

a34 b3 4 3 a2 b 4 3 ab2 = (a 4-b)3
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Aus einer mehrgliedrigen Summe sucht man die Wurzel glied­
weise ; oder, man vergleicht auch wohl die Summe mit der Formel: 
а3+Ь3+с'3+За2Ь+За'2с+ЗЬ,2а _}-3b,2c+3c'2a + 3c2b4-6abc 

zz (a + b + c)3.

Cap. 8.
Potenzen mit gebrochenen Exponenten.

L a'n X zz ]/amX ]/bm zz ]7am. bm zzj7(ab)m 

— (ab 7 n«

m , m n n — n/am n /caAm2. ат.: b7—у bm“J/ ( f,) =(ь) *

3. а” X aif = 1>а» X 1>аР = ра™ч Х 

nq mq+np m p
— у am<i+I,i’ zz a nq zz a»+?•

m n/nm n</7-amqЯ n    Г d    V d   nq __ mq—np _ m _ p
p"" Vam4-"P — a nq —a 11 q‘

3q ya? V a "p

p

Ca”)4 = j/ (Kam)P = ^amp a "v

Das Symbol a^ läßt sich also vollständig wie eine Potenz 

behandeln; wir nennen es eine Potenz mit gebrochenen 
Exponenten oder auch Bruchpotenz.

Cap. 9.
Die Logarithmen.

Betrachten wir in der Gleichung ab zz c die Größe b als 
abhängig von a und c, so nennen wir b den Logarithmus von c 
für die Grundzahl a und schreiben

b zz aLc.
Es ist also aLc zz c; d. h. »Der Logarithmus ist der 

Exponent, auf den man eine bestimmte Grundzahl erheben muß, 
damit die Potenz gleich einer gegebenen Zahl werde."
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Eine Zahl logarithrniren heißt daher, sie als Potenz 
einer gegebenen Grundzahl darstellen.

An die Lösung dieser Aufgabe konnten wir erst gehen, nach­
dem der Begriff der Potenz in den Capiteln 6 und 8 die gehö­
rige Erweiterung erlangt hatte. Jetzt läßt sich in der That eine 
jede Zahl als Potenz einer jeden positiven Grundzahl — die 1 
ausgenommen — darstellen.

Untersuchen wir zu dem Zwecke den Gang der Potenz ax 
wahrend x alle Werthe von 4- oo Ы8 — co durchläuft.

1. Voraussetzung: a 1.
ax zz co für x — co
ax zz а и x zz 1
ax zz 1 „ x zz О
ax zz 1 „ x zz — 1

ax zz 0 ff x zz — co

Nimmt x stetig ab von co bis — co, so nimm ax auch 
stetig ab von co bis 0. Umgekehrt, — alle Zahlen zwischen 0 
und co d. h. alle positiven Zahlen haben Logarithmen zwischen 
— co und + co. — Die Logarithmen der Zahlen zwischen 0 
und 1 liegen zwischen — co und 0, d. h. die Logarithmen der 
echten Bruche sind negativ. — Die Zahlen zwischen 1 und co 
haben Logarithmen zwischen 0 und co, d. h. die Logarithmen 
der Zahlen, die 1, sind vositiv.

2. Voraussetzung: а < 1.

ax zz 0 für x zz co
ax zz 1 „ x zz 0
ax zz co „ x zz — co.

Ist also а < 1 so sind die Logarithmen der echten Brüche 
positiv, die der unechten negativ.

Hat man alle Zahlen von 0 bis zu einer bestimmten Grenze 
hin, als Potenzen -derselben Grundzahl dargestellt, so bildet die 
zusammenhängende Reihe der Exponenten ein Logarithmen­
System.

Wie aus dem Obigen ersichtlich, kann jede positive Zahl 
— mit Ausschluß der 1 — als Grundzahl eines Logarithmen­
Systems dienen. — Der Engländer Henry Briggs berechnete 
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zuerst ein Logarithmen - System für dre Grundzahl 10, welches 
System daher auch das Briggische heißt.

Die Vortheile, die 10 als Grundzahl bietet, sind leicht aus 
Folgendem zu ersehen:

10° zz 1 10" zz 1
10' zz 10 10 1 - А
102 zz 100 lO " = Th
103zz 1000 10—‘ — tööö

Die Logarithmen sind im Allgemeinen Irrationalzahlen, tue 
durch 5- oder 7stellige Decimalbrüche angegeben werden. Dle 
vor dem Komma stehende (ganze) Zahl heißt die Characteristik 
— Kennziffer , — der zugehörige Decimalbruch — die 
Mantisse.

Ist die Anzahl der Stellen einer Zahl — n, so ist die 
Charakteristik des Logarithmus dieser Zahl im Briggischen Sy­
steme — ii—l. '

50. Lehrs. Der Logarithmus des Productes ist gleich 
der Summe aus den Logarithmen der Factoren.

Ist a zz A x ( . . (к — ALog a
. . ? d. h., tst < AI rb zz Av f 7 ' | у zz AL b

so ist ab zz Ax+y oder AL(ab) zz x + у ; d. h.
AL ab) zz ALa + ALb.

31. Lehr s. Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich 
der Differenz alls den Logarithmen des Dividenden und Di­

visors.
Ist a — A* 1 tx — ALa

Ь=Ау} °' »•' ,fl jy = ALb

so ist а : b zz A*~y oder x — у zz alQ-). 

folglich AL(J) zz ALa — ALb.

52. Lehrs. Der Logarithmus einer Potenz ist gleich 
dem Producte aus dem Exponenten mit dem Logarithmus der 
Grundzahl. *
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Ist azA1 d. h. ist X n ALa
so ist ar* zz Anx oder nx zz AL(an)

folglich AL(an) zz n. ALa.

33. L ehrs. Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich 
dem Quotienten aus dem Logarithmus der Grundzahl durch den 
Exponenten.

Ist а zz A* d. h. ist X zz ALa

so ist y"ä — у A‘ zzAn oder zz чДД/'а )

folglich AL(j/a) zz

34. Aufgabe. Die Logarithmen für die Basis A sind 
gegeben, es soll der Logarithmus einer beliebigen Zahl a für die 
Basis В -bestimmt werden.

Lösung. Wir setzen a zz B>
so ist ALa zz AL(B>) zz yALB

folglich у zz ÄLB oder BLa zz ÄLß


