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Eessdna.

Kdesolev matemaatikaosaskonna V kursuse iiliGpilastele
midratud Sppevahend haarab suure osa geomeeiria aluste kur-
suse sisust: ajaloolise sissejuhatuse, absoluutse ja euklei-
dilise geomeetria aksiomaatikad, nende mudelid, aksiomaatika
pdhiprobleemid. Programmi iilejdénud osa (Lobat3evski geomeet-
ria, Lobat¥evski trigonomeetria ja pindalade teooria, projek-
tiivse geomeetria alused ja rilhmateoreetiline vaatekoht geo-
meetrias) kidsitlemine on ette ndhtud kdesoleva loengukursuse
teises osas.

Kdsitlusviisi valikul on loobutud traditsioonilisest
Hilberti siisteemist, mida esitatakse suuremas osas geomeetria
aluste alasest Oppekirjandusest (vt. kirjanduse loetelu) .Alu-
seks on vBetud teistlaadi aksiomeatika, milles pGhimTistete
siisteem koosneb ainult kahest objektide hulgast (punktide hul-
gast ja liikumiste rilhmast) ja ainult kahest neid objekte si-
duvast suhtest (punkt on kahe teise punkti vahel, liikumine
paigutab ithe punkti teiseks).

Esimest suhet "vahel" méédrav aksiomaatika iihtib sisuli-
selt 0. Vebleni poolt 1904.a. antud aksioomide selle viimist-
letud siisteemiga, mis on vidlja tostatud J. Sarve, J. Nuudli ja
eriti A. Humala poolt Tartus aastatel 1931-1934 avaldatud t85-
des. Uuendus on vormis - kasutatakse kaasaja matemaatilise
loogika aparatuuri, mis muudab kédsitluse tunduvalt liihemaks
Ja iilevaatlikumaks.

Teise suhte "paigutab®™ kohta kdiv aksiomaatika périnebd
ieti juba Fr. Schurilt (1909) ja kujutab endast mdnedes raa-
matutes (nditeks V.I., Kostini; A.P. Nordeni ja A.V. Pogore-
lovi omades) Hilberti kongruentsuse aksioomide asemele vde-
tud liikumise aksioomide siisteemi tdiustatud varianti, Siin
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osutus vdimalikuks mdnevdrra rakendada riihms esituste teooria
metoodikat js iildse senisest lalemalt kasutada kaasaja algeb-
ralist aparatuuri. Kokkuvdttes on eesti matemaatikute poolt
varem uuritud suhte "vahel® aksiomaatika tédiendatud k#desole-
vas kursuses kSige loomulikumal viisil eukleidilise v&i Lobat-
Seveki geomeetria tiéielikxu aksiomaatikani.

Hilberti aksiomaatikat, mida tuleb kahtlemata samuti
tunda, tuitvustatakse kursuse kidesoleva,esimese osa viimases
paragrahvis (§ 35), kus tommatekse ka mOningaid vdrdlusjooni.
Lihldalt vdib Belda, et siin aluseks vSetud aksiomaatika ise
on lihtsam, lihedasem elavale kaemusele ning seetdttu ka ker-
gemini interpreteeritav ja uuritav kui Hilberti oma, kuid geo-
meetria vdljaarendamine selle alusel nduab vastavalt
rohkem t56d kuli Hilberti siisteemis.

Toukeks kiesoleva dppevahendi kirjutamisele oli tutvumi-
ne J. Sarve, J. Nuudi ja A, Humala varasemate toddega geomeet-
rig aluste alal. Mitmeid kasulikke ndpun#iteid késikirja 10p-
likul viimistlemisel, eriti matemaatilise loogika aparatuuri

osas, sal autor I. Kullilt. K¥igile neile kuulub autori siiras
tanu.




Sissejuhataus.

Geomeetria kui iihe vanima matemaatilise distsipliini ku-
junemine on vahetult soetud kogu matemaatika tekkega. V3ib
xahtluseta Gelda, et arvu ja geomeetrilise kujundi mdisted
on vanimateks matemaatikas ja teaduses iildse. Kehade ruumi-
liste vormide ja vahekordade uurimisest sai matemaatiliste
meetodite esimene oluline katsekivi,

Oma arengu algetapil oli geomeetria puhtempii;iline tea-
dus ja kujutas endast kogemusest périt retseptide enam voi
viéhem siistematiseeritud kogu. Tolleaegset geomeetriatl voib

- teatavas mdttes nimetada fiilisika esimeseks peatiikiks, Margi-

me kohe, et sellise tdhenduse fiilisika jaoks on geomeetria
sdilitanud olulisel mdsral veel ténapdevalgi, kuigi geomeet-
ria enda iseloom on aja jooksul tunduvalt muutunud.

Murrang toimus Antiik-Kreekas 5. ja 3. saj. vahel e.m.a.
Avastati geomeetriliste tddede vahelised loogilised seosed
ja hakati nende tddedeni jBudma mitte iiksnes katse ja vaatlu-
se abil, vaid ka loogilise arutlemise teel. Geomeetria hakkas
kujunema matemaatiliseks distsipliiniks niiiidisaegses mottes.

Esimesed katsed esitada geomeetriat rangeli deduktiivse
stisteemina tehti juba Antiik-Kreekas. K3ige silmapaistvamaks
ja piisivat vidrtust omavaks sedalaadi késitluste seas on
Aleksandria Opetlase Eukleidese 13-osaline t66 "Elemendid"
(-3, saj.) - antiikmatemaatika omapirane entsiiklopeedia. Euk-
leidese teos, kuigi ka see ei haara kOiki antiikmatemaatikute
saavatusi, jdttis varju varasemad sellelaadilised t5od, mis
sajandite m¥sdudes vajusidki unustuse holma.

Eukleides seadis geomeetria aluseks aksioomide ja pos-
tulaatide siisteemi. Aksioomid (Eukleidese teksti s®na-sGnali-
ses t¥lkes "“iildtuntud tded") kidsitlevad suurustevahelisi seo-
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seid, nditeks: "vdrdseile virdsete lisamisel saame v3rdsed”

Jne., Teine rida tBestuseta kasutatavaid lauseid, nn. postu-

laate, on enam geomeetrilise sisuga:

"Tuleb nduda, et
I igast punktist saab igasse punkti tOmmata sirge,

II iga sirget™ v@ib piiramatult pikendada,

III iga punkti imber saab iga raadiusega tOmmata ringjoone,

IV iga kaks téisnurka on vdrdsed,

V kui sirge 10igates kahte teist sirget moodustab nepdega
sisemised iithepoolsed nurgad, mille summa on vdiksem kahest
tédisnurgast, siis need sirged piiramatul pikendamisel 13i-
kuvad ja nimelt seal pool, kus see summa on vaiksem."

Tuleb mérkida, et enne aksioomide ja postulaatide siis-
teemi piistitamist defineerib Eukleides nendes esinevad mdis-
ted: tiéisnurga, ringjoone jne. Ta annab definitsioonid isegi
sirge, punkti ja tasandi jaoks, kirjutades nditeks, et "punkt
on see, millel el ole osasid", "joone otsad on punktid", "sir
8e on joon, mis asetseb iihteviisi kdigi oma punktide suhtes”,
Jne. Kui tdisnurga, ringjoone jne. definitsioonid on téiesti
laitmatud ja leiavad kohest kasutamist, siis viimastel defi-
nitsioonidel pole mingit teaduslikku vaartusi, Ned on vastu-
olus ka juba tollal tuntud Aristotelese deduktsiooni teocoria-
ga, mille kohaselt teatud arv mdisteid tuleb vdtta 1lma defi-
nitsioonideta pdhimdisteteks - ei saa ju jaagitult kdike de-
fineerida, sest iga mdiste on defineeritav teiste mdistete
kaudu. Ka Eukleides ise ei saanud "punkti", "sirge" Jja "ta-
sandi" definitsioone hiljem teoses kasutada.

Oma ideaali Eukleides ei saavutanud. Ta ei suutnud veel
luua té@ielikku aksioomide siisteemi ja pidi sageli posrduma
Joonise nditlikkuse poole, Toome niiteks tSestuse esimesele
lausele "Igale 1Gigule saab konstrneeridA vordkiilgse kolm-
nurga".

Postulaadi III jirgi saab punkti A iimber joonestada

X nsirge" all mdistab Eukleldes ka 13iku.




ringjoone raadiusega AB ja B iimber
ringjoone raadiusega BA., Jooniselt
loeb Eukleides, et neil ringjoontel
on olemas iihine punkt,

y Edasine tdestus on kiill laitmatu,
kuid 18ikepunkii olemasolu oleks tul-
nud rangelt tGestada. Selleks aga puu-
dub Eukleidesel veel vastav aksioom,

A B mis ténapdeva késitluses kannab pide-
vuse aksioomi nime (Dedekind, 1872).

Kolmnurkade kongruentsuse tGestamisel Eukleides raken-
dab iihe kolmnurga laotamist teisele, teisiti Geldes, kasutab
liikumist, Kuid range kiésitluse puhul ei vdi liikumist kasu-
tada intuitiivselt, liikumise mdiste tuleb aksiomaatiliselt
pohjendada. Ténapdeva geomeetrias tdidab seda osa liikumise
(v3i kongruentsuse) aksioomide riibm,

Ka moisteid "punkt on kahe punkti vahel", "kaks punkti
on teine teisel pool sirget" Jne. kasutab Eukleides intui-
tiivselt, joonise n#itlikkuse pdhjal. Ténapdeval on kasutu-
sele vBetud spetsiaalsed jirjestuse aksioomid.

Eukleidese "Elementidel” on matemaatika ajaloos hinda-
matu vdsrtus, Ligi kahekiimne sajandi jooksul oli see teos ma-
tamaatilise ranguse eeskujuks ja veel praegugi baseerub koo~
ligeomeetria tunduval m##ral Eukleidese kidsitlusel. Eespool
mainitud puudustele Eukleidese siisteemis juhiti téhelepanu
alles 19, sajandil.

Eukleidese t55 on iihtlasi esimeseks teoseks geomeetria
aluste alal, Geomeetria alused kui distsipliin tekkis sajan-
dite jooksul ‘Eukleidese puuduste kritiseerimise Ja k3rvalda-
mispiiiiete tulemusena.

Eriline téhtsus geomeetria aluste tekkeloos on V postu-
laadil, mis on nii sisult kui ka sOnastuselt keerulisem eel-
nevaist. Tema erinevuse t3ttu teistest postulaatidest haka-
ti kahtlema, kas on iildse tarvis teda postuleerida ja piiiitl
seda lauset t¥estada, s.t. muuta ta teoreemiks. Ka Eukleides
ise polnud oma valikus péris kindel - ta kasutab V postu-
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laati alles 29, lauses, ehkki selle rakendamine lihtsustaks
ka juba eelnenud arutlusi,

Kahekiimne sajandi valtel piiliti Eukleidese V postulaati
téestada. Probleemi kohta tekkis mahukas kirjandus. Esitati
arvukaid "tSestusi", mis aga k¥ik osutusid hilisemal analiiii-
simisel defektseiks. Jétame siinkohal kOrvale need "tdestu-
sed", milles esineb jéme loogiline viga ja vaatleme iiht vara-
semat silmapaistvat katsetust.

Proklos (+ 5. saj.) andis "t3estuse", mille ténapieva
tdhistustes voib esitada jargmiselt.

Olgu d+p<T. Tombame sirge b’
nii, et ta moodustab sirgega c
nurga o« , Siis sirged a ja b' ei
1%iku, sest vastasel korral tekiks
kolmmirk, milles sisenurk oleks
vordne mitte kGrvu oleva vidlis-
nurgaga, mis Eukleidese 16. lause
pShjal on voimatu, Vdtame sirgel
b punkti M, langetame sealt rist-
sirge MM' girgele b' ja pikendame
seda 10ikumiseni sirgega a punktis M"., Kui punkt M kaugeneb
mgtda sirget b, siis MM' on tSkestamatult kasvav suurus
(haara punkti kaugus teisest haarast), kuid M'M" kui kahe
mitteldikuva sirge vaheline kaugus on tdkestatud suurus. Ji-
relikult peab saabuma moment, kus MM'=M"M'. Siis M=M", s.0.
sirged a ja b 1¥ikuvad punktis M.

Ténapéeval on teada, et vaidet M'M" t3kestatuse kohta
el saa tOestada ilma V postulaadita, seega Proklose "t3estu-
ses" on loogiline ring. "TSestusest" jareldub vaid iiks posi-

tiivne tulemus: kauguse M'M" takestatuse véide on ekvivalent-
ne V postulaadiga.

Samal viisil sisaldavad k61ktuhelepanuv&§rsed toestused”
endas loogilist ringksdiku, Neist -on saadud rida nn, ekviva-
lente V postulaadile:

Proklos: Kahe mittel3ikuva sirge vaheline kaugus tasan-
dil on tdkestatud suurus.
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J. Wallis: Iga kolmnurga korral leidub temaga sarnane
¥ui tahes suur kolmnurk.,

C. Clavius: Punktid, mis asuvad antud sirget l&bival
tasandil iihel pool sirget vdrdsetel kaugustel sellest, moo-
dustavad sirge.

F. Bolyal (vanem): L&bi iga kolme punkti saab tommata
ringjoone.

Jargnevas on eriti olulised kaks ekvivalenti. Esimene
seostab V postulaadi paralleelide teooriaga, teine kolmnurga
sisenurkade summa kiisimusega.

Paralleelid defineerib Eukleides teatavasti kui kaks
sirget, mis on ihel tasandil ja ei 1¥iku. Kui on antud sirge
a ja temal mitte asuv punkt A, siis Proklose tdestusest ndh-
tub, et 1&bi A saab alati panna sirgega a paralleelse sirge
b'. Osutub, et paralleeli ainsuse vdide on giin ekvivalentine
V postulaadiga. Seda mérkas juba Proklos, kuid selgelt 151
" esile J. Playfair oma geomeetria Opikus, mistdttu lauset
nantud sirgele saab 1dbl temast vﬁ]jaspoolwasuva punkti tom-
mata ilhe ja ainult iihe paralleeli" tuntakse geomeetria aluste
ajaloos Proklos-Playfair'i ekvivalendi nime all. Koolikirjan-
duses nimetatakse seda lauset tavaliselt paralleelide eksi-
oomiks.

TGestame selle lause ekvivalentsuse V postulaaaiga. Va-
lime sirgel a vabalt punkti B ja tdmbame 13igu AB ning sirgé
b' nii, et A+p=T. Prokloselt on teada, et sirged a ja b'
el 13iku ja on seega paralleelid.
Kui kehtib V postulaat, siis paral-
leele on t3esti iiksainus: mistahes
teise sirge b puhul 1&bi punkti A
kKehtidb «+p'<T ning V postulaadi
pohjal sirged a ja b 13ikuvad, s.t.
iga teine sirge b 13ikab sirget a.
Vastupidi, kui paralleele l&bi

78 4 punkti A sirgele a on iiksainus,

giis V postulaat kehtib: olgu min-
gl sirge b korral a+p<7; et b' puhul x+p=T, siis b ja b'
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ei saa iihtida; et b' on paralleel, siis b ei. saa enam olla
paralleel ning peab seetdttu 15ikama sirget a.

Tdestatud ekvivalentsuse pdhjal nimetatakse V postulaadi
probleemi sageli ka paralleelide probleemiks.,

Teiseks oluliseks ekvivalendiks on vidide: Sisenurkade
summa on vordne kahe tdisnurgaga kas vOi iihes kolmnurgas
d+pty=T, Selle fakti samavdarsuse V postulaadiga avastas
XIV sajandil Nasir-Eddin, hiljem XVII sajandil G. Saccheri._
Mdlemad tood unustati; tdie selgusega nditas ekvivalentsust
uuesti Legendre., Kooligeomeetriast on teada, et see viide
Jéreldub paralleelsuse aksioomist (resp. V postulaadist);
uundiseks on siin asjaolu, et ka vastupidi, see lause toob en-
daga kaasa paralleelsuse aksioomi, Vastav t@estus esitatakse
kdesoleva kursuse teises osas.

Eukleidese V postulaadi viljatud t3estamiskatsed tekita-
8id paljudes matemaatikutes pessimismi. Rédgiti inimm@istuse
voimetusest lahendada n#iliselt nii lihtne probleem. See pes-
simism osutus Sigustamatuks, sest probleem lahendati siiski
XIX saj. jooksul. Jiget teed lahenduse leidmiseks oli juba va-
rem kasutatud mitme matemaatiku poolt, Sellele teele viisid
vastuviitelise tSestamise katsed, mida tegid XVIII sajandil
G. Saccheri ja J.H., Lambert.

Meetodi idee on jéargmine: oletatakse, et paralleelide
aksioom ei kehti ja piititakse leida sellest oletusest tulene-
vate jarelduste siisteemis vastuolu, s.t. otsitakse selles siis-
teemis kahte teineteist vélja sulgevat lauset. Saccheri kir-
Jutas selle vastuolu otsinguil terve raamatu, milles esinebd
rida kummalisi jéreldusi, kuld otsest vasturdgkivust ta ei
leidnud, ehkki arvas end olevat jdudnud eesmérgile,

Ettevaatlikum Lambert Jéttis probleemi lahtiseks, Ta jGu-
dis jareldusele, et k3ik senised V postulaadi tGestamise kat-
sed on j&ddnud viljatuks. Puletanud mitmeid huvitavaid Jarel-
dusl V postulaadi eitusest, viljendab Lambert ettendgeliku
mdtte, et siin on tegemist nagu mingi "geomeetriaga imagi-
naarsel sfagril"®,

IIX saj. algul uuris paralleelide probleemi Kaasani mate-
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maatik Nikolal Ivanovitd LobatZevski. Esialgu piitidis ka tema
tdestada V postulaati, kuid peagi ta veendus selle viljatuses
ja joudis geniaalsele seisukohale: vastuvditelise tGestamise
katse puhul saadavas jdrelduste siisteemis ei tulegi vastuolu
otsida, sest seda seal lihtsalt pole - tegemist on uue geo-
meetriliste lausete siisteemiga, mis on tdielikus loogilises
kooskdlas ja kujutab endast uut geomeetriat. Seda geomeetriat
nimetataksegl ténapdeval LobatZevski geomeetriaks.

LobatSevski ideid mdistsid tema eluajal ainult iksikud.
Nendeke vihesteks olid eelkdige Xuulus C.Fr., Gauss ja noor
ungarlane Janos Bolyai, kes mdlemad olid iseseisvalt jdudnud
samadele seisukohtadele. Prioriteet siin kuulub vastuvaidle-
matult LobatSevskile, kelle esimene ettekanne uuest geomeet-
riast toimus 1826.a., esimene publikatsioon aga ilmus 1829.a.
Bolyai ainus t68 négi triikimusta 3 aastat hiljem - 1832.a.
Mis puutub Gaussi, siis tema, kartes "btootlaste kisa", el
ole oma ideede kohta midagi avaldanud. S&ilinud on ainult
fragmendid tema pdevikus ja erakirjades. LobatSevski oma sel-
gete filosoofiliste tBekspidamistega ei kartnud vShikute ntme-
dust, kuigi tal tuli selle all kannatada, sest asi léks kogu-
ni naeruvidsdristavate pamflettidenl vene ajekirjanduses., Lobat-
Sevski mdistis oma avastuse siigavat téhendust ja seisis selle
eest mehiselt elu 1Gpuni, arendades seda arvukates tiddes.

LobatSevski ideede taassiind toimus mtddunud sajandi
70-ndail aastail, mil lahendati Lobat¥evski geomeetria vastu-
ridkimatuse probleem. Tuleb Helda, et LobatSevskil endal Ja
ka teistel tema t68 tundjail oli enne seda vaid subjektiivne
veendumus uue geomeetria heas loogilises koosk®las. Kuldas
seda rangelt tBestada, ei olnud veel selge. .,

Esimese sammu probleemi lahendamise suunas tegi 1867.
sastal E., Beltrami, kes nditas, et LobatSevski geomeetria
kehtib (planimeetria osas) sadulataolistel nn. negatiivse
konstantse kdverusega pindadel. Nii sal aga t0lgendada ajnult
tasandi 1%pliku osa geomeetriat., Terve LobatSevski geomeet-
ria vasturddkipatuse tSestas F, Klein 1878.a., kes niditas,
et hariliku eukleidilise geomeetria vahenditega vGib konstru-
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eerida teatava mudeli, millel realiseerub LobatZevski geo-~
meetria. Sellega oli uue geomeetria vasturiikimatuse probleem
taandatud eukleidilise geomeetria samale probleemile.Ilmnes,
et geomeetria alused on palju keerulisemad, kui seda varem
osati arvata. Sajandi 15pp mosduski geomeetria rangete alus-
te viljatootamise tdhe all.,

Nii r3hutas H. Helmholz 1868, sastal liikumise osatiht-
sust geomeetrias ja andis vastava iisna keeruks aksiomaatika,
R. Dedekind tédtas 1872. aastal vdlja reaalarvude range teoo-
ria, milles esineb ka geomeetrias vajalik pidevuse aksioom.
Kiimme aastat hiljem 1882.a, formuleeris M, Pasch Jarjestuse
aksioomid. Sellega olid Eukleidese olulised liingad taidetud.

Esimese katse geomeetria tdieliku aksiomaatika 1loomiseks
tegi G. Peano, K@ige paremini Bnnestus see aga D. Hilbertil,
kelle 1899.a. ilmunud t&& panigi aluse kaasaja geomeetria
aluste kursusele.

Kuid kilsimuse areng ei j&éinud peatuma Hilberti Jjuurde.
Tuli otsida vdimalusi pBhimdistete arvu vihendamiseks (Hil-
bertil olid nendeks "punkt®, "sirge", "tasand", "kuulub",
"vahel", "kongruentne") ning aksioomide siisteemi lihtsusta-
miseks, Jéattes valgustamata mitmeid ajaloolisi iksikasju,
tostame siin siiski esile mdningaid uurimusi, mis on aluseks
Jargnevale k#sitlusele.

1904, aastal aksiomatiseeris O, Veblen geomeetria olu-
lise osa vOttes ainsateks pGhimdisteteks "punkt" ja "wvahel"®.
Vebleni aksiomaatikat analiiiisisid Ja tédiustasid 30-ndatel
aastatel eesti matemaatikud J. Sarv, J. Nuut, A, Humal jt.
Jérgnev kdsitlus toetubki oluliselt nendele toodele. 1909.a.
andis suhteliselt lihtsa liikumiste aksiomaatika Fr, Schur
(xes muide aastatel 1888-92 tsstas Tartu wilikooli professo-
rina ja avaldas siin koos oma Jpilase K.R. Kupfferiga toid
geomeetria aluste alal). Ka kiesolevas kursuses on pdhimdis-
tete hulgas "kongruentéus" asendatud "liikumisega",

Koigi iilalmainitud toode (eriti Hilberti omade) iiheks
oluliseks tulemuseks on uue, kaasaegse vaatekoha kujunemine
aksioomidele ja aksiomaatilisele meetodile geomeetrias ja
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matemaatikas iildse.

Pikka sega ainuvalitses matemaatikas aksioomide sisu-
line m@istmine., Sel puhul mdistetakse punktidest kdneldes
nende all abstraktsioone iilivaikestest materiaalsetest keha-
kestest,sirge all mOeldakse abstraktsiooni iilipeenest pingu-
11 tdmmatud niidist, iilikitsast valguskiirte kimbust jms. Nii
oli ‘see Eukleidesel, nii on see Gigustatult ka tanapdeva koo-
ligeomeetrias ja inseneripraktikas. Geomeetria aksioome mdis-
tetakse siin eriliste loodusseadustena. Seoses sellega esi-
tatakse aga sagelli veel praegugi ilmsel® aegunud vaatekehti,
Nimelt m@istetekae aksioomi tihti "lausena, mis el vaja tTes-
tamist oma ilmse kehtivuse tdttu". Niisugust geisukohta ei
saa ténapseva teaduse valguses enam digustada., Aksioom erineb
teooria teistest lausetest mitte oma suurema ilmsuse tottu
(sageli on teoreemid sugugli mitte vihem ilmsed), vaid selle
erilise osa tdttu, mida nad tédidavad deduktsioonis. Pealegi
on "ilmsus" vdi "mitteilmeus"” puht-subjektiivsed moisted. Tea~
duse ajaloos on rohkesti ndéiteid selle kohta, et vaide, mida
loeti ilmselt kehtivaks, osutus piiratuks ja teatud juhtudel
koguni vadraks.

Kdige selle tottu on kaasaja aksiomatiseeritud matemaa~
tilistes teooriates asutud jérgmisele seisukohale. Aksioome
n3istetakse taiesti abstraktselt. Aksiomantilise teooria iiles-
ehitamisel loetletakse rida pdhimdisteid, mis jadvad definee-
rimata ja millega ei seostata mingeid konkreetseid ¥xujutlusi.
Pohimdisteid on seejuures kahte 1liiki: 1) "objektid" ja
2) neid siduvad "suhted". Aksioomid on teatavad ettekirjuti-
sed (n.-5. "méngureeglid"), mida need pShimGisted peavad rahul -
dama. Nad moodustavad teatava lausete siisteemi - kédsiteldava
teooria n.-6. vundamendi, millest deduktsiooni teel tuleta-
takse selle teooria itha uusi lauseid.

Niisugune vaatekoht vGimaldab aksiomatiseeritud teooriat
rakendada viga mitmesugustel konkreetsetel erijuhtudel. Tuleb
vaid anda vajalikud konkreetsed tdlgendused pdhimdistetele,
kontrollida, kas aksioomide nduded on seejuures téidetud, Jja
kui see nii on, siis on uurija kasutuses kogu selle matemaa-
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tilise teooria lausete arsenal. Uleminek sellisele vaatekoha-
le aksiomatiseeritud teooriate suhtes on vdrreldav iilemineku-
ga konkreetsete arvude aritmeetikalt siimboolsele algebrale.

Matemaatika aluste taiustamisel selgus matemaatilise
loogika eriline tiéhtsus selles ainevallas. Tuleb delda, et
olulise tOuke matemaatilise loogika kiirele arengule andsid-
ki Hilberti tood, mis on tihedalt seotud tema uurimustega
geomeetria aksiomaatikas. Niilidisaegsed uurimused geomeetria
aluste valdkonnas toimuvad matemaatilise loogika, geomeetria
Jja algebra piirialadel.
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Ipeatiikk,

PREDIKAADID JA AKSIOOMID,

Kiesolevas ettevalmistava iseloomuga peatiikis tutvume
pogusalf mOningate edaspidl vajalike mGistete ja tulemustega.
Kisitlus ei pretendeeri siin tdielikkusele. Esimesed paragrah-
vid on pilhendatud matemaatilise loogika iihele osale - predi-
kaastarvutusele, millele tugineb dieti kogu matemaatika aluste
metoodika., Selgitamist leiavad aksioomi mGiste Ja deduktsioo-
nimeetod. 1(ldisi arutlusi illustreeritakse ekvivalentsuse,
jérjestuse, grupoidi, poolriibma, rilma ja jérjestatud pool-
rilhma mdistete abil. Koik need maisted osutuvad edaspidi vaja-
likeks. Viimases paragrahvis tdestatakse teatavate eriliste
omadus tega J'Krjostatnd poolrithmade isomorfsus positiivsete
reaalarvude aditiivse jarjestatud poolriihmaga., See tulemus on
hiljem aluseks 1¥igu pikkuse ja nurga suuruse sissetoomisel
geonmee triasse.

§1.Predikxaadid ehk loogilised
faak tsioonid,

0lgu X,Y , ..., W teatavad hulgad. Stmboligs ExYe.
tdhistame kdikvdimalike siisteemide (X,Y,000,W) hulga,
Xus X €X, Y€Y, oeo s WEW,

Olgu antud hulga Zx¥x...xW thene kujutus f kahest ele-
mendist (tahistame nad O ja 1) koosnevasse hwika {0, 1} , s.t.
iga siisteemiga (X, Y, «.. , W)€ X¥xYx,..x % olgu vastavusse
seatud iiks ja ainult iks element £(X, Y, ... , We{0, 1} .

Sedalaadi kujutust nimetatakse gredmadj.ks hulgal
ExUx.. xwW

SIS
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Predikaati hulgal ¥x ¥ v&i I~¥~ X nimetatakse, eriti
algebras, ka vastavalt binaarseks voi ternaarseks suhteks
hulgas ¥ , : ] :

Kui mingi konkreetse siisteemi T AR W,) korral
f(xo,Yo,...,W°)=l, siis kGneldakse, et predikaadi £(X,Y,...,W)
taislause f(xo,Yo,...,vo) on tBene; kui f(Io,Yo,...,Wo)ao,
siis geldakse, et see tdislause on viir. .

N&daide 1, Hulgaks & olgu kdigi TRU-s Oppivate tili-
Opilaste hulk (seisuga n#it., 1. okt. 1962.a.), hulgaks ¥
olgu TRY k&igi osakondade hulk (sama seisuga). Defineerime
hulgal ¥ x jirgmise predikaadi: loeme, et f(xo,Yo)al, kui
ilidpilane X, Opib osakonnas Yo; vastupidisel juhul loeme,
et £(X,,Y,)=0. :

N&ide 2, Loeme, et f(xl,xz)-l, kui hulga ¥ ele-
mendid X; Ja X, ihtivad, ja r(xl,xz)-o, kul X; ja X, el
Uhti. Niisugust predikaati hulgal ¥xZ - nn, "iihtimispredi-
kaati" - tdhistatakse .

Ilalz.
MErki = m@istame edaspidi alati just selles mBttes (s.t.
ihtimise mGttes),

N&aide 3. Hulgaks ¥ olgu grupoid - hulk & , mil-
lel on m#dratud binaarne algebraline operatsioon, mis iga
kahe teatavas jirjekorras voetud elemendiga ¥, V€2 seadb vas-
tavusse ithe ja ainult the elemendi Y¥eg . Grupoidi moodus-
‘tavad ni#iteks naturaalarvud liitmise, samuti korrutamise suh-
tes, vektorid ruumis vektorkorrutamise suhtes jne.

Defineerime hulgal @xPxQ prediksadi (ebk ternaarse suh-
te) Jérgmiselt: loeme, et 2(P,¢,X)=1,kul antud fs¥ s X kor-
ral ¥¥= on t3ene, ja £(¢,}, X )=0 vastupidisel Jubul,

Naide 4. Hulgaks X olgu jérjestatud hulk - hulk,
mille iga kahe erineva elemendi X,y€X¥ korral voib oelda,kumb
neist eelneb teisele.

Defineerime hulgal ¥x¥ predikaadi (binaarse suhte) jérg-
miselt: loeme, et f(x,y)=l, kui x Ja y tihtivad vdi x eelneb
elemendile y, ja f(x,y)=0 vastupidisel juhul. Selle predi-
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kaadi - nn, "jarjestuspredikaadi" - téhistame x¢y.

N&ide 5. Hulgaks ¥ olgu ruumi punktide hulk. (Punkte
tahistame suurte ladina tdhtedega A,B,...). Loeme, et £(A,B,C)=
=1, kui antud A,B,C korral B on A ja C vahel, Ja £(A,B,C)=0
vastupidisel jubul. Niisuguse predikaadi hulgal ¥xFxX - nn,
"yahel-predikasdi® (ehk ternaarse vahel-suhte) - téhistame
<ABC> . Ta kujuneb meil geomeetria jérgneval aksiomaatilisel
iilesehitamisel iiheks pGhimGisteks.

HN&ide 6., ILiikumiseks nimetatakse geomeetrias teatavas-
ti punktide hulga ¥ niisugust iiks-ihest kujutust iseendale,mil-
le puhul g&ilib iga kahe punkti vaheline kaugus. Vaatleme sel-:
liseid liikumisi omaette objektidena ja tahistame nende hul-
ga®; iksikuid liikumisi tdhistame {,Y Jjne.

Defineerime hulgal @x ¥x ¥ jirgmise predikaadi: loeme,
et antud liikumise ¥ Ja antud punktide A,B korral f(¢ 4A,B)=1,
kui ¢ kannab punkti A punkti B, Ja £(\ ,A,B)=0 vastupidisel

. juhul. Niisugust predikaati hakkame téhistama A°AF=B. Temast

saab edaspidi vahel-suhte kdrval geomeetria teine pGhiline pre-
dikaat.

§: 2 i n e0ng ki 1lis e d tehted.

0lgu hulgal Xx...x7 mééiratud predikaat £(X,...>2) Ja hul-
gal Ux, ..~ W predikaat g(U,...,W). Defineerime jurgmised loogi-
1ised tehted, mis v@imaldavad nende predikaatide abil moodusta-
da uusi predikaate.

1. Kenjunktsioon. Predikaatide £(Xyeees3) Ja 8(UyeeeyW)
konjunktsiooniks nimetatakse niisugust hulgal £X,... X ZX
x UX...xWnasratud predikaati B(X,y 002y Upene,Waf(X,00002) &
& &(U,...,¥), mille téislause tBesus v3i vadrus masratakse Jarde
miste eeskirjade jargi: .

l1&l=1l, 1&0=0, O0&21=0, 0& 0=0.

Tihendab, predikaatide konjunktsiooni f& g téislause on
t3ene siis ja ainult siis xui tGesed on f 13 g vastavad tdis-
laused. Konjunktsieconi Xeeleliseks vasteks on seega a%na "ja".
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2. Disjunktsioon. Prediféatide £ ja g disjunkisioeniks
fVg nimetatakse niisugust predikéati, mille t@islause tde-
8us vOi viHirus miEsratakse eeskirjadega: ;

lvi=l, 1vO0=1, OV1=l, 0vVO0=0,

T&hendab, predikaatide disjunktsiooni fv g tiéislause on
*¥ene siis ja ainult siis, kui toenme on £ ¥8i g vastav tdis-
lause (v3i mGlemad korraga). Disjunkisiooni keeleliseks vas-
teks on seega sdna "v3i® (mittevilistavas moties).

3. Implikatsioon. Prediksatide f Ja g implikatsiooniks
f—> g nimetatakse niisugust predikaati, mille tdislause t3e-
sus v0i vddrus misratakse eeskirjadega:

1— 1], 10«0, 0—1=1, 0~0=l,

Implikatsioon on seotud Jérelduste tegemisega Ja tema
keeleliseks vasteks on "kui ees 8lis", Jdreldamiskiiku me loe-
me Ju t¥epoolest vidraks ainult 8iis, kul tdest on jaireldatud
vale. Teistel juhtudel oleme Uigustatud lugema jéreldamis-
kéiku Sigeks (ehk tdeseks). Niisugune vaatekoht on eriti oma-
ne matemaatikale, kus Jéreldamiskiigu 3igsust ei koiguta min-
&ll mddral see, kui hiljem selgub,et eksperiment ei kinnita
eelduse t3epdrasust,

4. Eitus. Predikaadi f eituseks T nimetatakse niisugust
predikaati, mille taislause tSesus v3i viidrus masratakse ees-
kirjadega

I=0, U=1.

Toodud definitsiocnid v3ib kokku v3tta jéargmisse tabe-
lisse.

Tabel 1.

- 4 g e g fve f—g o
1 1 1 il 1 0
& 0 0 1 0 0
0 & (¢] 1 1 i
0 0 0 0 1 1

Loogiliste tehete abil vEib antud predikaatidest moodus-
tade mitmesuguseid uusi predikaate, samuti nagu tavailised

- 20 -




reaaslarvude korpuse tehted vdimaldavad n#iteks funkisiooni-
dest £(x,y), g(2) Ja h(w) moodustada uue nelja muwutuja funkt-
siooni :
f(st)[B( 5)"'h(')] o
Funktsiooniteoorias on kindel sisu ka kirjutisel
£(x,y) [e(x) +n(y)],
mis kujutab endast kahe muutuja x, y funkitsiooni, Analoogi-
1ist votet kasutame ka loogiliste tehete pubul prediksatide-
ga, kirjutades nditeks
2(x, Y)V[e(X) & h(¥)]
ja mBistes selle all predikaati hulgal ¥x Y.
N&aide 6. Moodustame nsites 4 sisse toodud "vahel-
-predikaadi” abil jérgmised 7 predikaati

<ABC> & <BCD»> , (1)

AR e il ety (2)
a) <BCD>&<DCB> , (3)
<BCD>V<DCBY> , (4)

A ® C De  <ABC>-<BCD> , (5)
'-"—*‘;S"“""‘ <BCD>-<DCBY , (6)
<ABC>~<ACE> . (7

Vaatleme nende predikaatide téislauseid joonistel a) Ja
b) kujutatud konkreetsete punktide A,B,C,D korral. Nende téis-
lausete t¥esust v¥i viddrust iseloomustadb kummalgi jJuhul Jérg-
mine tabel.

Tabel 2.

(X o 62) DAY te 008 ey ()
a) 1 1 AR RS 1 1
b) 0 1 0 0 0 1 1

Meie kogemused kinnitavad, et implikatsioonide (6) ja
(7) puhul tuleb nende iga tdislauset lugeda tdeseks. Niisugust
predikaati, mille iga téislause on tlene, nimetatakse sama-
selt tUeseks, Edaspidi omandavad erilise tdhtsusé samaselt
tdesed implikatsioonid, mis on moodustatavad prediksatidest
<ABC> ja Aef=B (niited 4 ja 5) loogiliste tehete abil. Heed
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dileti moodustavadki Jirgmistes peatiickides iilesehitatava te-
ooria.sisu.

§3.Evantoria,

Eelmises paragrahvis sisse toodud neljast tehtest ei
piisa veel kOigi jirgnevas vajalike loogiliste operatsiooni-
de teostamiseks. Meil tuleb appi vGtta veel "olemasolukvante-
ri" ja “ildsuskvantori" mdisted.

Olgu hulgal Xx..,x TxUx,..x W misratud predikaat
2(XyeeeyZ,Uyeee,W). Defineerime hulgal ¥X...X ¥ uue predikaa-
di, lugedes tema tiislause konkreetsete xo,...,zo korral tGe-
seke, kui hulkades Uyeo., W on olemas elemendid vastavalt
UgseoesWy, nii et f(xo,...,Zo,Uo,...,Wo)-l, ning vidraks vas-
tupidisel jubul., Selle uue predikaadi tdhistame

(3o, usw) £(XyeeerZyUpecesW),
RBhutaxa veelkord, et siin on tegemist predikaadiga hulgal
Ix ...XZ . Siin mérki J nimetatakse olemasolukvantoriks. Siim-
boli (3...)... keeleliseks vasteks on "on olemas..., nii et,.."

tldsuskvantori defineerimiseks mésrame bulgal Fx ,,..x
xZ veel iihe predikaadi, lugedes tema tiislause konkreetsete
X.,...,Zo korral tdeseks, kui iga U,...,W korral vastavalt
hulkadest U,...,¥ on f(Io,...,Zo,U,...,V)-l (s.t., kui
(Xgse0e92,5U,.0.,W) on samaselt tdene bulgal Ux,,.,,x%W)ning
védraks vastupidisel Juhul, Selle predikaadi tédhistame

(VU,...,w)f(x,...,z,U,...,w).
Mérki V nimetatakse Uldsuskvantoriks. Sumboli (V ...) ...
keeleliseks vasteks on "iga ... puhul on...",

Margime, et mdlemad kvantorid on omavahel seotud jarg-
migelt: B
(VU,,..,v)f(x,...,z,u,...,w)s 3 U;...,w')f(x,...,z,U',...TT).
Siin mirk = tdhendad predikaatide iihtimist,

Naide 7. Valime tasandil ristkoordinaasdistiku Ja
vitame hulgaks X tiisarvuliste koordinaatidega punktide hul-
&a - nn, taisarvulise vorgu. Vaatleme predikaate
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g e SRS UL L SR ARy (1)
Aeeooe 0000 (¥B)<ABC> , - (2)
(s g *1°° "B (30)<amc>. (3)

Predikaadi (1) taislause on joonisel a) néidatud A,C
korral vadr, joonisel b) ni#idatud A,C korral aga tGene. Pre-
dikxaadi (2) tkski taislause pole tdene, sest iihegl kahe A ja
C vahel ei asu iga punkt B ~ predikaat (2) on samaselt vasr

-hulgal FxX.

Predikaat (3) on, nagu kerge veenduda, samaselt tBene
hulgal ¥~ ¥, Eespool antud tabeli 1 pdhjal tuled siin liht-
salt kontrollida, et implikatsiconi eesliikme tdesusest Jérel-
dub ka tagaliikme tGesus. Nii on see antud juhul t3esti,sest
Xui A ja B on erinevad, siis leidub C nii, et Bon A jaC
vahel,

§4, Arvutamisest
predikaatidega.

Tehtemirgid &,V , = ,  , samuti nagu kvantorid 3 ja V,
vimaldavad antud predikaatidest moodustada uusi predikaate
kooskdlas §-des 2 ja 3 antud defimitsioonidega.

Siin on suur analoogia tavaliste mltime reaalmuutuja
funktsioonidega, mille puhul uusl funktsioone antuist vOib
moodustada tehtemdrkide +, -, . , : Ja nditeks operatsiooni-
de ({}; ...)xo ja Joor dx abil (viimase kahe operatsiooni

a

puhul, samuti nagu kvantorite puhul, argumentide arv viheneb).
Kui arvutusseadmed, milledega tuleb arvestada tehete soorita-~
misel reaalmuutuja funktsioonidega, on tuttavad juba kooll-
pingist, siis seadused, millele alluvad loogilised tehted,
vajavad siinkohal pGgusat tutvustamist. RShutame, et kiesolev
ja jérgmine paragrahv on ainult tutvustava iseloomuga ja el
pretendeeri viéhimalgi madral tiielikule ainekidsitlusele. Vii-
mase v3ib asjast huvitatud lugeja leida I. Kulli 3pikust
nMatemaatiline loogika”, mis ilmub peatselt ERK v&ljaandena.
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Predikaate téhistame siin, samuti nagu eespool, f(X,...
ese32)y 8(Uyeea, W) Jne., ehk lithemalt £, g jne, Kaht predi-
kaatl nimeteme vdrdseiks Ja kirjutame £ = g, kui 1) nad on
nflemad miiratud samal hulgal ¥x...¥Z ja 2) seavad m3lemad
selle hulga vabalt vBetud elemendiga (x, ... , %) vastavusse
ilhe ja sama vadrtuse kas O vgi 1 (s.t., kul nad kujntustena
EX cooxZ>(0, 1Yihtivaa omavahel), g

Kui prediksadi f visrtuseks on alati 1 ("tBesus"),siis
teda nimetatakse samaselt t3eseks Ja kirjutatakse

f =l :
kul predikaadi f viirtuseks on alati O ("vasrus"), siis teda
nimetatakse samaselt viiraks Ja Eirjutatakse

=0,

Olgu £, g ja h kolm vabalt voetud predikaati. Tehete
&Ny T definitsioone kasutades on kerge kindlaks teha,
et kehtivad Jéargmised vbdrdused.

1. 8% ¢ (kahekordse eituse v3ib ars Jétta);

2. f&f =72, (predikaadi- ja tema enda konjunktsioon

3 £v £ = £ voi disjunktsioon on sama predikaat);

4. & g=3gat, (konjunktsioon ja disjunktsioon on’

5. fvg=gvrt kommutatiivsed; sama ei vai aga telda

‘ implikatsiooni kohta; vt, Tabel 1);

6. £ & (g & h) = (f & g) & h, (konjunktsioon ja dis-

7.2V (VD) = (fVg)vh junktsioon on assotsia-

tiivsed);

8. £& (gvh) = (£ & g)vV(f &hn), (distributiivsus);

9. £V (g & h) = (fVg) & (£Vvn)

10. £ & (fvg) = £;

11. T¥g = T & g;

12. T¥g = Tvg,

13. £& ¥ = 0, (vasturdskivise seadus: f Ja T el saa
olla korraga tdesed);

14, v T a3 (vélistatud kolmanda seadus (tertium
non datur): f ja T seast vihemalt iiks
on tdene),

! Mirgime, et 1, 11, Ja 12, v@imaldavad ndidata 13. ja 14.
samavidrsust.
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Need vdrdused on aluseks omalaadsele arvutusele - 1loo-
gika seostub algebraga. Algebras uuritakse niditeks niisugu-
seid hulki, millel on defineeritud kaks tehet (meie téhistes
& jaV), nii et on rahuldatud seosed 2 - 10. Nende puhul ”ka-
neldakse, et tegemist on distributiivsete struktuuridega.
Viimaste eriliigiks on Bocle'i struktuurid (e. Boole'i algeb-
rad), mis sisaldavad tehte & suhtes neutraalset elementi 1 ja
tehte V suhtes neutraalset elementi 0,nii et kehtivad seosed
1 - 14,

Tabeli 1 abil on lihtne kindlaks teha, et lisaks vordus-
tele 1 - 14 kehtivad iga kolme predikaadi f, g ja h korral
veel jérgmised vdrdused, mis on samuti meile edaspidi vaja-
1likud.

15, T8~ TN/ g

See vdrdus nditab, et nelja eespool kirjeldatud loogili-
se tehte asemel v3ib piirduda ainult kolme operatsiooniga
& V, - .

3 ihtlasi vdib selle vdrduse ja seoste 1 - 12 abil tGesta-
da jargmise kahe vOrduse kehtivust,

16, £ g = E Ty

Toepoolest, £t +»g =FTvg= gvi= gvE = g1,

Siin parempoolset predikaati nimetatakse vasakpoolse
duaalseks kujuks., Iga implikatsiooni v0ib seega iiles kirju-
tada ka duaalselt.

17. (£ —>g)— ((g —=h)—~>(£—h)) = 1.

Toestuse (tabeli 1 abil) jatame lugejale iseseisvalt
1bi teha. '

Toodud pdgusa lilevaate matemaatilise loogika klassika-
listest ldhtekohtadest lGpetame jérgmise miirkusega. Raskused,
mis ilmnesid matemaatika alustes (eriti hulgateoorias), ndi-
tasid, et loogika ldéhtekohad vajavad revideerimist., Viimasel
ajal ongi kujunenud konstruktiivme loogika, milles loobutakse
valistatud kolmanda seadusest iilaltoodud kujul. Loogika ehi-
tatakse iiles aksiomaatiliselt, kusjuures aksioomide hulka

*VT. AT, Kypom, lexmms mo oOme#t airecpe, Mocksa 1962.
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Jéetakse vorduste 11 - 14 seast ainult ndue, et £ & ¥ oleks
samaselt t3ene. Sel puhul f ja F ei saa kiill olla korraga
toesed, kuid samal ajal ei nguta, et vihemalt iiks neist peaks
toene olema - tﬁhéndab, kolmas voimalus ei ole valistatud.

Jérgnevas kisitluses kasutatakse loogikat tema kKlassi-
kalisel kujul. Valistatud kolmanda seadus(14)leiab edaspidi
sageli rakendamist,

§5.Akxsi1o0o0omiad Ja deduktsioon,

Eespool me juba viitasime analoogiale reaalmuutuja funkt-
sioonide ja predikaatide vahel. Kasutame seda analoogiat veel-
gl

Edaspidi on meile eriti olulised samaselt tdesed predi-
kaadid, s.t. predikaadid, mille iga tsislause on tdene (vasar-
tusega 1), Nendega me edaspidi Gieti tegelemegi, kui me asume
tuletama geomeetria teoreeme. {1diselt matemaatilistes teooria
tes pakuvad alati erilist huvi predikaadid, mis on moodusta-
tud teatavatest antud teooria aluseks vdetud predikaatidest
loogiliste tehete Jja kvantorite abil, ning on samaselt toesed -
need on selle teooria teoreemid.

Samaselt tdene predikaat on analoogiline konstantse
funktsiooniga, n#jiteks funktsiooniga, mis on samaselt null,
V3ib niidata samasusi, mis kehtivad igasuguste funktsioonide
korral, niiteks
[£2(x) + 8(y)]. n(x,y) - £(x).n(x,y) - g(y).h(x,y) = o,

VOib aga nididata ka samasusi, mis kehtivad ainult eriliste
funktsioonide korral. Naiteks funktsioon £(x) = a* rahuldab
samasust
£(x) f(y) = £(x+y), ' (1)
funktsioonid f(x) = cos X, 8(y) = sin y - samasust
tHx-y) = £(x) 2(y) + g(x) g(y). (2)
Niisamuti v3ib predikaatide puhul niidata nendest moo-

dustatud uusi predikaate, mis on samaselt tdesed igasuguste
lahtepredikaatide korral, nsiteks
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£2(x) & [2(x)V (3 2)8(Y,2)]> £(X).

Tgepoolest, igasuguste f ja g korral on 10. pohjal ga-
ranteeritud, et saadud uus predikaat hulgal ¥xY on samaselt
t3ene. Teiselt poolt v3ib ndidata tuletatud predikaate; mis
on samaselt tdesed ainult teatavate eriliste lahtepredikaati-
de korral. Nii naiteks on "yahel~-predikaadi” ja "liikumis-
predikaadi” puhul samaselt tdesed jargmised tuletatud predi-
kaadid

< ABC > -><ACTB> (3)
CABC> & (A=¢=D) & (Bef=E) & (C o¢= F)><DEF>. (4)
~ Vorrandeid (1) ja (2) voib vaadelda ka teigest seisu-
kohast - kui funktsionaalv@rrandeid tundmatute funktsioonide
miaramiseks. Funktsionsalvdrrandite teoorias naidatakse, et
vdrrandi (1) lahendiks pidevate funktsioonide klassis on
£(x) = a* (a>0), vorrandi (2) lahendeiks lisatingimustel
1) £(x)>0, g(x)>0, kui 0> xA,
2) £(0) = g(1) =2

on £(x) = cos ig% x , g(x) = sin i%f xS Nii et vOrrandit

(2) ja lisatingimusi 1) ja 2) v8ib vaadelda trigonomee tri-
1iste funktsioonide teooria aksioomidena.

Analeogiliselt sellele vOib ka Kirjutusi (3) ja (4)
vaadelda uuest seisukohast. Neid kirjutusi voib xasitleda
Xui ndudeid teatavatele tundmatutele predikaatidele £(a,B,C)
ja g(f, A, B):

£(A,B,C)>f(A,C,B)s ; A
f(A,B,C) & gy, A)D)& K(VsBiE) & 8(?OC’F)_, f(D,E,F). (6)

Tihendab, predikaadid f Jja g peavad olema sellised,et
nende abil moodustatud uued predikaadid (5) Ja (6) on sama-
selt tdesed. Sellisel kujul tuled kirjutusi (5) Ja (6) vaa-
delda kui teatavaid aksioome, mida peavad rahuldama praegu
veel tundmatud predikaadid.

Ette rutates margime, et kahest aksioomist (5) ja (6)

Wt, OHOMEROHE suneMeHTapHO# MaTeMaTHRH I1I,Mocksa-

enmErpaz 1952, 1k, 247-253.
¥ C.E.Honocexén, CnenmanbEHil Kypc TPHI'OHOMETDEM,

Mocksa 1957, 1k. 405-417.
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veel ei piisa sisuka teooria llesehitamiseks, aksioomide hulk
vajab téiendamist, Kuid vaatekoht, millele me asume, peaks
selgeks saama ka siit, Teooriat - antud juhul eukleidilise
VOi Lobat¥evski ruumi geomeetriat - tuleb vaadelda punktide

Ja liikumiste hulga nende omaduste siisteemina, mida saab kir-
Jeldada aksioome (5), (6) ja teisi taolisi rabuldava kahe pre-
dikaadi - nn, pohipredikaadi abil.

Sellisel kirjeldamisel tuleb kahe pShipredikaadi abil
aksioomide alusel tuletada Jérjest uusi predikaate., Viimased
on pohiliselt kahte 1iiki. tthed ei ole samaselt tBesed,samuti
nagu pahipredikaadid, neid kasutame teatavate eriliste punkti-
hulkade defineerimisel, Teised on, samuti nagu aksioomid, sama-
selt tSesed implikatsioonid; neid tuleb vaadelda teooria lem-
madena ja teoreemidena. Implikatsiooni eesliikmed on eeldus-
teks, tagaliikmed - védideteks. RShutame veelkord, et pShipre-
dikaatidelt me ei eelda midagi muud kui ainult seda, et nad
rahuldaksid aksioome,

Esimest 1iiki predikaate tuletame pBhipredikaatidest te-
hete &, v, ™~ abil. i

Teist 1iiki predikaatide (s.t. samaselt t3este implikat-
sioonide) tuletamisel pShipredikaatidest ja akgioomidest kasu-
tame predikaatide puhul kehtivaid vordusi 1 - 17. Seejuures
rakendame jargmist Jareldamise reeglit.

Kui £ ja £— g on samaselt tSesed predikaadid, siis ka
& on samaselt t3ene predikaat. See reegel Jjdreldudb vahetult
tehte — sisulisest tiahendusest (vt. Tabel 1).

Podrame tdhelepanu mdnele vordustest 1 - 17, mida meil
tuleb edaspidi kasutada eriti sageli, ,

Vordusest 15 Jéreldub, et kui predikaat £f-> g on sama-
selt t3ene, siis on samaselt tSene ka predikaat g — T,

Vordusest 13 Jéreldub, et xui predikaadi f mingi tais-
lause on tdene, siis predikaadi F vastav tédislause ei saa
enam tSene olla., Seda téhelepanekut kasutame vastuviditeliste
t3estuste puhul.

Vordusest 17 saame asendamise Ja jireldamise reeglite
abil jérgmise tulemmse: kui implikatsioonidena kirja pandud
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predikaadid f > g ja g~ h on samaselt tdesed (s.t. on aksi-
oomid v3i teoreemid), siis on samaselt iBene ka predikaat
bl ! A

Toepoolest, Jéreldamise reegli abil saame vordusest 17
ja £-> g tBesusest (g—> h) —> (£—> h) tBesuse ning siit sama
reegli abil g — h tBesuse pdhjal saamegi f—>h tlesuse.

Tulemust tuntakse siillogismi reegli nime all, Edaspidi
hakkame seda reeglit lihidalt tzhistama kirjutisega

ft—=>g7>h—> 00 > 1,
mida tuleb lugeda jargmiselt: kui 1’—> g, 8~ b,... on samaselt
tdesed, siis on samaselt tdene ka £—> 1 (s.t. eelduste tJesu-
sest jareldubd vaite toesus).

Uute samaselt tBeste predikaatide tuletamist aksioomi-.
dest kooskdlas vordustega 1 - 17 ja jéreldamise reegliga nime-
tatakse deduktsiooniks.

Jérgmistes paragrahvides illustreerime iillalesitatud skee-
mi monede iildist laadi mtistete sissetoomisega. K¥ik need m3is-
ted osutuvad vajalikeks edaspidises késitluses.

§6.Ekvivalentsus jJa jJédrjestus.

Koneldakse, et hulgal ¥ X¥ midratud predikaat f£(x,y) ehk
binsarne suhe hulgas X rahuldab ekvivalentsuse aksioome, kui
tema korral on samaselt tGesed:

1°  f£(x,x) (refleksiivsus),
2°  #(x,y)~ £(y,x) (stmmeetria),
3° £(x,y) & £(y,z)—>2(x,2) (transitiivsus).

Kui sel puhul f(a,b)=1l, siis kdneldskse, et elemendid
a ja b on ekvivalentsed. Nditame, et hulk X lahutub sel kor-
ral mitteldikuvateks alamhulkadeks, mille ithendiks on terve
hulk ¥ , nii et ihe ja sama alamhulga iga kaks elementi on
omavahel ekvivalentsed. Neid alamhulki nimetatakse ekvivalent-
susklassideks.

TsePoolest, vitame hulgas X vabalt elemendl ac X Ja
vaatleme k3igi nende elementide x alamhulka X , mille kerral
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f(a,x)=1. See hulk ei ole tiihi, sest 1° pdhjal ta sisaldab
véhemalt a. Kui ta ei iihti hulgaga ¥ , siis voib leida bed,
nii et f(a,b)=0. Moodustame analoogiliselt alamhulga ‘fb ja
ngitame, et Ia ja X, ei saa 1%ikuda. Oletame, n#iteks, et
13ilkumine toimub elemendil e, s.t. f(a,c)=1, f(b,c)=1. Sel
korral 2° pdhjal ka f(c,b)=1 ja 3° pshjal f(a,b)=1 vastupidi-
selt eeldusele f(a,b)=0. Kui X, Ja .fb tlhend ei iihti veel
hulgaga X , siis v3ib leida ¢, nii et f(a,c)=f(b,c)=0. Samu-
ti nagu eespool, voib niidata, et ¥ ¢ €l 13iku alamhulkadega
g M i pe Nilviisi semm-sammult vdime ammendada terve
hulga X, Tghendab, & lahutub oma mitteldikuvateks alamhulka-
deks ‘fa’ i v us

Jadb naidata, et iga & o ¥OOsneb omavahel ekvivalentse-
test elementidest. Olgu f(a,c)=1, f(a,d)=1., Siis 2° pdhjal
(c,a)=1 ja 3° pohjal f(c,d)=1. Vilde on tdestatud.

Ekvivalentsusklasside niiteks voib tuua arvuteooriast
tuntud j&#giklassid naturaalarvude hulgas /& . Defineerime
hulgal )% x )2 predikaadi f(n,m) lugedes tema tiislause toeseks,
kui m ja n annavad natuaraalarvuga p jJagades iihe Ja sama jHs-
gl, ning vidraks vastupidisel Juhul. Lihtne on kontrollida,
et niisuguse prediksadi f(n,m) puhul on rahuldatud ekvivalent-
suse aksioomid, Vastavateks ekvivalentsusklassideks ongi jaa-
giklassid p jargi.

Ekvivalentsusklassi iseirasuseks on see, et teda voibd
teiste ekvivalentsusklasside seast Védlja eraldada tema iikskdik
missuguse elemendi - nn, esindaja - ¥raniitamisega. Antud
klassi kuuluvad sel korral kdik need elemendid, mis on ekvi-
valentsed selle esindajaga. Tulemus seejuures ei s¥ltu esinda-
Ja valikust antud klassis.

Koneldakse, et hulgal ¥~¥ miératud predikaat £(x,y)
rahuldab jdrjestuse aksioome, kui samaselt tdesed on

1' 2(x,y) v £(y,x) (ndrk alternatiivsus),

2 f(x,y) & £(y,x)> x=y (antisimmeetria),

3 f(x,y) & (y,2)—> £(x,z) (transitiivsus),
Axsioome 1' - 3' rghuldavat predikaati nimetatakse jarjestus-
predikaadiks, hulka ¥ s Millel on madratud niisugune predi-
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kasat - jirjestatud hulgaks, Naitame, et sel korral kehtib
voérdus
y,x) = £(x,y) & (x=y). (1)
TGepoolest, samaselt t3ene on
_ 2(x,y) & (&) > TF57,
sest kui oletada eelduste tGesust ja viite viadrust, siis
vérduse 14 ja aksioomi 2' pBhjal jOuaksime x=y tCesuseni,mis
on vastuolus teise eeldusega.

Teiselt poolt on samaselt itlene

7, 3) - (=) & 2(x,7).
Aksioomist 1' saame nimelt ¥(y,X)— T(X,y) (vt. § 4 valem 1).
Samuti on t3ene ¥(y,x) > (X=y), sest aksioomist 1' saame
x=y tdesuse pubul, mil f£(x,y)= f(y,x), et idene on £(x,x)V
f(x,x) ehk f(x,x), s.t.

(x=y) — 2(y,x) (refleksiivsus)
ning {ileminek duaalsele kujule annabki soovitud tulemuse.
h Kokkuvdttes olemegl kindlaks teinud virduse (1), sest
kummagi poole tJesusest jareldub iteise poole tdesus - pooled
on t¥esed v0i vdarad korraga.

Kui X mingi kahe elemendi x ja y korral jérjestuspredi-
kaadi f(x,y) tdislause on tdene, siis kirjutame x < y ja k-
neleme, et "x ei jédrgne elemendile y" (v3i "x ei ole suurem
elemendist y"). '

Hulga X v&ib muuta jarjestatud hulgaks ka telstsugun-
seid aksioome rahuldava predikaadi abil, Olgu prediksadi
g(x,y) pubul samaselt. tdesed

1" g(x,x) (mitterefleksiivsus),

2" X=y — g(x,y) Vv 8(y,x) (tugev alternatiivsus),

3* g(x,y) & g(y,s) — g(x,2) (transitiivsus).

N#itame, et sel kerral kehtid

BlyxX) = &(x,y)V (z=y). (2)

TGepoolest, samaselt t¥ene on

B(Y,X) v 8(x,y) v (x=y),
sest kui pletada eelduse idesust ja véite viadrust, sils on
t3esed Z(y,x), E(X,y) Ja (x=y), samal ajal kui 2° pdhjal
peaks tSene olema g(x,y)v g(y,x).
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Teiselt poolt on samaselt tGene
g(x,y) V (x=y) - &(7,%),
sest kui oletada g(x,y) tdesust ja viite E(y,x) vasrust (ehk
8(y,x) tdesust), siis 3" pohjal Jouskeime g(x,x) tdesuseni,
mis on vastuolus aksioomiga 1%"; kui aga oletada (x-y) & g(y,x)
toesust, saame vastuolu samag 1" aksioomiga.

Kokkuvdttes olemegi kindlaks teinud vdrduse (2). Kui x
Ja y korral g(x,y) tdislause on tdene, siis kirjutame x < y
Ja kOneleme, et "x eelnebd elemendile y" (voi "x on viiksem
kui y"),

Seos jirjestatud hulga kahe definitsiooni vahel aksioo-
mide 1'-3' ja 1"-3" abil on 1ihtne: a) kul f(x,y) rahuldab
aksioome 1'-3', siis g(x,y)=Z(7,x) puhul on rahuldatud 1n=3";
b) vastupidi, kui g(x,y) rahuldab aksioome 1"-3", siis
2(x,y)=g(y,X) pubul on rahuldatud 13,

ISestame selle.

a) Aksioom 1" kehtib t#nu sellele, et vdrduse (1) pdh-
Jjal

g(x,y)=f(x,y)&(x=y). (3)
Aksioom 2" kujutab endast aksioomi 2! duaalset kuju. Aksioo-
mi 3" kehtivus nghtub sellest, et 3' pdhjal

£(x,y)&(x,y) & £(y,3) & (y=2)—> f(x;8),
kus juures eelduste tdesuse puhul on x=z vdimatu, sest sel
puhul j¥uaksime 2' pdhjal X=y t3esuseni; mis on vastuolus
teise eeldusega.

b) Aksioomi 1*' kehtivus Jéreldub sellest, et (2) pdh-
Jal :
2(x,y)= g(x,5)V (x=y) (4)

Ja seega

2(x,y)v f(Yox)ag(xsy)V 8(y,x)v (x=y),
selle predikaadi tdesus aga Jéreldub kohe aksioomist 27,
Aksioom 2' on 2" dusalne kuju, Aksioom 3', mis antud juhul
nuad

(8(x,7)V (x=y)) & (&(y,3)V (y=8)) - g(x,2)v (x=2)
t8esust, kehtid tiénu aksioomile 3", Viide on t8estatud.

Virdused (3) ja (4) tdhendavad eespool kasutusele vde-
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tud stimboolikas Jieti jirgmist:

x <y tdhendab seda, et xSy Jax £,

x < y téhendab seda, et Xas x < y V&1 x=y.

gul jirjestatud hulga ¥ element a on selline, et iga
z¢¥ pubul on a<x, siis elementi a nimetatakse hulga 2
esimeseks elemendiks. Kui, vastupidi, iga <X pubul on
x < b, siis elementi b nimetatakse hulga X viimaseks elemen-
diks.

Kerge on veenduda, et jérjestatud hulga iga alamhulk on
gsamti jirjestatud bulk, mistdttu vdib kBnelds ka alamhulge
esimesest voi viimasest elemendist. '

Hulga jaotust mitteldikuvateks mittetihjadeks alamhulka-
deks, mille thendiks on’ terve hulk, nimetatakse selle hulga
klassijaotuseks. Alamhulki nimetatakse sel korral klassideks.
(Eespool me tutvusime juba ekvivalentsusklassidega.)

Kdneldakse, et jirjestatud hulga jaotus kaheks klassiks
- nimetame neid alamklassiks ja {ilemklassiks - on 1Uige
" selles hulgas, kui alamkiassi iga element eelneb {ilemklassi
igale elemendile. g

Formuleerime niiiid kaks lauset.

(A) Alamklassis leidub viimane element.

() Ulemklassis leidub esimene element.

Jérjestatad hulgas on v¥imalikud jérgmist tHiipt 1¥iked:
tene on kas G100 FRNB A

1) (a) & (U) voi 2) (a) & (1) voL 3) (a) & (V) voi

4 @ e .

Esimesel juhul nimetatakse 15iget rebendiks, viimasel
juhul - mOraks. Peisel ja kolmandal juhul kxdneldakse Dede-
kindi 13ikest saksa matemaatiku B. Dedekindi nime jargi,
kes 1872.a, esimesena selgitas sedalaadi 15igete tiéhtsust
pidevuse kiisimuste kHisitlemisel.

Jirjestatud hulka nimetatakse pidevaks, kui iga tema
1%ige utadb endast Dedekindi 1¥iget.

'Faitame, et pidevas jirjestatud huigas ¥ xentid nn.
Cantori pﬁntsun:

Kui X elementidest on moodustatud kaks 13pmatut jada
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T1sXpseeesTyy eeo I8 ¥1,F0s00esVpseeo Dii et ils < ...

noosﬁé ®ose ja ocoQY-S.oaéyzé yl ninsnjalis& vaar“
tuse korral x, < Yps S11s leidub element %, nii et n ja m

iga vdidrtuse korral kas x,<sly, Vol x $2< Ime

TSepoolest, méirame hulga X klassijaotuse, lugedes alam-
klassi iga niisuguse elemendi x ¢ X , mille korral n mingi
vddrtuse puhul kehtid x < X, Ja tlemklassi hulga ¥ Xk¥ik iile-
Jéanud elemendid. Klassijaotuse nduded on siin ilmselt rahul -
datud: esimesse klassi kuulub iga x,» teise - iga Yy (sest

kehtib x < yn). Samuti on kerge veenduda, et tegemist on

13ikega, sest alamklassi iga elemendi x puhul x < X iilem-
klassi iga elemendi Yy puhul aga y < X, €1 kehti ning 1% poh-
Jal siis x, < y - Jarelikult 3° pdhjal x < y.

Eelduse kohaselt £ on pidev, s.t. vasdeldav 13ige kuju-
tab endast Dedekindi 15iget. Tihendab, leidub X element gz,
mis on kas alamklassi viimane element v0i lilemklassi esimense
element. Esimesel jJuhul X, < %, sest 2 on alamklassis viimane,
ning z < Yo 8€8t z on alam-, Yp @82 ilemklassis, Teisel Juhul
X, < %< y, (pShjendused on niia vastupidised). Tihendab,kas
X< e< Vg VoL x, < z< Ju» Beda aga oligi tarvis ndidata,

§T.Riihm ja JAdr jestatua
Poolr#dhm,

Naiteks 3 (§ 1) me t¥ime grupeiai pubul sisse erilise
predikaadi lihtudes grupeidis defineeritud algebralisest
tehtest V¥ X . '

Asume niiiid vastupidisele seisukohale rakendades para-
grahvis 5 arendatud iildist skeemi. Olgu antud hulk &2 ele-
mentidega {, \ ,... ja predikaat (¥, ¥, X), mis hulga
R *L  teataval alamhulgal on tBene, teataval aga VHar,
Millal see predikaat (koos 'ﬁhti-iapredikaadiga') muudab
hulga & grupoidiks? Ilmselt sils, kui jérgmised prediksadid
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on samaselt tUesed: 5
(X (e ) (1)
(Y, ¥, X) & 2(¥,¥,X)>(X= 2). (2
Tingimusi (1) ja (2) tuleb seega kidsitleda grupoidi aksioo-
midena, Elementi X , mis antud £,y korral muudabd tSeseks
predikaadi f£(¢¥ ,¥,X ) nimetatakse elemendi {¥ parempoolseks
korrutiseks (vdi summaks) elemendiga Y’ ja téhistatakse
YY aX(vol ¥V +f =X).
Formuleerime tidiendava aksioomi, mis muudab grupoidi

poolrithmaks:

2y, X,J) & 2(p 2 F,0) & 2(€,¢,0) & 28, X,
?(w =) (3)

ning tédiendavad aksioomid, mis muudavad poolriihma riihmaks:
(3€ ) 2(&,¥,¢), (4)
2(£,7,7 )& 2(&,Y,v) > (€ =E), (5)
(Av, XY ,p,E) & 2(E,FP,¥)). (6)

Anname aksioomidele (3)-(6) algebras kasutatava kuju.
Oletame, et implikatsiooni (3) eesliikme téislause on tTene.
Siis kokkuleppe kohaselt kirjﬁtwe (piirdume multiplikatiiv-
se kirjutusviisiga)

v =Xy, w=J¢=QvV)P,

8 =yy, =8 =X(¥e).

Et (3) kui aksioom on samaselt t¥ene, siis eesliikme tOesu-
sest jareldudb tagaliikme tGesus, ning seega

Xy )P =X(¥¢ ).
Tihendab, (3) vdljendab tavalist assotsiatiivsuse nduet.

Aksioom (4) nduab, et iga elemendi ¥ korral eksisteeriks
niisugune element & (mida aditiivse kirjutusviisi puhul t&his-
tataxse 0), nii et

\95 =g (VoL + 0--'1’).
Sellist elementi & (v3i 0) nimetatakse { parempoolseks tihi-
kuks (vdi parempoolseks nulliks). Aksioom (5) nduab, et iga
kahe elemendiy Ja Y tihikud (vo1 nullid) ihtiksid omavahel,
s.t. et hulga k®ikidel elementidel oleks iiksainus ihine pa-
rempoolne #hi¥® s (vd1i null 0). Aksioom (6) ndusdb, et iga
elemendl ¥ korral eksisteeriks element ", nii et
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YY =& (Vo1 ¢ +yp= 0),
kus & (vd1i 0) on parempoolne tihik (voi null). Sellist elemen-
t1 ¥ nimetatakse ¢ parempoolseks podrdelemendiks (v3i vastand-
elemendiks) ja tihistatakse V= ~l(voiya - ).
Edasi vGib rilbmateooriat arendada juba tavalisel vii-
8il.% Muu hulgas voib niidata, et parempoolsed thikelement
€ Ja pbtsrdelement f-l on samaaegselt ka vasakpoolseks iihik-
voi pddrdelemendiks, s.t. kui fE=@, s8iis ka Ep= ¢, kui
v -1 =&, siis ka «("ls.(- E.
Toome jargnevalt sisse Jérjestatud poolrtihma moiste,
Hulka O elementidega a,b,... nimetatakse Jérjestatud
Poolriibmaks, kui
1) temas on miiratud binaarne assotsiatiivne algebraline
operatsioon (mille edaspidiste rakenduste huvides téhistsme
a + b),
2) ta on mirgi < abil Jirjestatud huik ning
3) jirjestus temas on operatsiooni suhtes kahepoolselt
stabiilne:

kui a < b, siiac+a<‘c+bjaa+c<b+c iga
¢ € korral,

poolse stabiilsuse asemel on kiillalt nduda thepoolset (nii-
@eks vasakpoolset) stabiilsust,

Noudest 3) voime teha Uhe olulise jirelduse: kui a< b

Jac<q, siisa+c<c p + d ("vBrratusi vsib liikmeti liitav),
Tdepoolest, kxui a < b, siis a + ¢ <b+ecj kuicc< d, siis
b+e<bs+ d, siit transitiivsuse PShjal a + ¢ < b +.d.
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§8.hest pidevate poolribhmade
klassist,

Kiéesolevas paragrahvis vaatleme niisuguseid jérjestatud
‘poolrithmi O , mis on jirjestuse suhtee pidevad ning milles
operatoiooh + Ja jirjestus < on lisaks eespool seatud ndudei-
le 1)-3) seotud veel jirgmise kahe aksioomiga.

A. Kui a < b, siis leidub X element c, nii et a + c=b.

B, Kui a + ¢ =b, 8iis c< b, '

Ni!tame, et aksioomis A. on garanteeritud veel elemendi
¢ ainsus. TSepoolest, kui oleks & + c=a + c', cf c' siis 2"
pShjal kas ¢ < ¢' v&i ¢'< c. Esimesel jubul sasme stabiilsu-
se t3ttu a + ¢ < & + ¢', teisel jubuml a+vc' < a+c. M3lemal
jubul oleks a+cma+c' 1" pShjal vOimatu.

Téhistame a+8+...+8= DA,

Akxsioomist B, jéreldub, et kuna a+a=2s, siis a < 2a, kuna
2+2a=3a, 8iis 2a < 3a Jjne. Uldiselt a < 2a< Ja< ..Kna<,..

Niitame, et pidevates jirjestatud poolrithmades < ,milles
on rahuldatud aksioomid A. ja B., kehtib nn., Archimedese print-
siip:

Iga a,be¢Of korral leidub naturaslarv n, nii et b < na.

Tdepoolest, oletame vastuvditeliselt, ot lelduvad a,
beqnii et ibhegl n korral ei kehti b < na. Teeme hulgas Of
Xlassijaotuse, lugedes alamklassi iga niisuguse elemendi ced/
mille korral leidub n, nii et c < na, ja ilemklassi hulga .Of:
k¥ik iilejdénud elemendid. Klassljaotuse nduded on siin rabul-
datud, sest kumbki klass pole tithi - alamklassis on a, iilem-
klassis b.

Edasi on kerge veenduda, et tegemist on 1¥ikega: alam-
Klassi ¢ puhul ¢ < na, filemklassi d puhul aga 4 < na ei.usaa
kehtida ja seege na < d - Jérelikult, ¢ < d. Alamklassis vii-
uast elementi o™ ei leidu, sest c™< na< (n+l)a ja c” ei saa
olla viimane. Pidevuse t3ttu leidub iilemklassis esimene element
d”™., Euna a onéalamklassis, siis a < d. Aksioemi A pdhjal lei-
dub ¢, nii et a+ced. Aksioomi B. pdhjal ¢ < dT Kuna 4% on Hlem-
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klassi esimene element, siis ¢ kuulub alamklassi, mistSttu
leidub n, nii et ¢ < na., Aksioomi 3) pBhjal niitid a+c <(n+l)a
ehx d"<(n+l)a. Element a* peaks kuuluma alamklassi! Oleme
J%udnud vastuoluni, mis néditab, et tehtud oletus on Va#r, ja
kinnitab seega Archimedese printsiibi kehtivust antud eeldus-
tel.

Lisame niiiid aksioomidele A . Ja B veel iihe n3ude:

C. Hulgas I leidugu niisugune element e, mis on 13pmatult
poolitatav, s.t. mille korral eksisteerivad elemendid e
ee93€pyes. nii et 291-0, 2e2-el, esay 2°k'°k-1""

Nditame kohe, et kui ndudeid A Jja B. rahuldavas p i-
devas jirjestatud poolriihmas on tdidetud ka ndue C ', siis
Jadas ‘1"2""'°k"" Vib alati minna nii kaugele, et teatav
element e, On vdiksem kui mis tahes etteantud element a.

Tdepoolest, xui oletads vastuvditeliselt, et iga naturaal-
arvu n korral on a<e,, siis vasakpoolse stabiilsuse t3ttu
2a< at+e,s parempoolse stabiilsuse t3ttu a+en<’2on-en_l, Ja
transitiivsuse tattu 2a<e, 1. Samal viisil jitkates leiaksi-
ne, et 223<:en_2,...,2na <°n-n“°' Ja seda iga naturaalarvu n
korral. Tihendab, a iikski kordne el saaks olla suurem kui e,
8%e on aga vastuolus Archimedese printsiibiga:

Tdestame jargnevalt iihe olulise teoreemi, mille alusel
me toome edaspidi sisse 13igu pikkuse ja nurga suuruse mdiste.

Teor e e m: Pidev Jérjestatud poolriihm o , milles on
rahuldatud aksioomid 4 -C s on isomorfne positiivsete reaal-
arvude jarjestatud poolrihmaga R 1iitmise suhtes.*

Isomerfne selles mGttes, et leidud J{ niisugune iiksiihene
kujutus poolrithmale R

a<>x ,8€d , de€nm}
mille puhul s#ilib nii algebraline operatsioon kui Jérjestus,
8.t., kul ac> A, b<rp, a<b, siis ubﬂoup, XL=p,
Tdestus: Mdirame k¥igepealt ithese kujutuse Y— R

1’2"..

o

% Tatvumise selle teoreemi tCestusega vdib lugeja edasi
likata 49iga pikkusge Ja nurga suuruse mdistete juurde
JGudmiseni IV peatiikis,




Olgu antud Ol element a. Temale vastavat positiivset reaal-
arvu & otisime kahendmurruna
o(-n+£1+£2+ +£k+ & = 0,1
= 2T vae ? see 9 <y gie
Meie iilesandeks on anda eeskiri, mis vGimaldab iihesel viisil
miirata . naturaalosa n ja iksikuid kaheadkohti Ek (k=i ,2055)
Archimedese printsiibi jérgl leidub niisugune naturaal-
arv n+l, nii et a<(n+l)e. Olgu n+l esimene selline, nii et
ne < a<(n+l)e.
Sel puhul naturaalarvu n v3tamegl « nsiuraalosaks,
Void osutuda, et ne=a. Sel korral vitame X = n,
Kui ne< a, siis A pOhjal leidub a,, nii et 3
ne + &1 = 8.

Seejuures a,< e, sest kui oleks e < a;, sils stabiilsuse
pShjal oleks (n + 1)e < ne + a; = a, samal ajal kui
a<(n+le. {
Aksioomi C pBhjal leidub e;, nii et 2e1 = e, On v8ima-
likud jirgmised kolm juhtu:
la) a= e, 1b) 8;< e, lc) e < a,< e.
Jubul la) vitame X = n + %— Juhtudel 1b) ja lc) mi&-
rame 5-1 viédrtuse ja Of teatava elemendi a, Jérgnevalt:

Kui &, < e, siis vitame &, = O ja tihistame a, = a,; kul
8 < a,< e, siis vGtame {1 = 1 ja midirame A pOhjal a, sel-
liselt, et
e +a,=a.

E¥lemal juhul on 12< eye Esimesel jubul jéreldub see vahe-
tult sellest, et 8 < e, 8, =a1,. Teisel juhul on aga viima-
1ik ndidata, et e, < a, on lubamatu, sest kui oleks &< a,,
siis stabiilsuse pShjal saaksime 201 < e +a, ebhk e <= 2y
samal ajal kui al< e.

Aksioomi C pdhjal leidubd €5 nii et 2e2 =8, On viima-
likud Jargmiseq kolm juhiu:

2a) a, = ey, 2b) a, < e, 2¢) ey < a,< e,
Juhul 2a) vitame £, = 1, Egm &, = .. mEp = .. =0 Ja
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13petame sellega protsessi. Juhtudel 2b) ja 2¢) miirame &,
viddrtuse Ja O teatava elemendi ag Jargnevalt: kui a, < 85
8ils v3tame £2 = 0 ja téhistame a, = 850 Kui 02<a2< e
siis vBtame £2 = 1 ja mi@irame A pdhjal a5, nii et e, + 8y =
= 8,. kSlemal juhul on az<e, (pdhjendused on ssmasugused
nagu eelmise sammu Jjuures.,)

Leidub 03, n.j.i et 203 = e,

3a) Kui 85 = 63, siis Vitame £y a1, £, = €5 = eoo =
= fk... = 0, :

3b) Kui az < @y, sils vGtame 83 = 0, 3¢) kul e < az<
< ey, 8iis vitame E, = 1, Viimasel kahel juhul tuleb protses-
8l jdtkata -~ leida analoogilisel viisil a, < '93, virrelda se-
da suurusega .‘ Jne.

‘Fiiviisi vOime samm-sammult leida X aremdise k3ik ka-
hendkohad ja sel moel midrata ka reaslarvu X enda,

021“18‘.'5 et ullig:lt korraldatud vastavus a > o =
=D + =5 +-2-2+ eoo +?- + oso On tihene, J#db ndidata, et
ta on iiksilhene ja kujutab endast jirjestatud poolrithmade ¢
Ja gt vahelist isomorfismi.

Veendume kdigepealt selles, et konstrueeritud vasta-
vuse pubul g#ilid jirjestus., Selle tulemvse vGib saada kogu-
ni rangel kujul: kui a < b ja a =, b—>3 , siis X<p.

Esmalt teeme kindlaks, et Of iikskdik }ﬂ.saugusele Eelemen-
dile a vastavusse seatud kahendmurrus n + -%— + see + = + oo
eeo €1 VBl esineda olukord, mil teatud Jérgust alates koi-
kides jargnevates kahendkohtades on arv 1. TOepoolest, kui me
olotaksime,et &, =& . = ... =1, siils oleks

ex<8x< ox.y’ ex,) < ag,; <ey,...
(8.t. k-ndast sammust alates oleks alati tegemist juhuga
e)), kusjuures

Ok * Bxy) T 8y Oy FApo ® B4, eee
Siit jOuaksime kergesti vastuoluni, sest A pdhjasl lei-
duks parajasti iiks b, nii et 8.1 * bk = &, edasl parajas-

by b i e ooy PO T LR ©y,1 Jne. Teise vGrduse
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pooltele e, , liitmisel vasakult saaksime &y ; + Dy ;= ey

Ja siit A. pChjal by . = bye Fiiviisi edasi jétkates leiaksi-
me, et bk = bk+l = bk+2 = +oe m b Ja seetdtiu Bp.e * b=

= oy (¢=1,2,00). S11t B pohjal b < ey (n =k +0 -1,
E+¢, E+0 +1, ooo)s Sanksime vasiuolu ndudele C vahetult
jirgneva mirkuse sisuga.

Kahte niisugust kahendmurdu, mille teatavast kobast ala-
tes el voi esineda alati arv 1, on lihtne vOrrelda: kul kahes
sedalaadi kahendmurrus kohtade viirtused teatud jérguni ihti-
vad, esimeses murrus on jirgmisel kohal 0, teises 1, siis
voime kindlad olla, et esimene kahendmurd on rangelt vdiksem
teisest kahendmurrust.

Niiid voimegi tdestada soovitud tulemuse: kui a £h,
a—>d, b—>p , siis e(</5.

0lgu

£ & &
d-nf'—]z."*'a'%—Oooo*'k"'.--’
11 ne2 nk

P-III#TO? + ooe +?-+...,

s.t.

ne<a < (n + 1)e,

me<b < (m + 1)e.
Néitame koigepealt, et kui a < b, siis n< m, Tgepoolest, kul
oletaksime vastuvéiteliselt, et a < b puhul m < n, siis saak-
sime me < ne ja seega (m + 1l)e < ne, ning transitiivsuse tottu
jouaksime b < (m + 1)e < ne < a pdhjal vastuoluni: b < al

Kul n < m, siis viide %<8 kehtid; kui n = m, tuled

minna sammu vdrra edasi, Viimasel juhul nimelt voib eespool
kirjeldatud menetluse pthjal leida aq Ja bl' nii et ne + &4 =

=a, ne + b, = b, 8 < o,b1< e. Seejuures a; < bl' sest kul
oleks blé ay, siis stabiilsuse pdhjal sasksime ne + bl < ne +

+ a. ehk b £ a, see on aga vastuolus eeldusega a < bl Néitame,
et sel pubul 51 =1, 7 1 =0o0n vdimatu, Toepoolest, kui ole-
tada, et £, = 1, 7, = 0, siis peaks kehtima b, < 015 ay,

mis on vastuolus ésja leitud tulemusega &, < bl.
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Téhendab él Ja ’?1 kas tihtivad voi 51 = 0, ’21 = 1, Vii-

masel juhul &</ kehtib, esimesel juhul tuleb minna sammu
vorra edasi - mdarata a, Ja b2, nii et kas 8, = 8, < €,

by = b,< e (El-nlso pubul), voi &y tay=ay, e ¢
+ by, =Db), ay< €, by< & ({1 =%, = 1 pubul). M¥lemal
Juhul a, < b2. Esimesel juhul on see ilmme, sest ay < bl.
Teisel juhul on aga b2$ a, vOimatu, sest siis oleks ‘1 + b2
< e, +a, ehk bls a,l

Niilid on kerge veenduda, et vdrdused & 2=1, 9{2 =0 ei
vdi aset leida, sest siis oleks b2 < ey < a,, mis on vastu-

olus sellega, et 32< 'b2. Jérelikxult & s a7 g kas thtivad voi
& 2= 0,7, =1. Viimasel jubul %<p kehtib, esimesel juhul
tuleb minna sammu vdrra edasi.

Nilviisi samm-sammult jétkates kas 1) jouame varem voi
hiljem olukorrani, kus mingi k-nda jérgu puhul é‘k = 0, 771: = 1
ja seega oA<p Vol 2) X ja /5 k3ik kshendkobad iihtivad ning
L] -P .

Jaab naidata, et viimane juht ei vdi aset leida. Selleks
toome A pdhjal sisse Of elemendid c, ¢

1°? 02, ooy ck’ oo
niieta+c-b,al+c1-b

12 a2+c2-b2, soey By +Cp =
= Pys By + Cp g =B, eee o Sellesama A abil on lihtne
veenduda, et ¢ = ¢

1=Cp = eoo mCp = 400 sestku.iak+1-
= 8y, bpg o= by (8.t & =M, = 0), siis 8y < By, 8 + 0 =
=b, 8 + Cx,1 = b, ning A pdhjal Cra1 = S (s 020005 s
Cone), kul aga ey + &y ) =8y, & + b, =D (8.t 8y =7y =
= 1), siis v3rdusest 8%+l * k41 = Py,; saame mdlemale poole
e liitmisel vasakult 8 +Cp .y = hk Ja seega samuti Cri1 = |
= 0 (16 90y P LN o = c).

Aksioomi B p¥hjal cl< bl’ 02< b2’ cee 5 6. < bk’ iy

ning kuna bk< €x.1s> 8iis kokkuvGttes
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c< &y (k=1,2,...).
See tulemus on vastuolus ndudele C Jj&rgneva miarkuse sisuga.
Tihendab, jubt 2) on viimatu. Vorratus «<f ongi t¥estatud.

" Wiiid on libtne niidata, et vastavus a— &« on iiks-iihene.
P3epoolest, kuli a ja b on & erinevad elemendid, siis kas
a<bveli b< aning kui b—p, siis vastavalt kas «<p voi
f <ot - tihendab o ££. ;

Tekib kiisimus, kas iga positiivse reaalarvu o korral
leidud O niisugune element a, millele vastab see arv o ?
Naitame, et see tBesti nii on. Selleks esitame arvu & kahend-
mUrruna.

£ &
& -n+‘—%+‘£2§+.oo '."?k’.‘.o. (ek’O’l)

ning vdtame vaatlusse Of jirgmised elemendid

x, = ne y]_-(n+l)o
x, = ne +&,0y yp = ne + (&, + 1)ey
xy = me + &0y +&e, ¥y = ne +£101+(£2+1)02

x, = ne + &0 + ooe +f0y Jp mne+E 0 + .ee +5-1%-1 +
+ (ee + 1).? /

R R R R R AR @eesecsencstatsesntrenesecene

Siin x £ X 4 (x = 1,2,...), sest x, = Ne, ., kus

N= n.}’l #El - 2k + see +£k 02' kuid !k’_l = (H +£k+1)ek+1,

ning aksioomi B, jérelduse pdhjal toesti Ney < (N *£k+1)

or.1° Analoogiliselt v3ib veenduda, et %< "p ning et
I < Y

x ja ¢ iga vidrtuse korral.

Jadade Xy, Xpy ecey Xgy see 38 yys Yor eeer Jo o oo
pubul on seega téidetud Cantori printsiibi eeldused, mistdt-
tu eksisteerib Of niisugune element a, nii et k Ja 0 iga .
vadrtuse korral kas x, < a <y, vel x, < &a<yp e .

Viimase vOimaluse voime iildsust kitsendamata vdlja sul-
geda. TGepoolest, kui oletada, et mingi Xonkreetse ¢ viirtuse
korral & = y, » siis ténu sellele, et 8 < ¥, 1< ¥, » keh-
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tib ka a = Yo,y Jne. Tdhendab, sel korral Yo = y' $1 = eee
seeTpap = vee See aga tiéhendab seda, et C‘,-e‘(_._l = ces =

-e, +p = ece = 1, ehk teisiti Heldes,x arendises kahendmur-
ruks on k¥ik kahendkohad teatavast Jdrgust alates vordsed
arvuga 1. Niisuguse olukorra voime t3esti védlja sulgeda, asen-
dades % selle arendiss vastava 13pliku kahendmurruga.

Jérelikult eksisteerib < niisugune element a, nii et

X, £a<y )
Edasi on niiiid kerge veenduda, et kui me hakkaksime konstruee-
rima elemendile a vastavat reaalarvu, saaksime selleks para-
Jastl arvu « : thisosaks saaksime ne < a < (n+l)e pBhjal n,
esimese kahendkoha visartuseks ne + Ele < a<ne + (81 + l)el
pohjal El Jjne.

Senise t¥estuskiigu kokkuvdttena voime Yelda, et konst-
Tueeritud vastavus a-»>q kujutab endast iksiihest vastavust
Ot <> RY, mis sailitadb jarjestuse.

Teoreemi 13plikuks tdestamisexs Jédab veel ndidata, et
vastavuse puhul sdilib algebraline operatsioon: kui a —» X,
b—p, siis a + b>aA+rp,

Selleks valime O elementidele Jadast e, €15 ecoy Opjeee
vabalt elemendi €, . Archimedese printsiibi pdhjal leiduvad
niisugused naturaalarvud N Ja M, nii et

Ne < a<(!l+1)ek
He<b< (M4 l)ey.
Siit
(H_+ll)eks a+b<(N+l+2)ek.

Téhistame Of elemendile a + b vastava reaalarvu 4

Elemendile Ney vastad reaalarv K,

. Selles on kerge
veenduda, kui esitada N kahendsiisteenis Jérgmiselt:
N=n2 + 812k"1 *oeee +&4 142 + &, Element Ne, on siis

esitatav jirgmiselt; Iok = ne 4+ &
millest nahtubki, et Iok—» N.

131 + eee + é"k_lek.‘-r é-kek' :

Et vastavus, nagu me €espool niitasime, sédilitab jirjes-
tuse, siis :

- 44 -



X. —:5$d<(ﬂ+ 1). "1? :

n.—’;sp<(u+1) .—;-’5,
(n+u).—2;sy< (N+u+2).-:-5.

Esimese kahe rea vdrratuste vastavate poolte liitmisel
saame

(N + M). —?<°(+p<(i+l+2) ";E‘

5iit ndhtub, et reaalarvud & Ja & +f3 asuvad samas pool-
4
13igus pikkusega "?'-T_’ ning kuna k voib olla ilksk®ik mis-

sugune naturaalarv, siis
a’ = +P .
Teoreem on t¥estatud.

Teoreemist v3ib teha mitmeid huvitavaid jérelduei. Teo-
reemi eeldustes puudub nditeks poolriihma Jf operatsiooni kom-
mutatiivsuse nSue - see jireldub niiid X Ja RY igomorfsusest!
Semuti voime Selda, et teoreemi eeldust rahuldava poolriihma
Ot 1ga element on 1Bpmatult poolitatav (sest R ige element
on seda). Uhesdnaga, positiivsete reaalarvude valla k¥ik jar-
jestusega ja liitmisega seotud omadused kanduvad iile pool-
rilbma of .

Poolriihma Of elemendile a vastavat positiivset reaalarvu
o nimetatakse selle elemendi md%duks. Elemendi e mG3duks on
arv 1. Seetdttu seda elementl e nimetatakse mg3tithikuks pool-
rilhmas O .

Naitame, et Of elemendi a m33tu m@Ftihiku e korral voib
defineerida ka kui positiivset reaalarvu o« , mis vastab ele-
mendile a tkskdik missuguses isomorfismis <> R*, mille
Xorral elemendile e vastab arv 1.

Toestada tuleb ieti see, et iga isomorfism Or<»R",
mille korral e > 1, iihtib varem konstrueeritud konkreetse
isomorfismiga.

Oletame, et lisaks isomerfismile O/<*R*, mille korral
a 4>d , leidub veel teine taoline isomorfism, mille puhul
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a €4’y kusjuures molemal juhul e <» 1. Sel korral on misra-
tud R* isomorfism iseendasse (ekk automorfism) of <> ', mille
pubul 1€> 1, Siin véime kasutada ka funktsiooniteoreetilist
keelt: jarjestatud poolriihmal R* on mi#ratud ithene funktsioon
o's £(o ), mis rahuldab tingimusi

1) £(« +[$) = f(x) 4+ f(F),

2) kui A<Lp , siis £(A) < f(/&),

3) £(1) = 1.
Tingimus 1) kujutab erdast tuntud Cauchy funktsionaalvdrran-
dit, tingimus 2) aga monotoonsuse nduet. On histi teada, et
Cauchy vorrandi ainsaks lahendiks monotoonsete funktsioonide
klassis on f(X )= ca (c= const)®. Et meil £(1) = 1, siis
¢ =1, ning f(« )sd,

Téhendab, seatud eelduste korral «'=o. Elemendi a moot
poolriihmas O antud md3tihiku e korral on seega midratud iihe-
selt,

Eespool me mirkisime, et isomorfismi Ofl«> R* pdhjal on
X 1ga element 13pmatult poolitatav ja me vdime wmodtiibikus
vitta Of iikskdik missuguse elemendi e', Sel korral Saame uue
isomorfismi a <»>o’ ja Jérjestatud poolriimas R* ume funktsioo-
ni '= £(c ), mis rahuldab kiill tingimusi 1) ja 2), kuid mitte
enam tingimust 3). Kui e' md%t mddtithiku e korral tdhistada
k, siis (k) = 1, ning kuna 1) ja 2) médravad funktsiooni
2(X) = e , siis antud Juhul «'= X,

Kokkuvdttes saame tulemuseks:

Kui m@otilhik asendada elemendiga, mille mddt on k, siis
suvalise clemendi mO3t korrutub teguriga —. Arvu k nimeta-

takse magstaabikordajaks.

X Kui monctsonse funktsiooni vidHrtused tiidavad terve vahe-
miku (vdi peolsirge, nagu praegu),siis funktsioon on pidev
(T .M.Puxrenronsn. X pc auddepernmansHoro u HHTET'DANBHOTO
Hcumcnerus, rA.11,§4, n,71). Pidevate funktsil_p %ie klassis
on Caushy v8rrandi lahendiks aga f() = ok ( .‘H’. UXTEHTOJBN,
loe,eit., n.74}. Viite v8ib t8estada k
t8estus mdnevdrra lihtsustub, PRI IRaRy KR Viires
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II peatiikk.
FASAEDI S2RUKTUURS

Kiesolevas peatiikis formuleerime hulgal ¥x ¥ x¥ mééra-
tud predikaadi - ternaarse suhte - jacks n-m3Gimelise vahel-
-struktuuri (n»2) aksioomid I, - Ig ja n#ditame, et niisugust
Xuut aksioomi rahuldava predikaadi abil v¥ib hulgas (punkti-
de hulgas) sisse tuua vahemiku, sirge, poolsirge, kolmnurga,
selle sisepiirkonna ja laiendite, tasandi ja pooltasandi mois-
ted selliselt,et kehtib rida pdhilisi elementaargeomeetriast
tuntud lauseid. Peatiiki véltel toome sisse planimeetria di-
mensiooniaksioomi (ndude n = 2), millest me aga jérgmises pea-
tiilkis kohe jélle loobume,

§9. Vahel-struktuuri
aksioomid.

Kdneldakse, et hulgal Xx ¥~ ¥ ma#ratud predikaat f(xyz)
rahuldab n-mddtmelise vahel-struktuuri aksioome (n > 2), kui
samaselt tOesed on

1° 3=~ (3=2)2(xy3),
2° f£(xyz) = £(zyx),
3° f(xyz) - (37y),
4° g(xys) & h(xyw) - h(xzw),
xus g(xyz)= f(xyz)V £(yzx) v £(=xy),
h(xyz)= g(xyz) v(z = y)v (y= 2)V (2= x),
5 {x ¥ y)—=(32) h(xys),
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6° E(x3%)& f(xyu) &f(yvz) - (I w) (£(xws) & f£(uvw)).

Edaspidl, selleks et lihendada siimboolikat ja koneviisi
geomsetrias traditsiooniliseks saanud maneerile, hakkame hul-
ga¥ elemente nimetema punktideks ja téhisteme neid suurte
ladina téhtedega A,B,C,... . Seejuures eeldame kohe algusest
peale, et X sisaldab vihemalt kaks erinevat punkti. Hiljem
selgub siis, et punkte on tegelikult 13pmata palju. Aksioomi-
de 1°-6° ndudeid rahuldavat predikaati hakksme nimetama vahel-
-predikaadiks 3& tdhistame < ABC> .

Aksioomid 1°-6° omandavad sel pubul jérgmise kuju ja
sisu

I, TW=B) (3 c)<amc>

Kui punktid A ja B on erinevad, siis leidub niisugune
punkt C, nii et B on A ja C vahel.
I, <ABC>~>(CBA> .

Kui B on A ja C vahel, siis ta on kXa C ja A vahel
(vahel-predikaadi siimmeetria).
Iy, < ABC?>—<ACB>

Kui B on A ja C vahel, siis C ei ole A ja B vahel.

Jirgmiste aksioomide lihtsama esitamise huvides toome
sisse kaks tuletatud predikaati.
Kdnelems, et kolmest punktist koosnev kolmik A,B,C on
korrektne (lad, k., correctus - Sgvendatud), kui
<ABC>V < CAB> V< BCAD>
on tdene (kui vihemalt iiks Xolmest punktist A,B,C on iilejHd-
nud kehe vahel). Sel viisil defineeritud predikaati -
- "korrektsus "-predikaati tdhistame [ABC] (eespool h(xys),
nii et kehtib samasus y
(1) [aBc]=caBc> v <cas>V <Bea> .
Koneleme, et kolmik A,B,C on kollineaarne, kui
[aBCIV (A =B)V (B=C)V (C = 4)
on t¥ene (kui kolmik on kas korrektne v3i vihemalt kaks
punktl temas iihtivad), Seda "kollineaarsus" - predikaati
téhistame {ABC} (eespool g(xys)):
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(2) {aBcY= [aBc]v (A =B) V (B =€)V (C = A).
Mirgime, et kui "vaheli-predikaat < ABC> en I, pShjal
simmeetriline ainult Hdrmiste punktide suhtes:
(3) <ABC>=<CBAY,
giis "korrektsus®~ ja "kollineaarsus”. predikaadid om (1) Ja
(2) pohjal simmeetrilised koigl kolme punkti suhtes:
(4) - [AiAJA.k;I = [AjAnh4]
(5) {Agagap = {88085}
(siin i,j,k on indeksite 1,2,3 vabalt vGetud pemtatsioon).
Formuleerime niiiid viimased kolm aksioomi:
1, [aBc]& {aBp}-{acD}
Kui kaks punktikolmikut, millest iiks on korrektne ja
teine kollinesarne, sisaldavad kaht tihist punkti, siis iks

neist ihistest punktidest moodustab koos gselle kahe punktiga,

mille poelest antud kolmikud erinevad, kollineaarse punkti-
kolmiku,

1, Th = B (3c) { AT}

Leidub mittekollineasrne punktikolmik.
15 {ABC)&<ABD>&<BEC>—> (] F) (<AFC>&<DEF> )
Viimase aksioomi kiillaltki komp-

AC litseeritud s3nastuse asemel piirdume
g xdrvalesitatud joonisega(l).Rhutame,
/’( ~ .ui et sellel on ainult illustreeriv tdhen-
Pigs
/_ T e _L LAV dus. )
A B D Kiesoleva peatiiki sisuks on jirel-
Joonis 1. gmte tegemine vahel-struktuuri aksi-

o‘omi_dost. Esimestes paragrahvides on
need jéreldused veel formaalse ilmega, Xuid peagi asenduvad
nad sisukate geomeetrilise iseloomuga lausetega.

Mérgime siin kohe, et n-m33tmelise vahel-struktuuri aksi-
oomidel on pdhjapanev tdhendus mitte iiksnes tavalise elemen-
taargeomeetria Jaoks, vaid ka paljude xaasaja matemaatika osa-
de jaoks., Nii niditeks voib kergesti sisse tuua aksioome 11‘16
rahuldava predikaadi igas lineaarruumis iile jirjestatud xor-
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puse (léhemalt vt. § 21). Samuti v&ib meetrilises ruumis loo-
mulikul viisil sisse tuua meetrikaga seotud vahel-predikaadi,
lugedes,et {ABC> on tSene, kui A,B,C on meetrilise ruumi
erinevad punktid ja ¢ (AC) = ¢ (AB) + ¢ (BC). Tuletame siin-
Juures meelde, et meetrilisest ruumist ¥ Xoneldakse sel Xor-
Tal, kui on antud hulga X xX tihene kujutus $ reaalarvude
hulka, nii et

1° p(m) =0

2° ¢ (aB) = ¢ (BA)> O, Xui A 4 B

3° £ (aB) + 9 (BC)> ¢ (AC)

Osutub, et aksioomid I2 Ja I, on sel korral jareldusteks

aksioomidest 1°-3°, sest xul ¢ (AC) = p (aB) + P (BC), siis
ka @ (CA) = ¢ (CB) + 9 (BA), kuid P (AB) = P (AC) + £ (CB) on

sel puhul erinevate B, C korral v3imatu, sest me saaksime siis

£ (BC) = 0 ja B,C peaksid tihtima. Aksioomidest 1°-3° jirel-
dub ka osa aksioomi I4 ndudeid, nimelt

<ABC> & <ACD> —» <BCD> & < ABD >

toesus (vrd, § 11, teoreem 4). See Jéreldud nimelt seostest
¢ (aD) = p(AC) + p(CD) =p(AB) + 9(BC) + g (cD)>
75(AB) + 9 (BD)>¢(AD). :
Aksioomi I4 lilej8&nud nduded, samuti nagu Il, 15 Ja 16 nduded,
meetrilise ruumi aksioomidest 1°-3° 1 Jéreldu ja kujutavad
endast tdiendavaid kitsendusi meetrilise ruumi mdistele.

Jérgnev kidsitlus on seega teatavas mdttes vaadeldav ka
nditeks lineaarsete ruumide Ja teatavate eritiiipl meetriliste
ruumide geomeetrilise ehituse uurimisena,

§10. Lemmasia Ja teoreeme
Punktikolmikute kKoh ta,
-

Kéesolevas paragrahvis tuletame aksioomide I
range deduktsiooni teel rea samaselt tGeseid implikatsioone
punktikelmikute kohta. Margime, et sedalaadi implikatsiooni-
deks on Sieti ka aksioomid Il-Is ise,

1'16 alusel
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Alustame iiheainsa kellineaarse punktikolmiku uurimisega.
Eollineaarse punktikolmiku me defineerisime predikaadi (2)
abil: kolmik A,B,C on kollineaarme, kui

(2) {ABC}E[ABC]V (A=B)V (B = c)V (C = A)
on tdene, kusjuures
(1) [aBc]=<aBc>V<(CAB>V <BCA >

t3esuse puhul ktneleme korrekisest punktikolmikust.

Semasuste (1) ja (2) paremate poolte tJesus on garan-
teeritud, kui disjunktsiooni kasvdi iiks liige on tdene. See-
t5ttu vdime kohe kirja panna rea alati tBeseid implikatsioo-
ne:

(6) (o = B) = {aBc},
(1) [aBc]—> {aBc},
(8) < ABC >—»[ABC].

Siinjuures ei ole sugugi vidlja suletud v3imalus, et tTesed
on korraga disjunktsioonide (1) ja (2) mitu liiget voi kogu-
ni k3ik liikmed. Mele iilesandeks ongi vidlja selgitada, mis-
sugused on voimalikud olukorrad kollineaarse punktikolmiku
puhul.

Teoreem 1l., Kollineaarse punktikolmiku A,B,C pu-
hul on tdene iiks ja ainult iks neljast jirgnevast téislau-
sest.

1. (A=B)V(B=C)V (B =A4)
2. <ABC?
3. < BCA?
4. < CAB?

7% es tu s, Niltame esmalt, et kolme viimase tais-
lause puhul igailhe tdesus suleb valja iillejéddnud kahe tdesu-
se. Nii et implikatsicon
(9) L ABC >—»&BCA > & < CAB>
on alati tGene.

Lepimegi kokku edaspidi kirja panna ainnlt alati tde-
seid implikatsioone, nimetades neid lemmadeks voi teereemi-
deks (xul nad ei ole aksioomid). Lemmade néideteks on (6) -
-(8). Toestada lefme vGi teecreem tihendad nildatas, et vas-
tav implikatsioon on alati t3ene. Deduktsiooni pubul kasu-
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tame seejuures siillogismi reegli liihendatud kirjutist (§ 5).
Viited kasutatavatele aksioomidele ning eespool tdestatud
lemmadele v3i teoreemidele anname rea ees kumersulgudes.Kasu-
tame seejuures ka nende dusalseid kujusid (§ 4) ilma seda
eriliselt mirkimata. '

Lemma (9) tSestus nieb sel puhul vilja jhrgmine:
(I5, I,) <ABC> — <ACB>—» <BCA>
(12, 13) <ABC> —> < CBA> —< CABY.

Edasi vOime naidata, et ilkskdik missuguse tdislause tGe-
sus kolmest viimasest (2.-4.) teoreemis 1 sulgeb vidlja esi-
mese tdislause tdesuse:

(10) <aBc>—>TE=58) & F=0C) & TC=17.

Tdestus on vastuviditeline ja kasutada tuleb loogika sama-
selt tleseid valemeid 13 Jja 14 (§ 4). Kdigepealt n#itame,et
(11) <ABCO>~+» (B =0).

T3epoolest, kui oletada, et mingi kolme punkti A;B,C korral
on <ABC>ja B = C korraga tBesed, siis on t3ene ks < ACB>
(sest B ja C on ju iks ja seesama punkt). Aksioomi I pShjal
on sel korral t¥ene ka <ACB> . Téhendab, tSene peaks olema
<ACBY & <Aﬁ>, see on aga vastuolus loogika valemiga 13,
Jirelikult <ABC”> tOesuse korral on B = C vasr Ja 14 pdhjal
8iis (B = C) tdene. Lemma (11) ongi sellega tdestatud.

Niilid on kerge tdestada, et
(12) <ABC>—>TA = B).

TI3epoolest,
(12, 11) <ABC>—> <CBA>—>TBF = X).

J&édb veel kindlaks teha, et
{13) <ABC>->TA=10).
Seda teeme samuti vastuviiteliselt. Oletame, et mingi kolme
punkti A,;B,C korral on <ABC) ja A = C korraga tdesed. Siis
(11) pshjal TE=T) on tSene ning I pdhjal leidub P, nii
et {BCP} on tBene. Edasi on (8) pdhjal tdene [ABc]. sellest
aga, et A = C on tdene, jireldud (6) pdhjal {Abp} t3esus
ning koxkuvdttes (4) ja (5) pdhjal ka [CaB

] & {car} toesus.
Aksioomi I, pthjsl on niiid {CBR} ehk {BCP} tdene. Toene peaks
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seega olema (n-c'i} & {BCP} mis on vastuolus valemiga 4b) (§4).
Lemma (13) on tdestatud.

L3ppeks on niilid kerge veenduda, et esimese tédislause tOe-
sus teoreemis 1 sulgeb vdlja viimase kolme tdislause tSesuse.
See jareldub otsekohe lemmade (11)~-(13) duaalsetest kujudest,
nii et #ildiselt vdime kdnelda implikatsiooni
(14) (A= B)V (B =C)v(C =) > {ABC>
samaselt t3esusest.

Teoreem 1'on tdestatud.

T3estame niilid moningad lemmad ja teorecemid, mis seovad
kaht #ildist punktikolmikut.

Lemma 1.

(15) [aBc] & {7BD}->{ACD}.

T3 estus: Oletame vastuvditeliselt, et leidub neli
niisugust punkti, mis muudavad koos eeldusega tUeseks ka lau-
se {ACD} . Et
{4, 1,) [ABC] & {ACD}—[ACB] & {ACD}—»{ ABD},
siis on sel korral t3ene ka {ABD}. Eeldust arvestades leiak-
sime, et tlene on { ABD} & ( ABD}, mis on aga vastuolus loo-
gika valemiga 4b). Thhendab kui (15) eeldus on t¥ene, siis
peab 4a) pdhjal tdeme olema ka {ACD}.

Lemma 2,

(16) {5} & (ABD} & {ADC}>(A = D) (Joonis 2).
T3 e s tus: Oletame vastuvditeliselt, et leidub ne-
1i punkti A,B,C,D, mille korral eeldus
/C on tdene, kuid viide vidr, s.t. TA = D)
/ on tJene.
~AL —— (&) (ARyAE= D)
Dy B (84, 4a)) {(ABCY & (ADCY-TE=D);
(2) {aBCY} & (A =3B) & (B=D) &
Joonis 2. & (D = A)—>(aBD]~>[ADB];
(1,)  [apB] & {aDc }-fsc].
Nagu niha, jareldub valemi (16) eelduse ja lause (A = D) tde-
susest ABC t3edhs, seega (ABC) & {ABC} t3esus, mis on aga
v@imatu.
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Lenma 3,
(a7) < ABC> & {BCDY-»[ABD].

Toes tus: Niitame kodigepealt, et kui eeldus on tdene,
8iis punktid A,B,D on erinevad.
(12, 13) <ABC>->{A = B), <BCD>-(B = D).
Oletame vastuviiteliselt, et koos eeldusega voib teha tBeseks
ka D = A,
(I5,15) <BCD> & (D = A)~»<BCA>—>CACB) —’<T3c->!__
tdhendab, oletuse korral saaks t3eseks ka <ABC> & <ABC),
mis on viimatu,

Edasine t3estus on jdrgmine:
(8,7,I,) <aBC> & <BCD>-+[BCA] & {BCDY->{BAD};

(2,4) {(Bad} & TB=K) & TA=D) & P=5->[ea]
—>[ABD].
Lemma 4,
(18) {ABC} &<ADB> & <AEC>-{D = E) (joonis 3.)

T3es tus: Oletame vastuviiteliselt, et leidub
viis niisugust puniti, mille korral eeldus ja D = E on kor-
raga tdesed.

(7,8) < ADB>~>{ABD};

(7,8) <AEC>& (D = B)-><ADC >—{ax);
(12) < ADB>~> (K™= D);

(16) {TBC}& (ABD} & (ADC}~ (A = D).

Téhendab, meie oletuse korral oleks tdene TA = D) & (A = D),
ning oletus on v@imatu.

Teoreem 2, LA
(19) {ABC} &<ADB> & <AEC)> & <BFC >—+{oEF} (joo-
nis 3).

Toes tus: K3igepealt niitame, et AyByeseyF On
kuus erinevat punkti.

A (6) (ABC}>TA=F) & TF=T) & D
Pord Nep (12, 11) <ADB>-{D = A) & TD = B) jme.
// '\\ (18) {ABC} & <ADB> & <AEC>XD = E) jue.
IS O Edasi tBestame, et koos teorecmi eel-
A 0 B dustega on tSene ka [ATL, « [BDE] &
Joonda 3 &|CEFL Oletame vastuviiteliselt, et
-ine s




koos eeldustega on tdene niiteks [ADE|. Kuna

(4,8,7,1,) [ADE] & <AEC>-{AED] & {AEC}~{ADC},

(8,1,) <ADB> & {ADC}~[ADB] & {ADC }>{ABC},

siis peaks t3ene olema {ABC}, koos sellega aga ka (E} &

& (ABC}, mis on viimatu. Analoogiliselt viib vastuolule ole-
tus [BDF] voi [CEF] t3esuse kohta.

Eeltoodu pdhjal vdib kokkuvdttes Gelda, et koos teoreemi
eeldustega on tGlene

{ADE} & {BDF) & (CEF}.

Teoreemi edasine tUestus on samuti vastuvditeline. Ole-
tame, et leidudb kuus punkti, mille pubul on tGesed nii teo-
reemi (19) eeldused kui ka {DEF}. Kuna D,E ja F on erinevad
punktid, siis on tdene [DEF] ehk (1) pdhjsl kas <DEF>,
KDFE) v8i <EDF)>. Vaatame 1&bi néiteks teise jubu, illejad-
nud kaks tGestatakse simmeetria pdhjal analoogiliselt.

(1g) (ADE} & <ADB> & <DFE> (36)  (<AGE>&<BFG>);
(8,7,1,) CAGE> & <AEC>->[AEG ] & { ABC}—>{AGC} ;

(8,7,1,) <BFG >& <BFC>~>[BFG] & { BFC}~>{BGC};

(5,16) (ABC) & (AGC) & (BGC}~»{CAB} & (CAG} & {CBE}~>(C = G);
(1) <AGE> & (C = G) = <ACE>—>QEC) .

Jérelikult, kui lugeda, et koos eeldustega on tGene <DFE> ,
siis on t¥ene ka (AEC), seega ka <AEC> & <AEC> , mis on aga
viimatu, Teoreem 2 on iFestatud.

§11, Jirjestatud punktineldik.

KSneldakse, et on antud n jérjestatud punkti siisteem
(nz 3), kui iga naturaalarvuga i, 1< n on vastavusse sea-
tud punkt A;, nii et <A1AJAk> on tdene niipea,kui i < j< k.

Kul n = 3, siis rédgitakse jérjestatud punktikolmikust.
Viimase olemasoluks on vaja eeldada, et hulk X sisaldab
vihemalt kaks ervevat punkti, Edaspidi me alati arvestame
seda eeldust, Sel korral aksioomi 11 pdhjal eksisteerib kolm
punkti A,B,C, nii et <ABC). Tarvitseb vaid vdtta A) = 4,

Ay = B, A3 = C,
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Teisiti en lugu juhul n = 4, mil kdneldakse Jérjestatud
‘pu.nktinolikust. Kui téhistada siin Ay = A, A, = B, A3 = C,
A‘ = D, slis tingimus, mille puhul A,B,C,D moodustavad jir-
Jestatud punktineliku, omandab kuju: lause

"<ABC> & <ACD» & <BCD> & <ABD>
on tdene (joonis 4.). Siin on tegemist nelja "vahel®-predi-
kaadi konjunktsiooniga, selle tdeseks
z"——'g———é-—-a muutmise v@imalikkus ei jireldu liht-
salt ihestainsast aksioomist, vaid va-
Jab eraldi tdestamist. Joonisel 4 on
siin ainult illustratiivne téhendus.

Jérjestatud punktineliku olemasolu kindlaks tegemiseks
tuleb eelnevalt tBestada kaks olulist teoreemi.

Teoreem 3,

(20) <ABC> & <BCD> —<ACD> & <ABD> (joonis 5).
A B c T3es tus: Esmalt tdestame lemma

________ (21) <ABC> & <BCD> —<ABD>
bt f (joonis 6).

Joonis 4,

B € D (12,1) <asc>>(a =5~ (IE) {ABE};
Joonis 5, (5,6,11) {IBE}—’(M}—’ F=%)~—~
Tt 7 —(3 F) <BEF>;
7\ (8,4,5,15) <ABC> & { ABE}—[BAC] &
H\ & {BAE} > {iCE} 4
r\%e ( =" - )<BEF> & ( BCE}—~[BEF] &
A & (BEC)-EFC) 5
//1 \ e (5,1,,1¢) {BFC} & <aBC> & < BEF> —~(CBF) &
pt % 3 5 &<CBA> & <BEF>->(3G)(

(KCGF > & <AEG>);

: Joonig 6.,

(1) {BCF} & <BCD> &< CGF>—> ( IH)( < BHF > & < DGH>)3;

(8,5,15)<ABG> & (TBE}-»(AEG] & {XEB}-ACE}->(E8G};

(17)  <aBC> & <BCD>—>[ABD] ; |

(15,5) [ABD] & {BG}-{X0G}-~{D0K};

(1g)  {DGA} &<DGH>&<GEA>—>(JI) DIA> & <HEL>).
Jédb ndidata, et I = B,

(7,8,1,) <BEF> & <BHF>>[BFE] & (BFH} {BEH};

( ™ ) <HEI> & {BEH}+(EHI] & {EEB} (EIB);
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(1,8,1,) <DIA> & [aBD]-+[aDI] & {ADB} {a1B};
(5,16) {ABE} & (AIB} & {EIB}>(BAE} & {BAI) & {BIE}
-2 (B =1);
(15) <DIA> & (B = I)—><DBA>>ABD).
Lemma (21) on t3estatud. Teoreemist (20) Jai t¥estada
veel, et
(22) < ABC> & <BCD> —* CACDD.
Seda vdime nitid teha jargmiselt:
(1,5,21) <ABCY & <BCD>*DCB) & <CBADXN(DCAY ~<ACDD.
Teoreem 2 on t¥estatud.
 Nagu néha, on teoreemi (20) tdestus kiillaltki kompliisee-
ritud, Juhime téhelepanu sellele erilisele osale, mida tdes-
tuses mdngib aksioom 16.‘ Jérgnevate taoliste teoreemide t0es-
tusi me tavaliselt sellise pBhjalikkusega ei esita,
Teine "teoreem punktinelikust” on Jérgmine.
Teoreem 4.

(23)  <ABC> & <ACD>->(BCD> & <ABD> (joonis 7).
% T3es tus jaguneb kahte ossa.
A B8 ¢ Esmalt tdestame lemma
C L (24) ) <ABC) & CACDD—P(ABD)
‘A ‘C JD (joonis 8).
Selleks leiame kdigepealt punktid
Joonis 7. E ja F, nii et {ACE} Jja <EAF> oleksid
£ tBesed, Seejdrel leiame 16 abil G, nii
/\ et <EGC? ja {FBG> on tJesed, ning see-
WL \ 4 jarel H, nii et CAHE> ja <DGH> on t3e-
// \/\*\ sed.
g T T —3 (19) (ACE} & <ABC> & <AHE> & <CGE> %
> e - { BCH};
F (15) [GBF] & {TBH}~>(TFR};
Joonis 8. {HGF} & <HGD> & <GBF>—»( 3 1)((HAF)
& (DBI)) .

J4&b néidata, et I = A, Seda v31b teha samal viisil nagu
eelmises taestuges.
Teoreemi tdestuse l0puleviimiseks tuleb tdestada lem-
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(25) <ABC)> & <ACD) »<BCD) .

Seda on k¥ige lihtsam teha vastuvditeliselt. Samuti nagu
lemma 3 +t3estuses veendume, et koos eeldusega saab t3eseks ]
ka

Et
(7,8,'14) <ABC> & <ACD>~ [CAB] & {CAD}~{CBD)—>{BCD}.
(2  {BcD} & TF=T) & TT=1D) & 0= B)—>[Bcp],

siis (1) pdhjal tuleb (25) tdestamiseks kindlaks teha, et
koos eeldusega saavad tdeseks <CDB> ja <DBC> . Selle tdes- |
tamegi vastuviditeliselt. |

Oletame esmalt, et t3esed on eéldus ja <CDB>; siis
(24,15,I5) <CDB>& <CBA>=CDA)-XADC)> —>(ACD>

Ja tBene oleks <ACD> & <ACD)>, mis on vdimatu., Mirksa raskem
on imber liikkata oletust, et t3eseks saavad korraga eeldus

ja <DBC>. siin on otstarbekas jélle iile minna rangele de-
duktsioonile,ilma et me lihtsamatel juhtudel enam néitaksime,
mille alusel iiks v0i teine implikatsioon on vilja kirjutatud,
Oletame, et {ABC> & <ACD> & <DBC> on tdene. Sel korral

(15,1,) <ABC> (A = C)~»> (I E) {ZACE)}~>TE = )~ (IF)< EAF>,

(15) < ACD> & {ATE}~[acD] & {ATE }»(ADE},

(15) <ACD> & {ACE}~[cAD] & { CAE }~CDE},

(1g) {EACY & <EAF> & <ABC>X 36)(<EGC> & <FBGD),
(24) <ABC> & CACD>~><ABD) ,

(1g) (ERD} & <EAF> & <ABD>>(IH| KEED> & <FBH>).
Niiiid iihelt poolt

(1) <FBH> & <FBG>~[BFH] & {BFG}~{BHG},

teiselt poolt

(19) {CDE} & <CBD> & <CGE> & .<DHE > ABGH} ,

mis viib muidugi vastuolule. Teoreem 4 on t3estatud.
Lihtsateks Jéreldusteks teoreemidest 3 Ja 4 on kolm
Jérgmist lemmat, mida me edaspidi vajame:

(26) CABC> & <ABD> &[C = D) —<ACD> V<ADC) ,

(27) CABC> & <ABD>& (C = D) »(BCD>V<BIC) ,

(28) <ACB> & CADB> & (C = D) ><ACD>V<ADC> .
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T3estame neist niiteks esimese. Teiste tJestus on ana-
loogiline.
(1,8,I,) <ABC> & <ABD>~[ABC] & (ABD}—{ACD} ;
(13,2) {ACD} & <ABC> & <ABD>& TC = D)—>{ACD} &
¢« BA=C)&TA=0D) & TC = p)—>(AcD].
Meil j&&b vastugluni viia oletus, et koos eeldusega
saab tBeseks < CAD> . Kuna
< ABDY & < CAD>*<DBA> & < DAC>~—><BAC>,
siis on sellise oletuse korral i3ene <ABC> & <BAC>, mis teo-
reemi 1 pdhjal on viimatu.
: Peale nende mdnevdrra formaalselt esitatud valemite tu-
letamist voime asuda geomeetria sisu jérk-jargulisele vdlja-
arendamisele. ;

§12, Vahenmik, 13ik,sirge.

Kdigepealt defineerime vahemiku mdiste.

0lgu A = B.Sel korral koigi niisuguste punktide X hul-
Xa, mille pubul {AXE> on t3ene (8.t. mig paiknevad A ja B
vahel), nimetatakse vahemikuks (AB). Siimboolselt téhistame
seda jargmiselt:

(AB)= {X : CAXB)}.

punkte A ja B nimetatakse selle vahemiku otspunktideks. Va-
hemikku (AB) koos otspunktidega A ja B nimetatakse 1¥iguks
(aBl.

Teoreem 5. Vahemikku (AB) kuulub 13pmata paljn
punkte.

r5estus., Toestame kdigepealt, et vahemikku (AB)
kuulub vihemalt iiks punkt (vt. joonis 9).
(1596) (x - 5)"’(3(:) {m}-»(B = C);

(1,,8) 15 =7T) - (3 D) < BcD>—[BCD];
(15,6)  [bcn) & {WAITE=D)s

(1,) (K = D)—> (3 E) < ADE>;
(1g) (apB} & <ADE>& <DoBY —(IF)(< ECF> &< AFBD ).
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,‘E : Téhendab, F € (AB) ~ ihe punkti - ole-
/ masolu vahemikus (AB) on tdestatud.

D/< \ Tépselt samuti leidub punkt G,nii
/ \%c et G € (AF), ehk teisiti, <AGF> on tde-
il o ne.
/ e (24) <AGF> & <AFB>-><AGB>.
JZ . ir % — Seega G (AB). Niisamuti punkt H, mis
&

kuulub vahemikku (AG) asub ka vahemi-
Joonis 9. kus (AF), seega ka vahemikus (AB) Jne.
Me vOime jérjest niidata wusi punkte
vahemikus (AB), ilma et protsess 1%peks. Teoreem 5 on tdes-
tatud,
Teoreem 6, Kul 13ign otspunktid kuuluvad mingis-
se vahemikkn, siis kuulub sellesse vahemikku 13igu iga punkt,
T3des tus, Eeldame, et

<ACB> & <ADB> & TC =D) &<CID>
on t3ene (joonis 10).

X Siis on lemma (28) pdhjal tdene ka
ACD>V<ADC > .
A c O B < < >
Esimesel juhul saame
Joonis 10.

(24) <DIC> & {DCAY>-<DIA),
(24) <AXD) & < ADB> »CAXB),
Teisel juhul on t3estus analoogiline,
Lugejale iseseisvaks tdestamiseks Jéab jérgmine teoreem.

Teoreem 7, Vahemiku iga punkt jagad vahemiku
kaheks osavahemikuks:

(29)  <ACB> & <axB> & (X = C)—><AXC DVCXB> .

Toome niilid sisse sirge mdOiste.

Olgu A= B. Sel korral koigi niisuguste punktide X hul-
ka, mille puhul {ABX} on tdeme, nimetatakse sirgeks AB:
(30) AB=(X : {aBx}} .

Sirge omn ‘ilmselt 13pmatu punktihulk,

Teoreem 8, Kui sirgele AB kuulub punkt C, mis
el iihti punktiga A, siis sirged AC Ja AB iihtivad,

T3 es tus: Viide on ilmne, kui C = B, Vastupidisel
Juhul
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(2) {aBcy & TK<B) & TE=0) & {C=4K)- [asc],

(x,) [asc] & {apx}(acxj,
tihendab, sirge AB iga punkt X kuulub sirgele AC.Tépselt samu-
ti

[AcB] & (ACY)-*{ ABY}

- girge AC iga punkt Y kuulub sirgele AB. Sirged ihtivad.

Selle teoreemi kahekordne rakendamine annad jargmise tu-
lemuse.

Teoreem 9, Kui kaks erinevat punkti C ja D kuulu-
vad sirgel AB, siis sirged CD ja AB iihtivad.

Tulemus néitab, et punktid A ja B sirgel AB el erine
millegl poolest selle sirge iilejddnud punktidest. Neid voib
asendada sirge ikskdik missuguse kahe punktiga.

§:13., Plgiol s 1xrgled

Fikseerime hulgas ¥ punkti O ja méérsme hulgal ¥ XX

predikaadi
£(X,Y)= <OXY>V <KOYX >V(X = Y)
(punktiga O kollineaarselt iihel pcol asetsemise predikaadi).

Néitame, et see predikaat rahuldab §-s 6 formuleeritud
ekvivalentsuse aksioome: samaselt t3esed on 1° £(x,x), 2°
£(x,Y) >£(¥,1), 3° 2(x,¥) & 2(Y,2) = £(X,2).

Aksioomide 1° ja 2° kehtivug antud jubul on ilmnme, Ak-
sioom 3° nduab praegu, et samaselt tTene oleks
(<OXY>VLOXD>V (X = Y)) & (<OYZ>VOZY>V(Y = Z))—>

—><0X2>V<0ZI> V(X = 2Z).
Vastav tGestus on jérgmine:
(24) < O0XY> & <0YZ2> —><0XZ> ,
(28) < OXY>& <02ZY> —><0XZ >V<0ZX> V (X = 2),
(26) < OYX > &< 0YZ > 2<0XZ2>V<0ZX >V (X = Z),
(24) £ 0YX > & £0ZY >—+<02ZX > ,
{flejdsnud juhtudel on t¥estus veelgi lihtsam, néiteks:

(X = Y) & <0YZ>><0XZ> »
Sellega ongi ndidatud, et iilaldefineeritud predikaat
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rahuldab ekvivalentsuse aksioomide 1°-3° ndudeid. Kasutame
niitid §-8 6 saadud tulemust ekvivalentsusklasside kohta. Me
voime delda, et punktide hulk ¥ lahutub mitteldikuvateks
mittetilhjadeks ekvivalentsusklassideks, millede iihendiks on
terve huik ¥ . Iga niisugust ekvivalentsusklassi nimetame
antud juhul poolsirgeks alguspunktiga O,

Seda nimetust Bigustavad jargmised teoreemid.

Teoreem 10, Iga poolsirge alguspunktiga O on
alamhulgaks teataval punkti 0 1dbival sirgel.

T3 es tus, Poolsirge kui ekvivalentsusklassi vGib
miirata oma iikskdik missuguse punktiga A (klassi esindajaga).
Klassi kuuluvad kdik punktiga A ekvivalentsed punktid -
téhendab need, mis muudavad tGeseks predikaadi

£(A,X)= < QAX>V<OXA>V (A = X).
Sel puhul on aga ilmselt t3ene ka {OAX), ning X kuulub sir-
gele OA., Teoreem on itTestatud.

Punkti A sisaldavat poolsirget alguspunktiga O téhis-
tame (J'A. Nagu niéha, kuulub ta sirgele OA.

Teoreem 11, Iga punkt O sirgel lahutab selle sir-
ge iilejddnud punktide hulga kaheks poolsirgeks.

?3es tus, Valime sirgel OA vabalt punktist O eri-
neva punkti A, Sel pubml on miiratud poolsirge (OA, mis
asetseb sirgel OA. Aksioomi I, pdhjal nghtub , et tene
on <AOB»>, kusjuures B kuulub ilmselt sirgele OA, kuid mitte
poolsirgele (OA. Tihendab, OA sisaldab endas vihemalt kaht
poolsirget (OA ja (OB.

Niitame, et sirgel OA rohkem poolsirgeid pole, et sirgel
OA vabalt vGetud punkt C, mis erineb punktidest O ja A, kuu-
lub iihele mainitud kahest poolsirgest. TGepoolest, OAC on
korrektne punktikolmik, nii et tdene on

[0ac = <0AC > V< ACO> V< COA>.
Siin <OAC>V < ACO> tBesuse puhul vdime Helda, et C kuulub
poolsirgele (CA. Tihendab, (OA ja (0B ilhendiks on terve
punktist O erinevate punktide hulk sirgel OA. Teoreem on
tSestatud.

Poolsirgeid (OA ja (OB, mille korral on t3eme <AOB>,
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nimetatakse teineteist tdiendavateks poolsirgeteks.

Kerge on kindlaks teha, et kaks punkti,A Ja B sirgel
AB lahutavad selle sirge iilejdsénud punktide hulga vahemikuks
(AB) ja kabheks poolsirgeks - poolsirgete (AB ja(BA tdiend-
poolsirgeteks. Esimest nimetatakse 13igu [AB] pikendiks iile
otspunkti A, teist selle 13igu pikendiks ile otspunkti B,

Osutub, et poolsirgel (OA v3ib defineerida teatava pre-
dikXaadi, mis rahuldab jérjestuse aksioome 1"-3* (§ 6) ja
muudab seega poolsirge jidrjestatud hulgaks. Selliseks predi-
kaadiks on

g(x,Y)= < oxy>.
Tdepoolest, aksioomi 1" kehtivus jdreldub otsekohe va-
lemist (11), aksioom 3" kehtib valemi (24) pdhjal:
<O0XY> & <OYZ >-X0XZ)>.
Aksioomi 2% kehtivuses veendumiseks on kiillalt mirkida, et
X, ¥ kui (OA punktid muudavad t3eseks
<OXY>WKOYI> V(X = Y),
L:uajuu.res aksioomi eelduse kohaselt I = Y t3esus on v@imatu.

Tihendab, predikaat <OXY> muudab poolsirge (OA jérjes-
tatud hulgaks., Kui <OXY> téislause on tO¥ene, siis kdneleme,
et X eelneb punktile Y poolsirgel (OA.

Toome niilid sisse jdrjestuse sirgel OA. Punkt O lahutab
selle sirge kaheks teineteist tdiendavaks poolsirgeks (OA ja
(0B, Nimetame iiht neist iilem-, teist alampoolsirgeks.

Kdneldakse, et sirge OA kahe punkti X ja Y kerral X
eelnedb Y-le,kui

(1) X eelneb Y-le iilempoolsirgel voi

(2) X = 0 ja Y on filempoolsirgel voi

(3) X on alampoolsirgel ja Y on iilempoolsirgel V@i

(4) X on alampoolsirgel ja Y = O voi

(5) Y eelneb X-le alampoolsirgel.

Voib jdllegi veenduda, et kehtivad jarjestatud hulga
aksioomid 1"-3":

1" iikski punigt ei eelne iseendale,

2" kahest erinevast punktist viéhemalt iiks eelneb tei-
sele,

3% kui X eelneb Y=le ja Y eelneb Z-le, siis X eelnedb Z-le.
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Kontrellimise jéatame siin lugeja hooleks.

Kui toodud definitsioonis vahetada poolsirgete osad,
saame sii:gel OA teise, eelmisega vastupidise jérjestuse.

Kui punkt ¢ sirgel OA asendada selle sirge mingi teise
punktiga O’, siis saame samuti kaks teineteisele vastupidist
Jérjestust sirgel. On v8imalik ndidata, et need kaks jirjes-
tust ihtivad varem punkti O abil mddratud kahe jérjestusega.
Siinkohal wme seda aga t0estama el hakka,

§$ 14, Kol anuwrk,

Aksioomi 15 pShjal eksisteerib kolm mittekollineaarset
punkti - punktid A,B ja C, nii et {ABC} on t3ene.

Kolme mittekollineaarse punkti A,B,C korral kdneldakse,
et on antud kolmnurk 4 ABC., Punkte A,B,C nimetatakse kolm-
nurga tippudeks, vahemikke (AB), (BC), (CA) - kiilgedeks.Kolm-
nurga tlppude ja kiilgede iihendit nimetatakse kolmnurga piir-
deks.

Tavalisel viisil v&ib sisse tuua tipu vastaskiil je mGis-
te.

Kolmnurgaga 4 ABC v3ib siduda veel rea punktihulki,

Poolsirget, mis on poolsirge (AB téiendiks sirgel AB,
nimetatakse kiillje AB pikendiks fiile tipu A. Kolmnurga 4 ABC
tippude, kiilgede ja kiilgede pikendite iihendit (s.t. sirgete
AB, BC ja CA ihendit) nimetatakse kolmnurga iilepiirdeks.

€. Punktihulkae (joonis 11)
(31) (ABC) ={xX : (JY) (<AXY>&
& <BYC>)}
(s.t. niisugust X hulka, mis muudavad
0T "B tBeseks sulgudes {y ndidatud predikaa-
di) nimetatakse kolmmurga 4 ABC sise-

Joonis 11. iirkonnaks, punktihulka
(32) (BC)A ={X : (3Y)(<AYX>&<BYC” )}~ laiendiks iile
kiilje (BC), punktihulka
(33)  (A)Bc ={X: (IYV)(<YAX> &<BYC)))

-~ 64 -




- laiendiks Hle tipu A. '
Peoreem 12, Kolmmurga ABC sisepiirkond el

numtu tippude suvalisel imber Jérjestamisel

(ABC) = (BCA) = (CAB) = _(Acl) = (CBA) = (BAC).

3 T 3 e 8 t us: Punktid C ja B predikaadis (31) veid

12 pdhjal #@ra vahetada, ilma et midagi muutuks, Seetdttu

tuleb 1&bi vaadata tippude A ja B umbervahetemine. Olgu

I e (ABC), s.t. definitsioconis (31) antud prediksaat olgu X

puhul t3ene.

(15) {ZABE) a<Byc>~[CBY] & {TEA}~{CYA}, ,

(1) (CTA} &<CYB>a<YxA>~>(1 2)(<CZA> & <BXZ>).

Siit nihtub, et tdepoolest X € (BAC). Teoreem on t3estatud.
Kdneldaksd, et sirge 1¥ikab vahemikku v5i poolsirget,

Xui tal on selle vahemiku vOi poolsirgega iks ja ainult iiks

fhine (sisemine) punkt.

Teoreemn 13 Kul sirge 13ikab kolmnurga iiht! kiilge
ja teise kiilje pikendit, siis ta 1§mb ka kolmandat kiilge.
T3es tus: Kui sirge 1@ikab iht kiilge (BC)

ja teise kiilje (AB) pikendit
selliselt, et kiilje (BC) iks
otspunktidest B on teist® kiilje
(AB) pikendi alguspunktiks
(joonis 12), siis teoreemi Vvéi-
de jireldudb vahetult aksioomist
15 Ja sirge definitsioonist.

/ -
e

©  Joonis 12,
Seetdttu jdéb 1lébi uurida teine vdimalik olukord. Liht-

ne on veenduda, et sel korral on (15) pohjal tSene ka
{T5F) & (TOF}. Beldame, et tdene on {ABC} & <ABD> & <AFC).

(1,) <a¥cy> > (F = A) =2 (3 6) < FAG)

(1g) {FADY & <FAGY & <ABD>— (I H)(<FHED> & < GBED)}
(21) < CFA> & <FAG)>>LFGCD ; :

(1) {CFD} & <c¥e> & <¥pE>—> (F1)(<CID> & <GHI>);
(25) <GBEY & <GHIY~CBEID « ;

dasi voibd [15] abil veenduda, et tdeme on {CIB}.
(1) (CIB} a<cIp>& <1EB>—>(3)(<CIB74 <DEI> ).

gy e
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Fii nagu teoreemi 3 t¥estuses,vdb niitid kindlaks teha, et
J = E, ning jouda sel viisil tulemuseni, et <CEB) & <DHE)>
on tSene. Aksioomist I jéreldub niitid CDEF> tBesus. Teoreem
on t¥estatud.
Toestuse kokkuvitteks on valem, mis on mOnev®rra ana-
loogiline aksioomiga I :
(34) (BBC} & <ABD> & <AFC>— (I E)(< BEC> & < DEF> ).
Kolmnurga ja sirge mdiste abil on vBimalik teoreemile 2
anda jérgmine lihtne s®nastus.

Peoreem 14. Ukski sirge el saa 13igata kolmnurga
kOiki kolme kiilge.

§15. Tasand.

Kolme mittekollineaarse punkti A,B,C korral nimetatakse
tasandiks ABC selliste punktide X hulka, mis on kolline-
aarsed mingi kahe punktiga kolmnurga A ABC piirdel:
(35) aBc=x : (37,2)[{X¥Z} & (<AYB>V<LBYC>V<CYASy
(Y = A)V(Y = B)V(Y =C)) & (<K AZB>V< BZC> V |
CZA>V(Z = AV (2 = B)V (2 =0))]} . A
:

Predikaadi stimmeetriast tippude A,B,C iimberpaigutuste suhtes
Jéreldub, et tasand ei s3ltu teda masrava kolme punkti jir-
Jestusest,

V3ib belda, et tasandl ABC saame, kui laseme sirget
liikuda niiviisi, et tema kaks punkti libisevad mosda kolm-
nurga AABC piiret.

Teoreem 15, Tasand ABC iihtib kolmnurga 4 ABC
Ulepiirde, sisepiirkonna ja k¥igi kuuwe laiendi ilhendiga.

TOestus: Etviimati mainitud thendi iga punkt
asub tasandil ABC, selgub jérgnevast. Ulepiirde iga punkt
on kollineaarne kahe tipuga, sisepiirkonna Ja ikskdik mis-
suguse laiendi iga punkt on aga kollineaarne iihe tipuga ja
mingi punktiga selle tipu vastaskiiljel.

Mérksa keerukam on t3estada, et tasandi ABC iga punkt
kuulub kolmnurga AABC kas lilepiirdele, sisepiirkonda v&i
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ihele laiendeist. Tasandi ABC punkti X kerral leidub kaks
punkti Y,Z kolmmurga 4 ABC piirdel, nii et X,Y,2 on kolli-
neaarsed. Kui kasvei iiks punktidest Y,z iihtib kolmnurga

A ABC iihe tipuga, siis on vidide ilmne. Seetdttu eeldame
jérgnevalt, et mdlemad punktid Y ja Z asuvad kiillgedel. Vaa-
tame kordamdtda 1&bi k¥ik voimalikud olukorrad.

(a) Kui Y ja Z kuuluvad kolmnurga iihele ja samale kiilje-
le, siis X asub ilmselt iihel sirgetest AB, BC v0i CA - téhen-
dab, kuulub kolmnurga filepiirdele.

(b) Kui Y ja 2 kuuluvad kolmnurgas eri kiilgedele Jja tse-
ne on <YXZ> , siis on kerge ndidata, et X kuwlub kolmnurga
sisepiirkonda. Tgepoolest, aksioomi 16 pGhjal leidub punkt P,

C pii et (joonis 13) <APY)> & <CXP> on
tdene ning edasi punkt Q, nii et
< AQB> & <CPQ) on tTene.
(24) pdhjal on siis tBene CAQB)> &
& <CXQ> - téhendab, X ¢ (ABC).
(¢) Jadb vaadelda jubt, mil Y ja Z Xuu-
Joonis 13. luvad kolmnurga eri kiilgedele ja tGene
on (XYZ) & <YXZ). Triviaalne on siin
olukord, kui X = Y vdi X =2 - sel korral X kuulub kolm-
nurga piirdele. Ulejdénud juhul on (1) ja (2) pdhjal tGene
< XYZ>VKXZY ) .
Et me punktide Y ja Z téhiseid ja kolmnurga tippude tdhiseid
voime vabalt muuta, siis v@ime ilildsust kitsendamata eeldada,
et tlene on

S ’YP/
e o

- A a

< XYZ) & CAYB) & < BZ2C >
(joonis 14).

Joonis 14 a) Joonis 14 b)



(15) abil on kerge néidata, et C,Z ja X on mittekelli-
neaarsed punktid.

(1g)  {CZXY & <czB> & <2¥x»—>(J P)( <CPX> &<BYP> ).

Lemma (26) pdhjal niiid < BYA) & < BYP” tGesusest jarel-
dub, et it3ene on kas 1) P = A voi 2) <BPA)> v3i 3) ¢ BAP>.

Esimesel jubul sasme ilmselt punktiiﬁlepiiridel. Teisel
Jubul on tegemist punktiga X, mille pubul on tGene

(JP)(< APB> & <CPX? ),

Jja seega X ¢ (AB)C,

Kolmandal jubul on tGene <XYZ> & <XPC> & < YAP) (viima-
ne Jéreldub < BYAY & <BAP) tGesusest ja valemist (25)) -

- tdhendab, A on kolmnurga 4 CZX kahele eri kiiljele toestu-
va vahemiku punkt ning (b) pdhjal seega A€ (CZX). Jérelikult
leidub punkt Q, nii et t3ene on <CQZ> & <XAQ> .

Et
(24) <CQZ> & <CzB>»€QB> ,
siis on meil tegemist punktiga X, mille puhul on tdene

(3Q)(<ceB>& <xAQY ),

ja seega X € (A)BC. Teoreem on t3estatud.

Teoreemist jareldub, et tasandi ABC vOib defineerida
ka selliste punktide X hulgana, mis on kollineaarsed kolm-
nurga 4 ABC kas mingi kahe tipuga v3i mingi tipuga Ja sel-
le tipu vastaskiilje mingl punktiga.

Seda tulemust voib mOnevdrra laiendads.

Teoreem 16, Punkt, mis on kollineaarne kolmnur-
ga AABC mingi tipuga ja #lejiénud keht tippu liébiva sirge
mingi punktiga, asub tasandil ABC.

*" Tdestuseks tuleb rakenda-
da teoreemi 13 Jjoonisel 15 n#idatud
viisil. Uksikasjalikud arutlused jéta-
me siin lugeja hooleks.

Eespool me mirkisime, et tasandi
kirjeldad liikuv sirge, mille kaks

[ i ~\\:§§} punkti libisevad m¥tda kolmnurga pii-
ret. Osutub, et ithe neist punktidest
Joonis 15, v3ib hoida paigal kolmnurga ihel kiil-
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jel. Teda 1ébiv sirge kirjeldad sel korral ikkagl sama tasan-
di, kui teine punkt libiseb mbtda kolmnurga piiret. Kehtib
nimelt jérgnev teoreem. :

Teoreem 17. Tasandli ABC v®ib defineerida ka sel-
liste punktide X hulgana, mis on ¥ollineaarsed fikseeritud
punktidega O kolmnurga A ABC fihel kiiljel (n#éiteks kiiljel
(AB)) ja mingi punktiga ¥ kolmnurga piirdel.

?3es tus: Iganiisugune punkt X asub ilmgelt ta-
sandil ABC. Tuleb néidata, et vastupidi, tasamdi ABC iga punkt
I osutub sedalaadi punktiks.Eelmise teoreemi pBhjal voime
eraldi vaadelda kolmmurga A ABC filepiirde, sisepiirkonna ja
laiendite punkte. ;

(a) Olgn X kolmnurge A ABC tlepiirdel, Kui X asub sir-

gel AB, siis punktiks W v&ib v3ita xil-

2 je (AB) iikskdik missuguse punkti. Kul
X asub kiiljel (BC) voi (ca), siis vB1b
v3tta W = X3 kui X asub selle kiilje iiks-
FAR S x%ik kummal pikendil, siis soovitud
A Y| 0 B punkti ¥ olemasolu jireldub teoreemist
13.
Joonis 16. (b) XKui X asub kolmnurga 4 ABC sise-

piiikonnas (ABC) v3i laiendis (AB)C,
(C)AB, siis leidub Y, nii et <AYB> & {cxY} on tSene (joo-
nis 16). Kul Y = 0, siis vitame W = C. Kui Y = 0 , siis (28)
pdhjal on tene kas CAYO> Vo1 <AOY) . MGlemal juhul jireldud
soovitud punkti W olemasolu teoreemist 13, kui teisel juhul
kasutada eelnevalt lemmat (25).
(¢) EKui X asub laiendeis (lc)A vl (A)Bc, .siis leidub
Y, nii et <BYC> & {AYX} on tgene (joonis 17). Soevitud punkii
¥ olemasolu jireldub sel korral samuti teoreemisgt 12. Ana-
100511130 olukorraga on tegemist kui X asub laiemdeis (ca)B
voi (B)AC. Teoreem on tdestatud.
v Tasandi v&ib defineerida, nagu nihba,
mitmel viisil. Edigis definatsioonides
3 etendab erilist osa kolmmurk 4 ABC.

A Q B Meie eesmirgiks om jérgnevalt niidats,
Joonis 17. 4
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et see kolmnurk ei ele millegi poolest eelistatud vdrreldes
teiste kolmnurkadega tasandil - liihidalt deldes, ndidata,
et tasand on homogeenne.

T3estame nimelt jirgmise teoreemi.

Teoreem 18. Kui kolm mittelinesarset punkti D,E,F
kuuluvad tasandile ABC, siis tasandid ABC ja DEF iihtivad.

T3eatus 1, TSestame teoreemi esmalt sellel eri-
Jubul, kul D = A, E = B ja tBene on [BCF] - téhendab, kui
tipp C on asendatud sirge BC mingl punktiga F,

(a) Kui tSene on (BFC)VSBCF>, siis valime punkti O
selliselt, et tBene oleks (BOC> & ¢<FOC) (joonis 18). MElemal
alajubul on see voimalik - <BFC)> tde-
suse puhul tuleb J valida vahemikus
(BF) ja rakendada lemmat (24), <BFC>
t0esuse puhul tuleb ¢ valida vahemi-
kus (BC) ja rakendada lemmat (25),
Edasi tuledb kasutada teoreeme 17 ja
13. Tulemuseks saame, et tasandid ABC
Je ABF iihtivad,

(b) Kui t¥ene on <CBF), siis on
vahe virreldes eelmise juhu teise ala-
Jubnga selles, et C ja B on vahetanud
osad (joonis 19). Tdhendab, sel korral
voib viiita, et iihtivad tasandid ACB Ja ACF. Kolmnurkade

Joonis 18,

A 4AFC ja A4AFB puhul on niiid t3ene
o <FBC> ., Eelmise Juhu esimesel alajuhul
// saadud tulemuse pdhjal v;:l.ne telda,
D et tihtivad tasandid AFC ja AFB. Kokku-
F/ 8 [d v3ttes olemegi saanud- soovitud tule-
muse: tasandid ABC ja ABF iihtivad.
Joonis 19,

2. Jérgnevalt t3estame teoreemi
erijubul, kui D= A, E= B ja F on tasandl ABC vabalt
vdetud punkt, Sel korral eksisteerivad punktid Y ja Z kolm-
nurga 4 ABC kilgedel (niiteks killgedel (AB) ja (BC)(Jjoo-
nis 20), nii et Y,Z ja F on kollineaarsed, Eelmise etapi tu-
lemuse phjal tasand ABC iihtidb tasandiga ABZ ehk ZAB, vii-
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A '\ mane {thtib tasandiga ZAY ehk AYZ, vii-
mane omakorda Uhtib tasandiga AYF ehk

J FAY ning, 13puks, viimane ithtid tasan-
z ’ diga FAB ehk ABF. Kokkuv3ttes, tasandid
B ¢  ABC ja ABF thtivad.
F 3. Viimaks tBestame teoreemi Uldjuhul.
Joonis 20, Eelmise etapli tulemuse pdhjal tasand ABC

ihtid tasandiga ABF ehk FAB, viimane {lhtib tasandiga FAE ehk
FEA, viimane aga flhtib tasandige FED ehk DEF. Kokkuv3ttes, ta-
sandid ABC ja DEF ihtivad. Teoreem on t3estatud.

Teoreemist néhtub, et punktid A,B ja C on tasandi ABC
k8ige tavalisemad punktid, mida v3ib asendada tasandi tikskdik
missuguse kolme mittekollinesarse punktiga, ilma et tasand see-~
Juures muutuks.

Seoses tasandi m¥istega formuleerime jirgmise aksioomi.

Planimeetria dimensiconiaksioom: Iga nell punkti en thel
tasandil.

Selle aksioomi v8ib esitada ka kasutatava stimboolika abil.
Selleks tuleb nduda, ét kirjutises (35) nurksulgudes kooloni
jirel esinev predikaat oleks samaselt tdene (8.t. oleks t3ene
igasuguste X,A,B,C puhul).

Eeltoodust selgub, et kui rahuldatud on planimeetria di-
mensiooniaksioom, siis punktihulk ¥ kujutab endast lihtsalt
{ftht tasandit.

Uut aksioomi rakendame peaasjalikult IV peatfikis. Jérg-
mises peatilkis me koguni loobume temast.

§ 16 Pooltasand ja nurk.

Anname jirgnevalt tarviliku ja piisava tingimuse selleks,
et sirge oleks tasandi alemhulgaks, ehk, nagu tavaliselt k8-
neldakse, asuks sellel tasandil.

Teoreeym 19, Kui sirge AB kaks erinevat punkti
A ja B kuuluvad tasandile, siis selle sirge iga punkt kuulub

tasandile.
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T8estus. Tasandil v3ib leida pumkti C, mis ei ole
kollineaarne punktidega A,B ning midrata see tasand kolmnurga
4 ABC abil. Sirge AB igas punkt X on definitsiooni kohaselt
kollineaarne punktidega A ja B, ning tasandi ABC definitsioco-

ni jErgi kuulub seega tasandile ABC. Teoreem on tlestatud.

Peoreem 20, (Paschi lause). Kui tasandil ABC asuv
sirge 13ikadb kolmnurga 4 ABC itht killge ja el 1¥bi #htegi tip-
pu, siis ta 183ikab veel teist kolmnurga killge, kusjuures kel-
mandat killge ta enam 13igata el saa.

P 3estus. Lilgaku sirge niiteks kolmnurga killge(ABj
punktis O . Valime séllel sirgel vabalt punkti X. Kuna sirge
asub tasandil ABC, siis X kuulub tasandile ABC, mist3ttu ta
teoreemi 16 pdhjal en kollimesarne punktiga O ja mingl punkti-
ga W kolmnurga AABC piirdel, Punkti W fhtimine kolmnurga ti-
puge on teereemi eeldustes vdlja suletud. Jérelikult on W fihe
killje punkt. Kolmandat killge ei saa sirge enanm 18igata teoreemi
14 pdhjal.

TSestatud teereem laseb end mdnevdrra lldistada.

_Mdeoereem 21, Kui sirge asub punktidega A, B ja C
fihel tasandil, ei 1libi tthtegi neist punktidest ning 18ikab
#ht vahemikest (AB), (BC) ja (CA), siis ta 13ikab veel {lht Ja
- @1 18ika teist #leji¥nud kahest vahemikust.

‘P8 e s tus. Mittekollineaarsete A, B ja C korral on
tegemist teeréouign 20. Kollineaarsete A, B ja C korral vdib
tildistust kitsendamata eeldada, et CABC> on tBene. Kui sirge
18ikab vahemikku (AB) punktis O , nii et tSené on (AOB) , siis
(23) pdhjal see sirge 13ikab veel vahemikka (AC), kuid vahe-
mikku (BC) ta enam 13igata el saa. Analoogilise olukorraga on
tegemist, kui sirge 13ikadb vahemikku (BC). Kui sirge 13ikabd
vehemikku (AC) punktis O ,siis véiide jireldud valemist (29).

Kui sirge AB luulub tgsandile, siis kSneldakse, et kaks
punkti X ja Y, mis kuuluvad tasandile, kuid mitte sirgele AB,
on sellest sirgest tihel pool, kul sirge AB ei 13ika vahemikku
(XY). Eui AB 13ikeb vahemikku (XY), siis kBneldakse, et X Ja
Yon teine teisel peol sirget AB.

Teoreemn 22, Tasandil asuv sirge AB lshutab selle
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tasandi k8ik filejiéinud punktid kahte klassi, nii et iga kaks
punk§1 ghést klassist en sirgest AB lhel pool ja iga kaks
punkti erinevatest klassidest on teine teisel pool sirget AB.

m5es tus. Tasandil v3ib leida punkti C, mis el
kuulu sirgele AB. Loeme esimesseé klassi K81k need punktid ta-
sandil, mis on koos punktiga C sirgest AB flhel pool, Ja teise
klassi punktid, mis on punktiga C vdrreldes teisel pool sir-
get ABe.

V5tame vabalt kaks punkti X ja Y esimesest klasslst
(joonis 21). Need punktid ei saa olla teine teisel pool sir-

¢ get AB, sest siis sirge AB 13ikaks

* " vahemikku (XY) ning teoreemi’ 21 pdhjal
peaks 13ikama veel tihte vahemikest Gex)
v ja (YC); mis on aga antud juhul vdima-

tu. Jirelikult on X ja Y sirgest AB
A B  fihel pool.
; Joonis 21. v8tame vabalt kaks punkti X ja ¥
s teisest klassist (Jjoomis 22). Punktid
X ja Y on siin sirgest AB samuti {hel pool, sest vastupidisel
juhul sirge AB 13ikeks k8iki kolme vahemikku (CX),(XY) Ja (xC)s
mis on v8imatu.

C
LSpuks vOtame vabalt punkti X esime-
sest klassist ja punkti Y teisest klas~
A B sist (joomis 23) - téhendad sirge AB
*J{Zi,,,~/——~""y

184ikab vahemikku (YC), vahemikku (cx)
ta aga ei 13ika. Jérelikult peab sirge

Joonis 22. a 15ikama vahemikku (XY) ning punktid
e X ja Y on seega teine teisel pool sir-
get AB. Teoreem on tSestatud.
t(:j////] Kumbagi klassi, milleks tasandil asuv
- <— sirge AB lahutab selle tasandi tilejHé-
A \\\Iy 8 nud punktid, nimetatakse pooltasandiks
Joonis 23. (tépsemalt: sirgega AB HHrnevaks pool-

tasandiks). 81rges AB nimetatakse pooltasandi gHireks.Sirgege
AB Hirnevat pooltasandit, mis sisaldab punkti C, tihistane
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Kui on antud kaks {lhest punktist ldhtuvat poolsirget
(0A ja (OB, mis ei kuulu tthele sirgele, siis k¥neldakse, et
on midiratud nurk &AOB. Punkti U nimetatakse hurga 4 AOB
tipuks, poolsirgeid (OA ja (OB nurga haaradeks, pooltasandite
(0A|B ja (0B|A Uh¥sosa - nurga sisepiirkonnaks. Nurgaks
L AOB loetakse tipu, haarade ja sisepiirkonna iihendit.
Punktihulka, mis tihistab nurka LAOB tasandini OAB nimeta-
takse nurga [ AOB vidlispiirkonnaks.

Teoreem 23. Kul A Ja B on vabalt v3etud punktid
nurga LAOB haaradel (OA ja (0B, siis vahemik (AB) kuulub nur-
ga LAOB sisepiirkonda (joonis 24).

B T3 e st u s: Pooltasandi definit-

siooni jirgi punkt B ja vahemiku (AB)

¥ mingi punkt X kuuluvad pooltasandile
(0AlB; punktid A ja X aga kuuluvad pool-
A tasandile (OBlA. Teoreem on t3estatud.
Teoreem 24, Kul punkt X asub

nurga 4AOB sisepiirkonnas, siis on

selles sisepiirkonnas ka poolsirge (0X (Jjoonis 25).
T8 es tus: Valime poolsirgel

(o]

Joonis 24,

B (0X vabalt punkti Y. See on koos punk-
Y tiga X nii pooltasandil (OAlB kui (OBlA.
* Teoreem on t3estatud.
0 A Sellest téoreemist jireldub, et
nur, B tipust 0 lihtuv 1lsirge
Joonis 25. o AR . e .

(0X kas 1) kuulub nurga sisepiirkonda, '
2) ihtib ilhega haaradest v31i 3) kuulub nurga vélispiirkonda.
Kui poolsirge (OX kuulub nurga (AOB sisepiirkonda, siis
kdneldakse, et ta on nurga LAOB sees.
i Teoreem 25, Kui poolsirge (OX on nurga LAOB sees,
siis ta 13ikab iga vahemikku (AB), kus A on haara (OA vabalt
v8etud punkt ja B on haara (OB vabalt vSetud punkt.
T8estus: Leidub C, nii et <AOC) on tBSene (joo-
nis 26). Sirge 0X ja kolmnurga 4ABC puhul on rahuldatud teo-
reemi 18 (Paschi lause) eeldused: sirge OX asub tasandil ABC,
18ikab kitllge (AC) ja ei 1sbi {thtegi tippu. Jhrelikult peabd see
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B sirge 13ikama veel teist killge.
' Niitame, et ta kilge (BC) 13igata

el saa.
Vahemik (BC) kuulub mitte pool-
rE 0 A tasandile (OBl4, vaid seda téienda-
vale pooltasandile (OBIC ja seega
Joonis 26, nurga <&AOB vdlispiirkonda. Siit

jéreldub, et poolsirge (OX teda
13igata ei saa. Teiselt poolt on vahemik (BC) koos.poolsir-
géga (0X thel pooltasandil (0AlB, mist3ttu viimast tiiendaval
pooltasandil asuv poolsirge (0x' (kus X' puhul on t3ene
<'X0X') )ei saa samuti teda l3igata. L3puks on selge, et ka
0 ei saa kuuluda vahemikule (BC) (sest vastupidisel juhul
poolsirged (0A ja (OB satuksid ihele sirgele). Tdhendab, sir-
ge 0X vahemikku (BC) 13igata el saa ja seet3ttu 13ikab vahe-
mikku (AB). LOikepunkt kul nurga £ AOB sisemine punkt kuulud
poolsirgele (0X. Teoreem on t3estatud.
i Nurga 4 AOB tipust O nurga sisse kulgevate poolsirgete
hulgas v8ime niiid sisse tuua 3ur3estuse, kui eelnevalt jarjes-
teda nurga haarade paar, lugedes (0A esimeseks haaraks.
K¥neldakse, et nurga LAOB sisepiirkonda kuuluvatest
poolsirgetest (0X ja (0Y esimene
8 eelneb teisele, kui poolsirge (0X
on nurga LAOY sees (Jjoonis 27).
v&tame haaradel (0A ja (OB vabalt
0 2 punktid A ja B, Teoreemi 25 kohaselt
poolsirged (0X ja (0Y 13ikavad vahe-
mikku (AB) mingites punktides X Ja
Y.
Teoreem 26, Poolsirge (0X eelneb poolsirgele
(0Y nurga LAOB sees parajasti siis, kui punktidest X ja ¥,
milles need poolsirgel 13¥ikavad vahemikku (AB), X eelneb punk-
tile Y poolsirgel (AB.
T3estus on listne, me jitame ta lugeja hooleks.
Siit jareldub, et #1lal defineeritud jarjestussuhe nurga
&L AOB tipust O nurga sisse kulgevate poolsirgete hulgas rahul-

Joonis 27T.
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dab jérjestatud hulga aksioome 1°=3° ja muudad selle hulga
Jjarjestatud hulgaks.

Ilmneb huvitav analoogia 13ikude ja nurkade vahel - esi-
mesed koosnevad kahest punktist ja nende vahel olevate punk-
tide jarjestatud hulgast, teised koosmevad kahest iihise al-
guspunktiga poolsirgest ja nende vahel olevate sama algus-

punktiga poolsirgete jérjestatud hulgast.

Selle analoogia p%hjal on aga mirgatav ka oluline erine-
vus, Loik [AB)on jiétkatav sirgel AB iile otspunkti B tdkesta-
matult - vdib votta vabalt 1%ign [BCl , nii et <ABC) oleks
tdene, ikkagi sasme teatava 13igu AC , mis punktihul-
gana on(AB] ja [BC] ihend (joonis 28). Nurkade pubul on olu~
kord eriney. Kui nurga &AOB' puhul vdtta nurk (BJC' nii, et
S haar (Oc' asuks pooltasandi (OB

) tédiendpooltasandil, siis vdib osu-
' 1 ' RN
8 0 tuda, et murk (AOC' tilal defineeri-
tud m¥ttes iildse ei eksisteeri (kui
d A A’, 0, ¢’ on kollineaarsed) voi ei
osutu nurkade LAOB ja ¢BOC ithen-
c ] it ot
Jotnis 98, diks (kui (dc' on (04'|B' ja (JB'lA

tédiendpooltasandite iihisosas; joonis 28).

Selleks, et kaotada see erinevus 13¥ikude Ja nurkade
vahel, iildistame jirgnevalt nurga mdistet.

Votame n eksemplari iiht ja sama tasandit ning nummerda-
me need eksemplarid naturaalarvudega 1,2,...,n. Vitame ta-
sandi esimesel eksemplaril nni‘gnd LAOB ja (BOC, nii et
L AOC el oleks nende ihendiks, Sel korral voib leida nurga

L. COD, nii et L AOB, LBOC Ja (COD iihendiks on terve ta-
sand, kusjuures selles iihendis nurk (AOD esineb n.-t.kahes
eksemplaris (joonis 28). Lepime kokku, et loeme nurga LAOD
teise eksemplari, mis lisandus kirjeldatud protsessis,kuulu-
vaks tasandi teisele eksemplarile. Sellel teisel eksempla-
ril v3ime minna edasi: v3tta nurgad £ DOE Ja LEOF nii, et

LDOF el osutuks nende iihendiks ja seejédrel leida LEOG nii,
et teatav nurk (AOG liheks juba tasandi kolmandale eksempla-
rile. Seda protsessi vSime jitkata 1%pmatult,lisades vajadu-
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se korral tasandi uusi eksemplare.

punktibulka, mille me sel puhul sasme (k korda vietud
tagandi ja sama tasamdi (k+l)-sel eksemplaril asuve punkti-
bulga #ihendit) nimetamegi Hldistatud nurgaks tipuga O.

Antud tasandi kerral nimetatakse koigi selliste ildis-
tatud nurkade ilhendit l3¥pmatukordseks tasandiks,

Teda, samuti nagu tildistatud nurka, veib vaadelda koos-
nevana poolsirgetest alguspunktiga 0, kusjuures sellise pool-
sirgete hulgana ta on ilmselt jérjestatud hulk,

III peatikk,

RUUMI STRUKTUUR,

Kdesolevas peatiikis teeme edasigi jéveldusi aksioomi-
dest Iy - Ig eeldusel, et planimeetria dimensiooniaksioom
(§ 15) ei ole rahuldatud. Peatilki 13pus formuleerime kaks
uut aksioomi -~ stereomeetria dimensioonisksioomi Ja pidevu-
se aksioomi,

§17. Tetraeeder.

Nelja mitte {ihel tasaendil asetseva punkti A, B, C, D
korral kdneldakse, et on antud tetraeeder AABCD. Punkte
A, B, C, D nimetatakse tetraeedri tippudeks, vahemikke
(aB), (BC), (cA)p (AD)’ (BD), (cp) -s_e_{_va_dg_k_S, kolmnurkade
sisepiirkondi (ABC), (ABD), (BCD), (CAD) - tshkudeks.Teira-
eedri tippude, sergade ja tahkude ilherdit nimetatekse tetra-
eedri piirdeks. Tasandite ABC, ABD, BCD ja CAD thendit ni-
metatakse tetraeedri A ABCD Hlepiirdeks.
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Tuntud viisil v@ib sisse tuua t:l.im vastastabu, tahu vas-
tastipu ja vastasservade mGisted.
Tetraeedriga voib téiendavalt siduda veel rea punkti-
hulki: htﬂ.l:a (joonis 29)
(36) (aBcD) ={X : (FY)(CAXY) &
& [Y & (BcD)] )} nimetatakse tetra-
B D eedri A ABCD sisepiirkonnaks, hulka
(37) (BCD)A ={X : (3Y)( (AYX) &
& [Y € (Bcp)] )} - lalendiks iile tahu
(BCD), hulka
(38) (A)BCD = {x : (FY)(<XAY) & [YE(BCD)] )} laiendiks

iile tipu A, bulka (joonis 30)
p (39 (aB)ep ={x : (3Y,2)(<XYZ>&
& (AYB> & < CZD) ) - laiendiks iile
serva (AB).

Tetraeedri A ABCD sisepiirkond (ABCD)
Joonis 30.

on defineeritud esialgu tipuga A ja tahu (BCD) mingi punktign
Y médratud vahemike (AY) iihendina,

Teoreem 27. Tetraeedri sisepiirkond on iikskdik
missuguse tipuga ja selle tipu vastestahu mingl punktiga mds-
ratud vahemike iihend, aga samuti iikskdik missuguse serva mingi
punktiga ja selle serva vastasserva mingl punktiga mddratud
vahemike iihend.

T3 es tus: EKul X€(ABCD), siis leiduvad Y ja Z, nii

A et tdene on (joonis 31)

74 (AXY> & ( BYZ)> & (CZD)>.

Sel korral on t3ene ka X € (ABZ) ning
jérelikxult (teoreem 12) leidubd V,

e
Joonis 29,

0 nii et tdeseks saab
B z {BIV) & CAVZ > & {CZD)
ehk (BXV )& {V € (ACD)} .
c Tépselt samuti leidub W, nii et
Joonis 31, t%eseks saab

{ZXW) & {CZD) & {AWB) .
Viimane mGttekaik on seejuures pisisratav.".l'eoree- on tdesta-
tud.
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§18. Ruumi md1iste.

Nelja mittekomplansarse punkti A, B, C, D korral nime-~
tatakse ruumiks ABCD selliste punktide X hulka, mis on kol-
lineaarsed mingi kahe erineva punktiga tetraeedri A ABCD
piirdel.

Teoreem 28, Ruum ABCD kujutab endast iihendit
tetraeedri A ABCD iilepiirdest, sisepiirkonnast ja laiendeist
iile kdigi tippude, tahkude ja servade.

P35 es tus: Olgu X niisuguse iihendi mingi punkt.

Kui X asub iilepiirdel, siis ta on kollineaarne kas kahe ti-
puga vdi iilhe tipuga ja mingl punktiga selle tipu mingil vas-
taskiiljel., Kuli X on sisepiirkonnas vdi ihes laiendeist siis
ta on kollineaarne kas iihe tipuga ja mingi punktiga selle
tipu vastastahul v6i mingi kshe punktiga vastasservadel,Kdi-
gll neil juhtudel X on kollineaarne kahe punktiga tetraeedri
A ABCD piirdel ja kuulub seega ruumi ABCD.

0lgu niiiid, vastupidi, X ruumi ABCD mingi punkt. Ta on
siis kollineaarne kahe punktiga Y ja Z tetraeedri AABCD
piirdel. Kui kasvdi iikks punktidest Y, Z i#ihtib mdne tipuga voi
mdlemad on servadel, siis on védide ilmne., Seetdttu jaab uurida
kaks juhtu: 1) X ja Y on m3lemad tahkudel, 2) ks neist on
serval, teine tahul. :

Fiitame esmalt, et esimene Jjuht on taandatav teisele.
TSepoolest, olgu Y ja Z néiteks tahkudel (ABC) ja (AcD)
(joonis 32). Sel korral A vastaskiilgedel leiduvad punktid
P ja Q nii, et tSene on {(AYP)> & (AZQ) . Punkt X kuulub ta-
sandile APQ, jarelikult on kollineaarne iihega kolmnurga
AAPQ tippudest P, Q - olgu selleks nditeks P = ja selle tipu
vastaskiilje mingi punktiga R, mis on ilmselt tahm (ACD) punk-
tiks., Esimene juht ongi taandatud teisele. '

Edasine tdestus on jérgmine. Kiiljel (AD) leildub punkt
S, nii et tdene on &RS). Punkt X asub niiiid tasandil BCS ja
seetdttu kuulub kolmnurga ABCS kas sisepiirkonda v&i mingis-
se laiendisse - téhendab, ta on kollineaarne kolmnurga 4 BCS
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A mingi tipuga ja selle tipu vas-
taskiilje mingi punktiga. Sellest
aga Jéreldubki, et X kuulub
tetraeedri A ABCD kas sisepiir-
konda v3i mingisse laiendisse.
Niiid voime tSestada teoreemi
ruumi homogeensusest.
Teoreem 29, Uksk¥ik
missugused neli mitte ithel ta-
i sandil asuvat punkti E, F, G, H
Joonis 32, ruumis ABCD vdtta, ruum EFGH
i{ihtib alati ruumiga ABCD.

T3 es tus: Toestame esmalt, et iga punkti E kerral
ruumis ABCD ruwumid ABCD ja ABCE iihtivad. Punkt E on seejuu-
res kollineaarne mingi kahe punktiga tetraeedri A ABCD piir-
del, s

Alustame juhuga, kus E on kollineaarne mingi kahe tipu-
ga, niiteks tippudega C ja D. Oletame, et tTene on {CDE>
(joonis 3%3), Ulejddnud kaks vdimalust - (ECD) tiBesus Jja
{(CED>t3esus -~ taanduvad sellele kas C jJa D v3i D ja E osade
vahetamisega.

Kualugu X ruumi ABCD. Sel korral
ta on kollineaarne tetraeedri
A ABCD kas 1) kahe tipuga voi 2)
ilhe tipuga ja mingl punktiga selle
tipu mingil vastasserval v3i 3)
ilhe tipuga ja selle tipu vastastahu
mingl punktiga v3i 4) mingl kahe
punktiga vastasservadel. Kerge on
veenduda, et kdigil neil juhtudel
X on kollineaarne mingi kahe punk-
tiga tetraeedri A ABCD piirdel ja kuulub seega ruumi ABCE.
Juhtudel 1), 2) ja 4) on see ilmne. Jubul 3) v&ib kahtlusi
tekkida, kui tegemist on tipuga C. Sel kerral viime aga ta-
sandil CDX kelmnurga ADEP (joonis 33) ja sirge CXI suhtes
rakendada teeresmi 13.

Joonis 33.
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Euulugu X ruumi ABCE. Sel korral on jéllegi tegemist
v8imalustega 1)_— 4), ainult et seekord seoses tetraeedriga
A ABCE. Ka siin v8ib veenduda, kuigl mitte enam nii lihtsalt,
et k¥igil juhtudel X on kollineaarne mingi kahe punktiga tet-—
raeedri AABCD piirdel.

Juhul 1) asub punkt X tetraecedri AABCD mingi kolme ti-
puga midratud tasandil ja on aeeéa kollineaarne mingi kahe
punktiga selle tetraeedri servadel v8i tippudes. Juhul 2) v3ib
sama Selda tetraeedri AABCE k3igi tippude puhul, vdlja arva-
tud tipp A ja serv(BE)ning tipp E ja serv (AB} millal v3id aga
rakendada teoreemi 16 vastavalt tasandeil ACX (joonis 34)

Ja CEX. ; J

Juhul 3) tippu C vastastahu punktiga Y ilhendav sirge CY
(joonis 33) 1¥ikab teoreemi 13 pdhjal ka kolmnurga ADEP kiil-
ge PD punktis Z, mis asub ilmselt
tahul (ABD). Analoogilise olu-
korraga on tegemist tipu E puhul.
Tipu A puhul vajab kilsimus ana-
litisimist seoses hulga (BDE) punk-
tidega. Siin tuleb rakendada teo-
reemi 16 tasandil ACX (joonis 35).
Tipu B ja hulga (ADE) puhul on
olukord analoogiline.

Juhul 4) servade (AC) Ja
(BE) puhul tuleb rakendada teo-
reemi 13 tasandil ACX (joonis 36],
Samasugune on olukord servade
(AE) ja (BC) puhul. Servade (aB)
ja (CE) puhul on vahemiku (cD)
osas asi ilmne, vahemiku (DE)
osas tuleb aga rakendada teoree~
mi 16 tasandil CDX (joonis 37)e.

Kokkuv8ttes olemegl t3esta-

Joonis 34.

Joonis 35
nud, et kui E on k lineaarne tetraeedri AABCD mingi kahe

tipuga, siis ruumid ABCD ja ABCE {htivad.
Eui E on kollineaarne {the tipuga (n4iteks tipuga 4) Ja
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punktiga P selle tipu vastas-—

serval (nditeks serval (CD), siis
B eespool t3estatu pdhjal
ABCD = ABCP = ABCE,
e  kus v3rdusmirk tihendab vastava-
C A b iiasne et
D E Kui E on kollineaarne tipuga

A ja punktiga P selle vastas-—
tahul, siis leidub serval (CD)
punkt Q, nii et B, P, Q on kol~
lineaarsed ning
ABCD = ABCQ = ABCP = ABCE.
Kul E on kollineaarne kahe
B punktiga P ja Q vastasservadel
(niiteks servadel, vastavalt,
(aB) ja (CD), siis
ABCD = ABCQ = APCQ = APCE = ABCE.
Kokkuv3ttes ongl t3estatud,et
iga viie punkti A, B, C, D, E
" korral ruumid ABCD ja ABCE {lihti-
vad.
0lgu nilid nelja mitte {thel tasandil asuva punkti A, B,
C, D k3rval antud veel teine samasugune nelik E, F, G, H ruu-
mis ABCD. Sel korral
ABCD = ABCH = ABGH = AFGH = EFGH.
Teoreem on tdestatud.

Joonis 36.

Joonis 37.

Seoses selle teoreemiga formuleerime jdrgmise aksioomi.
Stereomeetria dimensiooniaksioom. Iga viis punkii on
ithes ruumis.

Teoreemist 29 jireldub, et sel korral punmktihulk X kuju-
tab endast lihtsalt ttht ruumi.
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§19. Tasandid ruumis.

Kiesolevas paragrahvis eeldame, et stereomeetria di-
mensiooniaksioom on rahuldatud. Vaatleme sel korral teoree-
me kahe tasandi 18ikumisest ja ruuml lahutamisest tasandiga
kaheks poolruumiks.

PTeoreem 30, Kul kahel tasandil on iiks ihine
punkt, siis neil on veel teine iihine punkt ja seege ka ihine
sirge. Kul tasandid on erinevad, siis k&ik nende tihised punk-
tid asuvad sellel sirgel.

T 85 e s tus: Olgu kahel tasandil fihine punkt P. MHE~
rame esimese tasandl punktidega PBD ja teise tasandi punkti-~
dega PAE ning lelame esimesel neist punktid Q ja C selliselt,
et t3ene on {DPQ) & {BACY (joonis 38).

& Punktid A, B, C, D, E, P, @ on siis
k¥ik ilhes ja samas ruumis, mille
D vOime miirata niiteks tetraeedriga

A ABCD., Punkti E osas on jargmised
v&imalused: ta on kollineaarne tetra-
eedri AABCD kas 1) kahe tipuga v8i
2) tthe tipuga Jja mingl punktiga selle
tipu mingil vastasserval v31 3) ithe

E tipuga ja mingi punktiga selle tipu

Joonis 38. vastastahul v81i 4) mingl kahe punkti-
; ; ga vastasservadel. ;

Esimesel juhul on tasandite flhiseks punktiks ttks tippu-
dest By C, D, teisel juhul ks servade (BC), (CD), (DB) punk-
tidest.

Kolmandal juhul tuleb vaadelda tippe eraldi. Tipu A puhul
vastastahu punkt R, mis on kollineaarne punktidega A Ja E,
ongi tasandite lhiseks punktiks (joonis 38). Tipu D puhul
tihistame sirge ED ja tahu (ABC) 1¥ikepunkti téhega R (joo-
nis 39). Teoreemi 13 pdhjal on sirgel EP ja kolmnurge .ARDO
kuljel (RQ) uhine plnkt G ning sirgel AG Ja ¥Xolmnurga ARQF
kiljel (FQ) Uhine punkt H. Viimane ongi tasandite hiseks
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punktiks, Ulejdanud kahe tipu

pubul on olukord analoogiline,
sest meil P on tahu (BCD)
punkt ja nditeks C korral lei-
dub punkt S, nii et tGene on
{CPS» & { BSD?.

Neljandal juhul olgu E
kollineaarne punktidega U ja
V vastavalt servadel (AB) ja (CD)
(Jjoonis 40). Sel korral sirge
PV on tasandil BCD ja teoreemi 20 pdhjal kas 1&bib tippu B

A i voi 1%ikab tiht servadest (BC),
(PB). Loigaku ta n#iteks serva
(BC) punktis H. Esimesel juhul
B ongi tasandite iihiseks punk-
tiks, Teisel juhul on kerge
kindlaks teha {HPV)>t3esust.
Edasl Jéreldame teoreemist 13,
et sirgel EP ja kolmnurga
AUVH kiiljel (HU) on ihine
punkt I ning sirgel AI ja kolm-
nurga A BUH killjel (BH) on iibine punkt J. Viimane ongi tasan-
dite iihine punkt.

Mis puutub iHlejdsnud kahe vastasservapaari Jjuhte, siis
need v3ib taandada vaadeldud juhule tippude B, C, D omavahe-
lise imbertdhistamise teel.

Koos kahe punktiga on tasandeile teoreemi 19 pShjal ithi-
ne ka neid punkte iihendav sirge. Kui oletaksime, et tasandeil
on veel tihiseld punkte viljaspool seda sirget, siis tasandid
peaksid {ihtima. Teofeem on tdestatud.

Koneldakse, et kaks punkti X ja Y, mis ei asu teataval
tasandil, on sellest tasandist ihel pool, kui tasand ei 13ika
vahemikku (XY). Vastupidisel Juhul koneldakse, et X ja Y on
teine teisel pool seda tasandit.

Tecocreem 31, Tasand lahutab k3igi temast valjas-
pool olevate punktide hulga kahte klassi, nii et iga kaks

Joonis 39.

Jooris 40,
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punkti iihest klassist on tasandist iihel pool ja iga kaks
punkti erinevatest klassidest on teine teisel pool tasandit.

TSestuseks liréine, et teoreem 30 vGimaldab rakendada
samu mOttekiike, mis leidsid kasutamist teoresmi 22 tGestu-
ses. liksikasjad jitame siin lugeja hooleks.

§ 20, Desargues'i teoreen

sirgete sidunmis.

Kiesolevas paragrahvis eeldame ssmuti, et stereomeetria
dimensiooniaksioom on rahuldatud.

" bt punkti O lbivate sirgete hulka ruumis nimetatakse
sirgete sidumiks. Punkti O nimetatakse sidumi keskpunktiks,
teda ldbivaid tasandeid sidumi tasandelks.

Mirgime, et sidumi iga kaht sirget lébib parajasti iiks
‘sidumi tasand ja iga kaks sidumi tasandit 1¥ikuvad teoreemi
30 pdhjal mtsda teatavat sidumi sirget.

Sidumi kolme mitte iihel tasandil asetseva sirge OA, OB,
OC korral k®neldakse, et on antud kolmsirge O|ABC. Punkti O
nimetatakse selle kolmsirge tipuks, sirgeid OA, 0B, OC - ser-
vasirgeteks, kolme neid sirgeid paarikaupa sisaldavaid tasan-
deid OAB, OBC, OCA - tahutasandeiks.

Teoreem 32. (Desargues'i teoreem). Kui kahe iihise
tipuga kolmsirge O/ABC ja O|A'B'C' servasirgete vahel on
korraldatud iiksiihene vastavus, nii et vastavate servasirgete
poolt miératud tasandid OAA', OBB' Ja OCC' 10ikuvad ihel sir-
gel OD, siis vastavate tahutasandite l0ikesirged asuvad thel
ja samal tasandil.

Enne tGestuse juurde asumist selgitame léhemalt teoreemi
sisu, Kul me 13ikaksime sidumi sirgeid tasandiga, mis ei 1&bi
kolmsirgete iihist tippu O ning 18ikab nende koiki servasir-
geid ja sirget OD (gletades, et selline tasand leidub),siis
saaksime teoreemi eeldusi rahuldavate kolmsirgete puhul joo-
nisel 41 ndidatud pildi - saaksime projektiivse tasandi geo-
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meetriast tuntwud Desar-

gues'i teoreemi,millel

on selles geemeetrias

etendada p®hjapanev osa.
B Asume niiiid meie teo-
reemi - Desargues'i teo~
reemi ruwmilise variandi -
toestuse Juurde. Buvitav
on mérkida, et ka plani-
meetrilise Desargues'i
teoreemi tdestamisel on
iileminek ruumi paratamatu, nagu néitas D, Hilbert 189G.a.

T3 estus: Valime sirgetel OA ja OA' punktid A ja

A'y, nii et nad oleksid teine teisel pool sirget OD. Nende
vahel asub siis sirge OD mingi punkt D (joonis 42). Sirgel
OB' valime punkti B', nii et B' ja D oleksid teine teisel
pool sirget OB, Nende vahel on siis sirge OB punkt B,

Edasl valime sirgel
0C puakti C, nii et
C Ja D oleksid teine
teisel poel sirget
C~ 0C!' ja C el asuks ta-
s ’ sandil ABD. Sel korral
C ja D vahel on sirge

Joonig 41,

Sirge AB 1l@ikab

kolmnurga AA‘'B'D

kiilge (B'D) punktis

A B ja kiilje (DA') pi-

Tl ka ; kendit (DA punktis A.
Teoreemi 13 pdhjal
sirged AB Ja A'B'
18ikuvad mingis punk-
tis P.
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Sirge B'C' 18ikab kolmnurga ABCD killge (CD) punktis C’
ning kilje (DB) pikendit (BB punktis B'. Jirelikult sirged
BC ja B'C' 18ikuvad mingis punktis Q. L3puks sirge C°A' 134~
kab kolmnurga A ACD kiilge (CD) punktis C* ja killje DA piken-
dit (DA' punktis A'. Jdrelikult sirged CA ja C'A’ 13ikuvad
mingis punktis .R. 5

Punktid P, Q ja R on tasandite ABC ja A'B'C' tihised punk-
tid. Bt tasandid on erinevad, siis need punktid asetsevad teo-
reemi 30 pdhjal tlhel sirgel. Sirged OP, 0Q Ja OR on aga vasta-
vate tahutasandite 13ikesirged — nad asetsevad tSepoolest {ihel
tasandil. Teoreem on tlestatud.

THpsemalt kdneldes on teoreem t8estatud eeldusel, et
sirge d ei tihti {lhegagl kolmsirgete servasirgetest. Qeoreem
kehtib aga ka vastupidisel juhul. P8estuse jitame siin lugeja
hooleks.

Kehtib ka pddrdteoreem.

Teoreem 33. Kui kahe ilhise tipuga kolmsirge
0[ABC ja OIA'B'C' servasirgete vahel on korraldatud liksiihene
vastavus, nii et vastavate tahutasandite l3ikesirged asuvad
{lhel ja samal tasandil, siis vastavate servasirgete poolt mii-
ratud tasandid OAA', OBB' ja OCC' 1l3ikuvad tthel sirgel OD.

P85 e s tus: THhistame tasandite OAA' ja OBB' 181ike~
sirge t4hega OD. Tuleb kindlaks teha, et teoreemi eelduste
korral-ka tasand OCC' 1libib seda sirget. Selleks tihistaue
tasandite ODC ja OA'C' 18ikesirge 0C, (vt. joonis 43, millel
esitatud kujund on saadud sidumi 13ikamisel sobivalt valitud
tasandiga). Teoreemi tJestamiseks on killlalt niidata, et
Ocl = 0C'.

Vaatleme kolmsirgeid OIABC Ja O(A'B'cl. Nende vastavaid
servasirgeid sisaldavad tasandid OAA', OBB' ja 0CC, 18ikuvad
sirgel OD. Teoreemi 26 pShjal vastavate tahutasandite OAB ja
OA'B'y OAC ja OA'C, = OA'C* ning OBC ja 0B°'C, 18ikesirged
asetsevad {lnel tasandil. Teoreemi eelduse kohaselt on samal
tasandil ke tasut®sandite OBC ja OB'C' 18lkesirge. Tdhendab,
tasandid OB'C' ja OB'Cy 181kavad tasandit OBC mddda iiht Je
sama sirget ning seetdttu ghtivad, Jirelikult thtived ka sir-
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ged 0C* ja Oc1 aing
teoreem on t3estatud.
(0lukorra kolmservade
erandlike vastastikuste
asendite puhul jitame
asjast huvitatud luge-
ja analfiisida).

0luliseks jireldu~
seks Desargues’'i teo-
reemist ja selle pBdrd-
teoreemist on jHirgmine
tulemus.

Teoreem 3.
Kui sirged AA' Jja BB'
on flhel tasandil ja
punktid C ja D on teilne
teisel pool seda tasandit, siis tasandite AA'C ja BB'C 18ike-
sirge CC®' ning tasandite AA'D ja BB'D 138ikesirge DD asetse—
vad {thel tasandil.,

c T3estnuas:
Kul punktid A ja A®' asuvad
teine teisel pool sirget BB',
giis sirged AA' ja BB' 181~
kuvad mingis punktis 0, mis
asub igal sirget AA' Ja BB’
18ikuvad mingis punktis 0,
mis asudb igal sirget AA' v31
BB' 14bival tasandil ning on
seaga tasandite AA'C ja BB'C
hine punkt. Teoreemi 30 Jur-
21 nende tasandite 1l3ikesir-
ge 1ibib punkti 0. Sams v31ib
telda ka tasandite AA'D Ja
BB'D 18ikesirge kohta. Selle juhu jeoks on teorsem tdestatud.
% Olgu A ja A' sirzgest BB’ fihel pools Valime tasandil
AA'P punkti P, nii et A ja P oleksid teine teisel pool sirget

Joonis: 43,

“Joonis 44,
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BB¢.Uldisust kitsendamata vOime eeldada, et punktid B ja B°®
sirgel BB' on valitud selliselt, et tdenme on (ABP) & {A'B'P>
(joonis 44). Tasand CC'D 13ikadb tasandit AA'B midda teatavat
sirget, millel valime punktid E ja E', nil et E ja B' oleksid
teine teisel pool sirget BE'. Sel korral E ja B' vahel on sir-
ge BE' punkt Q. Aksioomi 16 pdhjal nilid A' ja E vahel on sir-
ge PQ punkt R.

Vaatleme kolmservi C/ABE' ja C/|A'B'E. Nende vastavaid
servasirgeid sisaldavad tasandid 18ikuvad ihel sirgel CC'.
Teoreemi 32 pShjal vastavate tahutasandite 18ikesirged asuvad
ihel tasandil. Siit jireldame, et ka sirge AR® 1libild punkti R.
rihendab, kolmservade DIABE' ja D[A'B'E vastavate tahutasan-
dite 13ikesirged asetsevad ithel tasandil DPQ. Teoreemi 33 plh~
jal vastavaid servasirgeid sisaldavad tasandid 13ikuvad ihel
sirgel DD‘, Nende seas on ka tasand DEE', millel asetsevadkil
nii sirge CC' kui sirge DD'. Teoreem on tdestatud.

§21. Mudel linesasarses ruumn i 8.

Eelmises paragrahvis lipetasime jdrelduste tegemise ak-
sioomidest Il - 16‘ Tecoria edasine jatkamine viljuks juba
geomeetria aluste raamidest,

Kiesolevas paragrahvis tutvume pdgusalt matemaatika Ube
nistituntud objektiga, milles on v8imalik realiseerida aksioo-
me I1 - 16 rahvldavat predikaati, ehk nagu k&éneldakse, kounsiru-
eerida aksiomaatike I, = Iy mudeleid (interpretatsioone).Nende
mudelite abil on v3imalik Untlasi selgitada, missuguseid jarel-
dusi aksioomidest 11 - I6 kindlasti teha el saa.

Me mirkisime jube § 9 1¥pas, et lineaarruumis iile Jjérjes-
tatud korpuse v3ib sisse tuua aksioome I1 - 16 rahuldava
vahel-predikaadi. Kdéltame nittid, kuidas seda teha.

Jirjestatud korpuse all m3istame siin hulka, milles on
defineeritud kaks %peratsiooni” - liitmine a + b ja korruta-

% V5d. ¢. Kangro, Korgem algebra, Tallinn 1962,§ 13. J.Hion,
Elementaarmatemaatika kSrgemalt vaatekohalt I, Algebra,

»Rl rotaprint, Tartu 1962, I pik. , § 3.
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mine ab - ning jérjestus a { b, nii et 1) hulk moodustab
kummagi operatsiooni suhtes kommutatiivse riihma, 2) kehtib
distributiivsuse seadus: (a + b)c = ac + bo ning 3) jirjes-
tus on operatsioonide suhtes stabiilne: kui a & b, siis
a+c{b+oc; kuiaséb ja0 £c, siis ac £ bo.

Lihtsateks niideteks on ratsionaalarvude ja reaalarvude
Jarjestatud korpused.

- Teeme flhe edaspildi vajalikm jirelduse tingimustest
1) - 3). Kul 0<a, siis 3) pdhjal Oa 4<aa ehk O (a2, Kui
& $0, siis 3) pdhjal a + (~a) <0 + (=a) ehk 0 < -a ja seega
0$(-n)2 O T3hendab, jirjestatud korpuse iga elemendi a
puhul 0 < i (kusjuures vdrdus esined ainult a = 0 kerral).
Igea kahe elemendi a, ® guhn% anago ténu 0 $b2 kehtivusele
tingimuse 3) abil: 0<a” sa“ + b°, Slinjuures vdrdus esinedb
ainult a = b = 0 korral, sostékui “2 + bz = 0, siis ‘2 =
= =250, samal ajal kui O $a’.

Vaatleme miiid lineaarruumi L #le Jérjestatud korpuse K
(n¥iceks flle ratsionsalarvude v81i reaalarvude korpuse). Kor-
puse K elemente (skalaare) tdhisteame endiselt viikeste la-
dina tihtedega a, Djyeeey X; eceey lineaarruumi I elemente
(vektoreid) - suurte ladina tihtedega A, B, csoy X, soe

Lepime kokku lugeda téislauset (ABC) t8eseks parajasti
siis, kul A, B, C on kolm erinevat elementi ja leiduvad nii-

sugused skalaarid a, b, ¢, et
(40) aA + ®B + 6C = 0, a+ b +06=0, ac>0.

Juba esimest kahte tinglmust rahuldavad skalearid on,
nagu kerge veendnde, miHratud iihise kordeja tépsusega, nil
et iga erinevatest elementidest koosmeva kolmiku A, B, C kor-~
ral cn predikasdil kindel tthen¢ tdeviirtus, mis mHiratakse
kolmanda tingimvsega. Mirgime veel, et a ja ¢ or nullist eri-
nevad Ja samamrgilised aing b on éboga samuti nullist eri-
nev ja nendega virreides erimirgiline. Jurelikult, (40) kehti-
vusest Jjdreldud
(&1) B=AA +MC, A>0, MD>0, 2 b i
kehtivus (siinA=-f-, M= - —$-). Ilmne en, et ka vastupidi,

(41) kehtivusest juireldub (40) kehtivus. Tingimused (41) vdio
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kirjutada ka kujul. : :
(42) B=AA+ (1 -2A)C, 0K,
Siin piisab nBuda niiteks A ja C exinmevust.

Niitame, et niiviisi defineeritud predikaat rahuldab
eksioome I1 - 16'

Aksioomi I, ndude rahuldamiseks on ktillalt valida vabalt
e ja o, nii et ac >0, seejirel leida b = ~ (a + 0)¥ 0 Ja
C = = —=—(ad + bB).

Aksioomi 12 kehtivus on ilmne.

Aksioomi I3 kehtivuse kontrollimiseks oletame vastuvdi-
teliselt (ABC> & (ACB) t8esust:

al + bB + oC = 0, a+b+0o=20, ac>0, ab) 0.
Nagu niha, peaksid a Jd () xi:l.ng a ja b olema nullist erinevad
samamirgilised skalaarid ning v8rdus a + b + ¢ = 0 oleks vdi-
matu.

Selleks, et kontrollida sksioomi I,, tuleb eelnevalt sel-
gitada punktikolmilku korrektsuse je kollineaarsuse praegune
tihendus.

Predikaadi [ ABC] = ( ABC )V{BCA)V (CAB)> t8esus tdhendad
antud juhul 1lmselt seoste

al + BB+ oC =0, -a+ b + 0 =0, af 0, DFO0,c¥O
kehtivust. Sel korral t8esti skalaaride a, b, ¢ seas mingid
kaks on {lhemirgilised.

Predikaadi {ABC} = [ABC]V(A = B)V(B =C)V(C = 4)
tSesus tihendad antud juhul ilmselt seoste

el + B+ cC =0, a+b+0=0 12+b2+02¥0
xehtivust (a, b, o seas ainult Uks v3ib v8rduda nulliga).
Mirgime, et kui piteks ¢ = 0, sils b = ~ a £ 0 ja A= B.

Aksioomi I, kehtivuse kontrollimiseks oletame [aBc] &

& {ABD} t3esust:

aA + bB + oC = 0, a+b+o=0, af 0, D¥0, oéo,

.1A+b13¢611}-0, alob1+d1-0, 11+b1¢dl;‘0-
811t jéreldame,get {

(aby = 8;0)A + ob,C = B4;D = 0, (ab, = a;b) +# b0 =

- bdl = 0.
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Jidb nildate, et kordajad ei v3i siin k3ik olla v8rdsed nul-
liga. Oletame vastuviiteliselt, et abl o~ alb = obl = bdl = 0,

Et b £ 0, 0 # 0, siis by = dl = 0o Jdrelikult 8, peab olema
nullist erinev. Teiselt poolt peaks aga olema abl ~ alb =
= ~a1'b = 0t

Aksioomi I; puhul oletame vastuvditeliselt (X = B) &
& (VY C) { ABC} tBesust, Sel korral

@b + b B+ oC =0, a+b+0=0,0#0 ;
(kui o = 0, siis A = B, nagu tilal niidatud). Jirelikult,

C=Ad +4B, A+ p=l (A= =-2, pao D)

iga C €L kotral, muuhulges ka C = O puhul:

AL +4B =0, As+M =1,
Téhendab, A ja B on lineaarselt s8ltuvad ja iga C& L avaldudb
nende lineaarse kombinatsioonina - L on tlhedimensionaalne.
Aksioom I5 nSuab seega, et L oleks vihemalt kahedimensionaal-
ne.

Aksioomi I, kehtivuse kontrollimiseks oletame, et A, B,
C on kolm mittekollineaarset (ja seetdttu paarikaups mitte
tihtivat) elementi. Olgu D ja E sellised, et

B=AA+ (1 ~-A)D, E=MB+ (1 =-M)C, OCA,nucd.
Sel korral D ja E on erinevad elemendid (sest nende tlhtimine
tooks. endaga kaasa, nagu kerge veenduda, A, B, C kollineaar-
suse). Thhistame T =<(1 ~A); sel korral 0<T , 1 -T< 1
(sest 0< 4, 1 =A<1) ning me v3ime leida F, nii et

E=TDp+ (1 ~-T)F, 0<T<l.

E ja D mittetihtimise t8ttu ka D ja F ei {ihti omavahel.

Seejuures

F % T%T' E - ]'f"'c"n','
= - {Fa+ @ = 2)D] + @ = 4O
M 1-}' BN b A
L e G K- S N
e (1 -f) c, 3
11:; wit § 5/4 Fane Et 0 ¢Mx2, 1 =mL1, 8iis
0<o < 1. Aksioomi I, kehtivus on komtrellitud.

kus ¢ =
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Jarelikult vGib igas lineaarruumis sisse tuua koik tei-
ses ja kolmandas peatiikis defineeritud mGisted. Kollineaar-
suspredikaadi praegusest tdhendusest selgub niditeks kohe, et
sirge AB kujutab endast elementide

X=2AA+ MB, r»+ruwl
hulka. Poolsirge (AB, vahemik (AB) ja 1%ik [AB] eraldatakse
seejuures vilja vastavalt v@rratustega < 1, O<CA < 1,
0¢ ™ & 1, 13igu [AB] pikendid ile otspunktide A ja B vasta-
valt virratustega A > 1, A0,

Mittekollineaarsete elementidega A, B, C midratud tasan-
diks ABC osutub elementide

1-9A+O‘B+'BC, g’+0‘+‘C=1
hulk,
Selle n#itamiseks uurime punktihulki (ABC), (BC)A,
(a)BC (§ 14). KBik need koosnevad punktidest
: X= M +psMBsucl 20 +0B s TC
* AeMa Xt su'm), N, A'7 0
(siin ¢ =), 6‘-4«)\', TmpM'y, P+ T+T= A + MM 2 p0) = 11 A

(ABC) puhul on A\, «> O, nii et (ABC) koosneb punktidest

e PA+0B+TCy (, 6,°> 05 P+ 0+T =1,

(BC)A puhul on A< 0, ning jérelikult M= 1 -« A) 1,
nii et (BC)A koosneb punktidest

X=wPA+0B+ TC; (< 03 6,72 05 P+6+T =1,

(A)BC puhul on A> 1, ning jérelikult y= 1 «2< 0, nii
et (BC)A koosneb punktidest /

Xs PA+6B+ TC; 0,04 03 P+0 +T = 2,

Tagsand ABC koosneb k¥igist sedalaadi laiendeist ja sir-
geist AB, BC, CA ning kokkuvdttes tGepoolest punktidest

X= A+ 6B+ TCj s’-o-d'.g.f,. 33

Vastupidi, iga niisugune punkt kuulub kas ilhele sirge-
test AB, BC v0i CA .(kui kordajatest ¢, ¢, U mdni on vdrd-
ne nulliga) vdi ihele kolmnurga A ABC laiendeist ning seega
alati tasandile ABC. T@epoolest, kolmnurga A ABC tipud vGib
alati téhistada 311, et elemendi X avaldises samamidrgiliste
kordajatega on B ja C, Kui o,T > 0, siis §7 O pubul
X €(ABC), §< O puhul XE(BC)A; kui 6,T < 0, siis X €(A)BC.
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Mirgime muuhunlgas, et kerdajaid f, G, T elemendi X
avaldises tuntakse bariiigsentriliste koordinsatide nime all
(tasandil ABC basskolmnurga AABC puhul). Nimetus on tulnud
sellest, et punktidesse A, B, C paigutatud masside vastavalt
¢y ¢, T Xkorral masssiisteeml raskuskese asub parajasti
punktis X (kr. k. bariis - raske).

Linesarruumis I {ilaltoodud viisil defineeritud vahel-
predikaat on masratud ka L igal slamhulgal. Kerge on kind-
laks teha, et ta rabuldad planaarstruktuuri aksioome I, - Ig
mitte iiksnes tervel ruumil L, vaid ka selle ruumi igal (vihe-
malt kahedimensionsalsel) lahtisel kumeral alamhulgal (s.t.
niisugusel alamhulgal, millesse koos iga kahe elemendiga A,
B kuulub ka teatav neid elemente sisaldav vahemik)., Kontrol-
limist vajavad ainult aksioomid I, 15 Ja Ig; kontroll on
lihtne, me Jjétame selle lugeja hooleks.

§ 22, Pidevaus.

Eespool (§-8 6) me t¥ime sisse jérjestatud hulga pide-
vuse mdiste (Dedekindi jérgi). Teiselt poolt on mell aksioco-
mide Il - 16 alusel sisse toodud eriline jarjestatud punkti-
hulk - sirge. Kdesolevas paragrahvis uurime sirge pidevuse
kiisimust, Alustame eelmises paragrahvis konstrueeritud mude-
list.

Vaatleme sirget AB lineaarruumis L ile Jarjestatud kor-
puse K elementide

X= M +4B, M+ A =1
hulke. Elemendi X vdime esitada ka Xujul

Xahst M(B=A). :
Tekib iiksilhene vastavus X <> M4 sirge AB punktide Ja korpuse
K elementide vahel. Naitame, et see vastavus sdilitab Jéarjes-
tuse: X+« 4 , Y+ ) puhul I eelnedb Ye-le poolsirgel (AB para-
jasti siis, kui 0 <M KV

TSepoolest, poolsirge (AB on elementide

ST Y T o M>0
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hulk. X eelneb elemendile Y = A + V(B - A), V>0, sellel
poolsirgel parajasti siis, kui t3ene on <AXY) (§ 13), s.t.
kui leidub XA , nii et i
A+ pu(B=n) =ras+ /(B=-A]+ Q-4
042l
ehk
M(B = A) w NV CB R A)y 10 DA A KT,
Elementide A ja B erinevuse tdttu on selleks tdesti tarvi-
1lik ja piisav, et 0 <& M < Ve

Tihendab, sirge kui Jérjestatud hulk lineasrruumis L
file K on jirjestuse suhtes isomoxrfne jérjestatud korpusega K.

Plansarstruktuuri aksiomaatika mudel lineaarruumis L
iile K on seega oma jirjestusega seotud omaduste osas oluli~
selt sdltuv korpuses K aset leidvast jérjestusest.

Sellise korpuse K lihtsamateks ndideteks on:

A. Reaalarvude koxrpus,

B. Ratsionaalarvude korpus - reaalarvude korpuse selli-
ne alamkorpus, mis saadakse arvust 1 nelja pdhitehte - 1iit-
mise, lahutamise, korrutamise ja jagamise - rakendamise teel
18plik arv korda.

C. Korpus J - reaalarvude korpuse selline alamkorpus,
mis tekib, kui léhtuda arvust 1 ja rakendada 1%plik arv korda
nelja pBhitehet ning viiendat tehet Vito™ , kus 0 on varem
mainitud viie operatsiooni teel saadud arv.

D. Korpus 2 (t) - selliste algebraliste funktsioonide
korpus, mis saadakse, kul ldhtudes wuutujast t rakendada
néite C puhul kirjeldatud viit operatsiooni, ning kus jérjes-
tus on sisse toodud jairgmise kokkuleppega. Korpuse 2 (t) iga
element on muutuja t algebraline funktsioon ja tal on see-
t3ttu ainult 13plik arv nullkohti, nii et kiillalt saurte t
vairtuste korral funktsioorivadriused on kogu aeg kas posi-
tiivsed vdi negatiivsed. Elementide A ja M pukul kerpusest

Z (t) loeme, et N< 4, kuiV = 4 - > muutuja t funktsioco-
nina on rﬁllale suurte t vaartusie korral kogu aeg positiiv-
ne. Kerge on kindisks teha, et sel puhul Z(t) muutub jér-
jestatud korpusekses
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Jarjestatud hqlga iiks olulisemaid iseloomustajaid on
temas vabalt tehtud 13ike tiilip (§ 6). Vaatleme sellelt sei-
sukochalt nditeid A. - D.

Reaalarvude teocoriast on teada, et reaalarvude korpus
kul jarjestatud hulk on pidev - iga 10ige temas kujutab en-
dast Dedekindi 1%iget.®

Seda ei v3i aga “elda ratsionaalarvude korpuse ja kor-
puse & kohta: niiteks 13ige a< T < b nendes on mdra (T
transtsendentsuse tdttu) - need korpused on mittepidevad.

Mis puutub korpusse 2 (t), siis see on samuti mittepi-
dev (nagu selgub hiljem) ning erinevalt eelmistest nididetest
"mittearhimeediline”: vdib nsidata kaks elementi, néiteks
1 ja t, nii et esimese iikski kordne ei iileta teist (tJepoo-
lest, n.1l - t on kiillalt suurte t vasrtuste korral alati ne-
gatiivne, iikskdik kui suur n ka votta).

Esitatud ndidetest nsbtub, et aksiomaatikal I, - Ig on
nii pidevaid kui mittepidevaid mudeleid. Siit Jéreldame, et
sirge kui jirjestatud punktihulga pidevus ei Jareldu veel
aksioomidest I, - Ig ning seda tuleb, kui see meid huvitab,
garanteerida spetsiaalse aksioomiga.

IV(pidevuse aksioomn): Kui vahemik (AB)
on lahutatud kahte klassi, nii et esimese klassi iga punkt
eelneb teise klassi igale punktile poclsirgel (AB, siis kas
esimeses klassis leidub viimane punkt vdl teises klassis
leidub esimene punkt,

Mirgime siinjuures, et mis tahes hulga klassijaotuse
moiste on defineeritud §-s 6, punktide jérjestus poolsirgel
aga §-8 13. Pldevuse aksioomi on v3imalik formuleerida ka

ainuiiksi vahel-predikaadi abil hulgateooria lihtsaid mGisteid

kasutades, kuid vastav sdnastus tuleks keerukas ja vaheiile-
vaatlik.

Paragrahvis 6 arendatud terminoloogia abil vGime delda,
et tilaltoodud aksioom postuleerib vahemiku (AB) pidevuse

% Vt. G. Kangro, Kérgem algebra I, Tartu 1948, § 4.
J. Hion, Elementaarmatemaatika kdrgemalt vaatekohalt
I, Algebra, TRU rotaprint, Tartu 1962, V ptk., § 3.
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(sellest ka nimetus). Kerge on jéreldada, et temast tulened
ka poolsirge ja sirge kui jérjestatud punktihulga pidevus.
Teoreemist 26 voib jédreldada koguni seda, et pidevuse aksioo-
mi kehtivuse korral osutuvad pidevaiks ka nurk ning iiidista-
tud nurk kui poolsirgete jidrjestatud hulgad - teist spetsiaal-
set pidevuse aksioomi ijhise alguspunktiga poolsirgete jérjes-
tatud hulga jaoks tarvis el ole.

IV peatikk,

ABSOLUUTNE PLANIMEETRTIA.

Kdesolevas peatiikis eeldame endiselt, et teatava hulga
X (punktide hulga) puhul on hulgal X x X xX defineeritud
aksioome I, ¢ rahuldav vahel-predikeaat (XYZ)> . Seejuures
n¥uame niiiid, et tdidetud oleks ka planimeetria dimensiooni-
aksioomi ndue (§ 15). Punktihulga X (tasandi) kdrval vGtame
vaatlusse teatava rilma S - liikumiste riihma - ning formu-
leerime hulgal X x &2 *X m#iratud predikaadi jaoks seitse
eksioomi II; g IIIl’.‘, (mida pidevuse aksioomist loobumise
Xorral tuleb télendada veel kahe lausega). Koigi loetletud
aksioomidest tulenevate jérelduste siisteemi nimetatakse abso-
luutseks planimeetriaks.’

% Nimetuse pani 1832.a. ette mitteeukleidilise geomeetria
iiks loojaid Janog Bolyal. Absoluutne on see planimeetria
selles mottes, et ta ei olene eukleidilise paralleelsuse-
aksioomi kehtivusest v5i mittekehtivusest - ta on euklei-
gi};se planimeetria ja Lobatdevski-Bolyai planimeetria

e o0sa.

L
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§25. Liikxumiste riihnm,

Rithma @ (§ 7) nimetatakse tasandi X kollineatsiooni-
de rilbmaks, kui hulgal ¥*x 2 *X  on v¥imelik misrata pre-
dikaat, mille me téhistame X°¢= Y, nii et samaselt t3esed
on:

11, (3B)(A°>¥ = B),

II, (A*¥=3) & (A-f=¢C) »(B=c),

II; (A°Y =B) & (B°¥=0C)—(a°(f%) =),

11, (A*f=3B)—(B-?an),

II; <(ABC> & (A°¥=D) & (B=Y=E) & (C-f= F)~(DEF> .
Riilhma < elemente nimetame sel puhul tasandi kollineatsiooni-
deks.

Selgitame liéhemalt, milles seisnedb formuleeritud viie
aksioomi tdhendus.

Predikaat X°f = Y v@imaldab iga konkreetse Y& 2 puhul
korraldada tasandi punktide vahelise vastavuse: loeme, et
punktile A vastab punkt B, kui tdislause A°¥ = B on tdene.
Aksioomidest II, ja II, néhtub, et see vastavus on tasandl X
knjutus iseendaks: igale A ¢ X vastadb #ks ja ainult iiks Be x ,
Aksioomi 115 abil voib tdestada, et see kujutus on iiks-ilhere:

erinevatele punktidele vastavad erinevad punktid. TGepoolest,
(1,) TE=B) — (3c) <aBC) ,

(IIg) (ABC) & (A°f=D) & (B°¥=E) & (C*f = F)— (DEF>,
(12) (DEF) —» T = E;

kokkuvittes: TA = B) & (A°P= D) & (B*¥= E)— (P = E).
Aksioom I15 nduab dhtlasi, et vaadeldav kujutus s#ilitab
vahel-predikaadi t3esuse ning koos sellega tasandl struktuu-
ri; vahemik kujutubp vahemikuks, sirge sirgeks, poolsirge pool-
sirgeks, pooltasand pooltasandiks jne. Sellest, et sirged
kujutuvad sirgeteks, on tulnudki nimetus "kollineatsioon®

. ribhma & elemendi jaoks.

Akxsieomid 113 Ja II, nditavad, et kul rihma @ elemendi-
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ge ¥ seada tilalkirjeldatud viisil vastavusse tasandi X iiks-
iilhene vahel-predikaadi tdesust séilitav kujutus, siis saame
rilhma 2 esituse sedalaadi kujutuste rilhmas: kerrutisele €7
vastab elementidele { ja 't vastavate kujutuste jérjest teos-
tamise (ehk korrutamise) tulemus, ptdrdelemendile ¢ -1 vastab
elemendile ¥ vastava kujutuse psvrdkujutus. Siit vdib muide
kergesti Jéreldada, et rithma $2 iihikelenendilo ¢ vastav kuju-
tus jétab iga punkti paigesle: et el ot » sils II, Ja I1,
pdhjal
(A°€=B) & (Bo?™t = A) »(A°L= A),
Samuti on lihtne kindlaks teha, et kollineatsioonile
¢ vastab tasandi * kujutus iseendale: iga punkti B puhul

v3ib leida punkti A, mis kujutab punkti B - selleks on nimelt
B kujutis ¢ <1 puhul.

Lepime kokku antud A ja Y korral punkti B, mis muudab
teseks téislause A°f« B, tdhistada vajaduse korral lihtsalt
A-¥ . Néiteks aksioomid II3 Ja II4 vOime siis esitada sel
¥ujul

IIy  (Ac )= Ac(¥Y),

1, (A-f)ee ™t =4,
nagu nad leiavad tavaliselt kasutamist riihma esituste teoo-
rias.

Selleks, et kollineatsioonide riihma muuta liikumiste rih-
maks, tuleb tdiendavalt formuleerida kaks aksioomi.

Kirjutiste lihtsustamiseks toome tasandil X sisse punk-
tihulga, mis koosueb kiirest [AB ja sirgega AB iirnevast pool-
tasandist (ABiC, nimetades seda punktihulka reeperiks ja t&his-
tades R(ABC) ehk lihtsalt R. Naitlikult on reeperit R(ABC)
koige lihtsam esitada lipukese abil, mille varda alguspunkt
on reeperi alguspunktis A, varras ise suundub misda poolsirget
(AB ja 1ipu pind asub pooltasandil (ABIC (joonis 45).

Vdtame vaatlusse kdigi reeperite hulga (R} tasandil X
ning defineenm hulgal {R}* R *(R} predikaadi

R(ABC) *¥ = R'(DEF),
lugedes selle tdislause tGeseks parajasti siis, kui t%ene on
(;oonis 45)
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(A°f =D) & [(Be¥=P)— {DEP} & {PDE)]a
& [(ce¥= @) — (I 5)({DEH) & (FRQY ).
Sel korral aksioomi II, pShjal reeper R(ABC) kui punktihulk
. kujutub ¥ korral reeperiks R(DEF), nii et A kujutiseks on
i), B kujutiseks poolsirge
© (DE mingi punkt P, C kujuti-
8eks pooltasandi (DE|F mingi
punkt Q. Aksioomidele IIl -
II.j tuginedes on kerge kind-
laks .teha, et kui niisuguse
predikaadi R- ¢ = R' abil
mifirata vastavus reeperite
vahel, lugedes reeperile R
vastavaks sellise reeperi
Joonis 45, R', mis muudadb tdeseks tiis-
lause R°¢ = R* (tdhistadeés
vajaduse korral seda reeperit lihtsalt R=¥), sils saame hul-
ga {R}tikstihese kujutuse hulgale {R} , mille puhul on rahulda-
tud aksioomid II_.;, IIA (kul nendes punktid asendada reeperite-~
ga) - téhendab, saame riihma R esituse reeperite hulga {R}
teisenduste riihmas.

Formuleerime niliid viimased kaks aksioomi.

Tasandi kollineatsioonide rithma &2 nimetatakse liikumis-
te _riUhmaks tasandil, kui predikasadi ReY = R' puhul on sama-
selt tdesed

II1, (3¥)(R-¥= R*),

I11, (R-f=R*') & (R*¥= R*)~ LGN

S8et., kui iga kahe reeperi R ja R' korral leidud parajasti
Uks rghma @ element, mis muudab t3eseks thislause Ro<¥ = R
Mirgime, et aksioome III,, III, on pdhimdtteliselt vSimalik
formuleerida ka ainufiksi prediksatide {XYZ)ja X°¥= Y (ning
Uhtimis-predikaadi) abil, kuid vastavad kirjutised tuleksid
811s tipris keerukad ja seetdttu vahe iilevaatlikud.

Edaspidi hakkame aksioomide IIl -~ 115, IIIl, III'2 ndu~
deid rahuldava rithma @ elemente nimetama liikumisteks. Kui
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t8ene on tdislause A°f= B v81 BRe{¥= R*, siis kineleme vasta-
valt, et "liikumine ¥ kannadb A punkti B (ehk punkti A~ f)"

v81 "liikumine Y kannab R reeperiks R' (ehk reeperiks R - )",
Rihme & flhikelementi ¢ nimetame Uhikliikumiseis. Ta kannab

iga punkti ja reeperi iseendaks (teisiti Beldud, jitab nad
paigale). Aksioomist III, on lihtne jéreldada, et iga liiku-
mine, mis jitab paigale reeperi, Uhtid flhikliikumisege je jétab
seet8ttu paigale iga punkti.

§24, L34 gu Ja nurga
Utmberpbdramine

Aksioomidest 111_5, II:[:'_’2 el piisa veel liikumiste ja
kongruentsuse teooria t¥ielikuks Ulesehitamiseks. Neld tuled
téiendada jirgmise kshe lausega:

s x;  [m(aBe)+ €= R'(BAC)] 7 (B-¢= 4),

X, [R(0AB):¥= R'(0BA)] & (B-{= C)~ {oacYe.

Selgitame kohe nende lausete sisulise téhenduse. Impli-
katsiooni Xy eesliikme tSesus tihendab seds, et liilkumine ¥
kannab A punktiks B, poolsirge (AB poolsirgeks (BA, pooltasan-
a1 (AB/C aga siilitab (joonis 46). Lause X, t8esus tdhendad
seda, et B kantakse sel puhul tépselt punkti A, nii et seda

lauset v8ib nimetada lauseks

P

13igu ABI imberptdramisest.

Ce Implikatsiooni X, eesliikme
tBesus tihendab seda, et liiku-
mine ¥ jited paigale punkti O,
A B kannab (OA poolsirgeks (OB ning
(0A| B pooltasandiks (OB|A. Lause
X, t3esus tyhendad seda, et sel
puhul B kantakse sirgele OA (joonis 47). BtgB telselt poolt
kandub pooltasandile (0B|A, sils punkt B-{ asub poolsirgel
(0A. Leuset X, v8ib seega nimetada lauseks nurga / AOB Umber-

ptdramisest.
Lausetega Xy Ja X, on lugu selline, et prasguseni ei ole

Joonis 46,
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8 Snnestunud enda neile tdestust, mis
; -tugineks {lksnes aksioomidele 11 Yy

£ 111_5, III1 29 ning on vihe usutav,
/ /\ et niisugust tBestust tldse on v8i-
0 A malik ands.™ Kull sead aga neid
lauseid t¥estada pidevuse aksioomi
PRanLe 4T, kaasabil.

Jérgnevalt esitamegi lausete 1'1 Ja xz vastavad testused.
Neid t8sstusi ei sas nimetada lihtsateks ning lugeja, kes ol
ole huvitatud sedalaadi peensustest, vdib jitta nad vahele,
v8ttes laused X, Ja X, lihtsalt aksioomideks.
Teoreem 35 (joonis 48).
(43) [R(aBC)ef= R'(4;50)] & CABY & (Bof= By)—<ayBB,S .
© T 8estus: Implikatsiconi

Ce eesliikme t8esusest jhreldubd, et By
; 4 asetsed poolairgel(tln, nii et tdeme
N B B om(§13)
(By = B)V<AyBB>V (ABB >,
Joonis 48, Meie llesandeks on niidata, et

selle disjunktsiooni esimesed kaks
liiget viived vastuoluni. i

Esimese liikme puhul on seda virdlemisi lihtne teha.Tde~
poolest, kui B, ja B Uhtiksid, siis f séilitsks reeperi R"(BAC)
ning peaks 8seega olema fthikliikumine ¢ , mis antud juhul on
muidugl vBimatu.

Teise liilme t3esuse vastuolulisust eeapool formuleeri-
tud aksioomidega el ole enam nii lihtne niidata. Siin tuled-
ki kasutada pidevuse aksioomi (§ 22).

Niisiis, olgu tBene (A;B;B)>. Punktid A,°¢ ja B;°¥ thhis-
tame vastavalt A,, B,. Sel korral IIg pdhjal (AAyB) & {A;B,B)

t8esuszest Jdreldubd (AJ_LZB]_) & (Aznznl) t8esus, sellest kl¥i-
gest aga (20) ja (23) pShjal (M1A2> t8esus (joonis 48).

¥ Lause X, kohte v8ib niiiteks kindlasti Selda, et ta el ole
tlestatdv ainuflksi gksioomide I 60 1118 III, » alusel,

" See jureldud Whest D, Hilberti tddst ( [.TuasGepr,0cEOBaHEA
reoMerpus ,MockBa-Jdenunrpay 1948, NoGasnenue I1I).

= 102 =




Edasi tihistame punktid
dpo ¥y Byof vastavalt A, Jd
BJ. Analoogiliselt leisme, et

Joonis 48a. t8ene on <A,A.B,> & <A35332) ’
millest jireldame (AA213>t80lnso.

Seda protsessi v8ime jitketa t8keztamatult., Tekib 18p-
matu punktide jada ‘1’ Az, ooy An, evey mille k8ik punktid
asuvad vahemikus (AB) ja on selles jirjestatud nii, et iga
punkt A, eelned k8igile jada suurema indeksiviidrtusega punicti-
dele Lj(j.cj). See juures on tdene
(3 Apefm byyy o

Jeotame vahemikn (AB) punktid kahte klassi. Alamklasei
losme iga niisuguse punkti X, mis eelmeb kasvdi tlhele jadae
punktidest A, S.t., mille korral on tBene {AXAY . Ulemklassi
loeme vahemiku k8ik #ilejitnud pumktid - tZhendab, niisugused
¥, mis jirgnevad jada k¥ikidele punktidele. Elassijaotuse
nduded on siin ilmselt rahuldatud: kumbki klass pole tithi,nad
el 184iku ning nende lhendiks on terve vahemik (AB). Edasi on
kerge veenduda, et pidevuse aksiooml eeldus on rahuldatud
(8.t tegemist on 13ikega). T8epoolest, kui X kuulub alam- ja
Y tilemklassi, siis on t8eme (AXA D & CAA Y ) ning (24) pdhjal
ka ¢ AXY) - tihendab, X eelneb punktile Y wahemikus (AB).

Pidevuse akesioomi pShjal eksisteerib kas alamklassis
punkt P, nii et selle klassi iga punkt X on A ja P vahel, v8i
{lemklassis punkt Q, mis on punkti A ja selle klassi iga punk-
ti vahel. Osutub, et punkti P olemasolu on antud juhul v¥ima-
tu. Tlepoolest, alamklassi iilal antud definitsiooni kohagelt
peaks punkti P kerral leiduma A, nii et tleme oa (APAD .

Kuid siinjuures A‘ ise on samuti alamklassi punkt, nage jlrel-
dud (AAn;“l)»tBannoat, nii et olemegi j3udnud vastuoluni.

Jirelikult leidub filemklassis punkt Q, mis om A Ja tlem~
klassi iga punkti vahel. Euwi punkt Qo ¥ tihistada Q', siis
v3ivad kdne alla tulla jirgmised v8imalused: t3ene on kas
1) (AQ*Q) 81 2) {AQQ')> v3i 3) Q' =.Q. Niitame, et k3ik need
v8imalused viivad samuti vastucluni, Sellega me tSestamegl

teoreemi.

A A A, B, B, B

- 103 -



Alustame esimese v¥imalusega (joonis 49). Punkt Q' ei
i LAl saa sel korral olla iilemklassi
L Y : N punkt (sest siis peaks olema tdene
$AQQ'> ehk I pohjal <AQ'Q> ning
Joonis 49, Q' kuulub seega alamklassi. Jire~
likult leidud Ay, nii et tdene on
<AQ'An> . Teoreemi 7T jarjestikuse rakendamise teel vGib veen-
duda, et Q' langeb iihte vahemikest (Ak 1Ak)' s.t. tSene on
{ay Q0D .
Votame vaatluse slla likke ¥ poordliikumise ¥ -1, mille
korral (*) Ja 11, pohjal on tBesed A, lv?' = A, ning
Qte e Ll . Q. Aksioomist 115 Ja <A’k 1Q'A > tGesusest jareldud
niitid <Ak 2QAk 1> tSesus. V:!.:Lmane on aga voimatu, sest temast
tuleneks Q kuuluvus alamklassi, samal ajal kui on teada, et
Q on iilemklassi punkt. Seega esimene vdimalus - <AQ'Q) tGesus -
viib vastuoluni.
Analiiiisime teist vdimalust - {AQQ'> tBesust., Tdhistame
Q-¢™1 = Q" Jja niitame, et tdene on siis <Q"QB> (joonis 50):

(25) {ARQ) & CAQQ'>— <A,QQ" ,

I, <AQBY & (A°¥=4,) & (Q°¥=Q') & (Bv\O- 3,)~
—+(A1Q'By> ,

(25) <A;QQ"> &<A.Q'B,> ~<QQ'B,”,

11, ‘Q'Bpy & (@t aQ ) a(eevtaq) e

& (B, of=B)-(Q"qB> . /
Téhendab, Q Xkuulub pool-
sirgele (Qa ning tﬁene on
A A Q@ Q@ BB ">y Qv QT = ).
Joonis 50, Siin <AQ"Q> tdesuse puhul Q"
kuu.lub alamklassi, mistdttu leiduvad Ay 1 Ja Ays nii et
(Ak_J_Q Ay on tene. Aksioomi IIg rakendamisel { puhul jSuame

niitid (AkQAk 1) tagsuseni see aga, nii nagu varemgi, viidb
vastuoluni. Ka <(Q AQ)V (Q* = A) tBesus annab vastuolu - 1Ig
pPShjal peaks tBene olema {QA1Q'> Vv (Q = A;). Teine v¥imalus
on seega samu%i v@imatu,
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Kolmanda voimaluse - Q' = Q iGesuse puhul liikumine
¢ s&ilitsks punkti Q, poolsirge (OA ja pooltasandi (QA/C,
kokkuvdttes reeperi R (QAC), ning peaks seetdttu {ihtima ihik-
liikumisega { . See on aga vastuolus ecldusega (AA13> &

& (A°¥= A.l) t3esuse kohta.

Niitid voimegl tdestada lause X, 10igu [AB] imberptrami-
sest.

Teoreem 36. Liikumine t, mis kannab reeperi
R(ABC) reeperiks R'(BAC), kannab B punkti A.

T3 es tus: Tahistame punkti, kuhu liikumine Y kan-
pab punkti B, téhega A,, ning oletame vastuvaiteliselt, et
Ay # Al sel korral on kaks v3imalust: t¥ene on kas 1) {AMB)
vai 2) ¢ A1u> . : ;

; Analiitisime esimest v¥imalust. Liikumine % kandku A, punk-
ti B,. Aksioomi IIg pdhjal <AA13) t3esusest jareldudb <BBlA1>

tesus, sellest aga ihelt poolt poolsirgete (A,_‘_Bl ja (AIB

- ihtimine, teiselt poolt (ABIB>

‘tdesus (joonis 51).

- Vaatleme 1iikumist ¥='*"¥
Paragrahvis 24 tehtud kokku-
Joonis 51. leppe pdhjal vdime siis kirju-
tada
A°Y= A (%) = (A° Y¥)o¥= Bot¥m Ays
Bofs Bo(¥¥) = (Be¥)etr= Ayt =By,
nii et liikumine ¥ kannab poolsirge (AB poolsirgeks (A]_B:L
ehk (A]_B - tahendab, kannab poolsirge (AB iseendasse, séil-
1itades pooltasandi (AB|C. Jérelikult on t3ene [R (aBC) Y=
= R‘(Ach)] & (AMB) & (B+¥= B,). Teoreemi 35 pdhjal peaks
B olema A Ja By vahel, samal ajal ¥ui on teada, et tdene
on <u13) . Esimene vGimalus viidb vastuoluni.

Teisel jubul, kui tTene on (A1A3> , saame IIg pohjal
<BlnA1> tZesuse. Selle juhu saame tsandada eelmisele, kui
vahetame A ja B, ning B Ja Ay osad, ning asendame Y liiku-
misega 't o

Teoreem On tdestatud.

Analoogiliselt v3ib pidevuse aksioomi abil tTestada

A 8,
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lause 12. Selleks veendume kGigepealt Jéargmise teoreemi kehti-
vuses. )

Teoreem 37. Kui poolsirge (OA\1 asub nurga Z AOB
sees, siis liikumine ¥ , mis kannab reeperi R(OAB) reeperiks
R(0A;B), el saa siilitada pool-

B8 sirget (OB ega kanda teda nurga
Bz L AOB sisse (joonis 52).
Ae T3estus: Kui f sdlli-
A, taks poolsirge (0B, siis ta s&i-
) 2 litaks ka pooltasandi (OB|A ning
peaks olema tihikliikumine £ ,mis
Joonis 52,

antud juhul on muidugi vdimatu.

Kui f kannaks (OB nurga . AOB sisse poolsirgeks (0B,,
siis (031 sasks asetseda ainult nurga LA,0B sees (sest pool-
tasand (OA|B kantakse pooltasandiks (0A1] B). Sel puhul f Xkan-
naks poolsirge (OAlnurga LA]'OBl sisse poolsirgeks (0A2, pool-
sirge (OBl aga nurga /_A2031 sisse poolsirgeks (OB2 Jne. Sel
viisil jdtkates saaksime poolsirgete jada (OA,_L, (0A2, S
kusjuures hende poolsirgete jirjestus nurga LAOB sees iihtiks
nende Jjirjestusega jadas.

Edasine mtttekaik képeerib tunduval médral teoreemi 35
tSestust ja me el hakka teda enam siin kordama, Kasutada tulebd
samuti pidevust, mis § 22 1%pus tehtud mirkuse pdhjal leiab
aset ka nurga sees kulgevate poolsirgete jarjestatud hulgas.

Nild v3ib tdestada lause X, nurga imberpstramise kohta.

Teoreem 38, Liikumine Y, mis kannab reeperi
R(OAB) reeperiks R'(OBA), kannab poolsirge (OB poolsirgeks
(0A, vahetades sellega nurga L AOB haarad.

Tdestus erinedb teoreemi 36 t3estusest ainult mdningate
sbaoluliste iiksikasjade poolest, mistdttu puudub vajadus
teda siin korrata. :
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i
§25. pescartes'i mudel.

K#esolevas paragrahvis konstrueerime absoluutse plani-
meetria iilhe mudeli. Selleks vaatleme kahedimersionaalset 1i-
nesarruumi I iile jérjestatud korpuse K, ehltame temas‘pla-
paarstruktuuri aksiomaatika mudeli (§ 21), télendame seda
sobivalt valitud riibmaga S2 (1iikumiste rilhmaga), defineerime
predikaadi X°¥= Y Ja kontrollime aksioomide II, g 1111’2
kehtivust.

Kahemdotmelise lineaarruumi L element A on teatavasti
samastatav korpuse K elementidest a), 8, moodustatud reaga:

A= (31152)1
nii et A + B = (a; + by, 85 + bz), AA = ( Aay, Aaz).
Rilbma S elementideks (1iikumisteks) valime paarid
‘f = (@, fo), kus
: 5 - (‘fn %12
?21 ,‘e22 :
on ortogonaalmaatriks (s.t. niisugune maatrixs, et §0 = E) ja
g, = (f’ol,‘foz) on rida (s.t. iiherealine maatriks). Paaride

9 ja ¥= (¥, ') korrutiseks loeme paari
Y = (@V’f"w* o),

kus sulgude sees on tegemist tavalise maatriksalgebra operat-
sioonidega; tihikelemendiks (iihik1iikumiseks) loeme paari
;= (E, 0), Xus E on {ihikmaa triks; ¥ ptbrdelemendiks loeme
paad T7h a(P ", - $,6=1), xus ® ~* on { pvvrdmeatriks.Et
ortogonaalmastriksid moodustavad riilbma®" siis moodustavad
riilhma ka vaadeldavad paarid, nagu kerge ¥ontrollida.

Defineerime niitid bulgal X* $2*X prediksadl X f =Y,
lugedes selle téislause Ae{= B tdeseks parajasti siis, kul

* ghesolev jJa Jjéargmine paragrahv on siinkohal m@eldud lugeja
silmaringi laiendamiseks. Soovi korral v@ib nende sisuga
tutvumise liikata edasi sest otseselt xasutamist leiab
vastav materjal alles §-s8 32.

®% 4. . Kangro, Korgem algebra, Tallinn 1962, 1k. 441.
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B=A®d + %
Siin on paremal pool tegemist tavalise maatriksalgebra ope-
ratsioonidega.

Niitame, et sel viisil defineeritud predikaadi puhul on
rahuldatud aksioomid II; ,, 1111;2.

Aksioomide IIl Ja II, puhul on see ilmne. Aksioome 113
Ja IIb kontrollime nende teisendatud kujude IIj Ja II‘ Jirgi,
arvestades, et antud juhul

Ac¥= A@"' Pa,
mistdttu tSepoolest
(a20)t= (04 1) W= (A + €IV + % = A(PY) + (o Vs %) »
= Ae(YY),
(o) f™L = (Ad+0)o¥E (ad+ %)PL - 02T 2 0Pt

Aksioomi IIg kontrollimiseks oletame {ABC> t3esust ehk

v3rduse
B=24A+ (1 =NC, 0<A L1
kehtivust ja niitame, et sama v8rdust samasuguse A viidrtusega
rahuldavad ka A°f, B°Y{ ja Co{, TSepoolest,

Bef=[2a + (2 =2)cI® + fo=2[ad+ %]+ (1 -l){.cd’-»fo -

=A(ae¥) + (@ =2)(Co?).

Aksioomide ;I'.II1 2 kontrollimine on m3nevdrra kesrukam.
Tdhelepanelik lnge;]a on muidugi juba mirganud analoogiat kisit.
letava mudeli ja tavalise analliiitilise geomeetria vahel tasan-
dil, See analoogia aitab meid ka edaspidi, kuid et me jirjes-
tatud korpuse K all ei m3tle just tingimata reaalarvude kor-
pust ja teiselt.poolt soovime tiielikult vilja sulgeda niit-
likkuse momenti, siis esitame Jirgnevad arutlused puht-formaal:
sel kujul. Lugeja ise pead leidma analoogia n.-d. "nHitliku®
analfiitilise geomeetria vastavate v3tetega.

Axsioomi III; puhul vaatleme reepereid R,(0IJ) ja R(ABC),
kus 0 = (0, 0), I =(1, 0), J = (0, 1), ning niitame esmalt,
kuidas leida ¥ , nil et R oY = R, oleks t3ene.

K8igepealt v3tame paari = (E, -A), mille korral

A°tY = AR = A =0
ning seetB8ttu Re= R'(ODE), kus D = Bol%= (d,,d,), E= Co%.
Seejirel moodustame paari Yo = ( &, , 0), kus
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ad e Aa
AT + dy V-.,(,1E e

é,- b o

Vo & Vo oy

en, nagu kerge keatrollida, teatav eriline, paari D komponen-
tide abil meodustatud ortogonsalmesatriks. Mirgime, et §, ele-
mendid kuwuluved korpusse K nende ja ainult nende korpuste
puhul, mis on kinmised operatsiooni Vi +w2 suhtes (8.te
v8rrandi xz =1 4.w2 lehendamise suhtes; vt. niiteid §~s 22),
nii et meil tuleb siin piirduda ainult sedalaadi korpustega.
Niitame, et D ° fo = D*asetseb poolsiigel (OI. TBepoolest,

pof, =0 = (Va2 +a}, 0) =20+ 1 -N1,

‘xus 1 -x=Va? + a2 > 0 seega tBestiA<l (vrd. § 21).

Thhistame E°f.s B = (o], 8,) Ja mikirame paari | jirgmiselt:
kui e,> 0 (s.t., kul E* juba asub pooltasandil (0I|J , siis
v3tame | =L ; kul 0’2'40, siis v8tame 7 = (B', 0),kus

ol o) /

KokkuvBttes on kindlaks tehtud, et t3esed on

R-%= R', R's¥, = R"(OD'E"), R™# =R, ,
mist3ttu on tdene ka

((R=% )e % ) o= R.

ehk 4
RoeY =R,
kus 'f' ‘f “eo 'ﬂ/a

Olgu nfitid antud vabalt kaks reeperit R ja R;. Nagu 4dsja
niitasime, leiduvad f ja f; selliselt, et t8esed on :
Ro{= R, JjaBRy° ¥y =R, « Sel korral on tBesed ka R ¥, =
-~ xl’ (R”"f)“"fl.l' nl ning

i R-X =By,
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xus X = 792, aAksioomi IIT, kehtivus antud SCREE " eh ok
rollitud.

Aksieomi III, kehtivuses veendumiseks niitame k3igepealt,
et iga f , mille korral on tSeme R (0II)o{=.R o(017), Uhtib

tthikelemendiga 2= (E, 0). '.L'Bepoolest, niisugnse ¥ puhul on
t8ene 0 = 0 ehk kehtid

09 + fo = 0;
siit i

1A .Ao;

Edasi peab I = (1, 0) ji#ma poolsirgele (OI.
Et

Ry e
Io¥= 1o+ ‘(’e- (1, 0)("?1 f)zz)' (‘euo 12)
ja poolsirge (0I, nagu eespool selgus, koosneb elementidest

A0+ (1 ~NI=(1 =NQA, 0),A<1, s.t. ridadest (/-(, 0),

>0, siis
)‘ ’ \elz 2 o’_ k€ 70

X
Tingimusest ¢&' = E ehk
( " 0 {44 "F1.4 i (1 O)
A ‘PLL o s Qe
saame nlild seosed
2 2 2
fh =1 ‘011{21'°’ {2 + f22 = 1
millest eelnevat arvestades jireldame:
f10=1 Y3y =0, fpp =
Bt Jo¢= (0, 1)$= (0, {p,) peadb asuma peoltasandil (0I|J,siis
Y55 7 0 ja seega Voo = +1.

Kokkuv3ttes = E, f,= 0, nii et tBesti, psar { ,mille
puhul on t8ene

B of = B
dhtid nnupmigaz- (E, o) P= L
0lgu niiid kahe vabalt v8etud reeperi R ja R' korral
tSene
(R-¢ = R') & (Ret= R*).
-1 \( 1(, "1
Sel korral on tJesed ka R'o ' = R, (Re¥)e° = R
ehk ;
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Ro(P¥1) = B.
AR Juba kontrollitud III, pdhjal leidudb X, nii et n-x =R,
a:x‘ = R. Tshendab, :
| (Rg Xyo (#%1) = r oo 17

ehk ]
Ryo(x"1 ¢¥71X) = R,.
fas X-2ewdy ot
ehk
‘e- "I—.

Sellega on aksioomide kontrollimine ja {ihtlasi mudeli
konstrueerimine 1pule viidud., Mittepideva korpuse K puhul
tuleks ¥ieti kontrollida veel lausete xl, 12 kehtivust sel-
les mudelis, selle kontrolli aga Jétame asjast huvitatud lu-

geja enda hooleks.

Et konstrueeritud mudel reaalarvude korpuse K puhul
kopeerib Descartes'i poolt XVII sajandil rajatud tasandilist
analiiitilist geomeetriat, siis on teda kohane nimetada Des-

cartes'i mudeliks.

§26.Beltrami-Kle ini
mudel.

Mirksa suuremat huvi pakub absoluutse planimeetria tei-
ne mudel, mis geomeetria ajaloos etendas olulist osa Lobat-
Sevski geomeetria vasturdikimatuse probleemi lahendamisel.

Selle mudeli seos tavalise analiilitilise geomeetriaga on
juba keerukam. Enne kui asuda mudeli formaalsele iilesehita-
misele, kirjeldame liihidalt n#itlikke ldhtekohtl.

Veatleme tasandil ringi ning piirdume punktidega selle
ringi sisemusest. Kui vahel-predikaati mista tavalisel niit-
likul kujul, siis "sirgeks" tuleb lugeda selle ringi k&3l.
Peamine raskus on siin seotud liikumiste t3lgendamisega. Et

% yt. allmirkus § 25 alguses.
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1iikumiste pubul vahel-predikaadi tGesus s8ilib, siis tule-
vad kone alla ainult sellised ringi sisemuse iiksiihesed kuju-
tused iseendale, mille pubul suvaline k081 kujutub jallegi
teatavaks kd5luks. Analiiiitilisest geomeetriast on teada punk-
tide kollineaarsust séilitavad teisendused - gro;ektiivsod
teigendused (kollineatsioonid) murdlineaaxsete teisendusva-
lemitega.
o x - e eE
1%13 2¥23 *¥33
Taleb garanteerida, et need teisendused sailitaksid ringl
sisemuse. Kui koordinsadistik tasandil valida selliselt, et
vaadeldava ringjoone vorrandiks on

(L = 1,2).

!i + Ig = 1,
siis kergesti kontrollitava virduse
(45) X o2 -1 e (nhy + Bpfay +Ta) (RO el -
-t 35 + ‘%“’51 + 032 "(23) e
+ 20,35(03 Yoy *T2 T2 - P13 Fo3) +
e 22 (f1; 0 *F1¥52 - Tasfss) *
v 2x,(f 5 Psy -+ a5 - Y 25733) *+
e (thH 15 -3}

alusel on loomulik teisenduse (44) kordajatele seada J&rg-
mised kitsendused: :

(46)f 2, + 93, -93, =1, 11% + f12%2 -013f05 =0,
2 2 g
Py $93, = You '® 4y 1175 + Y2732 -¥y3055 =0,

2 2 g3 e i
P51 A lgg ‘=May =Ly %’21?31+%’22\"52 - f3%5 = 0.
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13
¢u|f2 Y22 Yo3
1 Y32 33 .

mille elemendid rahuldavad seoseid (46), nimetatakse pseu-
doortogonanlseteks. Nende lihisamaks defineerimiseks toome
sisse maatriksi f pseudotransponeerimise operatsiooni iile~
mineku maatriksilt ‘{ maatriksile
" fn fa -fa
e} §
€= €2 Y22 32
15 f23 f33

(siin on tegemist tavalise transponeerimisega Ja mérkide va-

‘hetamisega viimases reas ja seejérel viimases veerus). Seo-
“sed (46) v&1ib niiiid maatrikskujul kirja panna Jérgmiselt:

(41 ¢ E.
See vordus on teatavaati samavédrne vordusega
(48) s

ehk seostega

2 g R
2, o903 -9h =1 "t «ate- 555 =0

2
4912, + 9% -9 =1, s +¥nbs - s =0

2 2 2 e o
‘(’13 + ‘(23 -‘933 ==l, ‘{712‘?13 + ‘\022Y’23 ‘6’32‘?33 0%

Kerge on veenduda, et pseudoortogonaalmaatriksid moodus-~
tavad riihma. Selleks teeme kGigepealt kindlaks jérgmise ker-

gesti kontrollitava varduae
(415 % ) = 4 %
ning mérgime, et kui ¥¢= E, Y B, sits = €71 Ja
seega
(%) () = w%"de* =¢EY" = E,
@ (¢ g e (70 ) a B m B
Pseudoortogonaalmaatriksite ritlhma nimetatakse sageli Cayley-
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Kleini riithmaks (ka Lorentzi rilhmaks, eriti kui on tegemist
- neljandat jarku maatriksitega).

Edaspidi tuleb piirduda niisuguste pseudoortogonaalmaat-
riksitege ¢ , milledes alumine parempoolne element on posi-
tiivne: ‘{’33> 0. Naitame, et ka need moodustavad rilhma.Selleks

on tarvis iGestada, et vOrratus QPS >0 sdilib pseudoortogo-
naalmaatriksite korrutamisel. Mastriksite Y ja %t korrutise -
X= ¥ % alumiseks parempoolseks elemendiks on
K53 = ¥31 iz # P32 %5 + T33't33,
Kui ?33 >0, "{—33> 0, siis vorratuse X”) 0 tSestamiseks on
tarvis naidata, et
|23 Y5 + P3p Yosl<fs5 sy
Léhtume seostest (46) ja (49) jarelduvatest vOrratustest
2 2 3
P31 * 32 <I33
2 2 2
%13 + 23 Ci3m
milledest Cauchy vOrratuse abil saamegi
(ks v Rt )P 0s . 502 NS pal 0wt yd
515 U1 b Lt SR p 7 rib e 23 29 i 9943
Peale neid ettevalmistusi asume niilid absoluutse geomeet-
ria uue mudeli konstrueerimisele.
Hulga X elementideks - punktideks - valime niisugused
Jérjestatud korpuse K elementidest moodustatud read
A= (81352)1
mille korral -
ag + ag .4
Nende ridade pubul defineerime lineaarsed tehted:
A+B-=(al+bl, a2+b2),
XA = ( Xal, Aaz),kéx,
Ja skalaarkorrutise }
AB = a)by + 850,55
taislause (ABC)> losme i¥eseks parajasti siis, kui
B=AA+ (1 -2)C,. 0<RaL,
Sel puhul read A, mille korral A% ai + ag 4 1, moodusta-

L Y o



vad lahtise kumera hulga k3igi ridade (xl,xz) kahedimensio-
naalses eukleidilises ruumis (x, € K). Tdepoolest, Cauchy
vorratuse jirgl (AC) < A2c2, mistottn 4241, C2<1 punul

(AC) 41 ja seega v !
82 a[Ah + (1 -A)c]? «a22a% 222 -A)ac + (1 %%

COUTEON R i O L N AR O S
Jirelikult, hulk ¥ dlaldefineeritud vahel-predikaadiga
xujutab endast p].anaautruktuuri aksiomaatika 11-6 mudelit
(§ 21). Thiendame seda mudelit niisuguste peeudoortogonaal-
maatriksite rilmaga 52, milledes %33> 0 ja defineerime
hulgal XX %%  predikaadi X° ¥ = Y lugedes selle tais-
lause A-{¢= B t¥eseks parajasti siis, kui

a) {14 + a2°?2i + Pay
g Yy =+ (Roigy % Va3
Asume aksioomide 111-5 kontrollimisele.
Axsioomi II, kontroll tugineb seostest (46) tulenevale
vordusele (vrd. (45))

(1 =1,2).

(50) by =

2 2
(51) by + bj -1.(31 P o +?33)2 3

rui o + a3 -1 40, siis ka b3 + 2 -140.

Aksioomi II, kehtivus on ilune. s
Aksioomide II3 4 1lihtsamaks xontrollimiseks esitame seo-

sed (50) homogeensel kujul, leides %, %, d # 0 Jafhy, Pas
{33 # 0 aelliselt,q:t f

8 = % bi.{g—s— (1 = 1,2).
seosed (50) - taislause Ao ¥= B t3esuse Xriteeriumid - vOime

siis esitada kompaktsel kujul

(51) fP ¥ ’ ;
kus « ja (> on vastavalt read x= (%, %y 043), p= ({11, Pos
,’53), ¢ on pseudoortogonaalmastriks Y= (‘?pq), (p,q = 1,2,3)

f aga on korpuse K teatav element - vordetegur.
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Olgu t0ene ka B°Y = C, s.t.

i} =f, :
lmsx-- (XI’ 8o 3‘3) on elemendile C = (cl, 02) vastav rida,
= (% q)‘ on teine pseudoortogonaalmaatriks ja 0 ¢ K on uus
vardetegur. Sel korral . :
Pog s (PP)F= (P Yaar(?Y),
nii et tdene on A< (¥%)= C, milles oligl tarvis veenduda.
Edasi jiareldame seosest (51) vBrduse
planpe-l
ehk teisiti, BoP™l = A tBesuse. Aksioomid 113 4 o0&l kont-
rollitud.

Léheme iile aksioomi I,I5 Juurde.
Olgu <ABC> tdene, s.t.
B=AA+ (1 -7, 0<A<l,

Sel korral, nagu kerge kindlaks teha,

[hatdy) ¢ (@ -A)ef) | NA'Ry) + (1 -A)(ery)),

B ATG ) T T =0WC,) | NEG,) ¥ (T 3G,

( ) 8 e L e o) )
*mry TRy 0 P TEEy ey
=N(A=9)+ p(Co?)

(siin n#iteks ‘A'@l) tdhendab rea A' = (al, ‘2’ 1) ja veeru

?.
1Lk
d -(%i) korrutist; (A'él),. ‘1?11 + 8, ‘621 + ‘(’31), kus-

Juures N 1 -A)Y
RN NG i T oy T e

Selleks, et me v3iksime saadud seosest

(52) Bo? = X'(A°¥€)+ (1 -N)(Ce¥) .

Jdreldada BoY asetsemise Ac'{ ja C°{ 'vahel, tuleb veel n#i-

data, et

(53) 0< A /m

A : (c'é,)
Sy S Ve et -
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Et siin OC¢AC1, siis on kiillalt, kui veendume, et Ve
Naitame, et - :
(a'%;) = 8, f15 + 8% + V55
on antud juhul kehtivate seoste

ai +ag<1,

2 2 2
P2, +955 -933 = -1 ‘\”35>o

" puhul alati positiivme. TSepoolest, teisest seosest 'P?J +

+ ?23 % ~f§3 ning vdrratuste poolte korrutamisel saame

(a2 + a3) (P25 + €3¢ 955 .
rqieelt poolt, Cauchy vorratuse Jargi ‘
(aytys + ap3)? & (o] + 8D (PT5 + 35 < 935 -

Bt siin f” >0, siis

933 Caytyy + 8Ty { Tups .
ja toepoolest (A'®y)> 0. Tépselt semuti ka (c-@3)> 0, nii
et tdesti yY>0. Aksioomi 115 Xehtivus antud juhul on kontrol-
litud.,

On jaanud kontrollida veel III, Ja IIIQ. Alustame esi-.
mesest. Vaatleme reepereid R (0IJ) Jja R(ABC), kus 0 = (0,0),
I = (% 0), J = (0, ) ning néitame esmalt, kuldas leids
¢, nii et Rof = R, oleks tGene. Me arutleme siin puhifor-
maslselt, lugejal aga gsoovitame kdike jérgnevat t3lgendada
tavalise analiiiitilise geomeetria vahendite abil ihikringis

xi + Xg ( 10
Vitame kasutusele jargmised xonkreetsed pseudoortogo-

naalmaatriksid:
- 0

x - ﬂ
vlq + X, V-’x-q Ty
3 Ko, Xq
Wl lme .
0 0
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1 A

V-~ P 1=X

0 1 ®

€A) = g § ’
h-}\" - X

o)
Ye=l0o -4 0
v ol 1o

Nende puhul on t3esti rahuldatud seosed (46). Seejuures
tuleb piirduda korpustega K, mis on kinnised operatsiooni

\f1 £ sk suhies, selleks et vaadeldavate maatriksite elemen-
did kuuluksid endiselt korpusse K,
Vahetult on kerge veenduda, et
Ao Yo(A) = (=2, 0),

xus - A= a2 4+ a2 <1, ning et

[ae fo (A)f3(2) =0 = (0, 0).
Eul téhistada Y, (A)f;(A) =% ja B°t =D = (4, dz)' Co't= E,
siis kokkuvGttes
RolYm R'(ODE).
Edasl on lihtne kindlaks teha, et
b %(0) = (V&2 + a2, o)
téhendab,D-{-(D) = D~ asetseb poolsirgel (0I (vrd. § 25)

Tanistame E° ¥:(D) = E'= (e], ep) Ja méirame maatriksi 7, Jarg-

miselt: kul e, >0, siis vitame 4 = ¢, kui e, < 0, siis vGta-
me %-*{’2 (vrd. § 25).
Kokkuvottes viime telda, et tlesed on
Re% = R'y R% ¥ (D) = R*(OD*E*), R*O”L = Eo,
nii et tGene on ka ¢
Re¥= R,
kus - "f-"'('"fa(b)ﬂ/a
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.s.t.

Aksioomi III, kontroll tuleb niiiid 1¥pule viia tépselt
samuti nagu Descartes'i mudeli puhul.
Viimaks on j&dnud kontrollida veel aksloom III . Néita-
me kdigepealt, et iga ¥ , mille korral on iGene R (OIJ) P
= R (OIJ), iihtib iihikmaatriksige E. T0epoolest, niisuguse
¥ puhul on tdene 0°¥= 0, s.t. kehtib (50) a; = 0 Ja bi =0
korral. Jarelikult
"931 A
Seoste (46) vasakpoolse tulba viimasest reast jéreldame niiid,
et ?33 = 1, mistdttu seoste (49) samal kohal olevast reast
tulenevad vordused (§ 21)
‘013. = ?23 = 0,
Edasi peab I°¥= ($9,, # ¢,,) olema poolsirgel (o1,

800

Seoste (49) vasakpoolse tulba teisest reast jéreldame niiid,

t fé2 = ¥ 1 ja seoste (46) samal kohal olevast reast, et
9oy = 0.

Et ntud Jo¥= (0,  f,,) peab asuma pooltasandil (ox|J,
siis €,, > 0 ja seega {,p = 1. KokiuvGttes ongi niidatud,et
kui ¢ pubul on t3eme R °¥= R, siis {= E.

Akxsioomi 1112 ednsine Xontroll kordab vastavat m3tte-
kdiku Descartes'i mudeli korral.

Pideva korpuse K puhul on mudeli konstrueerimine viidud
sellega 1%pule. Mittepideva korpuse K korral tuleks veenduda
veel lausete X,, X, kehtivuses antud jubul, selle aga jétame
lugeja hooleks. 4

Absoluutse geomeetria mudelit, mille me kéesolevas para-
grahvis konstrueerisime, nimetatakse Beltrami-Kleinl mudeliks
(ta anti esimesena 1868. aastal E. Belirami poolt ja leidis
taiendamist 1871. aastal F. Kleini poolt).

Nii selle mudeli kui ka Descartes'i mudeli (§ 25) téht-
sus abscluutse planimeetria aksiomaatika Jjaoks seisneb sel-
les, et nende mudelite olemasolust jéreldub selle aksiomaa-
tika vasturdikimatus - voimatus teha sellest aksiomaatikast

- 119 -




kaht teineteist vdlja sulgevat jireldust. T8epoolest, kui
oletada, et miisuguste jérelduste tegemine on vﬂiﬁalik, siis
saaksime ke niiteks Beltrami-Kleini mudelis, kui konstruee-
ride see ille reaalarvude korpuse K, teatavad kaks lauset reaal-
arvuliste elementidega ridade ja pseudoortogonaalmaatriksite
vahel, mis rdigiksid teineteisele vastu - tekiks vasturdéki-
vus resalarvude aritmeetikas. Tihendab, kui reaalarvude arit-
meetika lugeds vasturiikimatuks, siis on vasturddkimatu ka :
absoluutne geomeetria.

§27. Peegeldused sirge
suhtes.

Absoluutse geomeetria sisu jarkjsrgulist viiljaarenda-
mist alustame lihtsaimate liikumiste uurimisega. Esmalt vaat-
leme nn. peegeldusi sirge suhtes.

Asetsegu punktid C ja D teine teisel pool sirget AB. Mk~
rame reeperid R(ABC) ja R'(ABD). Aksioomide 111, ja III,
pdhjal leidudb parajesti iks liikumine ‘¥, mis kannadb reeperi
R(ABC) reeperiks R'(ABD). See liikumine, nagu niha, jitadb pai-
gale punkti A ja sellest punktist lihtuva poolsirge (AB, sir-
gega AB Hirneva pooltasandi (AB|C) aga kannab tiiendpooltasan-
diks (AB|D). Niisugust liikumist Y nimetataksegi peegelduseks
sirge AB suhtes. Sirget AB nimetatakse sel puhul teljeks.

Peegeldusel ¥ on rtihma S2 seisukohalt huvitav omadus -
ta Uhtib oma pévrdliikumisega. TSepoolest, Y psvraliikumine
f’l viidb reeperi R'(ABD) tagasi reeperiks R(ABC), sedasama
teeb age ilmselt ka ¥ ise, mistdttu I, pdhjal ssamegi ¥ ™' =
= ¢ ., Jirelikult YY¥=9Y"" =§.

Peegelduse see omadus v3imaldab kergesti t3estada JHrg-
mist teoreemi.

Teoreem 39 Peegeldus siilitab telje iga punkti.

T3 estus: 0lgu t3ene [R(ABC)°‘?= R(ABD)] ning olgu
C ja.D teine teisel pool sirget AB. Valime teljel vabalt punk-
ti X, miz kantagu ¥ poolt punktiks X'. Sel korral
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Xte@ = (Xo@)of= Xo(¥.f) = Xop=X.

Et poolsirged alguspunktidega A sirgel AB siilivad, siis
on kolm vSimalust: t3eme on kas 1) (AX'X)> v81 2) {AXX') vi1i
3) X' = Xo

Meie fillesandeks on nildata, et esimesed kaks juhtu on

v8imatud. Selleks rakendame aksioomi II, arvestades
(A°¥= 1) & (xef=x') & (X*'° ¢= X) tBesust. Esimesel juhul

" jBuame (AXX') tlesuseni, teisel juhul (AX'X) tSesuseni. MBle-

mal juhul tekibd vastuolu! Teoreem on tlestatud.

f1diselt 1iikumist ¥ , mis Uhtid oma potrdliikumisega,
s.t. mille pubul ¥¥= &, nimetatakse involutiivseks. Peegeldus
on seegge niéide involutiivse liikumise kohta.

Peoreem &0, Iga involutilvie liikumine Y , mis
kannad mingi sirge a teiseks, teda 13ikavaks sirgeks a', on
peegeldus (teljega sirgete a ja a' tasandil).

P8 es tuss Lilkumise ¢ involutiivsuse t8ttu sirge
a' kantakse tagasi sirgeks a. Sirgete & ja a' 1l8ikepunkt -
tihistame selle A - s¥1lib jurelilult ¢ punul (Joonis 53).

Sirgel a vitame punktid C ja E selliselt, et oleks tdene
JACEY. Liikumine ¥ kandku need

punktid vastavalt punktidesse

D ja F. Sel kerral 113 pdhjal
on t8ene (ADF) . Teoreemi 13
pdhjel vahemikel (cF) ja (DB)

on Uhine punkt B. Kuna vahemi~
kud ¥ involutiivsuse t3ttw vahe-
tuvad, siis punkt B samutl nagu
A, judv ¥ puhul lilkumatuks.
Joonis 33. Jérelikult reeper R(ABC) kantakst
Xus C ja D on jlmselt teine teisel pool

reeperiks R(ABD),
sirget AB. Teoreem on tdestatud.
Sellest teoreemist +v8ib teha mitmelid olulisi jlireldusl.
Vahetult on niiteks selge jirgmise teoreemi kehtivus.
Peoreean 41. Nurga LAOB ymberptramine kujutab

endast peegeldust.
p8epoolest, lausest X, jireldud vahetult, et kul t8ene
16, gl =




on R(0AB)= f= R'(0BA), siis on t3ene ka R'(0BA)° = R(OAB)
ning jérelikult ka

R(0AB)*(¥{) = R(OAB),
mist3ttu ¥ on invelutiivne Ja me v8ime rakendada teoreemi 40.

Kehtib ka jirgmine teoreem.

Teoreem 42, Liikumine ¥, mis jitab paigale punk-
ti A, kannab poolsirge (AB tdiendpoolsirgeks (AB' (nii et
t8ene on (BAB')) ning siilitab pooltasandi (AB|C, kujutab ;
endast peegeldust, mille telg 1libib punkti A. '

T 8 estus: Vaadeldav liikumine ¢ on, nagu kerge
veenduda, involutiivme. Valime tasandil ABC vabalt tthe punk-
tli A ldibiva sirge a, mis liikumise b puhul teisenegu sirgeks :
a' - samuti punkti A 1libivaks.

Kui a ja a' ihtivad, siis v8ime kindlad olla, et ‘f puhul
kantakse 1seendaks ka poolsirged, milledeks A lahutab sirge
8, sest sHilidb pooltasand (AB|C. Jirelikult reeper R(ADB), kus
D on punkt, mis asub samaaegselt sirgel a ja pooltasandil
(4B[C, kantakse reeperiks R(ADB') ning Y on seega poolpdtre
sirge a {imber,

Eui sirged a ja a' ei {thti, siis v3ime rakendada eelmist
teoreemi 40. Teoreem on t8estatud.

Teoreemide 39 ja 40 jirelduseks on ka jiirgmine teoreem.

Teoreem A43. L3igu LAB] timberpdtramine kujutab
endast peegeldust, mille telg 13ikad sirget AB.

T3 estus: Liigu [AB| UmberpSsramise ¥ puhul on tdene

R(ABC)> Y = R'(BAC).
e Et husoxlpahjalkaBa%’-L
$1 Pt on sel korral t8ene, siis on

B X B tSeme thtlasi

*p R*(BAC) ° Y= R(ABC),
nii et ¥ on involutiivne: Y¥={.
Joonis 54. Toome veel sisse reeperi
Rl(BAD), nii et C ja D on teine
teisel pool sirget (joonis 54), ja liikumised Y ja X, mille
puhul on t8esed
R(ABC)- % = R,(BAD),
RI(BAD)“'X = R*(BAC).
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Siin, nagu niha, X on peegeldus BA suhtes, kusjuures
| Re(%X )= (R°¥)°X= RyoX = R,
. nid et III, pdhjal ¢=¥X, millest ! involutiivsuse t3ttu

4= A,

‘ Niitame, et {I= Xf. TBepoolest, Ro(Y1) = (Ro¥)e 1=
i = R'o L= Rye 'J::iselt poolt, teoreemi 39 pShjal Ael = A, nii
| et R(ABC)-X= R (ABD), kusjuures ilmselt R*(ABD)* ¥= R,(BAD);
cihendab Re(1f) = (ReX)°{ = Ko{= By Juib veel rakendada
aksioomi IIIZ.

Liikumiste ¥ ja X involutiivsusest jireldubd nuud ¥

involutiivsus:
whe PXPA=gXAEs FET = f¥e=t.

'f myhistame Co= D;- sel korral Doy = C. Et C ja D on teine
‘ teisel pool sirget AB, siis nende vhhel on AB punkt E; et ¥,
: nagu kerge nkha, siilitadb sirged AB Jja CD, siis

| Ee%t= E.

‘ Edasi on t8ene ka

L Ee¥= E,

sest Eo¥= Bo(YK) = (Bc\f)°1- E°X,X kui peegeldus aga sii-
1itab teoreemi 39 pdhjal AB iga punkti, sealhulgas ka E, nii
et BoX = E.

Seejuures on selge, et E on A ja B vahel, sest vastupidi-
sel juhul poolsirged (EA ja (BB tntiksid ning ¥ s#ilitaks ree-
peri R(EAC) ja oleks ihikliikumine & mis antud juhul on mui-
dugi v8imatu. Téhendab, liikumise ¢ puhul v3ib rakendada teo-
reemi 42 -~  on peegeldus, mille telg 1#bid punkti E. Teoreem
on t3estatud.

Lpuks tJestame jirgmise huvitava teoreemi.

Teoreemn Ak Iga 14ikumine ¥ tasandil kujutab

endast mitte rohkem kui kolme peegelduse korrutist.
P 8estus: Vitame vabalt reeperi R(ABC), mille £

B G kandku reeperiks R'(DEF)
o H (joonis 55). Sooritame 18i-
¢ "' gu [AD] umberpdtramise Yt
A 5 E qlgu R(ABC)t = Ry (DGH).
Edasi sooritame nurga LGDE
Joonis 55. F
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imberpstramise X;olgn R, (DGH){= R,(DEI). LOpuks miirame 11i-
kumise & jirgmiselt: kui pooltasandid (DE|F ja (DE|I thti-
vad, siis vBtame W= ¥; kui need pooltasandid ei #hti, siis
liikumiseks & v8tame peegelduse sirge DE suhtes. Kerge on veen~-
duda, et
R(ABC) (%X w) = R(DEF),

mistSttu III, pdhjal

- P=%X w.
Et Y ja X on teoreemide 43 ja 41 pdhjal peegeldused, siis
kiisiteldav teoreem ongi sellega tSestatud.

§28. L35ikude kongruentsus
o Hib QP G S G g G R

Punktihulka (ehk kujundit) F, nimetatakse kongruentseks
kujundiga FZ Ja tEhistatakse rlz 1"2, kui leidub liikumine ¥ ’
mis kannab kujundi rl kujundikg Pzz

Fy° P = Fye

Kujundite kongruentsus on

1° refleksiivme: F = F, ;

2° stmmeetriline: kui’ = rz, siis Fp= Fl’

¢ s transitiivne: kui Fl = Fz Ja Fz = F3, siis P1 = FJ.

omadus 1° Jéreldud thikliikumise & oclemasolust, omadused
2° Je 3° on 1lihtsateks Jirel@usteks vastavalt aksioomidest
IIh Ja II’. :

Eujundite kongrupntsnle_predikaat rehuldad seega ekvi-
valentsuse aksiocome (§ 6). Siit jaireldub, et k3igl kujundite
BEulk lshutud omavahel mitteldikuvateks ekvivalentsusklassideks,
millest igaiiks siseldab omavahel kongruentsed kujundid. Neid

klasse hakkame edaspidi nimetames kujundite kongruentsusklas-
sldeks.

Uhe kongruentausklaséi moodustavad niiiteks k8ik respe~
'rid, nagu nihtiub akaioomist IIIl. Siit JHreldud juba edasi,

et ka k8ik punktid, sirged, tasandid, poolsirged ja pooltasan-
did moodustavad omaette kongruemtsusklasse.

«
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Peisiti on lugu niiteks 1B8ikude korral. TBestame Jérg-
mise teoreemi, mis niitab, missuguse vabadusega v3ib midrate
18iku antud kongruentsusklsssis.

Teeoereem A5 Antud poolnirgolf(A'P leidud ks ja
ainult ks punkt B', nii et 13ik [A'Bﬂ on komgruentme antud
18iguga [4B]. : '

m3estuss Valime vabalt punktid C ja C?, nii et
tekiksid reeperid R(ABC) ja R'(A'PC?). Aksioomi IIIl pShjal
leidudb f selliselt, et R-{= R'. Seovitud punktiks B° on
B°¢{ (joonis 56). 3 : :
. Oleteme, et leidub veel teine
m punkt B® poolsirgel (A'P, mii et

[a'Be]=[aB] . Sel xorral leidud kas

: “+ gelliselt, et A°¥= A', Be'f= B®
v8i X selliselt, et BeX= A', A°k=
= B%, Wiitame, ot m8lemal juhul
BY = B. ¢

* Liikumine V¥ v8ib kanda reeperi
R kas reeperiks R' v3i selle t¥iend-
reeperiks Ri(A‘PD')(kus C' ja D' on teine teisel pool sirget
A'P). Esimesel jubul III, pdhjal “eY ja seega B* = Belt=
« Bo{= B's Teisel juhul ¥ =fw, kus « on peegeldus sirge A'P
subtes!ning samuti B* = B-'f= Bo(fw) = (Be¥)ow= B' o w =§ sest
i) s#ilitad teoreemi 39 pdhjal telje A'P iga pumkil, seale
hulgas ka B'. Lot >

Liikumise X puhul soeritame eelnevalt 13igu (aB)] dmbex-
ptramise 5z A %= B, BoL= A, Lilkumise Y% o % X punul nttd
hoa (aot)eX=BoX= &'y, Bo¥= (Be % )eX= A*X= B¥, nil
et me saame eelnmenud olukorra, millal, ‘magu nfidatud, BY = B'.
Toorioi on t8estatud. ;

Mouhulgas jéreldub siit, et iga 13igu (aB] xorval [aB]=
EEB‘I.

Defineerime 13ikude liitmise operatsiconi.

Kbneldakse, et [EF] on 18ikude (48] Ja [cv] summs, kui
leidub punkt G, nil et om t8ene (Joonis $7)

<ze¥) & ([a8] = [za]) & C[cp)=fre])-

-

~ Joonis 56.
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F qF Veendume jirgnevalt, et defi-

8 neeritud operatsioon seob mitte
/ niivdrd tiksikuid 1%ike, kui just
é\\\\\\\\\‘ 1%ikude kongruentsusklasse.

r ., Nditame nimelt, et paarikaupa
4 kongruentsetel 15ikudel on kongru-
entsed summad.

& & F é TGepoolest, olgu lisaks eelne-

Joonts 513 vale (E'FY] 13ikude[a'B'] ja [c'D]
summaks, s.t. leidugu G*' nii, et on tdene i

<B'6'F*) & ([a'B]= [E'6]) & ([crpt] = [rrar]).

Niitame, et kui [A'B']=[AB] ja[c'D']=[cD], siis (E'FY = (EF].
Kongruentsussuhte transitiivsusest jdreldub, et antud eeldus-
tel

(e'6¢'] = [me], [e'F] = [cF].

Jérelikult leidub liikumine ¥, nii et E°¥ = E', Geof= G*.
Téhistame Fo{ = F* (joonis 57), siis (EGF) tBesusest jéreldud
115 pdhjal (E'G'F™) tdesus; seejuures [GFI=(G'F"] . Et F' ja
F" on iihel ja samal poolsirgel alguspunktiga G', siis teoree-
mi 45 pShjal F* = F', nii et f tOesti makrab kongruentsuse
(EFl=[E'¥'] .

Loikude kongruentsusklasse hakkame edaspidi tahistama
véaikeste ladina tiéhtedega: a, b, ...

Me vOime kOnelda kahe kongruentsusklassi a ja b summast
a + b, lugedes selleks seda kongruentsusklassi, kuhu kuulub
antud klassidest a ja b vabalt valitud kahe 13ign summa.Klass
a + b iilalniidatu pdhjal ei s3ltu esindajate valikust antud
klassidest a ja b ning vastavus a,b—a + b on seega iihene.

Téahendab, liitmise operatsioon 13ikude kongruentsusklas-
side hulgas muudab selle hulga vihemalt grupoidiks (§ T).N&ai-
tame, et tegelikult tekib poolrithm, s.t., et operatsioon on
assotsiatiivne:

(a+b) +e=2a+(b+ec).
.Selleks votame klassidest
A B e a, b, ¢ vabalt esindajad
Joonis 58, [aB]€a, [erléD, [ca]éc ning

- 126 -




nigrame [AB] pikendil iile B (§ 13) punkti C, nii et [Bc]=[gF]
(Joonis 58). Sel korral [AC|€a + b. Bdasi leiame [AC] piken-
dil #le C punkti D, nii et [CD]=(GH]. Sel korral [AD]€(a + b)+
+ c. Teiselt poolt, et [BCJ€b, [CD]€c. ja tBeme on ¢(BCD>, siis
[BDJ€b + c, ning et t3ene on ka <ABD), siis [AD]¢a + (b + c).
tht ja sama 13iku sisaldavad kongruentsusklessid aga iihtivad:
(a+bd) +c=a4+(bs+ec).

Et 13ikude [AB] Ja [CD] summa definitsioonis v&ib vahe-
tada 1%ikude osad (kui samaaegselt vahetada tdhised E jJa F),
ilma et midagi muutuks, siis 1%ikude kongruentsusklassid moo-
dustavad kommutatiivse poolriihma OU.

Sellesse poolriihma Ol vGib sisse viia ka Jérjestuse.
Koneldakse, et 15ik [CD] on viiksem 13igust [AB] ja
téhistatakse [CD] < [AB], kui leidub punkt E, nii et tGeme on

(Joonis 59) '

<agB>& ([cp] = [aE] ).

D Siin voib Jallegi ndidata, et nii-
sugune Jarjestus seob dieti kongru-
¢ entsusklasse: xui [C'D'] = [cD],

(ar8'] = [aB] Ja (cD] < (AB] siis ka
y - e (c'p'] < [a'BY] .

Tdestus on lihtne, me el hakka
e o teda siin esitama.

Kongruentsusklaseide puhul on see jérjestus vastavusse
viidav punktide jérjestusega poolsirgel. TGepoolest, teeree-
mi' 45 kohaselt leidub antud poolsirgel (OP igast klassist a
parajasti iiks esindaja [OA]. Seejuures a <b parajasti siis,
xui klasside a, b esindajate [0A], [0B] puhul on tZene (OAB),
s.t. kui A eelneb punktile B poolsirgel (OP.

Siit jareldub, et 1¥ikude- kongruentsusklassid moodusta-
vad jérjestatud hulga, mis pidevuse aksioomi kehtivuse korral
xujutab .endast pidevat jirjestatud hulka.

Kontrollime viimaks, et Jjérjestus poolrilhmas OlL on
operatsiooni + suhtes stabiilne (§ 7): kui a < b, siis
c+acc + b, Selleks vitame klassist ¢ vabalt esindaja L'oc]
ja kKlassidest a ja b esindajad [CA] ja [cB] 131gu [oc] piken-

- 127 -




dil iile C. Sel korral on tBene {OCA) & {CAB), (viimane a ¢ b
p3hjal) ning valemist (22) jéreldub, et tBene on ka {OAB).
Bt [oAléc + a, [0B]€c + b, siis tdesti ¢ + & < c + b,

Kommutatiivsuse tottu parempoolset stabiilsust pole
enam tarvis kontrollida (§ 7).

Kokkuvdites viime kOnelda 1%ikude kongruentsusklasside
jérjestatud poolrithmast OC,

Osutub, et selle.pooirﬁhna puhul on rahuldatud §-s 8
formuleeritud tiiendavad aksioomid A -~ C. Aksioomide A ja B
korral on see ilmne, Aksioomi C kehtivus jéreldub teoreemist
43, mille kohaselt iga 1%igu [AB] umberpssramine f on peegel-
dus sirget AB mingis punktis E 1¥ikava teljega, nii et itGene
on Ao¥= B, Be¥m A, E°¥= E. Jirelikult, [AE]=[BE], Xusjuu-
res [AB] on [AE] ja [BE] summa. Kui 13ike [AB] ja [AE] eisal-
davad kongruentsusklassid téhistada vastavalt e Ja 8y siis

€ =0y + 8 = 2e,.
Et [AB] voib olla suvaline 1¥ik, siis vOib samuti talitada
13iguga [AE]; saame e, = 2e¢, Jne.

Nirgime, et punkti E sirgel AB, mille korral [AR] = [EE]
nimetatakse 13igu [AB] keskpunktiks.

Peoreem 46, Igal 13igul [AB] on parajasti iiks
keskpunkt E, mis osntub selle 1¥igu sisemiseks punktiks.

P3es tus: Keskpunkti olemasolu on eespool seoses
aksieomi C kontrollimisega juba tBestatud.

Oletame niiiid, et leidub veel teine keskpunkt E', s.t.
nifsugune punkt E' sirgel AB, et [AE'] = [BE'] . Keskpunkt E'
on alati 1¥igu [AB] sees, sest kui oletada nditeks, et E on
[AB) pikendil ile B, siis kongruentsust [AE]= [BE] mikirav
liikumine sdilitaks poolsirge (EA; oleks seega kas iihiklii-
kumine vdi peegeldus AB suhtes ning seega sdilitaks AB iga
punkti, mis antud juhul en muidugl v@imatu.

Teeme 13igu [AB] imberpssramise ¥, mis, nagu eespool
selgus, séilitab.punkti E, Olgu E'*{ = E" 3 siis E" on samuti
faB] sees, kusjuures [AE'] = (BE"] . Et E' ja E" on mdlemad
poolsirgel (BA, je tranmsitiivsuse pdhjal [BE'] = [BE"] ,siis
teoreemi 45 pthjal E' = E" ., Kuna Y saab séilitada ainult ihe

188 -




punkti sirgel AB, siis E!' = B.

Teoreem on t8estatud.

Nitld on tehtud kdik selleks, et me v8iksime rakendada
§~s 8 tBestatud teoreemi. JHrelikult, kui nduda ka pidevuse
aksioomi kehtivust, siis 13ikude kongruentsusklasside jirjes-
tatud peolrithm O on_isomorfne positiivsete reaalarvude jér-
jestatud poolrug!ggg_gi_Liitmise subtes.

Selles isomorfismis 1l8ikude kongruentsusklassile vasta-
vat positiivset reaalarvu nimetatakse selle klassi k3igl oma-
vehel kongruentsete 1¥ikude thiseks pikkuseks. L¥igu [AB] pik-
kust tlhistahe [AB[ ; teda nimetatakse tihti ka punktide A ja
B vaheliseks kauguseks. :

L8iku pikkusege 1 nimetatakse HhiklSiguks (ehk pikkus~
thikuks). Selle valik on iana vaba. Kul {lhik18ik asendada 18i-

gugs, mille pikkus on k, siis suvalise 18igu pikkus korrutubd

teguriga [ -~ mastaabikordaja (§ 8).

Eespool selgus, et vabalt v3etud poolsirge (OP korral on
v3imalik korraldada tksiihene jirjestust sdilitav vastavus a<sA
15ikude kongruentsusklasside a ja poolsirge (oP punktide A
vahel. Klassi a 184kude Uhist pikikust nimetatakse punktl A abst-
sissiks poolsirgel (OP. Punkti A abstsissiks jirjestatud sirgel
0P (4lempoolsirgega (OP, § 13) nimetatakse: kui A on #lempool-
sirgel (OP - A absteissi sellel poolsirgel, kui A = 0 ~ arvu O,
kui A on alampoolsirgel (0Q - vastandarvu A abstsissile sellel
poolsirgel. Tekid {iksithene jirjestust siilitav vastavus s ir-
ge OP punktide hulga Jja k 8 1 g 1 reaalarvude hulga vahel.

Kui pidevuse aksiooml kehtivust mitte nduda (vt. § 22,
niide D), laused X,,X, aga v3tta aksicomideks, siis 13ikude
kongrusntsusklassid moodustavad 1ihtsalt teatava aksioome A - c
rahuldava jirjestatud poolrilhma O « Sel puhul tekkivad nn.
mittearhimeedilised goomeetriad* mocdustavad aine {lhele huvita-
vale suunale geomeetria alustes, mille fikci+asjalik viljsaren-
damine aga paraku el mahu kiesoleva kursuse rasmidesse. Meil
tuleb siin selles osas piirduda einult teoreemidega, mis on

X yt. Jl.TunsGepr, OCHOBAHMA IEOMETDHH, M.-1. 1948.
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lhised pidevale ja mittearhimeedilisele geomeetriale., Mirgi-
me, et nendeks on siiski enamik kiésiteldavaid teoreeme,sest
pidevuse aksioomi me el kasuta, kui selleks puudub otsene va-
Jadus.

§29. Nurkade kongruentsus
Ja ik a tmin e

Analoogilised tulemused kehtivad ka nurkade korral.TSes-
tame k3igepealt teoreemi, mis niitab, missuguse vabadusega
v3ib milirata nurkea antud kongruentsusklassis.

Teoreem A47. Antud reeperi R'(0'A'C') korral pool-
tasandil (0'A'|C' leidub fiks ja ainult ilks poolsirge (0'B', nii
et nurk LA'O'B' on kongruentne etteantud nurgaga [LAOB.

T 8 e s tus: Seome nurgaga 4AOB reeperi R(OAB) ja
leiame aksioomile III, tuginedes ¥, nii et R°¥= R'. THhis-
tame BeY= B'; soovitud poolsirgeks on (0'B's

Oletame, et leidud teine poolsirge (0'B" pooltasandil
(0'A’(C*, nii et LA'O'B"= LAOB. Sel korral leidub kas %, maa
et A°% on poolsirgel (0'A' ja Be“% poolsirgel (0'B*, v8i X ,
nii et A°X ja BeX on vastavalt poolsirgetel (0'B" ja (0'A’.
Esimesel juhul kannad “ reeperi R(OAB) reeperiks R'(0'A'B%),
mis ilmselt Uhtib reeperiga R'(0°A'C'), nii et III, pdhjal

%= ja seega poolsirged (0'B' ja (0'B"ihtivad. Teisel juhul
sooritame eelnevalt nurga AOB umberpbdramise‘ﬂ, s1liikumise "}a
=vpuhu1 saame nliid eelnenud juhu(vrd. teoreemi 45 tdestusega).

Teoreemist jéreldub muuhulgas, et iga nurga LAOB kor-
rel  LAOB = LBOA. ;

Analoogiliselt 18ikude liitmisega toome sisse nurkade
liitmise operatsiooni, minnes kohe iile ildistatud nurkadele
(§ 16), et mitte korrata tthetaollisi s8nastusi.

{f1distatud nurka tipuga O nimetatakse kahe antud Uildis-~
tatud nurga summaks, kui temas leidud punktist O léhtuv pool-
sirge, mis lahutab ta kaheks punktihulgaks, millest kumbki on
kongruentne ilhega kahest antud #ildistatud nurgast.
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Uldistatud nurkade kongruentsusklasse hakkame tdhistama
viikeste kreeka tdhtedega: &, P, +eo Samuti nagu 13ikude puhul
v3ib tSestada, et defineeritud operatsioon seob tegelikult
terveld klasse q,{l jne., nii et v&id k®nelda summast X +[.
Pekib tildistatud nurkade kongruentsusklasside kommutatiivne
poolrithm,

Ka sellesse v3ib, samuti nagu 18ikude korral, sisse viia
operatsiooni suhtes stabiilse jarjestuse, mis on vastavusse
seatav poolsirgete jirjestusega 18pmatukordsel tasandil kui
poolsirgete jarjestatud hulgas (§ 16).

Pidevuse aksioomi kehtivuse pubhul saame f1ldistatud nur-
kade pideva jarjestatud poolrithma, milles osutuvad kehtivaks
ka aksioomid A-C (t3estused on analoogilised eelmlse para-
grahvi omadele). See poolrilhm on jarelikult samutl isomorfne
positiivsete reaalarvude jirjestatud poolrilhmaga R+ liitmise

* suhtes.

Selles isomorfismis fi1distatud nurkade kongruentsusklas-
sile vastavat positiivset reaalarvu nimetatakse selle klassi
gldistatud nurkade Uhiseks md3duks (ehk suuruseks).

#1distatud nurka md3duga 1 nimetatakse ihiknurgaks (ehk
nurgaﬂhikuka). mavaliselt v3etakse selleks teatav nurke. Selle
valik on siin samuti vaba, kuld erinevalt 13ikude puhul esine-
vast olukorrast on siin v8imalik kergesti midratleda iiks eri-
line nurkade kongruentsusklass, mis on eristatav k3igl teiste
klasside seast ainuiiksi absoluutse geomeetria aksioomide alu-

sel.
: 9/ Nurki LAOB ja LBOC, mille ihed
5 haarad Uhtivad, teised on aga
¢ 2 4 teineteise téiendpoolsirgeteks
0 A (s«t. mille korral on t8ene
2 (AOC> joonisel 60), nimetatakse
D k8rvunurkadeks,
Joonis 60. the ja sama nurge kaht k3rvu-
purka nimetatakse tippourkadeks (niiteks LAOB Ja £LCOD Joo-
nisel 60).

Vahetult on selge, et kongruentsete nurkade k8rvunurgad
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on samuti kongrubntsed. Kongruentsuse LAOB = 4BOA p8hjgl
Jéreldub siit kohe, et tippnurgad on kongruentsed.

Nurka, mls on kongruentne oma k3rvunurgages, nimetatakse
téisnurgaks,

Meie illesandeks on nildata jérgnevalt, et tdisnurgad
eksisteerivad ja moodustavad parajasti iihe kongruentsusklas-
8i,

Veendume k8igepealt tiisnurkade olemasolus.

Teoreem 48, Reeperi R(OAD) puhul pooltasandil
(0AlD leidud parajasti iiks poolsirge (OB, nii et ZAOB on
téisnurk.

T 8 estus: Valime (0A téiendpoolsirgel vabalt punk-
ti C Ja vaatleme liikumist ¥, nii et

R(0AD) ¥ = R'(OCD).
Teoreemi 42 pBhjal on tegemist peegeldusega punkti O ldbiva
telje OB suhtes, kusjuures on selge, et ¥ midrad kongruent-
suse
4L AOB = 4COB
nii, et 4 AOB on tHisnurk.

Oletame, et pooltasandil (OA|D leidud veel teine pool-
sirge (OB', nii et L AOB' on tdisnurk, s.ts. nii, et LAOB's=
=/COB'. Peegeldus Y kannab selle mingiks poolsirgeks (OB
samal pooltasandil, miHrates kongruentsuse LAOB'= <4COB",
Transitiivsuse pShjal

4 COB*= LCOBY%,
Jérelikult, poolsirged (OB' ja (OB® ei saa olla erinevad,sest
vastupidisel juhul satuksime vastuollu teoreemiga 47, mis-~
t3ttu nad mSlemad, nagu kerge veenduda, flhtivad peegelduse Y
teljel oleva poolsirgega (OB. Teoreem on t8estatud,
: Jirgnevalt niitame, et tédisnurgad moodustavad parajasti
Uhe kongruentsusklassi.

Teoreem 49, Iga nurk, mis on kongruentne téis-
nurgaga, on samutl tdisnurk. Iga kaks tdisnurka on kongru-
entsed, :

T3 e s tus: 0Olgu LAOB thiisnurk, s.t. olgu t8ene
( LAOB = LCOB) & <AOC> .
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Nurk 4A'0°'B' olgu kengruentne nurgaga L AOB, 8.t, leldugu
¢, mis kannab [ AOB nurgaks LA'0O'B'. Sel puhul £ COB kan-
takse nurgaks LC'0'B', kusjuures {A0C) tdesusest Jjureldud
{A'0'C*') tBesus ~ tihendab, £ C°'0'B' on L A'0'B* k3rvunurk.
Kehtivad kongruentsused
LA'0'R® = LAOB, <4AOB = £COB, ZCOB = LC'0'B’',
millest jhreldub, et LA'0'B' = LC'O'B's Nurk L A'O'B' on
- tBesti tédisnurk.

0lgu nilid antud kaks tdisnurka CZAOB, £ZA'0°'B’. Seome
nendega reeperid R(0OAB), R'(0'A'B') ja miirame lilkumise i
nii,et Ro¥= R'. Nurk CLAOB kantakse ‘¥ poolt teatavaks tdls-
nurgeks 4 0°'B":

LAOB = LA'0'B"
ning, et teoreemi 48 kohaselt pooltasandil (O'A'I B! leidub
: ainult fiks poolsirge (0'B’ nii, et LA'O'B' on tiisnurk, siis
= LA'0'B" ja LA'0'B' Ghtivad. Seegae t8estl
LAOB = LA'0'B’,
Teoreem on t8estatud.

Teoreemist jéreldubdb, et xui ZAOB on tHisnurk ja seega
kongruentne iUhe oma k3rvunurgaga < COB (mis on sils muidugi
samutl téisnurk), siis ta on kongruentne ka ome teise k8rvu-
purgage LDOA. Tuleb 1ihtsalt arvesse vitta, et L AOB = LBOA.

m4isnurkade kongruentsusklassl téhistame d. Kuigi téis-
nurk on k8ige loomulikumaks nurgatthikuks, on praktikas siiski
enam 1libi 18¥nud ajalooliselt vilja kujunenud astronoomiliz-
tele vaatlustele tuginev slisteem, mille puhul télsaurge m88duks
on arv 90 (kraadimd¥du stisteem). 3

Kaht mingis punktis O 18ikuvat sirget OA ja OB nimeta-
takse ristuvaiks, kui nurk LA0B (koos sellega ka tema kumbiki
k8rvunurk) on téisnurk. Vahetult on selge, et sirgete ristu-~
mine on nende vastastikune omadus. é

Teisiti Beldes, kaks sirget on ristl, kui peegeldus fiibe
subtes s@ilitab telse sirge.

M3lema definitsiooni samaviirsus on ilmne.

T eoreenm 50, Libi 1ga punkti C kulged tasandil
parajasti ks sirge CD, mis on risti antud sirgega AB (3a

o s

®




tal on sellega jarelikult ithine punkt).

Tdes tus: Kui C on sirgel AB.punktide A ja B vahel
(seda on A, B valikuga kerge saavutada), siis liikumine ¥ ,
mille korral R(CAD)>‘¥Y= R(CBD), on teoreemi 42 kohaselt pee-
geldus, mille telg ongi soovitud ristsirgeks sirgele AB labi
C.

Kui C ei ole sirgel AB, siis peegeldus v , mille korral
R(ABC)e = R'(ABD) (kus C ja D on teine teisel pool sirget
AB), kannab C mingisse punkti Ce %= D ning oma involutiivsuse
tottu sdilitab sirge CD, mis ongl soovitud ristsirgeks.

Ristsirge alnsus jareldub vahetult teoreemist 48.

Ristuvate sirgete abil voib tasandil m#&rata koordinaat-
siisteemi.

Olgu tasandil antud kaks punktis O 10ikuvat ristuvat
sirget 011 Ja 012. Lébi tasandil vabalt vdetud punkti A v&ibd
tommata parajasti iihe ristsirge sirgele oxl Ja parajasti iihe
ristsirge sirgele 012. Loigaku need ristsirged sirgeid Oxl Ja
0X, vastavalt punktides Ay Ja A,. Kui sirged OX, ja 0x, jér-
Jestada, vottes iilempoolsirgeteks (Oxl Jja (0!2, siis punkti-
dele Al Jja A2 nendel vastavad teatavad kindlad reaalarvud™
a; Ja 8 - punktide A, Ja A, abeteissid (§ 28) sirgetel
0x, Ja OX,. Arve a;, a, nimetatakse punkti A koordinaatideks
tel jestiku 011012 korral, ;

§ 30 .Kkolmnurkade kongruentsus
Ja vorratused kolmnurgas.

Eelmistes paragrahvides on loodud kiillaldane alus geo-
meetria edasiseks arendamiseks nendesamsde v3tetega, mis leia-
vad kasutamist elementaargeomeetrias. Seetdttu on kiesoleva
paragrahvi iilesandeks lihtsalt meelde tuletada mdningaid neist

% gui pidevust mitte nduda, siis nende reaalarvude asemele
tulevad teatava jirjestatud kommutatiivse riihma - OL ele-
mendid (hiljem see riithm muudetakse korpuseks; vt. D. Hil-
bert, loc. cit.).
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‘ vEtetest ning, mis veel olulisem,- r3hutada et jérgnevad teo-

reemid Xuuluvad absoluutsesse. geomeetriasse (s.t. ei edltu
eukleidilise paralleelsuse aksioomi kehtivusest v&i mittekeh-
tivusest).

~Kolmnurga A ABC puhul on meil tegemist kolme kiiljegae
(8], (], [ca] sa kxolme nurgaga ABC, LBCA, LCAB. Viima-
geid hakkame nimetame kolmnurgea AABC sisenurkadeks.

Kui kolmnurgad AABC ja AA'B'C! on kongruentsed (s.t.
leidub liikumine e , mis kannab A, B, C vastavalt punktideks
A', B', C'), siis on i1mselt kongruentsed ka vastavad kiiljed
ja sisenurgad, niiteks [aB]=[a'B'], £aBc =c/a'BrC' Jme.

Vastupidise seose korraldavad jérgmised kolm teoreemi.
Nendes piistitatakse teatavad piisavad tingimused, mida tun-
takse kolmnurkade kongruentsuse tunnuste nime all.

Teoreem 51, Kui kahe kolmnurga AABC jJa AA'B'C'

Xorral on [AB]=[A'BY], (ac]=[a'c'] Ja LCAB= LC'A'B', slis

need kolmnurgad on kongruentsed.

P35 es tus: Leidub liikumine ¥ , mis kannab nurga

L CAB nurgaks LC'A'B'. Siinjuures v3ib eeldada, et B kan-

takse haarale (A'B' punktiks B", C haarale (A'C' punktiks C*
(sest vajaduse korral vGib teha eelnevalt nurga LCAB timber-
psoramise). Sel korral fAB]z[A'B"] x [ACJE[A'C'] ning teoreeml
45 pohjal B" = B', C" = C', Téhendad, f kannab A, B, C punk-
tideks A', B', C' ning seege AABC = AA'B'C’'., Teoreem On
tGestatud.

Analoogiliselt tOestatakse jargnev teoreen.

Teoreem 52, Kui kahe kolmpurga AABC ja AA'B'C’
korral on [AB]S[A'B], £ABCSZA'B'C' Ja LCAB = [C'A'B', siis
need kolmnurgad on kongruentsed.

Kolmnurkade kongruentsuse ¥Xolmanda tunnuse annab Jj&rg-
nev teoreem. g

?eoreem 53 Kulkahe kolmnurga AABC ja AA'B'C'
xorral on [AB]=[a'B'], (scl=[B'c']l, [cal=[c'A], siis need
kolmnurgad on kongruentsed.

?5es tus: Téhistame liikumise, mis kannab reepe-
ri R(ABC) reeperiks R'(A'B'D), kus C' ja D on teine teisel
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pool sirget A'B', tshega ¥ . Kongruentsuse [AB]=(a'B'] ja
tgoreemi 45 pohjal Y kennab B punkti B'. Kendku ta C punktiks
C* nii, et AABC = AA'B'C® (joonis 61). -
Vaatleme nurga 4C'A°C® umberptsramist ‘f. See kannab
i C' poolsirge (A'C" mingiks punk-

W tiks, mis kongruentsuste [CA] =
E[C'A‘], [CA]E{C"A'] Ja teoreemi

45, pthjal iihtidb punktiga C"

A c z
| Liikuwmise ' involutiivsuse t3ttu
l \8  C® kandub tagasi punkti C', mis-

A oA g tsttu t thtid 1&igu [c'c"]
\\\1/: iimberpsoramisega. Analoogiliselt
v0ib veenduda, et nurga LC'B'C®
e, t t -
Laohis 61 iimberpdoramine tihtib samuti 131

gu [c'C®] tmberptsramisega ja
seega liikumisega ¥ . Jérelikult “ vahetab punktid C' ja C"
séilitades A' ja B'. Jarelikult on AA'B'C" == 4A'B'C' ning
kongruentsuse transitiivsuse tdttu AABC =A4A'B'C'. Teoreem .
on tBestatud. ]

Nurga (LBCA ja 13igu [AB] tmberpstramiste abil on kerge
tdestada ka jargmist teoreemi.

Teoreem 54, Kongruentsused ch]E'ECA] Ja 4ABC =
=LCAB kolwnurgas AABC on samavidiérsed, s.t. iiks on teise
Jérelduseks.

Léheme iile kolmnurkade puvhul kehtivate vOrratuste juurde.

Kolmnurga sisenurkade kdrvunurki nimetatakse kolmnurga
véalisnurkadeks,

Teoreem 55, Kolmnurga sisenurk on vaiksem tema-
ga mitte kOrvu olevast valisnurgast.

Tdes tus: Tlestame, et kolwnurgas A ABC sisenurk

c ; £ ZACB on vdiksem viélisnurgast
LCBF (joomis 62).

Teoreemi 46 pdhjal leidub
13igu (BC] keskpunkt D,mis
on selle 13igu ja teoreemi

Joonis 62, : 23 jérgi ka nurga (BAC si-
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semine punkt. Teoreeml 24 jérgi on nurga L BAC sees ka punkt
E, mille korral on tdesed {ADE) ja [AD]= [DE] (niisugune punkt
eksisteerid teoreemi 45 pdhjal).

Kolmnurkades 4 acp ja AEED on[ap] = [ep], [cp]=(sn),
£ ADC = LEDB (kui tippnurgad), mistdttu teoreemi 51 pdhjal

A ACD=AEBD ja seega LACB=LEBD.

Teoreeml tOestamiseks j##b néidata, et E asub nurga

L CBF sees, s.t. on korraga pooltasandeil (BF|C ja (BC|F.
Eespool selgus et E on LBAC ehk LFAC sees Ja on seega peol-
tesandil (AF|/C; viimsne aga ilhtib pooltasandiga (BF|C, nagu
kerge piha, Teiselt poolt on teada, et nii E kui F on teisel
pool sirget BC, vorreldes punktiga A, ning on seega iihel Jja
samal pooltasandil (BC|F. KokkuvGties olemegi néidanud, et

E on korraga pooltasandeil (BF(C ja (BC|F. Teoreem on t3es-
tatud,

Teoreem 56, Kolmnurga kashe sisenurga summa On
‘véiksem kshest téisnurgast.

?3es tus: Et LACBS LCBF , siis tdesti LABC +
+ LACB{ LABC + LCBF € 2d.

Tavalisel viisil vOib sisse tuua kiillje vastasnurga Jja
nurga vastaskiilje mdisted xolmnurgas (nurkadeks on muidugi
sisenurgad).

Pe or e em 57. Kolmnurgas on vaiksema kiilje vastas
viiksem nurk ja vdiksema nurga vastas vaiksem kulg.

7% es tus: Kolmnurgas 4 ABC olgu (aB)< (acl.

A Néitame, et siis LACB< LABC.
Eelduse kohaselt leidub D, nii et

/\ tsene on <(Apc> & ([aB]=[aD])

/ (joonis 63). Teoreemi 54 jergi

/

/ L ABD = LADB, teoreemide 23 ja 24

CVORRER jargl LABD £ LABC, teoreemi 55

/, B jargli LBCD = LACB < LADB ® £ ABD.

& Kokkuvdttes £ACBL LABC.
ke B Olgw niiiid, vastupidi, kolmnurga

A ABC puhul kehtiv virratus LABC <
¢ LACB. Kui sel korral oleks [ ABJ={AC] |
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siis peaks olema [ ACB:= LABC (feoreem 54); kui oleks
[aB] < [ac], siis peaks olema ZAOB < LABC. Jérelikult [ac]<
{[AB]. Teoreem on tdestatud.

Teoreem 58, Kolmnurga iga kiilg on viiksem kahe
teise kiilje summast,

T5estus: Naitame, et 4 ABC puhwl [Bc]< [aB)+ [ac].
Teoreemi 45 jérgi leidub D, nii et tBeme on (BAD) & ([AD]) =
Z[Ac]) (joonis 64). Teoreemi 54 pdhjal
D £ ADC = LACD, kusjuures {BAD? t3esuse

ja teoreemide 23, 24 pthjal LACD <
<LBCD. Jérelikult, «ADC<LBCD ning

A eelmise teoreemi alusel [Bc]( [BD]
ek [Bc] < [AB]+ [AC]. Teoreem on
<) toestatud, _
2] c
Joonis 64,

§3.Eukleidiline planimee t-
ria.

Kéesolevas paragrahvis tiéiendame absoluutse planimeet-
ria aksiomaatikat (aksioomid I,.60 II, 5» I11,, III,, plani-
meetria dimensiooniaksioom ja kas pidevuse aksioom IV v&i

laused xl, 12) veel iithe akgiooniga - eukleidilise paralleeli-
de sksioomiga:

vV @X)({ABX} & {CDX}) & (CDE)—(3Y)({ABY} & {CEY})
(ehk tavalises sOnastuses; sirge AB ja sellel mitte asetse-
va punkti C korral kulgeb 1ébi C mitte rohkem kui iiks sirge,
millel el ole sirgega AB ithist punkti).,

Planimgetriat, mille me sel puhul saame, nimetatakse
sukleidiliseks.

Aksioom V, nagu néha, kidib ainult vahel -predikaadi koh-
ta. Axsioomidest I,.6 on ta eraldatud ainult oma erilise osa
poolest, mis tal on tiita geomeetria lilesehituses. R¥hutame,
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et ilal antud lihtne kuju on tal ainult planimeetria dimen-
siooniaksioomi kehtivuse korral.

Sirgeid tasandil, millel ei ole ihist punkti (mis ei
13iku), nimetatakse eukleidilises planimeetrias paralleel-
seteks (ehk paralleelideks).

Naitame, et paralleelid eksisteerivad.

Teoreem 59, Libi iga punkti C, mis el asetse sir-
gel AB, vGib tdmmata sirge CD, mis on paralleelne sirgega AB.

T 3es tus: Teoreemi 47 kohaselt vdib (AC|B taiend-
pooltasandil leida parajasti

0 C
AL #ihe poolsirge (CD selliselt, et
LACD = 4L BAC
(joonis 65).
A [23 Sirged AB ja CD ei saa 16i~
o t %
Joonis 65. kuda. Tdepoolest, kui oletaksi

. me, et neil sirgeil omn iihine
‘punkt P, siis tekiks kolmnurk A ACP, milles iiks sisenurk oleks
vordne temaga mitte kOrvu oleva valisnurgaga, see aga on vas-
tuolus teoreemiga 54. Teoreem on tdestatud.

Aksioom V, nagu ndha, nduab paralleeli ainsust 1dbi punk-
ti C sirgele AB. (Siit on tulnudki nimetus "paralleelide ak-
sioom".) Sellest aksioomist Ja teoreemi 59 tdestusest jérel-
dub, et sirgete AB ja CD paralleelsuse korral on alati (joo-
nis 65)

L ACD=LBAC.

Edasi on kerge tdestada, et paralleelsed sirged 13ikavad
teisel kahel paralleelsel sirgel vilja kongruentsed 1%igud.
Selleks tuleb lihtsalt rakendada teoreemi 52 joonisel 66 ndi-
datud kolmnurkade AABC ja ACDA puhul.

Syl c 1oixe [aB], [cp] ja [a'B],
[c'D"] nimetatakse ySrdelisteks
ja ténistatakse

/
ol B
b/ (as] :[co] = [a'B] :[c'D] ,
/ kui mingi vabalt v@etud thik-
T :

13ign korral nende 13ikude pik-
xuste vahel kehtib seos

Joonis 66,



|aBl.[c'DY| = |a'B'|. |cD].
Uhikligust sdltuvust siin pole, sest illeminekul teisele iihik-
1%igule kdigi 1¥ikude pikkused korrutuvad ihe Ja sama mastaa-
bikordajaga, ning viimsne seos jdib kehtima.

Teoreem 60. Nurga haarade 13ikamisel paralleel-
sete sirgetega tekivad vOrdelised 13igud.

T3 estus: 0lgu nurga £AOA' haaradel valitmd punk-
tid A, A' Ja B, B' selliselt, et sirged AA' ja BB' on parak-
leelsed. Naitame, et siis i

[oa] : [0B] = [0a*] : [oB'].
‘ Valime [0a] ihik15iguks ja
md3dame temaga 1%iku (0B}
Kooskdlas §-s 8 kirjeldatud
protsessiga tuleb leida punk-
tijada
Ry Byy Apy eeeo Agy Ap,y
B\ selliselt, et
1) punktide jérjestus jadas

iihtiks nende jirjestusega pool-

sirgel (0B,

2) [aayl=(aa,]=... ={aa, ] ning

3) punkt B kas ihtid punktiga A, Vi asetseb vahemikus
(Aphgyy) e

Viimasel juhul tuleb vahemik (AnAn+1) keskpunktiga By
poclitada, ning kui B ja Py el iihti, siis valida see pool,
kuhu kuulub B, poolitada see keskpunktige P2 Jjne. Jada 4,

Ay, Agy eeey An,y kOrvale tekid veel teine punktijada - kesk-
punktide jada Pl,:PQ, esesy mis iildjuhul on 13pmatu.

Tdmbame 18bi kummagi jada vabalt vSetud punktide Ay Ja
Pk sirged, mis on paralleelsed sirgega AA', ning téhistame
nende 1¥ikepunktid sirgega OA' tdhtede Aj Ja Py abil.

~ Osutub, et jadal 4°', Ai, Aé, ccey Aﬁ, Aﬂ+1 on poolsir-
gel (0B’ samad omadused 1) - 3), mis jadal A, Ay see, ning

et Pi on samuti 1%igu AﬁAﬁ’l keskpunkt, Pé sama 1%igu sel-

le poole keskpurkt, mis sisaldab punkti B' jne,

Joonis 67,
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Selles veendumise jétame lugeja enda hooleks. Mérgime
vaid, et omaduse 2) tdestus jada A', A, ... pubul tugineb
kolmnurkade A OAA' ja AAA,C xongruentsusel (kus AC ja OA'
on paralleelsed) ning eestpoolt jérelduval kongruentsusel
[ac]=[a'agl.
| Niliid on selge, et 1¥ign [0B'] mddtmisel thiklTiguga
| [OA'J sasme pikkuseks sama reaalarva X, mis osutub 13igu
| ‘[OB]pikknsoks, Xxui viimest m3dta thikldiguga [OA], sest mGle-~
| mad m3Gtmisprotsessid ihtivad ktigis iiksikas jades.
{leminekul mingile iihisele tihikldigule k¥ikide 1%ikude
‘ nG3tmisel tuleb 1Bikude [0a] ja (0B] esialgseid pikkusi 1 ja
o4 korrutada mingi mastaabi-kordajaga k (1%ign Buﬂ uue pik-
xusega), 15ikude [0A']Ja {0B] endisi pikkusi 1 ja o mingl mas-
taabikordajaga { (13igu EOA'J uue pikkusega), nii et

{ [oA| =k, [0B| =ak; loa'| =l (0B el

- ning tdepoolest

3 loa] . |oBY = [0A'| . [OB,
mida oligi tarvis tBestada.

18ikude vdrdelisuse iilalantud definitsioon Ja teoreemi
60 t3estus tuginevad oluliselt pidevuse sksioomil. Huavitav
on miérkida, et mitmete matemaatikute nurinuste tulemusena
dnnestus mssdunud sajandi 10pul 1Gikude virdelisuse tecoriat
iiles ehitada ka ilma pidevuse aksioomita (s.t. tiksmes aksioco-
mide I, g, 1Ty gy IIIy o X0 daV alusel) - teisiti Yeldes,
mittearhimeedilises geomeetrias. Sel puhul reaslarve muidugl
kasutada el saa ning vOrdelisuse m¥iste tuled slese tuua 101~
xude kongruentsusklasside endi vahel defineeritud korrutamis-
tehte abil.®
Teoresm 60 on aluseks sarnasuse teooriale, sellest aga

omakorda jirelduvad tavalised meetrilised seosed kolmnurkade
jms., mis on tuttavad kooligeomeeiria kursusest, Mingeid pGhi-
mdttelisi raskusi planimeeiria edasine iilesehitamine enam ei
valmista.

* y¢, Hilbert, loc, cit,, III ptk,
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§3,Aksiomaatika
pShiprobleemid.

Kédesolevas paragrahvis analiiiisime ldhemalt eukleidilise
planimeetria aksiomaatikat, mis meie kdsitluses koosned jirg-
misest 16 aksioomist:

9 aksioomi vahel-predikaadi {XYZ) kohta (aksioomid 1,6
(§ 9), planimeetria dimensiooniaksioom (§ 15), pidevuse ak-
sioom (§ 22), paralleelsuse aksioom (§ 31)).

7 aksioomi predikaadi X° {= Y kohta (aksioomid IIy. 5
1111'2 (§ 23)).

Iga aksiomaatika puhul kerkib kolm probleemi: 1) aksio-
maatika vasturdékimatus, 2) iihe aksioomi sdltumatus iilejas-
nuist, 3) aksiomaatika téielikkus.

Késitleme Jdrgnevalt neid probleeme, illustreerides
tildisi arutlusi peaasjalikult eukleidilise planimeetria ak-
siomaatikast vOetud néidetega.

Aksiomaatikat nimetatakse vasturaskivaks, kui aksioomi-
de ja nendest deduktsioonl teel saadavate jarelduste seas on
kaks teineteist tapselt védlja sulgevat lauset f ja f.

Aksiomaatikat, mis el ole vasturddkiv nimetatakse vas-
turddkimataks. y

Kuidas teha kindlaks mingi aksiomaatika vasturiddkima-
tust? On ju mBeldamatu 1dbi analiilisida kOik jJéreldused aksio-
maatikast, et kindlaks teha, kas nende seas on v3i ei ole
teineteist vdi aksioome vdlja sulgevaid lauseid - jarelduste
stisteem on ju 1l%pmatu ja teooria arendamise iihelgi etapil
el ole v0imalik jOuda "viimase" jdrelduseni.

Vastus sellele kiisimusele absoluutse planimeetria ak-
siomaatiks puhul on lihidalt formuleeritud § 26 13pus ja
tuginedb vSimalusel konstrueerida mudeleid selle aksiomaatika
jaoks reaalarvude aritmeetika baasil. Arutlus on seejuures
lihtne: kui oletada, et absoluutse planimeetria aksiomaati-
ka on vasturdskiv, siis tekiks vasturdikivus ka mudelis, s.t.
reaalarvude aritmeetikas. Kuli reaalarvude aritmeetika luge-
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da vagturddkimatuks, siis on jérelikult vastursskimatu ka
absoluutne planimeetria.

Analoogiliselt toimitakse mis tahes aksiomaatika puhul.
Vdetakse aluseks teatav teooria, mis loetakse vastursddkima-
tuks., Selle teooria vahemditega antakse konkreetsed t3lgen-
dused nii nende hulkade elementidele kui ka nendele predikaa-
tidele, millega antud aksiomaatiks tegeleb. Kui seejuures
x0igi aksioomide nduded on rahuldatud, siis kOneldakse, et
on konstrueeritud antud asksiomaatika mudel antud tecoria baa-
sil. Aﬁuseks vdetud teooria vasturddkimatus toob endaga keasa
uuritava aksiomaatika vasturidkimatuse.

Nagu néha, v3imaldab mudelite meetod taandada antud aksio-
maatika vasturdikimatuse probleemi teatava teise teooria vas-
turiddkimatuse kiisimusele. Kui ka see tecoria on aksiomatisee-
ritud, siis vOib viimase kiisimuse sobiva mudeli konstrueerimi-
sega taandada edasi iihe uue teooria vasturdikimatuse problee-
mile jne. Piiitakse muidugi saavutada seda, et iga jargnev te-
ooria oleks eelmistest lihtsam ja lihedasem reaalsusest vahe-
tult ammutatud elavale kaemusele. Nii minnakee geomeetrialt
iile reaalarvude aritmeetikale, sellelt omakorda téisarvude ja
viimaks naturaalarvude aritmeetikale.™

Eelnevas oli juttu absoluutse planimeetria aksiomaatikast.
Voib tekkida kilsimus, kas eukleidilise paralleelide aksioomi
lisamine ei too endaga kaasa vasturdikivust, s.t. kas euklei-
diline planimeetria on vasturiékimatu., Lahenduse sellele kiisi-
musele annab Descartes'i mudel reaalarvude aritmeetika baasil.
Néitame, et selles mudelis on rahuldatud paralleelsuse aksioo-
mi ndue (§ 31).

Tuletame §-st 21 meelde, et paaride A, B, C kollineaar-
sus tidhendadb seoste

A o8y +{Lb1 +rey =0, o+ [34-[}»4-0, a® i (52 +AA!,‘0
i a(ay = ) +plby =c;) =0, o +(32 40

* yt., J. Bion, Elementaarmatemaatika kdrgemalt vaatekohalt I,
Tartu 1962,
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kehtivust; teisiti Seldes, vOrdust

s RaEle L

- O
xS &R, A

Paralleelsuse aksioomi esimene eeldus (Sx)((ux} &{cnx})
tihendab seda, et ei leidu reasalarve <, s v 0 dy x; nii, et

oleks =2 4+ p2 £ 0, )‘2 +d2 # 0 ja
(xi - ‘1) +* P(bi - ai) =0
Y(xy = ey) ’;(di - ¢;) = 0.

Koigepealt on kindel, et B # A, D # C, sest vastupidi-
sel jubml ikka leiduks X, nii et on tBene {ABX} & {CDX}. J&-
relikult soovitwud reaalarvude siisteemi ei leidu A= /' = 0
pubul (sest sel kerrsl pesks olema (3;‘ 0, 4 # 0 ja koos sel-
lega b, = a;, d; = °1)' Seetdttu on eelduse arvestamisel Xiil-
lalt silmas pidada ainult neid Juhte, mil X # 0, ' 4 O,

Kui tdhistada A = —aL-, p= —f;—-, siis saame tundmatute
/u, Xy X, madramiseks Jéargmise siisteeml
X + %+ Mby - a) =-a,
(54) ®7 29 + Mby - a) & -y
X, % g +M(d1-ol) -e,
% x5 * + /4(«12 -cy) = L2
Sellel siisteemil el tohi olla lahendit - Jérelikult pead
tema determinant, mis on kergesti teisendatav kujusse
- Eoallee R r i p
b2 - a, d2 - e, E
olema v@rdne nulligae. Et esimene veerg on nullist erinev,sils
telne veerg on Jédrelikult selle kordne.
Teine eeldus tiéhendad seda, et
s Wik Sl g

* 0-
e, = Cy dz - ¢y
Akgioomi viide nduab, st (54)-taolisel siisteemil (kus D ase-

mel on E) oleks kindlasti lahend. Selleks on kiillalt nduda,
et .

- 144 =




hes -9

ooy - *”
uon.u-..nlnhmm thenti rabuldated; kul vii-
sane detersinant oleks mwll, siils tema teine veerg oleks
esimese kordne, ning selviimase deterninandi veerud oleksid
-n-t.omw-um‘u saaks olla mul-
118t erinevy nags eeldatued.

paralleelide aksioom! kebiivus pDescartes 'l sudelis resal-
arvede korpese bassil e xentrellited,

Mo Yiime niNd Selda, ot eukleidilise planimesiria aksio-
mastiks vesteriikisetes o tasndatud reaslarvede arltmee tika
(ehk 18ppkokkuviites sa turaalarvede aritmestika) veasturfski-
satusele, viimast aga YOLD (vihemalt kiesolevas rursuses) luge-
da 1lmeeks.

Telne akaiemastiika pinipredlesn on e aksioomi telatest
28] tuma tuse prodiees. Selle Wheks erijuneks ongl slesejubate-
ses tutveatatud V pestulasdl prodleen, mille v3ime sutd tale
se.gusegs puatltads ”nl‘c teba kisdiaks kas eukleidsil-
ne paralieelide sksieem on JEreldatav abecluntos plasisectiria
aksiosmident 8L milte,

Asaleagilisell seatakss Widine prodleem akelomantiika
T, ¥ ) ww.mm.—v-mxum(m
at)tar) arsloomident ¥ ovts mithe,

Jhreldads 7 Setskisioeni tesl sksioomidest 7 . Kuides aga leks
risdisks sksiooni of]tusatest? Eui leateva slabatieni ol ole
veosl susdeted lessel ¥ aksieonidest T shreldada, siis oi v81
veul Selda, ot S & “idae aleldamats.

Beetod selle rasks kSaisuse 1abesdani seks, ®is PEIASY

Axslioos ¥ mo..-nuunuwv. sl Sasestud
Besteds sksiemsatixs (7, 7) vastarsixisates (8.5, kenstre-
serida selle akalomsstiks wudel), siia ¥ = slltemate (it
te sZitey) sksisemidest F. Thepesiest, Fwi sliskt oletakaise
ot 7w F jJhreltwesks, sits shstemsetita (¥, 7) Jo teme 38-
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relduste siisteem peaks sisaldama kaks teineteist vélja sul-
gevat lauget - aksioomidest ¥ jirelduva F ja aksioomi F enda
ning ei saaks olla vasturidiékimatu. Téhendab, kui (¥, F) on
vasturéikimatu, siis F on sdltumatu aksioomidest F .

Sel teel lahendatigi V postulasdi probleem. Eukleidilise
paralleelide aksioomi F eituseks F on Lobatdevski aksioom:
sirge AB ja sellel mitte asetseva punkti C korral v3ib 1lébi
C tasandil ABC tOmmata vihemalt kaks sirget, millel el ole
sirgega AB tihist punkti,

Ligame selle aksioomi ¥ absoluutse planimeetria aksico-
midele ¥, Saadwd uus aksiomastika (¥, F) omab mudeli reaal-
arvude aritmeetika bassil - selleks on Beltrami-Kleini mu-
de1™ . ning aksiemantika (¥, F) on seetdttu vasturiikimatu.

Siit jareldubki, et eukleidiline parslleelide aksioom
on stltumatu abscluutse planmimeetris aksioomidest (kui alu-
seks vitia naturamlarvude aritmeetika vasturiikimatus).Sel-
line on lshendus kuulsale V postulaadi probleemile.

Nagu selgub, v&ib abseluutse geomeetria aksiemsatikale
lisade ka Iobat¥evski aksioomi - saadud uus aksiomaatika on
 vasturdikimatu, Sellest tulenevate jirelduste siisteem moocdus-
tab aine Lobatevski geomeetriale, mida me késitleme kursuse
teises esas,

Aksioomi s¥ltumatuse probleemi lahendusmeetodi illust-
reerimiseks mirgime veel, et paragrahvis 25 ja 26 konstruse-
ritud mudeleist selgub ka pidevuse sksioomi s3ltumatus nii
evkleidilises kui Lobat@svski geomeetrias.

Axsiomaatika pubunl on ideaslseks olukoxrd, kxus iga aksicom
or s¥ltumate lilejddnuist (‘kumatm sdltumatuse ndue).Sel

E

* See aaab ulseh, kui piud.a -11-.;, ot vah.1~prouhat1
pundutavas osas (mis paralleel-

’» o suse puhul ongi ainult oluline),
_ on see mudel samavéirne eukleidi-

lise tasandi ringi sisemusega.On
w selge, et sellises ringis en
Joonis 68. rahuldatud just LobatZevski ak-

g:gon, nitte aga onkloidilino paralleelsuse aksioom (joenis
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xorral aksiocomid ei sisalda midagi {ilearust, midagil seesugust,
mida v3iks tdestada. Metoodilistel kaalutlustel loobutakse
siiskl sageli, eriti keerukamatel juhtudel, aksiomaatika s¥ltu-
matuse ndudest, et saavutada lilhemat teed aksioomidest tecoria
sisukate teoreemideni.

Peatume pdgusalt ka aksiomaatika kolmanda pShiprobleemi -

téielikkuse probleemi juures.

Defineerime kdigepealt mudelite isomorfsuse m¥iste. An-
“tud sksiomasatika kaht mudelit nimetatakse isomoxfseteks, kul
neis mudel:is aksiomaatika seisukohalt ﬂhes'ugdst osa etenda-
vate hulkade vahel on v¥imalik kerraldada {ikstihesed vastava-

sed, nii et nende puhul séilivad aksiomaatika pohipredikaati-
de taislausete tesused. Selline isomorfism iildistab algebrast
tuntud rilbmade, ringide Jne. isomorfismi m¥istet.

Aksiomaatikat nimetatakse téielikuks, kui iga xeke tema
mudelit on isomorfsed.

: Mirgime, et aksiomaatika tiislikkust defineeritakse sa-
geli ka teisiti, On isegi v¥imalik, ot aksiomaatika, mis iihes
ndttes on tdielik, teise definitsioeni seisukohalt seda enam
ei ole (Godel, 1931). Kdesolevas kursuses jédme aksiomaatika
t@ielikkuse filaltoodud definitsiooni juurde, laskumata problee=
mi nitmesugustesse poensnjtnu.

Putvastame Hilbertilt périnevat mdttexdikxu, mis vimal-
dab néidata, et meie poolt eukleidilise planimeetria {ilesehi-~
tamisel aluseks vBetud aksiomsatika on tiielik. MBttekidik pdbiw
neb asjaolul, et mainitud aksiomaatika iga mudel on isomorfne
Descartes'i mudeliga.

T3epoolest, §-s 29 me mirkisime, et juba abseluntses pla-
nimeetrias vdib sisse tuua ¥oordinaatide m¥iste ning jéreli-
xult selle planimeetria igas modelis v3ib dles ehitada teatava
analiititilise geomeetria, Kui lisaks xehtib kxa eukleidiline pa-
ralleelsuse aksioom, siis, nagu me §-s 31 mirkisime, leiavad
aset tavalised meetrilised seosed Xolmnurkades, thesdnaga,keh-
tivad kdik kooligeomeetriast tuntud lavsed. Analiiiitiline geo-
meetria, mille me sel korral mudelis saame, on tavaline wi-
Xooli esimese kursuse snaliiiitiline geemeetria. Kul mudell 1gd
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punktiga A vastavusse seada tema keordinsatide paar (‘1"2)'
giis tekibd iiksiihene vastavus vaadeldava muwdeli ja Descartesi
zudeli punktide hulga vahel, Analoogiline iiksiihene vastavus
tekib ka liikumiste ja psaride ¥= (P, fo) (§ 25) yahel,kus-
Juures predikaatide (ABC)Ja Ao { = B vastavad tiislaused en
ilmselt korraga kas tUesed vOi vidrad. Vaadeldav mudel on tle-
poolest isomorfne Descartes'i mudeliga.

Iga kaks mudelit, mis on isomorfsed kelmandagea on ilm-
selt ka omavahel isomorfsed. Sellega engl néidatud eukleidi-
lise planimeetria aksiomaatike tdielikkus.

Samasuguse arutlusega, kuli arendada ta vdlja iiksikasja-
lixult, vdidb veenduda, et tidielik on ka Lobatdevski planimeet-
ria (s.t. absoluntse planimeetria aksiommatike koos Lobat¥evs-
ki aksioomiga). <

Teistlaadl tdieliku aksiomaatika nditenma v&idb tuus 13p-
liku dimensionaalse vektorruumi aksiemaatika iile reaalarvude
korpuse. Lineaaralgebras i¥epoolest ndidatakse, et iga selle
asksiomaatika (s,t. iga niisugune vektorruum) on isomorfne 13p-
like arvujadade (x;, ..., X,) lineasrruumiga B® (s.t. tihe
kenkreetse mudeliga).

Véga laialt kasutatakse matemaatikas mittetéielikke ak-
siomaatikaid. Néideteks on riihma aksiomaatika ~ on ju olemas
nitteisomorfseid rithmi, projektiivse tasandi aksiomsatika -
on olemas nii desargilisi Xui mittedesargilisi projektiivseid
tasandeid jne.

Mittetdieliku aksiemaatika puhul saadakse erijuhtude
poolest rikkalik teceria, téieliku aksiomaatika puhul aga
teooria, mis en arendatav iihesuguselt k¥ikides mudelites.
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V peatikk,

RUUMI ABSOLUUTSE
GEOMEETRIA ALUSED.

Kursuse esimese osa Viimases peatiikis toome gisse liiku-
mise moiste ruumis. Edasi defineerime sirge Ja tasandi ristu-
mise mdiste, tlestame tasandi iga kahe ristsirge asetsemise
ilhel tasandil ning jéirgmise olulise teoreemi:

Kui lilkumine ruumis sdilitab punkti ja sellest punktist
:.lihtnva poolsirge, siis ta jétab paigale gelle sirge iga punk-
ti.

See teoreem on aluseks 13ikude kengruentsuse pdhiteoree~
ni tdestemisel ruvmis. Viimases paragrahvis tutvastame Hil-
berti aksiomsatikat ning tSmbame adnipgaid vordlusjooni.

§33 Liixumine Ja ristseis ruumis,

Rihms & nimetatakse ruumi X liikumiste rhmeks, kul
hulgal X X 2 XX on vOimalik midrata predikaat, mille me
tihistame X°f= Y selliselt, et on rahuldatud aksioomid IIy g
1114 _o- Viimase kahe aksiocomi pubul reeperite R ja R' all
noistame,samuti nagu eespool, punktibulki, mis Xoosnevad punk-
tist, sellest 1éhtuvast poolsirgest ja viimasega gédrnevast
pooltasandist. vahe on ainult selles, et antud sirgega &dxne-
vsid pooltasandeld on mitte xaks, nagu planimeetrias, vaid
13pmata palju.

Liikxumist ¥, mis kannab reeperi R(ABC) reeperiks R'(ABC')
xus (AB|C ja (AB|C' on teineteist tiiendavad peoltasandid,ni-

- 149 -



metatakse ruumis poolpddrdeks sirge AB umber.

Poolpsére Y sirge AB imber on ilmselt involutiivme. Sel-
lest vOib teoreemi 40 tSestuses kasutatud mdttekiigum abil ker-
gesti jareldads, et f kennab téiendpooltasandiks mitte iiksnes
pooltasandi (AB|C, vald ka iga teise sirgega AB #Adrmeva pool-
tasandi, :

Poolpbtrde abil v3id samuii nagu §-8 29 defineerida ris-
tuvad sirged: kaht sirget nimetatakse ristuvaiks, kui poolpssru
iihe sirge iimber s#ilitab teise sirgé. Sirgete ristseis on see-
Juures vastastikune (§ 29).

Teoreem 61, Kul sirge AB on risti kahe erineva
sirgega AC ja AD, siis ta on risti iga sirgega AE, mis 1d#bib
punkti A ja asetseb tasamdil ACD.

T3 e s tus: Eelduse jirgl poolpttre AB tmber sdilitab
sirged AC ja AD ning nendega koos ka tasandi ABD. Et seejuu-
res sdilid ka tasand ABE, nagu eespool  selgus, siis sdilid
ka tasandite ACD ja ABE )0ikesirge AE, mida oligi tarvis nii-
data, :

Sirget a, mis on risti mingl kahe erineva sirge tasan-
dil o , nimetatakse ristuvake tasandiga & (eklk tasandi
ristsirgeks).

Teoreem 62, Iga sirge a iga punkti A 1lébdid para-
Jasti tks tasand o, millega & on risti. Iga tasandi & iga
punkti A 1&bid parajesti tiks sirge a, mis on risti tasandi-
g& &,

T3estus: Paneme 1dbi sirge a kaks erinmevat tasan-
ait (3 ja |' ning tdmbeme nendel 1dbi punkti A sirged b ja
e, mis on risti sirgega a. Sirgeid b je ¢ ldbiv tasamd ongi
soovitud tasand S, Teist sellist tasamdit &' ella ei saa,
sest tasandeil o' ja P on fhine punkt A, seetdttu ka thine
sirge liébi A, mis peaks olema risti sirgega a. Samuti peaks
ot Ja f 13ikesirge clema risti sirgega a. Ristsirge ainsu-
sest 1abi antud punkti A antud sirgele a tasandeil (3 Jja y‘
Jireldub, et vaadeldavad 1¥ikesirged tihtivad sirgetega b ja
e, misttta o' thtib tasandige o, Teoreemi esimene esa on
téestatud. :
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TSmbame tasandil & 1&bi A ksks erinevat sirget b Ja ¢
ning méirame tasandid (' Ja ;18bi A, milledega nad onm risti,
Feil tasandeil on iihine punkt A, seetdttu ka ihine sirge &
18bi A, mis ongl risti tasandiga . Teist sellist airget a’
olla el saz, sest siis omaks sirgeid a ja &' ldbiva tasandi
Ja tasandi O 13ikesirge esimesel tasandil kaks ristsirget

_1&bi sama punkti A,

Teoreem 63, Sirge BE, mis on tasandl O mingit
ristsirget AD lébival tasandil (5 risti tasamdite o ja P
1%ikesirgega AB, on risti ka tasandiga o\. Tasandi & iga t
kaks ristsirget on tihel tasandil /2

?3es tus: Tmbame tasandil & sirgele AB ristsirge
AC, mis on risti ka sirgega AD. '

TEisnurga 4 CAD tmberptdramine ¥ tasendil ACD kujutab

- emdast teoreemi 41 pdhjal pesgeldust teatava sirge AG subtes,
:-nmu jérelikult poolptiret tasandil ACD asuva sirge AG
tmber. Vaatleme liikumist X « ¥, kus % en poolptire sirge
AD timber. Liikumine X Xkannab poolsizge (AC pooclsirgeks (AD,
poolsirge (AD wiib ta (AC téiend-
pooleixgoeks, siilitades samsl
ajal poolsirge (AB. Jérelikult
X om poolpbtre sirge AB tmber ja
seetdttn séilitab punkti B. Siis
age ka | s&ilited B, sest kui
oletada B* Y = B* pubul (ABB')
v8i {AB'B) t3esusest, siis peale
X soeritamist sasme B'-X= (BeX)*
‘ eXw Be12 « B pohjel wastavalt
Joonis 69. (AB'B) v&i (ABB') ja seaga tekidh
vastuolu, :
Tombame tasamdil O sirgele BA ristsirge BF. Asetsegmn E
pooltasandil (AB|D ja F pooltasandil (AB/C. Et X viid teise
pooltasandi esimeseks, siis ta viid ka poelsirge (BF poelsix-
geks (BE, sest nad mSlemad on risti sirgega AB ja B s&ilib.
Samal p¥hjusel poolsirge (BE kantskse 1 peolt BF tiiemdpeel-
sirgeks. i W
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T8histame nurga(EBF tmberptdramise tdhega w . Liikumi-
ne Yw jitadb poolsirge (BF muutmatuks, poolsirge (BE aga viib
te selle téiendpeolsirgeks. Siit nihtub, et sirged BE Ja BF
on risti, Et BE on risti ka sirgega AB, siis ta on iihtlasi
risti tesandigas O.. Teoreemi esimene osa on tTestatud.

Teoreemi teise o0sa t¥estus on lihtne. Olgu sirged a Ja
b tasandi A kaheks ristsirgeks vastavalt punktides A ja B.
Paneme 1#bi a ja B tasandi [ ja tOmbame sellel ristsirge b'
14bi B tasandite Ov ja [> 13ikesirgele. Teoreemi juba t3es-
tatud osa p¥hjal b' om risti tasandiga O punkiis B. Rist-
sirge ainsuse t3ttu b ja b' ihtivad, seega a Ja b t0esti asu-
vad ithel tasandil {3 . Teoreem on itSestatud.

§%. L3ikxude kongruentsuse
pShiteoreem ruumis.

Kéesolevas paragrahvis on meie eesmirgiks niidata, et
iga 16igu [AB] ja_poolsirge (A'P kerral vdib sellel poelsir-
gel niidata parajasti Hhe punkti B', nii et 13igud (AB] Jja
[a'BY] on kxomgruentsed (vrd. teoreem 45 planimeetrias).
‘Kongruentsust mdistame siin tépselt samuti nagu §-s 28.

Sells vilte pShjendamine tuginedb kahel teereemil, mil-
le tCestamisele me asume.

Teoreem 64, Iga kahe poolpdtrde ¥ ja Y ' korral
sﬁ;sosa a punktis A ristuva kahe erineva sirge AB ja AB'

imber sirge & iga punkt I teisensd iheks Ja samaks punktiks Y.

%o 3 tus: Vitame vabalt punkti C, nil et oleks
tdene (BCX), Tihistame X°¥= Y. Leiduvad punkt D, nii et on
tdens

(ABC) & (CDY),
ja edasi punkt E, nii et on tlens

j {AEC) & {DEX).

On teada, et Aef{m 4, Do¥= D Ja ~€2 = { , Téhistame veel
Cofw F, Eof= &; seame, et t¥esed on (FDX) , AGF), (DEY).
Tihendsd X, E, D, F ning samuti Y, G, D, C en ihel sirgel.
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Seejuures sirged CF
ja EG on risti sirge-
ga AB.

Samasuguse konst-
ruktsiooni viime 1&bi
tasandil AB'X t&his-
tades Xeo ¥' = Y'.
Tuleb niidata, et
Y' = Y. Selleks on
voimalik kasutada
teoreemi 34.

~ sirged CF, EG,
C'F' ja E'G' on teo-
reemi 63 pdhjal ta-
sandi ABB' ristsir-

doonis T0. ged ja sama teoreemi
pthjal asetsevad paa-
rikaupa samadel tasanditel. Paneme 18bi sirge EE' tasandi
ACC' ja 1dbi sirge FF' ristsirgete CF ja C'F' ihise tasandi.
Tasandid 1¥ikuvad mitda sirget CC' Jérgnevalt paneme 18bi
sirge EE' ristsirgete EG ja E'G' ihise tasandl ja 1abi sirge
FF' tasendi AFF'. Tasandid 13ikuvad mddda sirget GG'. Et sir-
ged EE' ja FF', mille 1&bi me tasandeid panime, on ise {ihel
tasandil IDD', siis teoreemi 34 pdhjal 13ikesirged CC' Jja
GG' on Hhel tasandil, Meid huvitavad punktid Y Jja Y' osutuvad
gselle tasandi ja sirge a ihisteks punktideks. Kul nad erinek-
sid, siis sirge a asuks viimatisaadud tasandil, kogu xonstrukt-
aioon oleks tasandiline ning sirged AB ja AB' el sasks erine-
da nagu eeldatud. Jiarelikult Y' = Y, mida oligi tarvis toes-
tada.
Edasi on lihtne tGestada jéargmist olulist teoreemi,mida
mdned autorid (nédit. Kestin) on vdtoud aksioomiks.
Teoreem 65, EKul liikumine ¥ séilitab punkti A
ja poolsirge (AP, siis ta jétab paigale sirge AP iga punkti X.
T5es tus: Viide on tdestatud jubul, kul 4 on pool-
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podre sirge AB limber.
Eui ¥ ei ole poolpdore, siis ta kannab mingi sirgega
AP ristuva sirge AB viimasest erinevaks sirgeks AB', mis on
samuti risti sirgega AP. Poolpddrde sirge AB' ilmber tdéhistame
tihega “ , nurga (LBAB' iimberpttramise (s.t. poolpdtrde sella
nurga poolitaja AC iimber) tahistame X.
Lihtne on veenduda, et
f=XY¥.
Kui Xe)X= Y, siis teoreemi 64 pdh-
jal X°Y%Y= Y ja seetdttu Yoy = X,
KokkuvGttes:
Xetm Xo (XY) = (XoX )oYm
s Yo% = X,
Teoreem on tGestatud.
Fiiiid on tehtud k¥ik eeltdsd sel-
Joonis T1. leks, et t3estada 13ikude kongru-
: entsuse pdhiteoreemi ruumis (vrd.

teoreem 45). S

‘Teoreem 66, Antud 13ign [AB] xorral voib igal
poolsirgel (A'P néidata ilhe ja ainult ilhe punkti B!, nii et
13igud [A'B'] ja [AB]on kongruentsed.

Todeetus: Punkti B' olemasolu jédreldub vahetult
aksiocomist IIIl.

Punkti B' ainsuse niditamiseks eoletame, et leidudb veel iiks
samu ndudeid rahuldav punkt B", Sel kerral on olemas liikumi-
sed ¥' ja ¥, mis méliravad kongruentsused [ABl=[A'B'] ja
(aB]=(A'B"] .1disust kitsendamate v¥ib eeldada, et A°{'= A',
Ae{'= A', tehes vajaduse korral eelnevalt 13igu [AB] timberpts-
ramise. Siis B'ey' = B', B ¢" = B", Liikumisel ¢7™ ¢" on
‘omadus sdilitada punkt A' ja poolsirge (A'P, punkti B' ta
teisendab aga punktiks B", Teoreemi 65 pdhjal B® = B', Teoreem
on t¥edtatud.

L¥ikude kongruentsuse edasine kidsitlus ruumis on téiesti
analoogiline planimeetrilise késitlusega. Tiépselt sammti v3ib

gisse tuua 1%igm pikkuse mOiste ja selle abil koordinaadid
rmumis,
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Mis puutub nurkade ja kolmnurkade kongruentsusse, siis
nende kiisimuste vaatlemine ruumis, erinevalt 13ikude kongru-
entsusest, ei valmista mingeid lisaraskusi vorreldes plani-
meetrilise késitlusega.

Sellega me iihtlasi lUpetame ruumi absoluutse geomeetria
aluste kdsitlemise. Ruumi eukleidilise geomeetria saame, kui
senistele aksioomidele lisame eukleidilise paralleelsuse ak-
sioomi, Tavalisel viisil voib siis sisse tuua paralleelsete
tasandite mOiste ja tdestada k¥ik nende kohta kéivad teoree-
mid, mis on tuttavad kooligeoneetriast.’fEuxloidilise stereo-
meetria edasine arememine ei valmista enam mingeid pShimdtte-
1lisi raskusi.

§3. BEilberti aksiomaatika.

Kéesolevas kursuses absoluutsele ja eukleidilisele geo-
meetriale aluseks vdetud aksiomaatika erined mitmeski suhtes
kKlassikalisest Hilberti aksiomaatikast, mida kasutavad enami-
ku praegmleaosséte Spikute auforid. Seetdttu osutub vajalikuks
tutvustada siinkohal ka Hilberti aksiomaatikat ning tmmata
mdningaid vdrdlusjooni.

Hilberti aksiomaatika puhul tegeldakse jérgmiste hulka- .
dega:

a) punktide A, B, C, ... hulk,

b) sirgete a, b, ¢, ,,, bulk,

c) tasandite o, [, 4y 19 hulk.

Mida nende hulkade all mdista tuleb, see jasb téiesti lahti-
seks, Tahtis on vaid, et nende elementide vahel oleksid méa -
ratud jargmised subted (ehk predikeadid):

1) punkti kuulumine sirgele,

2) punkti kuulumine tasandile,

3) iihe punkti asetsemine kahe teise vahel.

Suhted ehk predikaadid peavad seejuures rahuldama jérgmisi
aksioome:
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I, Iga kahe punkti A, B korral leidub sirge a, millele
need punktid kuuluvad.

I, Kaks erinevat punkti A, B saavad korraga kuuluda mit-
te rohkem kui iihele sirgele a.

I3 Iga sirge a korral leidub vidhemalt kaks erinevat punk-
ti A, B, mis kuuluvad sellele sirgele.-

I4 Leidub vihemalt kolm punkti, mis el kuulu korraga
iihelegi sirgele.

15 Iga kolm punkti A, B, C korral leidudb tasand <« , mil-
lele need punktid kuuluvad.

16 Kui kolm punkti A, B, C el kuulu korraga iihelegli sir-
gele, siis nad saavad korraga kuuluda mitte rohkem kui iihele
tasandile o,

17 Iga tasandl & kxorral leidub vihemalt iiks punkt A, mis
kuulub sellele tasandile.

18 Leidub vihemalt neli punkti, mis ei kuulu korraga
ilhelegi tasandile.

Iy Kul kaks erinevat punkti A, B kuuluvad korraga sirge-
le a ja tasandile o4, siis iga punkt X, mis kuulub sirgele
a8, kuulub ks tasandile o,

I10 Kui leidub punkt A, mis kuulub korraga kahele tasan-
dile o., [, siis leidub veel teine, temast erinev punkt B,
mis samuti. kunlub korraga tasanditele o, P.

II1 Kvui B on A ja C vahel, siis leidub sirge a, mille-
le A, B, C kuuluvad,

112 Kuli B on A ja C vabel, siis A, B, C on erinevad
punktid,

II3 Kui B on A ja C vshel, siis ta on ka C ja A vahel.

II‘ Iga kahe erineva punkti A, B korral leidub punkt
Cy nii et B on A ja C vahel,

115 Iga kolme punkti A, B, C seas ainult iiks saab olla
kahe iilejdinu vahel.
Ilg Kui a) A, B, C, D, E kuuluvad ihele tasandile o,
E el kuulu iihele sirgele tUhegagi punktidest A, B, C,
P4%€ ) leidud ¥, nii et D, E, F kuuluvad ‘hele sirgele ja F

b) p,
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on A ja B vahel, siis leidub G,
nii et D, E, & kuuluvad iihele
sirgele ja G on kas B ja C vOi
& C ja A vahel.
Aksioome I, ;4 nimetatakse
A / F B kuuluvuse aksioomideks. Meie
E

xisitluges on nad kfik teoreemi-
deks, vdlja arvatud I‘, mis sisu-
Joonis T2. liselt ibtid meie akeloomiga Ig,
Ja Ig, mis tdhendab lihtsalt loo-
bumist planimeetria dimemsiooni-
aksioomist.

Aksgioome 111-6 nimetatakse jirjestuse aksioomideks. Nen-
dest esimene Jéreldub meie kidsitluses sirge definitsioonist,
teine on tdestatav, viimesed neli agas Hhtivad sisnliselt meie
‘aksioomidega I, I, I Ig (viimased kske seejuures mitte
péris tépselt).

Negu ndha, on Hilberti siisteem selles osas miarksa enam
komplitseeritud, kui kiesolevas kursuses aluseks vBetud aksio-
paatika., Viimases figureeriva iilheainsa huiga - punktibulga -
sasemel on siin kolm hulka, ilheleainsale "yahel"-predikaadile
on lisandunud veel kaks "kuulumis”-prediksati. Ka aksioomide
siisteem on mirksa ulatuslikum: 6 aksioomi asemel 16 sksioomi.

Aksgioomide 11-10' 111-6 alusel defineerib Hilbert, sa-
muti nagu meiegi eespool, 1¥igu ja nurga mEisted ning nduab
tiiendavalt, et nende mdistete pubul oleksid midratud Jérgmi-
sed suhted:

4) 131k [AB] on kongruentne 13iguga (A'B'].

5) nurk .ABC on kemgruentnme nurgaga LA'B'C, mis peavad
rahuldama teatava 5 nn, kongruentsuse aksiocomi nJdudeid.Nende
sksioomide iipris keeruliste sUnastuste toomise asemel mirgime
lihtsalt, et III, Hhtid teoreemiga 45, III, nduab kongrusnt-
suse transitiivsust 1l¥ikude korral, III3 nguab, et paarikaupa
xongruentsetel 1Zikudel oleksid kongruentsed summad (vt, § 28),
111, ihtid teoreemiga 47 ja 18puks IIIg ntuab teorecemi 51 esl-
duste puhul nurkade (ABC Ja LA'B‘'C’ kongruentsust.
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Ka selles osas on Hilberti sksiomaatika vihe iilevaatlik
Ja nBuab mérkse rohkem kui eespool toodud aksiomaatika 111_5,
1111_2.

Hilberti aksiomaatika kasutamise teeb mugavaks see, et
tee aksioomidelt esimeste sisukate teoreemide Juurde on mirk-
sa lihem kui kidesolevas kursuses. Meil tuli niha rohkesti
vaeva isegl mOningate Hilbertl aksioomide endi juurde JSudmi~
seks. Seda vaeva aga kompenseerib meil aksiomaatika Hdrmine
lihtsus ja iilevaatlikkus, mille eelised ilmnevad erilise sel-
gusega mudelite konstirueerimisel ja seoses sellega aksiomaa-
tika pShiprobleemide uurimisel (vt. § 32).
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