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E 3 n

käesolev matemaatikaosakonna V kursuse üli3pilastele

määratud õppevahend haarab suure osa geomeetria aluste kur-

suse sisust: ajaloolise sissejuhatuse, absoluutse ja euklei-

dilise geomeetria aksiomaatikad, nende mudelid, aksiomaatika

põhiprobleemid. Programmi ülejäänud osa (Lobatševski geomeet-

ria, Lobatševski trigonomeetria ja pindalade teooria, projek-

tiivse geomeetria alused ja rühmateoreetiline vaatekoht geo-

meetrias) käsitlemine on ette nähtud käesoleva loengukursuse

teises

Käsitlusviisi valikul on loobutud traditsioonilisest

Hilberti süsteemist, mida esitatakse suuremas osas geomeetria

aluste alasest õppekirjandusest (vt. kirjanduse loetelu).Alu-

seks on võetud teistlaadi aksiomaatika, milles põhimõistete

süsteem koosneb ainult kahest objektide hulgast (punktide hui

gast ja liikumiste rühmast) ja ainult kahest neid objekte si-

duvast suhtest (punkt on kahe teise punkti vahel, liikumine

paigutab ühe punkti teiseks).

Esimest suhet "vahel" määrav aksiomaatika ühtib sisuli-

selt 0. Vebleni poolt 1904.a. antud aksioomide selle viimist-

letud süsteemiga, mis on välja töötatud J. Sarve, J. Nuudi ja

eriti A. Humala poolt Tartus aastatel 1931-1934 avaldatud tßö

des. Uuendus on vormis - kasutatakse kaasaja matemaatilise

loogika aparatuuri, mis muudab käsitluse tunduvalt lühemaks

ja ülevaatlikumaks.

Teise suhte "paigutab" kohta käiv aksiomaatika pärineb

õieti juba Fr. Schurilt (1909) ja kujutab endast mõnedes raa-

matutes (näiteks V.I. Kostini; A.P. Nordeni ja A.V. Pogore-

lovi omades) Hilberti kongruentsuse aksioomide asemele võe-

tud liikumise aksioomide süsteemi täiustatud varianti. Siin
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osutus võimalikuks mõnevõrra rakendada rühma esituste teooria

metoodikat ja üldse senisest laiemalt kasutada kaasaja algeb-

ralist aparatuuri. Kokkuvõttes on eesti matemaatikute poolt
varem uuritud sohte "vahel* aksiomaatika täiendatud käesole-

vas kursuses kõige loomulikumal viisil eukleidilise või Lobat-

Bevski geomeetria täieliku aksiomaatikani.

Hilberti aksiomaatikat, mida tuleb kahtlemata samuti

tunda, tutvustatakse kursuse käesoleva, esimese osa viimases

paragrahvis (§ 35), kus tõmmatakse ka mõningaid võrdlusjooni.
Lühidalt võib öelda, et siin aluseks võetud aksiomaatika ise

on lihtsam, lähedasem elavale kaemusele ning seetõttu ka ker-

gemini interpreteeritav ja uuritav kui Hilberti oma, kuid geo

meetria väljaarendamine selle alusel nõuab vastavalt

rohkem tööd kui Hilberti süsteemis.

Tõukeks käesoleva Õppevahendi kirjutamisele oli tutvumi-

ne J. Sarve, J. Nuudi ja A. Humala varasemate töödega geomeet-
ria aluste alal. Mitmeid kasulikke näpunäiteid käsikirja lõp-
likul viimistlemisel, eriti matemaatilise loogika aparatuuri

osas, sai autor I. Kullilt. Kõigile neile kuulub autori siiras

tänu.
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S i juhatu

Geomeetria kui ühe vanima matemaatilise distsipliini ku-

junemine on vahetult soetud kogu matemaatika tekkega. Võib

kahtluseta öelda, et arvu ja geomeetrilise kujundi mõisted

on vanimateks matemaatikas ja teaduses üldse. Kehade ruumi-

liste vormide ja vahekordade uurimisest sai matemaatiliste

meetodite esimene oluline katsekivi.

(heaarengu algetapil oli geomeetria puhtempiiriline tea-

dus ja kujutas endast kogemusest pärit retseptide enam või

vähem süstematiseeritud kogu. Tolleaegset geomeetriat võib

teatavas mõttes nimetada füüsika esimeseks peatükiks. Märgi-

me kohe, et sellise tähenduse füüsika jaoks on geomeetria

säilitanud olulisel määral veel tänapäevalgi, kuigi geomeet-

ria enda iseloom on aja jooksul tunduvalt muutunud.

Murrang toimus Antiik-Kreekas 5. ja 3. saj. vahel e.m.a.

Avastati geomeetriliste tõdede vahelised loogilised seosed

ja hakati nende tõdedeni jõudma mitte üksnes katse ja vaatlu-

se abil, vaid ka loogilise arutlemise teel. Geomeetria hakkas

kujunema matemaatiliseks distsipliiniks nüüdisaegses mõttes.

Esimesed katsed esitada geomeetriat rangelt deduktiivse

süsteemina tehti juba Antiik-Kreekas. Kõige silmapaistvamaks

ja püsivat väärtust omavaks sedalaadi käsitluste seas on

Aleksandria Õpetlase Eukleidese 13-osaline töö "Elemendid"

(-3. saj.) - antiikmatemaatika omapärane entsüklopeedia. Euk-

leidese teos, kuigi ka see ei haara kõiki antiikmatemaatikute

saavutusi, jättis varju varasemad sellelaadilised tööd, mis

sajandite möödudes vajusidki unustuse hõlma.

Eukleides seadis geomeetria aluseks aksioomide ja pos-

tulaatide süsteemi. Aksioomid (Eukleidese teksti sõna-sõnali-

tõlkes "üldtuntud tõed") käsitlevad suurustevahelisi
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seid, näiteks: "võrdseile võrdsete lisamisel saame võrdsed"

jne. Teine rida tõestuseta kasutatavaid lauseid, nn. postu-

laate, on enam geomeetrilise sisuga:

"Tuleb nõuda, et

I igast punktist saab igasse punkti tõmmata sirge,
II iga sirget* võib piiramatult pikendada,
111 iga punkti ümber saab iga raadiusega tõmmata ringjoone,
IV iga kaks täisnurka on võrdsed,
V kui sirge lõigates kahte teist sirget moodustab nendega

sisemised ühepoolsed nurgad, mille summa on väiksem kahest

täisnurgast, siis need sirged piiramatul pikendamisel lõi-

kuvad ja nimelt seal pool, kus see summa on väiksem.

Tuleb märkida, et enne aksioomide ja postulaatide süs-

teemi püstitamist defineerib Eukleides nendes esinevad mõis-

ted: täisnurga, ringjoone jne. Ta annab definitsioonid isegi

sirge, punkti ja tasandi jaoks, kirjutades näiteks, et "punkt
on see, millel ei ole osasid", "joone otsad on punktid", "sir

ge on joon, mis asetseb ühteviisi kõigi oma punktide suhtes",
jne. Kui täisnurga, ringjoone jne. definitsioonid on täiesti

laitmatud ja leiavad kohest kasutamist, siis viimastel defi-

nitsioonidel pole mingit teaduslikku väärtust. Nad on vastu-

olus ka juba tollal tuntud Aristotelese deduktsiooni teooria-

ga, mille kohaselt teatud arv mõisteid tuleb võtta ilma defi-

nitsioonideta põhimõisteteks - ei saa ju jäägitult kõike de-

fineerida, sest iga mõiste on defineeritav teiste mõistete

kaudu. Ka Eukleides ise ei saanud "punkti", "sirge" ja "ta-

sandi" definitsioone hiljem teoses kasutada.

Oma ideaali Eukleides ei saavutanud. Ta ei suutnud veel

luua täielikku aksioomide süsteemi ja pidi sageli pöörduma
joonise näitlikkuse poole. Toome näiteks tõestuse esimesele

lausele "Igale lõigule saab konstrueerida võrdkülgse kolm-

nurga" .

Postulaadi 111 järgi saab punkti A ümber joonestada

*
"Sirge" all mõistab Eukleides ka lõiku
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ringjoone raadiusega AB ja B ümber

ringjoone raadiusega BA. Jooniselt

loeb Eukleides, et neil ringjoontel

on olemas ühine punkt.
Edasine tõestus on küll laitmatu,

kuid lõikepunkti olemasolu oleks tul-

nud rangelt tõestada. Selleks aga puu-

dub Eukleidesel veel vastav aksioom,

A & mis tänapäeva käsitluses kannab pide-

vuse aksioomi nime (Dedekind, 1872).

Kolmnurkade kongruentsuse tõestamisel Eukleides raken-

dub ühe kolmnurga laotamist teisele, teisiti öeldes, kasutab

liikumist. Kuid range käsitluse puhul ei või liikumist kasu-

tada intuitiivselt, liikumise mõiste tuleb aksiomaatiliselt

põhjendada. Tänapäeva geomeetrias täidab seda osa liikumise

(või kongruentsuse) aksioomide rühm.

Ka mõisteid "punkt on kahe punkti vahel", "kaks punkti

on teine teisel pool sirget" jne. kasutab Eukleides intui-

tiivselt, joonise näitlikkuse põhjal. Tänapäeval on kasutu-

sele võetud spetsiaalsed järjestuse aksioomid.

Eukleidese "Elementidel" on matemaatika ajaloos hinda-

matu väärtus. Ligi kahekümne sajandi jooksul oli see teos ma

tamaatilise ranguse eeskujuks ja veel praegugi baseerub koo-

ligeomeetria tunduval määral Eukleidese käsitlusel. Eespool

süsteemis juhiti tähelepanumainitud puudustele Eukleidese

alles 19. sajandil.

esimeseks teoseks geomeetria

kui distsipliin tekkis sajan-

Eukleidese töö on ühtlasi

alusie alal. Geomeetria alused

dite jooksul Eukleidese puuduste kritiseerimise ja kõrvalda-

mispüüete tulemusena.

Eriline tähtsus geomeetria aluste tekkeloos on V postu-

laadil, mis on nii sisult kui ka sõnastuselt keerulisem eel-

nevaist. Tema erinevuse tõttu teistest postulaatidest haka-

ti kahtlema, kas on üldse tarvis teda postuleerida ja püüti

seda lauset tõestada, s.t. muuta ta teoreemiks. Ka Eukleides

ise polnud oma valikus päris kindel - ta kasutab V postu-
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laati alles 29. lauses, ehkki selle rakendamine lihtsustaks

ka juba eelnenud arutlusi.

Kahekümne sajandi vältel püüti Eukleidese V postulaati

tõestada. Probleemi kohta tekkis mahukas kirjandus. Esitati

arvukaid "tõestusi", mis aga kõik osutusid hilisemal analüü-

simisel defektseiks. Jätame siinkohal kõrvale need "tõestu-

sed", milles esineb jäme loogiline viga ja vaatleme üht vara-

semat silmapaistvat katsetust.

Proklos (+5. saj.) andis "tõestuse", mille tänapäeva

tähistustes võib esitada järgmiselt.

Olgu cf+/S<TT. Tõmbame sirge b'

nii, et ta moodustab sirgega c

nurga c<. Siis sirged aja b' ei

lõiku, sest vastasel korral tekiks

kolmndrk, milles sisenurk oleks

võrdne mitte kõrvu oleva välis-

nurgaga, mis Eukleidese 16. lause

põhjal on võimatu. Võtame sirgel

b punkti M, langetame sealt rist-

sirge MM' sirgele b' ja pikendame
seda lõikumiseni sirgega a punktis M". Kui punkt M kaugeneb
mööda sirget b, siis MM' on tõkestamatult kasvav suurus

(haara punkti kaugus teisest haarast), kuid M'M" kui kahe

mittelõikuva sirge vaheline kaugus on tõkestatud suurus. Jä-

relikult peab saabuma moment, kus MM'«M"M'. Siis M=M", s.o.

sirged a ja b lõikuvad punktis M.

Tänapäeval on teada, et väidet M'M" tõkestatuse kohta

ei saa tõestada ilma V postulaadita, seega Proklose "tõestu-

ses" on loogiline ring. "Tõestusest" järeldub 'vaidüks posi-
tiivne tulemus: kauguse M'M" tõkestatuse väide on ekvivalent-

ne V postulaadiga.

Samal viisil sisaldavad kõik tähelepanuväärsed tõestused"

endas loogilist ringkäiku. Neist on saadud rida nn. ekviva-
lents V postulaadile:

Proklos: Kahe mittelõikuva sirge vaheline kaugus tasan-
dil on tõkestatud suurus.
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J. Wallis: Iga kolmnurga korral leidub temaga sarnane

kui tahes suur kolmnurk.

C. Clavius: Punktid, mis asuvad antud sirget läbival

tasandil ühel pool sirget v3rdsetel kaugustel sellest, moo-

dustavad sirge.

F. Bolyai (vanem): Läbi iga kolme punkti saab tõmmata

ringjoone.

Järgnevas on eriti olulised kaks ekvivalenti. Esimene

seostab V postulaadi paralleelide teooriaga, teine kolmnurga

sisenurkade summa küsimusega.

Paralleelid defineerib Eukleides teatavasti kui kaks

sirget, mis on ühel tasandil ja ei lõiku. Kui on antud sirge

a ja temal mitte asuv punkt A, siis Proklose t3estusest näh-

tub, et läbi A saab alati panna sirgega a paralleelse sirge

b'. Osutub, et paralleeli ainsuse väide on siin ekvivalentne

V postulaadiga. Seda märkas juba Proklos, kuid selgelt t3i

esile J. Playfair oma geomeetria Bpikus, mist3ttu lauset

"antud sirgele saab läbi temast väljaspool asuva punkti tõm-

mata ühe ja ainult ühe paralleeli" tuntakse geomeetria aluste

ajaloos Proklos-Playfair'i ekvivalendi nime all. Koolikirjan-

duses nimetatakse seda lauset tavaliselt paralleelide eksi-

oomiks.

TSestame selle lause ekvivalentsuse V postulaadiga. Va-

lime sirgel a vabalt punkti B ja tõmbame lõigu AB ning sirg4
b* nii, et ct+ Prokloselt on teada, et sirged a ja b'

ei lõiku ja on seega paralleelid.

Kui kehtib V postulaat, siis paral-

leele on tõesti üksainus: mistahes

teise sirge b puhul läbi punkti A

kehtib ning V postulaadi

põhjal sirged a ja b lõikuvad, s.t.

iga teine sirge b 13ikab sirget a.

Vastupidi, kui paralleele läbi

punkti A sirgele a on üksainus,

siis V postulaat kehtib: olgu min-

gi sirge b korral ct+ et b' puhul ot+p=?T, siis b ja b'
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ei saa ühtida; et b' on paralleel, siis b ei saa enam olla

paralleel ning peab seetõttu lõikama sirget a.

Tõestatud ekvivalentsuse põhjal nimetatakse V postulaadi

probleemi sageli ka paralleelide probleemiks.

Teiseks oluliseks ekvivalendiks on väide: Sisenurkade
summa on võrdne kahe täisnurgaga kas või ühes kolmnurgas

Selle fakti samaväärsuse V postulaadiga avastas

XIV sajandil Nasir-Eddin, hiljem XVII sajandil G. Saccheri.
Mõlemad tööd unustati; täie selgusega näitas ekvivalentsust

uuesti Legendre. Kooligeomeetriast on teada, et see väide

järeldub paralleelsuse aksioomist (resp. V postulaadist);
uudiseks on siin asjaolu, et ka vastupidi, see lause toob en-

daga kaasa paralleelsuse aksioomi. Vastav tõestus esitatakse

käesoleva kursuse teises osas.

Eukleidese V postulaadi viljatud tõestamiskatsed tekita-

sid paljudes matemaatikutes pessimismi. Räägiti inimmõistuse
võimetusest lahendada näiliselt nii lihtne probleem. See pes-
simism osutus Õigustamatuks, sest probleem lahendati siiski

XIX saj. jooksul, õiget teed lahenduse leidmiseks oli juba va

rem kasutatud mitme matemaatiku poolt. Sellele teele viisid

vastuväitelise tõestamise katsed, mida tegid XVIII sajandil
G. Saccheri ja J.H. Lambert.

Meetodi idee on järgmine: oletatakse, et paralleelide
aksioom ei kehti ja püütakse leida sellest oletusest tulene-
vate järelduste süsteemis vastuolu, s.t. otsitakse selles süs
teemis kahte teineteist välja sulgevat lauset. Saccheri kir-
jutas selle vastuolu otsinguil terve raamatu, milles esineb
rida kummalisi järeldusi, kuid otsest vasturääkivust ta ei
leidnud, ehkki arvas end olevat jõudnud eesmärgile.

Ettevaatlikum Lambert jättis probleemi lahtiseks. Ta jõu
dis järeldusele, et kõik senised V postulaadi tõestamise kat-
sed on jäänud viljatuks. Tuletanud mitmeid huvitavaid järel-
dusi V postulaadi eitusest, väljendab Lambert ettenägeliku
mõtte, et siin on tegemist nagu mingi "geomeetriaga imagi-
naarsel sfääril".

XIX saj. algul uuris paralleelide probleemi Kaasani mate
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maatik Nikolai Ivanovitš LobatSevski. Esialgu püüdis ka tema

tõestada V postulaati, kuid peagi ta veendus selle viljatuses

ja jõudis geniaalsele seisukohale: vastuväitelise tõestamise

katse puhul saadavas järelduste süsteemis ei tulegi vastuolu

otsida, sest seda seal lihtsalt pole - tegemist on uue geo-

meetriliste lausete süsteemiga, mis on täielikus loogilises

kooskõlas ja kujutab endast uut geomeetriat. Seda geomeetriat

nimetataksegi tänapäeval LobatSevski geomeetriaks.

LobatSevski ideid mõistsid tema eluajal ainult üksikud.

Nendeks vähesteks olid eelkõige kuulus C.Fr. Gauss ja noor

ungarlane Janos Bolyai, kes mõlemad olid iseseisvalt jõudnud

samadele seisukohtadele. Prioriteet siin kuulub vastuvaidle-

matult Lobatševskile, kelle esimene ettekanne uuest geomeet-

riast toimus 1826.a., esimene publikatsioon aga ilmus 1829.a.

Bolyai ainus töö nägi trükimusta 3 aastat hiljem -1832.a.

Mis puutub Gaussi, siis tema, kartes "böootlaste kisa", ei

ole oma ideede kohta midagi avaldanud. Säilinud on ainult

fragmendid tema päevikus ja erakirjades. LobatSevski oma sel-

gete filosoofiliste tõekspidamistega ei kartnud võhikute nõme

dust, kuigi tal tuli selle all kannatada, sest asi läks kogu-

ni naeruvääristavate pamflettideni vene ajakirjanduses. Lobat

Sevski mõistis oma avastuse sügavat tähendust ja seisis selle

eest mehiselt elu lõpuni, arendades seda arvukates töödes.

LobatSevski ideede taassünd toimus möödunud sajandi

70-ndail aastail, mil lahendati LobatSevski geomeetria vastu-

rääkimatuse probleem. Tuleb öelda, et LobatSevskil endal ja

ka teistel tema töö tundjail oli enne seda vaid subjektiivne

veendumus uue geomeetria heas loogilises kooskõlas. Kuldas

seda rangelt tõestada, ei olnud veel selge.

Esimese sammu probleemi lahendamise suunas tegi 1867.

aastal E. Beltrami, kes näitas, et LobatSevski geomeetria

kehtib (planimeetria osas) sadulataolistel nn. negatiivse

konstantse kõverusega pindadel. Nii sai aga tõlgendada ainult

tasandi lõpliku osa geomeetriat. Terve LobatSevski geomeet-

ria vasturääkijpatuse tõestas F. Klein 1878.a., kes näitas,

et hariliku eukleidilise geomeetria vahenditega võib konstru-
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eerida teatava mudeli, millel realiseerub Lobatševski geo-

meetria. Sellega oli uue geomeetria vasturääkimatuse probleem
taandatud eukleidilise geomeetria samale probleemile.llmnes,
et geomeetria alused on palju keerulisemad, kui seda varem

osati arvata. Sajandi 13pp mööduski geomeetria rangete alus-

te väljatöötamise tähe all.

Nii rõhutas H. Helmholz 1868. aastal liikumise osatäht-

sust geomeetrias ja andis vastava üsna keeruka aksiomaatika.
R. Dedekind töötas 1872. aastal välja reaalarvude range teoo-

ria, milles esineb ka geomeetrias vajalik pidevuse aksioom.

Kümme aastat hiljem 1882.a. formuleeris M. Pasch järjestuse
aksioomid. Sellega olid Eukleidese olulised lüngad täidetud.

Esimese katse geomeetria täieliku aksiomaatika loomiseks

tegi G. Peano. K3ige paremini õnnestus see aga D. Hilbertil,
kelle 1899.a. ilmunud töö panigi aluse kaasaja geomeetria
aluste kursusele.

Kuid küsimuse areng ei jäänud peatuma Hilberti juurde.
Tuli otsida võimalusi põhimõistete arvu vähendamiseks (Hil-
bertil olid nendeks "punkt", "sirge", "tasand", "kuulub",
"vahel", "kongruentne") ning aksioomide süsteemi lihtsusta-

miseks. Jättes valgustamata mitmeid ajaloolisi üksikasju,
tõstame siin siiski psile mõningaid uurimusi, mis on aluseks

järgnevale käsitlusele.

1904. aastal aksiomatiseeris 0. Veblen geomeetria olu-

lise osa võttes ainsateks põhimõisteteks "punkt" ja "vahel".

Vebleni aksiomaatikat analüüsisid ja täiustasid 30-ndatel
aastatel eesti matemaatikud J. Sarv, J. Nuut, A. Humal jt.
Järgnev käsitlus toetubki oluliselt nendele töödele. 1909.a.
andis suhteliselt lihtsa liikumiste aksiomaatika Fr. Schur

(kes muide aastatel 1888-92 töötas Tartu ülikooli professo-
rina ja avaldas siin koos oma Õpilase K.R. Kupfferiga töid

geomeetria aluste alal). Ka käesolevas kursuses on põhimõis-
tete hulgas "kongruentsus" asendatud "liikumisega".

Kõigi ülalmainitud tööde (eriti Hilberti omade) üheks

oluliseks tulemuseks on uue, kaasaegse vaatekoha kujunemine
aksioomidele ja aksiomaatilisele meetodile geomeetrias ja
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matemaatikas üldse.

Pikka aega ainuvalitses matemaatikas aksioomide sisu-

line mõistmine. Sel puhul mõistetakse punktidest kõneldes

nende all abstraktsioone üliväikestest materiaalsetest keha-

kestest, sirge all mõeldakse abstraktsiooni ülipeenest pingu-

li tõmmatud niidist, ülikitsast valguskiirte kimbust jms. Nii

oli see Eukleidesel, nii on see õigustatult ka tänapäeva koo-

ligeomeetrias ja inseneripraktikas. Geomeetria aksioome mõis-

tetakse siin eriliste loodusseadustena. Seoses sellega esi-

tatakse aga sageli veel praegugi ilmselt aegunud vaatekohti.

Nimelt mõistetakse aksioomi tihti "lausena, mis ei vaja tões-

tamist oma ilmse kehtivuse tõttu". Niisugust seisukohta ei

saa tänapäeva teaduse valguses enam Õigustada. Aksioom erineb

teooria teistest lausetest mitte oma suurema ilmsuse tõttu

(sageli on teoreemid sugugi mitte vähem ilmsed), vaid selj.e

erilise osa tõttu, mida nad täidavad deduktsioonis. Pealegi

on "ilmsus" või "mitteilmsus" puht-subjektiivsed mõisted. Tea-

duse ajaloos on rohkesti näiteid selle kohta, et väide, mida

loeti ilmselt kehtivaks, osutus piiratuks ja teatud juhtudel

koguni vääraks.

Kõige selle tõttu on kaasaja aksiomatiseeritud matemaa-

tilistes teooriates asutud järgmisele seisukohale. Aksioome

mõistetakse täiesti abstraktselt. Aksiomaatilise teooria üles-

ehitamisel loetletakse rida põhimõisteid, mis jäävad definee-

rimata ja millega ei seostata mingeid konkreetseid kujutlusi.

Põhimõisteid on seejuures kahte liiki: 1) "objektid" ja

2) neid siduvad "suhted". Aksioomid on teatavad ettekirjuti-

sed (n.-ö. "mängureeglid"), mida need põhimõisted peavad rahul

dama. Nad moodustavad teatava lausete süsteemi - käsiteldava

teooria n.-ö. vundamendi, millest deduktsiooni teel tuleta-

takse selle teooria üha uusi lauseid.

Niisugune vaatekoht võimaldab aksiomatiseeritud teooriat

rakendada väga mitmesugustel konkreetsetel erijuhtudel. Tuleb

vaid anda vajalikud konkreetsed tõlgendused põhimõistetele,

kontrollida, kas aksioomide nõuded on seejuures täidetud, ja

kui see nii on, siis on uurija käsutuses kogu selle matemaa-
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tilise teooria lausete arsenal, üleminek sellisele vaatekoha

le aksiomatiseeritud teooriate suhtes on võrreldav ülemineku

ga konkreetsete arvude aritmeetikalt sümboolsele algebrale.

Matemaatika aluste täiustamisel selgus matemaatilise

loogika eriline tähtsus selles ainevallas. Tuleb öelda, et

olulise tõuke matemaatilise loogika kiirele arengule andsid-

ki Hilberti tööd, mis on tihedalt seotud tema uurimustega

geomeetria aksiomaatikas. Nüüdisaegsed uurimused geomeetria

aluste valdkonnas toimuvad matemaatilise loogika, geomeetria

ja algebra piirialadel.
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Ipeatükk

PREDIKAADID JA AKSIOOMID.

Käesolevas ettevalmistava iseloomuga peatükis tutvume

põgusalt mõningate edaspidi vajalike mõistete ja tulemustega.

Käsitlus ei pretendeeri siin täielikkusele. Esimesed paragrah

vid on pühendatud matemaatilise loogika ühele osale - predi-

kaatarvutusele, millele tugineb Õieti kogu matemaatika aluste

metoodika. Selgitamist leiavad aksioomi mõiste ja deduktsioo-

nide tod. Üldisi arutlusi illustreeritakse ekvivalentsuse,

järjestuse, grupoidi, poolrühma, rühma ja järjestatud pool-

rühma mõistete abil. Kõik need mõisted osutuvad edaspidi vaja

likeks. Viimases paragrahvis tõestatakse teatavate eriliste

omadustega järjestatud poolrühmade isomorfsus positiivsete
reaalarvude aditiivse järjestatud poolrühmaga. See tulemus on

hiljem aluseks lõigu pikkuse ja nurga suuruse sissetoomisel

geomeetriasse.

§l. Predikaadid ehk loogilised

funktsioonid

, ..., teatavad hulgad. Sümboliga-3E*yx...*<!((
tähistame kõikvõimalike süsteemide (X,Y,...,WJ hulga,

kus I tJ, Y<sy, ...

Olguantudhulga ühenekujutusfkahestele-

mendist(tähistamenado jal) koosnevassehulka{o,l}, s.t

igasüsteemiga(X,Y,... ,W)6gxyx...x%r vastavusse

seatudüksja ainultükselementf(X,Y,... , W)<{o,l}.
Sedalaadi kujutust nimetatakse predl kaadiks hulgal

3c x y*... x
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Predikaati hulgal v6i nimetatakse, eriti

algebras, ka vastavalt binaarseks või ternaarseks suhteks

hulgas i .

Kui mingi konkreetse süsteemi
..., korral

siis kõneldakse, et predikaadi f(x,Y,... V)
täislause on tõene; kui )=O,
siis öeldakse, et see täislause on väär.

Näide 1. Hulgaks ž olgu kõigi TRti-s õppivate üli-

õpilaste hulk (seisuga näit. 1. okt. 1962.a.), hulgaks y
olgu TRÜ kõigi osakondade hulk (sama seisuga). Defineerime
hulgal 3 järgmise predikaadi: loeme, et f(x ,Y ).l kui

üliõpilane X° õpib osakonnas vastupidisel^juhul loeme,
et f(K.,Y.)-O.

Näide 2. Loeme, et kui hulga ele-
mendid Xi ja Xg ühtivad, ja kui Xi ja Xg ei

ühti. Niisugust predikaati hulgal . nn. "ühtimispredi-
kaati" - tähistatakse

Marki . mõistame edaspidi alati just selles mõttes (s.t.
ühtimise mõttes).

Näide 3. Hulgaks 3 olgu grupoid - hulk S 2 , mil-
lel on määratud binaarne algebraline operatsioon, mis iga
kahe teatavas järjekorras võetud elemendiga <f, seab vas-
tavusse ühe ja ainult ühe elemendi g& . Grupoidi moodus-
tavad näiteks naturaalarvud liitmise, samuti korrutamise suh-
tes, vektorid .ruumis vektorkorrutamise suhtes jne.

Defineerime hulgal3 predikaadi (ehk ternaarse suh-
te) järgmiselt: loeme, et f(f,y,l)=l)kui antud kor-
ral on tõene, ja X)-0 vastupidisel juhul.

Näide 4. Hulgaks X olgu järjestatud hulk - hulk,
mille iga kahe erineva elemendi x,ytg korral võib öelda,kumb
neist eelneb teisele.

Defineerime hulgal 3*2 predikaadi (binaarse suhte) järg-
miselt, loeme, et f(x,y).l, kui x ja y ühtivad või x eelneb
elemendile y, ja f(x,y)=Q vastupidisel juhul. Selle predi-
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kaadi - nn. "järjestuspredikaadi" - tähistame

Näide 5. Hulgaks olgu ruumi punktide hulk. (Punkte

tähistame suurte ladina tähtedega Loeme, et f(A,B,C)*

.1, kui.antud A,B,C korral B on A ja C vahel, ja f(A,B,C)=O

vastupidisel juhul. Niisuguse predikaadi hulgal - nn*

"vahel-predikaadi" (ehk ternaarse vahel-suhte) - tähistame

<ABC> .
Ta kujuneb meil geomeetria järgneval

ülesehitamisel üheks p3him3isteks.
Näide 6. Liikumiseks nimetatakse geomeetrias teatavas

ti punktide hulga 3E niisugust üks-ühest kujutust iseendale,mil

le puhul säilib iga kahe punkti vaheline kaugus. Vaatleme sel-

liseid liikumisi omaette objektidena ja tähistame nende hul-

ga#; üksikuid liikumisi tähistame jne.

Defineerime hulgal QxXxi järgmise predikaadi: loeme,

et antud liikumise fja antud punktide A,B korral f(f ,A,B)=l,

kui*f?kannab punkti A punkti B, ja f(*f,A,B)=*O vastupidisel

juhul. Niisugust predikaati hakkame tähistama A<"f=B. Temast

saab edaspidi vahel-suhte kßrval geomeetria teine pßhiline pre-

dikaat.

§2. Loogilised tehted.

Olgu hulgal &<...*/ määratud predikaat f(X,...,Z) ja hui

predikaat g(U,...,W). Defineerime järgmised loogi-

lised tehted, mis vßimaldavad nende predikaatide abil moodusta-

da uusi predikaate.
1. Konjunktsioon. Predikaatide f(X,...,Z) ja g(U,...,W)

konjunktsiooniks nimetatakse niisugust hulgal Ž*...*.?*

määratud predikaati h(X,...Z,U,

&g(U, ...,W), mille täislause tßesus v3i väärus määratakse järg*

miste eeskirjade järgi:

1&1=1, ItO-O, O&lmO, 0&0=0.

Tähendab, predikaatide konjunktsiooni f&g täislause on

t3ene siis ja ainult siis kui tßesed on f ja g vastavad täis-

laused. Konjunktsiooni keeleliseks vasteks on seega s3na -ja".
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2. Disjunktaioon. Predikaatide f ja g disjunktsiooniks
nimetatakse niisugust predikaati, mille täislause t3e-

-BUB või väärus määratakse eeskirjadega:
lv1-1, 1V o=l, OVl=l, OVO.O.

Tähendab, predikaatide disjunktsiooni fvg täislause on
t3ene siis ja ainult siis, kui tõene on f või g vastav täis-
lause (v3i mõlemad korraga). Disjunktsiooni keeleliseks vas-
teks on seega s3na "v3i" (mittevälistavas m3ttes).

3. Predikaatide f ja g implikatsiooniks
f-* g nimetatakse niisugust predikaati, mille täislause tõe-
sus v3i väärus määratakse eeskirjadega:

1-+B-1, 0.0, 0-* 1.1, o 0.1.
Implikatsioon on seotud järelduste tegemisega ja tema

keeleliseks vasteks on -kui
... .ii.-, Järeldami.käiku me loe.

me ju tõepoolest vääraks ainult .ii., kui tõe.t on järeldatud
vale. Teistel juhtudel oleme Õigustatud lugema järeldamis-
kaiku Bigeks (ehk tõeseks). Niisugune vaatekoht on eriti oma-
ne matemaatikale, kus järeldamiskäigu õigsust ei kõiguta min-
gil maaral see, kui hiljem selgub,et eksperiment ei kinnita
eelduse tõepärasust.

4. Eitus. Predikaadi f eituseks Y nimetatakse niisugust
predikaati, mille täislause tßesus või väärus määratakse ees
kirjadega

T-o, 3.1.
Toodud definitsioonid võib kokku võtt, järgmisse tabe

Usse.

f""*' """ vSlb antud predikaatidest ..cdM-
uusi pr.dlkMt., nagu tavalised

Tabel 1.

f g f[&g fVg f-"g T
1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1
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reaalarvude korpuse tehted võimaldavad näiteks funktsiooni-

dest f(x,y), g(z) ja h(w) moodustada uue nelja muutuja funkt-

siooni

f(x,y)[g(z)+h(w)J .

Funktsiooniteoorias on kindel sisu ka kirjutisel

f(x,y)[g(x)+h(y)J ,

mis kujutab endast kahe muutuja x, y funktsiooni. Analoogi-

list võtet kasutame ka loogiliste tehete puhul predikaatide-

ga, kirjutades näiteks

f(l,Y)v[g(l)ah(Y)]
ja mõistes selle all predikaati hulgal

Näide 6. Moodustame näites 4 sisse toodud "vahel-

-predikaadi" abil järgmised 7 predikaati

<ABC>&<BCD> , (1)

i$S 5 <ABOV<BCD> , (2)

&) <BCD>&<DCB> , (3)

<BCD>V<DCB>
,

(4)

A & c 0* <ABC>-><BCD>, (5)
*

, (6)
b) <ABC>-<XCB>. (7)

Vaatleme nende predikaatide täislauseid joonistel a) ja

b) kujutatud konkreetsete punktide A,B,C,D korral. Nende täis-

lausete tõesust või väärust iseloomustab kummalgi juhul järg-

mine tabel.

Meie kogemused kinnitavad, et implikatsioonide (6) ja

(7) puhul tuleb nende iga täislauset lugeda tõeseks. Niisugust

predikaati, mille iga täislause on tõene, nimetatakse sama-

selt tõeseks. Edaspidi omandavad erilise tähtsuse samaselt

tõesed implikatsioonid, mis on moodustatavad predikaatidest

<ABC> ja (näited 4 ja 5) loogiliste tehete abil. Need

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

a) 1 1 0 1 1 1 1

b) 0 1 0 0 0 1 1

Tabel 2.
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3ieti moodustavadki järgmistes peatükkides ülesehitatava te-
ooria.,sisu.

§3. Kvantorid.

Eelmises paragrahvis sisse toodud neljast tehtest ei
piisa veel Mlgl järgnevas vajalike loogiliste operatsiooni-
de teostamiseks. Meil tuleb appi vatta veel -olemas.lukvanto-
ri" ja "üldsuskvantori- mõisted.

,

Olgu hulgal määratud predikaat
Defineerime hulgal uue predikaa-

dd, lugedes tema täislause konkreetsete X korral tõe
seks, kui hulkades 11,...,RT .n olema, elemendid vastavalt

ning vääraks vas-
tupidisel juhul. Selle uue predikaadi tähistame

(3u,...,w) f(x,...,z,u,...,w).
veelkord, et siin on tegemist predikaadiga hulgal

ix ...X7
. Siin märki 3 nimetatakse olemasolukvantoriks. Süm-

boli (3...)... keeleliseks vasteks olemas..., nii et...-.
Üldsuskvantori defineerimiseks määrame hulgal ..x

Xj_veel ühe predikaadi, lugedes tema täislause konkreetsete
X.,-..,Z° korral tõeseks, kui iga U,...,w korral vastavalt
hulkadest Uv on (s.t., kui

samaselt tõene hulgal Ux,...,x<uJ)ning
vaaraks vastupidisel juhul. Selle predikaadi tähistame

(V u,...,w)f(x,...,z,u,...,w).
MärkiV nimetatakse üldsuskvantoriks. Sümboli (\/...)
keeleliseks vasteks on "iga ... puhul 0n...-.

Märgime, et mõlemad kvantorid on omavahel seotud järg-
miselt:

(V U,...,W)f(X,...,Z,U,...,W) s (3
Siin märk = tähendab predikaatide ühtimist.

Näide 7. Valime tasandil ristkoordinaadistiku ja
võtame hulgaks X täisarvuliste koordinaatidega punktide hul-
ga - nn. täisarvulise võrgu. Vaatleme predikaate
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***** *****C (3B)<AJ3C.>, (1)

(2)
°*° ** (3)

C A

Predikaadi (1) täislause on joonisel a) näidatud A,C

korral väär, joonisel b) näidatud A,C korral aga tõene. Pre-

dikaadi (2) ükski täislause pole tõene, sest ühegi kahe Aja

C vahel ei asu iga punkt B - predikaat (2) on samaselt väär

hulgal 3Fx JT.

Predikaat (3) on, nagu kerge veenduda, samaselt tõene

hulgal Eespool antud tabeli 1 põhjal tuleb siin liht-

salt kontrollida, et implikatsiooni eesliikme tõesusest järel-

dub ka tagaliikme tõesus. Nii on see antud juhul tõesti,sest

kui A ja Bon erinevad, siis leidub C nii, et BonA ja C

vahel.

§4. Arvutamisest

predikaatidega.

Tehtemärgid &,V , ,
samuti nagu kvantorid 3 ja V ,

võimaldavad antud predikaatidest moodustada uusi predikaate

kooskõlas §-des 2 ja 3 antud definitsioonidega.

Siin on suur analoogia tavaliste mitme reaalmuutuja

funktsioonidega, mille puhul uusi funktsioone antulst võib

moodustada Ja näiteks operatsiooni-

de „
f... dx abil (viimase kahe operatsiooni

puhul, samuti nagu kvantorite puhul, argumentide arv väheneb).

Kui arvutusseadmed, milledega tuleb arvestada tehete soorita-

misel reaalmuutuja funktsioonidega, on tuttavad juba kooli-

pingist, siis seadused, millele alluvad loogilised tehted,

vajavad siinkohal põgusat tutvustamist. Rõhutame, et käesolev

ja järgmine paragrahv on ainult tutvustava iseloomuga ja ei

pretendeeri vähimalgi määral täielikule ainekäsitlusele. Vii-

mase võib asjast huvitatud lugeja leida I. Kulli Õpikust

"Matemaatiline loogika", mis ilmub peatselt ERX väljaandena.
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Predikaate tähistame siin, samuti nagu eespool,
g(U,w) jne., ehk lühemalt f, g jne. Kaht predi-

kaati nimetame võrdseiks ja kirjutame f g, kui 1) nad on
maiemad määratud samal hulgal 3^...*2 j. 2) seavad mõlemad
selle hulga vabalt v3etud elemendiga (x, ... , z) vastavusse
ühe ja sama väärtuse kas 0 v3i 1 (s.t., kui nad kujutustena
Xx

...
x 1 } ühtivad omavahel).

Kui predikaadi f väärtuseks on alati 1 ("tõesus"),siis
«eda nimetatakse samaselt tõeseks ja kirjutatakse

f=al;
kui predikaadi f väärtuseks on alati 0 ("väärus"), siis teda
nimetatakse samaselt vääraks ja kirjutatakse

f=aO.

Olgujf, g ja h kolm vabalt võetud predikaati. Tehete

, definitsioone kasutades on kerge kindlaks teha,
et kehtivad järgmised v3rdused.

1. T = f (kahekordse eituse v3ib ära jätta);
2. f&f = f, (predikaadi ja tema enda konjunktsioon
3. fV f =,f v3i disjunktsioon on sama predikaat);
4. f&g=g&f, (konjunktsioon ja disjunktsioon on
5. fVg = gvf kommutatiivsed; sama ei v3i aga öelda

implikatsiooni kohta; vt. Tabel 1);
6. f & (g &h) . (f &g) &h, (konjunktsioon ja dis-
7. fv(gyh)=(f V g) y h junktsioon on assotsia-

tiivsed);
8. f & (gVh) . (f &g)V(f &h), (distributiivsus);
9. f V (g & h) . (fVg) & (fvh)
10. f 4 (fvg) . f.

11.

12. nE-g.?vg,
13. f & T . o, (vasturääkivuse seadus: f ja ? ei saa

olla korraga tõesed);
(välistatud kolmanda seadus (tertium

14. fV? . 1

non datur): f ja ? seast vähemalt üks

on tõene).
Märgime, et 1. 11. ja 12. võimaldavad näidata 13. ja 14

samaväärsust.



Need võrdused on aluseks omalaadsele arvutusele - loo-

gika seostub algebraga. Algebras uuritakse näiteks niisugu-

seid hulki, millel on defineeritud kaks tehet (meie tähistes

& jaV), nii et on rahuldatud seosed 2 - 10. Nende puhul

neldakse, et tegemist on distributiivsete struktuuridega.

Viimaste eriliigiks on Boole'i struktuurid (e. Boole'i algeb-

rad), mis sisaldavad tehte & suhtes neutraalset elementi 1 ja

tehte V suhtes neutraalset elementi o,nii et kehtivad seosed

1 - 14.

Tabeli 1 abil on lihtne kindlaks teha, et lisaks võrdus-

tele 1-14 kehtivad iga kolme predikaadi f, g ja h korral

veel järgmised võrdused, mis on samuti meile edaspidi vaja-

likud.

15. f-> g = ? V g.

See võrdus näitab, et nelja eespool kirjeldatud loogili-

tehte asemel võib piirduda ainult kolme operatsiooniga

&, V
, - .

Ühtlasi võib selle võrduse ja seoste 1-12 abil tõesta-

da järgmise kahe võrduse kehtivust.

16. f-*g=g-*?.
_ _

_
_

TBepoolest, f g = T\/g = gvf = gvf -

Siin parempoolset predikaati nimetatakse vasakpoolse

duaalseks kujuks. Iga implikatsiooni võib seega üles kirju-

tada ka duaalselt.

17. =l*

Tõestuse (tabeli 1 abil) jätame lugejale iseseisvalt

läbi teha.

Toodud põgusa ülevaate matemaatilise loogika klassika-

listest lähtekohtadest lõpetame järgmise märkusega. Raskused,

mis ilmnesid matemaatika alustes (eriti hulgateoorias), näi-

tasid, et loogika lähtekohad vajavad revideerimist. Viimasel

ajal ongi kujunenud konstruktiivne loogika, milles loobutakse

välistatud kolmanda seadusest ülaltoodud kujul. Loogika ehi-

tatakse üles aksiomaatiliselt, kusjuures aksioomide hulka

* A.r. Kypoa, AeKUKH no oÕieR amreõpe, MocKßa 1962.

-25-
4
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jäetakse võrduste 11 - 14 seast ainult nõue, et f & ? oleks
samaselt tõene. Sel puhul f ja T ei saa küll olla korraga
toesed, kuid samal ajal ei nõuta, et vähemalt üks neist peaks

oene olema - tähendab, kolmas võimalus ei ole välistatud.
Järgnevas käsitluses kasutatakse loogikat tema klassi-

kalisel kujul. Välistatud kolmanda seadus(l4)leiab edaspidi
sageli rakendamist.

§5. Aksioomid ja deduktsioon.

Eespool me juba viitasime analoogiale reaalmuutuja funkt-
sioonide ja predikaatide vabel. Kasutame seda analoogiat veel-

Edaspidi on meile eriti olulised samaselt tõesed predi-
kaadid, s.t. predikaadid, mille iga täislause on tõene (väär-
tusega 1). Nendega me edaspidi õieti tegelemegi, kui me asume

Ületama geomeetria teoreeme, üldiselt matemaatilistes teooria
es pakuvad alati erilist huvi predikaadid, mis on moodusta-tud teatavatest antud teoori, aluseks võetud predikaatidest
oogliiste tehete ja kvantorlte abil, ning on samaselt tõesedneed on selle teooria teoreemid.

Samaselt tõene predikaat on analoogiline konstantse
unk siooniga, näiteks funktsiooniga, mis on samaselt null.

V3ib näidet, sarnasusi,mis kehtivad igasuguste funktsioonide
korral, näiteks

võ-n' *
* ''(li.Ki.y) - B(y).h(r,y) = 0,võib aga näidata ka sarnasusi, mis kehtivad ainult eriliste

KD =

t(i).f(y) . f(k+y), , ,

fiktsioonid f(l) - eo. i, ,(y) . y . .amasust
f(x-y) = f(r) y(y) g(x) g(y). (2)

dust

"3"
puhul näidata nendest moo-dustatud uusi predikaate, mis on samaselt tõesed igasugust,lahtepredikaatide korral, näiteks
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f(l) &

Tõepoolest, igasuguste f ja g korral on 10. pßhjal ga-

ranteeritud, et saadud uus predikaat hulgal on samaselt

tõene. Teiselt poolt võib näidata tuletatud predikaate; mis

on samaselt tõesed ainult teatavate eriliste lähtepredikaati-

de korral. Nii näiteks on "vahel-predikaadi" ja "liikumis-

predikaadi" puhul samaselt tõesed järgmised tuletatud predi-

kaadid

<ABC? & (A°f= D) & (B-f = E) & (C °f= (4)

Võrrandeid (1) ja (2) võib vaadelda ka teisest seisu-

kohast - kui funktsionaalvõrrandeid tundmatute funktsioonide

määramiseks. Funktsionaalvõrrandite teoorias näidatakse, et

võrrandi (1) lahendiks pidevate funktsioonide klassis on

f(x) - a* (a>o), võrrandi (2) lahendeiks lisatingimuste!

1) f(x)?O, g(x)>o, kui

2) f(0) - g(l) - 3-

„ f(i) .
. .1=

(2) ja lisatingimusi 1) ja 2) võib vaadelda trigonomeetri-

liste funktsioonide teooria aksioomidena.

Analoogiliselt sellele võib ka kirjutusi (3) ja (4)

vaadelda uuest seisukohast. Neid kirjutusi võib käsitleda

kui nõudeid teatavatele tundmatutele predikaatidele f(A,B,C)

j-sCf.A.B)'
f(A,B,C)->f(A,C,B),

f(A,B,C) & g(f, A,D)& g(f,B,E) & ( )

Tähendab, predikaadid f ja g peavad olema sellised,et

nende abil moodustatud uued predikaadid (5) ja (6) on sama

selt tõesed. Sellisel kujul tuleb kirjutusi (5) ja (6), vaa-

delda kui teatavaid aksioome, mida peavad rahuldama praegu

veel tundmatud predikaadid.
Ette rutates märgime, et kahest aksioomist (5) ja (6)

-*t. SHUNKMnegM MeMeHTapHoit MaTewaTniM lII,MocKBa-

Kypc

Mocma 1957, lk. 4C5-417.
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veel ei piisa sisuka teooria ülesehitamiseks, aksioomide hulk
vajab täiendamist. Kuid vaatekoht, millele me asume, peaks
selgeks saama ka siit. Teooriat - antud juhul eukleidilise
või Lobatševski ruumi geomeetriat - tuleb vaadelda punktide
ja liikumiste hulga nende omaduste süsteemina, mida saab kir-
jeldada aksioome (5), (6) ja teisi taolisi rahuldava kahe pre-dikaadi - nn. põhipredikaadi abil.

Sellisel kirjeldamisel tuleb kahe põhipredikaadi abil
aksioomide alusel tuletada järjest uusi predikaate. Viimased
on põhiliselt kahte liiki, ühed ei ole samaselt tõesed,.amuti
nagu pohipredikaadid, neid kasutame teatavate eriliste punkti
hulkade defineerimisel. Teised on, samuti nagu aksioomid,sama
selt tõesed implikatsioonid; neid tuleb vaadelda teooria lem-
madena ja teoreemidena. Implikatsiooni eesliikmed on eeldus-
teks, tagaliikmed

- väideteks. Rõhutame veelkord, et põhipre-
dikaatidelt me ei eelda midagi muud kui ainult seda, et nad
rahuldaksid aksioome.

Esimest lüki predikaate tuletame põhipredikaatidest te
hete &, abil.

Teist lüki predikaatide (s.t. samaselt tõeste implikat-
sioonide) tuletamisel põhipredikaatidest j. aksioomidest kasu-
tame predikaatide puhul kehtivaid võrdusi 1-17. Seejuures
rakendame järgmist järeldamise reeglit.

Kui fja f gon samaselt tõesed predikaadid, siis ka
g on samaselt tõene predikaat. See reegel järeldub vahetult

eh e —sisulisest tähendusest (vt. Tabel 1).
Pöörame tähelepanu mõnele võrdustest 1 -'l7, mida meil

tul.b edaspidi kasutad. eriti .ag.li,
'

VSrdUMst 15 järeldab, et kui predikaat on sama-
sel tõene, siis on samaselt tõene ka predikaat g

Võrdusest 13 järeldub, et kui predikaadi f mingi täis-
lause on tõene, sü. predikaadi ? vastav täislause ei sa.

am oene olla. Seda tähelepanekut kasutame vastuväiteliste
toestuste puhul,

abil
asendamise j. järeldamise reegliteil järgmise tulemuse, kui implikatsioonidena kirja pandud
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predikaadid f gja g-* hon samaselt tõesed (s.t. on aksi-

oomid v3i teoreemid), siis on samaselt tõene ka predikaat

f h.

Tõepoolest,järeldamisereegliabilsaamevõrdusestl7
ja tõesusest(g-?h)-*(f-*h) tõesuseningsiit sama

reegliabilg-?h tõesusepõhjalsaamegi tõesuse.

Tulemust tuntakse süllogismi reegli nime all. Edaspidi

hakkame seda reeglit lühidalt tähistama kirjutisega

f-> h-*
... 1,

mida tuleb lugeda järgmiselt: kui f-* g, on samaselt

tõesed, siis on samaselt tõene ka 1 (s.t. eelduste tõesu-

sest järeldub väite tõesus).

Uute samaselt tõeste predikaatide tuletamist aksioomi-.

dest kooskõlas võrdustega 1 - 17 ja järeldamise reegliga nime-

tatakse deduktsiooniks.

Järgmistes paragrahvides illustreerima ülalesitatud skee-

mi mõnede üldist laadi mõistete sissetoomisega. Kõik need mõis

ted osutuvad vajalikeks edaspidises käsitluses.

§6. Ekvivalentsus ja järjestus

Kõneldakse, et hulgal 3**3?määratud predikaat f(x,y) ehk

binaarne suhe hulgas rahuldab ekvivalentsuse aksioome, kui

tema korral on samaselt tõesed:

1° f(x,x) (refleksiivsus),
2" f(x,y)-*f(y,x) (sümmeetria),

f(x,y) & f(y,z)-?f(x,z) (transitiivsus)

Kui sel puhul f(a,b)**l,siis kõneldakse, et elemendid

a ja b on ekvivalentsed. Näitame, et hulk JE lahutub sel kor-

ral mittelõikuvateks alamhulkadeks, mille ühendiks on terve

hulk X
,

nii et ühe ja sama alamhulga iga kaks elementi on

omavahel ekvivalentsed. Neid alamhulki nimetatakse ekvivalent-

susklassideks.

Tõepoolest, võtame hulgas vabalt elemendi ja

vaatleme kõigi nende elementide x alamhulka ,
mille korral
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f(a,x)=l. See hulk ei ole tühi, sest 1° põhjal ta sisaldab
vähemalt a. Kui ta ei ühti

, siis v3ib leida
nii et f(a,b)=O. Moodustame analoogiliselt alamhulga ja
näitame, ja ei saa lõikuda. Oletame, näiteks, et
IBikumine toimub elemendil c, s.t. f(a,c)=l, f(b,c).l. Sel
korral 2° p3hjal ka f(c,b).l ja 3° põhjal f(a,b)-l vastupidi-
selt eeldusele ?(a,b)==O. Kui ja ühend ei ühti veel

hulgaga ,
siis v3ib leida c, nii et f(a,c).f(b,c)=O. Samu-

ti nagu eespool, v3ib näidata, et ei 13iku alamhulkadega
-C

a b* samm—sammult v3ime ammendada terve

hulga lahutub oma mittelßikuvateks alamhulka-
deks

Jaab näidata, et iga koosneb omavahel ekvivalentse-
test elementidest. Olgu f(a,c).l, f(a,d).l. Siis 2° p3hjal
f(c,a)-l ja 3 pßhjal f(c,d)=l. Väide on tõestatud.

Ekvivalentsusklasside näiteks v3ib tuua arvuteooriast
tuntud jäägiklassid naturaalarvude hulgas

. Defineerime
hulgas *predikaadi f(n,m) lugedes tema täislause tßeseks,
kui m ja n annavad naturaalarvuga p jagades ühe ja sama jää-
gi, ning vääraks vastupidisel juhul. Lihtne on kontrollida,
et niisuguse predikaadi f(n,m) puhul on rahuldatud ekvivalent-
suse aksioomid. Vastavateks ekvivalentsusklassideks ongi jää-
giklassid p järgi.

Ekvivalentsusklassi iseärasuseks on see, et teda v3ib
teiste ekvivalentsusklasside seast välja eraldada tema Üksk3ik
missuguse elemendi - nn. esindaja - äranäitamisega. Antud
klassi kuuluvad sel korral kõik need elemendid, mis on ekvi-
valentsed selle esindajaga. Tulemus seejuures ei s3ltu esinda-
ja valikust antud klassis.

Kõneldakse, et hulgal määratud predikaat f(x,y)
rahuldab Järjestuse aksioome, kui samaselt tßesed on

1' (nõrk alternatiivsus),
' & f(y,x)-*x=y (antisümmeetria),

3' f(x,y) & f(y,z)-?f(x,z) (transitiivsus).
Aksioome 1' - 3' rahuldavat predikaati nimetatakse järjestus-
predikaadiks, hulka

,
millel on määratud niisugune predi-



31

kaat - järjestatud hulgaks. Näitame, et sel korral kehtib

võrdus

?(y,x) m f(x,y) & (x=y). (1)

Tõepoolest, samaselt tõene on

f(x,y) & (x-y) f(y,xf,
sest kui oletada eelduste tõesust ja väite väärust, siis

võrduse 14 ja aksioomi 2' põhjal jõuaksime x-y tõesuseni,mis
on vastuolus teise eeldusega.

Teiselt poolt on samaselt tõene

?(y,x) (x-y) & f(x,y).
Aksioomist 1' saame nimelt f(.y,x)-?f(x,y) (vt. § 4 valem 1)

Samuti on tõene f(y,x)—* (x-y), sest aksioomist 1' saame

x-y tõesuse puhul, mil f(x,y)s f(y,x), et tõene on f(x,x)v

f(x,x) ehk f(x,x), s.t.

(x-y) f(y,x) (refleksiivsus)
ning üleminek duaalsele kujule annabki soovitud tulemuse.

Kokkuvõttes olemegi kindlaks teinud võrduse (1), sest

kummagi poole tõesusest järeldub teise poole tõesus - pooled

on tõesed või väärad korraga.

Kui 3Emingi kahe elemendi x ja y korral järjestuspredi-
kaadi f(x,y) täislause on tõene, siis kirjutame x yja kõ-

neleme, et "x ei järgne elemendile y" (või "x ei ole suurem

elemendist y").
Hulga 36 võib muuta järjestatud hulgaks ka teistsugu-

seid aksioome rahuldava predikaadi abil. Olgu predik&adi

g(x,y) puhul samaselt tõesed

1" g(x,x) (mitterefleksiivsus),
2" g(y,x) (tugev alternatiivsus),
3* g(x,y) * g(y,z)—?g(x,z) (transitiivsus).
Näitame, et sel kerral kehtib

g(y,x) - g(x,y)v (x-y). (2)
Tõepoolest, samaselt tõene on

g(x,y) V (x-y),
sest kui oletada eelduse tõesust ja väite väärust, siis on

tõesed g(y,x), g(x,y) ja (x-y), samal ajal kui 2* põhjal

peaks t3ene olema g(x,y)Vg(y,x).
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Teiselt poolt on samaselt tõene

g(x,y) (x.y) gTy,x) ,

sest kui oletada g(x,y) tõesust ja väite g(y,x) väärust (ehk
g(y,x) tõesust)siis 3* põhjal jõuaksime g(x,x) tõesuseni,
mis on vastuolus aksioomiga 1"; kui aga oletada (x.y) & g(y,x)
tõesust, saame vastuolu sama 1" aksioomiga.

Kokkuvõttes olemegi kindlaks teinud võrduse (2). Kui x

ja y korral g(x,y) täislause on tõene, siis kirjutame x < y
ja kõneleme, et "x eelneb elemendile y" (või "x on väiksem
kui y").

Seos järjestatud hulga kahe definitsiooni vahel aksioo-
mide l'-3* ja l"-3" abil on lihtne: a) kui f(x,y) rahuldab
aksioome l'-3', siis g(x,y).f(y,x) puhul on rahuldatud l"-3":
b) vastupidi, kui g(x,y) rahuldab aksioome l"-3", siis
f(x,y).g(y,x) puhul on rahuldatud l'-3'.

Tõestame selle.

a) Aksioom 1- kehtib tänu sellele, et võrduse (1) põh
jal

g(x,y).f(x,y)&(x.y). (3)
Aksioom 2" kujutab endast aksioomi 2' duaalset kuju. Aksioo-
mi 3" kehtivus nähtub sellest, et 3' põhjal

f(x,y)*(x,y) & f(y,z) & f(x,z),
kusjuures eelduste tõesuse puhul on x.z võimatu, sest sel
puhul jõuaksime 2' põhjal x.y tõesuseni* mis on vastuolus
teise eeldusega.

b) Aksioomi 1* kehtivus järeldub sellest, et (2) põh-
jal

f(x,y)=*g(i,y)v(x=y) (4)
ja seega

?(x,y)V f(y,x)sg(x,y)vg(y,x)V (x.y),
selle predikaadi tõesus aga järeldub kohe aksioomist 2*.
Aksioom 2' on 2" duaalne kuju. Aksioom 3', mis antud juhul
nõuab

(g(x,y)v(x.y)) & (g(y,z)V(y-z))-+g(x,z)v(x.z)
tõesust,kehtib tänu aksioomile 3". Väide on tõestatud.

VÕrdused (3) ja (4) tähendavadeespool kasutuselevõe



5
33

tud sümboolikas Bitti järgmist:

x<y tähendab sõda, et

x y tähendab seda, et kas x < y või

Kui järjestatud hulga i element a on selline, et iga

xtJE puhul on siis elementi a nimetatakse hulga

esimeseks elemendiks. Kui, vastupidi, iga puhul on

x b, siis elementi b nimetatakse hulga X viimaseks elemen

diks.

Kerge on veenduda, et järjestatud hulga iga alamhulk on

samuti järjestatud hulk, mistõttu vßib kõnelda ka alamhulga

esimesest vßi viimasest elemendist.

Hulga jaotust mittelßikuvateksmittetühjadeks alamhulka-

deks, mille tihendiks on terve hulk, nimetatakse selle hulga

klassijaotuseks. Alamhulki nimetatakse sel korral klassideks

(Eespool me tutvusime juba ekvivalentsusklassidega.)

Kõneldakse, et järjestatud hulga jaotus kaheks klassiks

- nimetame neid alamklassiks ja ülemklassiks - on lõige

Helles hulgas, kui alamklassi iga element eelneb lütwktassi

igale elemendile.

Formuleerima nüüd kaks lauset.

(A) Alamklassis leidub viimane element.

(9) ülemklassis leidub esimene element.

Järjestatud hulgas on võimalikud järgmist tüüpi lõiked:

tõene on kas —-

1) (A) & (Ü) või 2) (A) & (0) või 3) (A) & (Ü) või

4)(X)&(U)-
Esimesel juhul nimetatakse lõiget viimases

juhul - mõraks. Teisel ja kolmandal juhul kõneldakse

irinal lõikest saksa matemaatiku R. Dedekindi nime järgi,

kes 1872.a, esimesena selgitas sedalaadi lõigete tähtsust

pidevuse küsimuste käsitlemisel.

Järjestatud nimetatakse pidevaks,

lõige kujutab endast Dedekindi

Näitame, et pidevas järjestatud hulgas kehtib nn.

Cantori pAntsiip:
Kui 3E elementidest on moodustatud kaks lõpmatut jada
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...

... ja ning n ja m iga väär-
tuse korral X& siis leidub element z, nii et n ja m

iga väärtuse korral kas XR< või

Tõepoolest, määrame hulga 3E klassijaotuse, lugedes alam
klassi iga niisuguse elemendi x s %

, mille korral n mingi
väärtuse puhul kehtib 1 ja ülemklassi hulga k3ik üle-
jäänud elemendid. Klassijaotuse nõuded on siin ilmselt rahul-
datud: esimesse klassi kuulub iga teise - iga (sest
kehtib < y^). samuti on kerge veenduda, et tegemist on

lõikega, sest alamklassi iga elemendi x puhul x
,

ülem-
klassi iga elemendi y puhul aga xei kehtinin?\° põh-
jal siis <y . järelikult põhja? x< y.

"

eelduse
on pidev, s.t. vaadeldav lõige kuju-

tab endast Dedekindi lõiget. Tähendab, leidub element z
mis on kas alamklassi viimane element või ülemklassi esimene
element. Esimesel juhul XR< z, sest z .n viimane,
nng K < sest zon alam-, aga ülemklassis. Teisel juhul
*n< 7m (P3hjendused on nüüd vastupidised). Tähendab,kas

z < või XR< z y*, aeda aga oligi tarvis näidata.

§7. Rühm ja järjestat

poolrühm.

Näitaks 3(§1) me tõime grupeidi puhul sisse erilise
defineeritud algebralisest

Asum, nüüd vastupidisel, seisukohal, rakendades para-grahvi. 5 arendatud üldist skeemi, oiga antud hulk <2 eie-

MRS? teataval alamhulgal on tõ.ae, teataval aga väär.
... predikaat (koe. -ähtljü„r.dlk..dlg..) muudab

.lg.s grupoldlke? ilmselt ,11,. kui järgmised predikaadid
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on samaselt tõesed:

(3X) f(f,v,x) (i)

* X').(2)
Tingimusi (1) ja (2) tuleb seega käsitleda grupoidi aksioo-

midena. Elementi X
, mis antud y,y korral muudab tõeseks

predikaadi f(f ) nimetatakse elemendi parempoolseks

korrutiseks (või summaks) elemendiga y?ja tähistatakse

-Y(vÕi f + Y? -X).

Formuleerima täiendava aksioomi, mis muudab grupoidi

poolrühmaks:

f(y ,X ,1?) & f(f A ) & ?(<!? ,

(3)

ning täiendavad aksioomid, mis muudavad poolrühma rühmaks:

(3f )f(6,f,f), (4)

(5)

Anname aksioomidele (3)-(6) algebras kasutatava kuju.

Oletame, et implikatsiooni (3) eesliikme täislause on tõene.

Siis kokkuleppe kohaselt kirjutame (piirdume multiplikatiiv-

se kirjutusviisiga)
= )f ,

3 Y (<f f).
Et (3) kui aksioom on samaselt tõene, siis eesliikme tõesu-

sest järeldub tagaliikme tõesus, ning seega

-

Tähendab, (3) väljendab tavalist assotsiatiivsuse nõuet.

Aksioom (4) nõuab, et iga elemendi korral eksisteeriks

niisugune element ž (mida aditiivse kirjutusviisi puhul tähis

tatakse 0), nii et

(või +0 . f).
Sellist elementi<f(või 0) nimetatakse y?parempoolseks ühi-

kuks (või parempoolseks nulliks). Aksioom (5) nõuab, et iga

kahe jaf ühikud (või nullid) ühtiksid omavahel,

s.t. et hulga kõikidel elementidel oleks üksainus ühine pa-

rempoolne (või null 0). Aksioom (6) nõuab, et iga

elemendi y korral eksisteeriks element ,
nii et
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ff 6 (v3i 0),
kus (v3i 0) ca parempoolne ühik (v3i null). Sellist elemen-
ti nimetatakse </?parempoolseks pöördelemendiks (v3i vastand
elemendiks) ja

v3ib rühmateooriat arendada juba tavalisel vii-
sil. Muu hulgas v3ib näidata, et parempoolsed ühikelement
6ja pöördelement on samaaegselt ka vasakpoolseks ühik-
V3i pöördelemendiks, s.t. .ü. kui

Toome järgnevalt sisse järjestatud poolrühma mõiste.

1) t<Ma. ..
....t.l.tlivne .lg.br.lln.

(mil. .dn.pldl.t. huvid..

2) *o on nürgi < <bll hulk mag
<"*t.. k^.,ools.it

lg.c korral.

Härglm., .t oper.t.l.wH kommut.tliv.uot ,im .i .....

°" k.mmut.tllvn., .11.

teks vasakpoolset) stabiilsust.

J. 0 rrilj* kui .< b

" " Vi"

0t.^b.k.... „n
mIwTH.. noad, tthl.oldi...,

"" "

dnTot. ...

"nrotunl vüj.ndnv.d nõuded tälen-fio-ldM. jdrj.,t.tnd po.irrnm. koht.

11. i„.,
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$B. ühest pidevate poolrühmad

klassist

Käesolevas paragrahvis vaatleme niisuguseid järjestatud

poolrühmi 6?
,

mis on järjestuse suhtes pidevad ning milles

operatsioon + ja järjestus < on lisaks eespool seatud nõudei-

le l)-3) seotud veel järgmise kahe aksioomiga.

A. Kui a < b, siia leidub <T element c, nii et a + c-b.

ähi * + c -b, siis c < b

Näitame, et aksioomis A. on garanteeritud veel elemendi

c ainsus. Tõepoolest, kui oleks a + c—a + c', c' siis 2*

põhjal kas c< c' või c'< c. Esimesel juhul saame stabiilsu-

se tõttu a + c < a + c', teisel juhul a+c' < a+c. Mõlemal

juhul oleks a+c—a+c' 1* põhjal võimatu.

Tähistame a+a+...+a- na.

Aksioomist B. järeldub, et kuna a+a-2a, siis a < 2a, kuna

a+2a-3a, siis 2a < 3a jne. üldiselt a<2a< 3a < ..*na<

Näitame, et pidevates järjestatud poolrühmades milles

on rahuldatud aksioomid A. ja 8., kehtib nn. Archimedese print-

siiß:
Iga korral leidub naturaalarv n, nii et b < na.

Tõepoolest, oletame vastuväiteliselt, et leiduvad a,

et ühegi n korral ei kehti b < na. Teeme hulgas

klaasijaotuse, lugedes alamklassi iga niisuguse elemendi c<r6T

mille korral leidub n, nii et c < na, ja ülemklassi hulga <2?

kõik ülejäänud elemendid. Klassijaotuse nõuded on siin rahul-

datud, sest kumbki klaas pole tühi - alamklassis on a, ülem-

klassis b.

Edasi on kerge veenduda, et tegemist on lõikega: alam-

klassi c puhul c < na, ülemklassi d puhul aga d< na ei eaa

kehtida ja seega na d - järelikult, c< d. Alamklassis vii-

nast elementi c* ei leidu, aost na< (n+l)a ja c" ei aaa

olla viimane. Pidevuse tõttu leidub ülemklassis esimene element

Kuna a onlalankl aasis, siis a d7 Aksioomi A põhjal lei-

dub c, nii et Aksioomi B põhjal e < d? Kuna on ülem-
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klassi esimene element, siis c kuulub alamklassi, mistõttu
leidub n, nii et c < na. Aksioomi 3) pßhjal nüüd a+c<(n+l)a
ehk d<(n+l)a. Element d" peaks kuuluma alamklassi; Oleme
jõudnud vastuoluni, mis näitab, et tehtud oletus on väär, ja
kinnitab seega Archimedese printsiibi kehtivust antud eeldus-
tel.

Lisame nüüd aksi urnideleA j B veel ühtude:
C. 6? leidt nii? element e mi. on 13 .tult

s.t. mille korral eksisteerivad demendid -a
' nii et

...,

Näitame kohe, et kui nõudeid A ja B rahuldas
p i-

I e v a s järjestatud poolrühmas on täidetud ka n3ue C
,

siis
jadas võib alati minna nii kaugele, et teatav
element on väiksem kui mis tahes etteantud element a.

Tõepoolest, kui oletada vastuväiteliselt, et iga naturaal
arvu n korral on a< siis vasakpoolse stabiilsuse tõttu
2a< parempoolse stabiilsuse tõttu a+e <2e -e ja
tr^,itllv.no. tatt. 2a<

M, e 3 a<6g_g,.",2°a<en-n=*e, ja aeda iga naturaalarvu n
karral. Tähendab, . Ükski kordne ei saaks .11. ~ur.m k<ü e,
see on aga vastuolus Archimedese printsi

Tõestame järgnevalt ühe olulise teoreemi, mille alusel
me toome edaspidi sisse lõigu pikkuse ja nurga suuruse mõist.

Teoreem: Pidev järjestatud poolrühm
, milles o:

rahuldatud aksioomid A -C
, on isomorfne positiivsete reaal-

arvude järjestatud poolrühmaga liitmise suhtes.*
Isomorfne selle, mõtt.., et i.idub niisugune üksühe-

kujutus poolrühmale

* , a e e

mille puhul säilib nii alg.br.lin. operatsioon kui järjestus.
s.t., . b, .ü.

TSestus: Migepe.it Uh... kujutuse
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Olgu antud 6% element a. Temale vastavat positiivset reaal-

arvu <* otsime kahendmurruna

+
*5

" + =

Meie ülesandeks on anda eeskiri, mis võimaldab ühesel viisil

määrata <x naturaalosa n ja üksikuid kahendkohti (ka*l,2
Arohimedese printsiibi järgi leidub niisugune naturaal-

arv n+l, nii et a<(n+l)e. Olgu n+l esimene selline, nij et

ne <-a < (n+l)e.

Sel puhul naturaalarvu n võtamegi *=<naturaalosaks.

Võib osutuda, et ne**a. Sel

kui ne < a, siis A põhjal

korral võtame n.

leidub nii et

Seejuures e, sest kui oleks e

põhjal oleks (n + l)e ne + *

a < (n + l)e.

e siis stabiilsuse

a, samal ajal kui

Aksioomi C põhjal leidub

likud järgmised kolm juhtu:

nii et - e. On võima-

la) 1b) Ic)

Juhul la) võtame -n + Juhtudel lb) ja Ic) mää-

rame väärtuse ja teatava elemendi ag järgnevalt:

kui < siis võtame * 0 ja tähistame kui

*i< e, alla võtame - 1 ja määrame A põhjal sel-

liaelt, et

'1 * *2 * *l*
Mõlemal juhul on Sg< Esimesel juhul järeldub see vahe-

tult sellest, et < at Teisel juhul on aga võima

lik näidata, et on lubamatu, sest kui oleks

siis stabiilsuse põhjal saaksime < + ehk e

samal ajal kui e.

Aksioomi C põhjal leidub nii et * On võima

likud kolm juhtu:

2a) ag . 2b) < 2c)

Juhul 2a) võtame
"* * * 0 J*
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lõpetarne sellega protsessi. Juhtudel 2b) ja 2c) mürame

väärtuse ja Of teatava elemendi järgnevalt: kui < Sg,
siis võtame oja tähistame - ag. Kui e^<
siis võtame .1 ja määrame A põhjal nii et Og + «

=*Sg. MSlemal juhul on Sg (põhjendused on samasugused

nagu eelmise sammu .Juures.)
Leidub nii et - Og.
3a) Kui s siis võtame =l, .

...

- 0.

3b) Kui eg, siis võtame -0, 3c) kui

< 6g, siis võtame 1. Viimasel kahel juhul tuleb protses
si jätkata - leida analoogilisel viisil < võrrelda se

da suurusega jne.
Niiviisi võime samm-sammult leida o( arendise kõik ka-

hendkohad ja sel moel määrata ka reaalarvu *X enda.
On selge, et selliselt korraldatud vastavus a<3 -

"2 *

* —3 + **? + ... + -p- + ... on ühene. Jääb näidata, et

ta on üksühene ja kujutab endast järjestatud poolrühmade CK
ja R* vahelist isomorfismi.

Veendume kõigepealt selles, et konstrueeritud vasta-

vuse puhul säilib järjestus. Selle tulemune võib saada kogu-
ni rangel kujul: kui a < b ja a -*<x

,
b

,
siis o(

.

Esmalt teeme kindlaks, et OB ükskõik missugusele elemen

dile a vastavusse seatud kahendmurrus n + —g- + ~, +

...ei või esineda olukord, mil teatud järgust alates Hei-
kides järgnevates kahendkohtades on arv 1. Tõepoolest, kui me

oletaksime,et - .... 1, siis oleks

*k< *k < '

Ok+1 <

(s.t. k-ndast sammust alates oleks alati tegemist juhuga
e)), kusjuures

h: + *k+l ° + * %+!'
Siit jõuaksime kergesti vastuoluni, sest A põhjal lei-

duks parajasti üks nii et +\ - edasi parajas-

ti Rks *** * j"*- Teise vSrdnse
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pooltele liitmisel vasakult saaksime

ja siit A. põhjal - Niiviisi edasi jätkates leiaksi-

me, et b*.- - b ja seetõttu + b -

. ek+,_i - 1,2,...). Siit B põhjal b < (n .k+? -1,

k+? +l, ...). Saaksime vastuolu nõudele C vahetult

järgneva märkuse sisuga.

Kahte niisugust kahendmurdu, mille teatavast kohast ala-

tes ei või esineda alati arv 1, on lihtne võrrelda: kui kahes

sedalaadi kahendmurrus kohtade väärtused teatud järguni ühti-

vad, esimeses murrus on järgmisel kohal 0, teises 1, siis

vaime kindlad olla, et esimene kahendmurd on rangelt väiksem

teisest kahendmurrust.

Nüüd vaimegi tõestada soovitud tulemuse: kui a < b,

a-*<x, b—?/3 ,
siis

Olgu . c,

+....
2 g2

„
11 12 lk

. m + -<—3 + ... + "Tr" + *** *

/ 2**

S. t.

ne a (n + l)e,
me b <(m + 1)e.

Näitame kõigepealt, et kui a< b, siis m. Tõepoolest,kui

oletaksime vastuväiteliselt, et a < b puhul m < n, siis saak-

sime me <ne ja seega (m + l)e ne, ning transitiivsuse tõttu

jõuaksime b<(m + l)e ne a põhjal vastuoluni: b< ai

Kui n < m, siis väide kehtib; kui n -m, tuleb

minn. sammu võrra edasi. Viimasel juhul nimelt võib eespool

kirjeldatud menetluse põhjal leida ja nii et ne + "

-a,ne + -b, e. Seejuures < sest kui

oleks siis stabiilsuse põhjal saaksime ne + ne <

+ a ehk b a, see on aga vastuolus eeldusega a bi Näitame,

et sel puhul -1, -0 on võimatu. Tõepoolest, kui ole-

tada, -0, siis peaks kehtima

mis on vastuolus äsja leitud tulemusega
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Tähendab ja kas ühtivad v3i 1. Vii-

masel juhul kehtib, esimesel juhul tuleb minna sammu

v3rra edasi - määrata ag ja bg, nii et kas 8g - <

bg * bi<, - "*7i = 0 puhul), v3i +ag - +

+ bg - ag< bg< - 1 puhul). M3lemal

juhul ag < bg. Esimesel juhul on see ilmne, sest <

Teisel juhul on aga bg <ag v3imatu, sest siis oleks +bg
@i + ag ehk

Nüüd on kerge veenduda, et vßrdused = 1, . 0 ei

vdi aset leida, sest siis oleks bg < on vastu-

olus sellega, et ag
< bg. Järelikult ja kas ühtivad v3i

g" 0, g -1. Viimasel juhul kehtib, esimesel juhul
tuleb minna sammu võrra edasi.

Niiviisi samm-sammult jätkates kas 1) jSuame varem v3i

hiljem olukorrani, kus mingi k-nda järgu puhul 0, . 1

ja seega v3i 2) ja /S k3ik kahendkohad ühtivad ning

1-/6.
Jääb näidata, et viimane juht ei v3i aset leida. Selleks

toome A pßhjal sisse elemendid c, , Cg, ..., ... ,

nii et a+ c <cb, + - ag +Cg - bg, ..., + -

* * °k+l *
*** * Sellesama A abil on lihtne

veenduda, et c . -Cg - .... = ... , sest kui -

° &k' \+l " = 0), siis + -

* + Ck+l - ning A põhjal - (k- 0,1,... ;

kui aga
.

.

-1), siis vßrdusest saame mõlemale poole

liilaaisel vasakult + . ja seega samuti .

-Cx(k - 0,1,... ; - c).
Aksioomi B põhjal Cg< bg, ... , ~,,

ning konn siia kokkuvßttes



43

c< (k =*1,2,...).

See tulemus on vastuolus nšudele C järgneva märkuse sisuga.

Tähendab, juht 2) on v3imatu. Võrratus ongi tßestatud.

Nüüd on lihtne näidata, et vastavus on üks-ühene

TBepoolest, kui ajab on erinevad elemendid, siis kas

a < b v3i b< a ning kui siis vastavalt kas «</3v3i

Tekib küsimus, kas iga positiivse reaalarvu °< korral

leidub <7?niisugune element a, millele vastab see arv of?

Näitame, et see tßesti nii on. Selleks esitame arvu ofkahend-

murruna

« ... (ft = O,l)
2r

ning vßtame vaatlusse (7/järgmised elemendid

* (n + l)e
- ne

ig « ne + . ne + 1)°1

- ne +
*

M ... y, - " -- *

+ +

Siin < (k - 1,2,...), sest x* - kus

N - n.2**i .
2* + ... .2, kuid - (N +

ning aksioomi B. järelduse pßhjal t3esti (N

Analoogiliselt v3ib veenduda, et ning et

y.
kja iga väärtuse korral.

Jadade *" ** ?? '

puhul on seega täidetud Cantori printsiibi eeldused, mist3t-

tu eksisteerib (Tniisugune element a, nii et k ja P iga

väärtuse korral kas a v3i < a .

Viimase v3jsaalusev3ime üldsust kitsendamata välja sul-

geda. TBepoolest, kui oletada, et mingi konkreetse väärtuse

korral a « , sü' tänu sellele, et w
*****
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tib ka a = jne. Tähendab, sel korral = y

" See aga tähendab seda, ....

=* ' '
* 1, ehk teisiti öeldes,otarendises kahendmur-

nske on kõik kahendkohad teatavast järgust alates võrdsed
arvuga 1. Niisuguse olukorra võime tõesti välja sulgeda, asen
dades <X selle arendis3 vastava lõpliku kahendmurruga.

Järelikult eksisteerib <3!" niisugune element a, nii et

Xk < a <
.

Edasi on nüüd kerge veenduda, et kui me hakkaksime konstruee-
rima elemendile a vastavat reaalarvu, saaksime selleks para-
jasti arvu : täisosaks saaksime ne <a < (n+l)e põhjal n,
esimese kahendkoha väärtuseks ne +€.,e -<a <ne+ (€ +

põhjal jne. I I

Senise tõestuskäigu kokkuvõttena võime öelda, et konst-
rueeritud vastavus kujutab endast üksühest vastavust

t siissäilitab järjestuse.
Teoreemi lõplikuks tõestamiseks jääb veel näidata et

vastavuse puhul säilib algebraline operatsioon: kui a <=<
b —, siis a + b -*o\+

Selleks valime <2Telementidele jadast e, e a
vahUt elemendi Arehim.d.s. printsiibi pdhjK lälduvad'"
niisugused naturaalarvud N ja M, nii et

a < (N +

** b < (M +

Siit

(N + a + b<(N + M +

.landil. .. b vastava r.aalarvu
.Elundil. vastab r.aalarv N.

. Selles nn E.rg.
veenduda, kui .eitede N kah.ndsdsteenis järgmiselt,
N .n 2 + 6.2 + ...

.

. r-1 * Element on siis

esitatav järgmiselt: .ne +f,e +k

millest nähtubki, et N.

tue.
'* 'vspeul näitasime, säilitab järje..



45

M. + l)

(N + (N +

Esimese kahe rea võrratuste vastavate poolte liitmisel

saame

(N + .

Siit nähtub, et reaalarvud y ja +/3 asuvad samas pool-

lõigus pikkusega -

—* ning kuna k võib olla ükskõik mis

sugune naturaalarv, siis

y - c< +/S .

Teoreem on tõestatud.

Teoreemist võib teha mitmeid huvitavaid järeldusi. Teo-

reemi eeldustes puudub näiteks poolrühma 6% operatsiooni kom-

mutatiivsuse nõue - see järeldub nüüd ja R*

Samuti võime öelda, et teoreemi eeldust rahuldava poolrühma

<X iga element on lõpmatult poolitatav (sest R* iga element

on seda), ühesõnaga, positiivsete reaalarvude valla kõik jär-

jestusega ja liitmisega seotud omadused kanduvad üle pool-

rühma <% .

Poolrühma elemendile a vastavat positiivset reaalarvu

nimetatakse selle elemendi mõõduks. Elemendi e mõõduks on

arv 1. Seetõttu seda elementi e nimetatakse mõõtühikuks pool-

rühmas <2T.

Näitame, et elemendi a mõõtu mõõtühiku e korral võib

defineerida ka kui positiivset reaalarvu o*, mis vastab ele-

mendile a ükskõik missuguses isomorfismis R*, mille

korral elemendile e vastab arv 1.

Tõestada tuleb õieti see, et iga isomorfism ,

mille korral e 1, ühtib varem konstrueeritud konkreetse

isomorfismiga.
*

Oletame, et lisaks isomorfismile 6?<-*R*,mille korral

leidub veel teine taoline isomorfism, mille puhul
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a kusjuures mõlemal juhul e*-* 1. Sel korral on määra-
tud R isomorfism iseendasse (ehk mille
puhul 1 1. Siin võime kasutada ka funktsiooniteoreetilist
keelt: järjestatud poolrühmal R* on määratud ühene funktsioon
c( — f(c<), mis rahuldab tingimusi

1) f(c< + . f(o( ) + f(/3 ),
2) f(/3.),
3) f(l) -1.

Tingimus 1) kujutab endast tuntud Cauchy funktsionaalvõrran-
dit, tingimus 2) aga monotoonsuse n3uet. On hästi teada, et

Cauchy võrrandi ainsaks lahendiks monotoonsete funktsioonide
klassis on f(oc)= (c- const)*. Et meil f(l) -1, süs
c-1, ning f(oc) =<x.

Tähendab, seatud eelduste korral Elemendi a mõõt

poolrühmas Of antud m33tühiku e korral on seega määratud ühe-
selt.

Eespool me märkisime, et isomorfismi 0&-* R* p3hjal on

iga element lõpmatult poolitatav ja me v3ime
võtta missuguse elemendi e'. Sel korral saam, uue

isomorfismi ja järjestatud poolrühmas R* uue funktsioo-
ni ), mis rahuldab küll tingimusi 1) ja 2), kuid mitte
enam tingimust 3). Kui e' m33t mõõtühiku e korral tähistada
k, siis ?(k) -1, ning kuna 1) ja 2) määravad funktsiooni

- Co<
,

siis antud juhul <=('-
Kokkuvõttes saame tulemuseks:

Kui m33tühik asendada elemendiga, mille m33t on k, siis
suvalise elemendi mõõt korrutub teguriga Arvu k nimeta-
takse mastaabikordajaks.

.n Cauchy -Sr-rcndl lahendiks aga f
kusjuura.
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II P tükk.

TASANDI STRUKTUUR.

Käesolevas peatükis formuleerime hulgal

tud predikaadi - ternaarse suhte - jaoks n-m33tmelise vahel-

-struktuuri aksioomid * ja näitame, et niisugust

kuut aksioomi rahuldava predikaadi abil v3ib hulgas (punkti-

de hulgas) sisse tuua vahemiku, sirge, poolsirge, kolmnurga,

selle sisepiirkonna ja laiendite, tasandi ja pooltasandi m3is

ted selliselt,et kehtib rida pßhilisi elementaargeomeetriast

tuntud lauseid. Peatüki vältel toome sisse planimeetria di-

mensiooniaksioomi (n3ude n * 2), millest me aga järgmises pea

tükis kohe jälle loobume.

$9. Vahel-struktuuri

ksi oomid.

KBneldakse, et hulgal määratud predikaat f(xyz)
rahuldab n-m33tmelise vahel-struktuuri aksioome (n 2), kui

samaselt t3esed on

1° (i - y)-* (3z)f(xyz),
2°
3° f(xyz) f(xzy),
4° g(xyz)t h(xyw) h(xzw),

kus g(xyz)=f(xyz)Vf(yzx)Vf(zxy),
h(xyz)=g(xyz)v(x=? y)v (y*<*z)\/(z-x),

5° (i z) h(xyz),
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6 E(xyz) & f(xyu) &f(yvz) (3 w) (f(xwz) & f(uvw)).
Edaspidi, selleks et lähendada sümboolikat ja kõneviisi

geomeetrias traditsiooniliseks saanud maneerile, hakkame hul-

elemente nimetama punktideks ja tähistame neid suurte

ladina tähtedega A,8,C,,.. . Seejuures eeldame kohe algusest
peale, et 3E sisaldab vähemalt kaks erinevat punkti. Hiljem
selgub siis, et punkte on tegelikult IBpmata palju. Aksioomi-

de 1 -6° nßudeid rahuldavat predikaati hakkame nimetama vahel

-predikaadiks ja tähistame < ABCJ> .

Aksioomid 1 -6 omandavad sel puhul järgmise kuju ja
sisu

11 CA .B) (3 C)< ABC>

Kui punktid A ja B on erinevad, siis leidub niis

tunktC, nii et B on A ja C vahel.

Ig <ABC>-*(CBA>

Kui B on A ja C vahel, siis ta on ka C ja A vahel

(vahel-predikaadi sümmeetria).

<ABC>-*<ACB;>

Kui B on A ja C vahel, siis C ei ole A ja B vahel.

Järgmiste aksioomide lihtsama esitamise huvides toome

sisse kaks tuletatud predikaati.

Kõneleme, et kolmest punktist koosnev kolmik A,B,C on

korrektne (lad, k. correctus - Õgvendatud), kui

CABO V < CAB> V<BCA?>
on tõene (kui vähemalt üks kolmest punktist A,B,C on ülejää-
nud kahe vahel). Sel viisil defineeritud predikaati -

- "korrektsus "-predikaati tähistame [\ABCj(eespool h(xyz),
nii et kehtib samasus

(1) [ABC] ABC V < CAB ? V <BCA> .

Kõneleme, et kolmik A,B,C on kollineaarne, kui

fABCj V (A . B) V (B . C) V (C - A)
on tõene (kui kolmik on kas korrektne v3i vähemalt kaks

punkti temas ühtivad). Seda "kollineaarsus"
- predikaati

tähistame {ABC} (eespool g(xyz)):
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(2) [ABC]V(A B) V(B-C)X/ (C . A).

Märgime, et kui "vahel"-predikaat < ABC> on lg põhjal

sümmeetriline ainult äärmiste punktide suhtes:

(3)

siis "korrektsus*- ja 'kollineaarsust. predikaadid on (1) ja

(2) pßhjal sümmeetrilised k3igi kolme punkti suhtes:

(4) —

(5)

(siin i,j,k on indeksite 1,2,3 vabalt vaetud permutatsioon)
Formuleerime nüüd viimased kolm aksioomi

[ABC J & (ABD)-*/ACD)
Kui kaks punktikolmikut, millest üks on korrektne ja

teine kollineaame, sisaldavad kaht ühist punkti, siis üks

neist Hhtatest punktidest moodustab koos selle kahe punktiga,

mille poolest antud kolmikud erinevad, kollineaarse

kolmiku.

tA -'B)-*(3c) (XBC)
idub mlttekollineaarne punktikolmik.

Ig (3?) )

Viimase aksioomi küllaltki komp-

C litseeritud s3nastuse asemel piirdume

F / kßrvalesitatud joonisega(l).Rõhutame,
et sellel on ainult illustreeriv tähen

/ —
dUB.

B Käesoleva peatüki sisuks on järel-

duste tegemine vahel-struktuuri aksi-
Joonis 1.

,

oomidest. Esimestes paragrahvides on

need järeldused veel formaalse ilmega, kuid peagi asenduvad

nad sisukate geomeetrilise iseloomuga lausetega.

Märgiste siin kohe, et n-m33tmelise vahel-struktuuri aksi

oomidel on pßhjapanev tähendus mitte üksnes tavalise elemen-

taargeomeetria vaid ka paljude kaasaja matemaatika osa

de jaoks. Nii näiteks v3ib kergesti sisse tuua aksioome

rahuldava predikaadi igas lineaarruumis üle järjestatud kor-
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puse (lähemalt vt. § 21). Samuti võib meetrilises ruumis loo-
mulikul viisil sisse tuua meetrikaga seotud vahel-predikaadi,

on tõene, kui A,B,C on meetrilise ruumi
erinevad punktid ja ?(AC) . p (AB) + p (BC). Tuletame siin-
juures meelde, et meetrilisest ruumist kõneldakse sel kor-

ral, kui on antud hulga -X ühene kujutus p reaalarvude

hulka, nii et

1 y (AA) 3=o

2 p (AB) - p (BA)> 0, kui A B

3° f (AB) + p p (AC)
Osutub, et aksioomid ja on sel korral järeldusteks

aksioomidest l°-3°, sest kui p(AC) . p(AB) + p (BC), siis
ka p (CA) - ? (CB) + p (BA), kuid p(AB) . p (AC) + p (CB) on
sel puhul erinevate B, C korral võimatu, sest me saaksime siis

p (BC) = 0 ja B,C peaksid ühtima. Aksioomidest järel-
dub ka osa aksioomi nõudeid, nimelt

<ABC> & &

tõesus (vrd. § 11, teoreem 4). See järeldub nimelt seostest
p(AD) =p(AC) +p(CD) =p(AB) + p(BC) +

+

Aksioomi ülejäänud nõuded, samuti nagu r., ja nõuded
meetrilise ruumi aksioomidest l°-3° .i järeldu j. kujutavad

*

endast täiendavaid kitsendusi meetrilise ruumi mõistele.
Järgnev käsitlus on seega teatavas mõttes vaadeldav ka

näiteks lineaarsete ruumide ja teatavate eritüüpi meetriliste
ruumide geomeetrilise ehituse uurimisena.

§lO. Lemmasid ja teoree
punktikolmikute koht

Käesoleva, paragrahvis tuletame aksioomid, T-r. alusel
deduktsiooni t..l r.a aamas.lt tS.s.ia

punktik.lmikut. kohta. Matima, .t s.d.l.adl implikatsiooni-
deks on õieti ka aksioomid ise.
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Alustame üheainsa kollineaarse punktikolmiku uurimisega

Kollineaarse punktikolmiku me defineerisime predikaadi (2)

abil: kolmik A,B,C on kollineaame, kui

(2) {ABC)= [ABC] V (A - B)V (B - C)V (C -A)

on tõene, kusjuures

(1)
tõesuse puhul kõneleme korrektsest punktikolmikust.

Samasuste (1) ja (2) paremate poolte tõesus on garan-

teeritud, kui disjunktsiooni kasvõi üks liige on tõene. See-

tõttu võime kohe kirja panna rea alati tõeseid implikatsioo-

ne:

(6)

(7) [ABC]"* /ABC},
(8) <ABC?-*[ABC].
Siinjuures ei ole sugugi välja suletud võimalus, et tõesed

on korraga disjunktsioonide (1) ja (2) mitu liiget või kogu

ni kõik liikmed. Meie ülesandeks ongi välja selgitada, mis-

sugused on võimalikud olukorrad kollineaarse punktikolmiku

puhul.
Teoreem 1. Kollineaarse punktikolmiku A,B,C pu-

hul on tõene üks ja ainult üks neljast järgnevast täislau-

sest.

1. (A- B)V(B -C) (B .A)

2. <ABC7

3. <BCAJ>

4. <CAB?

Tõestus. Näitame esmalt, et kolme viimase täis-

lause puhul igaühe tõesus suleb välja ülejäänud kahe tõesu

3t,.Nii et implikatsioon

(g) < ABC &

on alati tõene.

Lepimegi kokku edaspidi kirja panna ainult alati tõe-

seid implikatsioone, nimetades neid lemmadeks või teoreemi-

deks (kui nad ei ole aksioomid). Lemmade näideteks on (6)

-(8). Tõestada le%ma või teoreem tähendab näidata, et vas-

tav implikatsioon on alati tõene. Deduktsiooni puhul kasu-
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tame seejuures süllogismi reegli lühendatud kirjutist (§5).
Viited kasutatavatele aksioomidele ning eespool tõestatud

lemmadele või teoreemidele anname rea ees kumersulgudes.Kas-
utame seejuures ka nende duaalseid kujusid (§4) ilma seda

eriliselt märkimata.

Lemma (9) tõestus näeb sel puhul välja järgmine

(13,12) <ABC> -* <ACB? <CBCA>

(lg, <ABC>-*<CBA>—*<CAB?.

Edasi võime näidata, et ükskõik missuguse täislause tõe-

sus kolmest viimasest (2.-4.) teoreemis 1 sulgeb välja esi-

mese täislause tõesuse:

(10) <ABC .B) &T?- õ) & = A).
Tõestus on vastuväiteline ja kasutada tuleb loogika sama

selt tõeseid valemeid 13 ja 14 ($ 4). Kõigepealt näitame,et
(11) < ABc> -+irve).

Tõepoolest, kui oletada, et mingi kolme punkti A,B,C korral
B . C korraga tõesed, siis on tõene ka CACB?

(sest B ja C on ju üks ja seesama punkt). Aksioomi I- põhjal
on sel korral tõene ka <ÄCB> . Tähendab, tõene peaks olema

<ACB> & see on aga vastuolus loogika valemiga 13.
Järelikult <ABC? tõesuse korral on B . C väär ja 14 põhjal
siis (B = C) tõene. Lemma (11) ongi sellega tõestatud.

Nüüd on kerge toestada, et

(12) - B).
Toepoolest,

<ABC>-- <CBA A).

Jääb veel kindlaks teha, et

(13) <ABC>-*TK"= C).
Seda teeme samuti vastuväiteliselt. Oletame, et mingi kolme
punkti A,B,C korral on <ABC> ja A - c korraga tõesed. Siis
(11) põhjal VB .C) on tõene ning põhjal leidub p, nii
et <BCP} on tõene. Edasi on (8) põhjal tõene [ABC]. Sellest
aga, et A- C on tõene, järeldub (6) põhjal /ACP} tõesus
ning kokkuvõttes (4) ja (5) põhjal ka [CAB] & /CAP} tõesus.
Aksioomi põhjal on nüüd (CBP) ehk tõene. Tõene peaks
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seega olema (BCP) & mis on vastuolus valemiga 4b) ($4).
Lemma (13) on tõestatud.

Lõppeks on nüüd kerge veenduda, et esimese täislause tõe

aus teoreemis 1 sulgeb välja viimase kolme täislause tõesuse.

See järeldub otsekohe lemmade (11)-(13) duaalsetest kujudest,

nii et üldiselt võime kõnelda implikatsiooni

(14) (A-B)V(B-C)V(C.A)-*<ABC>
samaselttõesusest.

Teoreemlontõestatud.

Tõestame nüüd mõningad lemmad ja teoreemid, mis seovad

kaht üldist punktikolmikut.

Lemma 1.

(15) [ABCJ &

Tõestus: Oletame vastuväiteliselt, et leidub neli

niisugust punkti, mis muudavad koos eeldusega tõeseks ka lau-

se-(ACDj . Et

(4, J*) [ABC) & {ACD}-*{ÄCBJ & {ACD.}—-fABDj,
siis on sel korral tõene ka /ABD}. Eeldust arvestades leiak-

sime, et tõene on/ABD} &/ABD}, mis on aga vastuolus loo-

gika valemiga 4b). Tähendab kui (15) eeldus on tõene, siis

peab 4a) põhjal tõene olema ka

Lemma 2.

(16) (joonis 2).

Tõestus: Oletame vastuväiteliselt, et leidub ne

li punkti A,B,C,D, mille korral eeldus

on tõene, kuid väide väär, s.t. (Ä * b)

/ on tõene.

(6) /AM)-*(A * B);
D(/ B ($4,

(2) /ABC) & (A -B) & (B -D) &

Joonis 2. & (D - A)-?[ABD)-*{ADBj;
[ADB] &

Nagu näha, järeldub valemi (16) eelduse ja lause (Ä - D) tõe-

susest ABC seega /ABC) & /ABC) tõesus, mis on aga

võimatu.
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Lemma 3.

(1?) < ABC? & <
.

Tõestus: Näitame kõigepealt, et kui eeldus on tõene,
siis punktid A,B,D on erinevad.

(12, 13)
Oletame vastuväiteliselt, et koos eeldusega võib teha tõeseks
ka D = A,

(12W13) <BCD?*&

tähendab, oletuse korral saaks tõeseks ka <*ABC? &

mis on võimatu.

Edasine tõestus on järgmine:

(8,7,14) < ABC> * <BCD>-*-fpCA] &

(2,4) {*BAD} & TFTnt) & TTT=-B) & (T .

-*[ABD].
Lemma 4.

(18) (ÄBCJ &<ADB> & <AEC>-*ünn!) (joonis 3.)
Tõestus: Oletame vastuväiteliselt, et leidub

viis niisugust punkti, mille korral eeldus ja D- E on kor-

raga tõesed.

(7,8) <ADB>-*/ABD);
(7,8) <AEC>& (D .

(12) < ADB> TA - D);
(16)

Tähendab, meie oletuse korral oleks tõene (A - D) 4 (A - D),
ning oletus on võimatu.

Teoreem 2.

(19) /ÄScJ&<ADB;>&<AEC>&<BFC>-*{bEF) (joo-
nis3).

Tõestus: Kõigepealt näitame, et on

C
kuus erinevat punkti.
(6) /3BCI-*VK-- B) & r?'. C) & Ry*. A)

r,/ \p (3-2* &TB- B) jne.

/
(18) * & . E) jne.

/ Edasi et koos teoreemi eel-

0 & dustega on tõene ka [.TCCLj& &

Joonis 3. Oletame vastuväiteliselt, et
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koos eeldustega on tõene näiteks [ADE]. Kuna

[ADEj &

<ADB>& &

siis peaks tõene olema /ABC), koos sellega aga ka &

& (ABC), mis on võimatu. Analoogiliselt viib vastuolule ole-

tus [BDFj v3i tõesuse kohta.

Eeltoodu põhjal võib kokkuvõttes öelda, et koos teoreemi

eeldustega on tõene

/AEE}&/BEr)4{3EF).
Teoreemi edasine tõestus on samuti vastuväiteline. Ole-

tame, et leidub kuus punkti, mille puhul on tõesed nii teo-

reemi (19) eeldused kui ka {*DEF,}.Kuna D,E ja F on erinevad

punktid, siis on tõene ÜDEF] ehk (1) põhjal kas

<DFE? või Vaatame läbi näiteks teise juhu, ülejää-

nud kaks tõestatakse sümmeetria põhjal analoogiliselt.

(ADE) & <ADB> & (3G)

(8,7,14)
(8,7,14) <BFG?-& <BFC>-*[BFG] &

(5,16) /ABC) & (AGC) & & /CAG) & - G);

<AGE>& (C - .

Järelikult, kui lugeda, et koos eeldustega on tõene
,

siis on tõene ka <ÄEC>, seega ka <AEÕ)> ,
mis on aga

võimatu. Teoreem 2 on tõestatud.

§ 11. Järjestatud punktinelik.

Kõneldakse, et on antud n järjestatud punkti süsteem

3), kui iga naturaalarvuga i, n on vastavusse sea-

tud punkt nii on tõene niipea,kui i < j < k.

Kui n -3, siis räägitakse järjestatud punktikolmikust.

Viimase olemasoluks on vaja eeldada, et hulk 35 sisaldab

vähemalt kaks punkti. Edaspidi me alati arvestame

seda eeldust. Sel korral aksioomi põhjal eksisteerib kolm

punkti A,B,C, nii et <ABC?. Tarvitseb vaid võtta A,

Ag =*B, — C.



Teisiti on lugu juhul n * 4, mil kõneldakse järjestatud
Bunktinelikust. Kui tähistada siin -A,Ag . B, -C,
A 4 " D, siis tingimus, mille puhul A,B,C,D moodustavad jär-
jestatud punktineliku, omandab kuju: lause

<ABC? & <BCD> &

on tõene (joonis 4.). Siin on tegemist nelja *vahel*-predi-
kaadi konjunktsiooniga, selle tõeseks

A 3 C D
võimalikkus ei järeldu liht-

Joonis
ühestainsast aksioomist, vaid va-

jab eraldi tõestamist. Joonisel 4 on

siin ainult illustratiivne tähendus.

Järjestatud punktineliku olemasolu kindlaks tegemiseks
tuleb eelnevalt tõestada kaks olulist teoreemi.

Teoreem 3.

(20) <ABC> & <BCD>*+<ACD>& <ABD> (jooniss).
A&C Tõ e s tus: Esmalttõestamelemma

* * (21) <ABCJ>& <BCD>-*<ABD>
i (joonis 6
' "

(12,1,) (3B)/ÄBŠ};
Jooniss. (5,6,11)

-F -*(3F)
A (8,4,5,15)

* ;
"

- )<BEF>&/BCE)->[BEFJ &

& (BEC}-*{BFC);
\ X (5,1g,1g)

A* B C D <BEF3>-*(SG)(

Joonn.6. *<AEG>),

(lg) /BCFj & <DGH>);
(B,S,IS)<AEG> & C]-*(AEGj & ;

(17) <ABC> & ;

(15,5) tABDJ&
(lg) /DBA} &<DGH:>&<GEA>-*(Z]I)

Jääb näidata,et 1 * B.

(7,8,14) < BEF >& <BHF>-*[BFE I & /BFH} /BEH} ;

( ) <THEI? & & /EHBj

-56-
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<DIA> & & (ADB) /AIBj;

(5,16) (ABE) * (AIB) & & (BAI) &

->(B - I);

(lg) <DIA>&

Lemma (21) on tõestatud. Teoreemist (20) jäi tõestada

veel, et

(22) <ABC>&<BCD>-*<ACD,>.
Seda võime nüüd teha järgmiselt:

(1g,21) <ABC>

Teoreem 2 on tõestatud.

Nagu näha, on teoreemi (20) tõestus küllaltki komplitsee-

ritud. Juhime tähelepanu sellele erilisele osale, mida tões-

tuses mängib aksioom lg. Järgnevate taoliste teoreemide tões-

tusi me tavaliselt sellise põhjalikkusega ei esita.

Teine "teoreem puhktinelikust" on järgmine.

A B C Esmalt tõestame lemma

. (24) & <ACD>-*(ABD,>
! (joonis 8).
A CD

Selleks leiame kõigepealt punktid

joonis 7. E ja F, nii et /ACE} ja <EAF?"oleksid

-

tõesed. Seejärel leiame lg abil G, nii

et <EGC? ja<FBG? on tõesed, ning see-

H /
\ järel H, nii et ja <DGH> on tõe-

sed.

(19) & <-ABC> & <AHE> &

(15) LcßF]
Joonis 8. /HG?) &

& (DBI>)

Jääb näidata, et I - A. Seda võib teha samal viisil nagu

eelmises tõestuses.

Teoreemi tõestuse lõpuleviimiseks tuleb tõestada lem-

ma

Teoreem 4.

(23) <ABC> & <ACD>-*<BCD> & <ABD> (joonis 7).

T 3 e e t u s jaguneb kahte ossa.



(25) &
.

Seda on kõige lihtsam teha vastuväitaliselt. Samuti nagu
lemma 3 tõestuses veendume, et koos eeldusega saab tõeseks
ka

CB -c) & m*D) & TB"B).
Et

(2) /BCD) & TF - C) & & TF*"
siis (1) põhjal tuleb (25) tõestamiseks kindlaks teha, et

koos eeldusega saavad tõeseks<CDß> ja<DßC> . Selle tões

tamegi vastuväiteliselt.

Oletame esmalt, et tõesed on edldus ja <*CDB>; siis

ja tõene oleks <ACD> & mis on võimatu. Märksa raskem

on ümber lükata oletust, et tõeseks saavad korraga eeldus

Ja Siin on otstarbekas jälle üle minwa rangele de-

duktsioonile, ilma et me lihtsamatel juhtudel enam näitaksime,
mille alusel üks või teine implikatsioon on välja kirjutatud.
Oletame, et <ABC> & <ACD> & <DBC> on tõene. Sel korral

< ABC>-*TA - C)->( 3E) {ÄCR)-*(E - Ä)-*(3F)<

(15) <ACD>& &

(15) <ACD> & &

(lg) /EÄC) & <EAF> & <ABC_>--*( 3 G) (<EGC> & <FBG>),
(24) <ABC>

,

(lg) (EiAD) & &

Nüüd ühelt poolt

<FBH> & <FBG> -*[BFH]& {BFG}-*{BHG),
teiseltpoolt

(19) {FBE) &<CBD?-&<CGE?-&

mis viibmuidugi vastuolule.Teoreem4 on tõestatud.

Lihtsateks järeldusteks teoreemidest 3 ja 4 on kolm

järgmist lemmat, mida me edaspidi vajame:
(26) <ABC> & <ABD>aXTVTS)-*<ACD>

,

(27) <ABC>&«(ABD>& (C at
,

(26) <ACB> & <ADN> 4(C b)-*<ACDADC.

-58-
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T3estarne neist näiteks esimese. Teiste tõestus on ana-

loogiline.

<ABC> ;

(13,2) {ACD} A<ABC>A<ABD>A (C =
&

(Ä -T) & CAHTE) A .

Meil jääb vastuoluni viia oletus, et koos eeldusega

saab tõeseks < CADJ>. Kuna

<ABD> & &

siis on sellise oletuse korral tõene <ABC> & mis teo-

reemi 1 põhjal on võimatu.

Peale nende mõnevõrra formaalselt esitatud valemite tu-

letamist võime asuda geomeetria sisu järk-järgulisele välja-

arendamisele.

§ 12. Vahemik, lõik, sirg

Kõigepealt defineerime vahemiku mõiste.

Olgu Ä -"B.Sel korral kõigi niisuguste punktide X hul-

ka, mille puhul on tõene (s.t. mis paiknevad A ja B

vahel), nimetatakse vahemikuks (AB). Sümboolselt tähistame

seda järgmiselt:

(AB)= (X :<AXB>).

Punkte A ja B nimetatakse selle vahemiku otspunktideks. Va-

hemikku (AB) koos otspunktidega A ja B nimetatakse lõiguks

e o r e e m 5. Vahemikku (AB) kuulub lõpmata palju

Tõestus. Tõestame kõigepealt, et vahemikku

kuulub vähemalt üks punkt (vt. joonis 9).

(15,6)

(15,6) &CDI A . T);

(I)

(I ) (MB)* <ADE>&
*<AEB>)
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Tähendab, - üie punkti - ole

masolu vahemikus (AB) on tõestatud.

\ Täpselt samuti leidub punkt G,nii

/
et G€ (AF), ehk teisiti, <AGF> on t3e-

/ ne.

/
*: — Seega G g (AB). Niisamuti punkt H, mis

kuulub vahemikku (AG) asub ka vahemi-

Joonis 9. kus (AF), seega ka vahemikus (AB) jne.
ke võime järjest näidata uusi punkte

vahemikus (AB), ilma et protsess lõpeks. Teoreem 5 on tões-
tatud.

Teoreem 6. Kui lõigu otspunktid kuuluvad mingis-
se vahemikku, siis kuulub sellesse vahemikku lõigu iga punkt.

Toestus. Eeldame, et

< ACB> & <ADB> & VC"= D) & < CXD>
on t3ene (joonis 10).

X Siis on lemma (28) põhjal tõene ka

A C D R* <ACD>v<ADC>.
Esimesel juhul saame

Joonis 10.
(24) <DXC> & <DCA)>-><DIA>,
(24) <AXD> & <ADB>-*<AXB)>.
Teisel juhul on tõestus analoogiline.

Lugejale iseseisvaks tõestamiseks jääb järgmine teoreem.
Teoreem 7. Vahemiku iga punkt jagab vahemiku

kaneks osavahemikuks:
(29) <(ACB)> & <AXB)> &(x = C)—

.

Toome nüüd sisse sirge mõiste.
Olgu A - B. Sel korral kõigi niisuguste punktide I hul-

ka, mille puhul (ABX) on tõene, nimetatakse sirgeks AB-
(30) AB.{X :

.

Sirge on ilmselt lõpmatu punktihulk.
Teoreem 8. Kui sirgele AB kuulub punkt c, mis

ei ühti punktiga A, siis sirged AC ja AB ühtivad,

juh
T°estus- väide on ilmne, kui C -B. Vastupidisel
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(2) {ABC) & &(S & [ABC],
[ABC] &

tähendab, sirge AB iga punkt X kuulub sirgele AC.Täpselt samu

ti

[ACBj &

- sirge AC iga punkt Y kuulub sirgele AB. Sirged ühtivad.

Selle teoreemi kahekordne rakendamine annab järgmise tu-

lemuse.

Teoreem 9. Kui kaks erinevat punkti C ja D kuulu-

vad sirgel AB, siis sirged CD ja AB ühtivad.

Tulemus näitab, et punktid A ja B sirgel AB ei erine

millegi poolest selle sirge ülejäänud punktidest. Neid võib

asendada sirge ükskõik missuguse kahe punktiga.

$l3. Pool sirged.

Fikseerime hulgas punkti <7ja määrame hulgal

predikaadl

f(X,Y)=<OXY>V<OYX?-\/(X =.Y)

(punktiga C kollineaarselt ühel peol asetsemise predikaadi).

Näitame, et see predikaat rahuldab §-s 6 formuleeritud

ekvivalentsuse aksioome: samaselt tõesed on 1 f(X,X), 2

f(X,Y)->f(Y,X),3°f(X,Y) &

Aksioomide 1° ja 2° kehtivus antud juhul on ilmne. Ak-

sioom 3*)nõuab praegu, et samaselt tõene oleks

(< OXY>V<OYX> V (X - Y)) & ( -

. Z).

Vastav tõestus on järgmine:

(24) < OXY> & <OYZ>
,

(28) - Z),
(26) = Z),
(24) <OYXk&<OZY?>-*<OZX>.

Ülejäänud juhtudel on tõestus veelgi lihtsam, näitqks:

(I - Y) & .

Sellega ongi näidatud, et ülaldefineeritud predikaat
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rahuldab ekvivalentsuse aksioomide 1-3 nõudeid. Kasutame

nüüd §-s 6 saadud tulemust ekvivalentsusklasside kohta. Me

võime öelda, et punktide hulk 3F lahutub mittelõikuvateks

mittetühjadeks ekvivalentsusklassideks, millede ühendiks on

terve hulk
. Iga niisugust ekvivalentsusklassi nimetame

antud juhul poolslrgeks alguspunktiga <7*.

Seda nimetust Õigustavad järgmised teoreemid.

Teoreem 10. Iga poolsirge alguspunktiga (7*on

alamhulgaks teataval punkti (Tläbival sirgel.

Tõestus. Poolsirge kui ekvivalentsusklassi võib

määrata oma ükskõik missuguse punktiga A (klassi esindajaga).
Klassi kuuluvad kõik punktiga A ekvivalentsed punktid -

tähendab need, mis muudavad tõeseks predikaadi

< QAI>V<OIA>V (A . X).

Sel puhul on aga ilmselt tõene ka ning I kuulub sir-

gele OA. Teoreem on tõestatud.

Punkti A sisaldavat poolsirget alguspunktiga tähis-

tame Nagu näha, kuulub ta sirgele OA.

r e e m 11. Iga punkt (7sirgel lahutab selle sir-

ge ülejäänud punktide hulga kaheks poolsirgeks.

Tõestus. Valime sirgel OA vabalt punktist (7*eri-

neva punkti A. Sel puhul on määratud poolsirge (OA, mis

asetseb sirgel OA. Aksioomi põhjal nähtub
, et tõene

on <AOB?, kusjuures B kuulub ilmselt sirgele OA, kuid mitte

poolsirgele (OA. Tähendab, OA sisaldab endas vähemalt kaht

poolsirget (OA ja (08.

Näitame, et sirgel OA rohkem poolsirgeid pole, et sirgel

OA vabalt võetud punkt C, mis erineb punktidest 0 ja A, kuu-

lub ühele mainitud kahest poolsirgest. Tõepoolest, OAC on

korrektne punktikolmik, nii et tõene on

[OAC <OAC ACO> V< COA>-.

Siin <(OAC>V<ACO)> tõesuse puhul võime öelda, et C kuulub

poolsirgele (CA. Tähendab, (OA ja (OB ühendiks on terve

punktist CTerinevate punktide hulk sirgel OA. Teoreem on

tõestatud.

Poolairgeid (OA ja (08, mille korral on tõene <AOBJ>,
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nimetatakse teineteist täiendavateks poolsirgeteks.

Kerge on kindlaks teha, et kaks A ja B sirgel

AB lahutavad selle sirge ülejäänud punktide hulga vahemikuks

(AB) ja kaheks poolsirgeks - poolsirgete (AB ja(BA täiend-

poolsirgeteks. Esimest nimetatakse 13igu pikendiks üle

otspunkti A, teist selle 13igu pikendiks üle otspunkti B.

Osutub, et poolsirgel (OA v3ib defineerida teatava pre-

dikaadi, mis rahuldab järjestuse aksioome l*-3" ($6) ja

muudab seega poolsirge järjestatud hulgaks. Selliseks predl-

kaadiks on

g(X,Y)= < OXYX

TBepoolest, aksioomi 1* kehtivus järeldub otsekohe va-

lemist (11), aksioom 3" kehtib valemi (24) p3hjal:

< OXY> * <OYZ > -*<OXZ>.

Aksioomi 2* kehtivuses veendumiseks on küllalt märkida, et

X
,

Y kui (OA punktid muudavad t3eseks

<OIY?V<OYI>V(X - Y),
kusjuures aksioomi eelduse kohaselt X =*Y t3esus on v3imatu.

Tähendab, predikaat <OXY> muudab poolsirge (OA järjes-

tatud hulgaks. Kui <OXY> täislause on t3ene, siis k3neleme,

et X eelneb punktile Y poolsirgel (OA.

Toome nüüd sisse järjestuse sirgel OA. Punkt 0 lahutab

selle sirge kaheks teineteist täiendavaks poolsirgeks (OA ja

(08. Nimetame üht neist ülem-, teist alampoolsirgeks.

K3neldakse, et sirge OA kahe punkti X ja Y korral X

eelneb Y-le,kui

(1) I eelneb Y-le ülempoolsirgel v3i

(2) X =*o ja Yon ülempoolsirgel v3i

(3) X on alampoolsirgel ja Y on ülempoolsirgel tWi

(4) X on alampoolsirgel ja Y - 0 v3i

(5) Y eelneb X-le alampoolsirgel.

V3ib jällegi veenduda, et kehtivad järjestatud hulga

aksioomid l*-3*:

1* ükski ei eelne iseendale,

2* kahest erinevast punktist vähemalt üks eelneb tei-

sele,

3' kui X eelneb Y-le ja Y eelneb Z-le, siis X eelneb Z-



Kontrollimise jätame siin lugeja hooleks.

Kui toodud definitsioonis vahetada poolsirgete osad,
saame sirgel OA teise, eelmisega vastupidise järjestuse.

Kui punkt (7*sirgel OA asendada selle sirge mingi teise

punktiga siis saame samuti kaks teineteisele vastupidist

järjestust sirgel. On võimalik näidata, et need kaks järjes-

tust ühtivad varem punkti(J abil määratud kahe järjestusega.

Siinkohal me seda aga tõestama ei hakka.

$l4. Kolmnurk.

Aksioomi I5 põhjal eksisteerib kolm mittekollineaarset

punkti - punktid A,B ja C, nii et on tõene.

Kolme mittekollineaarse punkti A,B,C korral kõneldakse,

et on antud kolmnurk 4 ABC. Punkte A,B,C nimetatakse kolm-

nurga vahemikke (AB), (BC), (CA) -külgedeks.Kol-

mnurga tippude ja külgede ühendit nimetatakse kolmnurga piir-

deks.

Tavalisel viisil võib sisse tuua tipu vastaskülje mõis-

te.

Kolmnurgaga 4 ABC võib siduda veel rea punktihulki.

Poolsirget, mis on poolsirge (AB täiendiks sirgel AB,

nimetatakse külje AB pikendiks üle tipu A. Kolmnurga ABC

tippude, külgede ja külgede pikendite ühendit (s.t. sirgete

AB, BC ja CA ühendit) nimetatakse kolmnurga ülepiirdeks.

C Punktihulka (joonis 11)

(31) (ABC) .-(X : (<AXY>&

& < BYC > ))
(s.t. niisugust X hulka, mis muudavad

tõeseks sulgudes näidatud predikaa-6A
di) nimetatakse kolmnurga zIABC sise-

Joonis 11. piirkonnaks, punktihulka
(32) (BC)A={I: (3 Y)( < AYX7 & < BYC r )}- laiendiks üle

külje (BC), punktihulka

(33) (A)BC=/x : (3Y)(<YAX> &<BYC»)

-64-
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- laiendita üle tipu A.

Teoreem 12. Kolmnurga ABC sisepiirkond ei

muutu tippude suvalisel ümberjärjestamisel

(ABC) - (BCA) - (CAB) - (ACB) - (CBA) - (BAC).

T 3 e s t us: Punktid C ja B predikaadis (31) võib

I, põhjal ära vahetada, ilma et midagi muutuks. Seetõttu

tuleb läbi vaadata tippude A ja B ümbervahetamine. Olgu

It (ABC), s.t. definitsioonis (31) antud predikaat olgu I

puhul tõene.

(15)

/CYÄ) &

Siit nähtub, et tõepoolest Ig(BAC). Teoreem on tõestatud.

Kõneldaks*, et sirge lõikab vahemikku või poolsirget,

kui tal on selle vahemiku või poolsirgega üks ja ainult üks

Ühine (sisemine) punkt.

Teoreem 13. Kui *irg* 13ü*b kolmnurga üht külge

ja teise külje pikendit, siis ta lõikab ka kolmandat külge.

Tõestus: Kui sirge lõikab üht külge (BC)

ja teise külje (AB) pikendit

selliselt, et külje (BC) üks

otspunktidest B on teisõ külje

(AB) pikendi alguspunktiks

(joonis 12), siis teoreemi väi-

dejäreldubvahetultaksioomist
6

lgja sirgedefinitsioonist.

Seetõttujääbläbiuuridateinevõimalik olukord.Liht-

ne onveenduda,et selkorralon(ls)_p3hjal tõeneka

/TTT) Köidame,et tõeneon/ABC]&<ABD>&<AFC,>.

<AFC?-*(F"A)-?(3G)<FAG?;

(lg)
*<GBH>);

(21) < CFA> & <?AG > ;

(lg)

(25)
Edasivõib (15? abilveenduda tõeneon (CIB).

(Ig) (CIB)&<CID>&<IHB>-*(3-)(<CJB7'&
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Nii nagu teoreemi 3 tõestuses, vßb nüüd kindlaks teha, et

J " B, ning j ßuda sel viisil tulemuseni, et &

on tõene. Aksioomist järeldub tõesus. Teoreem

on tõestatud.

Tõestuse kokkuvõtteks on valem, mis on mõnevõrra ana-

loogiline aksioomiga

(34)

Kolmnurga ja sirge mõiste abil on võimalik teoreemile 2

anda järgmine lihtne sõnastus.

Teoreem 14. Ükski sirge ei saa lõigata kolmnurga
kõiki kolme külge.

$l5. Tasan

Kolme mittekollineaarse punkti A,B,C korral nimetatakse
tasandiks ABC selliste punktide X hulka, mis on kolline-

aarsed mingi kahe punktiga kolmnurga 4 ABC piirdel:
(35) ABC=={l: (3Y,Z)[{IYZ}&

* (Y . A)V(Y = B)V(Y = C)) &

= A)V(z . B) V (Z - C))j} .

Predikaadi sümmeetriast tippude A,B,C ümberpaigutuste suhtes

järeldub, et tasand ei sõltu teda määrava kolme punkti jär-
jestusest.

Võib öelda, et tasandi ABC saame, kui laseme sirget
liikuda niiviisi, et tema kaks punkti libisevad mööda kolm-

nurga 4 ABC piiret.

Teoreem 15. Tasand ABC ühtib kolmnurga

ülepiirde, sisepiirkonna ja kõigi kuue laiendi ühendiga.

Tõestus: Et viimati mainitud ühendi iga punkt
asub tasandil ABC, selgub järgnevast, ülepiirde iga punkt
on kollineaarne kahe tipuga, sisepiirkonna ja ükskõik mis-

suguse laiendi iga punkt on aga kollineaarne ühe tipuga ja
mingi punktiga selle tipu vastasküljel.

Märksa keerukam on tõestada, et tasandi ABC iga punkt
kuulub kolmnurga 4ABC kas ülepiirdele, sisepiirkonda või
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ühele laiendeist. Tasandi ABC punkti X korral leidub kaks

punkti Y,Z kolmnurga 4 ABC piirdel, nii et X,Y,Z on kolli-

neaarsed. Kui kasvõi üks punktidest Y,Z ühtib kolmnurga

.4ABC ühe tipuga, siis on väide ilmne. Seetõttu eeldame

järgnevalt, et mõlemad punktid Y ja Z asuvad külgedel. Vaa-

tame kordamööda läbi kõik võimalikud olukorrad.

(a) Kui Y ja Z kuuluvad kolmnurga ühele ja samale külje-

le, siis X asub ilmselt ühel sirgetest AB, BC või CA - tähen-

dab, kuulub kolmnurga ülepiirdele.

(b) Kui Y ja Z kuuluvad kolmnurga eri külgedele ja tõe-

ne on <YXZ> ,
siis on kerge näidata, et X kuulub kolmnurga

sisepiirkonda. Tõepoolest, aksioomi lg põhjal leidub punkt p,

nii et (joonis 13)

tõene ning edasi punkt Q, nii et

<*AQB>& <CPQ> on tõene.

(24) pShjal on siis

&<CIQ>- tähendab, I€(ABC).

(c) Jääb vaadelda juht, mil Y ja Z kn

Joonis 13. luvad kolmnurga eri külgedele ja tõene

on (XYZ) * Triviaalne on siin

olukord, kui X- Y või X - Z - sel korral X kuulub kolm-

nurga piirdele. Ülejäänud juhul on (1) ja (2) põhjal tõene

< .

ja kolmnurga tippude tähiseid

üldsust kitsendamata eeldada,
Et me punktide Y ja Z tähiseid

võime vabalt muuta, siis võime

et tõene on

< IYZ> & <AYB> * < BZC >

(joonis 14).

Joonis 14 a) Joonis 14 b)
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(15) abil on kerge näidata, et C,Z ja I on mittekolli-

neaarsed punktid.

(lg) {CZX) & <CZB> & P)( <CPI> &<BYP> ).

Lemma (26) põhjal nüüd tõesusest järel-

dub, et tõene on kas 1) P **A või 2) <BPA> või 3)<BAP?.
Esimesel juhul saame ilmselt punkti ülepiiridel. Teisel

juhul on tegemist punktiga X, mille puhul on tõene

(3P)(< APB> & <CPX> ),
ja seega X (AB)C.

Kolmandal juhul on tõene <XYZ>4<XPC> &<YAP> (viima-

ne järeldub <BYA? &<BAP> tõesusest ja valemist (25)) -

- tähendab, Aon kolmnurga CZX kahele eri küljele toetu-

va vahemiku punkt ning (b) põhjal seega A 6 (CZX). Järelikult

leidub punkt Q, nii et tõene on <CQZ> &
.

Et

(24)
siis on meil tegemist punktiga X, mille puhul on tõene

(3Q)(<CQB>& <XAQ>),
ja seega I 6 (A)BC. Teoreem on tõestatud.

Teoreemist järeldub, et tasandi ABC võib defineerida

ka selliste punktide X hulgana, mis on kollineaarsed kolm-

nurga 4 ABC kas mingi kahe tipuga või mingi tipuga ja sel-

le tipu vastaskülje mingi punktiga.

Seda tulemust võib mõnevõrra laiendada.

Teoreem 16. Punkt, mis on kollineaame kolmnur-

ga 4 ABC mingi tipuga ja ülejäänud kaht tippu läbiva sirge

mingi punktiga, asub tasandil ABC.

" Tõestuseks tuleb rakenda-

da teoreemi 13 joonisel 15 näidatud

viisil. Üksikasjalikud arutlused jäta-

me siin lugeja hooleks.

Eespool me märkisime, et tasandi

kirjeldab liikuv sirge, mille kaks

punkti libisevad mõõda kolmnurga pii

ret. Osutub, et ühe neist punktidest
võib hoida paigal kolmnurga ühel külJoonis 15.



69

jel. Teda läbiv sirge kirjeldab sel korral ikkagi sama tasan-

di, kui teine punkt libiseb müüda kolmnurga piiret. Kehtib

nimelt järgnev teereem.

Teoreem 17. Tasandi ABC võib defineerida ka sel-

liste punktide I hulgana, mis on kollineaarsed fikseeritud

punktidega kolmnurga ABC ühel küljel (näiteks küljel

(AB))ja mingi punktiga T kolmnurga piirdel.

Tõestus* Iga niisugune punkt X asub ilmselt ta-

sandil ABC. Tuleb näidata, et vastupidi, tasandi ABC iga punkt

X osutub sedalaadi punktiks.Eelmise teoreemi põhjal võime

eraldi vaadelda kolmnurga ABC ülepiirde, sisepiirkonna ja

laiendite punkte.

(a) Olgu X kolmnurga 4 ABC ülepiirdel. Kui X asub sir-

gel AB, siis punktiks W võib võtta kül-

C Tsnmkti.Kui
je (AB) ükskõik missuguse punkti. Kui

X asub küljel (BC) või (CA), siis võib

võtta W - X; kui X asub selle külje üks-

kõik kummal pikendil, siis soovitud

punkti W olemasolu järeldub teoreemist

13.

Joonis 16. (b) Kui X asub kolmnurga .4ABC sise-

piirkonnas (ABC) või laiendis (AB)C,

(C)AB, siis leidub Y, nii et on tõene (joo-

nis 16). Kui Y - <J, siis võtame W- C. Kui Y *
,

siis (28)

põhjal on tõene kas <AY(T> või <AOYz> . Mõlemal juhul järeldub

soovitud punkti T olemasolu teoreemist 13, kui teisel juhul

kasutada eelnevalt lemmat (25).

(c) Kui I asub laiendele (BC)A või (A)BC, siis leidub

Y, nii et <BYC> A {AYX} on tõene (joonis 17). Soovitud punkti

T olemasolu järeldub sel korral samuti teoreemist 12. Ana-

loogilise olukorraga on tegemist kui I asub laiendele

või (B)AC. Teoreem on tõestatud.

Tasandi v3ib defineerida, nagu näha,

mitmel viisil. K3igis definatsioenides

etendab erilist osa kolmnurk 4 ABC.

Meie eesmärgiks on järgnevalt näidata,
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et see kolmnurk ei ole millegi poolest eelistatud võrreldes
teiste kolmnurkadega tasandil - lühidalt öeldes, näidata,
et tasand on homogeenne.

Tõestarne nimelt järgmise teoreemi.

Teoreem 18. Kui kolm mittelineaarset punkti DE F
kuuluvad tasandile ABC, siis tasandid ABC ja DEF ühtivad.

Tõestus 1. Tõestame teoreemi esmalt sellel eri-

juhul, kui D s,A, E=B ja tõene on - tähendab, kui

tipp c on asendatud sirge BC mingi punktiga F.
(a) Kui tõene on siis valime punkti (7*

selliselt, et tõene oleks <BOC>& <FOC? (joonis 18). Mõlemal

alajuhulonaee võimalik- <BFC_>tõe-
suse puhul tuleb (7 valida vahemikus
(BF) ja rakendadalemmat (24),<BFC>
tõesusepuhul tuleb validavahemi"

kus (BC) ja rakendadalemmat (25).
Edasi tulebkasutada teoreemel 7 ja
13. Tulemusekssaama, et tasandidAßC

ja ABF ühtivad.

(b) Kui tßene siis on

vahe võrreldes eelmise juhu teise ala-

juhtugeselles, et C ja B on vahetanud

osad (joonis 19). Tähendab, sel korral
võib väita, et ühtivad tasandid ACB ja ACF. Kolmnurkade

AFC ja dAFB puhul on nüüd tõene

. Eelmise juhu esimesel alajuhul
saadud tulemuse põhjal võime öelda,
et ühtivad tasandid AFC ja AFB. Kokku-

võttes olemegi saanud-soovitud tule-F C

Joonis 19,
tasandid ABC ja ABF ühtivad.

2. Järgnevalt tõestame teoreemi

erijuhul, kui D- A, E - B ja F on tasandi ABC vabalt

võetud punkt. Sel korral eksisteerivad punktid Y ja Z kolm-

nurga 4 ABC külgedel (näiteks külgedel (AB) ja (BC)(joo-
nis 20), nii et Y,Z ja F on kollineaarsed. Eelmise etapi tu-

lemuse põhjal tasand ABC ühtib tasandiga ABZ ehk ZAB, vii-
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marteühtib tasandiga ZAY ehk AYZ, vii-

mane omakorda ühtib tasandiga AYF ehk

FAY ning, lõpuks, viimane ühtib tasan-

diga FAB ehk ABF. Kokkuvõttes, tasandid

ABC ja ABF ühtivad.

A

3. Viimaks tõestame teoreemi üldjuhul.

Joonis 20. Eelmise etapi tulemuse põhjal tasand ABC

ühtib tasandiga ABF ehk FAB, viimane ühtib tasandiga FAE ehk

FEA, viimane aga ühtib tasandiga FED ehk DEF. Kokkuvõttes, ta-

sandid ABC ja DEF ühtivad. Teoreem on tõestatud.

Teoreemist nähtub, et punktid A,B ja C on tasandi ABC

kõige tavalisemad punktid, mida võib asendada tasandi ükskõik

missuguse kolme mittekollineaarse punktiga, ilma et tasand se<

juures muutuks.

tasandi mõistega formuleerima järgmise aksioomi.

Planimeetria dimensiooniaksioom: Iga neli punkti on ühel

tasandil.

Selle aksioomi võib esitada ka kasutatava sümboolika abil.

Selleks tuleb nõuda, et kirjutises (35) nurksulgudes kooloni

järel esinev predikaat oleks samaselt tõene (s.t. oleks tõene

Igasuguste X,A,B,C puhul).
Eeltoodust selgub, et kui rahuldatud on planimeetria di-

mensiooniaksioom, siis punktihulk 3Ekujutab endast lihtsalt

üht tasandit.

Uut aksioomi rakendame peaasjalikult IV peatükis. Järg

mises peatükis me koguni loobume temast.

$l6. Pooltasand ja nurk.

Anname järgnevalt tarviliku ja piisava tingimuse selleks,

et sirge oleks tasandi alamhulgaks, ehk, nagu tavaliselt kõ-

neldakse, asuks sellel tasandil.

Teoreem 19. Kui sirge AB kaks erinevat punkti

A ja B kuuluvad tasandile, siis selle sirge iga punkt kuulub

tasandile.
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Tõestus. Tasandil võib leida punkti C, mis ei ole

kollineaarne punktidega A,B ning määrata see tasand kolmnurga

d ABC abil. Sirge AB iga punkt X on definitsiooni kohaselt

kollineaarne punktidega A ja B, ning tasandi ABC definitsioo-

ni järgi kuulub seega tasandile ABC. Teoreem on tõestatud.

Teoreem 20. (Paschi lause). Kui tasandil ABC asuv

sirge lõikab kolmnurga AABC üht külge ja ei läbi ühtegi tip-

pu, siis ta lõikab veel teist kolmnurga külge, kusjuures kol-

mandat külge ta enam lõigata ei saa.

Tõestus. LÕigaku sirge näiteks kolmnurga külge(Aß)

punktis o*. Valime sellel sirgel vabalt punkti X. Kuna sirge

asub tasandil ABC, siis X kuulub tasandile ABC, mistõttu ta

teoreemi 16 põhjal on kollineaarne punktiga# ja mingi punkti-

ga W kolmnurga AABC piirdel. Punkti W ühtimine kolmnurga ti-

puga on teoreemi eeldustes välja suletud. Järelikult on W ühe

külje punkt. Kolmandat külge ei saa sirge enam lõigata teoreemi

14 põhjal.
Tõestatud teoreem laseb end mõnevõrra üldistada.

Teoreem 21. Kui sirge asub punktidega A, Bja C

ühel tasandil, ei läbi ühtegi neist punktidest ning lõikab

üht vahemikest (AB), (BC) ja (CA), siis ta lõikab veel üht ja

ei lõika teist ülejäänud kahest vahemikust.

Tõestus. Mittekollineaarsete A, B ja C korral on

tegemist teoreemiga 20. Kollineaarsete A, B ja C korral võib

üldistust kitsendamata eeldada, et <ABC> on tõene. Kui sirge

lõikab vahemikku (AB) punktis C
,

nii et tõene on <AOB> ,
siia

(23) põhjal see sirge lõikab veel vahemikku (AC), kuid vahe-

mikku (BC) ta enam lõigata ei saa. Analoogilise olukorraga on

tegemist, kui sirge lõikab vahemikku (BC). Kui sirge luukab

vahemikku (AC) punktis 0 ,siis väide järeldub valemist (29).

Kui sirge AB kuulub tasandile, siis kõneldakse, et kaks

punkti X ja Y, mis kuuluvad tasandile, kuid mitte sirgele AB,

on sellest sirgest ühel pool, kui sirge AB ei lõika vahemikku

(XY). Kui AB lõikab vahemikku (XY), siis kõneldakse, et X ja

Ypn teine teisel pool sirget AB.

Teoreem 22. Tasandil asuv sirge AB lahutab selle
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tasandi kõik ülejäänud punktid kahte klassi, nii et iga kaks

punkti ühest klassist on sirgest AB ühel pool ja iga kaks

punkti erinevatest klassidest on teine teisel pool sirget AB.

TÕe s t u s. Tasandil võib leida punkti C, Mis ei

kuulu sirgele AB. Loeme esimesse klassi kõik need punktid ta-

sandil, mis on koos punktiga C sirgest AB ühel pool, ja teise

klassi punktid, mis on punktiga C võrreldes teisel pool sir-

get AB.

Võtame vabalt kaks punkti X ja Y esimesest klassist

(joonis 21). Need punktid ei saa olla teine teisel pool sir

C get AB, sest siis sirge AB lõikaks

vahemikku (XY) ning teoreemi 21 põhjal

peaks lõikama veel ühte vahemikest (CX)

ja (YC), mis on aga antud juhul võima-

tu. Järelikult on X ja Y sirgest AB

4 & ühel pool.

Võtame vabalt kaks punkti X ja Y

Joonis 21.
t.n.t klassist (joonis 22). Punktid

X ja Y on siin sirgest AB samuti ühel pool, sest vastupidisel

juhul sirge AB lõikaks kõiki kolme vahemikku (CX),(XY) ja (YC),

C mi& on võimatu.

Lõpuks võtame vabalt punkti X esime-

sest klassist ja punkti Y teisest klas-

sist (joonis 23) - tähendab sirge AB

lõikab vahemikku (YC), vahemikku (CX)

ta aga ei lõika. Järelikult peab sirge

a lõikama vahemikku (XY) ning punktid

X ja Y on seega teine teisel pool sir-

get AB. Teoreem on tõestatud.

Kumbagi klassi, milleks tasandil asuv

sirge AB lahutab selle tasandi ülejää-

nud punktid, nimetatakse pooltasandiks

(täpsemalt: sirgega AB äämevaks pool-
joonis 23. (täpsemalt: sirgega

-

tasandiks). Sirget AB nimetatakse pooltasandi ääreks. Sirgega

AB äärnevat poolJsandit, mis sisaldab punkti C, tähistame

(AB{C.
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Kui on antud kaks ühest punktist lähtuvat poolsirget
(OA ja (08, mis ei kuulu ühele sirgele, siis kõneldakse, et

on määratud nurk AAOB. Punkti 0 nimetatakse hurga AAOB

tipuks, poolsirgeid (OA ja (OB nurga haaradeks, pooltasandite

ja ühisosa - nurga sisepiirkonnaks. Nurgaks

Z.AOB loetakse tipu, haarade ja sisepiirkonna ühendit.
Punktihulka, mis tähistab nurka LAOB tasandini OAB nimeta-

takse nurga LAOB välispiirkonnaks.

Teoreem 23. Kui A ja B on vabalt võetud punktid

nurga LAOB haaradel (OA ja (08, siis vahemik (AB) kuulub nur-

ga LAOB sisepiirkonda (joonis 24).
Tõestus: Pooltasandi definit-

siooni järgi punkt B ja vahemiku (AB)
mingi punkt X kuuluvad pooltasandile

(OAtB; punktid A ja X aga kuuluvad pool-
0 A tasandile (OBtA. Teoreem on tõestatud.

- . ..

Teoreem 24. Kui punkt X asub
vOOHiS 24e

nurga LAOB sisepiirkonnas, siis on

selles sisepiirkonnas ka poolsirge (OX (joonis 25).
Tõestus: Valime poolsirgel

(OX vabalt punkti Y. See on koos pupunkti Y. See on koos punk

tiga X nii pooltasandil (OAtB kui (OBtA.
Teoreem on tõestatud.

0 A Sellest teoreemist järeldub, et

Joonis 25
nurga LAOB tipust 0 lähtuv poolsirge

(OX kas 1) kuulub nurga sisepiirkonda,

2) ühtib ühega haaradest või 3) kuulub nurga välispiirkonda.

Kui poolsirge (OX kuulub nurga LAOB sisepiirkonda, siis

kõneldakse, et ta on nurga LAOB

Teoreem 25. Kui poolsirge (OX on nurga 4AOB sees,

siis ta lõikab iga vahemikku (AB), kus A on haara (OA vabalt

võetud punkt ja B on haara (OB vabalt võetud punkt.

Tõestus: Leidub C, nii et (AOC) on tßene (joo-

nis 26). Sirge OX ja kolmnurga AABC puhul on rahuldatud teo-

reemi 18 (Paschi lause) eeldused: sirge OX asub tasandil ABC,

lõikab külge (AC) ja ei läbi ühtegi tippu. Järelikult peab se
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sirge ISikama veel teist külge.

Näitameet ta külge (BC) lõigata

ei saa.

Vahemik (BC) kuulub mitte pool-

tasandile (OBfA, vaid seda täienda-

vale pooltasandile (OBfC ja seega

Joonis 26. nurga z.AOB välispiirkonda. Siit

järeldub, et poolsirge (OX teda

lõigata ei saa. Teiselt poolt on vahemik (BC) koos poolsir-

gega (OX ühel pooltasandil (OAtB, mistõttu viimast täiendaval

pooltasandil asuv poolsirge (OX' (kus X' puhul on tõene

<XOX'> )ei saa samuti teda lõigata. Lõpuks on selge, et ka

0 ei saa kuuluda vahemikul* (BC) (sest vastupidisel juhul

poolsirged (OA ja (OB satuksid ühele sirgele). Tähendab, sir-

ge OX vahemikku (BC) lõigata ei saa ja seetõttu lõikab vahe-

mikku (AB). Lõikepunkt kui nurga AAOB sisemine punkt kuulub

poolsirgele (OX. Teoreem on tõestatud.

Nurga /LAOB tipust 0 nurga sisse kulgevate poolsirgete

hulgas võime nüüd sisse tuua järjestuse, kui eelnevalt järjes-

tada nurga haarade paar, lugedes (OA esimeseks haaraks.

Kõneldakse, et nurga AAOB sisepiirkonda kuuluvatest

poolsirgetest (OX ja (OY esimene

eelneb teisele, kui poolsirge (OX

on nurga AAOY sees (joonis 27).

Võtame haaradel (OA ja (OB vabalt,

punktid A ja B. Teoreemi 25 kohaselt

poolsirged (OX ja (OY lõikavad vahe-

mikku (AB) mingites punktides X jaJoonis 27

Y.

Teoreem 26. Poolsirge (OX eelneb poolsirgele

(OY nurga AAOB sees parajasti siis, kui punktide.t X j. Y,

Lill., need pool.lrg.l lõikavad vahemikku (AB), X eelneb punk

tile Y poolsirgel (AB.

Tõestus on lihtne, me jätame ta lugeja hooleks.

Siit järeldub, et ülal defineeritud järjestussuhe nurga

AAOB tipust 0 nurg. si.=e kulgevat, poolsirgete hulga,
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dab järjestatud hulga aksioome 1-3° ja muudab selle hulga
järjestatud hulgaks.

Ilmneb huvitav analoogia lõikude ja nurkade vahel - esi

mesed koosnevad kahest punktist ja nende vahel olevate punk-
tide järjestatud hulgast, teised koosnevad kahest ühise al-

guspunktiga poolsirgest ja nende vahel olevate sama algus-

punktiga poolsirgete järjestatud hulgast.

Selle analoogia p3hjal on aga märgatav ka oluline erine

vne. L3ik CAB]on jätkatav sirgel AB üle otspunkti B tßkesta-
matult - v3ib v3tta vabalt 13igu fBcI, nii et <ABC> oleks
t3ene, ikkagi saame teatava 13igu AC

,
mis punktihul-

gana on[Aß]ja [BC] ühend (joonis 28). Nurkade puhul on olu-

kord erinev. Kui nurga puhul v3tta nurk tFdc'nii, et

haar (dc* asuks pooltasandi (dd(A*
täiendpooltasandil, siis võib osu-

tuda, et nurk LAOc' ülal defineeri

tud mõttes üldse ei eksisteeri (kui
A, C* on kollineaarsed) või ei

osutu nurkade LAO*B' ja LBCtC ühen-

diks (kui (dc* on (d^)B'ja (dß*)A*
täiendpooltasandite ühisosas; joonis 28).

Selleks, et kaotada see erinevus lõikude ja nurkade

vahel, üldistame järgnevalt nurga mõistet.
Võtame n eksemplari üht ja sama tasandit ning nummerda-

me need eksemplarid naturaalarvudega 1,2,...,n. Võtame ta-
sandi esimesel eksemplaril nurgad LAOB ja LBOC, nii et

Z.AOC ei oleks nende ühendiks. Sel korral võib leida nurga
L COD, nii et LAOB, LBOC ja LCOD ühendiks on terve ta-

sand, kusjuures selles ühendis nurk LAOD esineb n.-ö.kahes
eksemplaris (joonis 28). Lepime kokku, et loeme nurga LAOD

teise eksemplari, mis lisandus kirjeldatud protsessis,kuulu-
vaks tasandi teisele eksemplarile. Sellel teisel eksempla-
ril võime minna edasi: võtta nurgad dDOE ja 4 EOF nii, et

LDOF ei osutuks nende ühendiks ja seejärel leida LEOG nii,
et te&t&v nurk LAOG läheks juba tasandi kolmandale eksempla
riie. Seda protsessi võime jätkata lõpmatult,lisades vajadu-
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se korral tasandi uusi eksemplare.

Punktihulka, mille me sel puhul saame (k korda võetud

tasandi ja sama tasandi (k+l)-sel eksemplaril asuva punkti-

hulga ühendit) nimetamegi üldistatud nurgaks tipuga 0.

Antud tasandi korral nimetatakse kõigi selliste üldis-

tatud nurkade ühendit lõpmatukordseks tasandiks.

Teda, samuti nagu üldistatud nurka, võib vaadelda koos-

nevana poolsirgeteet alguspunktiga 0, kusjuures sellise pool

sirgete hulgana ta on ilmselt järjestatud hulk.

111 peatükk.

RUUMI STRUKTUUR.

käesolevas peatükis teeme edasigi järeldusi aksioomi-

dest -1$ eeldusel, et planimeetria dimensiooniaksioom

(§ 15) ei ole rahuldatud. Peatüki lõpus formuleerima kaks

uut aksioomi - stereomeetria dimensiooniaksioomi ja pidevu-

se aksioomi.

d e r.$l7. Te tr

Nelja mitte ühel tasandil asetseva punkti A, B, C, D

korral kõneldakse, et on antud tetraeeder &ABCD. punkte

A, B, C, D nimetatakse tetraeedri tippudeks, vahemikke

(AB), (BC), (CA), (AD), (BD), (CD) - servadeks, kolmnurkade

sisepiirkondi (ABC), (ABD), (BCD), (CAD) -tahkudeks. Tetr-

aeedri tippude, seryade ja tahkude ühendit nimetatakse tetra

eedri piirdeks. Tasandite ABC, ABD, BCD ja CAD ühendit ni-

metatakse tetraeedri A ABCD ülepiirdeks.
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Tuntud viisil võib sisse tuua tipu vastastahu, tahu vas-

tastipu ja vastasservade mõisted.

Tetraeedriga võib täiendavalt siduda veel rea punkti
hulki; hulka (joonis 29)

(36) (ABCD).{X: (3Y)(<AXY>&
& EY € (BCD)J )} nimetatakse tetra-

eedri A ABCD sisepiirkonnaks, hulka— eedri ABCD sisepiirkonnaks, hulka

(37) (BCD)A -[x : ( 3Y)( <AYX> &

& f*Y6(BCD)I )}- laiendiks üle tahu
Joonis 29.

(BCD), hulka

(A)BCD = (x: ( 3 Y)( < XAY> &fY 6 (BCD)l)} - laiendiks

ülo tipu A, hulka (joonis 30)

(AB)CD={X: (3Y,Z)(<XYZ>&
& <AYB> & < CZD> ) - laiendiks üle

\ serva (AB).

(38)

&

Tetraeedri A ABCD sisepiirkond (ABCD)
Joonis 30.

on defineeritud esialgu tipuga A ja tahu (BCD) mingi punktiga

Y määratud vahemike (AY) ühendina.

Teoreem 27. Tetraeedri sisepiirkond on ükskõik

missuguse tipuga ja selle tipu vastastahu mingi punktiga mää-

ratud vahemike ühend, aga samuti ükskõik missuguse serva mingi

punktiga ja selle serva vastasserva mingi punktiga määratud

vahemike ühend.

Tõestus: Kui X 6(ABCD), siis leiduvad Y ja Z, nii

et t3ene on (joonis 31)

<AXY>& <BYZ>& <CZD>.

Sel korral on tõene ka X 6 (ABZ) ning

järelikult (teoreem 12) leidub V,

nii et tõeseks saab
0

nii et tßeseks saab

<BXV> & <AVZ)-& <CZD*>

ehk <BIV )& {V 6 (ACD)).
Täpselt samuti leidub W, nii et

Joonis 31. tõeseks saab

< ZXW) & (CZD) &

Viimane mõttekäik on seejuures pööratav. Teoreem on tõesta

tud.
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§ 18. Ruumi m 3 i s t

Nelja mittekomplanaarse punkti A, B, C, D korral nime

tatakse ruumiks ABCD selliste punktide X hulka, mis on koi

lineaarsed mingi kahe erineva punktiga tetraeedri A ABCD

piirdel.

Teoreem 28. Ruum ABCD kujutab endast ühendit

tetraeedri A ABCD ülepiirdest, sisepiirkonnast ja laiendeist

üle k3igi tippude, tahkude ja servade.

T 3 e s tu s: Olgu X niisuguse ühendi mingi punkt.

Kui X asub ülepiirdel, siis ta on kollineaarne kas kahe ti-

puga v3i ühe tipuga ja mingi punktiga selle tipu mingil vas-

tasküljel. Kui X on sisepiirkonnas v3i ühes laiendeist,siis

ta on kollineaarne kas ühe tipuga ja mingi punktiga selle

tipu vastastahul v3i mingi kahe punktiga vastasservadel.K3i-

gil neil juhtudel X on kollineaarne kahe punktiga tetraeedri

A ABCD piirdel ja kuulub seega ruumi ABCD.

Olgu nüüd, vastupidi, X ruumi ABCD mingi punkt. Ta on

siis kollineaarne kahe punktiga Yja Z tetraeedri AABCD

piirdel. Kui kasv3i üks punktidest Y, Z ühtib m3ne tipuga v3i

m3lemad on servadel, siis on väide ilmne. SeetSttu jääb uurida

kaks juhtu: 1) X ja Yon m3lemad tahkudel, 2) üks neist on

serval, teine tahul.

Näitame esmalt, et esimene juht on taandatav teisele.

T3epoolest, olgu Y ja Z näiteks tahkudel (ABC) ja (ACD)

(joonis 32). Sel korral A vastaskülgedel leiduvad punktid

p ja Q nii, et t3ene on <AYP> & .
Punkt I kuulub ta-

sandile APQ, järelikult on kollineaarne ühega kolmnurga

AAPQ tippudest p, Q - olgu selleks näiteks P- ja selle tipu

vastaskülje mingi punktiga R, mis on ilmselt tahu (ACD) punk-

tiks. Esimene juht ongi taandatud teisele.

Edasine t3estus on järgmine. Küljel (AD) leidub punkt

S, nii et t3ene on Punkt X asub nüüd tasandil BCS ja

seet3ttu kuulub kolmnurga ABCS kas sisepiirkonda v3i mingis-

se laiendisse - tähendab, ta on kollineaarne kolmnurga 4 BCS
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mingi tipuga ja selle tipu vas-

taskülje mingi punktiga. Sellest

aga järeldubki, et 1 kuulub

tetraeedri AABCD kas sisepiir-

konda või mingisse laiendisse.

Nüüd võime tõestada teoreemi

ruumi homogeensusest.

Teoreem 29. Ükskõik

missugused neli mitte ühel ta-

sandil asuvat punkti E, F, G, H

Joonis 32. ruumis ABCD võtta, ruum EFGH

ühtib alati ruumiga ABCD.

T 3 e s t u s: Tõestame esmalt, et iga punkti E kerral

ruumis ABCD ruumid ABCD ja ABCE ühtivad. Punkt E on seejuu-

res kollineaarne mingi kahe punktiga tetraeedri A ABCD piir-

del.

Alustamo juhuga, kus Eon kollineaarne mingi kahe tipu-

ga, näiteks tippudega Cja D. Oletame, et tõene on <CDE>

(joonis 33). Ülejäänud kaks võimalust -<ECD> tõesus ja

<CED>t3esus - taanduvad sellele kas Cja D v3i Dja E osade

vahetamisega.

Kuulugu X ruumi ABCD. Sel korral

ta on kollineaarne tetraeedri

AABCD kas 1) kahe tipuga või 2)

ühe tipuga ja mingi punktiga selle

tipu mingil vastasserval v3i 3)

ühe tipuga ja selle tipu vastastahu

mingi punktiga või 4) mingi kahe

punktiga vastasservadel. Kerge on

veenduda, et kõigil neil juhtudel

I on kollineaarne mingi kahe punk-

tiga tetraeedri A ABCD piirdel ja kuulub seega ruumi ABCE.

Juhtudel 1), 2) ja 4) on see ilmne. Juhul 3) v3ib kahtlusi

tekkida, kui tegemist on tipuga C. Sel korral võime aga ta-

sandil CDX kolmnurga 4DEP (joonis 33) ja sirge CX suhtes

rakendada teoreemi 13.
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Kuulugu X ruumi ABCE. Sel korral on jällegi tegemist

võimalustega 1) -4), ainult et seekord seoses tetraeedriga

AABCE. Ka siin võib veenduda, kuigi mitte enam nii lihtsalt,

et kõigil juhtudel X on kollineaarne mingi kahe punktiga tet-

raeedri AABCD piirdel.

Juhul 1) asub punkt X tetraeedri AABCD mingi kolme ti-

puga määratud tasandil ja on seega kollineaarne mingi kahe

punktiga selle tetraeedri servadel või tippudes. Juhul 2) võib

sama öelda tetraeedri AABCE kõigi tippude puhul, välja arva-

tud tipp A ja serv(BE)ning tipp E ja millal võib aga

rakendada teoreemi 16 vastavalt tasandeil ACX (joonis 34)

ja CEX.

Juhul 3) tippu C vastastahu punktiga Y ühendav sirge CY

(joonis 33) lõikab teoreemi 13 põhjal ka kolmnurga ADEP kül

ge PD punktis Z, mis asub ilmselt

tahul (ABD). Analoogilise olu-

korraga on tegemist tipu E puhul.

Tipu A puhul vajab küsimus ana-

lüüsimist seoses hulga (BDE) punk

tidega. Siin tuleb rakendada teo-

reemi 16 tasandil ACX (joonis 35)

Tipu B ja hulga (ADE) puhul on

olukord analoogiline.

Juhul 4) servade (AC) ja

(BE) puhul tuleb rakendada teo-

reemi 13 tasandil ACX (joonis 36)

Samasugune on olukord servade

(AE) ja (BC) puhul. Servade (AB)

ja (CE) puhul on vahemiku (CD)

osas asi ilmne, vahemiku (DE)

osas tuleb aga rakendada teoree-

mi 16 tasandil CDX (joonis 37).

Kokkuvõttes olemegi tõesta-

nud, et kÄlineaarne tetraeedri AABCD mingi

tipuga, siis ruumid ABCD ja ABCE ühtivad.

Kui E on kollineaarne ühe tipuga (näiteks tipuga A) ja
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punktiga P selle tipu vastas-

serval (näiteks serval (CD]),siis

eespool tõestatu põhjal

ABCD = ABCP = ABCE,

kus võrdusmärk tähendab vastava-

te ruumide ühtimist.

Kui E on kollineaarne tipuga

A ja punktiga P selle vastas-

tahul, siis leidub serval (CD)
punkt Q, nii et B, P, Q on kol-

lineaarsed ning

ABCD = ABCQ = ABCP = ABCE.

Kui E on kollineaarne kahe

punktiga P ja Q vastasservadel

(näiteks servadel, vastavalt,

(AB)ja(CD]), siis

ABCD = ABCQ = APCQ = APCE = ABC!

Kokkuvõttes ongi tõestatud,et

iga viie punkti A, B, C, D, E

Joonis 37. korral ruumid ABCD ja ABCS ühti-

vad.

Olgu nüüd nelja mitte ühel tasandil asuva punkti A, B,

C, D kõrval antud veel teine samasugune nelik E, F, G, H ruu-

mis ABCD. Sel korral

ABCD - ABCH = ABGH - AFGH - EFGH.

Teoreem on tõestatud.

Seoses selle teoreemiga fermuleerime järgmise aksioomi.

Stereomeetria dimensiooniaksioom. Iga viis punkti on

ühes ruumis.

Teoreemist 29 järeldub, et sel korral punktihulk X kuju-

tab endast lihtsalt üht ruumi.
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$ 19. Tasandid ruumi

Käesolevas paragrahvis eeldame, et stereomeetria di—-

mensiooniaksioom on rahuldatud. Vaatleme sel korral teoree-

me kahe tasandi lõikumisest ja ruumi lahutamisest tasandiga

kaheks poolruumiks.

Teoreem 30. Kui kahel tasandil on üks ühine

punkt, siis neil on veel teine ühine punkt ja seega ka ühine

sirge. Kui tasandid on erinevad, siis kõik nende ühised punk-

tid asuvad sellel sirgel.

Tõestus: Olgu kahel tasandil ühine punkt P. Mää-

rame esimese tasandi punktidega PBD ja teise tasandi punkti-

dega PAE ning leiame esimesel neist punktid Q ja C selliselt,

et tõene on <DPQ>& <BQC> (joonis 38).

Punktid A, B, C, D, E, P, Q on siis

kõik ühes ja samas ruumis, mille

võime määrata näiteks tetraeedriga

A ABCD. Punkti E osas on järgmised

võimalused: ta on kollineaarne tetra—-

eedri AABCD kas 1) kahe tipuga või

2) ühe tipuga ja mingi punktiga selle

tipu mingil vastasserval või 3) ühe

tipuga ja mingi punktiga selle tipu

Joonis 38. vastastahul või 4) mingi kahe punkti-

ga vastasservadel.

Esimesel juhul on tasandite ühiseks punktiks üks tippu-

dest B, C, D, teisel juhul üks servade (BC), (CD), (DB) punk-

tidest. , -

Kolmandal Juhul tuleb vaadelda tippe eraldi. Tipu A puhul

raeta.tahu punkt B, mis on kollineaarne punktidega AJ. B,

ongi tasandit. Ühiseks punktiks (joonis 38). Tipu D puhul

tähistan, sirge BD ja tahu (ABC) IMk.punkti tähega B (joo-

nis 39). Te.re.ni 13 p.hjal on sirgel Bf j. k.lnnurga ABM

kUlj.l (BC) ähin, C ning sirgel A. ja

kälj.l (FO) tihin, punkt H. Viimane ongi tasandit, ühis.k.
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Joonis 39.

PV on tasandil BCD ja teoreemi

Joonis 40.

plinktiks,ülejäänud kahe tipu
puhul on olukord analoogiline,
sest meil P on tahu (BCD)

punkt ja näiteks C korral lei-

dub punkt s, nii et tõene on

<CPS> & (BSD?.

Neljandal juhul olgu E

kollineaarne punktidega U ja

V vastavalt servadel (AB) ja (CD)
(joonis 40). Sel korral sirge
20 põhjal kas läbib tippu B

või lõikab üht servadest (BC),
(DB). Lõigaku ta näiteks serva

(BC) punktis H. Esimesel juhul

B ongi tasandite ühiseks punk-

tiks. Teisel juhul on kerge
kindlaks teha <HPV>tõesust.
Edasi järeldame teoreemist 13,
et sirgel EP ja kolmnurga
4UVH küljel (HU) on ühine

punkt I ning sirgel AI ja kolm
nurga & BUH küljel (BH) on ühine punkt J. Viimane ongi tasan

dite ühine punkt.

Mis puutub ülejäänud kahe vastasservapaari juhte, siis
need võib taandada vaadeldud juhule tippude B, C, D omavahe-

lise ümbertähistamise teel.

Koos kahe punktiga on tasandeile teoreemi 19 põhjal ühi-

ne ka neid punkte ühendav sirge. Kui oletaksime, et tasandeil
on veel ühiseid punkte väljaspool seda sirget, siis tasandid
peaksid ühtima. Teoreem on tõestatud.

Kõneldakse, et kaks punkti x ja Y, mis ei asu teataval
tasandil, on sellest tasandist ühel pool, kui tasand ei lõika
vahemikku (XY). Vastupidisel juhul kõneldakse, et x ja Y on

teine teisel pool seda tasandit.

Teoreem 31. Tasand lahutab kõigi temast väljas-
pool olevate punktide hulga kahte klassi, nii et iga kaks
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punkti ühest klassist on tasandist ühel pool ja iga kaks

punkti erinevatest klassidest on teine teisel pool tasandit.

Tõestuseks märgime, et teoreem 30 võimaldab rakendada

samu mõttekäike, mis leidsid kasutamist teoreemi 22 tõestu-

ses. Üksikasjad jätame siin lugeja hooleks.

§ 20. Desargue a'i teoreem

sirgete sidumia

Käesolevas paragrahvis eeldame samuti, et stereomeetria

dimensiooniaksioom on rahuldatud.

üht punkti 0 läbivate sirgete hulka ruumis nimetatakse

sirgete sidumiks. Punkti 0 nimetatakse sidumi keskpunktiks,

teda läbivaid tasandeid sidumi tasandeiks.

Märgime, et sidumi iga kaht sirget läbib parajasti üks

sidumi tasand ja iga kaks sidumi tasandit lõikuvad teoreemi

30 põhjal mööda teatavat sidumi sirget.

Sidumi kolme mitte ühel tasandil asetseva sirge OA, 08,

OC korral kõneldakse, et on antud kolmsirge OtABC. Punkti 0

nimetatakse selle kolmsirge tipuks, sirgeid OA, 08, OC - ser-

vasirgeteks, kolme neid sirgeid paarikaupa sisaldavaid tasan-

deid OAB, OBC, OCA - tahutasandeiks.

Teoreem 32 (Desargues'! teoreem). Kui kahe ühise

tipuga kolmsirge OfABC ja o}A'B'C' servasirgete vahel on

korraldatud üksühene vastavus, nii et vastavate servasirgete

poolt määratud tasandid OAA', OBB* ja OCC' lõikuvad ühel sir-

gel OD, siis vastavate tahutasandite lõikesirged asuvad ühel

ja samal tasandil.

Enne tõestuse juurde asumist selgitame lähemalt teoreemi

sisu. Kui me lõikaksime sidumi sirgeid tasandiga, mis ei läbi

kolmsirgete ühist tippu 0 ning lõikab nende kõiki servasir-

geid ja sirget OD (oletades, et selline tasand leidub),siis
saaksime teoreemi eeldusi rahuldavate kolmsirgete puhul joo-

nisel 41 näidatud pildi - saaksime projektiivse tasandi geo-
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meetriast tuntud Desar-

gues'i teoreemi,millel

on selles geomeetrias

etendada põhjapanev osa.

Asume nüüd meie teo-

reemi - Desargues'i teo-

reemi ruumilise variandi

tõestuse juurde. Huvitav

on märkida, et ka plani-

meetrilise Desargues'i

teoreemi tõestamisel on

üleminek ruumi paratamatu, nagu näitas D. Hilbert 1895. a.

Tõestus: Valime sirgetel OA ja OA* punktid A ja

A', nii et nad oleksid teine teisel pool sirget OD. Nende

vahel asub siis sirge OD mingi punkt D (joonis 42). Sirgel

OB' valime punkti B', nii et B' ja D oleksid teine teisel

pool sirget 08. Nende vahel on siis sirge OB punkt B.

Edasi valime sirgel
OC punkti C, nii et

C ja D oleksid teine

pool sirget

OC' ja C ei asuks ta-

sandil ABD. Sel korral

C ja D vahel on sirge

\ punkt C' ja ta-

ABC ja A'B'C

Sirge AB 13ikab

'lmnurga AA'B'D

külge (B'D) punktis

B ja külje (DA') pi-

kendit (DA punktis A.

Teoreemi 13 põhjal
sirged AB ja A'B'

lõikuvad mingis punk-
tis P.

Joonis 42.

Joonis 41.
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Sirge B'C' lõikab kolmnurga ABCD külge (CD) punktis C'

ning külje (DB) pikendit (BB* punktis B'. Järelikult sjj-ged

BC ja B'C' lõikuvad mingis punktis Q. Lõpuks sirge C'A' lõi-

kab kolmnurga AACD külge (CD) punktis C' ja külje DA piken-

dit (DA' punktis A'. Järelikult sirged CA ja C'A' lõikuvad

mingis punktis R.

Punktid P, Q ja R on tasandite ABC ja A'B'C' ühised punk-

tid. Bt tasandid on erinevad, siis need punktid asetsevad teo-

reemi 30 põhjal ühel sirgel. Sirged OP, OQ ja OR on aga vasta-

vate tahutasandite lõikesirged - nad asetsevad tõepoolest ühel

tasandil. Teoreem on tõestatud.

Täpsemalt kõneldes on teoreem tõestatud eeldusel, et

sirge d ei ühti ühegagi kolmsirgete servasirgetest. Teoreem

kehtib aga ka vastupidisel juhul. Tõestuse jätame siin lugeja

hooleks.

Kehtib ka pöördteoreem.

Teoreem 33. Kui kahe ühise tipuga kolmslrge

O[ABC ja o}A'B'C' servasirgete vahel on korraldatud üksühene

vastavus, nii et vastavate tahutasandite lõikesirged asuvad

ühel ja samal tasandil, siis vastavate servasirgete poolt mää-

ratud tasandid OAA', OBB' ja OCC' lõikuvad ühel sirgel OD.

Tõestus: Tähistame tasandite OAA* ja OBB' lõike-

sirge tähega OD. Tuleb kindlaks teha, et teoreemi eelduste

korral ka tasand OCC' läbib seda sirget. Selleks tähistame

tasandite ODC ja OA'C' lõikesirge (vt. joonis 43, millel

esitatud kujund on saadud sidumi lõikamisel sobivalt valitud

tasandiga). Teoreemi tõestamiseks on küllalt näidata, et

OC. - OC'.

Vaatleme kolmsirgeid ofABC ja Nende vastavaid

servasirgeid sisaldavad tasandid OAA', OBB' ja lõikuvad

sirgel OD. Teoreemi 26 põhjal vastavate tahutasandite OAB ja

OA'B', OAC ja - OA'C' ning OBC ja lõikesirged

asetsevad ühel tasandil. Teoreemi eelduse kohaselt on samal

tasandil ka OBC ja OB'C' lõikesirge. Tähendab,

tasandid OB'C' ja lõikavad tasandit OBC mööda üht ja

sama sirget ning seetõttu ühtivad. Järelikult ühtivad ka sir-
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ged OC' ja ning

teoreem on tõestatud.

(Olukorra kolmservade

erandlike vastastikuste

asendite puhul jätame

asjast huvitatud luge-

ja analüüsida).
Oluliseks järeldu-

seks Desargues'i teo-

reemist ja selle põärd-

teoreemist on järgmine

tulemus.

Teoreem 34.

Kui sirged AA' ja BB'

on ühel tasandil ja

punktid C ja D on teine

teisel pool seda tasandit, siis tasandite AA'C ja BB'C lõike

sirge CC' ning tasandite AA'D ja BB'D lÕikesirge DD' asetse-

vad ühel tasandil.

Joonis 44.

Tõestus:

Kui punktid A ja A' asuvad

teine teisel pool sirget BB',

siis sirged AA' ja BB' lõi-

kuvad mingis punktis 0, mis

asub igal sirget AA' ja BB'

lõikuvad mingis punktis 0,

mis asub igni sirget AA' või

BB' läbival tasandil ning on

seaga tasandite AA'C ja BB'C

ühine punkt. Teoreemi 30 jär

gi nende tasandite lõikesir-

ge läbib punkti 0. Sama võib

öelda ka tasandite AA'D j?

BB'D ISikeairge kohta. Selle juha jaoks on teoreem tõestatud.

Olgu A ja A' sirgest BB' ühel pool. Valime tasandil

AA'B punkti P, nii et A ja P oleksid teine teisel pool sirget
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BB*.üldisust kitsendamata võime eeldada, et punktid B ja B'

sirgel BB' on valitud selliselt, et tõene on <A'B'P>

(joonis 44). Tasand CC'D lõikab tasandit AA'B mööda teatavat

sirget, millel valime punktid E ja E', nii et E ja B' oleksid

teine teisel pool sirget BE'. Sel korral E ja B' vahel on sir-

ge BE' punkt Q. Aksioomi I& põhjal nüüd A' ja E vahel on sir-

ge PQ punkt R.

Vaatleme kolmservi CjABE' ja C}A'B'E. Nende vastavaid

servasirgeid sisaldavad tasandid lõikuvad ühel sirgel CC'*

Teoreemi 32 põhjal vastavate tahutasandite l&Lkesirged asuvad

ühel tasandil. Silt järeldame, et ka sirge AE* läbib punkti R.

Tähendab, kolmservade DtABE' ja D{A'B'E vastavate tahutasan-

dite lõikesirged asetsevad ühel tasandil DPQ. Teoreemi 33 põh-

jal vastavaid servasirgeid sisaldavad tasandid lõikuvad ühel

sirgel DD'. Nende seas on ka tasand DEE', millel asetsevadki

nii sirge CC' kui sirge DD'. Teoreem on tõestatud.

§ 21. Mudel lineaarses ruumi

Eelmises paragrahvis lõpetasime järelduste tegemise ak-

sioomidest - lg* Teooria edasine jätkamine väljuks juba

geomeetria aluste raamidest.

Käesolevas paragrahvis tutvume põgusalt matemaatika ühe

hästituntud objektiga, milles on võimalik realiseerida aksioo-

me I - rahuldavat predikaati, ehk nagu kõneldakse, konstru-

eerida aksiomaatika - mudeleid (interpretatsioone).Nende

mudelite abil on võimalik ühtlasi selgitada, missuguseid järel

duši aksioomidest - kindlasti teha ei saa.

Me märkisime juba $ 9 lõpus, et lineaarruumis üle järjes-

tatud korpuse võib sisse tuua aksioome - rahuldava

vahel-predikaadi. Näitame nüüd, kuidas seda teha.

Järjestatud korpuse all mõistame siin hulka, milles on

defineeritud kaks - liitmine a + b ja xorruta-

*Vr3. 6."Kangro? Kõrgem algebra, Tallinn 1962,§13.
Elementaarmatemaatika kõrgemalt vaatekohalt I, Algebra,

TRÜ rotaprint, Tartu 1962, I ptk. ,
5.
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mlne ab - ning järjestas a b, nii et 1) hulk moodustab

kummagi operatsiooni suhtes kommutatiivse rühma, 2) kehtib

distributiivsuse seadus: (a + b)o * ao + bo ning 3) järjes-

tus on operatsioonide suhtes stabiilne: kui a 4 b, siis

a + c 4 b + o; kui a 4 b ja 0 4 c, siis ac 4-bo.

Lihtsateks näideteks on ratsionaalarvude ja reaalarvude

järjestatud korpused.

Teeme ühe edaspidi vajaliku järelduse tingimustest

1) -3). Kui 04a, siis 3) põhjal oa4aa ehk 0 Kui

a 40, siis 3) põhjal a + (-a) 40 + (*a) ehk 0 4-a ja seega

0 4(-a)2 . Tähendab, järjestatud korpuse iga elemendi a

puhul 0 (kusjuures võrdus esineb ainult a * 0 korral).
Iga kahe elemendi a, b puhul saame tänu 0 kehtivusele

tingimuse 3) abil: 0 + Siinjuures võrdus esineb

ainult a - b * 0 korral, sest.kui + = 0, siis =

= 0, samal ajal kui 0 4a .

Vaatleme müüd lineaarruumi L üle järjestatud korpuse K

(näiteks üle ratsionaalarvude või reaalarvude korpuse). Kor-

puse K elemente (skalaare) tähistame endiselt väikeste la-

dina tähtedega a, b,..., x, ...,
lineaarruumi L elemente

(vektoreid) - suurte ladina tähtedega A, B, ..., X, ...

Lepime kokku lugeda täislauset <ABC> tõeseks parajasti

siis, kui A, B, C on kolm erinevat elementi ja leiduvad nii-

sugused skalaarid a, b, c,et

(40) aA+eß + cC=O, a+b+ c = 0, ac>o.

Juba esimest kahte tingimust rahuldavad skolaarid on,

nagu kerge veenduda, määratud ühise kordaja täpsusega, aü

et iga erinevatest elementidest koosneva kolmiku A, B, C kor-

ral cn predikaadil kindel ühene tõeväärtus, mis määratakse

Kolmanda tingimusega. Märgime veel, et a ja c on nullist eri-

aevaa ja sa!aamärgilis*.d ning b on seega samuti nullist eri-

nev ja nendega võrreldes erimärgiltne. (40) kehti

vusest järeldub

(41) B**AA +/4C, A>o, /<>o,
kehtivus (oünA=- Hmne on, et ka vastupidi,

(41) kehtivusest järeldub (40) kehti/us. Tingimused (41) võio
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kirjutada ka kujul

(42) B AA+ (1 - <l.

Siin piisab nõuda näiteks A ja C erinevust.

Näitame, et niiviisi defineeritud predikaat rahuldab

aksioome -

loomi nõude rahuldamiseks on küllalt valida vabalt

a ja e, nii et ac >O, seejärel leida b - - (a + 0 ja

C - - + bB).

kehtivus on ilmne.

Aksioomi kehtivuse kontrollimiseks oletame vastuväi-

teliselt <ABC> * <ACB) tõesust:

aA + a + b + c =*o,

näha, peaksid a ja o ning a ja b olema nullist erinevad

aamazärgilised Bkaiaarid ning võrdus a + b + o - 0 oleks või-

matu.

Selleks, et kontrollida aksioomi tuleb eelnevalt sel

gitada punktikolmiku korrektsuse ja kollineaarsuse praegune

tähendus.

Predikaadi [ABCj .
tõesus tähendab

antud juhul ilmselt seoste

aA+bß+oC-O, a+b+o-0, a/0, b/0, c/0

kehtivust. Sel korral tõesti skalaaride a, b, c seas mingid

kaks on Uhemärgilised.

predikaadi {ABC} u [ABCjV(A = B)V(B - C)V(C - A)

tõesus tähendab antud juhul ilmselt seoste

a b+o = 0, a + b + c / O

kehtivust (a, b, o seas ainult üks võib võrduda nulliga).

et näiteks . . 0, sü. b . - a / 0 j. A = B.

Aksioomi kehtivuse kontrollimiseks oletame LABC] A

& /ABD} tõesust:

bB t.C. 0, . b -0, . 0, . 0,

. -0, . -0, -*

Siit

- *]h)A - -0, * *1") * "1°

- bdi - 0.
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Jääb näidata, et kordajad ei või siin kõik olla võrdsed nul-

liga. Oletame vastuväiteliselt, et - =* - 0.

Et b 0, o 0, siis 0. Järelikult peab olema

ellist erinev. Teiselt poolt peaks aga olema ab-, —

= * 0!

Aksioomi puhul oletame vastuväiteliselt

& (V C) {ABC) tõesust. Sel korral

aA+bß+oC*o, a+b +

(kui o=o, siis A = B, nagu ülal näidatud). Järelikult,

C*AA+/<B, X+/IMI (A j")
iga C L kotral,muuhulgaskaC-opuhul:

AA +/<B=o,
Tähendab, A ja B on lineaarselt sõltuvad ja iga C6L avaldub
nende lineaarse kombinatsioonina — L on ühedimensionaalne.

Aksioom nõuab seega, et L oleks vähemalt kahedimensionaal-

Aksioomi kehtivuse kontrollimiseks oletame, et A, B,
C on kolm mittekollineaarset (ja seetõttu paarikaupa mitte

ühtivat) elementi. Olgu D ja B sellised, et

B=AA+(l-A)D, E-/<B+(1-/<)C, O<A,/t<i.
SelkorralDjaE onerinevadelemendid(sestnendeühtimine
tooksendagakaasa,nagukergeveenduda,A,B,Ckollineaar-
suse).TähistameT= -A); selkorralo<<C,l-T<l
(sesto ,1 -X <l)ningmevõime leidaF,niiet

E*'LD+(l-'C)F, o<t<.l.

E ja D mitteühtimise tõttu ka D ja F ei ühti omavahel.

Seejuures

1
= - r-rr D -

" +(i - )D] (i - )c]-

+ (1 -<r) C,

kus <T- Et 0
,

1 -/< < 1, siis

o<c* < 1. Aksioomi I& kehtivus on kontrollitud.
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Järelikult võib igas lineaarruumis sisse tuua kõik tei-

ja kolmandas peatükis defineeritud mõisted. Kollineaar-

suspredikaadi praegusest tähendusest selgub näiteks kohe, et

sirge AB kujutab endast elementide

X = XA + x +

hulka. Poolsirge (AB, vahemik (AB) ja lõik [AB] eraldatakse

seejuures välja vastavalt 1, o<.-A< 1,

l, lõigu [AB] pikendid üle otspunktide A ja B vasta-

valt võrratustega > 1, X4 0.

Mittekollineaarsete elementidega A, B, C määratud tasan-

diks ABC osutub elementide

X" + *c-C, + c= l

hulk.

Selle näitamiseks uurime punktihulki (ABC), (BC)A,
(A)BC ($ 14). Kõik need koosnevad punktidest

I= A A + A'B +/*<'Cls A + + C

X + +K'-1, 0

(siin Cw Ä
,

X', T m /*<', + J*+r= +/4') atl).

(ABC) puhul on X, 0, nii et (ABC) koosneb punktidest

f, <r,-C>o; f .1.

(BC)A puhul on 0, ning järelikult -1- X > 1,

nii et (BC)A koosneb punktidest

X-pA+<fß+ f<o; 0; f+f+U .1.

(A)BC puhul on 1, ning järelikult /<- 1-X <. o, nii

et (BC)A koosneb punktidest ?

X- pA+<fß+ UC; 0; p+C+TT- 1.

Tasand ABC koosneb kõigist sedalaadi laiendeist ja sir-

geist AB, BC, CA ning kokkuvõttes tõepoolest punktidest

X- fA+ 6*B+ p+<r +t:. 1.

Vastupidi, iga niisugune punkt kuulub kas ühele sirge-

test AB, BC või CA (kui kordajatest y, <s*, C mõni on võrd-

ne nulliga) või ühele kolmnurga A ABC laiendeist ning seega

alati tasandile ABC. Tõepoolest, kolmnurga AABC tipud võib

alati tähistada nii, et elemendi I avaldises samamärgiliste

kordajatega on Bja C. Kui cr, > 0, siis ? 0 puhul

I 6(ABC), f < 0 puhul I 6 (BC)A; kui o, siis I 6(A)BC.



94

Märgime muuhulgas, et kordajaid ,cr, elemendi I

avaldises tuntakse barütsentriliste koordinaatide nime all

(tasandil ABC baaskolmnurga AABC puhul). Nimetus on tulnud

sellest, et punktidesse A, B, C paigutatud masside vastavalt

, 3", korral masssüsteemi raskuskese asub parajasti

punktis X (kr. k. barüs - raske).

Lineaarruumis L ülaltoodud viisil defineeritud vahel-

predikaat on määratud ka L igal alamhulgal. Kerge on kind-

laks teha, et ta rahuldab planaarstruktuuri aksioome - lg
mitte üksnes tervel ruumil L, vaid ka selle ruumi igal (vähe

mait kahedimensionaalsel) lahtisel kumeral alamhulgal (s.t.

niisugusel alamhulgal, millesse koos iga kahe elemendiga A,

B kuulub ka teatav neid elemente sisaldav vahemik). Kontrol-

limist vajavad ainult aksioomid ja lg; kontroll on

lihtne, me jätame selle lugeja hooleks.

§22. Pidevus.

Eespool (§-s 6) me taime sisse järjestatud hulga pide-

vuse maiste (Dedekindi järgi). Teiselt poolt on meil aksioo-

mide -lg alusel sisse toodud eriline järjestatud punkti-

hulk - sirge. Käesolevas paragrahvis uurime sirge pidevuse

küsimust. Alustame eelmises paragrahvis konstrueeritud mude-

list.

Vaatleme sirget AB lineaarruumis L üle järjestatud kor-

puse K elementide

X- "1

hulka. Elemendi X võime esitada ka kujul

I . A +./i(B - A).

Tekib üksühene vastavus X ***/4sirge AB punktide ja korpuse

K elementide vahel. Näitame, et see vastavus säilitab järjes

tüse: X*-*,* , Y*-*f puhul X eelneb Y-le poolsirgel (AB para-

jasti siis, kui 0 < n < f

Toepoolest, poolsirge (AB on elementide

I-A+ /<(B-A),
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hulk. I eelneb elemendile Y= A + V(B - A), 0, sellel

poolsirgel parajasti siis, kui tõene on <AXY,>(§ 13). s.t.

kui leidub X
,

nii et

A+/<(B-A).ALA+ M(B-A)J+(1-A)A,
04*4 1

ehk

/i(B -A) =Af (B - A), O<X ( 1.

Elementide A ja B erinevuse tattu on selleks taesti tarvi-

lik ja piisav, et 0 </*<
Tähendab, sirge kui järjestatud hulk lineaarruumis L

üle K on järjestuse suhtes isomorfne järjestatud korpusega K.

Planaarstruktuuri aksiomaatika mudel lineaarruumis L

oluli-
üle K on seega oma järjestusega seotud omaduste

selt saituv korpuses K aset leidvast järjestusest

Sellise korpuse K lihtsamateks näideteks on:

A. Reaalarvude korpus.

B. Ratsionaalarvude korpus - reaalarvude korpuse selli-

ne alamkorpus, mis saadakse arvust 1 nelja põhitehte - liit-

mise, lahutamise, korrutamise ja jagamise - rakendamise teel

lõplik arv korda.

C. Korpus Z - reaalarvude korpuse selline alamkorpus,

mis tekib, kui lähtuda arvust 1 ja rakendada 13plik arv korda

nelja põhitehet ning viiendat tehet \/l ,
kus on varem

mainitud viie operatsiooni teel saadud arv.

D. Korpus 2(t) - selliste algebraliste funktsioonide

korpus, mis saadakse, kui lähtudes muutujast t rakendada

näite C puhul kirjeldatud viit operatsiooni, ning kus järjes-

tus on sisse toodud järgmise kokkuleppega. Korpuse X (t) iga

element on muutuja t algebraline funktsioon ja tal on see-

tõttu ainult lõplik arv nullkohti, nii et küllalt suurte t

väärtuste korral funktsiooriväärtused on kogu aeg kas posi-

tiivsed või negatiivsed. Elementide Aja puhul korpusest

IL (t) loeme, et X < /<, kui r=/< - muutuja t funktsioo-

nina on küllalt suurte t väärtusse korral kogu aeg positiiv-

ne. Kerge on klndj.aks teha, et sel puhul muutub jär-

jestatud korpuseks.
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Järjestatud hulga üks olulisemaid iseloomustajaid on

temas vabalt tehtud 13ike tüüp (§ 6). Vaatleme sellelt sei-

sukohalt näiteid A. - D.

Reaalarvude teooriast on teada, et reaalarvude korpus

kui järjestatud hulk on pidev - iga 13ige temas kujutab en

dast Dedekindi

Seda ei v3i aga öelda ratsionaalarvude korpuse ja kor-

puse kohta: näiteks 13ige b nendes on m3ra

transtsendentsuse tõttu) - need korpused on mittepidevad.

Mis puutub korpusse X(t), siis see on samuti mittepi-

dev (nagu selgub hiljem) ning erinevalt eelmistest näidetest

"mittearhimeediline": v3ib näidata kaks elementi, näiteks

1 ja t, nii et esimese ükski kordne ei ületa teist (tõepoo-

lest, n.l - t on küllalt suurte t väärtuste korral alati ne-

gatiivne, ükskõik kui suur n ka v3tta).

Esitatud näidetest nähtub, et aksiomaatikal - I& on

nii pidevaid kui mittepidevaid mudeleid. Siit järeldame, et

sirge kui järjestatud punktihulga pidevus ei järeldu veel

aksioomidest -I& ning seda tuleb, kui see meid huvitab,

garanteerida spetsiaalse aksioomiga.

IV (pidevuse aksioom): Kui vahemik (AB)

on lahutatud kahte klassi, nii et esimese klassi iga punkt

eelneb teise klassi igale punktile poclsirgel (AB, siis kas

esimeses klassis leidub viimane punkt v3i teises klassis

leidub esimene punkt.

Märgime siinjuures, et mis tahes hulga klassijaotuse

mõiste on defineeritud §-s 6, punktide järjestus poolsirgel

aga §-8 13- Pidevuse aksioomi on võimalik formuleerida ka

ainuüksi vahel-predikaadi abil hulgateooria lihtsaid mõisteid

kasutades, kuid vastav sõnastus tuleks keerukas ja väheüle-

vaatlik.

Paragrahvis 6 arendatud terminoloogia abil võime öelda,

et ülaltoodud aksioom postuleerib vahemiku (AB) pidevuse

*
Vt. G. Kangro, Kõrgem algebra I, Tartu 1948, § 4.

J. Hion, Elementaarmatemaatika kõrgemalt vaatekohalt

I, Algebra, TRÜ rotaprint, Tartu 1962, V ptk., § 3.
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(sellest ka nimetus). Kerge on järeldada, et temast tuleneb

ka poolsirge ja sirge kui järjestatud punktihulga pidevus.

Teoreemist 26 võib järeldada koguni seda, et pidevuse aksioo-

mi kehtivuse korral osutuvad pidevaiks ka nurk ning üldista-

tud nurk kui poolsirgete järjestatud hulgad - teist spetsiaal

set pidevuse aksioomi ühise alguspunktiga poolsirgete järjes-

tatud hulga jaoks tarvis ei ole.

IV peatükk.

ABSOLUUTNE PLANIMEETRIA.

Käesolevas peatükis eeldame endiselt, et teatava hulga

X (punktide hulga) puhul on hulgal JE.x**X defineeritud

aksioome rahuldav vahel-predikaat <XYZ> .
Seejuures

nõuame nüüd, et täidetud oleks ka planimeetria dimensiooni-

aksioomi nõue (§ 15). Punktihulga X (tasandi) kõrval võtame

vaatlusse teatava rühma - liikumiste rühma - ning formu-

leerima hulgal 36x *36 määratud predikaadi jaoks seitse

aksioomi 5, 2
(mid* pidevuse aksioomist loobumise

korral tuleb täiendada veel kahe lausega). Kõigi loetletud

aksioomidest tulenevate järelduste süsteemi nimetatakse abso-

luutseks planimeetriaks.*

*
Nimetuse pani 1832.a. ette mitteeukleidilise geomeetria

üks loojaid Jano* Bolyai. Absoluutne on see planimeetria
selles mõttes, et ta ei olene eukleidilise paralleelsuse-
aksloomi kehtivusest või mittekehtivusest - ta on euklei-

dilise planimeetria ja Lobatgevski-Bolyai planimeetria
ühine osa.



§ 23. Liitumiste rühm.

Rühma (§7) nimetatakse tasandi X kollineatslooni-

de rühmaks, kui hulgal XX on võimalik määrata pre-

dikaat, mille me tähistame Y, nii et samaselt tõesed

on

111 (3B)(A° B),

Ilg (A< f=B) & (A- f- C) -*(B - C),

113
(A -f .B) - A),

115 <ABC> & (A°f- D) & (B=f= E) & (C"f- F)-y<DEF>

Rühma elemente nimetame sel puhul tasandi kollineatsiooni
deks.

Selgitame lähemalt, milles seisneb formuleeritud viie

aksioomi tähendus.

Predikaat I°f = Y võimaldab iga konkreetse puhul
korraldada tasandi punktide vahelise vastavuse: loeme, et

punktile A vastab punkt B, kui täislause - B on tõene.

Aksioomidest Ui ja nähtub, et see vastavus on tasandi X

kujutus iseendaks: igale A € X vastab üks ja ainult üks B6X

Aksioomi 115 abil või*btõestada, et see kujutus on üks-ühene:

erinevatele punktidelevastavad erinevad punktid. Tõepoolest,

(11) DT- B) - (3c)<AßC> ,

(II5) <ABC) & (A"f- D) & (B°f- E) & (C°f- 4DEF>
,

(12) <DEF>-,]TTnE;
kokkuvõttes: TA -B) & (A-f- D) & (B-f* E) fIT- E).
Aksioom 115 nõuab ühtlasi, et vaadeldav kujutus säilitab

vahel-predikaadi tõesuse ning koos sellega tasandi struktuu-

ri: vahemik kujutub vahemikuks, sirge sirgeks, poolsirge pool
sirgeks, pooltasand pooltasandiks jne. Sellest, et sirged
kujutuvad sirgeteks, on tulnudki nimetus "kollineatsioon"
rühma elemendi jaoks.

Aksioomid II ja näitavad, et kui rühma elemendi-
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ga f seada ülalkirjeldatud viisil vastavusse tasandi 36 üks-

ühene vahel-predikaadi tõesust säilitav kujutus, siis saame

rühma 52 esituse sedalaadi kujutuste rühmas: korrutisele f

vastab elementidele f ja 'h vastavate kujutuste järjest teos-

tamise (ehk korrutamise) tulemus, pöördelemendile f vastab

elemendile vastava kujutuse pöördkujutus. Siit võib muide

kergesti järeldada, et rühma 52 ühikelemendile vastav kuju-

tus jätab iga punkti paigale: et f
,

siis ja

põhjal

(A"'?. B) & (B° fl - A) A).

Samuti on lihtne kindlaks teha, et kollineatsioonile

f vastab tasandi 36 kujutus iseendale: iga punkti B puhul

võib leida punkti A, mis kujutab punkti B - selleks on nimelt

B kujutis f
"1

puhul.

Lepime kokku antud A ja Y?korral punkti B, mis muudab

tõeseks täislause A*f **B, tähistada vajaduse korral lihtsalt

A*f .
Näiteks aksioomid ja võime siis esitada sel

kujul

IH )"-f - A,

nagu nad leiavad tavaliselt kasutamist rühma esituste teoo-

rias.

Selleks, et kollineatsioonide rühma muuta liikumiste rüh-

maks, tuleb täiendavalt formuleerida kaks aksioomi.

Kirjutiste lihtsustamiseks toome tasandil 36 sisse punk-

tihulga, mis koosneb kiirest [AB ja sirgega AB äämevast pool-

tasandist (AB]C, nimetades seda punktihulka reeperiks ja tähis

tades R(ABC) ehk lihtsalt R. Näitlikult on reeperit R(ABC)

kõige lihtsam esitada lipukese abil, mille varda alguspunkt

on reeperi alguspunktis A, varras ise suundub mööda poolsirget

(AB ja lipu pind asub pooltasandil (ABfC (joonis 45).

Võtame vaatlusse kõigi reeperite hulga (R) tasandil X

ning defineerime hulgal {R}xS2*(R) predikaadi

R'(DEF),

lugedes selle täislause tõeseks parajasti siis, kui tõene on

(joonis 45)
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(A ° =D) & . {DEP} & <PDE/J &

& [(C" f= Q) (3 B)({ DEH) & )].
Sel korral aksioomi põhjal reeper R(ABC) kui punktihulk
kujutub korral reeperiks R(DEF), nii et A kujutiseks on

D, B kujutiseks poolsirge
(DE mingi punkt P, C kujuti-

seks pooltasandi (DE)F mingi

punkt Q. Aksioomidele -

tuginedes on kerge kind-

laks teha, et kui niisuguse

predikaadi R <"f = R' abil

määrata vastavus reeperite

vahel, lugedes reeperile R

vastavaks sellise reeperi

R*, mis muudab tõeseks täis-

lause R°f . R* (tähistades
vajaduse korral seda reeperit lihtsalt R-f), siis saame hui

ga {Riüksühese kujutuse hulgale {R} ,
mille puhul on rahulda

tud aksioomid llj, (kui nendes punktid asendada reeperite-
ga) — tähendab, saame rühmab esituse reeperite hulga (R)
teisenduste rühmas.

Formuleerima nüüd viimased kaks aksioomi.

Tasandi kollineatsioonide rühma R nimetatakse lilkumis-
te_rühmaks tasandil, kui predikaadi R.f =R' puhul on sama-

selt tõesed

nil (3? )(R°f= R'),

Ulg
s.t., kui iga kahe reeperi R ja R' korral leidub parajasti
üks rühma element, mis muudab tõeseks täislause R"f= R'.

Märgime, et aksioome on põhimõtteliselt võimalik
formuleerida ka ainuüksi predikaatide 4XYZ)ja Y (ning
ühtimis-predikaadi) abil, kuid vastavad kirjutised tuleksid
siis üpris keerukad ja seetõttu vähe ülevaatlikud.

Edaspidi hakkame aksioomide - 111
g

nõu-

deid rahuldava rühma A elemente nimetama liikumisteks. Kui

Joonis 45.
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tõene on täislause A°f = B või R°f = R', siis kõneleme vasta-

valt, et "liikumine kannab A punkti B (ehk punkti A" f)*

või "liikumine "f kannab R reeperiks R' (ehk reeperiks

Rühma S 3 ühikelementi t nimetame ühikliikumiseks. Ta kannab

iga punkti ja reeperi iseendaks (teisiti öeldud, jätab nad

paigale). Aksioomist Ulg on lihtne järeldada, et iga liiku-

mine, mis jätab paigale reeperi, ühtib ühikliikumlsega ja jätab

seetõttu paigale iga punkti.

$24. Lõigu ja nurga

ümberpööramine

Aksioomidest IHi 2
** P*isa liikumiste ja

kongruentsuse teooria täielikuks ülesehitamiseks. Neid

täiendada järgmise kahe lausega:

Xi * = R'(BAC)] (B ° f - A),

[R(OAB)'f- R'(OBA)] & (B°f=

Selgitame kohe nende lausete sisulise tähenduse. Impli-

katsiooni Xi eesliikme tõesus tähendab seda, et liikumine ?

kannab A punktiks B, poolsirge (AB poolsirgeks (BA, pooltasan-

di (ABIC aga säilitab (joonis 46). Lause Xi tõesus tähendao

seda, et B kantakse sel puhul täpselt punkti A, nii et seda

lauset võib nimetada lauseks

IÕigu LABi ümberpööramisest.
C * ! Implikatsiooni Xg eesliikme

tõesus tähendab seda, et liiku-

mine jätab paigale punkti 0,

kannab (OA poolsirgeks (OB ning

(OA)B pooltasandiks (OB[A. Lause

Xg tõesus tähendab seda, et sel

8A

Joonis 46.

pööramisest.
Lausetega Xi ja Xg on lugu selline, et praeguseni ei ole

pühal B kantakse sirgele OA (joonis 47). teiselt poolt

kandub pooltasandile (OB]A, siis punkt B 0f asub poolsirgel

(OA. Lauset X2 v8ib seega nimetada lauseks nurga Z.AOB ürber-



102

Õnnestunud anda neile tõestust, mis

tugineks üksnes aksioomidele

Hl_s, Uil 2' ning <*nvähe usutav,

et niisugust tõestust üldse on või-

malik anda.3*Küll saab aga neid0 4

lauseid tõestada pidevuse aksioomi
Joonis 47.

kaasabil.

Järgnevalt esitamegi lausete ja Xg vastavad tõestused
Neid tõestusi ei saa nimetada lihtsateks ning lugeja, kes ei

ole huvitatud sedalaadi peensustest, võib jätta nad vahele,
võttes laused Xi ja Xg lihtsalt aksioomideks.

Teoreem 35 (joonis 48).
(43)

Tõestus: Implikatsiooni

eesliikme tõesusest järeldub, et

asetseb nii et tõene

on ($ 13)

(Bi - B)V< AiB]B>V<AiBB-i>.
Joonis 48. Meie ülesandeks on näidata, et

selle disjunktsiooni esimesed kaks

liiget viivad vastuoluni.

Esimese liikme puhul on aeda võrdlemisi lihtne teha.TÕe-

poolest, kui ja B ühtiksid, siis f säilitaks reeperi R"(BAC)
ning peaks seega olema tihiklilkumine t,

,
mis antud juhul on

muidugi võimatu.

Teise liikme tõesuse vastuolulisust eespool formuleeri-

tud aksioomidega ei ole enam nii lihtne näidata. Siin tuleb-

ki kasutada pidevuse aksioomi ($ 22).
Niisiis, olgu tõene Punktid ja tähis-

tame vastavalt Ag, Bg. Sel korral 115 põhjal &

tõesusest järeldub & tõesus, sellest kõi-

gest aga (20) ja (23) põhjal tõesus (joonis 48).

*
Lause Xg kohta võib näiteks kindlasti öelda, et ta ei 010

tõestatav ainuüksi aksioomide 2

See järeldub ühest D. Hilberti tööst ( JI.rnjiLÕepT,OcHOBaHHH
reoMeTpHN,MocKBa-3eHHHrpaa 1948, RoõaßJieHHell).
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Edasi tähistame punktid

, ..—. . A2*f , vastavalt ja
A A, &z. &

Bj. Analoogiliselt leiame, et

Joonis 48a. tõene on & ,

millest järeldame

Seda protsessi võime jätkata tõkestamatult. Tekib lõp-

matu punktide jada ~ ..., mille kõik punktid

asuvad vahemikus (AB) ja on selles järjestatud nii, et iga

punkt Ai eelneb kõigile jada suurema indekaiväärtusega punkti-

dele A.,(i<. j).Seejuures on tõene

(*)

Jaotame vahemiku (AB) punktid kahte klassi. Alalaklassi

loeme iga niisuguse punkti X, mis eelneb kasvõi ühele jada

punktidest A*, s.t., mille korral on tõene <AXA*> . ülemklassi

loeme vahemiku kõik ülejäänud punktid - tähendab, niisugused

T, mis järgnevad jada kõikidele punktidele. Klassijaotuse

nõuded on siin Ilmselt rahuldatud: kumbki klass pole tühi,nad

ei lõiku ning nende ühendiks on terve vahemik (AB). Edasi on

kerge veenduda, et pidevuse aksioomi eeldus on rahuldatud

(s.t. tegemist on lõikega). Tõepoolest, kui X kuulub alam- ja

Y ülemklassi, siis on tõene & (24) põhjal

ka <AXY) - tähendab, X eelneb punktile Y vahemikus (AB).

Pidevuse aksioomi põhjal eksisteerib kas ülemklassis

punkt P, nii et selle klassi iga punkt X on A ja P vahel, või

ülemklassis punkt Q, mis on punkti A ja selle klassi iga punk-

ti vahel. Osutub, et punkti P olemasolu on antud juhul võima-

tu. Tõepoolest, alamklassi ülal antud definitsiooni kohaselt

peaks punkti P korral leiduma nii et tõene oa

Kuid siinjuures A* ise en samuti alamklassi punkt, nagu järel-

dub tõesusest, nii et olemegi jõudnud vastuoluni.

Järelikult leidub ülemklassis punkt Q, mis on A ja ülem-

klassi iga punkti vahel. Xui punkt Q* f tähistada o', siis

võivad kõne alla tulla järgmised võimalused: tõone on kas

1) <AQ*Q> või 2) <AQQ*> või 3) 0' - Q. Näitame, et kõik nood

võimalused viivad samuti vastuoluni. Sellega me tõestamegi

teoreemi.
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Alustame esimese võimalusega (joonis 49). Punkt Q' ei

Ukult leidub A&, nii et tõene on

<AQ'An> . Teoreemi 7 järjestikuse rakendamise teel võib veen-

duda, et Q' langeb ühte vahemikest s.t. tõene on

Võtame vaatluse alla lükke f pöördliikumise mille

korral (*) ja põhjal on tõesed =< ning

Q. Aksioomist ja tõesusest järeldub

nüüd tõesus. Viimane on aga võimatu, sest temast

tuleneks Q kuuluvus alamklassi, samal ajal kui on teada, et

Q on ülemklassi punkt. Seega esimene võimalus - 4AQ*Q)> tõesus

viib vastuoluni.

Analüüsimeteist võimalust- tõesust. Tähistame
"1

= Q ja näitame,et tõene on siis<Q*Qß? (joonisso):
(25) &(AQQ'>-*<AiQQ'> ,

,

(25) <AiQQ'> & 4AiQ'Bi>-K:QQ'Bi>,
11$

&
.

Tähendab, Q kuulub pool-

„,
, sirgele(QAning tõeneon

A Q" Q Q B, & <AQ*Q>v<Q*AQ>V(Q*,.A).
Joonisso. Siin<AQ Q> tõesusepuhul

kuulub alamklassi, mistõttu leiduvad ja nii et

on tõene. Aksioomi rakendamisel f puhul jõuame

nüüd tõesuseni, ggg aga, nii nagu varemgi, viib

vastuoluni. Ka 4Q (Q* - A) tõesus annab vastuolu - 115
põhjal peaks tõene olema 4QAjQ*> v (Q . Teine võimalus

on seega samuti võimatu.

saa sel korral olla ülemklassi

A ' &'
' & jg- punkt (sest siis peaks olema tõene

ehk põhjal <AQ'Q> ning

Joonis 49. Q' kuulub seega alamklassi. Järe-
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Kolmanda võimaluse - Q' - Q tõesuse puhul liikumine

f säilitaks punkti Q, poolsirge (OA ja pooltasandi (QAjC,

kokkuvõttes reeperi ning peaks seetattu ühtima ühix-

Liikumisega . See on aga vastuolus eeldusega &

& (A°f" AJ taesuse kohta.

Nüüd vaimegi tõestada lause 13igu [AB] ümberpöörami-

Teoreem 36. Liikumine , mis kannab reeperi

R(ABC) reeperiks R'(BAC), kannab B punkti A.

Tõestus: Tähistame punkti, kuhu liikumine kan-

nab punkti B, tähega A,, ning oletame vastuväitaliselt, et

, AA. Sel korral on kaks vSimaluat: Mene on kas 1)

esimest vbimalust. Liikva. kandku punk

tl 8,. Aksioom 11, pßhJal WesM.st Järeldub ÕB.

tõeses, sellest Ühelt poolt poolsirgete J.

ühtimine, teiselt poolt

tõesus (joonis 51).

Vaatleme liikumist

Paragrahvis 24 tehtud kokku-

leppe põhjal võime siis kirju-

tada

A A< 6

Joonis 51.

A-f- - (A-'B)°'<'- *l'

nii et liikumine T kannab poolsirge (AB poolsirgeks

ehk (A B - tahendab, kurnab poolsirge (AB iseendasse, säi-

litad.i pooltasandi (ABIC. Järelikult on t3.n. LB

. R.(A,BC)J
Teoreemi 35 pühjal p.ak

B AJa vahel, samal ajal kui on teada, et tbene

on <AB.B> .
Esimene vbimaluõ viib vastuoluni.

Teisel juhul, kui td.ne on ,
saeme 115

48.8A.3 taesuse. Sell. Juhu saame taandada

AJ. ning BJa osad, ning asendame liiku

T- -1
misega

"

*

Teoreem on tõestatud.

Analoogiliselt võib pidevus, aksioomi abil Me.tada



106

lause Xg. Selleks veendume kõigepealt järgmise teoreemi kehti-

vuses.

Teoreem 37. Kui poolsirge asub nurga ZAOB

sees, siis liikumine
,

mis kannab reeperi R(OAB) reeperiks
ei saa säilitada pool-

sirget (OB ega kanda teda nurga

Z.AOB sisse (joonis 52).

T 3 e s t u s: Kui f säili-

taks poolsirge (08, siis ta säi-

litaks ka pooltasandi (OB[A ning

peaks olema tihiklllimmine ,mis
Joonis 52. antud juhul on muidugi võimatu.

Kui f kannaks (OB nurga AAOB sisse poolsirgeks
siis saaks asetseda ainult nurga sees (sest pool-
tasand (OA]B kantakse pooltasandiks (OA-jB). Sel puhul f kan-

naks poolsirge sisse poolsirgeks (OAg, pool-

sirge aga nurga sisse poolsirgeks (OBg jne. Sel

viisil jätkates saaksime poolsirgete jada (OAg, ...,

kusjuures hende poolsirgete järjestus nurga Z.AOB sees ühtiks

nende järjestusega jadas.

Edasine mõttekäik kopeerib tunduval määral teoreemi 35
tõestust ja me ei hakka teda enam siin kordama. Kasutada tuleb
samuti pidevust, mis § 22 lõpus tehtud märkuse p3hjal leiab

aset ka nurga sees kulgevate poolsirgete järjestatud hulgas.
Nüüd v3ib tõestada lause Xg nurga ümberpööramise kohta.

Teoreem 38. Liikumine
,

mis kannab reeperi
R(OAB) reeperiks R'(0BA), kannab poolsirge (OB poolsirgeks
(OA, vahetades sellega nurga Z.AOB haarad.

Tõestus erineb teoreemi 36 tõestusest ainult mõningate
ebaoluliste üksikasjade poolest, mistõttu puudub vajadus

teda siin korrata.
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tes'i mudel5 25 r

Käesolevas paragrahvis konstrueerime absoluutse plani-

meetria ühe mudeli. Selleks vaatleme kahedimersionaalset li-

neaarruumi L üJ.ejärjestatud korpuse K, ehitame temas pla-

naarstruktuuri aksiomaatika mudeli ($ 21), täiendame seda

sobivalt valitud rühmaga rühmaga), defineerime

predikaadi Y ja kontrollime aksioomide

kehtivust.

Kahem33tmelise lineaarruumi L element A on teatavasti

samastatav korpuse K elementidest moodustatud reaga:

A =* *

nii et A + B - + + bg), AA - (

Rühma elementideks (liikumisteks) valime paarid

'f* (<$,*?.),HM \

on ortogonaalmaatriks (s.t. niisugune maatriks, et .E) ja

-f- (f rida (s.t. üherealine maatriks). Paaride

('V, korrutiseks loeme paari

- (<^\^, V + ),

ku. .unud. .... on t.v.11.. maatrlks.n.br. op.r.t-

.l.omldeg.} ühlk.l.m.ndlk. (tlhlkldlkn-t..k.) lo.m. paari

S.(B 0), tu. Eon SihlkmMtrlk.) pCUrd.l.m.ndik. loom.

(f
*1

ortogonaalmaatriksid moodustavad siis moodustavad

rühma ka vaadeldavad paarid, nagu kerge kontrollida.

Defineerime nüüd hulgal X * 52* X pjfedikaadiX - *Y,

lugedes selle täislause A.-f- B tßeseks parajasti siis, kui

vastav materjal alles §-s 32.

G. Kangro, KSrgem algebra, Tallinn 1962, lk. 441.
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B. + .

g-tlnon paremal pool tegemist tavalise maatriksalgebra ope-

ratsioonidega.

Näitame, et sel viisil defineeritud predikaadi puhul on

rahuldatud aksioomid g.

Aksioomide ja Ilg puhul on see ilmne. Aksioome 113
ja kontrollime nende teisendatud kujude ja järgi,

arvestades, et antud juhul

A<"f- f.,
mistõttu tõepoolest

(As+fo)"T- + A(W + -

-

(A.-().f-I . (As+f.)"V* (As+ - - A.

Aksioomi II- kontrollimiseks oletame tõesust ehk

võrduse

B - + (1 0<

kehtivust ja näitame, et sama võrdust samasuguse X väärtusega

rahuldavad ka A°f
,

B "'f ja Tõepoolest,
B*f -EXA +(1 - -X + f.]+ (1 - X)[c<& + %*].

+ (1
Aksioomide 2

kontrollimine on mõnevõrra keerukam,

Tähelepanelik lugeja on muidugi juba märganud analoogiat käsit

letava mudeli ja tavalise analüütilise geomeetria vahel tasan-

dil. See analoogia aitab meid ka edaspidi, kuid et me järjes-

tatud korpuse K all ei mõtle just tingimata reaalarvude kor-

pust ja teiselt poolt soovime täielikult välja sulgeda näit-

likkuse momenti, siis esitame järgnevad arutlused puht-formaal

sel kujul. Lugeja ise peab leidma analoogia n.-9. "näitliku*

analüütilise geomeetria vastavate võtetega.

Aksioomi puhul vaatleme reepereid R.(OIJ) ja R(ABC),
kus 0 - (0, 0), I - (1, 0), J * (0, 1), ning näitame esmalt,

kuidas leida f ,
nii et R °'f- R. oleks tõene.

Kõigepealt võtame paari (E, -A), mille korral

A-if-AE-A-0

ning seetõttu R'(ODE), kus D = B -

Seejärel moodustame paari "f.* ($. * 0), kus
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\

ISFT4 /

/ a(<
_

en, nagu kerge kontrollida, teatav eriline, paari D komponen-

tide abil mooduetatnd ortogona&lmaatrika. Mtrgime, et ele-

mendid kuuluvad korpusse K nende ja ainult_nende korpuste

puhul, mis on kinnised operatsiooni VI + suhtes (s.t.

võrreldi -1 + <*j2 lahendamise suhtes; vt. näiteid $-s 22),

nii et meil tuleb siin piirduda ainult sedalaadi korpustega.

Näitame, et D "f<, * D*asetseb poolsiLgel (01. Tõepoolest,

D° f.- D& - ( 0) *Xo+ (1 -X)I,

kus 1 -X- + ? 0 seega tõesti A<l (vrd. $ 21).

Tähistame E"?.- - e*) ja määrame paari järgmiselt:

kui 0 (s.t., kui E* juba asub pooltasandil (01[J ,
siis

võtame^- kui siis võtame (E',
/I 0\

E' -

\0 -1/.

Kokkuvõtteson kindlakstehtud, et tõesedon

R''f.-R*(OD*E*), ,

mistõttu on tõene ka

((R-if )° *6) "l" R.

ehk

R°f - R.,

kus f- Y f.l/.

Olgu nüüd antud vabalt kaks reeperit R ja Nagu äsja

näitasime, leiduvad f ja selliselt, et tõesed on

R.-f- R. ja R]/ *R. -
Sel korral on tõesed ka =

- Ri ning

R.X -Ri,
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kus Y - Aksioomi kehtivus antud juhul on kont-

rollitud.

Aksieomi Ulg kehtivuses veendumiseks näitame kõigepealt,

et iga f ,
mille korral on tõene ühtib

ühikelemendiga (E, 0). Tõepoolest, niisuguse puhul on

tõene 0"f = 0 ehk kehtib

=o;
siit

%*O.
Edasi peab I . (1, 0) jääma poolsirgele (01.

Et

(1, 0) *

ja poolsirge (01, nagu eespool selgus, koosneb elementidest

XO + (1 -Ä)I - (1 -X)(l, s.t. ridadest (/i, 0),

K?0, siis

Tingimusest = E ehk

0 AMII /1 °\

0 1/

saame nüüd

*

millest eelnevat arvestades järeldame: *

* 1' " *

Et J.-f- (0, l)<&**(0, asuma pcoltasandil (ol)J,siis
° seega fg2 *l*

Kokkuvõttes <s>-E, 0, nii et tõesti, paar t ,mille

puhul on tõene

ühtib 0):

Olgu nüüd kahe vabalt võetud reeperi R ja R* korral

tõene

(R< f = R') A R')*
_i

Sel korral on tõesed ka * Ry * R

ehk
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-R.

Juba kontrollitud leidub X, nii et R")[= R

RaX"*l * R. Tähendab,

(R (f **R."

ehk

- R°.
su*

ehk

Sellega on aksioomide kontrollimine ja ühtlasi mudeli

konstrueerimine lõpule viidud. Mittepideva korpuse K puhul

tuleks õieti kontrollida veel lausete Xg kehtivust sel-

les mudelis, selle kontrolli aga jätame asjast huvitatud lu-

geja enda hooleks*

Et konstrueeritud mudel reaalarvude korpuse K puhul

kopeerib Descartes'i poolt XVII sajandil rajatud tasandilist

analüütilist geomeetriat, siis on teda kohane nimetada Des-

cartes'i mudeliks.

s26.Beltrami-K*leini
mudel.

Märksa suuremat huvi pakub absoluutse planimeetria tei-

ne mudel, mis geomeetria ajaloos etendas olulist osa Lobat-

Sevski geomeetria vasturääkivatüse probleemi lahendamisel.

Selle mudeli seos tavalise analüütilise geomeetriaga on

juba keerukam. Enne kui asuda mudeli formaalsele ülesehita-

misele, kirjeldame lühidalt näitlikke lähtekohti.

Vaatleme tasandil ringi ning piirdume punktidega selle

ringi sisemusest. Kui vahel-predikaati mõista tavalisel näit

likul kujul, siis "sirgeks" tuleb lugeda selle ringi kõõl.

Peamine raskus on siin seotud liikumiste tõlgendamisega. Et

*
Vt. allmärkus § 25 alguses.
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liikumiste puhul vahel-predikaadi t3esus säilib, siia tule-

vad k3ne alla ainult sellised ringi sisemuse üksüheaed kuju-

tused iseendale, mille puhul suvaline k331 kujutub jällegi

teatavaks k33luks. Analüütilisest geomeetriast on teada punk

tide kollineaarsust säilitavad teisendused - Biojektiivsed

teisendused (kollineatsioonid) murdlineaarsete teisendusva-

lemitega. v,

....
,

(i. 1,2).
(44) *l** + *33

Tuleb garanteerida, et need teisendused säilitaksid ringi

sisemuse. Kui koordinaadistik tasandil valida selliselt, et

vaadeldava ringjoone vSrrandiks on

4 +

siis kergesti kontrollitava vßrduse

(45) + z','- 1 - z,f„ .

-'f1?) * + *
- *

+
* +

+ Sl

+ f ' +

+ 31 *f32

alusel on loomulik teisenduse (44) kordajatele seada järg-

mised kitsendused:

(46) +
*

-V33 *

* *1' +
' *
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Maatrikseid

-
' )

mille elemendid rahuldavad seoseid (46), nimetatakse pseu-

doortogonaalseteks. Nende lihtsamaks defineerimiseks toome

sisse maatriksi pseudotransponeerimise operatsiooni - üle-

mineku maatriksilt maatriksile

*

/

(siin on tegemist tavalise transponeerimisega ja märkide va-

hetamisega viimases reas ja seejärel viimases veerus). Seo-

sed (46) võib nüüd maatrikskujul kirja panna järgmiselt:

(47) 'f'f*s*E.

See vßrdus on teatavasti samaväärne võrdusega

(46)

ehk seostega

**ll

- * "
' = °'

*
" ' *32 33

*

Kerge on veenduda, et pseudoortogonaalmaatriksid moodus

tavad rühma. Selleks teeme kõigepealt kindlaks järgmise ker-

gesti kontrollitava võrduse
* *

erf)

ning märgime, et kui siis ja

-'fEf "E,

pseudoortogonaalmaatriksite rühma nimetatakse sageli
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Kiel m (ka Lorentsi rühmaks, eriti kui on tegemist

neljandat järku maatriksitega).
Edaspidi tuleb piirduda niisuguste pseudoortogonaalmaat-

riksitega , milledes alumine parempoolne element on posi-

tiivne; <4?,-30.Näitame, et ka need moodustavad rühma.Selleks

on tarvis tõestada, et võrratus säilib pseudoortogo-

naalmaatriksite korrutamisel. Maatriksite f ja

palumiseks parempoolseks elemendiks on

* *?33
Kui siis võrratuse tõestamiseks on

tarvis näidata, et

I 31 '

Lähtume seostest (46) ja (49) järelduvatest võrratustest

I*3l
%2 .11.2

milledest Cauchy võrratuse abil saamegi

Peale neid ettevalmistusi asume nüüd absoluutse geomeet-

ria uue mudeli konstrueerimisele.

Hulga 36 elementideks - punktideks - valime niisugused

järjestatud korpuse K elementidest moodustatud read

A * &1* *

mille korral

.2 +*1 *

Nende ridade puhul defineerime lineaarsed tehted:

A + B=(a-)
X A **( X

ja skalaarkorrutise

AB = +

täislause (ABC> loeme tõeseks parajasti siis, kui

B-AA + (1 - x)c, O<A<L.
222

Sel puhul read A, mille korral A = + 41, moodusta-
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vad lahtise kumera hulga kSigi ridade kahedimensio-

naalses eukleidilises ruumis K). Toepoolest, Cauchy

vürratuse järgi (AC) mistõttu A <l, C < 1 puhul

(AC)<1 jaseega

+ (1 +2A(I -X)AC+(I

<*2+ 2X(I-X)+(1-X)2.i.
Järelikult, hulk 2 vahel-predikaadiga

kujutab endast planaarstruktuuri aksiomaatika

($ 21). Täiendame seda mudelit niisuguste peeudoortogonaal-

maatriksite rühmaga milledes 0 ja defineerime

hulgal * x .$2x36 predikaadi X" - Y lugedes selle täis-

lause A-f* B tSeseks parajasti siis, kui

V? Lp _

no)

Asume aksioomide kontrollimisele.

Aksioomi kontroll tugineb seostest (46) tuleneval

vßrdusele (vrd. (45))

o 9 *1 * &2 "1
2

(51) + bg + *2

Kui t <O, siis ka t -1 <O.

Aksioomi II- kehtivus on ilmne.

Aksioomid. 11, lihtsas kontrollimiseks esitle seo-

sed (50) homogeensel kujul, leides °S,' "3 ° [l,,

/3, 0 selliselt, et

- 3 ai_ t, .
Pi_ (1 = 1,2).

' i

Seosed (50) - täislause B tõesuse kriteeriumid -

siis esitada kompaktsel kujul

kus ja on vastavalt read (

on pseudoortogonaalmaatriks = pq) '

P aga on korpuse K teatav element - v^rdetegur.
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Olgu t3ene ka = C, s.t.

kus elemendile C - Cg) vastav rida,

= on teine pseudoortogonaalmaatriks ja K on uus

v3rdetegur. Sel korral

PT -

nii et tõene milles oligi tarvis veenduda.

Edasi järeldame seosest (51) vdrduse

ehk teisiti, . A t3esu.se. Aksioomid ongi kont-

rollitud.
*

Läheme üle aksioomi 115 juurde.

Olgu <ABC> tßene, s.t.

B=AA+(l -X)c,
Sel korral, nagu kerge kindlaks teha,

+ (1 + (I

-cr*-AT('c^r' + ci

'

= X'(A°f)+/<'(Cof)
(siin näiteks tähendab rea A' - ag, 1) ja veeru

ril \

korrutist: - + ag + kus-

\,31/
juures

.. +
*

+ =1*

x+(i-x)y
Selleks, et me v3iksime saadud seosest

(52) 8.-f.X'(A-f)+(l -X')(C°f)
järeldada asetsemise ja vahel, tuleb veel näi-

data, et
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Et aHTi O<A<l, siis on küllalt, kui veendume, et M? 0

Näitame, et ;

- + *

on antud juhul kehtivate seoste

&3 +a2<l,

<p2 .<p2 n-1. 'f-,- 0

puhul alati positiivne. Tõepoolest, teisest seosest +

+
23 33

võrratuste poolte korrutamisel saame

+ 4)
Teiselt poolt, Cauchy võrratuse järgi

. 4 1 t f33 *

Et siin *f,,> 0, siis

- f33 4 +

ja tõepoolest Täpselt samuti ka

et tõesti y>o. Aksioomi 115 kehtivus antud juhul on kontrol-

litud.

On jäänud kontrollida veel ja IH2* Alustame esi-

mesest. Vaatleme reepereid R°(OIJ) ja R(ABC), kus 0 = (0,0),

I -0), J c (0, i) ning näitame esmalt, kuidas leida

f nii et R °'f **R° oleks tõene. Me arutleme siin puhtfor-

maiselt, lugejat aga soovitame kõike järgnevat tõlgendada

tavalise analüütilise geomeetria vahendite abil Uhlkrlngls

+x' 41.

Vütama kasutusele järgmised konkreetsed pseudoortogo-

naalmaatriksid:
/ 0

+ i

\' 0' 0 1
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/ 1

o 1 °

/1 0

0 -1 0

\o 0 1/.

Nende puhul on tõesti rahuldatud seosed (46). Seejuures

tuleb piirduda korpustega K, mis on kinnised operatsiooni

guhteg, selleks et vaadeldavate maatriksite elemen-

did kuuluksid endiselt korpusse K.

Vahetult on kerge veenduda, et

kus - A =.\ + ag <l, ning et

f. - 0 - (0, 0).

Kui tähistada (A)fi(7Q ja D dg), E,

siis kokkuvõttes

R'(ODE).

Edasi on lihtne kindlaks teha, et

- + 0))

tähendab, = asetseb poolsirgel (01 (vrd. $ 25)

Tähistame E" - eg) ja määrame maatriksi järg

miselt: kui siis võtame kui eg 0, siis võta-

me lj,- g
(vrd. § 25).

Kokkuvõttes võime öelda, et tõesed on

nii et tõene on ka

R.,
kus *f.(D) .
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Aksioomi kontroll tuleb nüüd lõpule viia täpselt

samuti nagu Descartes'i mudeli puhul.

Viimaks on jäänud kontrollida veel aksioom Ulg. Näita-

me kõigepealt, et iga f ,
mille korral on tõene

= R (OIJ), ühtib ühikmaatriksiga E. Tõepoolest, niisuguse

f puhul on tõene Cf-0, s.t. kehtib (50) c0 ja T.O

korral. Järelikult

=°*

Seoste (46) vasakpoolse tulba viimasest reast järeldame nüüd,

et = 1, mistõttu seoste (49) samal kohal olevast reast

tulenevad võrdused (§ 21)

-1*23 -°*

Edasi peab I<"f- i poolsirgel (01,

s.t.
°°*

Seoste (49) vasakpoolse tulba teisest reast järeldame nüüd,

et fgg - - 1 ja seoste (46) samal kohal olevast reast, et

<4*21 * 0-

Et nüüd (0, Pea**asuma pooltasandil (01{J,

siis > 0 la .eega * 1* Kokkuvõttes ongi näidatud,et

Jcui puhul on tõene siis 'f*E.

Aksioomi Ulg edasine kontroll kordab vastavat mõtte-

käiku Descartes'l mudeli korral.

Pideva korpuse K puhul on mudeli konstrueerimine viidud

sellega lõpule. Mittepideva korpuse K korral tuleks veenduda

veel lausete lg kehtivuses antud juhul, selle aga jätame

lugeja hooleks.

Absoluutse geomeetria mudelit, mille me käesolevas para-

grahvis konstrueerisime, nimetatakse Beltrami-Kleini mudeliks

(ta anti esimesena 1868. aastal E. Beltrami poolt ja leidis

täiendamist 1671. aastal F. Kleini poolt).
Nii selle mudeli kui ka Descartes'i mudeli ($ 25) täht-

sus absoluutse planimeetria aksiomaatika jaoks seisneb sel-

les et nende mudelite olemasolust järeldub selle aksiomaa-

tiir%tvpatuH — võimatus teha sellest aksiomaatikast
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kaht teineteist välja sulgevat järeldust. Tõepoolest, kui

oletada, et niisuguste järelduste tegemine õn võimalik, siis

saaksime ka näiteks Beltrami-Kleini mudelis, kui konstruee-

rida see üle reaalarvude korpuse K, teatavad kaks lauset reaal

arvuliste elementidega ridade ja pseudoortogonaalmaatriksite
vahel, mis räägiksid teineteisele vastu - tekiks vasturääki-

vus reaalarvude aritmeetikas. Tähendab, kui reaalarvude arit-

meetika lugeda vasturääkimatuks, siis on vasturääkimatu ka

absoluutne geomeetria.

§27. Peegeldused sirg

suhte

Absoluutse geomeetria sisu järkjärgulist väljaarenda-
mist alustame lihtsaimate liikumiste uurimisega. Esmalt vaat-

leme nn. peegeldusi sirge suhtes.

Asetsegu punktid C ja D teine teisel pool sirget AB. kä-

rame reeperid R(ABC) ja R'(ABD). Aksioomide ja Ulg
põhjal leidub parajasti üks liikumine S?, mis kannab reeperi

R(ABC) reeperiks R'(ABD). See liikumine, nagu näha, jätab pai-

gale punkti A ja sellest punktist lähtuva poolsirge (AB, sir-

gega AB äärneva pooltašandi (AB]C) aga kannab täiendpooltasan-
diks Niisugust liikumist 'f nimetataksegi peegelduseks

sirge AB suhtes. Sirget AB nimetatakse sel puhul teljeks.

Peegeldusel on rühma seisukohalt huvitav omadus -

ta ühtib oma pöördliikumisega. Tõepoolest, f pöördliikumine

viib reeperi R'(ABD) tagasi reeperiks R(ABC), sedasama

teeb aga ilmselt ka 'Pise, mistõttu II? põhjal saamegi *

- 'P. Järelikult =&.

Peegelduse see omadus võimaldab kergesti tõestada järg-

mist teoreemi.

Teoreem 39. Peegeldus säilitab telje iga punkti.

Tõestus: Olgu tõene [R(ABC)°*f= R(ABD)] ning olgu

C ja D teine teisel pool sirget AB. Valime teljel vabalt punk-

ti X, mis kantagu poolt punktiks X'. Sel korral
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X«(f f) * X°t= X.

Et poolsirged Alguspunktidega A sirgel AB säilivad, siis

n kolm võimalust: tõene on kas 1) <AX'X> või või

3) X' - X.

Meie ülesandeks on näidata, et esimesed kaks juhtu on

võimatud. Selleks rakendame aksioomi 11$ arvestades

A) & (X°*f- X') & (X'<"?- X) tõesust. Esimesel juhul

jõuame (AXX*> tõesuseni, teisel juhul <AX'X) tõesuseni. Mõle-

mal juhul tekib vastuolu! Teoreem on tõestatud.

üldiselt liikumist 'P, mis ühtib oma pöördliikumisega,

..t. mille puhul nimetatakse involutiivseks. Peegeldus

on seega näide involutiivse liikumise kohta.

Teoreem 40. Iga involutiivne liikumine f ,
mis

kannab mingi sirge . teiseks, teda lõikavaks sirgeks a', on

peegeldus (teljega airgette a ja a' tasandil).

Tõestu.: Hlku.ls. -Cimrulutlivsu.. tõttu sirts

tagasi slr,.k. .. Sirg.t. .
'

.'l- A - 'Mil'' ITslimt f

31r..l .
C 1115.1t..t "I*

(ACk). Liikumine kandku need

punktid vaatavalt punktidesse

D ja F Sel korral 11$ põhjal

on tõene .
Teoreemi 13

põhjal vahemikel (CF) ja (DE)

on ühine punkt B. Kuna vahemi-

kud f involutiivsuse tõttu vahe-

tuvad, siis punkt B samuti nagu

A jääb f puhul liikumatuks.

Järelikult reeper R(ABC) kantakst

r..,srik. R(ABD), kus C J. . uu H-s.lt t.i.s t.is.l ~.l

.11..M .lullsl ltr.lõu.l.

Väetult uu stlt.k. ..lg. JUrg.l..

Teoreem 41. Nurga AAOB ümberpööramine kujuta

Joonis 53.



on = R'(0BA), siis on tõene ka R(OAB)
ning järelikult ka

. R(OAB),
mistõttu on involutiivne ja me võime rakendada teoreemi 40.

Kehtib ka järgmine teoreem.

Teoreem 42. Liikumine
,

mis jätab paigale punk-

ti A, kannab poolsirge (AB täiendpoolsirgeks (AB' (nii et

tõene on<.BAß'>)ning säilitab pooltasandi (AB[C, kujutab
endast peegeldust, mille telg läbib punkti A.

Tõestus: Vaadeldav liikumine f on, nagu kerge
veenduda, involutiivne. Valime tasandil ABC vabalt tihepunk-

ti A läbiva sirge a, mis liikumise puhul teisenegu sirgeks
a' - samuti punkti A läbivaks.

Kui aja a* ühtivad, siis võime kindlad olla, et puhul

kantakse iseendaks ka poolsirged, milledeks A lahutab sirge

a, sest säilib pooltasand (AB[C. Järelikult reeper R(ADB), kus

D on punkt, mis asub samaaegselt sirgel a ja pooltasandil

(AB[C, kantakse reeperiks R(ADB') ning f on seega poolpööre
sirge a ümber.

Kui sirged a ja a' ei ühti, siis võime rakendada eelmist

teoreemi 40. Teoreem on tõestatud.

Teoreemide 39 ja 40 järelduseks on ka järgmine teoreem.

Teoreem 43. Lõigu [AB] ümberpööramine kujutab

endast peegeldust, mille telg lõikab sirget AB.

Tõestus: Lõigu [AB] ümberpööramise f puhul on tõene

c

Et lause põhjal ka B"f- A

on sel korral tõene, siis

A S tõene ühtlasi

R'(BAC)"f*< R(ABC),

nii et on involutiivne:

Toome Teel sisse reeperi

nii et C ja D on teine

Joonis 54.

teisal pool sirget (joonis 54), ja liikumisel T ,
mille

puhul on tõesed

=

- R'(BAC).

-122-
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Siin, nagu näha, X on peegeldus BA suhtes, kusjuures

R°CH )* (R X- Rj/X =

nii et 111- Põhjal f.YX, millest X involutiivsuse tõttu

Näitame, et Xf. Tõepoolest, R°(f X) = (R-f)"!*

. R'°X" Ri* Teiselt poolt, teoreemi 39 põhjal A*X= A, nii

et R(ABC)"X. kusjuures Ilmselt R (ABD)° f"

tähendab R.(Xf) - R<"P- Rr
aksioomi lII,*

„

Liikumiste f ja X involutiivsueest järeldub nüüd Y

Tähistame D; sel korral C. Et CjaD <m n

teisel pool sirget AB, siis nende vhhel on AB punkt E; e ,

nagu kerge näha, säilitab sirged AB ja CD, siia

E.

Edasi on tõene ka

E,

...t B-f- B-W) - T
Utab ta.raa.l 39 pßhjal AB Ha puaktl, aaalhulgas ka B, n

"

oa aalga, at B oa A ja B vahal, aaat vaatupldl-

,.l juhal po.l.lrged (BA ja(BB hhtlk.ld alag f sAHltak. r.a-

B(BAC) ja .laka t, -1. aatud juhal .. aul-

dlgl vLaatu Thh.adah, lllkuala. -?puhul v.lh rak.adad. t.o-

augl kßlaatu.
läbib punkti B. Taar...

on tõestatud.

LCpuk. tSestm. huvitav.

T . .
llikumu.. f twudll kujutab

..da.t aitt. rõhk., kui kui.. ...S.MU..

- w f n a* Võtame Tabalt reeperi R(ABC),
T 0 e s t u a.

kandku reeperiks R'(DBF)

(joonis 55). Sooritame lõi

gu [AD] ümberpööramise Y;

Olgu R(ABC)"Y"
Edasi sooritame nurga <LGDE
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ümberpõõramise X;olgu Rg(DEI). Lõpuks määrame lii-

kumise järgmiselt: kui pooltasandid ja (DE[l ühti-

vad, siis võtame h?* kui need pooltasandid ei ühti, siis

liikumiseks 4Jvõtame peegelduse sirge DE suhtes. Kerge on veen-

duda, et

= R(DEF),
mistõttu Ulg põhjal

Et ja %on teoreemide 43 ja 41 põhjal peegeldused, siis

käsiteldav teoreem ongi sellega tõestatud.

§ 28. Lõikude kongruentsus
ja liitmine

Punktihulka (ehk kujundit) nimetatakse kongruentseks

kujundiga ?2 ja tähistatakse kui leidub liikumine f
,

mis kannab kujundi kujundiks Fgi

Fl° ? * *2*
Kujundite kongruentsus

1 refleksiivne: F= F,
2° sümmeetriline: kui == siis Fg=
3° transitiivne: kui =tFg ja Fg s siis s Fj.
Omadus 1° järeldub ühikliikumise h olemasolust, omadused

2 ja 3 on lihtsateks järeldusteks vastavalt aksioomidest

H4 Ja H3.
Kujundite kongruentsuse predikaat rahuldab seega ekvi-

valentsuse aksioome (§ 6). Siit järeldub, et kõigi kujundite

hulk lahutub omavahel mittelõikuvateks ekvivalentsusklassideks,
millest Igaüks sisaldab omavahel kongruentsed kujundid. Neid

klasse hakkame edaspidi nimetama kujundite kongruentsusklas-

sideks.

ühe kongruentsusklassi moodustavad näiteks kõik reepe-

rid, nagu nähtub aksioomist Siit järeldub juba edasi,

et ka kõik punktid, sirged, tasandid, poolsirged ja pooltasan-

did moodustavad omaette kongruentsusklasse.
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Teisiti on lugu näiteks lõikude korral. Tõestame järg-

mise teoreemi, mis näitab, missuguse vabadusega võib määrata

lõiku antud kongruentsusklassis.
Teoreem 45. Antud pooloirgel (A'P leidub äke ja

ainult üks punkt B', nii et lõik [A'B*] on kongruentse antud

lõiguga [AB].
Tõestus: Vadime vabalt punktid C ja C', nii et

tekiksid reeperid R(ABC) ja R'(A'PC'). Aksioomi põhjal

leidub f selliselt, et R-f = R'. Soovitud punktiks B" on

B"f(joonis 56)*
Oletame, et leidub veel teine

punkt B* poolsirgel (A'P, nii st

Sel korral leidub kas

selliselt, et A', B"

või % selliselt, et B*X* A', A°X*

. B". Näitame, et mõlemal juhul

- B.

Liikumine võib kanda reeperi
Joonis 56.

H reeperiks R' või selle täiend-

reeperiks Rj[(A'PD')(kus C' jn D' on teine teisel pool sirged

A'P). Esimesel juhul Ulg põhjal ja seega B" B"

. B'. Teisel juhul kus on peegeldus sirge A'P

suhte, ning samuti B- -
-

säilitab teoreemi 39 põhjal telje A'P iga punkti, seal-

hulgas ka B'.
r 1

Liikumise X puhul sooritame eelnevalt lõigu [AB]ümber-

,Mr<u.l.. S: A-H- B, B-S- A. Llikm.i.. "BM

* (A° S)' * B°X- A', B*')-- B ,
nii

.t *.
-ülal, Mgu aidatud, B" - B'.

Teoreem on tõestatud.
r 1

. r..l-

MUuhulgas järeldub siit, et iga lõigu [ABj korral [ABj.

=M.
Defineerime lõikude liitmise operatsiooni.

Kõneldakse, et [EP] on lõikude [AB]ja M sMga,

leidub punkt G, nii et on tõene (jetmia 57)

<BGF> & ([AB] S [M] )* ( M )'



F F Veendume järgnevalt, et defi-

neeritud operatsioon seob mitte

niivõrd üksikuid 13ike, kui just

lõikude kongruentsusklasse.

, Näitame nimelt, et paarikaupa

kongruentsetel lõikudel on kongru

entsed summad.

E Tõepoolest, olgu lisaks eelne-

vale[E'F'] lõikude [A'B'] ja [c'D!)
summaks, s.t. leidugu G' nii, et on tõene

<E'G'F'> & [E'G']) & ( [CD'] = [l"G']).
Näitame, et kui [A'B']s[Aß] ja[c'D']=[CD], siis

Kongruentsussuhte transitiivsusest järeldub, et antud eeldus-

tel

[E'G'] = [EG], [G'F']= [GF].
Järelikult leidub liikumine f, nii et E°f - E', G°f= G'.

Tähistame F°f - F" (joonis 57), siis tõesusest järeldub

115 põhjal tõesus; seejuures [GF] =[G'F*]
. Et F' ja

F* on ühel ja samal poolsirgel alguspunktiga G', siis teoree-

mi 45 põhjal F* =*F', nii et f tõesti määrab kongruentsuse

[EF] = [E'F'].
Lõikude kongruentsusklasse hakkame edaspidi tähistama

väikeste ladina tähtedega: a, b, ...

Me võime kõnelda kahe kongruentsusklassi a ja b summast

a + b, lugedes selleks seda kongruentsusklassi, kuhu kuulub

antud klassidest a ja b vabalt valitud kahe lõigu summa. Klass

a + b ülalnäidatu põhjal ei sõltu esindajate valikust antud

klassidest aja b ning vastavus a,b—?a +b on seega ühene.

Tähendab, liitmise operatsioon lõikude kongruentsusklas-

side hulgas muudab selle hulga vähemalt grupoidiks (§ 7).Näi-
tame, et tegelikult tekib poolrühm, s.t., et operatsioon on

assotsiatiivne:

(a+b)+c=a+(b+c).
Selleks võtame klassidest

A & C P a* ° vabalt esindajad

Joonis 58. ning

126 -
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määrame [ABj pikendil üle B ($ 13) punkti C, nii et [Bc]=[EF]

(joonis 58). Sel korral [AC]6a + b. Edasi leiame [AC] piken-

dil üle C punkti D, nii et [CD]s[GH]. Sel korral [AD]6(a + b)+

+ c. Teiselt poolt, et [BC](b, [CDj(c ja tõene on 4BCD?, siis

[BD]6b + c, ning et tõene on ka <ABD>, siis fAD)€a + (b + c).

Üht ja sama lõiku sisaldavad kongruentsuskl&ssid aga ühtivad:

(a +b) + c a+(b + c).

Et lõikude [AB] ja [CD] summa definitsioonis võib vahe-

tada lõikude osad (kui samaaegselt vahetada tähised E ja F),
ilma et midagi muutuks, siis lõikude kongruentsusklassid moo-

dustavad kommutatiivse poolrühma Ot
.

Sellesse poolrühma Ot võib sisse viia ka järjestuse.

Kõneldakse, et lõik [CD] on väiksem lõigust [AB] ja

tähistatakse [CD] < [Ah], kui leidub punkt E, nii et tõene on

(joonis 59)

<AEB> & (M = [AE] ).

p
Siin võib jällegi näidata, et nii-

sugune järjestus seob Õieti kongru-

entsusklasse: kui Ec'D'J=[cD],
sugune järjestus seob 3ieti kongru

entsusklasse: kui [c'D'J=[cD],
[A'B'J = [AB] ja [CD]< M siis ka

Tõestus on lihtne, me ei hakka
Joonis 59.

siin esitama.

Kongruentsusklasside puhul on see järjestus vastavusse

viidav punktide järjestusega poolsirgel. Tõepoolest, teoree-

mi 45 kohaselt leidub antud poolsirgel (OP igast klassist a

parajasti üks esindaja [OA]. Seejuures a<b parajasti siis,

kui klasside a, b esindajate (OA], [OB] puhul on tõene 4OAB>,

s.t. kui A eelneb punktile B poolsirgel (OP.
Siit järeldub, et lõikude kongruentsusklassid moodusta-

vad järjestatud hulga, mis pidevuse aksioomi kehtivuse korral

kujutab -endast pidevat järjestatud hulka.

Kontrollime viimaks, et järjestus poolrühmas on

operatsiooni + suhtes stabiilne (§7): kui a b, siis

c + a < c + b. Selleks võtame klassist c vabalt esindaja Loe]

ja klassidest a ja b esindajad [CA] ja [CB] lõigu [oc]piken-
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dil üle C. Sel korral on tõene & <CAB), (viimane a < b

põhjal) ning valemist (22) järeldub, et tõene on ka 4 OAB/.

Et + a, [OB]6c + b, siis tõesti c + a 4 c + b.

Kommutatiivsuse tõttu parempoolset stabiilsust pole

enam tarvis kontrollida ($ 7).

Kokkuvõttes võime kõnelda lõikude kongruentsusklasside

järjestatud poolrühmast %.

Osutub, et selle poolrühma puhul on rahuldatud §-s 8

formuleeritud täiendavad aksioomid A- C. Aksioomide Aja B

korral on see ilmne. Aksioomi C kehtivus järeldub teoreemist

43, mille kohaselt iga lõigu [AB] ümberpööramine fon peegel-

dus sirget AB mingis punktis E lõikava teljega, nii et tõene

on B, A, E<"f- E. Järelikult, kusjuu-

res [AB] on [AE] ja [BE] summa. Kui lõike [AB] ja [AE] sisal-

davad kongruentsusklassid tähistada vastavalt eja siis

e- + -

Et [AB] võib olla suvaline lõik, siis võib samuti talitada

lõiguga [AE]; saame =*2Og jne.

Märgime, et punkti E sirgel AB, mille korral [AE] =

nimetatakse lõigu [AB] keskpunktiks.

r e e m 46. Igal lõigul [AB] on parajasti üks

keskpunkt E, mis osutub selle lõigu sisemiseks punktiks.

Tõestus: Keskpunkti olemasolu on eespool seoses

aksioomi C kontrollimisega juba tõestatud.

Oletame nüüd, et leidub veel teine keskpunkt E', s.t.

niisugune punkt E' sirgel AB, et [AE*]s [BE*]. Keskpunkt E*

on alati lõigu [AB] sees, sest kui oletada näiteks, et E on

[AB]pikendil üle B, siis kongruentsust [AE] = [BE] määrav

liikumine säilitaks poolsirge (EA, oleks seega kas ühiklii-

kumine või peegeldus AB suhtes ning seega säilitaks AB iga

punkti, mis antud juhul on muidugi võimatu.

Teeme lõigu [AB] ümberpööramise , mis, nagu eespool

selgus, säilitab,punkti E. Olgu E'."f- E" j siis E" on samuti

ÕAB] sees, kusjuures [AE*]= [BE"] .Et E' ja E" on mõlemad

poolsirgel (BA, ja transitiivsuse põhjal [BE'J — [BE"] ,siis

teoreemi 45 põhjal E* -E"
.

Kuna saab säilitada ainult ühe
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punkti sirgel AB, siis E* =

Teoreem on tõestatud.

tehtud kõik selleks, et me võiksime rakendada

$-s 8 tõestatud teoreemi. Järelikult, kui nõuda ka pidevuse

aksioomi kehtivust, siis lõikude

tatud nr.*!-rühmOton isomorfne positiivsete_reaalarvude_j.är-tatud poolrUhm on isomonne pos-n-iAvae

jaatatud poolrühKaga liitmise

Selles isomorfismis lõikude kongruentsusklassile vasta-

vat positiivset reaalarvu nimetatakse selle klassi kõigi oma-

vahel kongruentsete lõikude ühiseks pikkuseks. Lõigu [AB] pik-

kust tähistame {AB[; teda nimetatakse tihti ka punktide Aja

B vaheliseks kauguseks.

Lõiku pikkusega 1 nimetatakse ühiklõiguks (ehk pikkus-

Uhikuks). Selle valik on üsna vaba. Kui ühiklõik asendada lõi-

guga, mille pikkus on k, siis suvalise lõigu pikkus korrutub

teguriga - mastaabikordaja (§ 8).

Eespool selgus, et vabalt võetud poolsirge (OP korral on

võimalik korraldada üksühen. järjestust säilitav vastavus

lõikude kongruentsusklasside a ja poolsirge (OP punktide A

vahel. Klassi a lõikude ühist pikkust nimetatakse punkti A abst-

sissiks poolsirgel (OP. Punkti A abstsissiks järjestatud sirgel

OP (ülempoolsirgega (OP, S 13) nimetatakse: kui A on ülempool-

eirgel (OP - A abstsissi sellel poolsirgel, kui A = 0 - arvu 0,

kui A on alampoolsirgel (OQ - vastandarvu A abstsissile selie.l

poolsirgel. Tekib üksühene järjestust säilitav vastavus s i r-

g . OP punktide hulga ja kõigi reaalarvude hulga vahel.

Kui pidevuse aksioomi kehtivust mitte nõuda (vt. § 22,

näide D), laused aga võtta aksioomideks, siis lõikude

kongruent.usklassid moodustavad lihtsalt teatava aksioome A - C

rahuldava järjestatud poolrühma OI .
Sel puhul tekkivad nn.

mittearhimeedilised geomeetriad* moodustavad aine ühele huvita-

val. suunal, geomeetria alustes, mille ük.i ajalik väljaaren-

damine aga paraku ei mahu käesoleva kursuse raamidesse. Meil

tuleb siin sell.. °s.s piirduda ainult teoreemidega, mis on

* vt.-R.rMiKSepT, OcHOBaHM reoMeTpwn, M.-J1.1948.
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ühised pidevale ja mittearhimeedilisele geomeetriale. Märgi-

me, et nendeks on siiski enamik käsiteldavaid teoreeme,sest

pidevuse aksioomi me ei kasuta, kui selleks puudub otsene va-

jadus.

§ 29. Nurkade k r t

ja liitmin

Analoogilised tulemused kehtivad ka nurkade korral.Tõe-

stame kõigepealt teoreemi, mis näitab, missuguse vabadusega

võib määrata nurka antud kongruentsusklassis.

Teoreem 47. Antud reeperi R'(O'A'C') korral pool-

tasandil(O'A')Cleidub (lksja ainult üks poolsirge (o'B', nii

et nurk Z.A'o'B'on kongruentne etteantud nurgaga Z.AOB.

Tõestus: Seome nurgaga Z.AOB reeperi R(OAB) ja

leiame aksioomile tuginedes f
, nii et R*f- R'. Tähis-

tame B"f= B'; soovitud poolsirgeks on (o'B'.

Oletame, et leidub teine poolsirge (0'B" pooltasandil

(O'A'[C', nii et Z.A'O*B"sZ.AOB. Sel korral leidub kas nii

et A"*t on poolsirgel (o'A* ja (0'B", või X ,

nii et A°X ja B°X on vastavalt poolsirgetel (0'B" ja (o'A'.
Esimesel juhul kannab reeperi R(OAB) reeperiks R'(O'A'B"),
mis ilmselt ühtib reeperiga R'(O'A'C'), nii et Ulg Põhjal

ja seega poolsirged (o'B' ja (O'B"ühtivad. Teisel juhul

sooritame eelnevalt nurga AOB ;liikumise

saame nüüd eelnenud juhu(vrd. teoreemi 45 tõestusega)
Teoreemist järeldub muuhulgas, et iga nurga Z.AOB kor-

rai Z AOB s

Analoogiliselt lõikude liitmisega toome sisse nurkade

liitmise operatsiooni, minnes kohe üle üldistatud nurkadele

(§ 16), et mitte korrata ühetaolisi sõnastusi.

üldistatud nurka tipuga 0 nimetatakse kahe antud üldis-

tatud nurga summaks, kui temas leidub punktist 0 lähtuv pool-

sirge, mis lahutab ta kaheks punktihulgaks, millest kumbki on

kongruentne ühega kahest antud üldistatud nurgast.
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Üldistatud nurkade kongruentsusklasae hakkame tähistama

väikeste kreeka tähtedega: (3, Samuti nagu lõikude puhul

võib tõestada, et defineeritud operatsioon seob tegelikult

terveid klasse a, jne., nii et võib kõnelda summast cc+[3.

Tekib üldistatud nurkade kongruentsusklasside kommutatiivne

poolrühm.

Ka sellesse võib, samuti nagu lõikude korral, sisse viia

operatsiooni suhtes stabiilse järjestuse, mis on vastavusse

seatav poolsirgete järjestusega lõpmatukordsel tasandil kui

poolsirgete järjestatud hulgas (5 16).

Pidevuse aksioomi kehtivuse puhul saame üldistatud nur-

kade pidev, järjestatud poolrühm., mille, osutuvad kehtivaks

ka aksioomid A-C (tÕestusei oh analoogilised eelmise para-

grahvi omadele). See poolrühm on järelikult samuti^ isomorfno

positiivsete reaalarvud, järjestatud p.olrühmaga R liitmise

*"**t"sšlle. isomorfismis üldistatud nurkade kongru.ntsusklas-

,11. ~.1t11...t r.KMarvu nimetatis, sell.

--r

—

Nurki ja mille ühed

haarad ühtivad, teised on aga

teineteise täiendpoolsirgeteks

(s.t. mille korral on tõene

<AOC> joonisel 60), nimetatakse

kõrvunurkadaks.
Uhe ja sama nurga kaht kõrvu-

Joonis 60. Uh* ja sama

..
-t
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on samuti kongruentsed. Kongruentsuse Z.AOB = ZBOA põhj&l
järeldub siit kohe, et tippnurgad on kongruentsed.

Nurka, mis on kongruentne oma kõrvunurgaga, nimetatakse

täisnurgaks.

Meie ülesandeks on näidata järgnevalt, et täisnurgad

eksisteerivad ja moodustavad parajasti ühe kongruentsusklas-

si.

Veendume kõigepealt täisnurkade olemasolus.

Teoreem 48. Reeperi R(OAD) puhul pooltasandil

(OAiD leidub parajasti üks poolsirge (08, nii et Z.AOB on

täisnurk.

Tõestus: Valime (OA täiendpoolsirgel vabalt punk-

ti C ja vaatleme liikumist
, nii et

R'(OCD).
Teoreemi 42 põhjal on tegemist peegeldusega punkti 0 läbiva

telje OB suhtes, kusjuures on selge, et 'f määrab kongruent

suse

AOB

nii, et AOB on täisnurk.

Oletame, et pooltasandil (OAtD leidub veel teine pool-

sirge (OB', nii et Z.AOB' on täisnurk, s.t. nii, et Z.AOB'3g

Peegeldus f kannab selle mingiks poolsirgeks (OB*
samal pooltasandil, määrates kongruentsuse

Transitiivsuse põhjal

Z-COB".

Järelikult, poolsirged (OB' ja (OB" ei saa olla erinevad,sest

vastupidisel juhul satuksime vastuollu teoreemiga 47, mis-

tõttu nad mõlemad, nagu kerge veenduda, ühtivad peegelduse f

teljel oleva poolsirgega (08. Teoreem on tõestatud.

Järgnevalt näitame, et täisnurgad moodustavad parajasti

ühe kongruentsusklassi.

Teoreem 49. Iga nurk, mis on kongruentne täis-

nurgaga, on samuti täisnurk. Iga kaks täisnurka on kongru-

entsed.

Tõestus: Olgu Z.AOB täisnurk, s.t. olgu tõene

( Z.AOB ae Z.COB) & <AOC> .
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Nurk ZA'O'B' olgu kongruentne nurgaga ZAOB, s.t. leidugu

mis kannab ZAOB nurgaks ZA'O'B'. Sel puhul ZCOB Ae-

takse nurgaks ZC'O'B", kusjuures <AOC> tõesusest järslcub

tõesus - tähendab, ZC'O'B* on ZA'O'B' kõrvunurk.

Kehtivad kongruentsused

millest järeldub, et ZA'O'B' ZC'O'B'. Nurk AA'O'B' on

tõesti täisnurk.

Olgu nüüd antud kaks täisnurka ZAOB, ZA'O"B'. Seome

nendega reeperid R(OAB), R'(O'A'B') ja määrame liikumise -
nii?et . R'. Nurk ZAOB kantakse f poolt teatavaks täis

nurgaks Zo*B":

ZAOB ==ZA'O'B"

ning et teoreemi 48 koheselt pooltasandi* (O'A'lß' leidub

ainult Uks poolsirg. (O-B- .11, 't ZA'O'B' on täisnurk, siis

ZA'O'B" ja ZA'O'B' ühtivad. Seega tõesti

ZAOB = ZA'O'B'.

Teoreem on tõestatud.

Teoreemist järeldub, et kui ZAOB on täisnurk Ja seega

kongruentn. Uh. oma kßrvunurgaga ZCOB (mis on siis muidugi

samuti täisnurk), siis ta on kongruentn. ka oma teise kgrru-

nurgaga ZDOA. Tuleb lihtsalt arvesse võtta, et ZAOB = ZBOA.

Täisnurkade kongruentsusklassl tähistame d. kuigi täis-

nurk on kõige loomulikumaks nurgaUhlMM, on praktikas siiski

.Mm läbi IMnud ajalooliselt välja kujunenud astronoomilis-

t.l. vaatlustel, tuginev .Ust..., mille P"kul täisnurga mõõduks

nn arv 90 (kraadimÕÕdu süsteeM).

Kaht mingis punktis 0 lõikuvat sirget OA j& OB

takse rlstuvalks, kui nurk ZAOB (koos sellega ka

kõrvunurk) on täisnurk. Vahetult ea selge, et sirget.

mine on nende vastastikune omadus.

Teisiti beides, sirget on risti, kui peegeldus Übe

suhtes säilitab teise sirge.

Mõlema definitsiooni samaväärsus on ilmne.

Teoreem 50. Läbi iga punkti C kulgeb tasandi

parajasti uks sirge CD, mi. on risti antud sirgega AB (J.
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tal on sellega järelikult ühine punkt).
Tõestus: Kui C on sirgel AB punktide A ja B vahel

(seda on A, B valikuga kerge saavutada), siis liikumine f
,

mille korral R(CAD)°f= R(CBD), on teoreemi 42 kohaselt pee-

geldus, mille telg ongi soovitud ristsirgeks sirgele AB läbi

C.

Kui C ei ole sirgel AB, siis peegeldus ,
mille korral

R'(ABD) (kus C ja D on teine teisel pool sirget

AB), kannab C mingisse punkti D ning oma involutiivsuse

tõttu säilitab sirge CD, mis ongi soovitud ristsirgeks.

Ristsirge ainsus järeldub vahetult teoreemist 48.

Ristuvate sirgete abil võib tasandil määrata koordinaat-

süsteemi.

Olgu tasandil antud kaks punktis 0 lõikuvat ristuvat

sirget OXi ja OXp. Läbi tasandil vabalt võetud punkti A võib

tõmmata parajasti ühe ristsirge sirgele ja parajasti ühe

ristsirge sirgele OXp. L3igaku need ristsirged sirgeid ja

OXp vastavalt punktides ja Ap. Kui sirged ja OXp jär-

jestada, võttes ülempoolsirgeteks ja (OXp, siis punkti-

dele ja Ap nendel vastavad teatavad kindlad reaalarvud*

*1 j* *2 * ja Ap abetsissid ($ 28) sirgetel

OXi j* OX2* Arve ai, ap nimetatakse punkti A koordinaatideks

teljestiku OXiOXp korral.

$ 30. Kolmnurkade kongruentsu

ja võrratused kolmnurgas.

Eelmistes paragrahvides on loodud küllaldane alus

meetria edasiseks arendamiseks nendesamade võtetega, mis leia-

vad kasutamist elementäargeomeetrias. Seetõttu on käesoleva

paragrahvi ülesandeks lihtsalt meelde tuletada mõningaid neist

Kui pidevust mitte nõuda, siis nende reaalarvude asemele
tulevad teatava järjestatud kommutatiivse rühma ele-
mendid (hiljem see rühm muudetakse korpuseks; vt. D. Hil-
bert, loe. eit.).
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võtetest ning, mis veel olulisem, rõhutada et Järgnevad teo-

reemid kuuluvad absoluutsesse geomeetriasse (s.t. ei sõltu

eukleidilise paralleelsuse aksioomi kehtivusest või mittekeh-

tivusest).

Kolmnurga A ABC puhul on meil tegemist kolme küljega

ja kolme nurgaga AABC, ABCA, ACAB..Viima-

seid hakkame nimetama kolmnurga AABC sisenurkadexs.

Kui kolmnurgad AABC ja AA'B'C' on kongruentsed (s.t.

leidub liikumine f
,

mis kannab A, B, C vastavalt punktideks

A' B', C'), siis on ilmselt kongruentsed ka vastavad küljed

ja sisenurgad, näiteks [AB]=[A'B'], AABC=AA'B'C' jne.

Vastupidise seose korraldavad järgmised kolm teoreemi.

Nendes püstitatakse teatavad piisavad tingimused, mida tun-

takse kolmnurkade kongruentsuse tunnuste nime all.

Teoreem 51. Kui kahe kolmnurga AABC ja AA'B'C'

korral on
j. siis

need kolmnurgad on kongruentsed.

Tõestus: Leidub liikumine f, mis kannab nurga

ACAB nurgaks AC'A'B'. Siinjuures võib eeldada, et B kan-

takse haarale (A'B' punktiks B", C haarale (A'C' punktiks C"

(sest vajaduse korral võib teha eelnevalt nurga ACAB ümber-

pMramis.). S.l korral M=[A-B-], [Ac]=[A'C-] ning teoreemi

45 põhjal B" = B', C" = C'. Tähendab,f kannab A, B, C punk-

tideks A', B', C' ning seega AABC =z AA'B'C'. Teoreem on

tõestatud.

Analoogiliselt tõestatakse järgnev teoreem.

Teoreem 52. Kui kahe kolmnurga AABC ja AA'B'C'

korral on M=[A'B'] ,
ja ACAB-ZC'A'B', sü.

need kolmnurgad on kongruentsed.

Kolmnurkade kongruentsuse kolmanda tunnuse annab järg-

nev teoreem.

Teoreem 53. Kui kahe kolmnurga AABC ja AA'B'C'

korral on [Bc]=[B-C-J, all. ne.4

kolmnurgad on kongruentsed.

Tõestus: Tähistame liikumise, mis kannab reepe-

rl R(ABC) reeperiks R-(A-B<D), kus C- ja Don teine teisel
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pool sirget A'B', tähega . Kongruentsuse ja

teoreemi 45 põhjal f kannab B punkti B'. Kandku ta C punktiks

C" nii, et AABC3sAA'B'C" (joonis 61).

Vaatleme nurga 4.C'A*C" ümberpööramist See kannab

C' poolsirge (A'C" mingiks punk-

tiks, mis kongruentsuste [CA] =

=Ec'A'], LCA]=[C"A'] ja teoreemi

45. põhjal ühtib punktiga C.

Liikumise involutiivsuse tõttu

C" kandub tagasi punkti C', mis-

tõttu ühtib lõigu [C'C"J
ümberpööramisega. Analoogiliselt

G v3ib veenduda, et nurga Z.C'B'C"

ümberpööramine ühtib samuti 131-
Joonis oi. r

gu [C'C*l ümberpööramisega ja

seega liikumisega "t*.Järelikult vahetab punktid C' ja C

säilitades A' ja B'. Järelikult on dA'B'C" sdA'B'C' ning

kongruentsuse transitiivsuse tõttu 4ABC=AA'B'C'. Teoreem

on tõestatud.

Nurga Z.BCA ja lõigu abil on kerge

tõestada ka järgmist teoreemi.

Teoreem 54. Kongruentsused [*Bc]=[cA] ja 4 ABC =

sACAB kolmnurgas 4ABC on samaväärsed, s.t. üks on teise

järelduseks.

Läheme üle kolmnurkade puhul kehtivate võrratuste juurde.

Ko3mnurga sisenurkade kõrvunurki nimetatakse kolmnurga

välisnurkadeks.

Teoreem 55. Kolmnurga sisenurk on väiksem tema-

ga mitte kõrvu olevast välisnurgast.

Toestus: Tõestame, et kolmnurgas A ABC sisenurk

Q AACB on väiksem välisnurgast

ACBF (joonis 62).

Teoreemi 46 põhjad,leidub

lõigu [Bc] keskpunkt D,mis

on selle lõigu ja teoreemi

23 järgi ka nurga 4BAC si-
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semine punkt. Teoreemi 24 järgi on nurga 4.BAC sees ka punkt

E, mille korral on tõesed <ADE> ja [AD]s[DE] (niisugune punkt

eksisteerib teoreemi 45 põhjal).

Kolmnurkades 4 ACD ja 4 EBD on(AD]—[ED], EcDJ=LBDJ,

4-ADC Z.EDB (kui tippnurgad), mistõttu teoreemi 51 põhjal

/lACD=AEBD

Teoreemi tõestamiseks jääb näidata, et E asub nurga

4-CBF sees, s.t. on korraga pool tasandeil (BF)C ja

Eespool selgus et E on ehk /LFAC sees ja on seega pool-

tasandil (AFiC; viimane aga ühtib pooltasandiga (BF)C, nagu

kerge näha. Teiselt poolt on teada, et nii E kui F on teisel

pool sirget BC, võrreldes punktiga A, ning on seega ühel ja

samal pooltasandil (BC[F. Kokkuvõttes olemegi näidanud, et

E on korraga pooltasandeil (BF]C ja (BcjF. Teoreem on tões-

tatud.

Teoreem 56. Kolmnurga kahe sisenurga summa on

väiksem kahest täisnurgast.

Tõestus: Et AACB<4CBF ,
siis tõesti /.ABC+

+ Z.ACB4 Z.ABC + Z.CBF€2d.

Tavalisel viisil võib sisse tuua külje vastasnurga ja

nurga vastaskülje mõisted kolmnurgas (nurkadeks on muidugi

sisenurgad).
Teoreem 57. Kolmnurgas on väiksema külje vastas

väiksem nurk ja väiksema nurga vastas väiksem külg.

T 3 e s tu s: Kolmnurgas A ABC olgu [ABJ< LAGI.

Näitame, et siis Z.ACBA AABC.

Eelduse kohaselt leidub D, nii et

t3ene on 4ADC )*& ([AB] = )

c

Joonis 63.

(joonis 63). Teoreemi 54 järgi

Z.ABD = ZADB, teoreemide 23 ja 24

järgi ZABD < ZABC, teoreemi 55

järgi ZBCD * ZACB < ZADB & Z ABD.

Kokkuvõttes ZACB4. ZABC.

Olgu nüüd, vastupidi, kolmnurga

A ABC puhul kehtiv võrratus ZABC

< ZACB. Kui sel korral oleks !_AB]s(AcJ
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siis peaks olema Z.ACB = ZABC (teoreem 54); kui oleks

[AB] < [Ac], siis peaks olema 4.ACB < Z.ABC. Järelikult [Ac]<
Teoreem on tõestatud.

Teoreem 58. Kolmnurga iga külg on väiksem kahe

teise külje summast.

T 3 e s tu s: Näitame, et 4 ABC puhul [Bc]< [AB]+ [AC].
Teoreemi 45 järgi leidub D, nii et tõene on <BAD> & ((ADj)=

(joonis 64). Teoreemi 54 põhjal
4-ADC = Z.ACD, kusjuures 4BAD? tõesuse

ja teoreemide 23, 24 põhjal ZACD <

<Z.BCD. Järelikult, ZADC<.ZBCD ning

eelmise teoreemi alusel [Bc]<[BD]
ehk [Bc] < Teoreem on

tõestatud.

Joonis 64.

§3l. Eukleidiline planimeet-

ria

Käesolevas paragrahvis täiendame absoluutse planimeet-
ria aksiomaatikat (aksioomid Ul]., IH2, plani*
meetria dimensiooniaksioom ja kas pidevuse aksioom IV v3i
laused veel ühe aksioomiga - eukleidilise paralleeli-
de aksioomiga:

V (31) ({ABI} & {CDI}) A (CM)-,(3Y)((ABY) & (CEY})
(ehk tavalises sõnastuses; sirge AB ja sellel mitte asetse-

va punkti C korral kulgeb läbi C mitte rohkem kui üks sirge,
millel ei ole sirgega AB ühist punkti).

Planimeetriat, mille me sel puhul saame, nimetatakse
eukleidiliseks.

Aksioom V, nagu näha, käib ainult vahel-predikaadi koh-
ta. Aksioomidest on ta eraldatud ainult oma erilise osa

poolest, mis tal on täita geomeetria ülesehituses. Rõhutame,
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et ülal antud lihtne kuju on tal ainult planimeetria dimen

siooniaksioomi kehtivuse korral.

Sirgeid tasandil, millel ei ole ühist punkti (mis ei

lõiku), nimetatakse eukleidilises planimeetrias

seteks (ehk paralleelideks).

Näitame, et paralleelid eksisteerivad.

Teoreem 59. Läbi iga punkti C, mis ei asetse sir

gel AB, v3ib tõmmata sirge CD, mis on paralleelne sirgega AB.

T 3 e s t u s: Teoreemi 47 kohaselt v3ib (AC)B täiend-

pooltasandil leida parajasti

ühe poolsirge (CD selliselt, et

ZACD sz-BAC

(joonis 65).

Sirged AB ja CD ei saa 13i-
A 8

kuda. Tõepoolest, kui oletaksi-

Joonis 65.
me, gt neil sirgeil on ühine

punkt p, siis tekiks kolmnurk 4ACP, milles üks sisenurk oleks

vSrdne temaga mitte k3rvu oleva välisnurgaga, see aga on vas-

tuolus teoreemiga 54. Teoreem on tõestatud.

Aksioom V, nagu näha, nõuab paralleeli ainsust läbi punk-

ti C sirgele AB. (Siit on tulnudki nimetus -paralleelide ak-

sioom-.) Sellest aksioomist ja teoreemi 59 tõestusest järel-

dub, et sirgete AB ja CD paralleelsuse korral oh alati (joo-

nis 65)
Z-ACDsiBAC.

Edasi on kerge tõestada, et paralleelsed sirged lõikavad

teisel kahel paralleelsel sirgel välja kongruentsed lõigud.

Selleks tuleb lihtsalt rakendada teoreemi 52 joonisel 66 näi-

datud kolmnurkade A ABC ja ÄCDA puhul. 1

Lõike [AB], [CDj ja [A'B'],
[c'D'j nimetatakse võrdelisteks

ja tähistatakse

M :[CD] - [A'B'l :LC'D'J ,

kui mingi vabalt võetud ühik-

lõigu korral nende lõikude pik-

kuste vahel kehtib seos

Joonis 66.
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!AB[ .[C'D'{ - [A'B'[ .

ühiklõigust sõltuvust siin pole, sest üleminekul teisele Hhiir

lõigule kõigi lõikude pikkused korrutuvad ühe ja sama mastaa-

bikordajaga, ning viimane seos jääb kehtima.

Teoreem 60. Nurga haarade lõikamisel paralleel-
sete sirgetega tekivad võrdelised lõigud.

Tõestus: Olgu nurga iAOA' haaradel valitud punk-
tid A, A' ja B, B' selliselt, et sirged AA' ja BB' on paral-
leelsed. Näitame, et siis

[OA] : [Oh] . [OA'] : [OB'].
Valime [OA]ühiklõiguks ja

mõõdame temaga 13iku [OB],
Kooskõlas $-s 8 kirjeldatud

protsessiga tuleb leida punk-

tljada

A, Ag,
selliselt, et

,

,

1) punktide järjestus jadas

uhtiks nende järjestusega pool-

sirgel. (08,
2) =LAnAn*i_! ning

3) punkt B kas ühtib punktiga A või asetseb vahemikus

Viimasel juhul tuleb vahemik

poolitada, ning kui Bja ei ühti, siis valida see pool,
kuhu kuulub B, poolitada see keskpunktiga jne. Jada A,

Ai, Ag, ..., An+i kõrvale tekib veel teine punktijada - kesk-
punktide jada mis

Tõmbame läbi kummagi jada

üldjuhul on lõpmatu.

vabalt võetud punktide ja

sirgega AA', ning tähistame

tähtede ja abil.

sirged, mis on paralleelsed
nende lõikepunktid sirgega OA*

Osutub, et jadal A',
..., on poolsir-

gel (OB* samad omadused 1) -3), mis jadal A, ..., ning
et on samuti lõigu keskpunkt, sama lõigu sel-

j.epoole keskpunkt, mis sisaldab punkti B' jne.
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Selles veendumise jätame lugeja enda hooleks. Märgime

vaid, et omaduse 2) tõestus jada A', ... puhul tugineb

kolmnurkade AOAA' ja kongruentsusel (kus AC ja OA'

on paralleelsed) ning eestpoolt järelduval kongruentsusel

Nüüd on selge, et lõigu [OB'J mõõtmisel ühiklõiguga

OA'] saame pikkuseks sama reaala?vu oc, mis osutub lõigu

]oBj pikkuseks, kui viimast mõõta ühiklõiguga [OA], sest mõle-

mad mõõtmisprotsessid ühtivad kõigis üksikasjades.

Üleminekul mingile ühisele ühiklõigule kõikide lõikude

mõõtmisel tuleb lõikude [OAJ ja [OB] esialgseid pikkusi 1 ja

oc korrutada mingi mastaabi-kordajaga k (lõigu [OA] uue pik-

kusega), lõikude {OA\j ja 3 endisi pikkusi 1 jaoc mingi mas-

taabikordajaga (lõigu OA'] uue pikkusega), nii et

[OA) =*k, [OBt iOA'! )oB'}

ning tõepoolest
{OA .iOB'! - [OA')

. [OB:,
mida oligi tarvis tõestada.

Lõikude võrdelisuse ülalantud definitsioon ja te reami

60 tõestus tuginevad oluliselt pidevuse aksioomil. Huvitav

on märkida, et mitmete matemaatikute uurimuste tulemusena

Õnnestus möödunud sajandi lõpul lõikude võrdelisuse teooriat

üles ehitada ka ilma pidevuse aksioomita (s.t. üksnes aksioo-

mide li_6, H1.5, Hli-2' *l-2 3* V alusel) - teisiti öeldes,

mittearhimeedilises geomeetrias. 3el puhul reaalarve muidugi

kasutada ei saa ning võrdelisuse mõiste tuleb sisse tuua lõi-

kude kongruentsusklasside endi vahel defineeritud korrutamis-

tehte abil.*
Teoreem 60 on aluseks sarnasuse teooriale, sellest aga

omakorda järelduvad tavalised meetrilised seosed kolmnurkade

jms., mis on tuttavad kooligeomeetria kursusest. Mingeid põhi

mõttelisi raskusi planimeetria edasine ülesehitamine enam oi

valmista.

* Vt. Hilbert, loe, eit., 111 ptk.
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§ 32. Aksiomaatika

põhiprobleemid.

Käesolevas paragrahvis analüüsime lähemalt eukleidilise

planimeetria aksiomaatikat, mis meie käsitluses koosneb järg
misest 16 aksioomist:

9 aksioomi vahel-predikaadi <IYZ> kohta (aksioomid

($9), planimeetria dimensiooniakaioom (§ 15), pidevuse ak-

sioom ($ 22), paralleelsuse aksioom ($ 31)).

7 aksioomi predikaadi Y kohta (aksioomid

1111 2
23)).

Iga aksiomaatika puhul kerkib kolm probleemi: 1) aksio-

maatika vasturääkimatus, 2) ühe aksioomi sõltumatus ülejää-

nuist, 3) aksiomaatika täielikkus.

Käsitleme järgnevalt neid probleeme, illustreerides

üldisi arutlusi peaasjalikult eukleidillse planimeetria ak-

siomaatikast võetud näidetega.

Aksiomaatikat nimetatakse vasturääkivaks, kui aksioomi-

de ja nendest deduktsiooni teel saadavate järelduste seas on

kaks teineteist täpselt välja sulgevat lauset f ja f.

Aksiomaatikat, mis ei ole vasturääkiv nimetatakse vas-

turääkimatuks.

Kuidas teha kindlaks mingi aksiomaatika vasturääkima-

tust? On ju mõeldamatu läbi analüüsida kõik järeldused aksio

maatikast, et kindlaks teha, kas nende seas on või ei ole

teineteist või aksioome välja sulgevaid lauseid - järelduste
süsteem on ju lõpmatu ja teooria arendamise ühelgi etapil

ei ole võimalik jõuda "viimase" järelduseni.

Vastus sellele küsimusele absoluutse planimeetria ak-

siomaatika puhul on lühidalt formuleeritud $ 26 lõpus ja

tugineb võimalusel konstrueerida mudeleid selle aksiomaatika

jaoks reaalarvude aritmeetika baasil. Arutlus on seejuures

lihtne: kui oletada, et absoluutse planimeetria aksiomaati-

ka on vasturääkiv, siis tekiks vasturääkivus ka mudelis, s.t

reaalarvude aritmeetikas. Kui reaalarvude aritmeetika luge-
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da vasturääkimatuks, aiis on järelikult vasturääkimatu ka

absoluutne planimeetria.

Analoogiliselt toimitakse mis tahes aksiomaatika puhul.

Võetakse aluseks teatav teooria, mis loetakse vasturääkima-

tuks. Selle teooria vahenditega antakse konkreetsed tõlgen-

dused nii nende hulkade elementidele kui ka nendele predikaa-

tidele, millega antud aksiomaatika tegeleb. Kui seejuures

kõigi aksioomide nõuded on rahuldatud, siia kõneldakse, et

on konstrueeritud antud aksiomaatika mudel antud teooria baa-

sil. Aluseks võetud teooria vasturääkimatus toob endaga kaasa

uuritava aksiomaatika vasturääkimatuse.

Nagu näha, võimaldab mudelite meetod taandada antud aksio

maatika vasturääkimatuse probleemi teatava teise teooria vas-

turääkimatuse küsimusele. Kui ka see teooria on aksiomatisee-

ritud, siis võib viimase küsimuse sobiva mudeli konstrueerimi-

sega taandada edasi ühe uue teooria vasturääkimatuse problee-

mile jne. Püütakse muidugi saavutada seda, et iga järgnev te-

ooria oleks eelmistest lihtsam ja lähedasem reaalsusest vahe-

tult ammutatud elavale kaemusele. Nii minnakse geomeetrialt

üle reaalarvude aritmeetikale, sellelt omakorda täisarvude ja

viimaks naturaalarvude aritmeetikale.

Eelnevas oli juttu absoluutse planimeetria aksiomaatikast

Võib tekkida küsimus, kas eukleidilise paralleelide aksioomi

lisamine ei too endaga kaasa vasturääkivust, s.t. kas euklei-

diline planimeetria on vasturääkimatu. Lahenduse sellele küsi-

musele annab Descartes'i mudel reaalarvude aritmeetika baasil.

Näitame, et selles mudelis on rahuldatud paralleelsuse aksioo-

mi nõue (§ 31).

Tuletame $-st 21 meelde, et paaride A, B, C kollineaar

sus tähendab seoste

<**i+[Sbi <%+ r;+y-*o, + +

ehk oo

<*-(ai- + - *O, ok + / 0

*
Vt. J. Hion, Elementaarmatemaatika kõrgemalt vaatekohalt I,
Tartu 1962.
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kehtivast; teisiti öeldes, võrdust

1
" °1 bl ' °1

2
' Ci **2 * cg

'o*

Paralleelsuse aksioomi esimene eeldus (?X)({ABX) &(CDI )
tähendab seda, et ei leidu reaalarve nii,

oleks 0, / 0 ja

- j + - ai) - 0

J*(il - Cl) + (dl - Cl) - 0

Kõigepealt on kindel, et B / A, D / C, sest vastupidi

sel juhul ikka leiduks X, nii et on tõene {ABX} * (CDX). Jä-

relikult soovitud reaalarvude süsteemi ei leidu <*,<j*- o

puhul (sest sel korral peaks olema 0, cT/ 0 ja koos sel-

lega bi - ai, di - Ci). Seetõttu on eelduse arvestamisel kul-

lalt silmas pidada ainult neid juhte, mil a. 0, y 0.

Kui tähistada M siis saame tundmatute
,

il, 3tg määramiseks järgmise süsteemi

il + * + X(bi - - ai,
* + x -*2,
*1 * x

* ig * -Cg.

(54)

Sellel süsteemil ei tohi olla lahendit - järelikult peab

tema determinant, mis on kergesti teisendatav kujusse

**2"*2 dg-Cg,
olema võrdne nulliga. Et esimene veerg on nullist erinev,oi.,
teine veerg on järelikult selle kordne.

Teine eeldus tähendab seda, et

1 - Ci

—Cg dg —Cg
Aksioomi väide nõuab, et (54)-taolisel süsteemil (kus D aa*

aol on E) oleks kindlasti lahend. Selleks on küllalt nõuda,
et
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relduste süsteem peaks sisaldama kaks teineteist välja sul-

gevat lauset - aksioomidest järelduva Fja aksioomi F enda

ning ei saaks olla vasturääkimatu. Tähendab, kui (^, F) on

vasturääkimatu, siis F on sõltumatu aksioomidest

Sel teel lahendatigi V postulaadi probleem. Eukleidilise

paralleelide aksioomi F eituseks F on Lobatševski aksioom:

sirge AB ja sellel mitte asetseva punkti c korral võib läbi

C tasandil ABC tõmmata vähemalt kaks sirget, millel ei ole

sirgega AB ühist punkti.
Lisame selle aksioomi F absoluutse planimeetria aksioo-

midele Saadud uus aksiomaatika (?*, F) omab mudeli reaal-

arvude aritmeetika baasil - selleks on Beltrami-Kleini mu-

- ning aksiomaatika ( F) on seetõttu vasturääkimatu.

Siit järeldubki, et eukleidiline paralleelide aksioom

on sõltumatu absoluutse planimeetria aksioomidest (kui alu-

seks võtta naturaalarvude aritmeetika vasturääkimatus).Sel-
line on lahendus kuulsale V postulaadi probleemile.

Nagu selgub, võib absoluutse geomeetria aksiomaatikale

lisada ka LobatNevski aksioomi - saadud uus aksiomaatika on

vasturääkimatu. Sellest tulenevate järelduste süsteem moodus-

tab aine Lobatäevski geomeetriale, mida me käsitleme kursuse

teises osas.

Aksioomi sõltumatuse probleemi lahondnsmeetodi illust-

reerimiseks märgime veel, et paragrahvis 25 ja 26 konstruee-
ritud mudeleist selgub ka pidevuse aksioomi sõltumatus nii

eukleidilises kui Lobatäevski geomeetrias.
Aksiomaatika puhul on ideaalseks olukord, kus iga aksioom

on sõltumatu ülejäänuist (aksiomaatika sõltumatuse nõue).Sel

saab selgeks, kui pidada silmas, et vahal-predikaati
puudutavas osas (mis paralleel-
suse puhul ongi ainult oluline),
on see mudel samaväärne eukleidi-

lise tasandi ringi sisemusega. On

selge, et sellises ringis en

Joonis 68. rahuldatud just Lobatgevski ak-

sioom, mitte aga eukleidiline paralleelsuse aksioom (joonis
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korral aksioomid ei sisalda midagi ülearust, midagi seesugust,

mida võiks tõestada. Metoodilistel kaalutlustel loobutakse

siiski sageli, eriti keerukamatel juhtudel, aksiomaatika sõltu-

matuse nõudest, et saavutada lühemat teed aksioomidest teooria

sisukate teoreemideni.

Peatume põgusalt ka aksiomaatika kolmanda põhiprobleemi

täielikkuse probleemi juures.

Defineerime kõigepealt mudelite isomorfsuse mõiste. An-

tud aksiomaatika kaht mudelit nimetatakse isomorfseteks, kui

neis mudelis aksiomaatika seisukohalt ühesugust osa etenda-

vate hulkade vahel on võimalik korraldada üksühesed vastavu-

sed, nii et nende puhul säilivad aksiomaatika põhipredikaati-

de täislausete tõesused. Selline isomorfism üldistab algebrast

tuntud rühmade, ringide jne. isomorfismi mõistet.

Aksiomaatikat nimetatakse täielikuks, kui iga kaks tema

mudelit on isomorfsed.

Märgime, et aksiomaatika täielikkust defineeritakse sa-

geli ka teisiti. On isegi võimalik, et aksiomaatika, mi. ühes

mõttes on täielik, teise definitsiooni seisukohalt seda enam

ei ole (Gödel, 1931). Käesolevas kursuses jääme aksiomaatika

täielikkuse ülaltoodud definitsiooni juurde, laskumata problee-

mi mitmesugustesse peensustesse.
Tutvustame Hilbortilt pärinevat mõttekäiku, mis võitul-

dab näidata, et meie poolt eukleidilise planimeetria ülesehi-

tamisel aluseks võetud aksiomaatika on täielik. Mõttekäik p *

neb asjaolul, et mainitud aksiomaatika iga mudel on isomorfne

Descartes'i mudeliga.

Tõepoolest, $-s 29 me märkisime, et juba absoluutses pl -

nimeetrias võib sisse tuua koordinaatide mõiste ning järeli-

kult sollo planimeetria igä. mudeli, võib üle. ehitada teatava

analüütilise geomeetria, Kui lisaks kehtib ka eukleidilin. pa-

ralleelsuse aksioom, siis, nagu me $-s 31 märkisime, lei&va

...t tavalised meetrilised seosed kolmnurkades, ühesõnaga,keh-

tivad kõik kooligeomeetriast tuntud laused. Analüütiline geo-

meetria, mille me sel korral mudelis saame, on tavaline üli-

kooli esimese kursuse analüütiline geomeetria, tui mudeli iga
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punktiga A vastavusse seada tema keordinaatide paar

siis tekib üksühene vastavus vaadeldava mudeli ja Descartesi

mudeli punktide hulga vahel. Analoogiline üksühene vastavus

tekib ka liikumiste ja paaride 'f* ($, *fo)(§ 25) vahel,kus-

juures predikaatide <ABC)ja A° -f- B vastavad täislaused on

ilmselt korraga kas tõesed või väärad. Vaadeldav mudel on tõe

poolest isomorfne Descartes'i mudeliga.

Iga kaks mudelit, mis on isomerfsed kolmandaga on ilm-

selt ka omavahel isomorfaed. Sellega ongi näidatud eukleidi-

lise planimeetria aksiomaatika täielikkus.

Samasuguse arutlusega, kui arendada ta välja üksikasja-

likult, võib veenduda, et täielik on ka LobatSevski planimeet
ria (s.t. absoluutse planimeetria aksiomaatika koos Lobat!evs

ki aksioomiga).

Teistlaadi täieliku aksiomaatika näitena võib tuua lõp-

liku dimenslonaalse vektorruumi aksiomaatika üle reaalarvude

korpuse. Lineaaralgebras tõepoolest näidatakse, et iga selle

aksiomaatika (s.t. iga niisugune vektorruum) on isomorfne lõp
like arvujadade ..., lineaarruumiga R** (s.t. ühe

konkreetse mudeliga).

Väga laialt kasutatakse matemaatikas mittetäielikke ak-

siomaatikaid. Näideteks on rühma aksiomaatika - on ju olemas

mitteisomorfseid rühmi, projektiivse tasandi aksiomaatika -

on olemas nii desargilisi kui mittedesargilisi projektiivseid
tasandeid jne.

Mittetäieliku aksiomaatika puhul saadakse erijuhtude

poolest rikkalik teooria, täieliku aksiomaatika puhul aga

teooria, mis on arendatav ühesuguselt kõikides mudelites.
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RUUMI ABSOLUUTSE

GEOMEETRIA ALUSED

Kursus. ..im... ... viimas., peatüki. toome si... Uiku-

mi.. mõiste ruumis. Edasi defineeri*. sirge 3a tasandi ristu-

rnis.mõiste, tõestame tasandi iga kahe ri' .irge asetsemise

ühel tasandil ning järgmise olulise teoreemi:

Kui liikumine ruumis säilitab punkti ja selles p

lähtuva pool.irge, sü. ta jätab paigale selle sirge iga punk-

See teoreem on aluseks lõikud, kongruentsuse põhite.r.e

mi tõestamisel ruumis. Viimase, paragrahvi, tutvustame Hil-

berti aksiomaatikat ning tõmbame mõningaid Võrdlus.laon .

{33. tilkumine jn ristsete ru<AUl

Rühma nimetataks, ruumi 3 liikumiste rühmaks, kui

hulgal JE * on võimalik määrata predikaat, mille xe

tähistame 1-f- Y selliselt, et on rahuldatud aksioomid

lil Viinas, käbe aksioomi puhul reeperit. Rja R' all

tist, sellest lähtuvast poolsirgeat ja viimasega aarnevas

pooltaaandist. Vahe on ainult selles, et antud

v.14 pMlta.Mdeld un mitte kat., nagu plmüneetri.., TÜd

,
-1. kmumb reeperi R(AbC) reeperus R-(ABC

km, (ABIC j. (AB)C- c. teineteist täienlnv.d p.elte.endld.ü-

-149-
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metatakse ruunis poolpöördeks sirge AB ümber.

Poolpööre sirge AB ümber on ilmselt involutiivne. Sel-

lest võib teoreemi 40 tõestuses kasutatud mõttekäigu abil ker-

gesti järeldada, et f kannab täiendpooltasandiks mitte üksnes

pooltasandi (AB)c, vaid ka iga teise sirgega AB äärneva pool-

tasandi.

Poolpöörde abil võib samuti nagu $-s 29 defineerida ris-

tuvad sirged: kaht sirget nimetatakse ristuvaiks, kui poolpööre

ühe sirge ümber säilitab teise sirge. Sirgete ristseis on s

juures vastastikune ($ 29).

r 61. Kui sirge AB on risti kahe erineva

sirgega AC ja AD, siis ta on risti iga sirgega AE, mis läbib

punkti A ja asetseb tasandil ACD.

3 e 8 t u s: Eelduse järgi poolpööre AB ümber säilitab

sirged AC ja AD ning nendega koos ka tasandi ABD. Et seejuu-

res säilib ka tasand ABE, nagu eespool selgus, siis säilib

ka tasandite ACD ja ABE JLÕikesirgo AE, mida oligi tarvis näi-

data.

Sirget a, mis on risti mingi kahe erineva sirge tasan-

dil oc
, nimetatakse ristuvaks tasandiga oc (ehk tasandi

ristsirgeks).

Teoreem 62. Iga sirge a iga punkti A läbib para-

jasti üks tasand ot, millega aon risti, iga tasandi &. iga
punkti A läbib parajasti üks sirge a, mis on risti tasandi-

Ok,
.

Tõestus: Paneme läbi sirge a kaks erinevat tasan-

dit ja y ning tõmbame nendel läbi punkti A sirged bja

e, mis on risti sirgega a. Sirgeid bja e läbiv tasand ongi

soovitud tasand ct. Teist sellist tasandit <*' olla oi saa,

sest tasandeil <*'ja on ühine punkt A, seetõttu ka ühine

sirge läbi A, mis peaks olema risti sirgega a. Samuti peaks
' j* j"lõikesirge olema risti sirgega a. Ristsirge ainsu-

sest läbi antud punkti A antud sirgele a tasandeil ja y
järeldub, et vaadeldavad iõikesirged ühtivad sirgetega bja

c, mistõttu ot,'ühtib tasandiga <a..Teoreemi esimene osa on

tõestatud.
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TSmbame tasandil läbi A kaks erinevat sirget bjac

isingmäärame tasandid ja läbi A, milledega nad on risti.

Neil tasandeil on ühine punkt A, seetõttu ka ühine sirge a

läbi A, mis ongi risti tasandiga <x*.Teist sellist sirget a"

olla ei saa, sest siis omaks sirgeid a ja a' läbiva tasandi

ja tasandi &.lõikesirge esimesel tasandil kaks ristsirget

läbi sama punkti A.

Teoreem 63. Sirge BL, mis on tasandi <* mingit

ristsirget AD läbival tasandil risti tasandite ja

lõikesirgega AB, on risti ka tasandiga cs..Tasandi iga

kaks ristsirget on ühel tasandil .

T 3 e stn s: Tõmbame^tasandil sirgele AB ristsirge

AC, mis on risti ka sirgega AD.

Täisnurga X CAD ümberpööramine f tasandil ACD kujutab

endast teoreemi 41 põhjal peegeldust teatava sirge AG suhtes,

(ruumis järelikult poolpböret tasandil ACD sirge AG

ümber. Vaatleva liikumist Y kus on poolpßöra sirge

AD ümber. Liikumine X kannab poolsirge (AC poolsirgeks (AD,

poolsirge (AD viib ta (AC täiend-

poelsirgekõ, säilitades aam&l

ajal poolsirge (AB. Järelikult

% on poolpööre sirge AB ümber ja

seetgttu säilitab punkti B. Siis

aga ka I säilitab B, sest kui

oletada B-f -B' puhul <ABB*>

väi <AB'B> tõesusest, siis peale

X sooritamist saame B'<*X-(B"X)*

-X- * B põhjal vastavalt

<AB'B> väi <ABB'> ja seega tekibJoonis 69.

VÕStnolU.

Tõmbame tasandil sirgele BA ristsirge BF. Asetsegu E

pooltasandil (ABjD ja F pooltasandil (AB{c. Et X viib teise

pooltasandi esimeseks, siis ta viib ka poolsirge (BF poolsir-

goks (BE, sest nad mälemad on risti sirgega AB ja B säilib.

Samal põhjusel poolsirge (BE kantakse I poolt BF täiondpool-

sirgeks.
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TähistasidnurgatEßF ümberpööramise tähega c<J. Liikumi-

ne jätab poolsirge (BF muutmatuks, poolsirge (BE aga viib

te selle täiendpcolslrgsks. Siit nähtub, et sirged BE ja BF

on risti. Et BE on risti ka sirgega AB, siis ta on ühtlasi

risti tasandiga Ot. Teoreemi esimene osa on tõestatud.

Teoreemi teise osa tõestus on lihtne. Olgu sirged a ja

b tasandi c\ kaheks ristsirgeks vastavalt punktides Aja B.

Paneme läbi a ja B tasandi p ja tõmbame sellel ristsirge b*

läbi B tasandite j& [S lõikesirgele. Teoreemi juba tões-

tatud osa põhjal b' on risti tasandiga <xpunktis B. Rist-

sirge ainsuse tõttu b ja b* ühtivad, seega aja b tõesti as

vad ühel tasandil 3
.

Teoreem on tõestatud.

kongruentsu

r e e m ruumi a.

$34. L Sikud

põhit

meie eesmärgiks näidata, etkäesolevas paragrahvis en

iga lõigu [AB] ja poolsirge (A'B korral võib sellel poolair

gel näidata parajasti ühe punkti B', nii et lõigud [AB] ja

A'B]j on kongruentsed (vrd. teoreem 45 planimeetrias).

Kongruentsust mõistame siin täpselt samuti nagu $-s 28.

Selle väite põhjendamine tugineb kahel teoreemil, mil-

la tõestamisele me asume.

Teoreem 64. Iga kahe poolpöörde fja f' korral

sirgega a punktis A ristuva kahe erineva sirge AB ja AB'

ümber sirge a iga punkt I teiseneb üheks ja samaks punktiks

Tõe s t u s: Võtame vabalt punkti C, nii et oleks

tõene <BCI>. Tähistame Y. Leiduvad punkt D, nii et

tõene

<AEC> & 4CDY>,

ja edasi punkt E, nii et on tõene

(AEC> & <DEX>.

On teada, et A, D ja - L
.

T&hiataze veal

T, G; sitaste,attSoeed on

Tähendab i, x, D, F ning samuti Y, G, D, C en ühel sirgel.
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Seejuures sirged CF

ja EG on risti sirge-

AB.

Samasuguse konst-

ruktsiooni viime läbi

tasandil AB'X tähis-

tades I- - Y'.

Tuleb näidata, et

Y* * Y. Selleks on

võimalik kasutada

teoreemi 34.

Sirged CF, EG,

C'F' ja E'G' on teo-

reemi 63 põhjal ta-

sandi ABB* ristsir-

ged ja sama teoreemi

põhjal asetsevad paa-

Joonis 70.

rikaupa samadel tasanditel. Panema läbi sirge EE' tasandi

ACC' ja läbi sirge FF' ristsirgete CF ja C'F' ühise tasandi.

Tasandid lõikuvad mööda sirget CCJärgnevalt paneme läbi

sirge EE' ristsirgete EG ja E'G' ühise tasandi ja läbi sirge

FF' tasandi AFF'. Tasandid lõikuvad mööda sirget GG'. Et sir-

ged EE' ja FF', mille läbi me tasandeid panime, on ise ühel

tasandil IDD', siis teoreemi 34 põhjal lõikesirged CC' ja

GG' on ühel tasandil. Meid huvitavad punktid Y ja Y' osutuvad

selle tasandi ja sirge a ühisteks punktideks. Kui nad erinek-

sid, siis sirge a asuks viimatisaadud tasandil, kogu konstru-

sioon oleks tasandiline ning sirged AB ja AB' ei saaks erine-

da nagu eeldatud. Järelikult Y' *=Y, mida oligi tarvis tões

tada.

Edasi on lihtne tõestada järgmist olulist teoreemi, m a

mõned autorid (näit. Kostin) on võtnud aksioomiks.

Teoreem 65. Kui liikumine I*säilitab punkti A

j. p.ol.lrg. (AP, .11= ta jät.b p.1g.1. =lrg= AP lg* p-uiitl I.

Tõestus: Väide on tõestatud juhul, kui -fon pool-
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pööre sirge AB ümber.

Kui f ei ole poolpööre, siis ta kannab mingi sirgega

AP ristuva sirge AB viimasest erinevaks sirgeks AB', mis on

samuti risti sirgega AP. Poolpöörde sirge AB' ümber tähistame

tähega , nurga Z.BAB'ümberpööramise (s.t. poolpöörde selle

nurga poolitaja AC ümber) tähistame X.

Lihtne on veenduda, et

f-X'f-
Kui Y, siis teoreemi 64 põh-

jal Y ja seetõttu - X.

Kokkuvõttes:

- - I.

Teoreem on tõestatud.

Nüüd on tehtud kõik eeltööd sel-

leks, et tõestada lõikude kongru-

entsuse põhiteoreemi ruumis (vrd.
Joonis 71.

teoreem 45).

Teoreem 66. Antud lõigu [AB] korral võib igal

poolsirgel (A'P näidata ühe ja ainult ühe punkti B', nii et

lõigud [A'B'] ja kongruentsed.

Tõestus: Punkti B' olemasolu järeldub vahetult

aksioomist

Punkti B' ainsuse näitamiseks oletame, et leidub veel üks

samu nõudeid rahuldav punkt B*. Sel korral on olemas liikumi-

sed f' jaf", mis määravad kongruentsused ja

.Üldisust kitsendamata võib eeldada, et A"f'- A',
A<"f* A', tehes vajaduse korral eelnevalt lõigu [AB]ümberpöö-
ramise. Siis B+f - B', B°f" - B". Liikumisel on

omadus säilitada punkt A' ja poolsirge (A'P, punkti B' ta

teisendab aga punktiks B". Teoreemi 65 põhjal B" - B'. Teoreem

on tõestatud.

Lõikude kongruentsuse edasine käsitlus ruumis on täiesti

analoogiline planimeetriliso käsitlusega. Täpselt samuti võib

sisse tuua lõigu pikkuse mõiste ja selle abil koordinaadid

ruumis.
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Mis puutub nurkade ja kolmnurkade kongruentsusse, siis

nende küsimuste vaatlemine ruumis, erinevalt ISikude kongru-

entsusest, ei valmista mingeid lisaraskusi v3rreldes plani-

meetrilise käsitlusega.

Sellega me ühtlasi 13petame ruumi absoluutse geomeetria

aluste käsitlemise. Ruumi eukleidilise geomeetria saame, kui

senistele aksioomidele lisame eukleidilise paralleelsuse ak-

sioomi. Tavalisel viisil v3ib siis sisse tuua paralleelsete

tasandite m3iste ja tõestada k3ik nende kohta käivad teoree-

mid, mis on tuttavad kooligeomeetriast. Eukleidilise stereo-

meetria edasine arenemine ei valmista enam mingeid p3him3tte-

lisi raskusi.

$ 35. Hilberti aksiomaatika.

Käesolevas kursuses absoluutsele ja eukleidilisele geo

meetriale aluseks vßetud aksiomaatika erineb mitmeski suhtes

klassikalisest Hilberti aksiomaatikast, mida kasutavad enami-

ku praeguseaegsete 3pikute autorid. Seetõttu osutub vajalik s

tutvustada siinkohal ka Hilberti aksiomaatikat ning tõmmata

mõningaid võrdlusjooni.

Hilberti aksiomaatika puhul tegeldakse järgmiste hJlka

dega:

a) punktide A, B, C, ... hulk,

b) sirgete a, b, c, ~,
hulk,

c) tasandite <x, y-, ~,
hulk.

Mida nende hulkade all mSist. tuleb, see jääb täiesti lahti-

seks. Tähtis on vaid, et nende elementide vahel oleksid maa-

ratud järgmised suhted (ehk predikaadid):

1) punkti kuulumine sirgele,

2) punkti kuulumine tasandile,

3) ühe punkti asetsemine kahe teise vahel.

Suhted ehk predikaadid peavad seejuures rahuldama järgmisi

aksioome:
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lga kahe punkti A, B korral leidub airge a, millele

need punktid kuuluvad.

Ig Kaka erinevat punkti A, B saavad korraga kuuluda mit-

te rohkem kui ühele sirgele a.

Iga sirge a korral leidub vähemalt kaks erinevat punk
ti A, B, mis kuuluvad sellele sirgele.

Leidub vähemalt kolm punkti, mis ei kuulu korraga

ühelegi sirgele.

I5 Iga kolm punkti A, B, C korral leidub tasand <x.,mil
lele need punktid kuuluvad.

kui kolm punkti A, B, C ei kuulu korraga ühelegi sir

gele, siis nad saavad korraga kuuluda mitte rohkem kui ühele

tasandile

I? Iga tasandi 3-korral leidub vähemalt üks punkt A, mis

kuulub sellele tasandile.

Ig Leidub vähemalt neli punkti, mis ei kuulu korraga

ühelegi tasandile.

lp Kui kaks erinevat punkti A, B kuuluvad korraga sirge-

le a ja tasandile oc
,

siis iga punkt 1, mis kuulub sirgele

,
kuulub ka tasandile a,

leidub punkt A, mis kuulub korraga kahele tasan-

dile cx, 3, siis leidub veel teine, temast erinev punkt B,

mis samuti kuulub korraga tasanditele a., .

Kui B on A ja C vahel,
le A, B, C kuuluvad.

siis leidub sirge a, mille-

Ilg Kui B on A ja C vahel,
punktid.

siis A, B, C on erinevad

Kui B on A ja C vahel, siis ta on ka C ja A vahel.

114 Iga kahe erineva punkti A, B korral leidub punkt
C, nii et B on A ja C vahel.

H5 Iga kolme punkti A, B, C seas ainult üks saab olla
kahe ülejäänu vahel.

II& Kui a) A, B, C, D, E kuuluvad ühele tasandile oc,
** D, L ei kuulu ühele sirgele ühegagi punktidest A, B, C,
*'a* c) leidub y, nii et D, E, F kuuluvad ühele sirgele ja F
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on A ja B vahel, siis leidub G,

nii et D, E, G kuuluvad ühele

sirgele ja G on kas B ja C v3i

C ja A vahel.

Aksioome nimetatakse

kuuluvuse aksioomideks. Meie

käsitluses on nad kõik teoreemi-

deks, välja arvatud mis sisu-

liselt ühtib maie aksioomiga 15,
ja lg, mis tähendab lihtsalt loo-

bumist planimeetria dimensiooni-

Joonis 72.

aksioomist.

Aksioome g
nimetatakse järjestuse aksioomideks. Nen-

dest esimene järeldub meie käsitluses sirge definitsioonist,

teine on tõestatav, viimased neli aga ühtivad sisuliselt meie

aksioomidega lg, 13, lg (viimased kaks seejuures mitte

päris täpselt).
Nagu näha, on Hilberti süsteem selles osas märksa enam

komplitseeritud, kui käesolevas kursuses aluseks vßetud aksio-

maatika. Viimases figureeriva üheainsa hulga - punktihulga -

asemel on siin kolm hulka, üheleainsale "vahel"-predikaadile

on lisandunud veel kaks "kuulurnis"-predikaati. Ka aksioomide

süsteem on märksa ulatuslikum: 6 aksioomi asemel 16 aksioomi.

Aksioomide Hi-6 alasel defineerib Hilbert, sa-

muti nagu meiegi eespool, lõigu ja nurga mõisted ning

täiendavalt, et nende m3istete puhul oleksid määratud järgmi-

sed suhted:

4) 13ik ABj on kongruentne lõiguga (A'B'],
5) nurk Z.ABC on kongruentne nurgaga Z.A'B'C, mis peavad

rahuldama teatava 5 nn. kongruentsuse aksioomi n3udeid.Nende

aksioomide üpris keeruliste sõnastuste toomise asemel märgime

lihtsalt, et lili ühtib teoreemiga 45, 1112 nõuab kongruent-

suse transitiivsust lõikude korral, 1113 n3uab, et paarikaupa

kongruentsetel lõikudel oleksid kongruentsed summad (vt, $ 28),

1114 ühtib teoreemiga 47 ja 13puks 1115 nõuab teoreemi 51 eel-

duste puhul nurkade ZABC ja ZA'B'C' kongruentsust.
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Ka seilas osas on Hilberti aksiomaatika vähe ülevaatlik

ja nõuab märksa rohkem kui eespool toodud aksiomaatika 11,

111
I*s'

-Llll.g.
Hilberti aksiomaatika kasutamise teeb mugavaks see, et

tee aksioomidelt esimeste sisukate teoreemide juurde on märk-

sa lühem kui käesolevas kursuses. Meil tuli näha rohkesti

vaeva isegi mõningate Hilberti aksioomide endi juurde jõudmi-
Seda vaeva aga kompenseerib meil aksiomaatika äärmine

lihtsus ja ülevaatlikkus, mille eelised ilmnevad erilise sel-

gusega mudelite konstrueerimisel ja seoses sellega aksiomaa-

tika põhiprobleemide uurimisel (vt. § 32).
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