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SUSTEEMI KINEETILINE MOMENT
(LITEUMISHULEKEADSE PEAMOMENT)

1. Eelnevaid mérkusi

Klassikalise mehhaanika teine pdhiseadus (aksioom) an-
nab seose masspunkti liikumishulga ja masspunktile mdjuva jou
(mitme jou mdjumisel nende resultandi) vahel:

™ AW . F,

milles m on masspunkti mass,
v - tema kiirusvektor,
F - masspunktile méjuvate joudude resultant,

- masspunkti liikumishulk,

3

¥ ja F on vektorid.
Sellest tuletakse analoogiline seos masspunkti liikumis-

hulga momendi ja temale mdjuva jou momendi wvahel:

al 1
&) ° - u (),
at

milles ¢ o =T X mV on masspunkti liikumishulga moment
punkti O suhtes,
T - punktist O masspunktini viiv kohavektor, ja
M(F) =T xF - jouF nomentvektor punkti O suhtes.

Valemite (1) ja (2) amaloogia seisneb selles, et vale-
mis (1) ettetulevad vektorid mv ja F on valemis (2) asen-
datud nende nonecntidegé ruumi vabalt vdetud punkti suhtes.

Masspunktide siisteemi puhul saadakse valemile (1) vas-
tav valem, \

ol



Koosnegu siisteem n masspunktist ja olgu
‘2 - n

K =i§] mi?i

siisteemi liikumishulk (siisteemi masspunktide liikumishulkade
peavektor). Siis kehtib seos

(3) & _3(e)  nilles
at
3= :
i“) =i}__:‘ Fie) on siisteemi masspunktidele mdjuvate vdlis-

Jjdudude peavektor (Fg_e) on i-ndale masspunktile mdjuvate

vdlisjoudude resultant).
Tuletame veel meelde valemit:

-

4) K=M ;c , milles

]

n
2 m; on siisteemi kogumass Ja
1=1

w'rc - selle siisteemi massikeskme kiirus-
vektor.

2. Masspunktidé siisteemi kineetiline moment (siisteemi
masspunktide liikumishulkade pea_lomentz

Siigtee: eetiline moment ruumi i g0
suhtes fo vordub siisteemi kuuluvate masspunktide liikumis-

hulkade sama punkti O suhtes vdetud momentide summaga:
RgR n

(5) Lonl fa el 2y

a -7 25 i=1 B i1

milles f 0i OB i-nda masspunkti liikumishulga moment
punkti O suhtes.

Nimetust "slisteemi liikumishulga moment™ ei tarvita-
ta, sest sellega vdiks méelda suurust

rcxK=rcva°;£ I‘o
ja sattuda eksiteele (i"c on punktist O siisteemi masskesk-
meni viiv kohavektor)

ST



Vektori Lo rekenduspunktiks on O.

Joon.1

Siisteemi kineetiline moment mingi telje t suhtes Lt

skalaar) vordub selle telje i punkti O suhtes véetud
siisteemi kineetilise momendi I (vektori) projektsiooniga

teljel t:

. 3 Ly = prody (L)) = L,- 9 ,
‘milles ﬁt on telje t suunaline iihikvektor;
punkt L ja T, vahel - skalaar-korrutise tihis.

o 8
A
J \
THR B SR e

Joon. 2.

t=OB =Lo'vut=03' cos X

o on nurk vektorite L  ja il: vahel (Lo, ‘-"t)'
OB' - algebraline suurus.
Néditame, et I’t ei sdltu punkti O wvalikust teljel.

il =



Olgu O méni teine teljepunkt, siis

; n —
L =Ly ﬁt =[i§1(0'0 + Ei) x mi;i]'ﬁt -

n
g,
™My
~~
)
o

o
"
P

x miw'ii)i-(fi x my w-ri{,- ﬁt =

i

OOxmivi)]~ut s Lo- ut=Lt,sest

1

(00xm¥,)- 9 =0,

.
Mo b
ad
™

—'D
OOxmivi]-ut =

—
M
n
-

e

kuna vektorid 0'0 ja ﬁt on kolineaarsed (kolme vektori

ruumkorrutis on vérdne O-ga, kui kaks tegurit on kolineaar-

sed). 2

Kineetilise momendi ﬁhikud:[ﬁ] = [ergsec (CGS-siisteem),
sec

[ka sec| (tehniline siisteem).

3. Kineetiline moment koordinaattelgede suhtes

Meie kasutame alati paremakiéelist tédisnurkset Cartesiuse
koordinaadistikku.

2
k
0 ———
5 4
’ 4
X L :
Joon. 3.
Sel pubul L°=L°xL+L°y/+L°zE,
milles ¢, J , £ on telgedesuunalised iihikvektorid,
Lox' I‘oy' Loz vektori Lo (koordinaatide alguspunkti
suhtes voetud kineetilise momendi) projektsioonid telgedele.
il



Olgu I"x' I'y’ Lz siisteemi kineetilised momendid telge-
de X, ¥ ja z suhtes. Siis eelneva punkti kohaselt

(o]

Lx:io.z = (Dgp €+ Loy J+ Loy BT =

sest L - L =1, ]-L=E—Z=0.
Samal viisilt 3
y ey

' L,=L, - E=5, .

]
|2l

Seega: 17 e t_ko tt tes vordub
koordinaatide alguspunkti suhtes voetud kineetilise momendi

vektori projektsiooniga sellel teljel.
Seepérast voime kirjutada

L°=Lx-(-,+ I&;‘FLZE.

4, Kineetilise momendi arvutamine

Olgu koordinaatide alguspunkt O,

Hl
i

A xif+y1}+zili,

vi=vixf+v1y}'+vizi , Biis

Eutip R
by =Ty x m¥ = | x 3 oz =
B Vix™Vigtiviz

= m; (394, - ziviy)Z + my (z,vy, - ’_‘i'u)} *

n — -
Kma L =2 f, Jja L ,=L_=L -T jne., siis



n n

( Ly =iz=1"‘1(’1"1z - %37y =i§1‘1(71;"1 -3y
n n

(6) { Ly =§1“‘1("1’1x - X3Vig) =‘.Z-1m1("‘1£i. - x;2)
n n

\ L, =i§1m1(‘1viy" T3Viy) =§1"'1(‘15'c -yx)

sest v, = :':i, jne. (ptmk'td:uutu;ja téhise peal téhistab
tuletist aja jargi: ;i o sl , Jne).
dat

Need valemid tuletavad meelde staatikast teada olevaid
jousiisteemi peamomentide arvutamise valemeid (l@t, v Mz on
jousiisteemi peamomendid telgede suhtes):

M, = ;‘71'1 -z,

n
QLIRS AR AN

=]

b ig(xii'yixi) ]

(Fi=Xif+Yi}'+ZiE) .

Kuid valemid (6) on mitmel juhtumil kineetilise momendi
leidmiseks ebamugavad, eriti pideva massjaotusega absoluut-
selt kdva keha puhul., Beepdrast tuletame méned seosed, mis
hélbustavad kineetilise momendi leidmist.

5. Kineetiline moment ja massikeskpunkt

Olgu O meelevaldne punkt ja C siisteemi msikukpunkt,
Ei masskeskmest i-nda masspunktini viiv kohavektor, '1 s

masspunkti kiirusvektor uuikosho suhtes (rolatiivne kii-
rusvektor), si:ls 1.-1 =T + ri Ja '1 = v % 'i .



Joon.4.

Kasutades vektorkorrutise distributiivsust, saame viima-
ses avaldises avada sulud ja kirjutada ta nelja summa summana
(véttes konstantsed tegurid summa tdhisest vidlja):

=i§ miv +Zrixmiv +.}-:rcxmvi+2ri V

- ¥ i - s P, ¥
=T, x Iﬁ'rc + (i§1miri) XV, + T, X iZ=1mivi kS iz=1r1 + mv o,

n
nilles M=) m, .
i=

Bt aga T, = (massikeskme definitsiooni koha-

§ mif':'l
M

selt) ja r; =

(o]

(punktist C massikeskmeni viiv kohavektor),

o1

n
Ly
siis Z.- T, = ja samuti Z 0,7, Z m,T 0. Seega
e . & Yoo i

viimasest L avaldisest langevad valja teine ja kolmas 1lii-
se ning véttes tarvitusele téhise

B
Z iv:l , Saame

-9 -



(8) L =F. xW. +1

Selles avaldises esimene liidetav i'-c x Mv'rc on niisuguse

masspunkti liikumishulga moment punkti O suhtes, mis aset-
seb siisteemi massikeskmes, mille mass vordub siisteemi kogu-
massiga ja kiirus massikeskme kiirusega; teine liidetav

gz

Lc on aga massikeskme suhtes vietuna siisteemi kineetiline
moment siisteemi relatiivsel liikumisel massikeskme ilimber

(massikeskme suhtes).

Saame teoreemi: Siisteemi kineetiline moment mingi punkti
suhtes vordub summaga, mille iiheks liidetavaks on siisteemi
massikeskmesse kujutletud (siisteemi kogumassiga vordse mas-
siga ja siisteemi magsikeskme usega liikuva) mass i
kineetiline moment sama punkti suhtes ja teiseks liidetawvaks

siisteemi kineetiline moment massikeskme suhtes silisteemi rela-
tiivsel lijkumisel sel mass. skme limber (suhtes).

Siit jargneb:
Siisteemi kineetiline moment mingi telje suhtes
vordub summaga, mille 1iiheks liidetavaks on siisteemi

massikeskmesse kujutletud (siisteemi kogumassiga vordse
massiga ja siistee massikeskme kiirusega liikuva
masspunkti kineetiline moment sama telje suhtes ja

ja teiseks li;gtgakh massikeskme suhtes vdetud siis-
teemi relatiivse (massikeskme suhtes) liikumise kine&-—

tilise momendi projektsioon samal teljel.

- 10 =



6. Kova keha kineetiline moment pbbrlemistelje suhtes

Olgu podrlemisteljeks z-telg, poorlemise nurkkiiruseks
w Ja koordinaatide alguspunktiks O:
2 " n
Lz. = L,- K =ig"(ri x mivi)° g
Selle asemel, et korrutada skalaar-
selt iihikvektoriga k tervet sum-
Al mat, korrutame temaga iga liidetava
’ eraldi ja tulemused liidame(skalaar-
’ korrutise distributiivsus).
Arvestades ruumkorrutise omadust
(a x B)-c = (¢ x 3)-b, ja véttes ar-
vesse, et “ova keha poirlemisel
Joon. 5. Vi = X 51. ehk \7]. =wk x f‘i
(sest w =wk), saame (vottes iihise
teguri w summa méargi ette):

n n
-
L, =w iZ=1mi(E x F;) (K x F) =w lZ=1miII€ x 5 .

,k’ x E-i’ =1- risino( =4, (masspunkti kaugus pédrlemistel jest),
jérelikult

n

Suurus '32 =2 mjdi on kéva keha inertsmoment z-telje
i=1

suhtes, jdrelikult

9) il S W

Z zZ

-JI-



Seega kova keha kineetiline moment pddrlemistelje suh-
‘ yordub keha selle telje suhtes vdetud inertsmomendi ja podr=—
lemise nurkkiiruse korrutisega,

Kui telje positiivselt poolelt vaadates pddrleb keha
kellaosutite liikumisele vastassuunaliselt, siis w > o
Jja ka I.z > o0, vastupidisel juhtumil on Lz e

Teatavasti teljel liikuva masspunkti liikumishulk on
my . Valemis (9) vastab massile m inertsmoment ¥, ja
ja kiirusele v nurkkiirus w, Niisugune vastavus punkti
liikumise ja kova keha péorlemise vahel esineb ka jéargneva-
tes valemites.

7. Siimmeetriatelje ilimber pddrleva keha kineetiline

moment podrlemistelje mingi punkti suhtes
- Y

Vastuse leidmiseks piisab, kui
vaatleme ainult kaht pdorlemis-
telje suhtes siimmeetriliselt
asetsevat (virdsete massidega)
masspunkti.

L°=r1xmv1+rzxmv2=

= (51 - 52) x mF1 , sest selles

valemis v&ib lugeda, et ¥, =
= - 51, (m6lemad kijrused on

Joon.6. joonise pinnaga risti: iiks on
: suunatud ette, teine taha. Kuna
171 =@ xT,, siis, arvestades seost ax (bxzc) =

=(a-e)6-(a-b)¢c,

~-I2~



L,=nF -%) x (& x T = m[(i] - 52)'-51«7—

A s _J_ o il R e .
-G -5 @ ]F = m(AB-FD @ - ( AB @ )F = 2u OB D =
=3, @ . Seega {ildjuhtumil siimmeetrilise keha puhul (z-telg

on siimmeetriatelg)

(10) LO = 320.1 = 3sz = LZE .
Kineetilise.momendi vektor on suunatud .piki pddrlemistelge.
Kui keha pole pddrlemistelje suhtes siimmeetriline, siis io

ei ole suunatud piki pdorlemistelge, nagu see selgub juba
iihe masspunkti puhul. 3

z

Lo.Lr ja Lo..Lv, ‘
I =Fxmw=ufx(Gx® =n[°D- G -@)F .

8. Tasapinnalise siisteemi kineetiline moment

Tasapinnalise siisteemi puhul tasapinna mingi punkti
0 suhtes on io alati risti tasapinnaga. Seega véib kinee-
tilist momenti kidsitleda algebralise suurusena (iiksikute
masspunktide kineetilised momendid liidetakse algebraliselt).
Masspunkti kineetiline moment loetakse positiivseks, kui
punktist O masspunktini viiv kohavektor pddrleb vastassuu-
nas kellaosutite liikumise suunale, vastupidisel juhtumil on
moment negatiivne.

Siin on tédielik analoogia jousiisteemi peamomendiga.
5 :




Joon. 8.

Juuresoleval joonisel on z-telg risti joonise tasap:l.n-
. haga ja suunatud etve.

n

s S N e e

L, =2 T, x mgVy ..[j:ﬂ (_)miriviSin(ri,vi)]E ,
% n

L, = L, g )m, 4T3v;sin (ri,vi) .

L, ongi vordne siisteemi kineetilise momendi Lo-ga

Z

punkti O suhtes (tasapirnal xy), jarelikult
n n

) L, = Z (f)miriv sin(T;, ¥;) __Z( mgv.d; .

i=1 i=4

Mirgid + Jja - on sulgudes seeparast, et iga mass-
punkti jaoks tuleb sobiv mirk valida.

Masspunktide koordinaatide ja nende aja suhtes voetud
tuletiste jédrgi saadakse seos (valemid (6) p.4):

n
(12) L, =1, =i‘;"‘1("iyi - ¥i%;) .

Tasapinnalise kova kujundi puhul JO = Jz Jja

(13) L =5, = §w ehk Fow .

R T,



9. Naiteid kineetilise momendi arvutamisest

Ndide 1. (Ulemande M 3‘1‘!3 (2933) alusel.)
Punkt massiga m = 5 g 1liigub vastavalt vorrandeile

5 +- 3 ¢cos t
4 sin t.

bl
]

~
o

(x, y - sentimeetrites, t- sekundites). Leida punkti liiku-
mishulga moment koordinaatide alguspunkti suhtes.

Tegemist on tasapinnalise liikumisega ja liikumishulga
momentvektor alguspunkti suhtes on risti tasapinnaga xy (suu~
natud piki 2z - telge). Tema projektsioon z-teljel p.8
valemi(12)jirgi on

£y n(xy - yx) .

- 3 sint, y = 4 cost, jérelikult
£, = n[(5 + 3 cost)-s cost - 4 sin t (- 3 sin t)]=
=m(20 cost + 12) = 4 m (5 cost + 3) .

2
Bt m =5, sils £ = 20(5 cost + 3)[BEL [,
Z sec

Kuna tasapinnal momenti punkti suhtes késitletakse

skalaarina, siis

2
3114
0y = &, = 20(5cost + 3)| BB~

2
Néiteks hetkel t = O é; = 160 BSR_ |

2 t= g sec
y B Liikumisel punktist A punkti-
# \ ni B on >0 (kohavektor posr-
y 39 x1§ dub positiivses suunas), punk-
tist B punktini A [’°< )
Punktides A ja B on Zo =05

Joon.9. : Sellele vastavad ajahetked
P | &



saadakse valemist cost = - g .

EKui tahame leida punkti kineetilist momenti ellipsi
keskpunkti C suhtes, votame uued teljed ($;%) 1l&bi p. C.
Sel juhtumil £ 3 cost, ? = 4 sin t (kasutame valemit (12)
p.8)ja

2
€, = 6o ] - const .

Seega {_ = 0. Kuid valemi (2) p.1 jérgi '3
c c

(masspunktile mdjuva jou punkti C suhtes voetud momendiga),
millest jédrgneb, et masspunktile méjuva jou moment vdérdub
O-ga, Kuna joud F ei saa vorduda nulliga (sel Jubtumil
peaks liikumine olema iihtlamne sirgjooneline), peab jéu F
kandesirge kogu liikumise vdltel lidbima punkti C ( F on
tsentraalne joud Jétﬁentriga punktis C).

‘Naidata, et joud F on suunatud punkti C ja tema tuge-
vus on vordeline kaugusega sellest punktist (diinaamika esi-
mene pdhiiilesanne).

= Mcll-"‘l

Ndide 2. Ulesandes M 1104 arvutada siisteemi kineetili-
' moment p. O suhtes.
i Olgu p. D ja E koordinaadid vasta-

/
2 /E T valt Xqs Yqs 29y 38 X5, Foy 2pe
% ? g Siis p. D liikumisvdrrandid on:
1 :/___J_

{

] .x, = {coswt
0 1
( b ¥4 =fsinwt
o 24 =0 Ja
/x' Q. T p. E liikumisvirrandid on:

:

s =lsin ¥ cos(wt +'§)

Joon. ¥ = fsin¥ sin(w t + é’L)
z, = lcos ¥ 3 ehk‘~
X5 = -{sin¥ sinwt
Jp = {siny coswt
‘| 2 = Lcosy



Arvutame ka koordinaatide tuletised aja jargi:

f o
X, = -fwsinwt

1 p lw coswt

L 24 = 0
( ;:2 = =fwsiny coswt
4 5'2 = -fwsiny sinwt
h Z, = 0

P. 4 wvalemite ( 6 ) pohjal:

Ly = Tpx = m[y1z1 - 2474 + Fpp - 257 ]
I’y = Loy = m[z1x1 = X 24 + 2%, - xzzz]

L, = Ly = 0 [ 2474 = 34%q + Xo¥5 = T%5 ]

Asendades Xqs Jqs ceee 2 Xqs Tqs eeees 2y Zp
vastavate avaldistega saame
Lx = m@aw sin¥fYcos¥sinwt,
Ly = - m fPwsinycos ¥ coswt,
2

2
Lz & m[l wcoszwt + fzcusin

2

wt + Zzwsin2-P sin"wt +

+ Pwsin®y cosw t} =m Pw(1 + sin¢ ).
(a) Lo =m fzwsinPcos'P(sinwt C - cos:at/') +
+m fzw(‘! + sin2~f’ )k

Lo on konstantse absoluutvddrtusega vektor, mis asetseb
tasapinnas BOE, ja mis z-teljega moodustab nurga & , nii et

Lo podrledb iihes masspunktidega iimber z-telje (on nendega
jdigalt seotud). Lihtsamini saab vastuse katte, kui lahtuda
otse kineetilise momendi definitsioonist.

<47 -



Vastus: valem (a)

Niide 3. (Ulesande M 327 (312) alusel.)

Ellipsograafi joonlaua
pikkus AB = 40 cm, vénda pik-
kus OC = 20 cm, AC = CB. Viént
poorleb iihtlaselt nurkkiirusega

A W) ilimber telje O. Leida ellip-
// x sograafi kineetiline moment
punkti O suhtes. Vént ja joon-
/%/A laud lugeda iihtlaseks varras-
Joon.13. - teks; esimese kaal P = 0,1 kG,
teise kaal Q = 0,2 kG. (Ules-
andes M 327 esineva masspunkti M kaal on vdrdne nulliga.)
Kuna liikumine on tasapinnaline, siis kineetilise mo-

mendi vektor on risti tasapinnaga xy ja Lo = Lz .

Ty
B,

Otsitavat momenti vaadelda kolme momendi summana:
1) vénda kineetiline moment Loy (punkti O suhtes),

2) punkti C (joonlaua massikeskme) liikumishulga moment
Loc punkti O suhtes, kui p.C mass lugeda vordseks joonlaua
massiga, Jja

3) joonlaua kineetiline moment Lc p. C suhtes joon-
lava relatiivsel liikumisel iimber massikeskme C,

Joonlaua relatiivne liikumine limber massikeskme C on
podrlemine nurkkiirusega - w (kuna pddrleb vastupidises
suunas).

1) Ly = Gy W (p. 6 valem 9).

ov
. 1-P g2
Vinda inertsmoment J . = T ¢ (Voronkov, § 137,

valem 144), seega

LOV

t]
3§ CCw

2) L, = %Ivcsin(oc,:c) (valem § 1fip,milles v =fw
ja sin(5’c, x'rc).= 1, sest OC L \'rc . Seega

Loc ='% Cuw .
18 =




Tuleb ~.rkida, et viimases valemis suurus -‘g €2 on
(joonlaua massiga varustatud) punkti C inertsmoment punkti
0 (z-telje) suhtes.

1
3) Lcj = .- chw .

Joonlaua inertsmomendi & c.(punls:ti C suhtes) arvutami-
seks vaatleme joonlauda koosnevana kahest tiikist CA ja CB
ja kasutame kummagi tiiki kohta p. 1) nimetatud valemit.

Saame

R L

1386
‘Liites

Lo=L0v+Loc+L<':j =‘%§e2w +%-§€2w o
. PAREDL 18 T8 A

g 358

Markus. Inertsmomendi J # voib arvutada, kasutades
Voronkovi &piku valemeid § 137, valem (144) ja § 138,
valem (154).

~ Numbrilise vastuse leidmiseks valime tehnilise ihikute
siisteemi. Siis [ = 0,2 m ja

L, = 0,04(0,1 + 0,4) ., 0,00068 w [kG m sec]
3-9,81

CGS - slisteemis saame:

_ 400(100 + & £ gem”™
I, = 4000100 + 4000, - e6700w [EE-] .
Vastus: Lo = 0,00068 w kGm sec ehk

2
N gem'
L, = 66700 w Gec~ -

=g



Nzide 4. (Ulesande M 398(384) alusel)

Leida silisteemi kineetiline moment telje suhtes, mis l&-
bib punkti B ja on risti joonise tasapinnaga, kui selle tel--
je limber pddrleva keha kaal on P,] ja inertsraadius podrle-
mistelje suhtes § , . Labi punkti A (risti joonise tasapinna-
ga) mineva telje lmber pddrleva keha kaal on P2 ja inertsraa-
dius poorlemistelje suhtes ?2 . Rihm on iihtlase massijaotu-

sega ja tema kaal vordne P, AB =¢. Péirlevate kehade massi-

keskmed on pdorlemistelgedel. Ratta B nurkkiirus on w, ,
3 |
%2

= k ., Ulesanne lahendada iildkujul.

2 <

PQ = PA + AQ = r2+fcos/3 PQ = T, + ¢ sin(P+x)

f=tr=f - "zr - = 72’— -A+¥) iy t, + @sin g+
Joon. 14 PB

Tghistame punkti, kus rihma {ilemine sirge osa puutub
ratast A, tihega D (AD on vertikaalne raadius) ja punkti,
kus rihma alumine sirge osa puutub ratast, tdhega E. Nurk
AB ja rihma sirge osa vahel olgu « . Siis &£ DAE =71 - 2a .

Poorlemine toimugu positiivses suunas.

Kineetilise momendi I‘B voib jaotada neljaks osaks:

1) Koos rattaga B poorleva keha kineetiline moment

P
1 02
Ipg =g 51 “

2) Koos rattaga A -pddrleva keha kineetiline moment p. B
-0 - ’



suhtes L]32 . Kuna keha massikes‘é seisab paigal, siis arves-
tada ainult kineetilist momenti telje A suhtes:

P2 o

Lp, = L i 3% 2w, =-2 S, ko
= = = . L]
A2 g 2 =2 g 2 1

3) Rihma osa, mis asetseb punktidest D ja E paremal,
kineetiline moment LB on kerge arvutada, kuna igal pool
kiirusvektori kandesirge kaugus punktist B on vordne T, —€a.
Selle rihmaosa pikkus on 28cos« + r1(77 4+ 2ct), Olgu A rih-
ma joontihedus (pikkuse iihiku mass). Siis selle rihmaosa
kogumass on A (2 Ccosck + (7 + 22)) ja iga punkti kiirus
V=1, . Seega

Lpy = A(2 leosx+ 1 (T + 24 ))r%(u,l 4

4) Kdige raskem on arvutada punktidest D ja E vasakul
oleva rihmaosa kineetilist momenti LM‘ Vétame sellel osal
mingi punkti P. Olgu £ DAP =y ja < APB =¥ , siis

dLBa=dm-v-BPs:Ln(§+Y) :

Eleméntaarne mass dm = A rdy , si.n(% +¥) =cosY¥Y .
Kolmnurgast PQB (tuletamine joonise nr,.14 kérval) leiame, et
T, + fsin(P + )

cos ¥ = 2 2
P

Jarelikult
dLg, = A ryv(r, + £ sin(P +x))d p.

Seda avaldist integreerides saame (arvestades, et rajad
on ¢, = 0 ja $P=T- 2« ning v = r1w1)

Lpy =/\r1w1r2(r2(’/T-2d) + 2 (coem) %

Kuna rihma mass .
S =A(2g(7 + 2 ) + 1y (T = 24 ) + 2 lcos),

véib siit A kérvaldada ning saame:

apt.a



A, Pr,‘w,'[a(r,‘ + rz)fcoso( + r?l(fT+ 2a)+ rg('fl- 2a)_]

j P =
a3 55[2 {cosa + o (7 + 22)+ v, (7T~ 20'»)]
T, - T,
Margime, et sindo = ——[—— .
Seega

Lp = Lpq + Lo + Lpy + Ly, =
w
(a) =—g1'[*"1 93 + Pk €3 4

4 Pr,(2(z, + rz)/cow + r‘%(

T+ 2K) + rg(’/T- 2°'~))

2beosa + r1(77+ 24) + (7= 24)

Markus: rihma vasakpoolse osa DPE kineetilise momendi

LB4 voib ka teisiti arvutada.

Olgu B ja A kaks lnkumatut punkti, P

Joon, 15
L, =L B2, x n,%, = 3 (B )
= B, X RV BA+AP X mV
LB i1 1 -1 i-
n n

- 22 -
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masspunkt.

—> —>
=BA+APi



Antud juhtumil rihma osa DFE kohta (\'rc.L AB):

Ly, = CAy(T- 26 )v, + Ary(T - 21&)v x5 .

Rihma osa DPE massikese asetseb joonel AB punktist A

kaugusel

s i
r251n( 5 -)

f-s
(Voronkov, lhk, 191, valem: OC = R Siix ) .
Jéarelikult
%
I r,8in { 5 -ot) o T w, cosa ¢
-] 97'_0( 2 Ve &
2 o
Seega

Lpy, = 2[/\ Ty Tow, Cos& +AT, rg W, (T 2) =

=AT) rowy (rp (T-2a) + 2/cosct) :

Vastus: valem (a).

-2y 5



Niide 5 (Ulesande M 598 alusel.)

Koonus A. teeb 120
podret minutis paigal-
seisva koonuse B iimber
(koonuse kaasaliikumise
nurkkiirus limber z-telje
w, = 4w sec'1n, relatiiv- -

ne nurkkiirus iimber tel-
je 00, w, = 4I/; sec™!

4
ja absoluutne nurkkiirus
Jobe. 48, w, =8 sec-1). Koonuse

A kérgus 00, =.10 cm. Leida koonuse A kineetiline moment p.(
suhtes hetkel, mil 00, on y-teljel (positiivsel poolel).
Koonus lugeda iihtlaseks, tema kaal P = 2 kG.

Koonuse massikese C, (tdht C on juba &ra kasutatud)
asetseb 15igul 00, nii et 0C, = hy = g 0. Olgu 00, = b,
siis h, = ¢ h.

P. 5 valemi(8)jdrgi

1 by 20 X
T, =hyy v, =wghy = 47h,, Vo =280 RL 5 .,
1 1 1 1
5 e " P e b5
Jarelikult rc1 X c1 = E h,‘ - 49 h1 = ———s—— E .

(K on 2z-telje suunaline iihikvektor) .
Koonus pdorleb iimber hetkelise telje OC (absoluutne pdor-
lemistelg) nurkkiirusega W, =ws= 87, Nurkkiirusvektor w

on suunatud piki telge OC vasakule iiles, Jarelikult koonu-
se podrlemine iimber C,‘(relatiivne pédrlemine) on poédrlemine

iimber telje +, mis 1&bib p.C,1 ja on paralleelne teljega
0C. Nurkkiirusvektori <« v&ib iile kanda p.C4.

-k



Ekslik oleks arvata, et pddrlemine iimber p.(.':,I on telje
00, iimber pdorlemine, Selle telje limber pddrleb koonus tel-
jestiku suhtes, mis ise pddrleb z-telje limber koos koonuse
teljega. Poorlemist massikeskme iimber tuleb vaadelda teljes—
tiku suhtes, mille teljed oma suundi ruumis ei muuda. Seega
peab telg 1dbi massikeskme, mille {imber relatiivset poorle-
mist vaadeldakse, olema alati paralleelne absoluutse pddrle-
misteljega (hetkelise kruviteljega) ja nurkkiirus vérdne ab-
soluutse nurkkiirusega.

Kuid l_:?oums el asetee telje t suhtes siimmeetriliselt ja
see teed Lc‘l arvutamise raskeks.

' N = *
Lc1 = g:‘ F,xn¥, (0.5 valemile(8) eelnev walem),

e | L, o -1 A = ot
= @ xT; . Seega L°1 = ]; mT; X (w x ri} :
xuid @ = wy j' +sz (wx = 0 vaadeldaval hetkel).

.Votame kasutamisele teljestiku 01 x' y' z', milles

teljed x', y', 2' on paralleelsed vastavalt telgedega X
¥, 2. Unute telgede iihikvektorite tdhised ¢' = / /'
k' = E voib jétta endisteks.

Vektorkorrutise distributiivsuse tottu véib seega podor-
lemise fimber telje t lahutada poorlemisteks iimber telgede
y' ja z'. Vastavad nurkkiirusvektorid on:

/‘ = - W cos 30°/' = - -J?'w/' ( - mé@rk on seepérast,
et @ projektsioon y-teljel on negatiivme) ;ja
w, k =weos 60°K = zwﬁ

Beega Lc % Ly. + Lz. =

EKuna y' - telg on koonuse siimmeetriatelg, siis (valem
(10 ') P.?)

(®) Ly = &7.wy/' = -—g&y w7y

-25 -



(Jy. on koonuse inertsmoment y'-telje suhtes).

z'-telg pole aga koonuse simmeetriatelg ja seepdrast ei saa
kiillaldaste teadmisteta véita, et L;, on z'-telje sihiline
(ta siiski on seda, sest, nagu hiljem selgub, z'-telg on
nn. tsentraalpeainertstelg).

) 1

Lz. leidmiseks arvutame tema iihe elemendi sz, kinee-

tilise momendi p.C,I suhtes.k:bonuse telje punktis, mille ordi-

2 =z ] naat on y, ldikame koonu-
W g g sest risti y-teljega Shu-
g 0
zZ ylan kese ketta paksusega dy.
olL-"1%" ¢l yF i 0Olgu koonuse massitihedus
\ g 0, y},y: D, siis ketta elementaarne
% mass
NG (d) am = D (y tan 30°)%ay
N ketta inertsmoment diameet-
‘17 ri suhtes, mis on paralleel-
Joon,17. ne z-teljega, vordub: ‘

% an (y tan 30°)% (vt. Voronmkovi § 137, valemit(150)).

Ketta kineetiline moment pédrlemisel iimber vertikaalse
diameetri (ketta keskpunkti suhtes) vordub seega

) &(y tan 30°)2dm¢'z E (valem (10, p.7).

Ketta massikeskme kineetiline moment (kui sinna mdelda
koondatuna kogu ketta mass) keskpunkti C, suhtes (ketta re-
latiivsel liikumisel {imber p.C,) on

i 2
(¢) am(y - h.‘) wE .,
~ Asendades dm avaldisega (a') ning liites (b') ja
(e¢'), saame

di;, = ZrE D(y tan 300)4“’263 E+

+ 77D (y tan 300)2 (y - h,])zwz ay k .
Jérelikult
s - 26 -



b h
=7D(tan 30°)°w E( f(tan 30°)2f ytay +_f 7°(3-hy)%ay) =

otk
=

5 5 5 1-
=7 D(tan 30°0%w ,(FsCten 30°%° + B - 2- 2 F 4 28 Jk

(sest h,] = 3- h). Kuna (tan 3O°)2 = % ja

G ECT RT E Y

1 5 >
L, = ,7%5“) PPw k

Koonuse mass

042
=pZiBtam 30 ) h  piijest

k') D < 3 . Asendades saame
‘g7 h3(tan 30°)°

®ig

TN
-1 ?Phw, - Ph
L, = =— (L_=3

(c) gh =
80 g 80 g

Arvutada veel valemis (b) esinev Jy, . Kasutades ees-
pool olnud elementaarset ketast, saame

ady, = % am(y tan 30°)° (Voronkov § 437, valem (149)) .

‘Asendades (a') saame:

az, = D m(y tan 30°)%ay ja integreerides

5 04
4 h” _ P71 (tan 30 m
)'5——

9 : o
J = = D7 (tan 30
e 2 gmh’(tan 30°)=- 5 10 g

Liites (a), (c) ja (b) ning vottes arvesse, et h,= %.;ja
¢Uz = %U: 47T , saame

B R



=
[}

- (e L - LT ;o
- 2 2

- 13;;1’1; e 2J'"ggm’h ¥o

Asendades P = 2kG jah =0,1m, g=9,81 —55 ,
sec

(=
[l

saame 1loplikult:

L, = - 0,00444 7 + 0,01666 k [xGusee] .

Koonuse edasisel pdorlemisel ja&db vektor Lo tasapinda,
mis 1&bib z-telje, koonuse telje 00,,|L |= const ja 1, =

0,01666 = const. Uhe s6naga, vektor L0 péérleb lmber z-tel-
je nurkkiirusega “)e = 497, Tema 13pp-punkt liigub moéoda *

ringjoont, mille keskpunkt on z-teljel, tasapind risti z-tel-
jega ja raadius 0,00444 m, Kokkuvdetult: vektor Lo on jdi-
galt seotud koonuse kaasamineku-liikumisega (pddrlemisega
z-telje iimber).,

Vastus: L0 = - 0,00444)7 + 0,01666 k kGmsec.

Ndide 6 (Ulesande M 1110 alusel.)

1

Uhtlane ohuke ketas on
péigutatud horisontaalse
v6lli keskkohta ekstsentri-
lisusega OC = e ja nurga
90°-« all v511li telje suh-
tes, Ketta kaal on P, raa-
dius r. Leida ketta kinee-
tiline moment laagri punkti
B suhtes ketta ja volli
ihtlasel pédrlemisel nurk-
kiirusega w , Laagrite va-
Joon. 18. hekaugus AB = 2 a.

=98




~

Iy

Punkti B koordinaadid on O, O, -‘a, punkti C koordi-
naadid - 0, - ecos«, e sina , Jéarelikult Ba~e cost}' -
+ (e sina + a)k . Olgu pddrlemine positiivme (s.o. p.C liigub
ettepoole), siis

oy
B x M7, + L, (.5 valem(B))..

1]

170=ecosat-w£ .

M= g , Seega

s T k
¢
ﬁch=§ o - e cosa (e sin+ a) | =
e cosd-W O 0

(a)

;R id

(e sina + a)e cos« w[ +§ (e cosa)wk .

Nurkkiiruse vektori @ =wk (mille kanname punkti C)
lahutame kaheks komponendiks: :

1) risti kettaga

&')1 -weos k + w cos« Sin&], -

2) ketta diameetri DE sihile

z S P o e S R .
\3/\ op =wsin ® kK ~w sina cosa / .

Joon. 19.

=3 N ] ik,
L &% , milles L on kineetiline moment
e 4 co cq
p. C suhtes relatiivsel pddrlemisel iimber telje, mis 1&bib
-y
p. C Jja on kettaga risti, ja L c - podrlemisel ilimber
2

diemeetri DE. Kuna mdlema telje suhtes on ketas siimmeetriline,
siis p.7 valem (10) jérgi

(b) L = & JJ,I=%§1‘2(U1,



3 & 1 &
(e) 5 = F G = P Wi
e, ey 1 I 2

o id

(& arvutatud Voronkovi raamatust § 137 vale-

c4q Ja 502
mite (149) ja (150) jargi). Liites (a), (b), (¢) ja kasu-
tades valemeid u‘a,l ja w2 jaoks, saame

Ly =[§ (e sind + a)e cos & -w +%§r2wcosa sina -

- ;}g rzwsi.nécosa] J- + [ + -g(e cOSot)zw + :21 g r°w cos’& +
+ 11; g r2w 8in®x ] k= gwcosd [(e2 + ;1- rz)sinct + ae]/' +

+ -gw[( 11— r2 - e2)coszot + -} ra]k .

2 2

S

LB asetseb tasapinnas ldbi z-telje ja punkti C (suuna-
ga vasakule iiles) ning jddb sellesse tasapinda kogu poorlemse
valtel. ‘ Ly | = const, samuti- LBy =.const. Vektori LB ots~-

+—w[ r +( T +e)cos

punk't liigub. ringjoonel, mille_tsenter on z-teljel ja mille
raadiuseks on LBy . Vektor LB pddrleb z-telje ilimber nurk-

kiirusega w . ‘
Kokkuvotlikult: vektor LB on kettaga jdigalt seotud.

Vastus: valem (d).

Niide 7. .(Ulesande M 1114 (995) alusel.)

Kahe iihtlase poordsilindri A ja B kaalud on vasta-
valt P, ja P, , raadiused aga r, Ja r,. Silindrite {imber

- 30 - ‘



on keritud niidid, mille keerud
asetsevad silindrite pohjadega pa-
P ralleelsete kesktasapindadega siim-
Al () meetriliselt: silindrite teljed on
horisontaalsed ja rocbikud. Silind-
ri A telg on paigal; silinder B
langeb paigalseisust raskusjou
méjul.

B

Joon,.20.

Arvutada silisteemi kineetiline moment punkti Oq suhtes
(telje suhtes, mis 1l&bib p. O1 ja on risti joonise tasa-
pinnaga). .

Siisteemi kineetiline moment L°1 Pe O1 suhtes on kolme

kineetilise momendi summa:
1) Silindri 0, kineetiline moment

P
() g %

2) silindri 02 kineetiline moment p&érlemisel iimber
raskuskeskme (iimber telje, mis l&bib p. 02 ja omn
Joonise tasapinnaga risti)

P,
SR

3) Silindri massikeskme 0, kineetiline moment (kui
oletada, et sinna on koondatud silindri kogu mass):
(e) T2 ( )
c = v Th +T5) .
g oo 1 2
Arvestades, et punktid A ja B 1liiguvad vordse kii-
rusega, saame
-3 -



Vo2 =WqTq + W oTy ja

; P
o L e ol - T
(d) L _z —8 1‘1(4_)1 +2——s 2 +

+ fg-g (cu,lr.‘ + (uzra)(:cuI + rz) s

On kasutatud valemit Voronkovi 6pikust § 137, valem
(149) ja kdesoleva kirjutise valemeid (9) p.6 ja (8) p.5.

Vastus: valem (d).

10, Siisteemi kineetilise momendi teoreem (vektoriaalselt)

Kineetilise momendi beoreemi saamiseks arvutame Lo
tuletise aja jérgi(liikumatu punkt O on vdetud inertsiaal-
slisteemis alguseks):

a n n :

L d Z . .
2. — o £ TR iy i s v.)].

av v 4m1 10 2 S gLP TR SRR AL

Kuid §i=\'ri ja ?ixmiw'ri=mi(?ix§1)=0.

‘;’1? W; on masspunkti kiirendus. Seega

a L, - =
(14) =L, Z (ixmi 1) -
dt #

: Et saadud avaldist siduda siisteemile mdjuvate joududega,
kasutame mehhaanika teist pdhiseadust.

-(e
Olgu Fi i-ndale masspunktile méjuvate vélisjoudude resul-

tant ja Fg_i) - gisejdudude resultant, siis (teise pdhisea-

duse jargi)
oo () =)

miﬁi-.-.Fi il ML
38



Asendades valemisse (14), =maame

di n i ) “ n by, E¥a
-2 =Z Ty x(Fie + Ffl)) Z [ Fe)+ e < FFl)J=

& 3t & 1 s

f(e) o i - (e)

Suurust M, = 2 T, x F, nimetatakse siisteemile
< o R

méjuvate vdlisjoudude peamomendiks punkti O suhtes. Analoogi-

line suurus sisejoudude kohta

yh o B8

f T *F

vordub nullvektoriga.

E Selle toestamiseks vaatleme kahe

G, 3 masspunkti teineteist vastastikku mé-

jutavate joudude momente, Nende momen-
tide summa

=(i) &

o o Tl

FAB - rB b'd FBA A

- Selles avaldises Fyy = - Fyg (meh~
B

0 F;A naanika kolmanda pohiseaduse pdhjal)
ja & s o
Joon.21. Tp =Ty + AB , seega
SRR R e
Mo,AB =Ty x Fpp + (T, + AB)x(~ FAB) =T) x Fpp =
o 3 Wt 5
- Ty X FAB - AB x B = Q.

S CH X
sest AB x FAB = 0 (kolineaarsete vektorite vektorkorrutis).

Slisteemis mojuvaid sisejoude on koiki voimalik niisugusteks
paarideks riihmitada ja

o L



n -
= 13
S xFi) oo
7= SRl R
Véttes kokku arutluse tulemuse, saame
dL -(e)l

%) | & = l
_.____——_—J

Tuletis aja jargi slisteemi kineetilisest momendist mingi
liikumatu punkti suhtes vordub siisteemile mdjuvate vilisjdudu-

de sama gunkti suhtes voetud peamomendiga (siisteemi kineetili-
se momendi teoreem).

S o {thikud [ _chm2] [ [kG }
Suuruse —— {i s = | erg H m .
at sec 1

11. Kineetilise momendi teoreem projektsioonides

Koordinaadisiisteem Oxyz on inertsiaalsiisteem.

Olgu L kK , siis

]
]
~1
+
=}
\'
+
i

o) % 'y
io = L c + }'* L X 5

¥y

i
g
e
L]
~
¥
g
e
o
N,
+
|
.
N
w1

= x T+ 5%7 ﬁiﬁ g

p. 10 valem (14) jargi:

. n n C 7 k
ey e W C 7 Mgy )




Arvutades saame -

,

. n
= Ly =1Z=ﬁ— m; (7525 - 2,5) »
(16) b w m,(z,%, - x.2,)
e Rt Py i s St

n
Ly 'lg, 1(x 73 = Ig¥) -

.

Analoogiliselt
-(e) (e) (e) (e)-
Mo = Hx C + My / + Mz kg8
( n
(e) (e) (e)
S e L
(e) (e) (e)
£17% 4 My =i=1 (ziXi - x;8,
L g (e)
e e e
Hz =i=Z1 (xiYi - ini ) .

-(e) (e) (e) (e)-
Fizxil. 1/-0—.1(.

Eelnevates. tdhistes voib otsekohe avaldada kineetilise
momendi teoreemi projektsioonides:

o 3% -



ule)
X

'x

£ oule)
(18) gy = My

. (e)

o s Mze

Tuletis aja jadrgi siisteemi kineetilisest momendist min-
gi liikumatu telje suhtes vordub siisteemile mdjuvate vdlis—

joudude sama telje suhtes voetud peamomendiga.

Nii siin kui ka eelnevas p, 10 teoreemis tuleb r&hutada |
punkti v&i telje liikumatust, mille suhtes v3etakse momendid.
Jiattes selle n¥udmise téitmata muutudb kineetilise momendi tu-
letise arvutamine hoopis teistsuguseks,

12, Siisteemi kineetilise momendi jadvus

Stisteemi liikumine on madratud, kul on teada koigi tema
punktide koordinaadid igal ajahetkel. Seega voib neid koordi-
naate vaadelda aja t funktsioonidena, samuti ka neist tule-
tatud suurusi (kiirusi, kiirendusi, liikumishulka, kineeti-

list momenti, jne.): . 3

L, = L,(8), L = L(t), jne.

A |
1) Oletame niiiid, et siisteemile moéjuvate vdlisjoudude :
peamoment mingi liikumatu telje suhtes (mida loeme z-telgeks)f
vordub kogu liikumise vidltel nulliga:

(e)
e et
. aL,
P. 11 valemi (18) jérgi ka L, =0 ek —==0.
dt

Sellest Jjédreldub matemaatilise analiiisi seaduste jédrgi, et

(19) L, = const, s.o.

el TR




kui siisteemile mdjuvate vdlisjoudude peamoment mingi 1liikuma-
tu telje suhtes kogu liikumise vdltel vordub nulliga, siis

slisteemi kinetiiline moment-selle telje suhtes on konstantne .

2) Olgu siisteemile mdjuvate vdlisjoudude peamoment mingi
liikumatu punkti O suhtes (mida loeme koordinaatide algus-
punktiks) kogu liikumise vidltel vordne nulliga:

-(e) (e)_ (e) (e)-

A Mx°+My/+Mgk=o'
Ce) . (e) (o)
jirelikult ka My = M, =M, = 0.

P. 11 valemite (18) jérgi siis

szLy=Lz=0 ehk & T=00

Siit jargneb, et Ly Ly ja L2 on konstandid, seega ka

(20) ; L0 = comnst,

kui silisteemile méjuvate vdlisjoudude peamoment mingi liikuma-
tu punkti suhtes kogu liikumise vdltel vordub nulliga, siis
slisteemi kineetiline moment sama punkti suhtes on konstantne.

. Pdikeseslisteemi raskuskeskpunkt seisab mingis inertsiaal-
slisteemis paigal (kui jdtta arvestamata teiste, kaugete taeva-
kehade mdju), seega piikesesiisteemi kineetiline moment siistee-
mi massikeskme suhtes on konstantne. Tasapind 1#bi massikesk-
me, mis on risti kineetilise momendi vektoriga, ei muuda oma
asendit ruumis.

13s Kineetilise momendi.teoreemi kinemaatiline
interpretatsioon gnéhali teoreem)

Slisteemi kineetilise momendi vektori Lo algus on lii-
kumatus punktis O, mille suhtes see moment on vietud. See
vektor muutub ajaga (vilja arvatud p,12 vaadeldud juhtum),

v,




Seega vektor Lo 16pp-punkt liigub ruumis. Vektorit Lo voidb

vaadelda kohavektorina, millest selgub, et tema 1l6pp-punkti
kiirus U avaldub kujul (kui kineetilise momendi iihikut kuju-
tab pikkuse iihik):

kasutades seost (15) p. 10, saame:

-(e)

(21) u = M, i Bl

ruumi mingi liikumatu punkti suhtes voetud siisteemi kineeti-
lise momendi vektori lo unkti kiirus (kui vektor) vodrdub
siisteemile mojuvate valisjoudude sama punkti suhtes vdetua
peamomendiga.

Tuleb mérkida, et U i{ihikuks on joumomendi (t66) iihik.
Kui kineetilise momendi_iihik esitada 16iguga, mis vordub
pikkuse iihikuga, siis L° otspunkti kiirus (kiiruse tihiku-
tes) vordub |u |.

Kineetilise momendi jddvuse teoreemil pShjeneb, nditeks,
vdimalus muuta raketi pikitelje suunda raketi liikumisel maa-
ilmaruumis. Oletame, et raketil asetseb elektrimootor, mille
telg on risti raketi teljega, ja et viimane telg ei oma poor-
lemist. Seega mootori seismisel siisteemi kineetiline moment
telje suhtes, mis 1&bib massikeset ja on paralleelne mootori
teljega, vordub O-ga., Kui panna mootor pdorlema, siis tema
kineetiline moment eelmises lauses nimetatud telje suhtes
saab nullist erinevaks. Kuna aga vdlisjoude mojumas pole ,
peab rakett hakkama podrlema mootoriga vastupidises suunas
nii, et kogu kineetiline moment edaspidigi piisiks vordne nul-
liga. Kui rakett on pédrdunud vajaliku nurga voérra, jatta
mootor seisma.
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14, Kinnistelje iimber pddrleva kéva keha liikumise
diferentsiaalvirrand

¢

Lo Olgu péorlemisteljeks z-telg.

Kehale mdjugu vdlisjoud, mille pea-
moment telje suhtes on Mze .

Keha kineetiline moment z-telje
suhtes
(2 L, = §,w (valem (9) p.6).

Seega

Joon. 22. a°r
d Sy ehk 326
dt

(sest w=$L , milles ¥ on keha posrdenurk, € = g
nurkkiirendus). Kéva keha inertsmoment kehaga kindlalt seotud
telje suhtes (Jz) on konstantne suurus.

P. 11 valemi (18) jédrgi voib kirjutada liikumise dife-
rentsiaalvorrandi:

(5, 42 - w(®) o
dap (e) ; .- (e)
(22) < 32 -d-;z— ehk JZ‘P = Mz ehk
(e)
LJZé = Mz

Viimast varianti kasutatakse harilikult siis, kui
€ = const (iihtlaselt nuutuv poorlemine), s.o. kui ka M(e)
= const.
-



Punkti liikumisel m6dda x-telée omabp liikumisel dife-
rentsiaalvorrand jargmise kuju:

mx =X,

Kui sellega seada vastavusse kova keha pocrlemise diferentsi-

(e)

JZ‘P =Mz .

aalvorrand

siis ndeme, et va?tavus on jérgmiste suuruste vahel: m ja JZ,
s - e
X ja Py LXK e Mz . Seega keha poorlemisel omab inertsmo-

ment sama tdhendust, mis mass punkti liikumisel:
keha inertsmoment poorlemistelje suhtes on keha inertsi
moéoduks iimber selle telje podrlemisel,

15. N.E. Zukovski pink kineetilise momendi ja&dvuse
demonstreerimiseks

éukovski pink on kolmejalgsele alusele asetatud rdéhtne
ringikujuline platvorm, mis voib (voéimalikult hédrdevabalt)
podrelda vertikaalse telje (z-telje) iimber. Selle platvormi
keskele on sageli kinnitatud pink istumiseks. Pingile istuv
inimene voétab kummassegi kdétte raske keha {vihi) ja viib need
podrlemisteljest voimalikult kaugele (hoides kdsi rohtsalt
6lgade kdrgusel). Pink pannakse poéorlema (nurkkiirusegacdq).
Kui niitid pingil istuv inimene tombab vihid vodimalikult keha 1
ligi, suureneb pdorlemise nurkkiirus (oletame véértusenicua). !
Kuidas néhtust seletada? Arvestamata Shutakistust ja héorde- |
joudu laagrites mdjuvad siisteemile (platvorm, inimene, vihid)
kaalud ja laagrireaktsioonid. Viimaste kandesirged ldbivad
z-telje, seega nende momendid telje suhtes vorduvad nulliga.
Kaalud aga on suunatud vertikaalselt alla (paralleelselt tel-
jega), jarelikult ka nende momendid telje suhtes vorduvad nul- |
liga. Seega ;

(e)

M, =0 ja valemi (19) p.12 kohaselt
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'I'z = const

L

0]

g = T, W (valem (9), p.6).

Olgu poorlemise algul (kui kided on kehast eemaldatud)
siisteemi inertsmoment J,, , ja 15pul (kui kied on tdémmatud
keha ligi) ¥,0 » 8iis

'}z1 > Jzz seepdrast, et pddrlemise algul vihid
(ja ka kided) asetsesid tei;jest kaugemal kui 16pul, muude ke-
haosade kaugus teljest aga ei muutunud.

Kineetiline moment on algul

L

1]

21 Jz'l w4, Ja 16pul

bas > I Wo
Kuna kineetiline moment kogu liikumise védltel on const,
siis peadb

Jz1 wy = 322 w, ehk
F J
z1 21
Wy == W,y > w sest-3—>1.
2 z2 1 o 22

L3

Tekib kiisimus, kas pingil istuja voib iseennast koos
pingiga pSorlema panna ilma vdliseid tugesid kasutamata.
V6ib kiill. N&iteks siis, kui ta votab kétte mingi raske eseme
Ja hakkab seda keerutama pea kohal nii, et ese liiguks teljest
teatud kaugusel (umbes ringjoont médda). Selle tagajérjel hak-
kab . pink vastupidises suunas poorlema (sest kogu kineetiline
moment telje suhtes peab jé&ma nulliga vordseks). Kui niitid
teatud hetkel, mil raske ese on teljest histi kaugel, lasta
ta vabaks, siis jddb pingi pbdrlemine piisima (seepdrast, et
jédb plisima ka eseme kineetiline moment telje suhtes). Kui
aga lopetada eseme keerutamine nii, et ese j&db pingil istuja
kitte, siis 1lopeb ka pingi pdédrlemine (sest kogu silisteemi ki-
neetiline moment peab vordume nulliga).
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16. Fiilisikaline el

Fiilisikaliseks pendliks nimetatakse kova keha, mis v&ib
vabalt podrelda rohtsa telje iimber, kusjuures kehale mdjuvaks
aktiivseks jouks on tema kaal.

Lébigu podrlemistelg (mida loeme
z-teljeks) keha punkti O ja olgu risti
joonestuse tasapinnaga. Punkt C on pendli
masgikese, OC = a., Kehale méjuv raskus-
joud P on rakendatud p. C. Peale selle
méjuvad pendlile laagrite reaktsioonid,
mille resultandi R kandesirge 1ldbigu
p.0. Pon pendli hilbenurk vertikaalist
(joonisel positiivne). -
Joon.23. P.14, valemi (22) jérgi

(e)

JZP =M
Kuna reaktsioonijou R kandesirge labib 2z-telje, siis
tema moment selle telje suhtes on 0. Seega

(e) ~

Mz = Mz(P) ==Pa sih'P: - Mga sinvy,.

Saame diferentsiaalvérrandi

Jz'ﬁ = - Mga sin P ehk

.. Mga-
(23) B~ gine = O
z

(fiiisikalise pendli liikumise diferentsiaalvdrrand).

Selle vorrandi lahend ei avaldu elementaarsete funktsi-
oonide abil. Tuleb votta kasutusele nn., elliptilised funkt-
sioonid. VGib saada ligikaudseid lahendeid soovitava tépsu-
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sega, kui arendada sin ¥ Taylori ritta:
5
51

5

sinP:f’-:;—'YB-r Po= cese

.Kui piirduda reaksarenduse esimese liikmega, s.o. votta
siny =¢ (mida voib pidada lubatavaks siis, kui ¢ véirtused
jédavad véikesteks, nait., kui amplituud ei ilileta nelja, viit
kraadi), siis saadakse ligikaudne fiilisikalise pendli diferent-
siaalvorrand ;

. Z

See on harmoonilise vOnkumise diferentsiaalvorrand (tuletame

meelde: -
¥ + X°x = 0 - x-i asemele on tulnud ¥ ja

ka asemele gﬁ ¥
z

Selle vorrandi i{ildlahend on

(25) P=A sin (kt +x), milles

k =V—l§:— . V6ib leida ka vonkumise perioodi

16
(26) T=g§=277 ﬂ;_a

Matemaatilise pendli perioodi valem on:

T = 217\)18—

(£ - pendli pikkus) .

Antud fiilisikalise pendliga vordse perioodiga matemaati-
lise pendli pikkust nimetatakse fiilisikalise pendli taandatud
(redutseeritud), pikkuseks. Teda leitakse tingimusest T = T'
ehk

A

S A



J
(27) =y .

Punkt 04, mis saadakse, kui punktist O m8dda sirget OC
ndbdetakse pikkus £ : 00, =/, nimetatakse fiiis. pendli
vonkumiste tsentriks., Punktid O ja O1 on vahetatavad, s.o.
kui paneme pendli telje 1&bi p.0, (risti joonise tasapinnaga),
siis vonkumise periood jédb samaks, Seda asjaolu kasutatakse
nn. reversioonpendlite puhul, mille abil miiratakse tépsed
raskuskiirenduse g vddrtused vajalikes kohtades.

17. Kineetilise momendi teoreem massikeskme suhtes

P.5 valem (8) jéargi

Ria an®
L, =T, x Wc + L, . Seega

B

X}
o _ = = = 4
'&F"rcch+rcch+l'c 2
R P LR R X (massikeskme kiirendus),

¥, x M7, = 0, millest

% & ]
dLO - dLC
(28) ITE =T X ﬁc-ﬁa-r »

1

" Seejuures T = i on vektori L, 18pp-punkti rela-
tiivne kiirus massikeskme C suhtes,
it e S e Sk N et -=(e =
Arvutame enaloogiliselt ka M~ (vt. p.5 algus)

M(e) (e) % Z ¢ A (°)=

T +ri)xri

n n
' % -(e)
=7 xZFie)+Z fixFie A




R ‘
~Fi o P on valisjoudude peavektor,
=1

n_, =(e) =(e) .
Z r;xF =M on védlisjoudude peamoment raskus-—

i=1 ¢
keskme suhtes, Seega
-(e) _ =(e) =(e)
$29): llo =rch +llc

Slisteemi massikeskme liikumise teoreemi jargi
-(e) :
lﬁc =F

(siisteemi massikese liigub nagu masspunkt, mille mass vérdub
siisteemi kogumassiga ja millele on rakendatud kdik siisteemile
méjuvad véalisjoud)
Jérelikult ka

3 22 -(e)

T, x Mic =T, xF ja
valemite (28) ja (29) vérdsustamisest saa.me(vasakud pooled
vérdsed, p.10 valem(15)):

aL -(e)

(30) -d:Q- =M, , s.o.

siisteemi relatiivsel kiikumisel massikeskme iimber selle kesk-
me suhtes vietud kineetilise momendi tuletis aja jérgi vordub
slisteemile mdjuvate vidlisjoudude sama punkti suhtes vdetud

peamomendiga,
~Ce)

Teisiti: @ =M, , s.o.

siisteemi relatiivsel lijkuniéel massikeskme . iimber selle kesk-
me suhtes vioetud kineetilise momendi vektori l6pp-punkti re- ;
latiivne kiirus (massikeskme suhtes) vordub siisteemile mdju-

vate viélisjdudude sama punkti suhtes vdetud peamomendiga.
Seega kehtib erandina kineetilise momendi teoreem ka

massikeskme suhtes vaatamata sellele, et see punkt lildiselt
voib ruumis liikuda meelevaldselt.
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18. Koéva keha liikumise {ildjuhtum., Tasaparalleelne
liikumine

Kova keha liikumine on kinemaatiliselt md&ratud, kui on
teada '

1) tema iihe punkti A liikumine (liikumise vdrrandid
x, = £4(8), 3, = £5(¢) Ja z, = f3(t)) ja

2) pddrlemine selle punkti tmber (Euleri nurgad kui aja
funktsioonid: ¥ = £,(t), &= £5(t) Ja ¥= £,(t)).

Diinaamikas saab eelnimetatud keha liikumist mddrata di-
ferentsiaal-vorrandite abil. Vastavalt kuuele vabadusastmele
peaks neid diferentsisalvorrandeid olema kuus (iiksteisest
sbéltumatud).

Nendeks voib valida jargmised:

X 1) massikeskme teoreemi jérgi kolm diferentsiaalvérran-
dit (vektoriaalsel kujul vdib vbtta kokku iiheks):

(e) e -(e)
~ XL

s -(e
1) Mrc=F ehk ch_ .

Need vorrandid (koos algtingimustega) médravad massikesk-
me liikumise. : -
2) M@arata pddrlemine iimber massikeskme, milleks  sobi-
vad p. 17 valemis(}(') ) esinevad vérrandid:
-(e)

2) —£ -m 1
at 4

Kokkuvdetult: kova keha liikumise iildjubhtumil mé&dravad
jérgmised vektoriaalsel kujul antud diferentsiaalvérrandid
(koos algtingimustega):

—(e)
1) lﬁc =F

(G1D) AL i)
2) I‘l:g e

206 =




Rakendusena kiisitleme kova keha tasaparalleelset liiku-

7 mist (xy-tasapinnal). Keha tasa-
paralleelse liikumise eeldpselu
7 on tingimused:
(e) _
C(Xc;ye) 1) Z’e) 303
. 2) 5. = O3
0 =y 3) u§e) =0,
Joon. 24. Jaavea x(®), v(¢) ja ul®) |

Valemist (31) 1) saadakse massikeskme liikumise diferent-
siaalvorrandid:

1) ME, = xt®) |

2) M, = y(e) |

Liikumine massikeskme suhtes on pddrlemine iimber telje,
mis 1&bib massikeskme ja on xy-tasapinnaga risti. :
Olgu keha inertsmoment selle telje suhtes J Y (inerts-

moment telje suhtes, mis 1#bib massikeskme ja on paralleelne
nurkkiirusvektoriga @ ) ja vdlisjoudude moment sama telje
(e)
suhtes “qw '.
Siis Lc = Lc'f’ = Jwa ja

e ™ Taur = 8,,¢ Wk F o P
Vastavalt valemile (31) 2) saadakse diferentsiaalvdrrand:
: o (e)

3) Yousr Fro My

Seega on kova keha tasaparalleelne (tasapinnaline) liikumine
migratud jérgmise kolme diferentsiaalvdrrandiga (vastavalt ta-
saparalleelse liikumise kolmele vabadusastmele):
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1) l:':'c = x(°)
(32) 2) w5, = x(®)
3) 1§ = u®)

Neile lisenduvad liikumise algtingimused.

19, Kova keha inertsmomendi katseline madramine

Kova keha inertsmomendi katselist méddramist kidsitlevad
p. 20 ndited 9, 10.

20, Néiteid siisteemi kineetilise momendi teoreemide
rakendamise kohta

Raide 1. Umber ploki on pandud ndér, punktis A hoiadb

. noorist kinni inimene kaaluga P, punktis B
ripub aga niisama palju kaasluv reskus. Mis
toimub raskusega, kui inimene hakkadb m&5da
ndori tiles ronima suhtelise kiirusega a *?
Arvestada ka ploki kaalu, mis on neli korda

B viéiksem inimese omast. Ploki mass on thtla-
A
{4
=

selt jaotatud mddda ploki pdida.

R B, =P Euna Vp suund ei ole teada,
siis tuleb see oletada. Muidu ei
Pg=P ole vdimalik vorrandit koostada.
i % P Oletame siis, et punkt B saad
T‘i’ ¢ riiruse suunaga iles.
v = a
Ta Ar Léhtevalemis
A S []B VB ? %
e S
| p P at %




voime loobuda vektorite kasutamisest, sest need on kdik ssma-
sihilised - risti joonisega.
Saame
daL »
— - u(® ek I
dat

.

o = M(®)

Punkt C on valitud momentide moodustamiseks seepdrast,
et tundmatu toereaktsioon ploki v&llil 1&bib seda punkti.
Pealegi on ploki kineetilist momenti kdige kergem véljendada
Jjust selle punkti suhtes.

Siisteemi kineetiline moment koosneb kolmest liidetavast:

Lc=£1c+2c+L30 i
milles /£ 1c on inimese liikumishulga moment
[20 - raskuse B liikumishulga moment ja

I‘3c - ploki kineetiline moment.

vy Ssuuna jérgi saame ploki podrlemise suuna; inimese
absoluutse kiiruse suund tuleb aga oletada. Votame selle iiles.
Arvuliselt Vpg = 8= Vg,

P 1

P
L ==e=(a=V)P + =V +==1w ,
c - B 2 B 4 g
Viimases liikmes 32 r2 on ploki inertsmoment pdéorlemis-
g v
B

telje suhtes ja w voib asendada e
L, = g(-a + 2vg + 11- vg)T .
Vaatleme niilid ldhtevalemi paremat poolt.
&) =P r-Pyr=(P -Bdr=0,
millest ilmmeb veel iiks eelis punkti C valiku kasuks.

Niilid on

Lc=0 Ja Lc=const=D.
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Konstandi D méddrame algtingimustest: Loc =0, sest

k6ik siisteemi kuuluvad messid seisid alghetkel paigal ja ka

plokk ei poéorelnud.
D=L,=0 jaka L =0 ehk -a+gvy=0,
millest

_4
vB-ga.

V as tus: Raskus punktis B hakkab liikuma files-
poole kiirusega %a.

Esitatud lahendusk#digus voib tekitada kantlusi vy Ja
i suunfiade oletamine, Vastus nendest aga ei soltu., Veendu~

me selles, oletades vastavad suurused teisiti: vy iiles, kuid
VAa alla, :

1 s
2;_=0'

P P P
+-§(vB-a)r+EvBr+EEr
Vo = 8 + V- +1v =0
B B TR O
4
VB=§8..
Lopuks veel oletus: vp on suunatud alla. Siis v, =

=8.+VB

v
-Za+vpr-Zwgr-gert =0,
A+ Vg +Vy RV
B BTE "B
; 4
vB=-§a.

Viimane vastus korrigeerib isegi oletust, nagu oleks
vy suunatud alla. Miinusmirk annab oletatule vastupidise

suuna.
Néide 2. Horisontaalne iimmargune platvo:m pddrleb ilma
hoérdumiseta konstantse'n\n-kkii.rnsega Wy {imber oma raskus-
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keset lébiva vertikaalse telje; platvormil seisab neli iihe-
suguse raskusega ipimest: kaks - platvormi #drel, kaks aga
poorlemisteljest platvormi poole raadiuse kaugusel. Kuidas
‘muutub platvormi nurkkiirus, kui k6ik inimesed liiguvad plat- -
vormil pdorlemise suunas, #érel seisnud inimesed - kiirusega
u ning teljest poole raadiuse kaugusel seisnud - kiirusega
2 u modda ringjoont. Inimesed lugeda masspunktideks ning
platvorm iihtlaseks kettaks raadiusega R ja massiga, mis on
neli korda suurem iga inimese massist.

4

FAEE R Y

2u

Selgitada samuti kui suur peaks olema relatiivme line-
aarne kiirus u, et platvorm lakkaks pddrliemast. ;

vAr'vBr=u
Vcr=vDr=2u
mAan.—.lc=ﬂD=n

"pleﬂ:vorlz""Hll
w:on:%
OA =0B =R

e

Tartu Ulikooli Raamatuko
ARHIIVKOGU



algnurkkiirus - w 5

w, ? ~ loppnurkkiirus
u ? - kui '-'1 20
2 -(e)
Lihtevalem: L =M/ (punkti O asemel sobiksid

podrlemistelje teisedki punktid; punktid vdljaspool pddrlemis-
telge on halvemad). Leiame valemi mdlema poole projektsioonid
poorlemisteljele (z-teljele):

.

- const = Loz %

(Valisjoududeks on kdikide masside kaalud ja kahe toe reaktsi-
oonid.Kaalujoudude momentvektorid on risti pdédrlemisteljega,
samuti horisontaalsete toereaktsioonide momentvektorid, kuna
vertikaalne reaktsioon alumisel toel ei anna momenti.)

2
R R R
Loz=mv°AR+mv°BR+mv°c-§+mv°D-2-+4m2—~wo,
L =2-mv_,R + 2mv R+4m32w
oz = ok oC 2 - S U
Analoogiliselt:
L =2 mv,R + 2mv, R+ll-m32w
g A Cie B
I‘z=I‘oz - tottus
2v°A+voc+2Rw°=2vA+vc+ZRw1 o
VoA =w R on punkti A kiirus algolukorras,
VoC = w°~§ -~ punkti C kiirus algolukorras,

Vp = u+ w1R - punkti A kiirus uues olukorras,

Vg ;*u,' % +2u -~ punkti C kiirus uues olukorras .
- 5D




2wR +w°§+2Rw°=2(u +w1R)+(2u+W1 §)+ 2RW, |
%woR = &u + gw,]R ’
2 8 u
Wy ""o'gﬁ .

Ulesande teise kiisimuse vastamiseks loeme w, vdrdseks
nulliga ja saame
sl o 8a
g 3R

ehk u=~gw°R.

Vastus. Platvormi uus nurkkiirus w1=wo-g§.

Platvorm lakkadb pédrlemast, kui

u:%woR .

Naide 3. Kaks kéva keha poorlevad teineteisest soltuma-

tult limber iihe ja sama kinnistelje konstantsete nurkkiiruste-
g8 s Jn 2 . Kehade inertsmomendid selle telje suhtes

on vastavalt J1 Ja J2 . Missuguse nurkkiirusega hakkavad
mdlemad kehad podrlema, kui nad pdorlemise ajal iihendada?
Y g

Keha A - w, ; J

Keha B - w, ; J.

Ry
Lahtevalem I‘A = 'A
i\ - 53 ng



Votame projektsioonid podrlemisteljele

Lx=0.

(Parem pool vordub nulliga, kuna pddrlemine on fihtlane. Kui
poorlemistelje suhtes vOetud vdlisjoudude peamoment oleks
nullist erinev, siis oleks ka podrlemine kiiremev vdi aeglus-
tav.) Tdhendab

I& = Lox = const.

Kuna aga
Ig s e L)
ja M = Tyl S I s
giis (3, + 3w = 31 Wy + J,W,
Jow, + Jow
ehk PR, i B il TR

J1+J2

Vastus . Kehad hakkavad koos pddrlema nurkkiirusega
J,1 w, + J2 w,

J1+J2

Miirkus. Selles ja paljudes teistes taolistes iilesannetes
on lubamatu kasutada hoo teordemi, kuna punduvad andmed sise-
joudude t66 kohta. Osa kineetilist energiat ladheb kaotsi.

Néide 4. Suurte hoorataste kiireks pidurdamiseks kasuta-

takse elektrilist pidurit, mis koosneb kahest diametraalselt
asetatud poolusest. Poolustele keritud m#hiseid l&bidb alalis-
vool. Hooratta massis poolustest moddaliikumisel indutseeritud
voolud tekitavad ratta. pdia joonkiirusega vordelise pidurda-
va momendi M, = kv , milles k on magnetvoost ja hooratta

m3stmetest sdltuv kordaja. Laagrite hodrdemomendi M, voib

lugeda jddvaks; hooratta ldbimdot on D, inertsmoment poor-
lemistelje suhtes J. Kui pika aja jooksul J&&b hooratas seis-
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o
Lahendame selle {ilesande jooniseta.

ma, kui ta algkiirus on w_ ?

M1 = kv on pidurdav moment,
v=w3 - ratta péia joonkiirus,
w - ratta nurkkiirus,
I2 = const. - pidurdav héérdemoment.
s -(e)
Léhtevalen I’o - Ho , milles O on pédrlemistelje
mingi punkt. Sama projekteerituna poérlemisteljele z :-
- (e)
Lz = lz ke

Lugedes pdorlemise suuna positiivseks, tuleb varustada
takistavad momendid miinusmérkidega:

L,
Il SRS iy e :
it 2 Id2

J=— zek-w- .
at &




2[( >J L pf @ O+ .
=l-c-£ln +— -—ln—zné—— —n "‘m;’

Vastus. Hooratas jddb seisma ajavahemiku

2J ( kDUJO ; 2
T=-— n(1+ védltel. Ajaihik
= ) v

86ltub valitud lihikute siisteemist. Tehnili-
ses ja absoluutses CGS-siisteemis on iihi-
kuks sekund.

Naide 5. ILeida p. 9 ndites 2 antud ellipsograafi vinda

nurkkiirendus, kui vénda paneb pdorlema joud, mille moment
0 suhtes Ho = 200 Gem.
A7 =

B B N P. 9 ndites 2 saime, et
F
2 o ViR s A 02w
Cq"- . 9 3 g
0 -y kust diferentseerides saame:
A

: 7 2
() L EAEEW _(Pe2DLE . mnee
38 : 3g

ongi otsitav nurkkiirendus.

Siisteemi k:l.neetiiise momendi teoreemi péhjal (p. 10)
siisteemi mingi punkti suhtes vGetud kineetilise momendi tule-
tis aja jargi (Lo) vordub siisteemile méjuvate vdlisjdudude

peamomendiga, mis on vdetud sama punkti suhtes. Leiame siis-
teemile mojuvate vdlisjoudude peamomendi p. O suhtes. Selle
arvutamisel ei ole téhtis, milline on ja kuhu on tdeliselt
rakendatud vénta poorlema panev valisjoud F (neid joude voib
olla isegi mitu), vaid té@htis on teada tema moment Ilo p. O

suhtes. Seepédrgst voime nditeks kujutleda, et joud F on
rakendatud p: C (FLOC).

= 86




Siis on aga selge, et joud F kutsub kiill esile vé&nda
poorlemise ja joonlaua massikeskme liikumise, kuid on voimatu
tekitama joonlaua pddrlemist {imber p. C. Kuid joonlaud peadb
hakkama pdorlema, sest tema otspunktid A ja B voivad liikuda
vaid telgedel. Tiéhendab - telgedest tekib (vdi tekivad) reakt-
sioonijoud. Massikeskme suhtes kasutatud kineetilise momendi
teoreemi jirgi (p. 17, valem (30)) :

%, (e)

cj ='Mc:j .

Rwid = - % %an (p.9, néide 2), millest f,cj A

=-18 2,
gizes b doukl
Seega joonlauale mojuvate vélisjoudude moment p.C suhtes
(o9 e d
Bog-n-Bg e

Jou F moment p. C suhtes vordub O-ga.

Lihtsuse mottes kujutleme, et p.A jookseb x-teljel va -
balt ja p. B on sunnitud liikuma y-teljel. Telje reaktsioon
F on risti y-teljega (kuna eeldame hérdevaba liikumist) ja
suupatud paremale. Tema moment p. C suhtes j

~ (82" a4 g
lc(l!) =-N-C1B=uoj =-3§[ .

Jou N moment punkti O suhtes. on 2 korda suurem (Jlg OB =
= 2 C,B)
P ap Ry =38 <
Seega vilisjoudude peamoment p.0 suhtes on
29 p2
M-
(») o~ 3% e

Vorrutades (a) ja (b), saame
2
P+ 2 & 2 2
S__+_3_§2!_=.°-3§5 e ehk

-



2
P+ 4Q)l% _
ﬁ_j%z__lo, millest

3 M,

Pt T
(P+4aQ)l

M = 200 Gem = 0,002 kGm

3 9,81 0,002
(0,1 + 0,8) 0,04

= 1,64

1
Vastus. 6:164—2-.
: sec

Naide 6. Vedelikus oleva varda AB kiilge, mille pikkus

on f , on kinnitatud kerake. Varras AB pannakse pdorlema
iimber vertikaalse telje 0,02 algnurkkiirusega A Vedeliku
takistusjoud on vordeline pédrlemise nurkkiirusega, s.o. R =
=zomw , kus m on kerakese mass, < - vordetegur. Millise aja
Jjooksul langeb péorlemise nurkkiirus kaks korda vidiksemaks
algnurkkiirusest? Mitu pddret teeb varras koos kerakesega sel-
le aja jooksul? Kerakese mass lugeda koondatuks tema tsentris-
se, varda mass jdtta aga arvesse vitmata.

R =zamw,
B
(.U—zu)o °
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2 -(e)
Lahtevalem I‘B = IB . Sama projektsioonides pdorlemis—

teljele:
F (e)
| Lz = lz
' (e)
Parem pool: M, = - Rl = —unw/l.
Arvutame:
£ = canwf,
at
Lz o sz
Jz g%g = -ounw?,
dw
Jz < = —%4mn gdt -
Asendades siia J_ = m /2 saame: &% - _ 2 gt
z @ 7 .

Kuna meil tuleb leida peale poorlemiskestuse T veel
selle kestel tehtud poorete arv, siis on kasulik jatta integ-
reerimisel ililemine raja muutujeks ja alles hiljem asendada
kindla v&@artusega:

w

w

hhw/f=-2¢ , X -_-9%¢%
nw{ £ n o 7 o

—;t 3
w:woe . -

Nonda saime w muutumise seaduse ja ka vdimaluse poor-
lemiskestuse madramiseks. Esiteks, kestus, s.t. lugeda ¢t = T
Ja ws= %wo $

1
- o NGO
¢n et ey T
ehk : o =;€ N2
Teiseks, w muutumise seadusest, kuna w = 85 :
dt

B
ar=w.e Bl o
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0 0

ol 1 oL

Sk -3T
Pew, (-5 e ?/=-‘:°1<e7 -e% =

o

5 ¢ <
wy o o e 4 w, 4
==2-(1-e )=°((1-;zgz)=17--

Jédb veel file vdljendada ¥ tidispdoretes (¥ = 27m).

MR = up

i 27T -477‘9<

Vastus, RNurkkiirus kahaneb poolele oma alg-

véddrtusest ajaga T = :-I fn 2 Ja

selle ajaga teeb varras kuulikesega

w 4
n= b o p66ret.

Niide 7. Transmissioonivdll kiéitatakse mootorilt léputu :

rihma abil. Mootori vollile on rakendatud poérdemoment M;
mootori vdlli ja transmissioonivdlli inertsmomendid koos rih-
maratastega on vastavalt J, Ja J, , mootori rihmaratta

raadius on T4 3 transmissiooni ja mootori nurkkiiruste suhe -
k; 15putu rihma kasl - p. Jattes arvestamata hoSrdumise vol-
lide lesagrites, leida mootori v6lli nurkkiirendus.

M on vedav moment.

Mootori v81li andmed:
' P, on raskus,
J4 - inertsmoment,
T4 - raadius,
w4 - nurkkiirus,
€4 - nurkkiirendus.




Transmissioonivélli andmed:

P2 on raskus,

J2 - inertsmoment,

r, - raadius

W= nurkkiirus,

€, - nurkkiirendus,
p=p1+p2+p3+p‘-rihmakaal,

@

- =k .
Y

Leida &, .

Selle iilesande lahendamisel vdiks &ra kasutada ndite nr.
3 kdesoleva konspekti 9-ndast punktist, kus on leitud samasu-
guse siisteemi kineetiline moment pumkti A suhtes. Kuid see
avaldis tuli vordlemisi raskepdrane ja teiseks on vilisjcudu-
de momendina tarvis arvestada tundmatuttoereaktsiooni R,
(vt. kdesoleva iilesande joonist) momenti, mis teeb iihe teise
votte kiepérasemaks, See vote on siisteemi vaatlemine osadena.

Uheks osaks valime filemise vdlli koos ratta ja sellega
kontaktis oleva rihma osaga. Teiseks osaks jaiib koik iilejide
nu . Iseenesestki mdista tuleb niilid arvestada kummagi osa mo-
ju teisele, s.0. rihma tombeid T1 Jja '1‘2 .

gt - -(e)
Lahtevalem: LB = ILB , millest
P saame kohe edasi (nagu eelmis-
8 teski niidetes):
i - o
18, .
<}
5 2 R(' J2w2 = 71'2) = ('1.',1 - '1‘2)1'2.
v on rihma kiirus,
LA

P, - ribma (kaarekujul.osa)
raskus.
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3 = =(e)
Léhtevalem: L, = M, Jja

sellest kohe L, = M{®) ehk

Py + Pq + P,
A e TR My
dt g

=-M-(T1-T2)r1.

Saadud kahe vorrandi siisteemist
saab elimineerida (T1 - 1‘2):

a P2
S (= T = == vr,)=(P,.-T )r, [xk
at b g 2 s S S

a P3*P1*Py 3
P B == V)=l (2-Tp)z,

G i

i 4 :
T4
v = w1r1 =w,r, ehk —

“ T4
r2 w

1=k ehk I‘2=F

a 2 P2 ot
Tel= Ik Wy = g wyry - 1y)=(Ty = Triry

a : P P v Py - R
Tl Jqw, = % w,‘r.‘) == M- (T1 - Ta)r,‘ 5
Liites saame

g"E(J’Iw‘I + k2J2 W, + -gw,‘ri) =M ehk

2 :

2 o 3

(J) + K0, + =1)€; = M ebk
Mg

-

&L
1 (I, + kZJz)g + pry
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Vastus . Mootori v61li nurkkiirendus
Mg

E, =
(J,1 + k2J2)5.+ pz.-,‘2

1

Naide 8. Leida p. 9 ndites 3 antud ribmaratta 3 nurk-

kiirendus, kui rattale méjub péorlema panev joud, mille moment
telje B suhtes on MB. y

Nagu eelmisest niditest niha, on selle iilesande lahendamine
kineetilise momendi teoreemi abil mdmevérra tiilikas (hoopis
ménusam on niditeks hooteoreemi rakendamine). Nagu nigime p. 9
nédites 3, avaldub siisteemi kineetiline moment iisna keeruliselt.
Sellega iihenduses on keeruline ka vadlisjoudude kindlakstegemi-
ne (see kiib peamiselt telje A reaktsioonijdu kohta). Lahen-
damine muutub aga mirksa lihtsamaks, kui votame arvesse, et
iihtlane massijaotus rihmal pole oluline ja et tulemus ei muu~
tu, kui jaotame selle massi ebaiihtlaselt vdi koguni koondame
ta rihma iihte punkti. Lahendame iilesande kahel viisil.

I. viis. Oletame, et rihm selles osas, mis asetseb

punktidest D ja E vasakul, on kaaluvaba. Siis ribma tommete
vahe punktides E  ja D T2 - T,‘ kasutatakse ainult rattale

A kiirenduse andmiseks. K&va keha pdorlemise diferentsiaal-
vorrandi (p. 14 valem (22))pdhjal véime kirjutada (pidades
silmas ainult keha A):

P o2,
£S5 ¢5 =7 (T, - ) , millest

2B &



2
P
(a) T, -1, = 2 52 £
Srz

Et aga keha A massikese seisab paigal, siis (massi-
keskme liikumise teoreemi jdrgi) peab temale teljel A olema
rakendatud joud, mis on rihma tommetega punktides D ja E
tugevuselt vordsed ja suunalt vastupidised (neid tekitavad
laagrireaktsioonid) nii et kehale A mojuvate vidlisjoudude
peavektor oleks null. Nende teljel A (punktis A) rakendatud
joudude momentide summa telje B suhtes on

e Ta(r1 - r2)+ T1(1‘1 - r2) = - (Ta - T1)(r1 - r2) ehk,
arvestades (a)-d, >
& 3a

(z -1;)5 ..
er, 1 2 )

Seega siisteemile mdjuvate valisjoudude peamoment telje
B suhtes »
(e) P
2l el (.~ P} E »
B s -2
8T

Siisteemi kineetiline moment telje B suhtes avaldub
niilid lihtsamalt (kuna rihma massi igas punktis kiirusvektori
kandesirge kaugus punktist B vordub r1):

2 2 2
P 0 P Pr
gl nl AOCRBIL S S TR
g g
2 2 2
i 2 8.5 P, Q Pr
A il hor + 22 k&, + 61 .
g g g
Kineetilise momendi teoreemi pdhjal
5 (e)
T4
Seega arvestades, et 82 =k &1(1: = ;5) , Saame

- A -




2 2 2 2
P E, P P
e\ Bk T i e PR 1 W S e e
g ¢ g gr,
ehk peale lihtsustamist
2 2 2 ,
P P 2 Pr
i $1 2 29 2x s Y€, = My, millest
3 b g :
€. = L

eroray 2 P
P1§1" + B, 5,7 K + Pry

II. viis,

Oletame, et rihma kogumass on koondatud punkti M, Siis
voime rihma osas £ G mdrkida jérgmisi joude (lihtsuse méttes
oletame, et rihma {ilemine osa on pingevaba): 1) rattale B
méjub joud T1 vastupidi liikumise suunale 2) rihma kogumas-
sile M joud (T, - T,) liikumise suunas ja 3) rattale B
joud T2 liikumise suunas. Iga keha kohta vdime kirjutada
vastavalt vorrandi (kova keha poédrlemise diferentsiaal_vorran-
di ja teise pohiseaduse pdhjal):

L
1) —8?161 = My - 1,7, ,

P &
2) 5 r€=1,~-T, (r4 €4, on p. M kiirendus) ,

P1 2
3) -8_?2 EZ = r2'I‘2

Elimineerides sellest silisteemist T,| Jja '1‘2 ning arves-
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tades, et é2 = k&, , saame endise avaldise 61 jaoks.

Ndide 9. Hooratta A raadius R = 50 cm. Selleks et mid-

rata inertsimomenti tema raskuskesest ldbiva telje suhtes, mé-
hiti rattale peenike traat, mille kiilge seoti viht B kaaluga
Py = 8 kg, ja leiti, et vihi laskumiseks kbrguselt h =2 m
kulus aega T = 16 sec. Laagrites esineva hédrdumise arvesta-
miseks tehti teine katse vihiga, mille kaal Py = 4 kg, kus-
juures vihi laskumise kestus endiselt kdrguselt oli 'r2=25 sec.
Eeldades, et hodrdejou moment on konstantne ning ei olene vihi
raskusest, arvutada inertsimoment J.

\

R=50cm=0,5 m,

h=2n,

a) pq = 8 XG, T, = 16 sec, "
b) p, = 4 kG, T, = 25 sec,

"hsare = const .

g Leida J - inertsmoment pddrle-
mistelje suhtes.

A
A

77

Ulesandes kidsitletakse inertsmomendi katselist midra-
mist. Lahendus kineetilise momendi abil on viga sarnane eel- -
nevate nididete omaga, mistdttu loobume pikkadest selgitus—
test., (L10 - slisteemi kineetiline moment p. O suhtes I kat-
sel, L, - sama II katsel.)

Valem p,-le: Liyg=- P4R + "hﬁﬁre .
2 sz + M sore *

Lahutades: Lyg = Iyg = (p1 - PR .

Samuti pz-le: i‘20

Kineetiline moment arvutatakse:
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Lio

P1 5 P2
=-Jw1-g—v1R Ja L20=-Jw2-8—v25,
[ v P V. P4
TCIR-FvRs g+ v® = @ - pR,

R (nq = wp) + g (0¥ = Do) = (Bg = B)R

; (P4~ 1:'2)32 - -,1; (pqwy - pawa)Ra

'1 -'2

w4 Jja w, saap arvutada iihtlaselt kiiremsva liikumise
teepikkuse h abil, (w1 Ja w, on vihi kiirendused, kuid
ithtlasi ka hooratta poia tangentsiaalkiirendused.)

2 e .
w,T w,T
h==lt =22 _ pillest w1=% ja v2=2h

1

T

»

2 P
2 R 1 2

(py = P5)RE = = ( + 2h - 2h)
9 2 g E FZ

J = -
1
2h ( - )
=2
P P
=5 (P4 Pa)-;(-é-;%)
J:Ba A 2
1 _;1? -
E 2

5 4 8 4

i 5 A ot Gl s )

X 022-2( 9.81 162 25°  _

g 1 1 =
162 | 252



= 2 1 1 I i

4 2 1 2, 4 s
- 1'W(553'€§5)_1'16 625 -z (1250 - 256)

m - m 625 - 256
64-625-9,81 - 994  64-625 i
T 9,81-369 EEEE AT R

J = 108 kGmsec® .

Vastus . Hooratta inertsmoment

121 P2
2Py~ %) g T3 - =)
J =R ; 1 2__ . 108 kGmsec?
1
po S
T1 T2

Ndide 10. Kepsu inertsmomendi méddramiseks lastakse teda

vonkuda iimber horisontaalse telje, milleks ristpea puksi ase-
tatakse peenike silindriline varras., Saja 166gi kestus 100 T=
= 100 sec, milles T on poolperiood, Raskuskeskme C kauguse
AC = h leidmiseks puksi tsentrist A riputati keps punktist
A {iles ning t0steti punkt B detsimaalkaalu platvormile, nii

-
N




et ta jdi horisontaalseks. Surve kaalule oli P = 50 kg. Leida
kepsu tsentraalinertsmoment telje suhtes, mis on risti joonise
tasapinnaga, teades, et kepsu kaal Q = 8C kg, punkte A ja B
ldabivate vertikaalide vahekaugus Z = 1 m, ristpea tapi raadius
T =4 cm.

100 T = 100 sec, Leida J,'
P = 50 kG
Q = 80 kG
[ =1m
r=4cn
Kasutame fiilisikalise pendli perioodi valemit
J J
Dogig = 27 2.  ehk T =97V—z- 2
Mga Mga

milles Jz on inertsmoment pddrlemistelje suhtes ja a on
podrlemistelje kaugus masskeskmest. Avaldame sellest valemist

-
Jz=%=_ﬁ:’_§_"—r2 o

z
h saab mddrata jooniselt:

A £ -Qh+Pf=o'
‘ g &
*hiq fP n=g

Teisalt teame inertsmomentidest paralleelsete telgede
suhtes:

2 L 2
Jz'Jc+g(h"’r) , milles

J A ongi otsitav. Kahest Jz avaldisest saame:

PQ(h+r) Q

58 g
Jc=——ﬂz———-g(h+r) =;(h+l‘ F-h-—r:

=89



Q P gl P P/e r g p
_;(6[+r)(}'—2-af-r) = (—2-—/-1').
Asendame arvulised védrtused:
50-1 + 80-0,04 9,81 50
I, = ’ ( 5 1=— -1=0,08) 1,77
9,81 3, 80

Vastus . Kepsu tsentraalinertsmoment telje suhtes,
mis on risti joonise tasapinnaga

Pl Qo L 2
._.__g__(%-al_r):L??kasec g

Néaide 11. P, 9 ndites 3 leida reaktsioonid liigendis O

ja punktis C (oletades, et aluse rdhumine, mis tegelikult
jaotub moodustajale OC, on tervelt rakendatud p. C), lugedes
viimase jou koonuse pinnaga ristiolevaks.

P, 9 ndites 3 saime, et koonuse kii 2etiline moment p. O
suhtes

5 i
Corh e ‘Wiz 1397 Ph
Dy = Loy ] + Bk = —a—m._m » 2ZE
Kuna I,o poorleb ilimber z-telje nagu kova keha nurkkiiru-
sega w,, 8iis v6ib L, arvutamiseks kinemaatika vastavat va-
lemit kasutada (Voromkov, § 73, valem 54):

_ 2% 3am®
( = o— )

5768

e
]

£
W
M
(i
]

!
=
c
L]

Selle valemi saab ka lihtsamini leida. Kuna vektori Lo
16pp-punkt liigub mdsda ringjoont, mille raadius on 'Loy' =

- O




4\3 Pl

tori ¢ ) suunaline.

, nurkkiirusega w

siis
10 g s’

‘Lo‘= |L°,Iw,,-

Pole raske kindlaks teha, et L, on x-telje (iihikvek-

z : Koonusele méjuvad védlisjoud:
1) Eaal P ,
Koonus 2) aluse reaktsioon punktis
C'® 5
Y  3) liigendi O reaktsioon

R (m6jub z-y-tasapinnas).

Védlisjoudude peamoment
== 0CiPT+ OC-FT +0=(0C-F-00;P)T ehk
h 3 2
= cFe=hPiz=z=h(—=F-~-#P)C .
cos 30° 4 V3 %
= =(e)
Kuna Lo ) 'o , 8iis
2
2 V37 P
w, = h ( 2 B 3 Py
5¢ V3 4
37FPhw, 3V3P
millest F = = + 3
58 8
Asendades P =2 kG, h =0,1m, w, = 47 g , 8=9’8{-.—2]
sec

=



‘saame

3-7-2- 0,147  3-1,732-2
F = . >

= 1,78 [xG]
5'9:81
§ leidmiseks kasutame massikeskme liikumise teoreemi:
& -(¢e) - - =
M v, = F =P+PF+R,

% » 3Pnwi 3 Pwl _
M}wc[=Mh1wz=——; iy B (RO "

4 g 4 g /

(kuna massikeskme kiirendus on suunatud p.0 poole). Avaldame
joud ilihikvektorite kaudu:

Pa‘ePk} F=Fsin30°j+1’cos30°k,
R = /--I—Rzk.
Saame:
0 ' 3Ph°”i
1) F sin 30° + Ry = - = , (projektsioonid
g

y-teljele)

2) - P+ F cos 30° + R, = 0. (projektsioonid

z-teljele)
3P W .
Siit: Ry = - - F sin 30" ,
4 g
Rz = P - F cos 30°,
ehk = - 3,3 kG,
Rz = 0,46 kG

Ndide 12. Kui kaugele raskuskeskmest tuleks riputada
fiiisikaline pendel, et ta vonkeperiood oleks védikseim?
Kasutame fiilisikalise pendli té@isperioodi valemit

7
T=2n)]n;—a , milles J, = J_ + Ma® = M (§% + &%)

P, e




g’ on inervsraadius,
a - riputamispunkti kaugus raskuskeskmest,
J inertsmoment riputamispunkti ldbiva telje suhtes,
J

tsentraalinertsmoment.

T anv—"-sf-—-— \/-L-— - O He)
Mga

Siin on T védljendatud a funktsioonima. Noutakse a
véadrtust, kui T on véikseim ehk kui T tuletis a jargi

vordub nulliga:

-a—?2+a }/g’z-ra a-l/—

%f(a): =0 3
a
f-ra H
aja \/?24-32
?24-&2 2\Va

=s='2+a2 ehk a=1%¢ .
Kasutame ainult a=+f.

Vastus . Tuleb riputada inertsraadiuse kaugusel
raskuskeskmest.

Ndide 13. Pédrdesilinder massiga M, pikkusega 2§ ja
rasdiusega r = é vongub iimber joonise tasapinnaga risti ole-
va telje O, Kuidas muutub silindri vonkeperiood, kui talle
kaugusele OK = gg-[ kinnitada masspunkt m?

OK=%/9

R:-'é .
- 9¥a



Leida vonkeperioodi muutus ehk
leida vonkeperiood enne ja péarast li-
samassi- kinnitamist.

Kasutame fiiisikalise pendli pe-
rioodi valemit

L = 20

, milles enne
Mga

massi m kinnitamist tuleb téhti

moista jérgnevalt:

J, = J_. on silindri inertsmoment
punkti O ldbiva joonisega
risti oleva telje suhtes,

M - silindri mass, .

8= g— - riputuspunkti kaugus raskuskeskmest.
Parast massi m kinnitamist on need suurused muutunud:

J2=Jo+m-OK2,

M asendab (M + m)-ga,
a = OA, milles punkt A asetseb punktide C - ja K wvahel.

Nende suuruste asendamine perioodi valemisse annab, kui tdhis-
tada 'J.‘o -ga periocod enne ja T1-ga pérast massi m kinnita-

mist:
SR e
= Jo * VJO +m - 0}.(2
= 297‘/ Ja = 27 || ———, '
o Mg ; 1 (M + m)g-0A ‘

'J.‘o Ja ’1‘1 ‘avaldistes puuduvad veel OA ja Jo avaldi-

sed, Arvutame need.
M-0C + m-0K

0A = - raskuskeskme koordinaadi iild-
e tuntud valemist (vt. staatika
kursusest).
£ Rt
I, = D///h?-dv o D/dz/d.r/(yz + 22)rd ¥
v ~-{ o o

gt o,



AZ

¥ =71 siny sindp - 1= cos®y
2 ’
D on materjali tihedus.
+f R 25 :
g =D dr/cu- (r%sin?p + 22)rd p=
=€ 050
W R ar
= D/iz dr (5— & -I%osif_ % rzz)d'P-
Y R
R o
=D dz/dr[(?j- + 12°)P - M]
2 0 ¢
& g A
2 — r3 2
=Df dz/ dr 52+rz 2% = 27D/ dz (§-+rz Jar =
- 0 4 /)
*[ i 5 i 4/
2 4 e 3
=277D/dz (%—.+%L) =1rntRz+R" } -
F ey 3 -z

77 DR 77 DR® - S
:-”%.2[+i%_.2£3=2ﬁn2[n(3r+§)=“(Rr2+§2)

Je =%§(3R2 salty.

Jx voib arvutada ka lihtsamini, sest silindri siimmeetria
ja materjali homogeensus voimaldavad rakendada p.9 nditega

4 analoogilist votet.
AZ Vaatleme silindri kihti, paksu-

sega dz ja massiga

LR =y y dm = D7 R%dz.
7 » Selle kihi inertsmoment oma
X Vi b y diameetri suhtes

1 2
de,zzdmR
X - 75 =



ja diameetriga paralleelne telje suhtes

QI = al_, + ams® = § ank® + ama® |

millest saame (arvestades, et joonisel on niidatud ainult si-
lindri {ilemine pool):

A V4
g a/;‘; b7 R*az + z/nﬁnzzzaz S.

x
0 0
D 2 2
= 4 DT E* + 27 B? 1[— =7 B2 20 + -%—) ”

2
=u(§+—€—).

Ulesandes vajalik J o OB arvutatav J_ abil:
/ 2
JO = Jx + M(-E) :
2
J°=%§(3R2+4[2) +I—{—=¥Iz(3r2+7ga) 3
Arvestades, et R = -g— :.

M 22 2 lfa 1 85 2
. ) = - ((— = Nes
e 12{3 6 ) 12 (12 s 144

Nilid on véimalik perioodid 16plikult arvutada:

# %"‘2 ‘/8 A \/120/
o Bl Tz_—- = 27 7;;:;— e 3

= 27 T # £ + m-GB0° £
¥4 7R

3
]




Vastus . Pendli vonkeperiood ei muutu

Kinnituseks arvutame veel pendli taandatud pikkuse:

g 8. _ui2 g5
/t =_2=1& =—[.
aand.” yo . 72

Seega on perioodi muutumatus igati pShjendatud - mass m
kinnitati tépselt taandatud pikkuse kaugusele riputuspunk -
tist.

Néide 14. FElastse traadi killge riputatud ketas sooritab

vaéndevonkumise vedelikus, Ketta inertsmoment traadi telje
suhtes on J. Traadi vésnamiseks iihe radiasni vérra on tarvis
Jjoupaari momendiga c¢. Liikumistakistuse moment on dSw, kus
o« on vedeliku viskoossus, S - ketta ililemise ja alumise kiil-
Jje pindalade summa,w - ketta nurkkiirus., Leida ketta voOnke-
periood vedelikus, :
Ulesanne lahendub ilma jooniseta.
 Lantevalem: I = M(®) (s-teljeks on psorlemistelg, s.t.

telg laheb Piki traati.)

Lz=Ju}.

Mojub kaks takistavat vdlisjoudude momenti: £ S w ja
¢ , mis oma méjumissuuna tottu tuleb kirjutada miinusega.

2z

W:-dSw-cf;

J%-E:-o\Sw-cw;
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2

acy ay
J—z—-bo(s > o¥ =03}

dat dt

¢+°(—J§\é+§P=O.

Saime teist jarku lineaarse homogeense diferéntsiaalvﬁr—-
randi, mis iildise teooria jédrgi kirjutatakse

¢+2n¥5+k2\0=0

Jja mille lahendamisel saadakse ¥ muutumise seaduseks sumbuv

vonkumine perioodiga

Vastus.

6 AT :
k'l k2 - n2
Kuna kiesolevas iilesandes k> = % ja
2.2
L) 2 X8
—— ehk n" = siis
J 4 32
477 J
= = .
S ) 22
V = - 4ed = 8
J G

Ketta vonkeperiood

47TJ

4¢d - d282

Nédide 15. Prismaatiline magnetpulk massiga m grammi,

pikkusega 2a ja laiusega 2b sentimeetrit voib Maa magne-

tivdlja méjul voénkuda ilimber oma
raskuskeset 1libiva vertikaalse tel-

?Z

L

0

< Jje. Magnetpulga poolused on tema

AR 6/:\T otstes. Viinud magnetpulga tasa-
1

kaaluasendist SK korvale iisna

védikese nurga vorra, jdetakse ta

omapead. L.eida magnetpulga 1lii-

kumise seadus, kui on teada, et
- 78 - .




Maa magnetvélja horisontaalne komponent mojub magnetismi iihi-
kule jouga H diiliini, magnetpulga magneetiline moment, s.o.
poolustesse koondatud magnetismi hulga korrutis poolustevahe-
lise kaugusega 2a on aga A iihikut CGS-siisteemis.

H

Magnetil. mom, = magn.hulk x

x 2a = A

¥(®) = - HA sinv —(miinusmirk
seepérast,
et joud ja
nurk on eri-
mirgilised).

. (e)
Léhtevalem: I‘o = Mo

daL
—2 - _ HA siny, milles
dat

L°=Jow.

a2y

Jod—tz— + AH sin ¢ = O.

Kuna iilesande tingimuste jédrgi nurk ¥ on vdike, siis
asendame sin ‘¥ ¢ -ga ja saame lineaarse homogeense teist jar-
ku diferentsiaalvorrandi

‘F-o- ¢ =0 , milles kzzg.

Selle vorrandi lahend annab magnetpulga liikumiseks harmooni-
lise v¥nkumise perioodiga

7 =27 _ oy " , milles meil puudub veel

€

J’o , 8.0, magnetpulga inertsmoment punkti O 1lédbiva joonise-
ga risti oleva telje suhtes.

-



+6 +a

¥ Jo-f/;‘ds=c]€x/(xz+y2)dy.
S a

S T -§ -
G on materjali pindtihedus.

| sefuE L

0 s 8
¥ e
’ = ZGf(ax + T)d.x =
-4 “
i d = ZG‘[ex3 + an] =

6 e -l

= %’ (a.b3 + a3b) =
_Gea AL M(a? + b°) .

3 3

Veelgl lihtsamalt saab vajaliku inertsmomendi, kui kasu-
tada valemit ristkiiliku inertsmomendi arvutamiseks tema tippu
. 0 lébiva joonisega risti oleva telje suhtes:

J
5 =3 [(2a)2+(2b)2] = 3 ¥ (%)
0 2b
/i ja seost paralleelsete telgede suhtes
o -5 arvutatud inertsmomentide kohta:
o gD 2 2
Jp =3, +M{° =T +Ma® +29 ,
Saame: :
2
To = Iy - Ma® + b%) = we® + )G - 1) = -!@—5*_1’_2

Avaldame T 106plikul kujul:

2 2
D= zﬁvﬂﬁb_z 3
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Vastus. Magnetpulk vingub harmooniliselt perioodiga

rl(a2 + ba)
T = 277 || ————m
3AH

Néide 16, Lendava miirsu pddrlemine iimber oms siimmeetria-
telje aeglustub Shu takistusjoudude momendi mSjul. Ohutakis-
tus on kw, kus w on miirsu péérlemise nurkkiirus, k - vor-
detegur. Leida nurkkiiruse muutumise seadus, kui algnurkkiirus
on w,Jja mirsu :lnertsn;oment siimmeetriatelje suhtes on J.

% = - kw (miinus sellest, et moment on nurkkiiruse-
ga vastasmérgiline).

Jg‘%:—sz
w

d k =
-w—=—Tdt H
w ¢
mw/ =-5¢/
w, °
k
-3t
w=w.e .

Vastus . Mirsu nurkkiirus muutub seaduse jargi

= woe

w

Rdide 17. Leida suurtiikimiirsu siinmeetriatelje t&ispoor-

de aeg limber miirsu raskuskeskme trajektoori puutuja, kui se-
da pdhjustab Shutakistus F = 2140 kg, Ohutakistus on paral-
leelne puutujaga ja on rakendatud miirsu teljele kaugusel h =
= 0,2 m miirsu raskuskeskmest. Miirsu liikumishulga moment
siimmeetriatelje suhtes on 590 kgmsec. §

ol



P e

A =R = O,2m1
L RJw= 59C kGmsec .

(@]

Leida siimmeetriatel-
je pdispoorde kestus.

Kédesolev ililesanne ki~
sitleb kiill miirsku kegu
lilesanne nr. M 1026 ,
kuid tingimused on siin
hoopis erinevad - vdlis-
: joudude peamomentvektor
ei lange enam suunalt kokku nurkkiirusvektoriga. Seepdrast ei
saa ka lahendamisel léhtevalemiks valida kineetilise momendi
teoreemi projektsioonides, vaid vektorkujus:

' -(e)

l‘o 3 .

L°=
Peab tunnistama,et joonis pole tiielik,Niitasime nurkkii-

rusvektori 53, kuid teksti j&rgi peab esinema veel teine nurk-
kiirusvektor, sest slimmeetriatelg poorleb ilimber trajektoori

puutuja, Lahendame i{ilesande ligikaudu, lugedes selle viimase
poorlemise aeglaseks, vorreldes poorlemisega ilimber siimmeetria-
telje. Sel eeldusel voib iitelda, et kineetilise momendi vek-
tor f‘o langeb suunalt iihte vektoriga @ ja f.O%JC) .

(Véiks ka véita, et me pole teadlikud sellest, et teine pdor-
lemine {ildse esineb, kui tekstis seda ei mainitaks. Siis
voiks juhtuda, et avastame selle podrlemise lahendamise kéi-
gus.)

Kuna vé}isjéydude’peamoment punkti O suhtes vdljendub
vektoriga OA x F, siis

G RN S B o
R(Jw):OAxF

ehk J & = 8; x F , millest nihtub, et nurkkiirendusvektor
&€ on olemas ja on suunatud joonise ette, sest vorduse
paremal poolel on nullist erinev vektor suunaga joonise ette.
Vordsete vektorite moodulite vordsus annab:
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JE = h'F-sinA = const ,

seega ka & = const. Lisaks on veel w = const.

Teame, et vektori tuletise vddrtus on arvuliselt vordne
kiirusega, millega selle vektori tipr liigub oma hodograafil.
Siin @ +tipp liigub ringjoonel (mitte ruumis spiraalil, sest
hodograafi moodustamisel tuleb vektori algus asetada liikuma-
tusse pun.ktiz’, kusjuures tema
kohavektor BD pdodrleb mingi
nurkkiirusega Wit mis ei ole
meil teada. Selle tipu D
kiirus on

&:VD=Q)1’BD.

Naib, et saadud vorduses
ei ole dimensioonid Giged,kuid
see pole nii, BD on 16ik, mille dimensiooniks ei ole pikkus,
vaid sec"I , sest kogu joonis kujutab nurkkiirusi ja mitte
pikkusi. Jooniselt saamegi, et BD zwsin« .

Seega
&= w1-wsin A .

Asendame selle tulemuse:
Jw,‘ .sina = h-F sin«

ehk
R
w,l_m-n—-const .
Lopuks leiame miirsu siimmeetriatelje tadispoorde kestuse.
Kuna w, = const, siis hodograafi raadius BD moodus-
tab nurga

P =aut .
Leiame siit t védartuse T , kui ¥= 2i7:
4 277
Vs w; Ja:5 5 Pem ws ehk
p < 27L

Asendame arvud:
-83 =



T = n?ﬁ_ggm 0 = '11—1%? = 8,65 3 T = 8’65 sec.

Vastus . Mirsu siinmeetriatelg teeb téispodrde ilimber
trajektoori puutuja 8,65 sekundiga.

Néide 18, Vurr podrleb paripdeva iimber oma telje OA
konstantse nurkkiirusega w = 600 sec™ ; telg OA on verti-
kaali suhtes kaldu; telje alumine ots O j&ddb paigale; vurri
raskuskese C on teljel OA punktist O kaugusel OC = 30 cm;
vurri inertsiraadius telje suhtes on 10 cm. Leida vurri telje
OA liikumine, oletades, et {isna suure nurkkiiruse w pubul vur-

ri liikumishulga moment on sihitud méoda teige OA ja vordne
Jw. ,

J=MQ2
cu=6008ec'1,
OC = 8= (30:em";
@ =0 ey
L=Jw

Leida telje OA liikumine.

Lghtevalen: ; = ;ée)'
ka siin IS % T,
#IT) =Tx P,
JE=axP, Jc=arsin? . :
Kwma € L&, siis || = comst. € on alati risti

punktist C z-teljele tommatud ristjoonega, sest seda on ka
Jjoumoment. Seega <« 1dpp-punkt peab liikuma ringjoonel, mille
keskpunkt on z-teljel ja tasapind on risti z-teljega.

Vektori <& hodograaf on ringjoon ja € vordub vektori @
tipu kiirusega sellel . Tihistame vektori <O podrlemise nurk-
kiiruse téhega Wy . Siis
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6=¢q1 -wsin ¢ ja

asendamine annab:
; Jwwsiny = dPsiny ,

D a P gs
Qg = == = = = const
a Y e ugw =2 <

Asendame ervud:

30-981  _ 981 -1
w, = - = =0,40 ; W, = 0,49 sec %
17 10°600 2000 ® S e

Vastus . Telg OA pdorleb pdaripdeva iimber vertikaa-

1i, nurkkiirusega w, = -Sf:;= 0,49 sec™! .

Ndide 19. Purustamisseadme iga Jjooksuratta kaal
P = 1200 kg, inertsiraadius telje suhtes ¢ = 0,4 m, raadius
B =05 m,I seadme pGorlemise hetkeline telg 1l&bib jooksuratas-
te ja kausi pohja kokkupuutepunkti iihendava sirge keskkohta.
Leida jooksuratta surve kausi horisontaalsele pdhjale, kui
jooksuratta kaasaliikumise kiirus {imber vertikaalse telje on
60 p/min.

1200 kG ,
0,4 m ,
0,5 m =

60p/min (iimber z-telje)
Leida N .

B W O
I

2 o oy
7% Léhtevalem, LO = MO

v

Kdesolevas iilesandes koosneb siisteemi kineetiline moment
osadest:
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rc
M -
Vc -
il
Lc -
o
I"c
Jd -
J1 -
W -
(:)1 e

L, = r x¥% +5L .,

c c c

on punkti C kohavektor & .

ratta mass,

punkti C kiirusvektor,

siisteemi kineetilise momendi vektor liikumisel
imber punkti C .

=JJ+J1JJ1,

ratta inertsmoment iimber teljs, CO,
ratta inertsmoment limber vertikaalse diameetri,

ratta nurkkiirusvektor pddrlemisel {imber telje CO,

ratta nurkkiirusvektor pddrlemisel iimber vertikaal-
se diameetri (siisteemi pdorlemisega iimber z-telje
kaasneb ka patta. podrlemine iimber vertikaalse dia-
meetri sama nurkkiirusega).

Léhtevdrrandisse asendamisel saame:

Ll U

°=%¥[§°xﬂc+J¢TJ+J15J,‘]=O’Cx(P+N).

Vaatleme vasaku poole sulgavaldist:

W, = const ,

My i
T, x lﬁc = const , kuigi

Sc # conmst ja 5‘: # const .

Néeme, et nullist erineva tuletise saame ainult vasakul

keskmisest

liikmest:
o g Bt
(Jo)=0 x(P+N),

m‘b

oy
(LN

=&x(;+l).
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€ vdrdub vektori «@ +tipu kiirusega hodogrdafil, hodo-
graafiks aga on ringjoon ja vektor <« pddrleb nurkkiirusega
UJ1 -
€= vy =y - OM =W w %£ 05

S, 0 Kuna ¢ # 0, sils OC x (P+N)£0,
< Wy millest ilmneb, et P # N , nagu
lahenduse alguses ekslikult oleksime
véinud arvata. Punkti M liikumis-
_, ~ Suuna_jdrgi otsustades on &€ suund
joonise ette ja ka OC x (P + N) suund peab olema joonise ete
te. Teiste sdnadega N »P ja

JE =0C - (N=-=P) =r(N -P) ehk
Jayw = TN - P) , millest
Jw1w

r .

Arvutame vajalikud suurused:

R=P+

U ug"— 9

l
®RI9
-0

n J-60

s i (015

%!

Punkti C kiiruse kaudu saame:

Vo = Tuy = R-w ehk
W,
R Esa A
Niitid : 2
2 &
2 ¥ _p Sy ) NG
N—P+—S'?T =P(1+—SR'—).
Asendame arvud:
0,42 - 4772
N = 1200 (1 + ——————)= 1200(1 + 1,28) = 2740
g - 0,5

T



N = 2740 kG.

Vasfus.Rattasurvep&rahdale
N
N:P(1+-£—-—ga1 ) = 2740 XG .

Néide 20, Tasakaalustatud giiroskoop on kardaanliigendi
abil files seatud Maakera pShjalaiusel ¥ ., Giiroskoobi rootori
telg asetseb horisontaalselt antud koha meridiaani tasapinnas.
Leida vastukaalu raskus Q, teades, et vastukaal on kinnitatud
seadise sisemise ronga kiilge rootori telje pikendusel nii, et
podreldes koos Maaga, jéddb rootori telg meridiaani tasapinda,
Rootori poorlemise nurkkiirus {imber oma telje on w , rootori
inertsmoment selle telje suhtes J, seadise sisemise ronga ras-
" dius @ ning Maa nurkkiirus w, . Hoordumist ja rataste masse
mitte arvestada.

Antud: &, J, ON = a ,
), - Maa nurkkiirus.

Leida Q védrtus, nii et
ON jadks meridiaani tasapinda.

3 : -(e)
Léhtevalem: I‘o = Mo A
Liheneme kiisimusele non-
da: rootoril on suur nurkkiirus
W ja véike nurkkiirus Wy

Maakera podrlemisele vastassuu-

nas, s.t. (- 6)1) .

=JcZ')-Jw1cos«P-% - Jyw, siny ¥, ,

gler £

on < - suunaline iihikvektor ,
U,,, - Uhikvektor, mis on risti & -ga.

Euna @, on w-ga vorreldes védike suurus, siis loobume
sellest.
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Lo & Ja. .

Sarniiride siisteemi tottu ei ole rootorile véimalik iile

kanda toereaktsioonide momente. Vdlisjoududest annab momendi
ainult Q.

ag (&) =00 xQ 3

JE = OF x Q 3

Je = ON-3-sin (ON, Q) = ON-Q [tekst_;} jérgi
; sin(ON,Q) =

Vektor @ kujundab Sopdeva jooksul pddrdkoonuse pinna
iimber Maakera nurkkiirusvektoriga paralleelse sirge.
dub & tipu kiirusega:

€ vor-

“ZE‘ &z vy = Y wsin ¥,
M ) . Jdg =0ON'Q =2a-Q,
@
¢ Jw,]wsinw = al Jja
Jgu1ujsin~P
_——'a—— o

Vastus . Kinnitatav lisaraskus on
Ju)1aJsin~P

a

Ndide 21. Lahendada lépuni iilesanne M 1110 (991).
Stisteemi kineetiline moment LB punkt1 B suhtes on arvuta-
tud p. 9 n.5. o ¥

1) Staatilised reaktsioonid N, ja Fp on need laagri-
reaktsioonid, mis tekivad ketta paigalseisus. Aktiivseks jouks
on ketta ksal P, mis on rakendatud punkti C. Eui telg on

h¥¥rdevaba, siis laagriregktsioonid on suunatud vertikaal-
selt iles.

N; leidmiseks arvutame j¥udude momentide summa (peamo-
mendi) punkti B subtes (mis peab vdrduma nulliga):

- &



MB.-.(a+esinot)P-2aN'=O, kust
' _ (a + esinsd)P
NA-L—QE—L

Né leitakse analoogiliselt (leida peamoment p. A suh-
tes) vbi tingimusest, et N, + Ny = P
2) Diinaamilised laagrireaktsioonid I-VA ja EI; on need

laagrireaktsioonid, mis lisanduvad staatilistele siisteemi
podorlemise tagajarjel. Lihtsamini saab neid leida, kui oleta-
da, et kettal on kiill mass, aga puudub kaal (mis teatavasti
tasakaalustatakse staatiliste laagrireaktsioonidega).

Seega

T it -
(8.) Lé = MB(NA) .
Kuna I"B on kettaga jdigalt seotud absoluutselt kons-
tantne vektor, siis

(b) LB= ‘A-.) b < IIB=-‘O)I'BY: =
- -sz[aecosa- + &2-2;‘- (e2 +1}r2)]2 %
Riisugune valem jadb oigeks kogu ketta liikumise véltel,

kui oletada, et teljestik Oxyz poodrleb iihes kettaga. Samal
tingimusel jadb ka I‘B avaldis muutumatuks.

g g A
(¢) My (M) = - 2a-K, ¢
(- mirk on voetud seepsrast, et ta esineb ka Ly ees,

N, =K, .

(b) ja (c) vordlusest saame, arvestades (a)-d,

g 2
N, = gé‘é— [aecoso\ + 2ip22 (2, 1 rz)] <

ja N, on y-telje suunaline.

%00 -




N; leidmiseks arvutada kineetiline moment p. A suhtes
I‘A’ Selle arvutamisel tuleb LB valemis olev a asendada

- a)- ga.
" 2
Saame N =-§a%f~aecoso& +§-i-n22—°-“-(e2+1}r2)}.

N, on y-telje suuwnaline kui viimane [ ] suluavaldis on
N

negatiivne. Vastasel juhtumilnon NB y-t.elg'ec_:a vastassuunali-
ne (valem annab negatiivse Np).

Nz voib arvutada ka massikeskme liikumise teoreemist:

" ” P et 2 5
NB + K, = z e cos w™, millest
" "

NA =§ecos¢w2-NB .

Vastus on antud iilesannetekogus.

Niide 22, Uhtlane horisontaalse teljega silinder veereb
oma raskuse mdjul-alla modda karedat kaldpinda, mille hodrde-
tegur on f. 'Eeldades, et silindri liikumisel ei esine libise-
mist, leida kaldpinna kaldenurk horisondi suhtes ja silindri
telje kiirendus. Veeretakistust mitte arvestada.

%
/ mine,

Antud: f; libisemata veere-
Leida o« 3 wo=w.

On tegemist tasaparalleelse
liikumisega, mille ldhtevorran-

did on:
. ¥ = x(®) mw = - Psin ol + H
o ox
My, = ¥¢)  emk 0= - Peosx + N
I E w0
L, (e) e
T =%

% 9%«



Tasaparalleelse liikumise teooria kirjeldab kehade liiku-
mist tavaliselt Cartesiuse koordinaadistikus. Seepdrast tuleb
hoolega jélgida kasutatavate suuruste marke. W,y ©On nega-
tiivne, kuna ta on x-teljele vastassuunaline; € on positiivme,
kuna ta on vastupédeva., Seepérast:

Bl :’2’.:
= s 3
Uhtlase silindri inertsmoment silindri telje suhtes on Jo =

g
= -“‘5— . Kirjutame esimese ja kolmanda léhtevérrandi fimber:

mw_ _ T = - mg sin « - r + Hr

ox
w
ox >
L4 e (htnd
mraf_qx
ehk mwoxr=-ngsinot-r-T o
w N 4 sin « ehk w -ggsincc
ox 3s ' St bt

Teisele kiisimusele vastamiseks on meil kasutada teiéest

iéhtev&rrandist
Now P 008 52

esimesest lahtevorrandist H = ow .+ mgsin o ja lisaseos hoor-

dejou kohta
H-€ N
Nendest saame:
L mgsina € fmgecos X

- % gsina + gsin {fgcos A ,

% sina ¢ £ cos &,
tana  3F
Viimase tulemuse voime kirjutada veel:

A¢are tan 3¢,

g8 O



Vastus . Silindri telje kiirendus w_ = % gsin o

ja libisemata veeremise tingimustele
vastav kaldenurk o ¢ arc tan 3 f.

Niide 23. Raskus A kesaluga F, laskudes alla, paneb
iile ploki D heidetud ja trumlile B keritud kaalutu ning ve-
pimatu niidi abil médda horisontaalset rddbast libisemata vee-
rema ratta C. Trummel B readiusega r on jaigalt kinnitatud
rattaga C , mille raadius on R. Nende summaarne kaal on @,
inertsiraadius horisontaalse telje O subtes on aga § . Leida
_ raskuse A kiirendus.

1 T

Ulesanne lahendub kiva keha tasaparalleelse liikumise te-
ooria abil, kui vaadelda siisteemi koosnevana kahest osast ja
asendada noori moju kummalegi osale jouga T.

Lahtevorrandid rattale: ”

MW otee = rle) F®n valisjoudude peavektor
4L
—'oﬁ%aig = 'ge) Mo("‘l védlisjoudude peamoment

punkti O subtes.
Lahtevorrand raskusele A:
dK s
poer SR
at

g

1 g vélisjoudude peavektor

=03 =



Viime koigisse ldhtevOorrandeisse antud iilesande andmed:
#@ v ) = -8

g ox

G @v)20=-Q+N

& Gw) ==-Tr - HR
(2’)=T—P

) A= Jja vAy on omavahel seotud:

v v
- = - R% , Sest v, on vérdne ratta ja

ndéri puutepunkti kiirusega, suunad aga on vastupidised. Siit:

R
Yo i, R‘E vAy .
w saab avaldada vAy(ini vox) ja ratta mootmete kaudu:

v
W =z - R% (veenduda miinuses!) J = gpz

Nende abil saame vorrandite siisteemile jargmise kuju:

= 8 gt
glReT "Ay‘T H

N=Q - see polegi edasises vajalik
2w
1-8 =
-3¢ R% = Tr + HR

L EP'WA:T—P

Korrutame esimese vorrandi kdik liikmed R -ga jJa
liidame tulemusele kolmanda vorrandi vastavad pooled:

-E(%-r_ﬂ(na + ?2)'Ay =T™R +71) .

Asendades siia neljandast vorrandist
w
= P(1 + S—A) -

-E&m (Ra+ f’z)'Ayz P(1 +:’éH)(R+ ¢ S

- -

saame



- % (R2 + f:z)wA -g(R + :r:)Z'A = P(R + r)2 .

P (R + 1)
'Ay--sQ(Iizd-f’z)-rP(R-rr)z

P (R + :r)2
. gQ(R2 + 92) + P(R +r)2

ehk

('Ay on projektsioon, W, - arvuline vadrtus)

Vastus . Raskus A hakkab langema kiirendusega

P(R + r)?
WEEUE + )+ PR+ )

Ngide 24, Lahendada eelmine iilesanne siisteemi kineetili-

se momendi abil,
Ulesanne lahendub viga liihidalt iiheainsa voérrandi abil,

kui arvestada, et nodride vordsed tombed kutsuvad ploki tel-
jel esile reaktsiooni S, mille siht moodusteb kummagi nddri
sihiga vordse 45%_ge nurga ja et N = Q, sest rattal puududb
vertikaalne kiirendus (seda nditas meile eelmise lahenduskdi-
gu teine vérrand O = - Q + N),

Votame nimelt punktiks, mille suhtes kasutada kineetili-
se momendi teoreemi, joudude H ja S 16ikepunkti E:

dLg (e)
“®*%. >

g—E(-gvA(r-n-R)-%voR-g?zw)=-P(r+R)

Vo = g Va siin ei ole tarvis miinusmirki,
S sest seostes esinevad absoluut-
w= g =g vidrtused. ‘
2 dv
P R 802 2 & = R
[E(r+3)+%m+s?m - P(r + R) ,
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-;'-[—P(r + R)2 + Q(R2 + fZ)JwA = P(r + R)2 .

P(r + R)?

W, = g

Plr + R)2 - Q(R?-o- 92)

Tulemus ithtib eelmise lahenduse vastusega.

Naide 25. Uhtlame varras AB kaaluga P on riputatud
punkti O kahe niidi abil, mille pikkused on virdsed varda
pikkusega. Leida ihe niidi tomme momendil, kui teine katkeb,
¥oostame varda liikumise diferentsiaalvorrandid niidi rebene-
mise hetkele jédrgneva viéga vaikese ajavahemiku kohta, jédttes
arvestamata varda sihi ning varda raskuskeskme ja teise niidi
vahelise kauguse muutumise.

I/( \\\\
A é_—_—:}ag

Vahetult pérast parempoolse niidi katkemist teeme uue
ioonise:

AN c 8 g Antud: P; o = 60° ,
PLM‘\JP\ Leida: niidi tOmme R .

v

Tasaparalleelse liikumise teooria jargi:

mx_ = P - R sin 60°

c
m&c = R cos 60°

> l
J,p=-Rsin 60°- 5

Z on varda pikkus,

2
J. = Qaé— - varda inertsmoment keskpunkti C suhtes.

6 5



.o

Saadud kolmes vorrandis on neli tundmatut: x . fc S ¢
ja R. Seepdrast vajame lisatingimusi. Need saame
punkti A vaatlusest.
Nimelt ei ole punkti A
liikumine vaba, vaid seda
reguleerib nodr, sundides

S /3230, punkti plisima ringjoonel.
War o a Kuna vaatleme olukorda
A\ * e vahetult parast parempool-
l se niidi katkemist, siis
%

varda koikide punktide
kiirused on alles vordsed nulliga, kuid kiirendused on neil
juba olemas. Punktis A +t#hendab see seda, et normaslkiiren-
dus LS mille siht ihtib vasakpoolse niidi sihiga, pole veel
joudnud nullist erinevaid vdidrtusi saada, kuid tangentsiaal-
kiirendus w, on olemas. Kova keha tasaparalleelsel liikumi-
sel vdljendub punktide A ja C kiirenduste vaheline seos
jérgnevalt:

W, =W, + W,, , milles

W = Woy U, + wdy a, ja
LI%e =£-AC =E'g ja on varda cletatud pddrlemissuuna puhul

{péripdeva!) suunatud iiles:
ST T 4
b Miyat Mg Sadnll s

(Markus: indeks AC on siin véetud samas t#henduses nagu
Voronkovi oOpikus, s.t. tuleb lugeda: punkti A kiirendus
podrlemisel punkti C dmber.) °

Mirgi muutsime seepérast, et € on suunatud pdripdeva ja
seega negatiivne.
Seega:
w, = (w +£F)' W
A et TE M o D
Kuid jooniselt selgub, et

FIA = - Wy~ sin 30° 1'11 - W, - cos 30° '\':2
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ja me saame veel kaks vorrandit

el
oy * 5= = = w,7-sin 30°

5 o B
X + 2 i
ehk -SL.!.—— = tan 30° , mis ongi lisatingi-
c
museks tasaparalleelse liikumise vorrandite juurde:

i, «p-BY3 °
x5, = |
o= - BLL

o
e

Asendame esimesest kolmest vorrandist neljandasse
MG B NEE w A

<
P_RV3_ nl.zf'g SER
n 132 -1%— P e

o]

N

Lxc +

5
+
=)

3_3_"'_3_'.3_"'_1=33_R. , millest
23 2V3

v}
n

R:%?p:massp.

Vastus . Tomme niidis vahetult pérast teise niidi
katkemist on 0,266 P .

S 9B =



Néide 26, Lahendada iilesanne M 1114 (995) 16puni.
P. 9 niéites 6 on arvutatud siisteemi kineetiline moment I’o1 -
-(e)
Arvutame -01 . Ainukeseks vélisjouks, mille moment p. 0,1
suhtes on nullist erinev, on silindri B kaal. Jéarelikult
(e)
M, = P2(r1 - ra) .

Tingimusest f,°1 = Hg:) saame

- P B
(a) % A rﬁ €4+ % -Sg 1‘552 + 8—2-(6,1:‘:,l +62r2)(1‘1+r2)=

Sellest vorrandist el saa lelda keht tundmatut £, ja
€5 '« Teise seose leidmiseks arvestame niidi témmet T, mis
punktis D mdjub keltale A ja on suunatud alla, punktis £

A aga kettale B suunaga iiles.

Ketta A kohta vdime kirjutada kova
keha pdorlemise dlferentsiaalvorrandi pdh-
jal (p. M4 valem (22):

(v) %P,‘r% €,=1r4 T ehk % Pryéy =T,
ketta B jaoks aga massikeskme kohta

rakendatud kineetilise momendi teoreemi
pohjal (p.17 valem ( 30 )):

(¢) % Byraf, =T,7 ehk 3By, =T .

Vérrandid (a), (b) ja (¢) koos voimaldavad leida &
ja T. Siis

1’82

€., wy=E,t Ja

; 2
' (Eqmy + £,r5)%
8 = S

| Vastus . Antud iilesannetekogus.
-99 =
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