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Eessdna.

Kaesoleva llesannete kogu Koostamisel on aluseks voe-
tud flisikaosakonna jaoks kehtestatud teoreetilise fllusika
programmi vastav osa. Ulesannete iseseisva lahendamise hél-
bustamiseks on peaaegu kdik Ulesanded varustatud suunavate
markuste ja vastustega.

Sama eesmarki taotlevad I6pus leiduvad lisad. Lisas
A on konspektiivselt esitatud kvantmehhaanika pdhivalemid
ja lihtsamad arvutusmeetodid. Lisa B on puhtmatemaatilise
iseloomuga ja piirdub vahetult Ulesannete lahendamise kai-
gus esinevate funktsioonide ja nende omaduste refereerimi-
sega.-



1. Avaldada 16pliku nihke operaator T a , mis on defi-
neeritud valemiga

Ta+15=+(S+*>>
kus a on konstantne vektorfimpulsioperaatori kaudu.

Markus: Kasutada <(a wa) Taylori arendust.

V&sl1/Usi A

. Tt

Ya = je= 1.

2. Naidata, et I0plikus kuubikujulises piirkonnas on

impulsi omafunktsioonidel kuju:
«2JT .

f o<x,c,*> = —1- X 1 s
L »

kus L on kuubi serva pikkus ja , n* ménesu-
gused taisarvud, mis on seotud impulsi omavaartustega jarg-
miselt:
a1 i 2T

n* - — *"«» *t-h *'» e

Markus: Arvestades perioodilisuse nduet piirkonna aar-
tel.

3. Naidata, et impulsioperaator on hermiitilin* tema oma-
funktsioonide ja kdikide finiitsete funktsioonide hulgal»

Markus: Finiitseteks nimetatakse funktsioone, mis on nul-

list erinevad I6plikus piirkonnad. Omafunktsioonide henaiiti-



lisusetingimus arvutada algul 16pliku kuubi korral (vt. eel-
mine Ulesannei) ja seejarel teostada piirprotsess L -*
4_ Kasitledes impulssmomenti kui infinitesimaalse Edér—
de operaatorit, leida orbitaalse momendi komponendid L
sfaarilistes koordinaatidee.
Markus: Lahtuda skalaarse olekufunktsiooni teisenemis-

valemist infinitesimaalsel poordel:
A

T s £1- - (FFi)4dx » O] n on orbitaalse
impulssmomendi operaator, - poordetelje Uhikvektor, cJo<
- infinitesimaalne podérdenurk.

Teiselt poolt, kasutades Taylori arendust,

N T(a <&, ~(nf Jfyf+d )=

={1+(77A:+ 1) (D)
Valemite (1) ja (@ v6rdlus. &nnabki» operaatori M  komponen-

ai kuju. Arvutada tuleb —— ja o0 poorde korral iga konk-
« (o]

reetse telje Umber.

Naiteks poordel x -telje Umber

kuna aga
Z«n g-j£ , N»

siis Uhelt poolt

cd J» 200( s n c** & 1 d <= -n fyunJ- y«u,

teiselt poolt aga

d =a JSikkFga? + a /liM oizs-a aT.
Neist valemeist saab avaldada

d* * 4 * dcc-, d j . -



Vastus:
M* * - T + ANEA § ) *
M,=T 97 -

5. Kontrollida jargmiste kommutatsioonieeskirjade kehti-

vust:
A

E£tK/ *x , (€))

tMi , = i* liKl fU , (@)
tMi ,M*1 = i iuvi Ma, G)
LFfF, (v + r™~+ ?2*)] =0 , ®

o, ®

c&, (Mi+ Mj +Mi)] - 0. ®)

Valemites (1-3) Cilix on taielikult antisimmeetriline Uhikvek-
tor, s. t. t"Ki= + 1, kui( i,K, 1) on saadud tsiuklilise per-

mutatsiooni teel arvudest (1, 2, 3)!

~kKi = - 1» kui tsiukliline jarjekord on rikutud,
Ei*Jt = 0, kui mistahes 2 indeksit Uhtivad.
6. Naidata, et M, omaolekutes ~ ov Mx ja M §kesk-
vaartused nullid. (Sama kehtib * , ~ ja keskvaar-

tuste kohta.)
Markus: Leida keskvaartused llesandes 5 tuletatud kommu-

tatsioonieeskirjade
A A A A * A A A A A

ML=~ Mx ,MIMX-Mxham i*
A
mblemast poolest, arvestades operaatori M.. hermiitilisust.



7. Avaldada impulssmomendi T -suunalise projektsiooni

operaator operaatorite Mx , t M,, kaudu.
Vaatus: n A n A n
M~ m cHi (**') + M,j Cli").

8. Kasutades ulesannete 6 ja 7 tulemusi naidata, et M,
omaolekus “J*, on iapulsamomendi g'—suunalise projektsioo-

ni keskvaartuseks n (el

9. Polariseeritud osakeste voog laguneb magnetvéljas
27~+1 komponendiks, kus - on" osakese impulsamomendi ruu-
tu iseloomustav kvantarv. Vottes X =7 , leida tekkinud kom-
ponentide (fvi= 1, 0, -1) suhtelised intensiivsused, kui ma®-
netvalja suund 1 moodustab impulssmomendi projektsiooni
suunaga 17’ nurga . (Impulssmomendi projektsiooni suunaks

nimetatakse suunda T " , kui enne magnetvfilja sattumist ise-
A

loomustas osakese olekut moénesugune osafunktsioon.
A A
Markus: Avaldada operaatorite M, M- omafunktsioo-
r *t A
nid operaatorite M . omafunktsioonide

kaudu. Otsitud intensiivsused saadakse arenduse kordajate ruu-
tudest .

Normeeritud kerapinnafunktsioonid *4xm esitada kujus:

» N 1 ™ Z 0»JC? n =D.

Vastus:

a) Kui lahteolekus m = 1, siis

7 -



> *[(<>)e t w(-\) e -

b) kui « = 0, stla

W (+*)*£ f w(Fn) = w-H* »

c) kui m = -1, siis

WI+*t)* /S5t W (0)s L AA*™ < W(-<)a £ 1y .

10. Naidata, et kahest osakesest koosneva slsteemi ia~
pulssmoment masskeskme suhtes on alati risti osakesi Uhendava
sirgega, s. t. vastava sirge sihilise impulssmomendi projekt-
siooni operaator on identselt null.

Markus; Otsitav operaator on aj ,kus T* on
osakeste suhteline raadiusvektor* 3 - (@ Xr), F ~ n -

suhtelise liikumise impulss.

11. Leida operaatori (A-XB)" arendus A astmete ja.r-
A A
gi,oletades, et X on vadike arv ja operaatorid A , B uld-

Jjuhul ei kommuteeru.

Markus: Esitada arendus foraaalselt kujul (A - \o)
A

O*
=£ AL , kus operaatorid L,, on otsitavad. Vorduse
mSlema poole korrutamine operaatoriga A-XB annab i »
oo n a A
e I%IEOA" (A -A L # . Operaatorid L* leitakse A

astmete juures olevate koefitsientide vSrrutamisest saadud
avaldise vasakul ja paremal poolel.

Vastusi
a Av-4 » i A n A A 4AA .
(A-AB) e + A A BA*BA"<+._ ..
12. Lineaarse harmoonilise ostsillaatori Hamiltoni ope-
A *\ *
60 Aw _ _
raator on H* rf~e+ — — X , kus * on ostsilleeriva osa-
kese mass, cj - ringsagedus. Defineerides uued operaatorid

p «[>tiurda , £«[e=£]* *

2 -8 -



naidata, et kehtib vordus

A
kus <6 on H omafunktsioon omavaartusel £ , s. t.

H+e*n
A A A
Markus; Avaldada H operaatorite P ja 6 kaudu ning
kasutada taieliku induktsiooni meetodil tuletatavaid kommu-

tatsioonieeskirju:

Lo,tatiP)H]= + * (QtiP)""*.

13» Kasutades eelmise Ulesande tulemusi naidata, et li-
neaarse harmoonilise ostsillaatori energia minimaalseks vaar-
tuseks on

E « 7 R

Markus: Kui T°, on energia minimaalsele vaartusele vas-

tav olekufunktsioon, siis Ul. 12 tulemuste pdhjal

+ a sellele rakendame vasakul operaato-
ri (Q - ik) , saame energia omavaartusvorrandi J>» jaoks.
A A A

14-. Kasutades operaatorite H 9 P , 0 vahelisi kom-

mutatsioonieeskirju naidata,

(@ et keskvaartused P , Q on nullid harmoonilise
ostsillaatori statsionaarsetes olekutes;

(b) et minimaalse energia EOm olemasolu jargneb
“daramatuserelatsioomaest.

Markus: (@ U =0 , sahdakse naiteks, kui arvutada

_____ _o* * o * £ 0
keskvaartus operaatori H omaolekus vorduse ﬁP - P® * Tw

mdlemast poolest, Idades silmas operaatori H heiaiitilisust.

-9-



Ob) Maaramatuserelatsioon (AP)1 (44)1 >/ 7 asendub (@)
tulemuste pohjal jargnevaga! Q L+ e P15/ , millest
P1 (pl) *] . Tingimusest ~ 0 maara-
takse P x Jj mis annab energiale miinimumvaartuse.

A
15. Leida mddramatuserelatsioon operaatorite %, ja

/IE(B) jaoks, kui on rahuldatud kommutatsioonieeskiri

Lp,y 1=1iTtT.

Markus: Kasutada kommutatsioonieeskirja t’\,,F(p)]*ifc";iF 9
mis saadakse, kasutades F(j5) jaoks Taylori arendust voi all-
mas pidades, et impulssesituses A x <A

Vastust (abF)* £

16. Kasutades mdaramatuserelatsioone maarata K -kihi
elektroni ligikaudne energia aatomis jarjekorranumbriga X.

Ulesanne lahendada mitterelativistliku ja relativistliku juhu

Jaoks.
Markus: K -kihi elektroni energia avaldub mitterela-
tivistlikus lahenduses kujul: E * - — — — . Maaramatuse-

relatsioonist jargneb hinnang impulsi vaartuste jaoks: JvE,—
Edasine arutluskaik on analoogiline illesandes 14- esitatuga.

Massi muutusest tingitud relativistliku paranduse leidmiseks

tuleb lahtuda energia avaldisest E — i/« c¥+ cxyX - -m,c\
kus on elektroni seisumass.
Vastus: ? M _ o )
C - mitterelativistlikus lahenduses;
| 2o i
E ~ wOcx {1 N oC= relativistlikul juhul.

17. Kasutades maaramatuserelatsioone leida heeliumisarna-

10 .



se aatomi pdhioleku energia ligikaudne vaartus, kui aatomi
jarjekorranumber on 2 .

+ * AN *
Markus: Koguenergia £ rf ij""" " ‘Zrt_i\' Zn.’é% -

Maaramatuserelatsioonidest jargneb hinnang impulssidele:

[L5-f %k x ~ (a<-
Edasi leida ET»E Ct(,;7IDmlinimu*ii;ingiBUBeat vastav ja
T vaartus.

Vastus: n

E - (2-31 13,5 *V.

18. Veainikusarnases aatomis on elektroni impulssmomen-
di projektsioon mdnesugusele suunale mdddetud 5 %-lise tdpsu-
sega ja saadud tulemuseks 2 h , Naidata, et sel juhul pole
Uldse voimalik maarata elektroni asiauuti orbiidil, mille ta-
sapinna normaaliks on eelmainitud suund.

Markus: Kasutada maaramatuserelatsiooni kujul a

19. Hobeda aatomite kimp aurustatakse temperatuuril
1200° C ja suunatakse ladbi kollimaatorl ekraanile, mille kau-
gus kollimaatorist on 1 m. Kasutades madramatuserelatsioone,
hinnata ekraanil tekkinud tapi mootmeid.

Markus: Kui ekraani normaali valime x -telje suunaks,
siis iseloomustab tapi mdotmeid ~ Re* , kus R on ekraa-
ni kaugus (=1 m) ja o -aatomite hajumisnnrk.

Analoogiliselt Afty ~ p—* , kusl 'v»\Pn*T F on
hébeda aatomi mass, k — Boltzmanni konstant ja T - ab-
soluutne temperatuur. Maaramatuserelatsloonlst
on leitav- H suurusjark.

Vastus: 10-~ cm.

11 -



20. Missugused mehhaanilised suurused (energia E ; im-
pulsi projektsioonid ; impulssmomendi ruut
; paarsus P, impulssmomendi projektsioonid M x, L
) on jaavad
1) vaha osakese korral,
2) lIopmata pika homogeense silindri véljas,
3) homogeense kera valjas,
4) homogeense l1dpmatu tasandi valjas?
Vaatus: /Pj
2 E, n., P (silindri telje suund on vdetud

t -suunaks)»

("k-telg on voetud tasandi nor-

maaliks).

21. Leida ajast soltuva Schrodingeri vdrrandi lahend va-
ba osakese jaoks tas&laine kujul, analiisida saadud lahendi
fllsikalist tahendust (osakese kiirus, koordinaatide ja im-
pulsside tdendosuse jaotus, de Broglie seosed laineliste ja

korpuskulaaraete karakteristikute vahel).
M L@cC-ust)

Vaatus: Initi) c. C & p. * t©,
E *n u) at —Z—rﬁk—>1 v \,‘.;:) .

22. Leida uhedimensionaalselt liikuva vaba osakese Sctyro-
dingeri vorrandi lahend tasalainete superpositsioonina, kui

alghetkel t*0 kirjeldab osakest olekufunktsioon

1/ \ A s 4 c
< (*, o) = A Jt f

kus A , a , kOon reaalarvulised konstandid.



Barkus: Lahendit otsida ku,1ul

_____ R il«c -
*lot,*). JcU) * c K.
_ - 0%
Integraali
3 - 45
(<, - rMalarvulised konstandid) arvutamine taandub
muutujate vahetusega | -~ © N -d , Gaussi tldpi
integraali arvutamiseks: /
0o .i"C A h i s *> »m
Vastuss 7 . i 2.1\
2 & -n 8&5
A X2 i&rAK, x + ¢ -
f A e 7Mr7@®@= T J

23» Kasutades eelmise Ulesande tulemusi, a) kontrolli-
da maaramatuserelatsiooni kehtivust koordinaadi ja impulsi
vahel alghetkel i1 <0 ; b) ndidata, et aja jooksul valgub
lainepakett laiali»

Markus: a) Maarata piirkond, kus funktsioonid |M(*,0)|*
ja | C ™I on oluliselt nullist erinevad. Funktsiooni ku-

o IV-t0t , - _ i, _
“ (d>0% loetakse oluliselt nullist eri-

Jul ji—
nevaks piirkonnas &~ , kus AN -%$e]~ - .
b) Arvutada fp(r.)) mis nditab, et hetkel t on

koordinaadi tdenaoseimaks vaartuseks fc, kusjuures
Ax-1*-»_]A a

24. Leida vaba osakese statsionaarsed olekud, kui osake
liigub Uhedimensionaalses piirkonnas 0 (*n 4 « (I6pmata kdrge-
te seintega potentsiaalauk).

Markus: Schrédingeri vorrand lahendada aaretingimustel

+U)u.o= =0-
- 13 "



Vastus:

E«= 5 n >».<,*, Jyu--

25. Leida ldpmata kdrgete seintega potentsiaalaugus ole-
va osakese (vt. eelmine Ulesannet) iapulai tbendosuse jaotus,
kui osake on ti-ndal energiatasemel.

Markus: Arendada "W«® impulsi omafunktsioonide jargi ja
maarata arenduse kordajate ruudud l«,, Cp)I* .

Vastus:

- 0[«._ Iﬁa h I ok kui w on paaris,
* A n*Kx

N » kui * on paaritu.

26. Maarata ulesandes 24 iseloomustatud osakese koordi-

naadi keskvaartus ja ruutkeskmine halve, kui osake on *v-ndal

energiatasemel .
Vastus:
3t - a X- v * —— j ————
W« R 2 A T

27. Lahendada Ulesandega 24 analoogiline ldlesanne, kui

osake liigub 3-mdotmelises piirkonnas 04 x &a. , o £H

04 2.t c .
Vastus:
P = . nx \
Zm \av cx/’
. , n J 5 . X . FY**
T, *,,bc.d4.,1) « V- °!T— ————— ke — T
Ve JL Cr a tr
>\ » wj on naturaalarvud (=1, 2, 3, ...).

2P . Leida Uhedimensionaalselt liikuva osakese energia-
tasemed t <O [I6plike seintega potentsiaalaugus, s. t. ju-

kslgé, kui osakese potentsiaalsel energial on jargmised vaartue

- 14 -



0 , kai * *-«.}

, R -« FE ., N e>o
0, t©d DE> 06—,

Markus: Sctrodingeri vorrand lahendatakse eraldi kolme
piirkonna— oo <sci-a ,-h4*” +a ( 3a+«.£X <+ 00 jaoks.
Iga Gldlaiend , 5 ja YTi sisaldab 2 konstanti. ja
+5 avaldises maaratakse Uks konstant tingimusest, et lahen-
did oleksid I6plikud, kui x <*too . Ulejaanud neli konstanti

rahuldavad homogeenset algebralist siUsteemi, mis saadakse pi-

devusetingiaustests _ )
[T |

4*) = £ 7 Oa = 'fl , kui x * - a j

3a 4'v » N0 * X k + ot .

Saadud homogeense silisteemi lahenduvuse tingimus

HI*"- X1 +Z "CwcAy 2°wn — 0 7 (€))

2. Zwif n (*Jc+ E) o .
kas o€ "~— T-1"> X * ——--— ——=> anna(%tlnglmused energia-

tasemete madramiseks:

9C* te * <, (2) vai -X -

Esimene vastab simaeetrilistele, teine antisumaeetrilistele
olekufunktsioonidele.

Seose (X*--*- k*) <X = I1AOax= C~AC C 1 on potentsi-
aalaugu laiusest ja slgavusest soltuv parameeter) abil taan-
dada transtsendentsed vorrandid (2) ja (3) vastavalt kujusse

GoX) = XA , (4 kus © = -i- /cN-7xTF,da
<fa.(c0= tw. (5)» kus ka - x » 1118 on
sobivad graafiliseks lahendamiseks.

OBistades konstandile Q jarjest vaartusi, naiteks

- 15 -



cC =1,2, 3, ... , leida vastavad energiavaartused 't
(vOi vastavalt ) ) graafikute 18ikepunkti-
dest (k—<)i » )». j 3ne*

29. Kasutades ulesandes 28 leitud olekufunktsioone, nai-
data, et a) osakese viibimise tdendosus valjaspool piirkonda
.A j xi +«= kahaneb eksponentsiaalselt ja on seda vaiksem,
mida madalamal energiatasemel on osake; b) piirjuhul, kui osa-
ke on Idpmata slgava potentsiaalaugu pohjas, s. o. £7m - ®° ,
rahuldab olekufunktsioon &aretingimusi (ilesan-
de 24 &aretingimused).

Markus: Osakese viibimise tdendosus piirkonnas cloc punk-

ti * Umbruses on arvutatav valemist 1+ Pd*= «

30. Leida thedimensionaalse harmoonilise ostsillaatori
energiatasemed ja omafunktsioonid.

Markus: Omavaartusprobleemi vorrandi

(-£-£ .+ -0 (1)
dx1
lahendamiseks valida uus séltumatu muutuja ot-** A X X ,
u
kus X——r—)‘ . Seejarel kasutada polinoommeetodit, mis voimal-
i

dab lahendi esitada kujul = 1 yfy) » kus

{ = F(*+x3Ej = (2

*/4="r (7t- UsaBl)

K8dunud hipergeomeetriiise rea katkevuse tingimus annab

2 lahendit:
1) a= - =0 ; tv - naturaalarv,
2) = i C4-0 . Pidades silmas seoseid kddunud

hipergeomeetriiise funktsiooni F ja Hermite®i polinoomide



vahel (lisa B), vb5ib omafunktsioonid esitada ka Henaite’!
polinoomide kaudu.

Vastus8
E, » »» 06, 112§ ...

N-U) "1 /SV? A_TXX

31. Leida osakese energiatasemed, kui osakese potentsi-
aalne energia rahuldab tingimusi

+  «*°> kui - oo < X. 4 0,

u u) = ,

*>Uj—- V* kui 0 A X <=+ 00
1 »

Méarkusi Piirkonnas 0 4 x < oo tuleb lahendada harmooni-
lise ostsillaatori omavaiartusillesanne. Aaretingimus *fW|x*o
lIilitab valja ostsillaatori energiatasemed E,, , kus m on
paarisarv. *

Vastus: E « * k < &+ o) ¢ » 0, z f

32. Leida osakese energiatasemed potentsiaalivaljas

'YU> {«.tl] -%)*m. kui 03 »< + oc,

kus AAo jJa «.on positiivsed konstandid. .
Méarkus: Teha muutujate vahetus x | , kus Fm—— ¢

. i, fl

ning kasutada polunoomaeetodit.
VastuB:
N* 0,4,1]
33. Leida Uhedimensionaalses perioodilises potentsiaal-

valjas liikuva osakese lubatud energiatsoonid, kui potentsi-

aali kuju on jargmine

17 .



[ O piirkondades *«£ 4 *=4 ,
n * jUo piirkondades 4* 4 NFEHTYV 2
< E < AA* > I*a.+ir on periood.
Anallisida lahendit madalate energiatermide jaoks kérgete po-
tentsiaalbarjaaride korral.

d

¢
| E
- X
> 0 a atfc
Joon. 1.
Markus; Potentsiaali perioodsuse tottu =Y (*))

on Schroédingeri vorrand invariantne nihketeisenduse “e-» v-+$-
suhtes, mistottu lahendid %€~ ja ~ Cw<A) vdivad erineda
vaid konstantse kordaja poolest: W(e+ = </ Vv3i
F(x+hA) = o (X . Selleks, et lahend X -telje po-
sitiivses suunas ei kasvaks I(N)pn_watuseni, peab < olema faasi-
kordaja mdttega, s. t* o «A nit tkus T on reaalarv* La-
hendid leida eraldi naiteks piirkondade X 40 , 04x4N.
ja Q4 X £ (*+tr jaoks ndudes ~ ja 4™ pidevust punktides

0 jJa « .

Vastusi Uldjuhul

IcX seX- = xa.+ Vv "K "N 'X-b 1fZJI1 4 4,
kis k*—=—|E—E , (4A.-E).

Kui pf/A->* 4 , siis



mida madalamad on energiatermid, seda kitsamad on lubatud
tsoonid.

34. Leida energiaspekter ja omafunktsioonid Uhedimensio-
naalse Kegleri probleemi korral, s. t.,kui "W(X) = — _B(Ir .
E<O0;x1>0

Markus: Kasutades tahistusi: K*=- E , Htl=
ning uut sdltumatut muutujat » = 2,K. x , taandada Schrédinge-
ri vorrand kujule

4 N

Piirkonnas «> 0 annab asendus tf(f) s t J@ 0)

jJaoks voOrrandi

i f” 1 A=
mille lahendiks on | *"~"F(-2/+1i1 2; ") . (&)
Piirkonnas a0 saame analoogilise tulemuse asenduse-

ga §*-2 , i»o

Lahend (1,2) on regulaarne, kui AAFm-w , kus »v
on naturaalarv (0, 1, 2, )-

Vastus:

F=___i— = w-012.

; d» 0,
, »4t i<B’
+\ B _

35— a kus O0.=— r on Bohri raadius.

35. Vabade osakeste voog langeb potentsiaalbarjaarile

laiusega « Jja kérgusega A% . Leida barjaari labimise ja

19 .



barjaarilt peegeldumise koefitsient. Ulesanne lahendada eral-

di kahel juhul, kui osakeste energia E<”"ja kui £ >

voog

Joon. 2.

Markus: Osakeste liikumise suund valida X -telje suu-
naks ja lahepdada Schrédingeri vorrand statsionaarse oleku
Jaoks eraldi kolmes piirkonnast
I:-00<*40 , 1l: 04 X 4 a , Hl: ail *.<+
Piirkonnas 111 tuleb Uldlahendist eraldada erilahend, mis vas-
tab osakeste liikumisele ainult X -telje positiivses suunas
(selles piirkonnas peegeldunud osakesed puuduvad). Punktides
dL«0 ja arvestada pidevusetingimust. Barjaari labi-
mise koefitsient 0 on labinud osakeste voo tiheduse ja peale-
langenud osakeste voo tiheduse suhe; peegeldumise koefitsient
R  vastavalt peegeldunud ja pealelangennd osakeste voo tihe-
duste suhe.

Vastus: a) Kui E<iA. , siis
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b) tui ST>A\, |, siis

kus » X ;N =
36. Lahendada eelmisega analoogiline tlesanne, kui os

keste voog langeb potentsiaalaugule (vt. joon. 3). Naidata,

voog

Joon. 3»

et ka sel juhul on peegeldumiskoefitsient nullist erinev.
Leida, missuguste energiate korral on osakese viibimise tde-
naosus potentsiaalaugus maksimaalne (voi minimaalne).

Vastus; Toenaosus osakese viibimiseks potentsiaalaugus
on maksimaalne, kui 3la *3T* , ja minimaalne, kui Jd«.=(n+i)R.

W on taisarv, on defineeritud Ul. 35 vastuses.

37. Leida osakese olekufunktsioon joonisel 4 esitatud
tentsiaalivaljas M. (X) . Analiisida sisepiirkonna (piirkond

1) laine amplituudi A suhet barjaarile langeva ja barjaa-
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riit eemalduva laine aaplituudissa ( 8 ja C * 1 vastavalt)
sOltuvalt osakese energiast E , kui potenteiaalbarjaar on
vaéhe labilaskev. Naidata, ot uldjuhul 1A 1« j , kuid teatud

resonantsenergiate korral 1A I>> 1

Joon. 4.

Markus: Vahe labilaskev potenteiaalbarjdar on iseloomus-
tatud tingimusega 9CiL» 1 , kus "X1= HOE) . Schrodin-
geri vorrand lahendada eraldi kolme piirk&gna jJaoks, arvesta-
des pidevusetingimusi punktides A ja t ning tingimust
~ 1)~ 0 . Uks meelevaldseks jaanud konstante, naiteks potent-

siaalbarjaarilt eemalduva laine amplituud, vdrrutada ihega.

Vastus;
A |~ (syv*. icet + K. +
+ (** tSt) b iaid *KrE N el 1="F,ic—
Kui , Siis resonantstingimusel on kuju
VCA. a o

K-
-2 -



niag 1A 1=~ * 1* =%

38. Leida labimisekoefitsient D , kui osakeste voog
langeb potentsiaalbarjaarile 1A() :;fT?C * kus 3a A on
positiivsed konstandid. Osakeste energiesI E rahuldagu tingi-
must5 0 < E< 4Ae »

Markus: Liikugu osakesed x -telje positiivses suunas.
Siia vastab pealelangevale lainele Schrédingeri vorrandi la-
hend piirjuhul x “*e ~ < _ barjaari labinud lainele lahend

piirjuhul ot —-*+ *° _ Schrédingeri vorrandi lahendamiseks te-

ha asendus () *=("x) F,kus A* 4 {j~ ~ +="lfj
valida uus s6ltumatu muutuja . Lainevodrrand

jJaoks taandub siis hupergeomeetriliseks vorrandiks (vt. li-

sa Bl).
Vastus:
n - F rica.__ oL a
3
39. Kasutades pidevuse virrandit naidata, et meelevaldse

kujuga Uhedimensionaalse potentsiaalbarjaari korral kehtib tin-
gimus

R+ DM,
kus R on peegeldumiskoefitsient, P - labimiskoefitsient.

Markus: Pidevuse vOrrandist jargneb Uhedimensionaalse
liikumise statsionaarsete olekute jaoks j =.jx -
AN arvutamiseks tuleb kasutada lainefunktsioonide asuUmptoo-

tilist kuju:



A L - P t<X >R
XP<>

kui osakeste voog liigub X -telje positiivses suunas.
40. Naidata, et elektronide emissiooni korral peegeldub
metalli pinnalt osa elektrone alati metalli tagasi. Lihtsus-

tuseks votta-potentsiaal joonisel 5 esitatud kujul, s. o.
f- o, &0

10» X>o0

V)

Joon. 5.

Veenduda selles, et elektronid energiaga E 40 peegeldu-
vad kdik tagasi.
Markus: Ulesanne taandub peegeldumiskoefitsiendi R

maaramiseks. Arvutus annabi

**“-y (VE) ,K* =726 .
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41. Pikas orgaanilises molekulis mdjub elektronile va-
li, mida esimeses l&dhenduses vOib lugeda silindersisuaeetri-
liseks, s. t. W ) O®M , kus < on kaugus silindri,
teljest. Analilisida Schrodingeri vorrandit silinderkoordi-
naatides ja naidata, et elektroni impulssmomendi projektsi-

ooni vaartused silindri teljele on kvantiseoritud.

42. Leida tasapinnalise jaiga rotaatori statsionaarsed
olekud, kui rotaatori mass on yu , kaugus poodrion~.ateljest
m0- « Maarata energiatasemete kordsus.,

Markus8 Schroédingeri vorrand silinderkoordinaatides

taandub lisatingi»ustel 1 = konst., © = konst. = O- ope-
raatori g"i =_ X SX omavaartusprobleemi vorrandiks.

Vastus:

45, Lahendada Schrodingeri vorrand osakese jaoks silin-
dersummeetrillises valjaa -— "~ | kui osakese ener-
gia B <O

Markus: Kasutades Ulesande 41 tulemusi, otsida lahen-
dit kujul No® ?) Z(fc) .Asendusega
- ) saadakse |.(™ jaoks vorrand

£+ (-xr+ -0/ « >
1018 JS>=~NT “? /*. «0,+1,+2, ...
Vérrand (1) lahendada polinoommeetodil, mis vdimaldab otsi-
da kujus: $%)~ " n X rg) ., kus TT(?®) ra-
huldab k&dunud hipergeomeetrllise funktsiooni vérrandit (vt.
lisa BlI).



Vastuss

I x *
F — - r, f a*™N > w » /N | eee
N, = x I/ <A Jty? F(-n; &7 F) =
44. Leida osakese statsionaarsed olekud I8pmata kdrgete

seintega kahemdotmelises potentslaalaugus, aida iseloomustab

potentsiaal

[ oo, kui ??¢ . vy 1
Markus: Schrodingeri vdrrand, lahendada silinderkoordi-
naatides. VOrrand radiaalosa ATt") jaoks taandub Besaeli
vorrandiks, millele tuleb leida lahend, mis on regulaarne
nullpunktis (vt. lisa Bl).
Vagtuas

e-tS urr -

N <) * C C N >
kus A.-~on vorrandi if»C="®) =0 n-nes juur, C - noraee-
rimiskonstant, tx * E .

45. Naidata, et konstandi "UO lisamisel osakese potent-
siaalsele energiale “U(/?) muutub ainult statsionaarset

olekut Kkirjeldava funktsiooni ajast s6ltuv osa. Kuidas?

46. Leida osakese statsionaarsed olekud ldpmata paksude

seintega ooneskeras, s. t. potentsiaalivaljas



Maarata energiavaartused piirjuhul Kci» 4 , kus K1 £ -

Markus: Kasutades sfaarilist koordinaate a , , >F
taandada asendusega RC*0 = *% CP radiaalosa vorrand Bes—
sell vorrandiks ja leida selle lahend, mis oleks nullpunktis
regulaarne (vt. lisa Bt). Kirjuim K®. » 4 analliUsini seks

kasutada Besseli funktsioonide asumptootilist kuju

(ita) D B
X
Vastus:
e = r~1i )*n
= cA)k n*z (**»«>)
kus *.<» on vOrrandi Ostn.)) *0 n_nes juur.

0

47. Maarata osakese diskreetne energiaspekter, kui

ke viibib tsentraalsimmeetrilises potentsiaalaugus kujuga

A « = kui n t K,
/UU) A f u.

1 0 kui  a > «

ja osakese impulssmoment on null.

Leida, missugusel tingimusel vdivad seotud olekud, s. t.

olekud energiaga B < 0 uldse esineda.
Markusi Asendusega R(n-) =~ taandada radiaal-
osa vOrrand Uhedimensionaalse liikumise vOrrandiks potentsi-

aalaugus

f 00 » kui a <=0

N(«=-)=<-Aal0 > kui o 4N a

osa-



Regulaarsuse noudeid, rahuldavad lahendid
~NC/Oo - AN Itn, , 0 &A += a)

i-(@® =B ~ ( Rya-]j

kus _
«*m- (*.+*> |, R*» - -~r £ ,
*m+#ev = ANrr da» -

Kui k avaldada 9 kaudu, siis tema reaalsusetingimus an-
nab AAjaI'miinimumvaartuse.

Vastus:
-X0. cJfl K ««. = -ta, "O0»L > A -

48. Lahendada eelmine Ulesanne, kui osakese impulssmomen-

ti iseloomustab kvantarv ~I . Naldata, et siis \)/gxivad
seotud olekud esineda ainult tingimusel K »«<*®m> —— ®»
Leida fuusikaline seletus, miks peab suurenema JL
suurenemisel .

Markus: Radiaalosa vOrrand taandada Ulesandes 45 kasuta-
tud asendusega Besseli vorrandiks. Siis sisepiirkonnas (0"
4 A. 4. «=) avaldub regulaarne lahend Besseli funktsioonide
kaudu, valispiirkonnas (a i/i <.00) - esimest liiki
Hanke?i funktsioonide tﬁgoj kaudu (vt. lisa Bl)= Punktsioo-
ni pidevuse nbudeist leida eXnergia madramise tingimus.
Vastus:

= —1 - + -1- + -L -
9fa- (‘Ka)3 K.Q. (K»)

N *= 0 * jargmine tlesannel).
49. Naidata, et tsentraalsimmeetrilises valjas viibiva

seotud osakese energia miinimum kasvab kvantai*wvu X. kasvamisel.
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Mftijrogd Arvestades, ot tsentraalsisnaeetrilises valjas
kehtib kl.ud.lale X vaartusele vastavate energia oaafuuktsi-

oosiide W* korral aeoa

HA™* = : a- / } ih a-Ww >
avaldada
(EDwi. *
Analoogiliselt avaldada ja veenduda, et
wﬁ,:>(
50. Susteem koosneb kahest osakesest massidega ja

Wiy vastavalt. VQ;tes kasutusele masskeskmekoordinaadid

D - -————— — m» ja suhtelised koocginaagid}ﬁ_» #F-—At ,
avaldada nende kaudu summaarne impulsi pi » E* +p*; ja sum-
maarae orbitaalse jnomendi operaator.

Vaatus

F > 1" n x T +I-* *T -

51. Sdltugu kahest osakesest koosneva siisteemi potent

aalne energia ainult osakeste suhtelistest koordinaatidest,
s. t. « IX-C *4~ Ja.) e Kasutades eelmises lules-
andes defineeritud koordinaate R ja a , taandada Schrodia-
geri vorrand kaheks Uhe osakeae vorrandiks, millest Uks vas-
tab nasakeskme tungivabale liikumisele (kogumass ),
teine kirjeldab seotud osakest taandatud massigayW=

Markus; Susteemi Schrodingeri vorrandis teostada koordi-

naatlde teisendus , a* -¢ K , a ja otsida lahendit
>vaul
+CSr#a t > » T (©



Vaatusi
e ,Y<».

{-~Aat+t/Wia)~(a;=Ea ; EEI+~MAT" E e

52. Leida ruumilise jaiga rotaatori statsionaarsed ole-
kud, kui .rotaatorit iseloomustab inertamosent 3 ( 3=»\al,
K - kaugus poorleai stsentrist) .

Markus: ScbrodingexrL vorrand sfaariliates koordlnaati-
des taandub tingissusel a = , Kk,-"o operaatori l\; ’
omavaartuaprobleeEil vorrandiks.

Vastuss

53» Lahendada Schxddingeri vorrand kerasiusnaeetrilise har-
moonilise ostsillaatori jaoks, mida iseloomustab potentsiaalne

energia MAMA.00* — ~~ nx.

Markus: Ulesanne lahendada sfaarilistes koordinaatidest

- - v **»0) 3 .
Kasutades uut radiaalauutujat j *“ - n ja seejarel poli-
noommeetodit, taandada radiaaiosa vorrand kédunud hupergeomeet-

rilise funktsiooni vorrandiks (vt. lisa Bi)e

Vastus: E* ,1 - fow (i+ +1:)= fcw (*+ n="+2"1i;
+v |, <e>mQ=C.i** "V F A**)
X = N« o0,%,a == «/i= 0/4,1; ..;
W\
h« <G 2,%, -

54. Naidata, et Ulesanne 53 on lahendatav ka Cartesiuse
koordinaatides muutujate eraldamise meetodil (vt. llesanne 30).

Pahistades vastavad omafunktsioonid
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veenduda, et iapulssmomendi ruudu omafunktsioonideks on tea-
tud «bw » lineaarkombinatsioonid. (Piirduda juhuga
£ 4 t » 0 )=

Markus: Funktsioon “P**, (/ *v Ulesandest 53, kus

E=> , arendada funktsioonide jargi, kus-
Juures kvantarvud , . , *7? peavad rahuldama tingimust
HAP<jL+ W » 4 . Vastavate (j3 N «5 kuju leida lUlesande

30 vastusest ja lisast B.

Vastus:

A oA = 1T~ (434,0,0+ L >
A «,4,0 = ejDOI O¢) >

N 4,-1 * Tr 20" kj*o0,4 °) =

B55* Oletades, et kerges tuumas vOime nukleoni potentsi-
aalse energia aproksimeerida funktsiooniga 4A(a)= -
= -0 0+ 1 » tis on konstant, maarata sama liiki
nukleonide arv taidetud Kihis.

Markus: Pauli printsiibi pohjal vOib samas koordinaatole-
kus viibida ainult 2 sama liiki nukleoni. Seega tuleb maarata
antud energiatasemele vastavate sOltumatute omafunktsioonide
arv ja see korrutada kahega.

Kuna potentsiaalne energia on oluliselt sama mis lUlesan-
des 53, vdib kasutada seal leitud vastust. Tahistades A +J+

W, , mdarata funktsioonide arv fiksee-
ritud W Kkorral.

Vastus: Arvuga W\ maaratud kihis voib olla sama
liiki nukleoni.
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56 . Kasutades eelmise lUlesande tulemusi, leida, Amissu—
gused kihid ( (v véartusedt) esinevad H-*-" ja Og tuu-

mades. Arvutada nukleoru.de tiheduse jaotused yC*1) ja lei-

da tingimusest —— 1 mO tuumade raadiused R
n - s\ *5-1 1>
Malgus: arvutada valemist " (&) ~ | ,
kus summeerida tuleb fikseeritud korral Ule kdikide voi-
mal ikkude Jja *v vaartuste (~£= . Mitme Kkihi kor-

ral summeerida ka Gle < . Funktsioonid ~nn/i)m ou antud
Ulesande 53 vastuses. Tuuma raadiuse maarab punkt n =m R ,

kus tiheduse langus on kdige jarsem.

Vastus; n M

————— puhul

W*,JL’_E{«TO) R = aoj

0Jis)3
oY Ab

— Sa. fm\* Yy ABY
o+ , R-3," "n¢&

kus

_[le}

57. Lahendada Schrodingeri vorrand elektroni jaoks vesi-

nikusarnases aatomis, kasutades paraboolseid koordinaate ~ ,

AL f Lkus x - /3T c*9n A= /A

.= ; °M >1<00>©C£* &ale
Markus; Laplace"l1 operaator A paraboolseis koordinaa-
tides on
e »># }* £ £ o n
/t= + * Kui- otsida Schrddingeri vorrandi lahendit ku-
dul



—t-

siia rahuldavad * ja Ix. vastavalt virrandeid;

<o

kus A. oo auutujate eraldamise konstant. Vorrandid (1) ja

@) lahendada polinoomaeetodil.

Vastus: an
I»1 Iv , -

L ., (<«]) L t*15 * )
kus a.= __E_;f , L?1W \‘on L&guerre*i polinoomid, H. , on
paraboolsed kvantarvud, O 4 1& In, 4 H—-4-e-

58. Naidata, et elektroni keskmine potentsiaalne energia
vesinikusarnase aatomi

n. -ndal energiatasemel avaldub kujul:
JT
SV

* e
- , kus e on Bohri raadius, q. >

yU-el-
lest tulemusest lahtudes leida keskmine kineetiline energia.
Markus: 4X = ~t*- (tc) leidmiseks kasutada normeerimisin-
tegraali Laguerre’i polinoomide jaoks (vt.

lisa Bl). £K
leidmisel lahtuda

valemist.
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59. Kasutades vesinikusarné&ses aatomis viibiva elektro-
ni energia omafunktsiooni s naidata, et Bohri raa-
dius 2-i (vt. eelmine ulesannet) annab elektroni tdendosei-

i

ma kauguse tuumast.

60. Naidata, et vesiniku aatomi pchiolekus kehtivad jarg-
mised seosed:
A A 4 N

v o ox) "7 o f kus - A= muem
61. Arvutada ruutkeskmine halve r\x —(.i) vesiniku aa-

tomi elektroni jaoks, mille olekut iseloomustavad kvantarvud

Vastus: ,

/5 - co)y— = } -

62. Lahtudes vesinikusarnase aatomi omavaartusprobleemi
lahendist paraboolsetes koordinaatides (Ul. 57)* naidata va-
hetult, et n. -nes energiatase on fil -kordselt k&dunud.

63. Avaldada vesiniku aatomi olekufunktsioon paraboolse-
tes koordinaatides

f o,w=0 " > »~

olekufunktsioonide kaudu sfaarilistes koordinaatides

Veenduda selles, et

kui *4- o, o, A-n~4, <» *——d4dnm
Markus; Avaldada paraboolsed koordinaadid ~ n n
sfaariliste 0. , a> , kaudu tlesandes 57*
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Vastus™
" \v , -J_0 (Vv H*) -

64. Elektroni statsionaarset olekut vesiniku aatomis
iseloomustavad paraboolsed kvantarvud O ja
magnetiline kvantarv m » O (vt. ul. 63). Leida elektroni
impulssmomendi ruudu tdendosuse jaotus nimetatud olekus.

Vastus; w Je-o= > W J£E-4 ~ \ ' 5013 ~ tahis-
tab tbenaosust.

65. Ruumilist jaika rotaatorit (vt. ul. 52) iseloomus-
tab olek <=4 , | kus maarab impulssmomendi
projektsiooni suunale 2 . Leida vsimalikud impulssmomendi

projektsioonid suunale 2* , nende tdensosused ja M7

keskvaartus, kui ~i' ja 2 -vaheline nurk on oi

Miqkus; Kuna 83=14 . siii voib olla 0) + 4. Tu-
leb leida arenduse N oy’ cn
kordajad. Funktsioonid jan~ N y on sobiv
avaldada X , , X jJa x ~® o, 2 " kaudu vas-

tavalt, pidades silmas sfaariliste ja Cartesiuse koordinaati-
de vahelist seost. Seejuures @-<* =Ilyy¥r>a-i " n
2 PRYK + Tkleors d. IL == (1, *.

Vastus:

wWo= — ; - -»1 —-j- > WAN = /*n i

Mz® - ts & e

66. Leida tasapinnalise jaiga rotaatori (vt. ul. 421)
voimalikud energiavaartused, nende téendosused ja energia
keskvaartus olekus, mida iseloomustab olekufunktsioon

f(V)=A , kus on normeerimiskonstant.
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Markus: Arendada % i'*) funktsioonide J

jargi, millele vastab energia £*,= — -——-— .

Vas.tusj wleO=T » W iEi.=k > E = ] "7“ e

67. Neutroni ja prootoni suhtelist potﬁntsiaalset ener-
giat kirjeldab funktsioon A(n-) = -A “m . Leida pohi-
seisundi (J?=0) olekufunktsioon ja seos potentsiaalaugu
sligavuse A ja tuumatungide méjuraadiust iseloomustava suu-
ruse aS vahel, kui deutroni pdhioleku seosenergia B =
- MEtv.

Markus: Muutujate vahetusega \ A ja asendusega
g(n.)=/1'1 X (® taandada radiaalosa vOrrand Besseli virran-
diks. Vorrandi lahendile esitatud regulaarsuse ndue punktis

H= 0 annab

N"Cv<)=o , kus K~ - ~E a ;
n

Pohiolekule vastab selle vdrrandi minimaalne juur, mis annab-
ki seose <k ja A vahel.

68. Leida elektroni impulsi tdendosusejaotus vesiniku
aatomi olekutes 1s ,2 s ja 2p-

Markus: Arendada energia normeeritud omafunktsioonid
4°1£,0,0 , 4"x,V> impulssoperaatori
omafunktsioonide jargi ja arvutada arenduse kordajate

mooduli ruudud.

1ag8SM! t rx” 1

36 -



69. Osakese olekut labipaistmatute seintega Uhedimensi

naalses potentsiaalaugus kirjeldab funktsioon

kus A on normeerimiskordaja, a. - potentsiaalaugu laius.
Leida osakese energia jaotus, keskvaartus ja ruutkeskmine
fluktuatsioon mainitud olekus. (vt. 4l. 241)

Markus: Ulesanne lahendada iil. 66 eeskujul, kusjuures
energia vaartused ja omafunktsioonid votta Ulesandest 24.

Energia ruutkeskmiseks fluktuatsiooniks nimetatakse avaldist

Vastus:

70. Kuidas avaldub ajahetkel t jaiga tasapinnalise ro-

taatorl olekufunktsioon, kui algmomendil t = O 00U rotaa-

Markus; Ajast sdltuva Schrodingeri vorrandi uldlahend
esitada Pourier® arendusena rotaatori statsionaarsetele ole-
kutele vastavate funktsioonide jargi (Ul.42). Rea kordajad
leida algtingimusest.

Vastus:

37.



71. Milline olekufunktsioon kirjeldab hetkel "t [line-
aarset harmoonilist ostsillaatorit, mis alghetkel tsO oli
olekus C=; «©) , kus

A(k.,0) = C j X (X)) J * — /&, ¢
- konstandid. Kontrollida mddramatuserelatsioonide kehtivust.

Markus: Lineaarse harmoonilise ostsillaatori energia
omafunktsioonid on antud Glesande 30 vastuses, Hermite®"i po-

linoome sisaldavate integraalide arvutamist vt. lisa Bl

Vastus: L

*(*,*> = (M * *
i(Awt +t*. - AN M2+ );

- 1\ ‘ 1 r~=Uu

72. Kasutades seost operaatorite vahel Heisenbergi ja
Schrodingeri esituses (vt. lisa Al), leida operaator Q Hei-
senbergi esituses Uhedimensionaalselt liikuva vaba osakese
Jaoks.

Markus: Kuna vaba osakese Hamiltoni operaator avaldub
ainult impulssoperaatori kaudu, on sobiv arvutada impulssesi-
tuses.

Vastus:
X(+) _ * *" t *
73* Leida lineaarse harmoonilise ostsillaatori koordi-

naadi ja impulsi avaldised Heisenbergi esituses.

Markus: Kasutada operaatori ajalise tuletise avaldist

- LTH,AIl = Paigutades H asemele ostsillaatori
di t 1 -

38 .



1A £
Hamiltoni operaatori, lahendada vorrand * *. ja

«(* _d i
Jaoks.

Vastuss X (+)sr X 0*0 tA>t + et ,
AN A ces3 0 — = to &CAVH ot .

74. Kasutades operaatori ajalise tuletise avaldist
(vt. eelmise Ulesande markusi) naidata, et osakese koordinaa-

tide keskvaartused rahuldavad Newtoni mehhaanika valemeid,

s.t. -fL 1) =+ £ ~ ~ U

* Yo
Markus: Hamiltoni operaator votta Uldkujus: H =-i£>— + W)
»

75- Naidata, et osakese impulsi keskvaartus pt* 0 »
osake on diskreetsele energiaspektriie vastavas statsionaarses

olekus.

Markus: Kasutada seost Pt S— -~r kommutaatorvalemit

A
&il maaramiseks (Ul. 73) ja operaatori H hermiitilisust.
i

¢ 76. Lineaarset harmoonilist ostsillaatorit kirjeldab aja-
hetkel t=0 olekufunktsioon \b(*,0) = C jI jetEmx .,
kus C on normeerimiskons.tant, X7- —— ) - konstant.

Naidata, et p.0 on fllsikalise motte kohaselt impulsi kesk-

vaartus olekus ™ (@/&) <« Arvutada dispersioon (A-X)*' mista-
hes ajahetkel ja ndidata, et harmoonilise ostsillaatori kor-

ral lainepakett ei haju, s. t. (& LN*>0 = z

Markus: Funktsioon leitakse sama meetodiga na-
gu Ulesandes 71. |% tdhenduse kontrollimiseks lahtuda vahetult

''C definitsioonist.
77. Kasutades hairitusarvutust, leida anhannoonilise ost-
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sillaatori energiatasemete nihe harmoonilise ostsillaatori

vastavate tasemete suhtes, kui anharmoonilist ostsillaatorit

iseloomustab potentsiaalne energia oL ™ =
= — "% 1%y + tN > , kus on vaike hairitus-
parameeter, ~ . Energiatasemed leida tapsuseni £*

Markus: Harmoonilise ostsillaatori omafunktsioonide koh-

ta vt. Gl. 30 ja lisa B.
vuti-.. =

78 . Kasutades hairitusarvutust, leida esimeses ja teises
lahenduses tasapinnalise rotaatori energiatasemed_gﬁrgas, ro-
tatsioonitasapinnaga paralleelses elektrivaljas 5 . Rotaato-
ri mass on ta , laeng 4 , rotatsiooni raadius <x .

Méarkus: Rotaatori omafunktsioonid on antud Ulesande 42
vastuses. Valides rotatsioonitasendiks xi® -tasandi, vodime
X -telje suunata mbdoda £ . Siis hadiritusenergia H* =
=-ia”oo>f .

Vastus: A ,E™ *0,

*x

79. Kuidas mdjustab vesiniku aatomi energiatasemeid elekt-
roni massi relativistlik s6ltuvus kilrusest? Leida vastavad

- o _ g1
energiaparandused jarguni T X

Markus: Hairitusenergia leidmiseks arendada relativistli-
ku osakese Hamiltoni funktsioon H == /wJcVt pleg .

- N oC™* + 4K 3 astmete jargi.



Siis annab erinevus vastavast mitterelativistliku osakese

hamiltoniaanist hairitusliikme: H = - — & . Energiapa-

randuse arvutamisel arvestada valemit:

c“a 1 tn, I, £, M. ja normeeritud
funktsioonide (= lisa Bl).
Vastus: -
r 3 4 ilmtH /7 AWM
L 8 G U-H) J tix Ut/

80. Arvutada tuuma I6plikest mdotmetest tingitud paran-
dus vesinikusamase aatomi energiatasemetele, kui oletada, et
tuum on kera raadiusega a. ja laenguga ~£*m , mis on jaota-
tud a) uhtlaselt kera pinnale, b) Uhtlase ruumtihedusega.

Markus: Hairitusena kasitleda 16plike md6dtmetega tuuma
potentsiaali ja kulonilise potentsiaali vahet korrutatud elekt-
roni laenguga. Piirkonnas n 4 < muutub elektroni oleku-
funktsiooni radiaalosa vahe, mistdttu vdib kasutada tingimust
RhEU) & ROhIFC), kui a 4 < .

Vastus:

4E< ,, . R~ (C0);

» S, = (o).
81. Olgu osakese potentsiaalne energia n. -astme homo-
geenne polinoom Cartesiuse koordinaatidest, s. t.

ius on suvaline konstant. Toestada viriaali
teoreemi kehtivust, s. t. ZT " w"U. ,JjusS T" on Kineeti-
lise energia ja "U vastavalt potentsiaalse energia keskvaar-

tus diskreetse spektriga koguenergia omaolekus.
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Markus: Kasutada tingimust, et energia omafunktsioonid
vastavad integraali 3* JV = JTE( +<U)"}
ekstreemumile. Kui ~ t*1*11) on energia omafunktsioon, siis
vondlusfunktsioonide o, <3/ Xi) abil moodustatud
integraali ekstreemuioitingimusest kobal A=4 jargneb

otsitud seos.

82. Prootoni ja neutroni vastastikust mdju Kirjeldab po-
tentsiaal __%% . Leida variatsioonimeetodil seo-
tud slUsteemi (deutroni) pdhioleku (X* 0) energia ja oleku-
funktsioon.

Markus: Schrodingeri voérrandis asendada nukieoni mass M
taandatud massiga yt*= — » ja valida normeeritud lahendus-

funktsioonid kujus (oluline on ainult radlaalosa):
R(a)= X we

Parameeter \ ja samuti energia vaartused leitakse integraa-

i OIV)= H ekstreemumitingimusest.
Vaatus: (A;HY* N e N g} . Valides eksperimendiga

kooskélas a - 2,18 . 10" ~ ém, A = 32,7 MeV,

X =1,34, E =- 2,18 MeV.

83. Kasutades variatsioonimeetodit leida heeliumisamaae
aatomi ((Jarjenumber 2 ) pohioleku energia. Vordlusfunktsioo-
nideks valida vesinikusaraase aatomi olekufunktsioonide korru-
tis efektiivse jarjenumbriga (variatsiooniparameetriga) A.

Markus: Integraal 3 (V) (vrd. ul. 10) moodustada tuuma
1j1 valjas viibiva kahe elektroni harailtoniaani ja olekufunkt-

sioonide = jf ($?) abil (siin a, on
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Bohri raadius). Integreerida tle molema elektroni koordinaati-
de. Integraalis, mis sisaldab elektronide vastastikuse mdju

liiget ~ —— , kasutada arendust:

\"
a £ - £ «*F>«, .

Seejuures osutuvact nullist erinevaiks vaid integraalid, kus

>0

Vastus: n

\= > E “ - (i--fc) =

84. Leida esimene lahend energiale ja dige null-lahend

olekufunktsioonile kahekordselt kédunud energiatasemete puhul,

A
kui hairitus on “IT , hairimata siUsteemi kaks soltumatut oma-

funktsiooni on vastavalt ja 4%l -
Vastus:
Eto = { [K+#xDEIWVv*)"—+"1 \""\X]y
+ 0 = c*4C >
u_ </
c r - -12
C<'U]*«J L " 7 r AKI*-+ HIVJ* JJ
rl . - - _
+u w,j L ;
r MJ 133
v (« - v t,: ur x
85. Kasutades hairitusarvutuse esimest lahendust leida

vesiniku aatomi energiatasemete Idhenemine ndrgas elektrivaljas

& (lineaarne Starki efekt), kui aatom on esimeses ergutus-
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olekus. Naidata, et pbhitase samas lahenduses el muutu.
Markus: Elektrivalja £ suund valida polaartelje suu-
naks. Lahendada sekulaarvoérrand.

Vastus:
E(*e + sCo » kus a on Bohri raadius.

86 . Kasutades vesiniku aatomi energia omafunktsioone pa-
raboolsetes koordinaatides (llesanne 57)< arvutada lineaarne
Starki efekt t~-nda energiataseme korral. Leida kaugus kahe
aarmise komponendi vahel.

Markus: Hairitusoperaatori paraboolsetes koordinaatides
vOib esitada kujus: . Maatrikselemen-
tide arvutamist kddunud hipergeomeetriliste funktsioonidega
vt. lisa B.

Vastus:

£CO _ J. (,,-.) x. £,-,

AE=3] , kus A£ on aarmiste komponentide va-
he.

87. Lineaarsele harmoonilisele ostsillaatorile, mille
laeng on XL , mdjub w. -telje suunaline elektrivali tugevu-
sega £ . Leida energiatasemete nihe hairitusteooria abil.

Markus: Hairimata probleemi omafunktsioonid vt. ul. 30,
maatrikselementide arvutamine on esitatud lisas B.

Vastus: E N—
2W/, u»l

88. Leida kvaasiklassikalises lahenduses homogeenses ras-
kusvaljas viibiva osakese energiatasemed, kui osakese liiku-

mine on alt tokestatud ideaalselt peegeldava pinnaga.
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Markus: Potentsiaalsel energial on kuju

r

o) = - .
, 2>0

kus M. on osakese mass, N - raskuskiirendus. ldeaalselt

peegeldava pinna puhul on kvaasiklassikaline kvanttingimus:

I = @+i)T ks d=07

Vastus: J

Eh - 3/ n» 0, 1,2, ...

89. Leida tsentraalsimmeetrilises valjas viibiva osake-
se radiaalmuutujast s6ltuv lainefunktsioon kvaasiklassikali-
ses lahenduses.

Markus: Asendusega R - t X taandada radiaalosa vorrand
Uhedimensionaalse liikumise vorrandiks. % otsida kujus
o N x * ,kus A ja S jaoks saadakse 2 vdrrandit "as-

tavalt reaal- ja imaginaarosale (funktsioonid A ja S on

reaalsed). _jL
Vastus» A » c{&~ (E-~ft))- n \
A N

90. Leida potentsiaalbarjaari l&abimise koefitsient D
kvaasiklassikalises lahenduses, kui potentsiaalbarjaari kuju-

tab joonis C.
Markus: Piirkonnas | voib kvaasiklassikalisele oleku-

funktsioonile anda kuju *f1-—- - "= Jno(x +JL 1
VAT ft, M)
kui barjaari lugeda vahe labilaskvaks (klassikaline barjaar

on labipaistmatul)



vastus: D = |- "7 13p™ |} =

91» Kasutades eelmise iilesande tulemust, arvutada kvaa-
siklassikalises lahenduses elektronide valjumise koefitsient

metallist, kui metallplaat asetseb elektrivaljas tugevusega

S -

Markus: Vastav potentsiaalbarjaar on esitatud joonisel

7] 8*



V-(%) = g5t .

Vaatust

D« oot 4t

B
92. Arvutada kvaasiklassikaliaes lahenduses osakese val-

jJumise tdendosus tsentraalsimmeetrilisest potentsiaalaugust
J-Ao, 0% ncn
“Ula) = T *

(vt. joon. 8).

- * a

Markus: Kuna tsentraalsimmeetriline juht on taandatav

Uhedimensionaalse liikumi se juhule, on Glesandes 90 tuleta-

tud valem kehtiv, kusjuures &=

, Hr- -
Vastus:
93. Susteemi iseloomustagu kaks statsionaarset olekut
44 ja = Alghetkel t =0 viibibu susteem olekus 4 .

Alates hetkest "t=0 mojub sisteemile konstantne hairitus
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V . Leida sUsteemi olekufunktsioon \WWCi) .

Vastus:

Vj—tt) «<* (*)+« + + jil , kus e

«,(«>- A [CiS"1-

» B U -iS2°‘l . J
i 211 D Ag

A =" *(E>,- ’ *(£,-£.)
(R S -t t ko0 ¢ h
Y * ~FIA. + ™ (k. - W« , >
ve»- J+ * v+« (J?;1
C <- 4,1. '

94. Kasutades eelmise Ulesande tulemust naidata, et ka-

he statsionaarse olekuga siUsteem hakkab konstantse hairituse
méjul perioodiliselt vonkuma olekute 4] 3a *fj, vahel sagedu-

sega Ut =

Markus: Tdestuseks arvutada | J z ja |« |> ja ndida-

ta, et nad sO6ltuvad perioodiliselt ajast 'k

95* Lineaarsele harmoonilisele oOstsillaatorile laenguga
Jt méjub ajas muutuv elektrivali £(-t)-'~== ’
kus A jt on konstandid. Leida ostsillaatori ergastumise tde-
ndosus (ajahetkel 't oo )t kui alghetkel ( -t2—<>») oli ost-

sillaator pohiolekus.
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Markus: Harmoonilise ostsillaatori omafunktsioonid on
antud Ulesandes 30. Maatrikselementide arvutamist vt. lisa B.

Uleminekutdensdosuse arvutamisel kekutada valemit

5_ X1+ 1A Ot «f" -
jjl 7« /I ;0 >0.
Vastus: Uleminek vdib toimuda ainult tasemesse * *4
tdendosusega VA
g » 11 - ﬁ (w t;
w = - *
Ah,* W
96. Aatomiga seotud elektronile olekus ~# langeb line

aarselt polarlseeritud kiirgus, mille toimel aatom ergastub.
Leida tleminekutden&osus olekust ifO olekusse ~

Markas: Iseloomustagu kiirgust potentsiaal A x =

a A to(f- ) / AN~ A% 0 . Siia
H- Uwo + Hko j ) *-m
*C.-J+,V H« - yrij.

Uleminekutdendosuse arvutamisel tuleb arvestada ainult liiget,
mis vastab kiirguse neeldumisele (sisaldab ainult liiget H»0)e
Ldppvalemis tuleb Ule kdikide pealelangevate lainete sagedus-

te integreerida, kasutades valemit
BN 4 (ke ~ P + D)t~
J P0- K)h+Wn1

Vaatus:

W... (4) *fAVOIMEHtO 15 -

kus ~ on kiirguse spektraalne tihedus,
uiBO- (On~u>0 on resonantssagedus.
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97. Arvutada fotOemissiooni tdendosus lineaarselt pola-
riseeritud monokromaatse kiirguse toimel, kui elektroni l&ahte-
olekus kirjeldab funktsioon , 18ppolekus - tasapinna-
line laine fity” 7 o'

Markus: Kuna 18ppolek kuulub pidevuse energiaspektrisse,

tuleb Uleminekutdendosused korrutada energia (v0i sageduse)

intervallile A wy vastavate olekute arvuga. Valime
I6ppoleku lainefunktsiooni normeerituna kuubikujulises ruwun-
alas serva pikkusega L , s. t. vy = LIJ,y L v nT . Siis
on olekute arv intervalli kohta

kus d £ K on ruuininurgaelement K. -ruumis. Kasutada Ules-
ande 96 tahistusi ja 5 -funktsiooni.
Vastus: Uleminekutdendosus olekust. Vo olekusse <

energiaga £ s “uvs . ruuminurka <« & K vaérdub

=AT{ (-i) fe) IHyV (*J1 d &<m

98. Kasutades eelmise ulesande lahendusk&diku leida vesini-
kuaatomi ionisatsiooni tdendosus ja ioniseerimiseks vajalik
minimaalne sagedus, kui p8hiolekus viibivale aatomile mdjub
homogeenne, ajast perioodiliselt sGltub elektrivali % (+)=

Markus; Maatrikselemendi allutamisel valida valjapaisku-

nud elektroni lainevektori iT suund polaartelje suunas. Kui

tahistada nurk t , £, vahel 6 , siis

J*
kus on tavalised nurgamuutujad antud sféaarilises
koordinaadistikus.
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Vastus:

«u« .- 1inr
A - _ _ _
kus tOo - aLgr on vesiniku aatomi pShioleku energiale vas-
tav sagedus, ck - Bohri raadius.

lonisatsiooni kogu tdendosus

99. Kasutades llesande 97 vastuses antud valemit leida
fotoemissiooni tdendosus, kui aatomile langeb lineaarselt po-
lariseeritud tasapinnaline laine ;ja elektroni algolekut Kir-

jeldab kerastummeetrilise ostsillaatori omafunktsioon, s. t.

(vt.ul. 53).

Markus: Maatrikselementide arvutamisel kasutada Cartesiu-
se koordinaate.

Vastus;
. {" "J?[v-i1-T k5i + z
kus
Nurgad f méaravad emiteeritud elektroni liikumise suu-

na. (Polaartelleks on pealelangeva laine leviku suund).

100. Lineaarselt polariseeritud tasapinnaline laine lan-
geb pShiolekus viibivale aatomielektronile. Leida elektroni
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olekufunktsioon ha.Lritusarvutuse esimeses lahenduses, Kkui

elektroni pbéhiolekut iseloomustab funktsioon f% & 19>E

ja energia Eo - w o « Pealelangeva laine sagedus olgu w
Markus: Valida koordinaadistik nii, et pealelangevat lai-

net iseloomustaks vektorpotentaiaal

Ax = Ao ada= 0-
Olekufunktsiooni otsida kujus ~ m foJd * * + 4 ("SO ,
kus 4~ ou védike parandusliige vlrreldes funktsiooniga 4* <
Funktsioonile 4" on sobiv anda jargmine kujus
+, <o ). * f# W i < “+,wW) X e TxJ ,
kus funktsioonid ~(0 , N voib arendada hairimata

elektroni omafunktsioonide it jargi, mis moodustavad ON-

sisteemi .
Vastus;
-t&c
& - "o He +
kus
101. Leida tasapinnalise, lineaarselt polariseeritud lai-

ne murdumisnditaja Uheaatomilises gaasis, mille optilisele
elektronile mdjuvat valja vb6ib lugeda tsentraalsimmeetriliseks.
Pealelangeva laine pikkus olgu suur vBrreldes aatomi modtmetega.
Markus: Klassikalise optika p6hjal on murdumisnditaja tv
seotud aatomite arvuga N 1 cm*-s ja elektrilise polariseeri-
tavusega <= jargmise valemi abil:
**m- < = "l1"nVct.
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6L leitakse aatomi dipoolmomendi d avaldisest, vor-

reldes valemeid d -"ma , kus x ~ annab
laengutiheduse, ja = e £ , kus 'S on elektrivilja tu-
gevus. arvutamisel kasutada eelmises Ulesandes leitud

avaldist lainefunktsiooni jaoks.

Vastus:
a_4__ N X Axo 4 *» j
[ W W-t"»"1*1»)
kus 00
hE i+ LW
« Iig m
Oo
{«o0 = JR ai
4 on pbhioleku funktsioon, 4»*" * R*(a) )t
kui  W=>o , u on pealelangeva laine sagedus, <%= 7-P~ |
~No-— j%g— - aatomi ergutatud ja pohiolekule vastavad sage-
dused.
102. Leida dipoolmomendi, impulsi ja x | maatriksele-

mendid Uhedimensionaalselt liikuva, vahemikku - % A% 4 + di)

suletud osakese statsionaarsete olekute vahel.
Markus: Oiaafunktsioonide leidmiseks vt. (l. 24.
Vastus:

I_ /\__ _*»A. R B B
|5treMl - j-i (Wi , kui w on paarisarv, iw

paaritu v8i vastupidi;
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t- kui k. ja V¥ on paaris-

arvud;
fla’r **+7 , kui * ja on paari-
- tud;
AN «@"v , kul n on paaris,
rhw ““o« e —<NX paaritu vdi vastupidi.

103* Elektron asetseb tBenraalaJmmeetrilises potentsiaa-
livaljas M C1) . Leida valikureeglid dipoolkiirguse jaoks.

Markus: Dipoolkiirguse tdendosust iseloomustavad dipool-
momendi maatrikselemendid. Arvutamisel kasutada Legendre®i
kaaspolinoomide jaoks antud valemeid lisas B.

Vastus:

al = JL"-JL - 1 4 ; w» = mivv, * oyt A

104. Kasutades uldist uleminekutbéendosuse valemit dipool-

kiirguse jaoks mitterelativistlikus l&ahenduses,

=i U -“eT
leida tdendosus optilise elektroni Uleminekuks tasemelt (k ;i.)
tasemele (ni, , kus w ja **on vastavate tasemete pea-
kvantarvud. (Eeldatud on, et optilisele elektronile mdjub aa-
tomijéagi poolt tsentraalsummeetriline vali).
Markus: Tdendosuse arvutamisel tuleb arvestada energiata-
semete kddumist ja eelmises Ulesandes leitud valikureegleid.

Vastus:
H @ |Ir 11



o, I ~L K~ju * u v I k u i i -T £+4,
HisX ! \Y

Teww®1 :*:2_%1/”\ 7H'iv||**|a,u,,l*o n £-+ >
oo
aw" = 6] R« (a) *n™Ma)a » 5018 (m) on laine
funktsiooni radiaalosa.
105. Leida vesinikuaatomi Balmeri seeria kahe esimese
joone ja intensiivsuste suhe.

Markus: Kasutada eelmise Ulesande tulemusi ja arvutada

“,,,,» radiaalosa olekufuiuktsioonide Rj.0 , T
eee> ~44  abil. Arvestada: ko&dumist ka kvantarvu X. suhtes

Laguerre5i polunoomide avaldisi vt. lisas B.

Vastus;
kus 3o( 1 on - joone intensiivsus,
% oJp, on “X*t, - joone intensiivsus,
W /WMV ZA/9W? . ) .
"“C—- -4" on summaarne Uleminekutdendosus "«
tekkimisel;
. . 1>
' -——-~ vastav toenaosus «K”™ korral,
<K - Bohri raadius.
106. Kontrollida seose o *J = mm" X 5")
kehtivust ja arvutada xX) osakese jaoks, mille olekut

intervallis 0~ X ~ ~ Kkirjeldab lainefunktsioon
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=A
Yastus;

we=*)- °'
107. Kasutades Uldistatud kiiruseoperaatori definitsioo-
ni ndidata, et kehtib seos ( = 1 W AN
VAo Sk, Y,
kus

A = jt* A <fw («**) / >

*f.v ou Hamiltoni operaatori omafunktsioon.
b
108. Leida K -kihi elektroni sisekonversiooni koefit-

sient aatomis jarjekorranumbriga Z , kui sisekonversioon
toimub tuuma dipoolse Ulemineku tdttu, mis on tingitud elekt-
roni ja tuuma kulonilisest interaktsioonist.

Markus: Sisekonversiooni koefitsiendiks nimetatakse

- . v/C Y ,
jargmist suhet < - -----——— , kus W: on tdendosus, et pai-

satakse vélja elektron, - tbendosus, et tuuma energia

vabaneb elektromagnetilise kiirguse ndol, kusjuures

N =3 | 17 <«e Ol-1»). I". (d),0 -

on tuuma dipoolmomendi maatrikselement tuu-
ma pdhiJlleku VjJo ja ergutatud oleku vahel, (summeeri-
tud on Ule kdikide prootonite dipoolmomentide , CLV on
kdikide prootonite koordinaatide diferentsiaalide korrutis).
W: arvutamisel peame silmas, et K -elektroni lahteolekut
kirjeldab vesinikusamase aatomi pdhioleku funktsioon -
=("—i/:):—* X , loppolekut —-tasalaine 'J'.:4-—— rjr*i®?

vir _ (znrl
Hairitusenergiana voib vaadelda tuuma ja elektronide kuloni-



l. N
list energiat H - —2—~i|* - ,:.*_z» kus n. on elektroni, n» -
p - "pt 1

prootonite kohavektorid. Eoga sisteemi algolekut kirjeldab
seega funktsioon <%a* I1jJ, *fO , 16ppolekut (A~ NA

Hairitusmaatriksi arvutamisel on sobiv kasutada H Pourier?

arendust:
* I P i J- tv onr-y)
7: la-fy n J e " J
kusjuures an, |«. 4 . Integreerimine ) Jéargi jatta

kdige I8puks. W~ avaldise saamiseks tuleb integreerida ile

valjapaisatud elektroni vdimalikkude impulsside (vrd. 0l1.98)s

Vastus: _
f\ oot u>J
d =
kus 0J on kiirguse sagedus, a/~ _"L - valjapaisatud

eleltroni Kkiirus.

109. Pohiolekus viibiv lineaarne harmooniline ostsilla
tor, mida iseloomustab elektrilaeng X, , satub ajahetkel "t-
=0 tugevasse, edaspidi ajas konstantsesse elektrivélja
£ . Leida K. -nda energiataseme ergutamine sellise momen-
taanselt sisselllitatud hdirituse mdjul.

MarkuBi Kuna hetkel w#- O omandab hamiltoniaan kuju
HA § § , kus H* ~ — 4. Q>X , tuleb leida operaatori
I-'?‘ omafunktsioonid >’\h(x) =~(x-Ho) , kus X,,= - ol °
ja arendada lahteoleku funktsioon o nende jargi, (harmooni-

lise ostsillaatori omafunktsioonide kohta vt. 0l. 301):

'M*)» N e* I\(*)_
K=o
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Vastus:

L * mlil *1
w icii- (A«.) -x* *e
le-1 2,“n 1 AT

110. Raske osakese pdrkumise tagajéarjel aatomi tuumaga
lédheb aatom pdhlolekust 4e uUle ergutatud olekusse
Leida Uleminekutdendosus, leul tuum omandas pdrke tagajarjel
kiiruse ar , pdrget aga vOib lugeda momentaanseks.

Markus: Kasutades momentaanselt "sisselilitatud™ hairi-
tuse méistet, tuleb pdhioleku funktsioon xK arendada oleku-
funktsioonide jargi, mis mddravad aatomi statsionaarsed
olekud kiirusega ;f liikuva tuuma suhtes. Arenduseks on so-

biv kasutada liikuva tuumaga seotud taustsisteemi. Siis

ww(rT,"V J to "io " ) kus <0 =
- c ,-> ) >oyv {~ * Zb.K]

Vastus: iﬂ

w,. -11v-% "t 1</» - *72e

111. Kasutades eelmise ulesande tulemusi leida vesiniku
aatomi ergutuse ja ionisatsiooni summaarne td8endosus, Kkui
prooton pdrkub raske osakesega.

Markus: Summaarse ergutamise tdendosus w = F- WO ,
kus W # on pbhiolekusse j&amise tbendosus.

Vastus:
W —4- (4+ , O - Bohri raadius.

112. Leida triteeriumi ergutuse ja ionisatsiooni sum-
maarne tdendosus — lagunemisel, kui lagunemise akti luge-

da praktiliselt momentaanseks.
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Markus; A -lagunemisel muutub -ks, mistottu

_ _ _ " . XX
elektroni potentsiaalne energia omandab véartuse "U----—

n
Seega tuleb vesiniku aatomi olekufunktsioon arendada vesiniku-
sarnase aatomi Z -Z olekufunktsioonide jargi (vrd. eelmine

tlesanne 1).

Vastus;
w,= 0,30.
113. Leida adiabaatse h&iritusmeetodiga osakene ligikau

ne olekufunktsioon hetkel € , t 7 o , kui hamiltoniaan
H(t) on ajas aeglaselt muutuv suurus ning hetkel t = 0 vil-

bis osake n-ndas kvantolekus. Millisel tingimusel on lahen-

dusmeetod rakendatav?

Markus; Otsitava funktsiooni arendusest

IC.
kus on nn. momentaanse hamiltoniaani omafunktsioonid

ja t-t) omavaartused, tuletame diferentsiaalvdrrandid kor-

dajatele &£(0 (vt. lisa Al). VBrrandite paremal poolel asen-

dame ct™ ~ e Lahendusmeetod on rakendatav, kui
\ , kul * *tv .
xoofiiQ* 1 N A
Saadud lahend on korrektne, kui . << A
Eic— E,,

114-. Ajahetkel t = 0 on lineaarne harmooniline ostsil-

laator pohiolekus. Oletades, et ostsillaatori tasakaalupunkt
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nihkub aeglaselt kiirusega a0 , leida, missugustesse ergu-
tatud olekutesse vdib ostsillaator sattuda sellise liikumise
tottu, ja arvutada lUleminekutdendosus ajahetkel t > 0 <

Markus: Ostsillaatori hamiltoniaan on:

. Vastavad momentaan-
sed olekufunktsioonid saame naiteks llesandest 30 asendusega
X —->x - vOt . Omavaartused ei muutu. Uleminekute arvutami-
seks kasutada adiabaatset hairitusmeetodit (vt. lisa Al).

Vastus: (Jleminek vOib toimuda ainult olekusse n =1

115- Lopmata kdrgete seintega lUhedimensionaalses potent-
siaalaugus viibiv osake on hetkel t = 0 n-ndas kvantolekus.
Leida tdendosus, et hetkeks t ? 0 on osake sattunud Kk-ndas-
se kvantolekusse, kui ulemineku pbhjuseks on potentsiaalaugu
the seina adiabaatne nihkumine seaduse x = a(t) kohaselt.

Markus: Potentsiaalaugu seina iseloomustagu x vééartused
XN =0, x2-= . Siis on momentaansete olekufunktsioonide
kuju ja vastavad energiavaartused leitavad llesandest 24, kui
asendada lihtsalt a —-» a(t). Selleks aga, et arvutada adia-
baatses h&iritusteoorias esinevaid maatrikselemente
leiame esialgu olekufunktsioonid osakese jaoks l6plike, kuigi

killalt kdrgete seintega potentsiaalaugus (vt. joon, 9). Siis

kus
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liigub homogeenses magnetvaljas X

FL"E )+

t»<*> = [ ? *-(CzS-1)ir
u.
T n
E
_A_
X
Joon. 9.
Vastus:
(e~
116. Osake massiga , laenguga £ ja spiniga null

. Leida niisugused stat-

sionaarsed olekud, kus impulssmomendi, projektsioon véalja suu-

nale on kindla véartusega.

Markus; Avaldada vektorpotentsiaal vektori 3( =0, 0,J€)

kaudu, A = - ning esitada magnetvéaljas viibiva osa-
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kese hamiltoniaan (vt. lisa Al) silindrilistes koordinaatides
n , 2 , f . Siis = ® jL~ £ e Knergia
omafunktsioonis " C"?) on siis muutujad eraldatavad:

K(*) = oxLment koA £(,).

leitakse polinoommeetodil.

Vastus:

E- M L hwli+2)/w= "t
%+ /*

(4 ) F(~"> u,+ 1> 1lz2)t

kus j H = ta«v t M ] ; 0,1,1,...]
X.n

W- 0 i\, t2f

117. Leida kiiruse komponentide ¥x , Wy , operaa-

torid magnetvdaljas liikuva laetud osekese jaoks ja nendevahe-
lised kommutatsioonieeskirjad.

Markus: Kasutada kiiruse operaatori definitsioonivalemit

ft -"T-LH 18] a ja magnetvaljas liikuva osakese hamiltoni-
_* L " Gr_i/Dl
aani kujul H - —————i:———— , kus X. on osakese laeng, -
-v z
mass, A - elektromagnetvélja vektorpotentsiaal.
Vastus: Ar = ~ (» - ~ T),
L IATj - wilc“® £ ¥*<£ = J

on taielikult antisiummeetriline Uhiktensor, mille kirjeldus

on antud uUlesandes 5«
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118. Kuidas mOjustab homogeenne magnetvali Jt aatomi-
elektroni energiatasemeid? Oletades, et statsionaarseid ole-
kuid kirjeldavad funktsioonid =

*, lahendada Ulesanne hairitusmee-
todil (normaalne Zeemani efekt).

Markus: Kasutada seost A - Lk * 11 ja suunata po-
laartelg 1 paralleelselt vektoriga . Hairitusenergia
avaldise teisendamisel pidada silmas operaatori '%j kuju
Cartesiuse koordinaatides.

Vastus:

IAEL- -i—- L _V ;
| 23'/A.c,— *» kus f*- on elektroni mass.

119. Kasutades Ullesande 11? tulemusi leida laetud osake-
se energiaspekter homogeenses magnetvéljas tugevusega Jt
Markus: Valides 1 -telje paralleelselt vektoriga ‘it ,

on vdimalik Hamiltoni operaator lahutada kaheks osaks:

n, i. 7 2-
kusjuures H* ja f kommuteeruvad. * ja "  rahulda-
vad konstandi té&psuseni samu kommutatsioonieeskirju nagu koor-
dinaat javastav kanooniline impulss. Seetdttu on ﬁ* omavaar-
tusprobleem analoogiline lineaarse harmoonilise ostsillaatori
omavaartusprobleemiga (vrd. eelmise tsukli 0l. 23).

Vastus:

t\=0,qL) ... on suvaline.
120. Leida laetud osakese energia omafunktsioonid homo-
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\
geenses elektri- ja magnetvéaljas, mille tugevuse vektorid ér
ja "K on teineteisega risti.

Markus: J -telg suunata paralleelselt vektoriga M. ,
X-telg vastavalt vektoriga £ , siis vektorpotentsiaali
komponendid on: A%. = Aj =0 ! = "K.X Hamiltoni ope-
raator on lahutatav jalle kaheks osaks (vt. dl. 119")» mil-
lest Ghel on ostsillaatori haailtoniaani omadused, teine osa
kommuteerub esimesega.

Vastus: v * n -9 ica

V ¢ \Y;

N

x-Ki- = J *

on Hennite"i polinoom.
121. Laetud osake viibib homogeenses magnetvaljas ja
tsentraalsimmeetrilises potentsiaalividljas U @* i WAw* %
Méérata osakese energiatasemed!

Markus: 2 -telg suunata paralleelselt magnetvaljaga

"3C ja kasutada silindrilisi koordinaate. Siis laguneb hamil-
toniaan kaheks osaks, millest (ks vastab tasapinnalisele har-
moonilisele ostsillaatorile sagedusega i
teine t -telje sihis vonkuvale lineaarsele ostsillaatorile

sagedusega coO



Vastuat

= * ° AN *
EﬂmA R u).l 4 Im |+ K +*)>

kus ar’lt
U= Y*_:*"" A = 0" "<*ceee: "= « ,n,iV-
122 . Kasutades Ulesande 118 vastust, leida homogeenses
magnetvaljas liikuva laetud osakese voolutiheduse vektor, kui
osake on olekus, mida iseloomustavad kvantarvud N
Markus: Avaldada operaator V silindriliatee koordinaa-
tides (vt. lisa Al).

Vastus:

j,= 0 " h * 4p-L lt»,““r-tl1 >

=C "MNr.

123. Maarata kvaasiklassikalises lahenduses osakese ener-
giatasemed ja klassikalisele osakesele lubatud liikumiapiir-
kond radiaalsihis (kasutada silindrilisi koordinaatel!), kui
osake viibib homogeenses magnetvaljas.

Markus: Ulesandes 118 aaadud radiaalosa vérrand taandada
asendusega 1 2T(y) Uhedimensionaalse liikumise vor-
randiks. Seejarel kasutada Bohri kvanttingimust.

Vastus: Energia vaartus on sama mis llesande 116 vastu-
ses, liikumisrajad madratakse tingimusest

* VXTT + ) -
124. Leida radlaalauunaliae koordinaadi madramatus lae-
tud osakese korral homogeenses magnetvaljas, mis on vdetud
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paralleelseks silindri teljega.

Markus: Ulesande 116 lahendist radiaalosa jaoks on lei-
tav piirkond, kus on oluliselt nullist erinev.

Vastus:

- /-ne *

125. Leida ajast sodltuvad koordinaatoperaatorid oc(® ,
~N(t) laetud osakese jaoks, mis liigub X~ -tasandiga ris-
ti olevas homogeenses magnetvéljas.

Markus: Lahtuda liikumisvirranditeat AR ja £3}+Q§j
jaoks TN LA Jd 0a need lahendada, véttes algtin-
gimuseks Heisenbergi esituse operaatori vdrdsuse Schrédingeri
esituse vastava operaatoriga.

- oW
Vastus:  u) g
A /i L ? 45" c0ocy
X]J i
+ (n? AN 4 -#) AN AN + ( + * ) ,
+ (-jA A + + A -
126. Lahendada Schrodingeri vdrrand vaba osakese jaoks

sfaédrilistes koordinaatidee ja arendada tasalainekujuline la-
hend saadud erilahendite jargi.

Markus: Asendusega R(0.) * >t * "0*) taandada radiaalosa
vorrand Besseli vorrandiks. Kui polaartelg valida paralleel-

selt tasalaine levikuvektoriga, kehtib jargmine arendus:
CK-t c ki N A\

- - ~ Jr-Ckmi*** *+{ f* («F»<>).
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Koefitsientide C*. arvutamiseks on sobiv vaadelda juhtu,
kui n (vt. lisa BIJ.

Vastuss .

***n. £ (znm) PE(M).
i*o

127. Langegu neutronite voog raskele tuusale raadiuseg

Potentsiaali k&iku v3ib siis ligikaudu kirjeldada vale-

miga
f + oo ; kui
U(M=r ] )
~ 1 0 , kui p. m<

Leida hajutatud neutronite Intensiivsuse jaotus ja hajutamise
totaalne ristldige, kui X >> « , kus X on neutronite de
Broglie lainepikkus.

Markus; Piirkonnas n v5ib Schrodingeri vdrrandi -
lahendi ~ koostada erilahenditest

-1/ ErTP.TU» @)
kus i on ménesugune silindriline funktsioon. Otsitav la-
hend 4» []eab rahuldama &aretingimusi: 1) &m0 , kui n.—K ,
2) ¢-* p 4-ji - - , kui ~*m o+

Silmas pidades Hankeli funktsioonide asimptootilist kuju
(vt. lisa B), vlib —~— = avaldada jargmiselt:
Kordajad midratakse esimesest &aretinginusest. Tingimu-
sel ICA(4) 4 v@ime piirduda funktsioonide V i ("e*)
ning K 'M - rl]’;fa(lr»esimeste liikmetega.. Saadud C« kujust

x £ . .
jargneb siis, et N ™S arenduses partsiaallainete jéar-



gi vOib piirduda, ainult liikmetega -£»0

Vastus:
C*»— - (piirdudes liikmetega ),
6" =. HITol*" .
128. Lahendada eelmisega analoogiline ulesanne, kuil po-

tentsiaalil tuuma sees on I6plik véartus, s. t.

ATo » kui n. £ a. f
. kui a > 0.

Ulesanne lahendada juhul, kui \f# ? £ ja juhul, kui
Vo < £ e kus £ on pealelangevate neutronite energia.
Markus: Kui > E , avaldub sisepilrkonna
<*) lahend Besseli funktsioonide kaudu Imaginaarsest ar-

gumendist, a. o.
RN €Y

valispiirkonna lahend koosneb pealelangevast tasalainest ja

hajuvast sfaarilisest lainest ning on esitatav kujus

z
Koefitsiendid ja leitakse pidevusetingimustest
punktis fl,* «. . Siin on kasutatud tahistusi:
-TT (Vo-£) ; scx *
Tingimusel vBib piirduda hajutamisamplituudi arvu-
tamisel liikmega
Kui YO< £ ,siis /<*£0 ja "K» CX on reaalarv.
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Vastus:

«"o=4n = J , jna v~0 > E y je=0;
6-0=Hn*>(~"-—1j . kui 4T, < EN
129. Kasutades partsiaallainete meetodit, arvutada ha-

jumisfaasid cL osakese jaoks, mis hajub tduketungide po-
tentsiaalil

Uta)= - m/* >0 m

Markus: Taandada eelmise lesande eeskujul radiaalosa
vorrand Qgsseli vorrandiks ja leida lahendi aslimptootiline
kuju (regulaarsuse ndudest koordinaatide alguspunktis tuleb
arvesse ainult I liiki Besseli funktsioon).

Vastus:

i.. - {\/U+TLt+A -(**£)} < o0 ;

X* %=L o€ > O

n
«JJ0. Arvutada osakeste hajutamise efektiivne ristldige,

kui osakesed langevad keraalmmeetrilisele potentsiaalaugule
sligavusega — 0 ja raadiusega «. . Osakeste de Broglie lai-
nepikkus \ » cL

Markus: Lahenduskaik on analoogiline llesandes 128 esi-
tatuga. Piirduda juhuga Z — O

Vastus:



131. Uurida osakeste resonantshajumiat kerastmneetrill-
sel potentsiaalaugul (vt. Glesanne 1301)» kui osakeste enei>-
gia rahuldab tingimust: E « *}o . Leida efektiivse rist-
I10ike avaldis, kui pealelangevate osakeste energia on samas
suurusjargus, marksa suurem voi marksa vadiksem resonantstase-
me energiast - £ (£ > ) -

Markus: Eerasummeetrilises potentsiaalaugus viibiva osa-

kese energiatasemed, kui Z -0 , on arvutatud tlesandes 47.
Juhul E vOib resonants esineda vaid siis, kui ka
£ M~o. Siils  ————— _
Xa. cjn } W.<m~ V - ~NE-
Ulesande 130 vastuses vdib nimetajas asendada % *c/U% Q «
X* % @
i
Vastus:
o~ » kui t Jja G on samas suurusjargus;
ftz *kus X * 7x~f »kui £ >> £ ;
6"cs aw Wmat* kui £ £
wn &

132. Arvutada aeglaste osakeste hajumise efektiivne rist-
16ige, kui hajutav tsentraalsiummeetriline potentsiaal on jarg-
mine:

44.(0,) =M<> * , kus 4”» ja a. on positiivsed kons-
tandid.

Markus: Aeglaste osakeste korral «.<».«4 , kus tc~- ,
£ on pealelangevate osakeste energia. Radiaalosa voérrand
taandada asendusega R(n.) = 07®* t (<) Uhedimensionaalse Iiijilumi—

se vBrrandiKS, mis uue sdéltumatu muutuja valikuga, *,= jz—_ f
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taandub Besseli vorrandiks (kéikjal votta 0 ).

Lahendit tuleb otsida regulaarsena punktis fl-6 (y
ja koosnevana tasalaine ning sfaariliselt hajuva laine sum-
mast aslmptootilisel piirjuhul rt oo . Besseli
funktsioonide kohta vt. lisa B.

Vastuss Nt gll, kus
C on Euleri konstant, ) Uo*m «

133. Lahendada eelmisegal;naloogiline tlesanne, kui osa-
kesed hajuvad tdmbetungide potentsiaalil, s. t., kui A(()=
= _4(0 f .

Markus: Formaalselt vdib kasutada eelmise tGlesande la-
henduskdiku, e.sendades t\ -» A < Eraldi tuleb uurida juhtu,
kus \ erineb tunduvalt VO(X) juurtest, ja juhtu, kus
3*00 0 (resonants) .

Vactus;

uldjuhul;

130 (X)1«"( (resonants).

134. Leida osakese diskreetsed energiatasemed tdmbetun-

gide valjas, = *- , kui Jg=o0 , ja naidata,
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Markus: Omavaartusprobleemi vdrrandi lahendamise kohta

vt. iil. 132 ja 133* Hajumisfaas leitakse funktsiooni
%  (téhistus vt. iil. 1320 asumptootilisest kujust
X <v (CA -=mE*).
Vastus:
r
r +0
£E - _ * X méératakse tingimusest <
* o _
A= AT >

135*_ Leida elastse hajumise efektiivne ristléige Borni

lahendusmaetodiga, kui hajutav potentsiaal on: 44 (/].) =
su~ vcn-

- A~ A » Kus A, > 0 . Analiisi-
da piirjuhte «.« (aeglased osakesed) ja K » 9~ (kiired
osakesed), K = fc.Anda lahendi kehtivuse kriteerium.

Markus: Borni l&henduses avaldub hajumisamplituud

)4 = = c ] =
F*-SrfirMir2”?*Vv.ig -
Integreerimisel kasutada sfaarilisi koordinaate, suunates po-
laartelje piki vektorit K-AT* . Lahendi kehtivuse kritee-
rium®on teise liikme vaiksus lainefunktsiooni avaldises () =

iw +f 0, b. t. 1*tcCr;i*«<

’ itc*-
Kuna suurte A\ vaartuste korral , piisab,
kui vaadelda tingimust |V,t4"|<!<H . Analiisida tuleb eral-
di juhul K.» ja K<
Vastus:
1 /a_4v*\N N A2
e x " Kk W % €cw
y Y- on hajumlsnurﬂ
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« 9€ ja lahendusmeetod on 51-

Age- 1A N - P, kui
e A, .

ge,
THF
ler A /.Q tkui JBb>> ja hajumisnurgad on
TON\MES s R suured, s. t. cy»m»<. . Lahend keh-
tih, kui y << A , kus /v- Jli. on osakese kiirus.
136.tLasutades Borni lahendusiaeetodit hajumisamplituudl
arvutamiseks (vt. eelmine Ulesanne), ndidata, et osakese
hajumine -kujulisel potentsiaalil AN("i) =8 SC*) , kus
B on konstant, on isotroopne ega sOGltu osakese kiirusest.
Arvutada integraalne ristldige.
Vastus:
- un Az- =

4 dL& T
137. Arvutada hajumise efektiivne ristldige Borni lahen-

duses, kui hajutav potentsiaal on

<Uu(s/0- f ~
( o , kui ck

Leida lahendusmeetod! kehtivuse kriteerium.

Markus: Ulesanne lahendatakse 135 eeskujul.

VastuB:

kus

a.
K<U<4 , kehtib meetod, kui

Aeglaste osakeste korral, s. t.

Kiirete osakeste korral, 1 , peab olema rahuldatud
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tingimus — -— <ef j

138. Leida hajumise efektiivne ristldige Borni meetodil,

kui hajutav potentsiaal on;
d:_/\

a) Ot)= <Uo f

b) AAV JL~*% *

Vastus:

| TTwn”™-AAo , T HmnE m & /0 .
> ALl A tJ *u >

K6 M 2 0 - N A

b) rtcr = £e Mo L ;—P—I—— - A—’gc > 1= Lo t -

139- Leida kiirete elektronide hajumise efektiivne rist-
I6ige Borni meetodil, kui elektronid hajuvad vesiniku:aatomi-
tel.

Markus: Kui elektron hajub aatomil jarjekorranumbriga
J , siis hajutaval potggtsiaalil on kuju

« J --*1 H* 1 HO,
kus on aatomi pb6hioleku olekufunktsioon, - M.-nda
aatomielektroni raadiusvektor, Vesiniku aatomi korral b =
s(]|aJﬂi a:I , kus cc on Bohri raadius. !

Vastus:

H+Ht+_| 1x*)*>" A'§C n

Jtr- Q = LK

140. Arvutada Borni lahenduses elektronide hajumise efek-
tiivne ristldige, kui elektronid hajuvad ihtlase ruumlaenguga

tuumal, mille kogulaeng on 2.*. ja raadius R
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Martata: Punktsioon (c*) arvutatakse valemist

/9 NNy o, kus fF) on vlrrandi
= -MIT ~ lahendiks. Antud juhul
, kui 0. & Uj
?W =
W O , kui n>R.
Vastus:
J* 2V 21 /<p 0 - >

*

e 141. Naidata, et Rutherfordi valem, ciff" f-

kulonilises valjas ACiI) a= . hajuvate osakeste efektiivse
ristldike jaoks on arvutatav Borni l&hendusmeetodiga ja ka
tépselt, kui olekufunktslooni leidmiseks kasutada parabool-
seid koordinaate f t A t *f (vt* 0l. 571).

Markus: Eluna hajumispilt on telgsimmeetriline, vdib ole-
kufunktsiooni otsida kujus "~ " /*0 = ) , ku-
na sdltuvus nurgast el tule arvesse (vastavalt kvantarv
tviao ). Funktsioonide ~1 ja leidmisel tuleb silmas pi-
dada nn. tasalaine tingimust:

SLiicz kui - oo <0 , N =% G<=> (osakese lii-
kumissuund on valitud 2 -telje suunaks). Paraboolsetes koor-
dinaatides i|"v A. * , kui  J -» 0*» , N on suva-
line. Seda tingimust on vdimalik rahuldada vaid siis, kui
NE) «A N ‘m$ , M(*1) -JL 1 R C)) , kus v (7
leitakse vastavast vorrandist ja avaldub kddunud bipergeomeet-
rilise funktsiooni kaudu. Hajumisamplituudi leidmiseks tuleb
vaadelda asumptootilist avaldist (~-mo00 ) (vt. lisa Bl)
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ja tle minna sféarilistele koordinaatidele. Arvutus a_3ab:

142. Naidata, et dldjuhul, nii elastse kui ka mitte-
elastse hajumise puhul kehtib jérgmine seos totaalse efek-
tiivse ristldike 6“70" » 64X + ) da elastselt otse

ette hajunud ( = 0 ) osakeste amplituudi <(®) vahel:

(nn. optiline teoreem).
Markus: Kasutada ( Ja arendust part-

siaallainete jargi (vt. lisa Al).

143. Leida kiirete neutronite hajumise ja neeldumise efek-
tiivsed ristldiked nn. "musta™ tuuma piirjuhul, s. t. koigi
tuumale sattunud neutronite neeldumisel.

Markus: Kullalt kiirete neutronite korral vdib lugeda ra-
huldatuks tingimust n , kus R on tuuma raadius, A. -
neutronite de Broglie laine pikkus. Kasutades poolklassikalist
analulisi, vdib neutronite impulssmomenti tuuma keskpunkti suh-
tes hinnata suurusjargult vdrdseks -v ( , kusjuures tuuma sa-

tuvad neutronid, mille impulssmoment ei Uleta suurust tiicR f

s. t.ME -jr- . Seda vorratust rahuldavate ~ vdaartuste
korral hajumisfaasid — T o , siis $jI— &
Vastus:

144_ Kirjeldagu elektroni olekut spinfunktsioon
0\



kus j fo on meelevaldsed konstandid. Naidata, et tde-

nédosus leida spini projektsiooni vaartusi +4~ (vdi -i )
etteantud '2 -teljele on vastavalt (voi & ).
Milline on tdendosus .leida spini projektsiooni pa —ﬁ" mdnesu-
gusele suunale jE , mis moodustab antud 2.-telje suunaga
nurga & ?

Markus: Spiinori avaldist vdib vaadeldg kui reaksaren-
dust spinoperaatori omafunktsioonide (I) (éJ jargi
esituses, kus on diagonaalne (nn. £ -esituses). Sel-
leks, et leida spini projektsiooni tdendosust suunale z°
tuleb médrata funktsiooni X kuju uues koordinaadistikus,
mille U I—telg moodustab esialgse 2. -teljega nurga v
(Spiinori teisenemiseeski.rju vt. lisa Bl).

Vastus:
Nocxj*E  /mi*c mf + J w3 2£,

W_ gf(-_ 2 a A (W)™ *1i S.

145* Spinfunktsioon Sg -esituses on

Leida niisuguse ruumisuuna sfadrilised koordinaadid
N , millele spini projektsioon antud olekus on kindla vaar-
tusega m

Markus: Kasutades spiinori teisenemiseeskirju (lisa B),
méédrata nurkadega (defineeritud suund t < tingimu-
sest Noe

Vastus:

fo-mm2-f, y ~ A
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146. Kasutades spiinori teisenemiseesklrju ndidata, et
koordinaadistiku pddramisel nurga vorra Umber telje, mi-
da iseloomustavad sihikoosinused «* , N, teiseneb

spinfunktsioon jargmise eeskirja kohaselt: X1- S%)

kus , 6" on Paull splnmaatrlksm

147. Leida operaatori el SA + S,, BSH i =VV,
oinafunktsioonid ja ndidata, et mistahes spiinori # arendu-
se kordajad nende funktsioonide jargi mé&édravad tbendosuse, et
mddtes spini projektsiooni suunale, mille sihikoosinusteks on

L o
C *T * saame vaartuseks mm~  vdi -J-

Markus: Omavaartusprobleemi vdrrand on jargmine:

- C

> fxiA+1)

148. Leida elektroni splnoperaatorlte SK , Su, )
kuju Sx -esituses (s. t. esituses, kus 435t on diagonaalne)
ja mé@drata unitaarne maatriks, mis va3tab uleminekule fle-esi-
tusest  Sx -esitusse.

Markus: Pauli maatriksid Sx -esituses ( B ,

) leitakse indeksite ( x , ~ , 1 ) tsuklilise umberta-
histamisega: ®mE-*X * X n n ~Unitaarne
operaator AA * mis sellele teisendusele vastab, leitakse

maatriksvdrranditest
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Irid M. on teist jarku maatriks.

Vastus:

* A
149« Leida elektroni spini projektsioonide S% ,

sradrtused ja omafunktsioonid -esituses.

Vastus: \

(<) =z

~A

150. Arvutada operaatori f/) S jJ2' omavaartused, kui
on harilik, operaatoriga é kommuteeruv vektor.

Vastus:
A

u—rri
h

151« Teisenegu olekufunktsioon koordinaadistike pdo-

ramisel nurga & vOrra lUmber telje, mida iseloomustab Uhik-

vektor h  jargmise eeskirja kohaselt: *
f 1=£>4*, x-"3 £>= [m; 0 -r-J
A 4 A v
ja , 3, , 3a tahistavad pddrde infinitesimaalseid

operaatoreid. N&aidata, et operaatorid J* (H s 1, 2, 3) ra-

huldavad kommutatsioonieeskirju
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£~ ,3%] - 1A TiKE (vrd. Ul. 4 ja 51).
Markus: Kommutatsioonleeskirjad jargnevad pddrete rihma

omadusest: kaks jarjestikku rakendatud pddret on ekvivalent-

sed kolmandaga, s. t.

<1> 3a ., @

kus ©(*9 4 ) uldjuhul. Kui vaadelda infinitesimaal-

seid podrdeid nurga <9 vdrra, vdib kirjutada
A
H*?) *L 1- S6 (JIn) (3). Kasutades tahistusi:

S & » < (< =0y 5¢,St» SYa( [/ S i

S<9* = JoV.
vGime avaldada <$ iT ja ja
kaudu:
- McAjt< = (
O] =

40j*50.(£0a. = S6 vy
Valemitest (1), (2) ja (3) jéareldub infinitesimaalsete pddre-
te korral: <£)JT) - ePCv~A")= ,

Pidades silmas avaldisi (4), (5), saame vdrdusest (6) sGltu-
matute parameetrite S y V koefitsientide vdrdlemise
teel otsitavad kommutatsioonieeskirjad.

152. Kasutades Ulesandes 151 tuletatud kommutatsiooni-

eeskirju, veenduda jargmiste seoste kehtivuses:
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5,3tf -x"i+0 ij

3, =* (p-03.t,J

A A * n -
kus 1+ = + 13t , -« 3, - *J* o

Aw n A

Kasutades seoseid (1) ning operaatori 3 ~ Z- kom-
A Fr

A
muteeruvust "Jn-dega, ndidata, et 1) 3§ omavaartused

on jargmised: - A O < S 2) oX
a X
omavaartused on @i e (s. t. Noztiles Y ), kus
o= = (8. miY) ; *x on ménesugune naturaalarv.
A

Markus: Seostest (1) jargneb: 0_"f@~C*)= 0 ning sa-

muti ‘}J+ ‘5_ T( WWK)=® . Avaldades §+ operaatorite
él da ao" kgudu ning pidades silmas vk kui omafunktsiooni
téhendustA, Saame /¢ ~f3 rrLaw.— 0 *e ~ , Analoogiliselt
seosest 0y o] da 1 36+ ij i»”"~)5 < jargneb

- * eBillest /W-A~* i*/w
- = iyttt "«mUka» A2 -st operaatori '3+ w -kord-
sel rakendamisel.

A A

A
153. Tuletada 3* , 1, , 3, maatrikskuju esi-

=+ >

tuses, Kkui AB' omavaartused on mé&ratud avaldisega iij (j+0 ,
kus j= (vt. eelmine ulesanne!).

Markus: Eelmise ulesande seostest (1) jargneb, et

34lf)= C?
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millest

(3* V = -f£ [_,, (7/\ <*;’*_+) + /\>_i*K___ﬂ *

(~>)Ck,= A B\e A K}

/V - -i> ~J+V" o+ Je
A
Operaatorite o, , ¢\:] hermiitilisuse tottu

~ r *
Cw+1 77 <** "

(10 0Oit= \cr>*-'\ "H =

Teiselt poolt aga ("F X-)"® (3 *4 ~3- "~ ) Cic = .
Viimaste valemite vdrdlus annabki otsitavad koefitsiendid.
Vastus:
c/v-A="-+/w)(j-/u+o0 = A

154. Leida osakese jaoks spiniga 1 operaatorid Sx ,
é\ , éA ja SAi’ Sj. -esituses ning operaatorite L ja
51 hised ortonormeeritud omafunktsioonid.

Markus: Kasutades Ulesandes 152 tuletatud kuju meelevald-
se \ korral ning votta jsa\ . Omavadrtusprobleem taandub

maatriksvorrandi A='hm sy lahendamisele*
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Vaatus:

0>

= il kus 1 on kolmandat jarku iMkmaatriks.

/

155* Leida spinfunktsiooni teisenemise eeskiri koordi-

naadistiku meelevaldse p6drde korral, kui osakese spin on 1.
,  M&arkus: Kuna mistahes pddre on kirjeldatav kolme jarjes-

tikku rakendatud p6drde resultaadina - pbddre umber 2 -tel-
je nurga ~ v¥Srra, Umber X -telje nurga ~ vdrra ja uUmber
| -telje nurga “f vbrra - , saadakse meelevaldse poorde
maatriks kolmele mainitud pddrdele vastavate maatriksite kor-
rutisena:

S) = 3>(*) & (*) ©(«V) -
Maatriksid ja on hdélpsasti leitavad ulesanne-

test 151 ja -154, nditeks
«o> 0

$>(*) * 0
0

leidmiseks on sobiv lahtuda infinitesimaalsest teisen-

dusest

A

, kus on antud ulesandes
154.

- 83 -



Kuna *f *+U+)-t+4t,V "™ , saame jJargmise dife-

rentsiaalvlérrandite siusteemi

N * % * % !
Sffr ov**) 0 ST ~it *m>
millest avaldub ijs n kaudu jargmise
maatriksi abil: Wi» & " j
/T - o g

5) (= I£m vy 09

ca > —'ff. -XA»"

vT
Vastus:
/ a n cC Cc° . » -i(")
< <VWM o\ A *e
i rlvn

r Jt VoSN | g L*A)dh
\ I
156« Koosnegu slisteem prootonist ja neutronist, mille
spinide vastas}Jkuaﬁ méjy vOib jatta arvestamata. Leida sum-
maarse spini "S=Sp + S,, omavaartused ja omafunktsioonid
ja analiisida viimaste summeetriat.
Markus: Interaktsiooni puudumise tdttu vbib koguspini
omafunktsioone otsida kummalegi osakesele vastavate spinfunkt-

sioonide korrutiste lineaarkombinatsioonina, s. o. X =
-Fg(r)  AH(HPr oty r+fh) ~ z-@}-u\
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kus #+ (o (1(+[*))

oon, mis vastab

on prootoni (neutroni) spinfunktsi-

(S".(«)) omavaartusele
. Silmas pidades $_ kuju, S

a YA \o a?])"

+ fm VOI

sa s AC?) o ” ”
Operaatorites <= 5JCM)+- Sip»() "~ Ja 6
+ XC(p) ST

funktsioonidele

2 2
=5 )+
toimivad tegurid SCjO (s77%*)) ainult

% (p) (vastavalt 2"(>)), nditeks

Sx (r) *+ tr> =

(?)= = ")-
Analoogiliselt
®V -~N+= ANt/ A2+ -3 i
Xz =*,; 6a*-* U=z
Vastus: £ ?“omavaartusele t61 s(s+0 vastavad jargmi-
sed omafunktsioonid:

a) kui s -4 -

VMs
+\ sfi-. -mX+ (p.) X+(*) ,
0 to = —y= ?2-(*0 + z—(p) X+ M ],
= r_( *_()
b) kui S=0/"s -o0;

157. Lahendada eelmisega analoogiline Ulesanne, kui si
teem koosneb kahest osakesest spiniga 4

M&rkus: Spinmaatriksite kuju vt

. ul. 1541 Antud juhul
tuleb summaarsele spinile vastavate operaatorite
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+ K m b. s x(0 % S*-(i) +5.5a0) 4 (" +

+[ SAU) + ;£,(<)][sxw -cSt«] +[ 14 AJ-

tUhiseid omafunktsioone otsida Uheksa liikme kombinatsioonina
aqx+0) *(i)+ r+Q*™+ajr+(0x.w +

+ «h z0(4)z1C*)+ ..—+ *9 zA)r mrt.

Enne lahendada omavadrtusprobleem Sju jaoks, mis vdimaldab

palju koefitsiente nulliga vorrutada, seejarel leida S oma-

vaartused ja omafunktsioonid.

Vastus;
S «0 ,M5=0: *«,*)- jz[X")ZA)= X Zj*.)— X.d)/+w].

5= 1>w<. =< ; + (1,1).-"[A(4)4(1) -*.0>*+ (»)]>

vn, *0 ; 4(-12)= -2J0Z+(z)]t
+ (Ad)c *=[fo(D)X-(*) ~ Zo (z)1;

5= &, m5=t: 0*=/74C0 ()y
= - 18 = ~fof0ikCO + tf.COar+C*)],

*s=0: Jdz) =FfFLUO0zOpO+Ll rto>*jw +1 *.(0)
* g *-F, fe[t0(0&i1)+1-(0 r.cv],

*— <0 zZz M
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158. Koosnegu siisteem kahest identsest osakesest spini-
ga X . Haidata, et simmeetriliste spinfunktsioonidega ise-
loomustatud olekute arvu suhe antisimmeetriliste spinfunktsi-
oonldega olekute arvusse on -

Markus: Osakese A ja B spinfunktsioonidest on vdima-
lik moodustada (il +o0 1 erinevat korrutist f
kus # i-|K - r «f , ---y X L Kui 1 = K, saame
21-H simmeetrilist funktsiooni. Ulejaanud funktsioonidest
(L saab moodustada vordsel arvul simmeetrilisi ja anti-
stimme3trilisi kombinatsioone (kdikide kombinatsioonide arv
peab vOrduma s6ltumatute funktsioonide arvuga). Kokku saame

41) stimmeetrilist ja 1 (3T+ 0 antisim-
meetrilist funktsiooni.

159. Tsonfcraalaummeetrilises valjas viibivat elektroni
iseloomustavad ? omavahel kommuteeruvat operaatorit . ,Aé
j M 1 ; kus J=M+ 7 on kogumomendi operaator. Lei-
da nende operaatorite Uhiﬁgd omafunktsioonid.

Markus; Arvestades S esitust Pauli maatriksite abil,
A

saame omavaartusvérrandi:
TMj+J 0
vV o Mt,- A
V o
Kuna ja eraldi peavad olema ka M omafunktsiooni-
deks, siis
*  K».Ca) +4 -

11 omavaartusprobleemi vdib analoogiliselt esitada maatriks-
kujuss
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\jh"
=*1jd.-)

Siin on sobiv arvestada eespool tuletatud (vrd. nait. ul.

*

a t.
153) ft » "e; Uhiste omafunktsioonide (kerapinnafunktsi-

oonid) omadusis

(M*4 * NJU~MIM +*+0
( -1 Mij) N [C-rmy) (/F-n-H) ,¥*-4 .
Yastua:
f e - s
- R(n)
160. Kasutades eelmise llesande vastust leida elektroni

orbitaalse momendi ja spini projektsiooni véimalikud vaartu-

sed ja nende tdendosused ning arvutada projektsioonide kesk-

vaartused.
Vastus:
~rr jr »i . p,1 .
M - ————— J Si ———x——0 <> a g X-+ a v
1 aetl *  ajeH a
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161. Kasutades Fauli maatriksite omadusi, kontrollida
jargmise seose kehtivust*

(?/D(??) * (7T) +£ IA '
kus /T, B on mdnesugused vektorid, mis kommuteeruvad Pau-
Ii maatriksitega.

162. Kontrollida jargmiste seoste kehtivust:

w 11 335 =1 (H+Zr)-it(TJ),

0 (>1-,j"*Jip,vef6)i,j(3v ,j» °

kui on impulssmomendi operaator, A - ménesugune vektor-

operaator (ndit. osakese impulssAV("Ji Eaadiusvektor), mis ra-

huldab kommutatsioonieeskirju — A z
Seoses c)* tuleb arvutada n!iaatrikselement olekutes, mis

on mdaratud omavaartusega j ja omavéaartustega
|

*

Markus: Sﬁosed a), b) jargnevad vahetult kommutatsiooni-
A
eeskirjadest , A*_ jaoks, kuna seose 0) saame, kui moodus-

tame vastava maatrikselemendi seose b) mdlemast poolest ning

arvestame, et fj,>» 7 c>=o0 .
A A A
16J. Leida operaatori ” + ~_na,  keskvaartus

olekus, mis on iseloomustatud summaarse impulssmomendi J =
= 3%+ 3» kvantarvudega ~ , w, ja operaatorite 0" ja

kvantarvudega "~ a * J (interaktsioon impulssmomen-



tide 3 ja 1. vahel puudub). ~
Markus: Operaatorite =, ja 3~ kommutatsioonieeskir-
jadest jéargneb:
[1; c [** e %
mistottu keskvéartuse arvutamiseks vdib kasutada eelmi-

ses Ulesandes tuletatud seost c).

Vastus:

[*4 = F«. * 0 ; %. ,

- f«, \ }
/*»= +i A A j(<j+o ]

164. Arvutada tuuma N*S magnetmoment, arvestades, et

tmuna kCik kihid oleksid taidetud, kui sinna lisanduks (ks
prooton olekus p4 . Vaba prootoni magnetmoment on JU.N =
= 2,79 (tuumamagneton on vletud Uhikuks).
Mérkus: Arvestada,/ et taidetud nivoodel on nii summaar-
ne orbitaalne moment kui ka summaarne spin null, mistdttu ni-
vood iseloomustavad kvantarvud ~ s 1 , j * ~ (antud ndi-

tes). Tuuma magnetmomendiks nimetatakse operaatori
a 2 * 2 A-z_an

keskvaartust olekus "™ =jJ , kus w>(J on summaarset mo-
menti J iseloomustavad kvantarvud )e

N s on prootoni orbitaalse momendi gliromagnetiline suhe
(vastav ™ neutronite korral on null); = 5,58, =
= -3,82. Uhe puuduva prootoni korral vdib kasutada eelmises
Glesandes tuletatud yti3 avaldist, asendades (konkreetsel ju-

hul) kvantarvud vastavalt: >n= i N =4

i ; i
u=4 » b-~Ta—*
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TutMl

/».=.- 0,16 =

165. Arvutada tuuma O magnetmoment, kui vastav tuum
sisaldab peale taidetud kihtide iuhe neutroni olekus ei £ |,
vaba neutroni magnetmoment on = - 1,91.

Markus; Ulesande lahenduskdik on tdiesti analoogiline
eelmise llesande omaga.

Vastus:

=-1,91.

166. Leida deutroni magnetmoment jargmistes olekutes:
a) , b *Pj , ©

Markus: Deutroni magnetmomendi operaatoril on kuju:

A m Sr
Masskeskme sisteemis =i M 3a
kus A A A At M At
5= HSKfS =93,-Sr e« A~ n

Tripletses olekus ST m 0 . Operaatorite M ja ~  Kkesk-

vadrtuse arvutamiseks v@ib kasutada seost c) ulesandest 162,
avaldades

T2

Vaatus:

a) =088 } Db)ykp =069 ; c¢) <j, = 0,31.

167. Oletades, et deutroni pdhiolekuks on *54 ja ~57

olekute superpositsioon, leida M}., olekus statistiline
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kaal, kui deutroni magnetmoment vérdub yU”~ = 0,85.
Markus; Kasutades avaldist eelmisest Ulesandest,
on otsitavale yw. vaartusele kindla L vaartusega triplet-

ses olekus vdimalik anda kuju;

1 - s CS-H)
A~ H 3(3+0 +
. S SCS+0 +3(3+1) -L(L+0 @)
+ * (t"*3r>-— [y ZAY o P———

Kui tegelik olek.on S ja S segu, tuleb siin L (L+ f)

asendada avaldisega

L) Ws+L(L+D™ Wp = 6 Wfoy o)

kus W$ on S -oleku tdenadosus, «2 -oleku tdenéo-
sus (antud ilesandes otsitav).

Arvutades valemitest (1), (2) ja vOrreldes eksperi-
mendi andmetega, saamegi

Vastus:

v/Ap &j 0104 .

168. Naidata, et kahest poolespinilisest osakesest koos-
nevas siusteemis on summaarse spini absoluutvéartus liikumis-
integraaliks, kui sisteemi hamiltoniaan on slimmeetriline osa-
keste spinide suhtes.

Markus: Mistahes kahest fermionist (spiniga ) koosneva

stisteemi spinfunktslooni vOib esitada kujul
<(cic C
f —Cc™» ( )
kus on summeetrilised vdi antisimmeetrilised indeksi-
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tes K ; - on esimese osakese, - vailatavalt tei-
A

se osakese spini projektsiooni omafunktsioonid:

t.- (J) / m=(?)e

Kasutades seoseid

«=* A : r* <fz * ** :
<TA =-ei T e~ =¢cV, t
«* *g = A * *

ja analoogilisi seoseid zk jaokB, saab ndidata, et 5 j =
, kus P«. on osakeste vahetamise operaator.

Kui hamiltoniaan on invariantne osakeste spinide Umberpaigu-
tamise suhtes, siis ta kommuteerub operaatoriga sAi

169. Neutroni ja prootoni interaktsiooni 5 -olekus
vOib esitada ainult kaugusest s6ltuva funktsioonina, mis on
erinev ainguletsea ja tripletses olekus. Asendada kaks eri-
nevat potentsiaali Uhe spinolekutest sdltuvaga, kasutades
a) spinide vahetamise operaatorit gn , b) mélemate osakes-
te spinvektoreid ja . Leida seos operaatori
ning vahel .

Markus: a) Kui tahistame spinfunktsiooni tripletsel ju-
hul Lsn, SP) , singuletsel juhul X. (SK|Sp) , siis on

operaatori - #(S*,Sp) omavaartused kor-
ral + 1, X korral - 1. Seega, kui defineerida potentsi-
aal J 6 , asendub ta -le mdjudes
avaldisega +'Vi_ , X_ -le mdjudes vastavalt

V- o- * Neid seoseid kasutades v@ime otsekohe avalda-
da O seose ja V_ kaudu.
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b) Eona interaktsiooni energia vdib s6ltuda ainult spinvek-

torite , Tip, skalaarkorrutisest, kirjutame A/ kujul
N/Ca) = (n) + Wx¢n)
ja leiame operaatori omavaartused tripletses ja

singuletses olekus. Selleks kasutame avaldist

s*m C?h + «p* = N D
kusjuures SK 8 tripletses ja S *=0 singuletses olekus.
Nendest kaalutlustest leiame nagu eelmiselgi juhul ja vl ,
mille kaudu aval\ldame V/g » .. Ja V' eTulemuste vordlus
annab seose rn® ja o/ , &"p vahel.

Vastus: A

a) V= " (V*+V]j + (V*-ATfJ P.p ,

* Va i”vv +v.) +Jqg(V+-V-)(C **),

Pvwp = 1 [J + C?. *
170. Naidata, et operaator kahe osakese 1
ja 2 puhul avaldub lineaarselt ) kaudu.

Markus: Kuna mistahes spinfunktsiooni vdime esitada kol-
me Z+ ja the /C, lineaarkombinatsioonina (tdhistused
vt. eelmise lUlesande markuses), piisab, kuil uurime e'a y*«

mdju funktsioonidele j#+ ja Z_ , pidades silmas, et

fofft) *+ =x*+ j(fi ?z) ,
(vrd. eelmise lUlesande lahendusk&iguga), @#™> otsime ku-
jus
*e 4 + 8 6\)
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Vastusi

(3 W _u -I(,rJ*LJ 6\7] &)

171* Leida Uhest neutronist ja kahest prootonist koos-
neva slsteemi spinfunktsioonid ja koguspini omavédartused eel-
dusel, et prootonid kuuluvad vesiniku molekuli koosseisu.

Markus: Vaadelda eraldi paravesinikku (prootonite spi-
nid antiparalleelsed) ja ortovesinikku (prootonite spinid pa-
ralleelsed). Koguspin S = CVi +®1+0§jXprootonid on téhista-
tud vastavalt indeksitega 1 ja 2). Leida tuleb operaatori-
te

S ® 9+ 2 (« + + A*

hised omafunktsioonid £ (5*,5,,5%) .

Pohimdtteline arvutuskaik on sama mis tlesandes 156.

Vastus:

Paravesinik:

L> m* e S
*'S m-V

Ortovesinik:

i* xa= /% + ( *0 )

Nos=-V ~ A [** & 4 +/J m*1 )
v*ss-1 ~ faf* r_p><~ j

1 > T " [*e* - 4 + /% of».)ox* >
W - <
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Siin on téhistused jargmised: simbol oc on antud osakese

172. Aeglaste neutronite voog langeb veainikumolefculi-
dele . Kirjeldagu neutroni ja prootoni vastastikust m6ju spi-
nist sdltuv tsentraalsimmeetriline potentsiaal (uUl. 169).

Leida Borni l&henduses neutronite hajumise efektiivne rist-
I16ige orto- ja paravesinikul.

Markust Aeglaste neutronite korral (de Broglie ” laine-
pikkus on palju suurem molekuli mo6dtmeist) vdib molekuli lu-
geda punktikujuliseks ja kaugust neutroni ja kummagi prooto-
ni vahel vdrdseks. Siis vdib vastavalt uUlesande 169 tulemus-

tele interaktsioonlpotentsiaali kirjutada:

kus = AT+ 00 . Arvestades apinfunktsioonide struktuuri
(Uil. 171) ja operaatori ( ,&1 +61)mbju neile saame orto-

vesiniku korral, kui S=\ , VvV *

paravesiniku korral ANl (3V+ mmf-)

Edasi avaldada hajumisamplituudf kaudu, kasutades
Borni lahendust (vt. lisa Al).

Vastus:

misamplituud.

13. - 9



173. Olgu ergutatud tuim A spiniga 1 paarisolekus.
Olgu energeetiliselt lubatud tuuma A -lagunemine jarg-
mise skeemi kohaselt:

A = B+ *
kus tekkinud tuuma spin on null. Kontrollida, kas nimetatud
reaktsiooni korral on rahuldatud impulssmomendi ja paarsuse
jaavuse seadus.

Markus: - osakese spin on null, mistéttu L ja ot
suhtelise liikumise orbitaalne moment peab impulssmomendi
jaavuse seaduse kohaselt vdrduma lihega. Seega on tekkinud
susteemi paarsus - 1

Vastus: Ei ole.

174. Kas vOib ergutatud tuum 8x |j , mille spin on 1,
laguneda kaheks -osakeseks?

Markus: Kahe d- -osakese suhtelise liikumise impulss-
moment on alati paari8arv, kuna nende spinid on nullid ja nen-
de kdik olekufunktsioonid peavad olema summeetrilised, s. t.
suhtelisele liikumisele vastavad paarisfunktsioonid.

Vaatus: Ei voOi.

175* Arvestades, et ainsat prootonist ja neutronist koos-
nevat seotud siisteemi - deutronit - iseloomustab spin 1
ja paarsus + 1 ning et (*,*) ja vahel méjuvad vord-

sed tungid, ndidata, et 2 neutronit ei vdi moodustada seotud
susteemi.

Markus» Pidada silmas Pauli printsiipi.

176* Olgu kahest mesonist T\ + ja koosnev sisteem
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kindlale suhtelise liikumise orbitaalsele momendile (krant-
arv It ) vastavas olekus.

Naidata, et reaktsioon

D + T+ -» A*X'T0
v3ib toimuda vaid siis, kui L on paarisarv.

Markus: Arvestada, et 7T* -mesoni spin on 0 . Edasi-

ne argumentatsioon on analoogiline nagu Ulesandes 174.

177. Naidata, et protsessi

AT ““et<A ~+ h
kullalt suurest tbendosusest jargneb, et J““-mesonitel on
negatiivne seesmine paarsus. Eeldatud on, et deutron haarab
77" -mesoni mesodeuteeriumi S -tasemelt.

Markus: Kuna kogumoment vérdub JL spiniga,
s. 0. 1 , peab ka kahest neutronist koosneva silisteemi kogu-
moment vOrduma Uhega. Fauli printsiipi arvestadgs on see vodi-
malik vaid siis, kui i, »1 , S =1 . Arvestada ka, et
JU paarsus on + 1

178* Kasutades kahest nukleonist koosneva siisteemi iso-
toopiliste spinide liitmise reeglit (analoogiline harilike
spinide liitmise reegliga Ulesandes 156), ndidata, et kuna
deutroni isospin T *0O , deutroni pdhiolek on 3S ja
superpositsioon.

Markus: Kuna kahest erinevast nukleonist koosneva sistee-
mi isospini komponent Tj = 0 (vrd. UGl. 156, kui erinevate-
le nukleonidele tuleb vastavusse seada margi poolest erine-
vad isospini projektsioonid), vOivad deutronit kirjeldada

isospini omafunktsioonid



kus ot on protoonse oleku, p> - nsutroonae oleku funktsi-
oon*

Koosk6las uldistatud Pauli printsiibiga, mis arvestab
ka ieospini, on lubatud"ainult funktsioon £_ , mis vastab

vaartusele T =0

179. Susteem koosneb kabest osakesest a, b isospin
dega ja vastavalt. Viibigu susteem ole-
kus, kus susteemi isospinon T =" ja fj = «£ e Lei-
da kummagi osakese isospinide komponentide 3a
voimalikud vaartused ja vastavad tdendosused.

Markus: Isospini operaatoril on tapselt analoogilised
omadused vastavate spinmaatriksitega (rahuldavad samu komau-
tatsiooniseoseid nagu impulssmomendi operaatoridki). Seetdt-
tu kvantarvudega X ja Tj médratud olekus on kindel vaar-
tus ka kvantarvudel ja T voi-

malikud vaartused leitakse tingimustesti

Vi* + 0)
3a

tTto-~ .., -ZC" (@)
(analoogiline vaartuste piirkond keDtib jaoks). Et

leida vastavaid tdendosusi, tuleb T % ja -fj Uhine oma-

funktsioon "X T arendada iliksikosakeste vastavate oma-
C« % (tr)
-V, y

funktsioonide korrutiste " jargi (siin on ar-

vestatud tingimust (1).



Antud Ulesandes saame, arvestades ja voima-

likke vaartusi, jargmise arenduse:

=Ci*L1 *i.-] + CX *<,0 ®

Kordajate leidmiseks rakendame (3) mdlema-

le poolele operaatorit

A a Aa A# A* . * * °

T =T* +Tir TA+T T,5421-3* T* »
kus & A A
T.-T, £IT*

- N\
ning peame silmas, et T*- omavaartused on C (T-M)

T+ mdju vastavatele 1Aj omafunktsioonidele on sama, mis
3~ mdju 33 omafunktsioonidele llesandes 153* Seal esine-

vad kvantarvud j ja tuleb asendada vastavalt kvantar-
vudega T ja Tj

Vastus:

t* - 4j =~1i tbendosus on " ,

- N~ 0 )

74 _Ot\‘g = y toendosus on ]

180. Kasutades isospini liitmise ja jddvuse seadusi néi-

data, et protsesside
+tA->»" "+ M4-1T1r+ > (D
Nt4 1< 2>

diferentsiaalsete efektiivsete ristldigete (c{e*l , ja Moi

vastavalt) suhe on
KL EAN v | - 2 »
kui osakeste suhtelised energiad, hajtuaisnurgad ja apinide
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vastastikused orientatsioonid on Uhesugused mdlemas reaktsi-
oonis.

Markus: Deutroni isospin T ja tema kolmas komponent
T 3 on mdlemad nullid, prootoni korral Z - T#" Ao+
korral T =1 , =+ 1 , neutronil Z - mf , AN3*"A *
7C= korral T =1, Z3 =0 . Seega reaktsioonis (1) peab
susteemil h +3\ + olema isospin Z » * 5 » reakt-
sioonis (2) aga on samade vaartustega siusteem + 7T0 . Ka-
sutades eelmise lUlesande tulemusi, on siit voimalik arvutada
tdendosus, et reaktsioonis tekivad osakesed etteantud TI-j
vadrtusega. See tdendosuste suhe annabki muude samaks jaava-

te tingimuste korral suhte

181. Kasutades analoogiat eelmise ulesandega, ndidata,

et reaktsioonid
K+j* -v p+n + TT~j

kulgevad samadel tingimustel Uhesuguse tdendosusega.

Markus: Arvestada, et Pauli printsiibi tdttu on sistee-
mide jn+ j5, ja W+ *v isospin Z- =1

182. N&idata, et homogeenses, ajast sdltuvas magnetval-
jas on Pauli vdrrandile alluva osakese omafunktsioon esitatav
koordinaatidest sdltuva funktsiooni ja spinmuutujast soltuva
funktsiooni korrutisena.

Markus; Pauli vorrandi Hamiltoni operaator on H=HOtH< f

kus HO- ~ (vt. li-
sa A). Funktsiooni otsida kujus;
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0 = °

183. Elektron liigub risti homogeense magnetvéljaga tu-
gevusega ~ , kusjuures elektroni spini projektsioon magnet-
valja suunale on . Alates hetkest satub elektron
tdiendavasse ndrka homogeensesse védlja tugevusega '3C , kus-

juures on risti nii elektroni liikumise suunaga kui ka

y
vektoriga " . Milline on tdendosus, et hetkel <> 0 elekt-

) o ) _ i?
roni spini projektsioon " suunale on —i'; ?
Markus: Kui koordinaaldistik valida nii, et x-telg on
-

paralleelne vektoriga 3" , <j,-telg elektroni liikumise suu-

naga ja Z-telg vektoriga , Saame jJargmise voOrrandi:
(1)

kui t £ Oi

Siin U« = 0*1 ; N/ on Pauli spinmaat-

riksid. Kui tahistame apinfunktsiooni, mis vastab spini
jr-telje suunalise projektsiooni positiivsele vaartusele
X(.s) » negatiivsele vaaratusele vastava PCX[*-), siis vdime

vorrandi (1) lahendi kirjutada kujul
C (icm — u>*)

1 L (2)
kus u> =e A XF* =1 N wo - ---"on vaba elektroni
energia. Hetkest alates otsime funktsiooni ~ kujus

+ = 1" X/S) +M W Co0l ., ®

vérrandis (1) aga asendub liigeyu (£ ) avaldisega

(ii * Kordadad da valemis (3) on
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sobiv esitada kujus:
» W - AN £ JKt) * 8 . (@)

Siis saadakse konstantidele A , 6 homogeenne vdrrandsisteem,
mille lahenduvuse tingimus md&rab ka & vaartused.

Vaatus; Spini Umberorienteerumise tdendosus on

1> ’6
W « -  \NfWvtfP-t.
TE*litl 71
N 184. N Osake epiniga T viibib homogeenses magnetvéljas
«¢ ==,
K(«, ("RftiJ. Alghetkel t = 0 kirjeldagu osakest spin-
funktsioon
S)
[ xCt $ /
Leida spini projektsiooni keskvaartus koordinaattelgedele
X , ¥
Markus; Kasutades Pauli vérrandit ja Glesande 182 tule-
ausi, saame spinfunktsioonile ) jargmised vérrandid
(it , “W-t~ "KLt) ):
- 0 . _ . v
) T Tt" i . 'm” i i o
mille lahendamisel sisse j&dvad konstandid leiame algtingimu-
sest. Vastavate olekufunktsioonide abil arvutame n&iteks S
_ *
Sje * ~£ © NLIX*FRL+ . 20
Vastus: - r .
Sx *AF QA > 5] J N~ nexyy
185. Lahtudes eelmises llesandes arvutatud spinfuhktsi-
oonist mddrata niisuguse suuna polaarnurgad , Yy ,mille-
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le homogeenses magnetvéljas viitiiva elektroni spinl projekt-
sioon on kindla vaartusega + Ji. . Ndidata, et konstantses
magnetvaljas pretsesseerib see suund Umber magnetvdlja suu-
na ringsagedusega .
Markus; Eelmises Ulesandes esineval spinfunktsioonil on
kuju t
N cril

Jul R J#({)<&]>
Nurkade “leidmiseks vdrrelda ulesannet 146.

Vastus; »

; <{=2.0 .
©

186. Piirkonnas a@.>0 eksisteerib homogeenne magnet-
vali ='KN =0 |, e Tasandile x = o langeb
piirkonnast x < o polariseeritud neutronite kimp. Leida
neutronite peegeldumise tdendosus, kui neutroneid iseloomus-
tab impulss jv - "Kk. ja spinid on orienteeritud paralleel-
selt magnetvéalja suunale, s. t. S” 31 wm"f .

Markusi Langevat, peegeldunud ja murdunud lainet vdib

otsida vastavalt kujuss

A ,B , C on konstandid. Laine levikuvektorid , KJ. Ja
jc on seotud osakese koguenergiaga E ja magnetmomendiga

yu.  jargmiselt:

tt: = tzt =B > ~~r = ET 14 e,
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Sonstaudid A , B , C leitakse olekufunktsiooni pidevuse-
tingimusest pinnal z = o

jastuss A S i

187. Lahtudes Pauli vodrrandist koos relativistlikkude
liikmetega (vt. lisa AO, leida aplnorbitaalsest mdjust tin-
gitud parandus vesiniku aatomi energiatasemetele.

Markus: Vesiniku aatomi spinorbita&lset mdju kirjeldab

operaator: -fc (jft) . - A
Kunalgéiritusena vaadeldﬁgroperaator H kommuteeriib
kogumomendi operaatoriga ~M i$ f-on sobiv valida lahte-
A N
funktsioonideks omafunktsioonid. Siis on H " keskvéar-

tus arvutatav >aleiaists

arvutamisel kasutada Laguerre™i polinoomide omadusi
(vt. lisa Bt).

Vastuss 3 3 .

----------- *z f jL- + £ -

188. Leida aatomi energiatasemete nihe, mis on tingitud
tuuma Uiku-aise arvestamisest, s. t. tuuma massi l16plikkusest.

Markusi Tuleb leida tuuma kineetilisele energiale vas-
tav operaator K masskeskme koordinaadistikus. Operaatorile 3
vastav parandusliige arvutatakse hairitusteoorla abil, Kkus ﬁ
vaadeldakse hairitusena, kuna hairimata slsteemi, oleku~fuukt-

sioonideks on elektronide olekufunktsioonid l6pmata massiiv-
se tuuma vaijaa.

Masskeskme siisteemis kehtib seos
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kus P on tuuma, J\; i-nda elektroni Impulss (summeeritad
on uUle kdikide elektronide). See seos vdimaldab operaatori

A A

4 u=*
K=Tmnmn s d)

Yastavalt avaldisele (1) 4E = + A E*. ;. A E,, arvuta-
miseks vO8ib kasutada viriaali teoreemi (elektronide keskmine
kineetiline energia vordub koguenergiaga miinusmargiga (ul,
81). A arvutamisel vOib silmas pidada, et iga individu-
aalse seotud

Vastus: UC =- pffe , mx mitmest elektronist
koosneva sisteemi olekufunktsioon on esitatud uksikute elektro-
nide olekufunktsioonide lihtsa korrutisena, s* t. vahetuamfju

ei arvesta.

189. Arvutada tuuma I6plikust massist tingitud parandus
heeliumi aatomi trilpletsetele ja singuletsetele energianivoo-

dele "/~ kasutades individuaalsete elektronide olekufunkt-
sloonidena vesinikusarnase aatomi olekufunktsioone efektiiv-
sete laengutega (vrd. Ul. 83).

Markus: Vastavad olekufunktsioonid ja elektro-



kus w+ vastab para-, V> - ortoheeliumile.

Vastus:

AE = Afi + AEj,_ , AE, = - ' £y

*r + w 6% Aa \S -Vnl
koo - e -r W J u V e

(Ulemine mark vastab para-, alumine ortoheeliumi tasemele.)

190. Arvutada elektroni orbitaalsest liikumisest tingi-

tud magnetvali vesiniku aatomi tsentris, kui elektron on ole-

kus 2 p.
Markus: Lahtuda elektrodinaamikas tuletatavast avaldisest
2 = ? T
o PRI G A
aa. on elektroni mass, millest "fe, = ULALyw.H T olekus, mi-
/A .C 7 — _—
da iseloomustab funktsioon noA <€) . N “E *0,
Magnetvaljatugevuse fikseeritud V= ja vaartustega ole-

kus saame, kui kvantarvule v*. omistame maksimaalse vaartuse
ww— £
Vastust

ie_ ns 1 T
- (“v1/ o~kua 2p (**.= 1).

191. Kuidas muutub elektroni orbitaalse magnetmomendi

vaartus vesiniku aatomis, kui arvestada tuuma liikumist?

Markus; Osakese orbitaalne magnetmoment olekus on
arvutatav avaldisest A

Uz = xjzz M fA m
Kahest osakesest koosneva silisteemi korral massidega ja
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ning laengutega J1 ja _ex vastavalt,

kus ML= J-[ni *V-J,i1~ 1,Z)J.T=

Avaldises (1) asendada koordinaadid v masskeskme koor-
dinaatide ~ ja suhteliste koordinaatide 7t kaudu ning esi-
tada IJS(R) £ (*?) . Arvestada, et "statsio-

naarses olekus koordinaatide x , y , z ja impulsside ,

K, , laJ- keskvdadrtused on nullid.

Vastus:
kus m on elektroni, U - tuuma mass.
192. Leida vesiniku aatomi Ulipeenstruktuurile vastav

energiaparandus ja arvutada Ulipeenstruktuuri termide vahe
p6hiolekus.

Markus: Ulipeenstruktuuri energia on tuuma ja elektroni
magnetmomentide interaktsioonlenergia. Arvestades elektroni
laengut ja spini, vdime elektroni magnetvaljatugevuse operaa-

tori tuuma kohal arvutada valemist

kus on aiitud tilesandes 190, 3 V on magnetdipooli
%~ S vali|] s- t©
**C

Ve " J* _*pP»? J
A5 mcL /T ar
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Hairitusenergia 6*» ~p> Ct* v/ , kus on tuuma mag-
aetmoment. E" keskvaartus olekus n. , J , £ annab otsi-
tava energiaparanduse. Enne keskvdadrtuse arvutamist on sobiv
avaldis (L K ) teisendada kujusse ~ (I*J*J kasutades
maatrikuavaldist (lesandes 162 ¢ . (i T") keskvaartus aval-
. . . . Ik T*
dab siia tuuma ja elektroni summaarse momendi t » 1 + |
runda kvantarvude f , i kvantarvude i1 Jja | kvantar-

vude j kaudu.

Vastus:
Vesiniku aatomi korral c» N # .
on keskTAartue j.a&iaalosa funktsioonid? jargi

(pdhiolekus) = 0,0235 cm”1.

193* N elektronist koosnevas siisteemis iseloomustab
iga elektroni kvantarvude kolmik * , J , ~ . Madrata an-

tud summaarse spini projektsioonile Hs vastavate voimalikku-

de olekute arv. w

Markus: o ~ X N x —7(—)- , X on
osakeste arv spini projektsiooniga +1 . Tuleb vaadel-
da 2 juhtu» a) kui kdik kvantarvude kolmikud (W ," 0 , )

on erinevad, b) kui leidub p paari kokkulangevate kolmiku-
tega CW , )L, V). Olekute arv ( ) vérdub arvuga, mis
naitab, mitmel viisil on vbimalik jaotada x elektroni eri-
nevate kolmikute vahel.
Vastus: a) f U \ b) / \
\E(N-*r) + M9 =
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194. Leida aatomi energiatasemete I8henemine ndrgas mag-
netvaljas, leul magnetvaljast tingitud taiendav energia on pal-
ju véiksem alataaemete energiate vahedest the multlpleti pii-

res.
Markus: Astud tingimustel vdib téiendavat energiat
( z.-telg on suunatud mdédda mag-
netvaljavektorit ) arvutada hdiritusarvutuse meetodiga.

Hairimata olek on iseloomustatud kvantarvudega J, L ,S ,
s . Kuna A E mittediagonaalsed maatrikselemendid on
nullid, vdrdub vaatav energia AE  keskvdartusega. Kul asen-

, vO0ib §J, arvutamiseks kasutada
valemit (c¢) lUlesandes 162.

Vastus:
1013 Uj +4) -t sCs+0 -*(<+<)

on Lande kordaja.

195. Arvutada Landf kordaja Uhe optilise elektroniga
aatomi korral vahetult operaatorite 3 , M , S Uhis-
te omafuhktsioonide abil.

Markus: Eelmises ulesandes defineeritud AE arvutada
Pauli vorrandi lahendite abil, ais on leitud Glesandes 159.
Veenduda, et tulemus on sama (avaldatuna Jj =~ , s kaudu),
kui j = £+ i. ja j= 1~ %

196. Leida vesiniku aatomi energiatasemete lagunemine

tugevas magnetvaljas, kui magnetvéljast tingitud tdiendav

- 110 -



energia on suurem energia vahedest ihe multipleti piires,
kuid marksa vaiksem erinevate multiplettide energiate vahe-
dest.

Markus: Viimane Ulesande tingimus on vajalik hairitus-
arvutuse digustuseks. Esimese tingimuse kohaselt vdib ka spin-
orbitaalset interaktsiooni lugeda hairituseks, mistdttu hai-

ritushamiltoniaani saame kujul

(vt. nait. 0l, 187.) Hairimata olek on iseloomustatud kvant-
arvudega XL , s , m$* Keskvaartuse (hsT =

= m +M SN+« IB> arvutamisel tuleb silmas pidada, et an-
tud juhul on keskvdartused spinoperaatorist ja orfjitaalse mo-
mendi operaatorist arvutatavad eraldi (olekufunktsioon
FIATIG-)* ~ , mistdttu (Ffs*» - Mg

Vastus:
""S i

kus

Ulesande 187 péhjal on viimane parandusliige avaldatav

*«» AE on

spinorbitaalsest interaktsioonist tingitud energiatasemete

vahe antud dubletis.

197* Kaheaatomilise molekuli ostsillaator-rotatoorsete
energiatasemete uurimisel oletada, et molekulidevaheline po-

tentsiaalne energia on . . kus
M 2a,
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~ ja R on aatomituumade kaugus (vt. joonis 10). Lei-

da energiaspekter, kui ECO , ja naidata, et molekulides

tavaliselt rahuldatud tingimusel, N q D» J , koos-
rel) energia vonke-, rotatsiooni- ja segatermidest. Leida mo-
lekuli dissotsiatsioonienergia avaldis.

Markus: Schrodingeri vdrrand lahendada polinoommeetodil.

- - 9«
Saadud energia avaldis arendada eeldusel i astmete
0
jJargi.
Vastuss
E*
on molekuli taandatud mass.
Kui A, siis
kus 00 = )"3 = ylAAL on molekuli inertsmoment.
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198. Arvutada ~bt4 CJLB&molekuli inertsmoment ja tuu-
madevaheline kaugus, kui ostsillatoor-rotatoorse spektri ri-
ba kahe naaberjoone sageduste vahe Av = 20,9 cm_r

Markus: Ostsillatoor-rotatoorsete energiatasemete aval-
dis on antud Ulesande 197 vastuses ( E arendus tingimusel
"i 1 ). Uleminekud toimuvad nii ostsillatoorse kv&ntarvu
(lilesandes 197 tadhistus /u ) kui ka rotatoorse kvantarvu
(tahistus 1. ) muutumisega, kusjuures A ~ = - *f _ Antud
ribas ja on fikseeritud, naaberjoonte rotatoorne
kvantarv SL erineb the vérra. Inertsmoment J avaldub va-
hetult AV kaudu, kuna kaugus molekulide vahel tasakaalu-
olekus (tahistus a- ) on leitav J ja taandatud massiy*-

oh

kaudu. Antud molekuli korral yUu. =1,61 . 100 g

Vastus;
J =2,65 . 10"40 gcm2 , eu = 1,29 . 10-8 cm

199. Arvutada raske vesiniku molekuli dissotsiatsi-
oonienergia, kui hariliku vesiniku molekuli v dissotsiat-
sioonienergia on 4,46 eV ja nullvdnke energia N A)
vordub 0,24 eV.

Markus: Kaheaatomilise molekuli dissotsiatsioonienergia
avaldis on antud tlesande 197 vastuses. Ulesande andmetest
on voéimalik arvutada kaugus <4 ja potentsiaalaugu sigavus
D , mis molemate molekulide korral on sama, kuna potentsi-

aali U.(y) kuju (oon. 10 Glesandes 197) oleneb ainult elekt-
ronkatte olekust.
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Vastus:
Ediss.= A ev *

200. Oletades, et kaheaatomilise molekuli potentsiaal-

set energiat vOib aproksimeerida Morse®i potentsiaaliga

"UI*) "o

CK -

5)7,0. on konstandid, leida ostsillatoorsete energiatasemete
avaldis, kui rotatoorne kvantarv Z-0 , ja arvutada dis-

sotsiatsioonienergia.

Markus: Kasutades muutujat 1- oi £ , kus i =

, teisendada radiaalfunktsiooni R.e= vorrand
kujusse

(1)

Vorrand (1) on lahendatav polinoommeetodil.
Vastus:

E=kir( * + £ (*+1) 1 *<aH

E a S -iu. + UJii
oUai. 2. /t8£>
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USA A. KVANTMEHHAANIKA VALEMEID JA ARVUTUS-
MEETODEID »

1. Operaatorid, nende omadused, mitmesugused esitused.

fulsikalistele suurustele vastavad kvant-

Reaalsetele
mehhaanikas hermiitilised operaatorid. Moodustagu *) .,
> . >>XK|(™) , . . . funktsioonide hulga, mil-

lel on defineeritud operaatorid ﬁ , @ ) é )

Operaatorit B nimetatakse operaatori A kaasoperaa-
A A
toriks ja tdhistatakse B = A , kul mistahes wWp*
korral kehtib seos
+ * @

C =AB , siis C+ = B+ A+

j+4* B =

Valemist (1) jéargneb, et kui
Operaator on hermiitiline, kui 3 = %L ja unitaanme,
kui A+ =A 1 ,kus A "A=AA 1=1
Vorrandi
= Uw O]
lahendeid nimetatakse operaatori A omafuhktsioonideks ja

vaartusi, millede korral vdrrand (2) on la-

parameetri oi
%

K
henduv - A omavaartusteks.
Hermiitilise operaatori erinevatele omavaartustele vas-

tavad omafunktsioonid on lineaarselt s6ltumatud ja neist

vOib moodustada ortonormeeritud (ON) sisteeme. ON-slisteemi

tingimus diskreetse omavéartuste spektri korral on:
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(52)
pideva spektri korral (omavaartusi oc , « pole vdimalik

nummerdada) vastavalt:
j °f = & . (@)

Seoste (3a, 3b) abil on arvutatavad mistahes funktsioo-

arenduse

kordajad C~ v6i C , millel on tdendosuse amplituudide
tahendus. S. t. kui on normeeritud, siis jCicl%annab
tdendosuse ( ICMI1 vastavalt tbendosusetiheduse), et mdd-
tes olekus + suurust A saame vaartuseks

Kui operaatorid A ja B kommuteeruvad, s. t. kui

EX 61 *0

siis on neil téielik Uhiste omafunktsioonide slisteem. See teo-
reem vGimaldab keerukamate operaatorite (ndit. energiaoperaa-
tori) omafunktsioonide leidmisel kasutada lihtsamate operaa-
torite (nait. impulsi-v6i impulssmomendioperaatori) omavaar-
tusprobleemide lahendeid.

Fuusikalise suuruse A Kkeskvaartus A olekus + on

arvutatav valemist

G)
Kui operaatorid A ja B ei kommuteeru, s. t. kui
B = i1 C , siis rahuldavad nende ruutkeskmised halbed

nn. maaramatuserelatsioone:
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Kui A téhistab fulsikalise suuruse A ajalise muutu-
]
mise kiirust, siis temale vastav operaator A on arvutatav

valemist A "

A» fFIH ,A] + - - @)

A
kus H on vaadeldava objekti Hamiltoni operaator.
A
Schrédingeri esituse operaator A on seotud vastava Hei-

senbergi esituse operaatoriga Au (O jargmiselt
Ah®) = S+ () A SCi), ®)
A
kus S(t) on ajast s6ltuv unitaarne operaator, mis rahuldab
operaatorvdrrandit
-t - h SG). (©))
Valemitest (8) ja (9) jéargneb operaatorvdrrand
- 5- ‘],j*' = fA u i
t LAH ;nHJ >

mille integreerimine vB@imaldab arvutada operaatori A h ~  Kkui

(10)

aja funktsiooni.
A
Kui operaatori A Kkuju "-esituses on teada, on ta ar-

vutatav mistahes, nditeks B-esituses jargmise valemi abil

* J+a V * > cd

kus t/»V on omavaartusprobleemi

B noom



lahendid. Kui B omavaartuste spekter on diskreetne, defi-
neerib valem (11) hermiitillse maatriksi (kui A on hermii-
tiline).
lga teisendus olekufunktsiooni *f argumentide ruumis
(~-ruum) indutseerib ménesuguse 41 _le mOjuva operaatori.
Nihketeisendus koordinaaliruumis indutseerib impulsiope-

raatori

pr="y 7, 12
poérdeteisendus impulssmomendioperaatori

A A

3 S+ (13)

kus S on koordinaatidest sdltumatu spinoperaator, mille
konkreetne kuju on m&aratud olekufunktsiooni geomeetriliste
omadusEega (skaalar,vektor, koérgemat jarku tensor, spiinor),
L n. Tp.J nimetatakse orbitaalse momendi operaatoriks.
Operaatori Vv  komponendid mddratakse mdnesuguses orto-
gonaalses (ildiselt radkides koverjoonelises) koordinaatsistee-
mis ( U, Vv, MW ) jargmiselt. Kui L1, , CJ téhista-
vad koordinaatjoonte , AT , -W puutujasuunalisi Uhikvek-

toreid, siis

th  Ta+t fcz? £ = (14)
Suurused N * 1j on defineeritud kaareelemendi ruu-
du o sl avaldise kaudu:
4 52'= A~ V=174 H-j d** *_ (15)
Naiteks Cartesiuse koordinaatides u=x, v=y, w=2z

47 ~ <txL+ 4 = kx = 1,
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* % jL el - 1 1
Pr* T i 9r. T IM -~ "1 c d2 - C

Sfaarilistes koordinaatid.es
Ot= n Achmp¥ ) N - rtn « Nyl L ]
U.s/t / XI= /'~ /W-7;

NS % = tfial- + A" t4h+=8& dv f

millest

da

=t 5a »r”™ i * vr 7r<e~ 1 awwe * (17)

Analoogiliselt silinderkoordinaatides ( ~ , ~> , 2 ), kus
X =3 = XN+vA DL

A - f t A- ¢ (18

2. Schrodingeri vdrrand mitterelativistliku

osakese jaoks.

Schrodingeri voérrandis

t li- = fj f 19
LV t J » A 19
esinev Hamiltoni operaator H avaldub mitterelativistliku
osakese korral kujul

Hsl— 4 'UE/Y) > (20)

kui osake viibib konservatiivsete tungide = - n

véaljas;
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kujul A

»~_.k 1 f- . 61)
kui oaake spiniga 0 ja laenguga j? viibib elektromagnet-
valjas 4-pctentsiaaliga (/T , D );
kujul

(22)
N
elektroni jaoks spinoperaatoriga -r- @ ja laenguga JL
elektromagnetvél jas 4-potentsiaaliga (A , <) ja magnetval-
a
ja tugevusega "Jv . Valem (22) annab Pauli vdrrandi Hamilto-
ni operaatori, kusjuures vektori <r komponentideks on Pauli

spinmaatriksid:
*e,= (?21), 03)

Vorrandi (19) lahendeid vB8ib otsida arendusena statsio-
naarsete olekufunktsioonide jargi, uldjuhul ajast sdltuvate

kordajatega, s. t. kujul:
*(?,»=£ cjt) iz)4 T **+ jCg(v B <2%)

kus funktsioonid (vastavalt “f£ () ) on

diskreetse (vastavalt pideva) energiaspektrl omafunktsioonid:

Wo ~ - E* fg . (25)
* *u A.
Operaator Ho on operaatori H ajast sdltumatu osa:

H =Ho + H*(t ) . (26)

*
A

ei sdltu ajast, siis H = fo ja arenduse (24)

T

Kui
kordajad C on konstandid, mis md&dratakse algtingimusest

- "foC » kasutades funktsioonide *E
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ON tingimusi (valemid (3a, 3b)).
Kui H sisaldab ka ajast s6ltuvat osa, mdaratakse korda-

jad C vOrranditest

-* 4 5& -ZH* C»,W
i

X ? - -* <2W
vOi
+to
(27b)
kus
«..meeJt?, «"f.._._ w<f>; HV . .M
*woo= ;o ““«*,= t (E<EIl)

koos vastava algtingimusega

+ (r, *.0) = +e Cc»r;.

Schrodingeri vdrrandi (19. 20) lahenditest v6ib moodus-
tada tdendosuse tiheduse

?2» 1 11 (28)
ja tdendosuse tiheduse voo

r. mE(?2+*.+—+*V'f) (29)
avaldised, mis (19) téttu rahuldavad pidevusevorrandit

f = o. (30)

Kui e tahistab osakese laengut ja m massi, siis ey

on laengutihedus, e”"- osakese poolt, tekitatud elektrivoo-

lutihedus, m”~ - masstihedus ja mj - impulsitihedus.

Kui seosega

@b
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defineerida tdendosusevoo kiirus V , on mitterelativistli-
ku.vérrandi kasutamine Oigustatud siis, kui |*] «c , kus
¢ on valgusekiirus.

Avaldist (29) kasutatakse osakeste voo arvutamiseks po-
tentsiaalbarjaaride labimise ja nendelt peegeldumise koefit-
sientide m&&ramisel, samuti osakeste voo arvutamisel hajuta-
misprobleemides.

Valemi (29) abil vdib nditeks arvutada aatomielektroni
litkumisest tingitud elektrivoolutiheduse ja sellele vastava

polaarteljesuunalise magnetvélja.

= Al *y ;b -x > AJ" . (32
nc
kus %
i* a.v~ 1 T &<*/ 03) -
(un =4d,>»>= 0 tsentraalsimmeetrilise valja korral).

Ajast sdltumatu Schrodingeri vdrrandi (25) lahendid pea-
vad rahuldama teatud lisatingimusi>

1) Uhesuse tingimus. Kui ~* s6ltub mdnesugusest tsik-
lilisest koordinaadist, nditeks polaamurgast , Siis

tCf-fi-Tf)

2) Funktsiooni ~ ja tema esimest jJarku tuletiste pide-
vus. Kui funktsioon DU,(n?) on tukiti pidev, n&iteks «
= Miix) s kui - o» < X <a; M (@)=£*.(*) ., kui
a & "X<+ » lahendatakse Schrddingeri vorrand eraldi
piirkonnas ot <«. (9~ "fl) ja piirkonnas

ning esitatakse lahenditele ~ ja jérgmised nduded;
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QIX 1*=am *JI 13C=a"

laj “m +e <= n. -+a* ,
siis on punktis x = a ainsaks ndudeks vI>@) =0

3) Funktsiooni ~ I6plikkus. Selleks, et 7 tdendo-
suslik interpretatsioon omaks mdtet, peab alati kehtima 16p-
likkusetingimus I8pmatuse punkti Umbruses; DIk N ,
kus M on mbnesugune I6plik arv. Mistahes I8pliku punkti
p Umbruses peavad funktsioonid X7(.*?) rahuldama jargmi-

si regulaarsuse ndudeid;

JU~ |4 @elwet5 = O, ®)

kus n. — \J(r>- e Valemis (B) on da *f~. kahele erine-
vale omavéartusele vastavad omafunkbsioonid.

Vérrand (25) on t&pselt lahenduv ainult lihtsamatel juh-
tudel. Kui voimalik, buleb lahendit otsida koordinaatides, kus
% sdltub ainult Uhest muutujast vdi on esitatav summana,
mille iga liige sdltub ainult Uhest muutujast.

Kui D(?)=U(x), otsime «& kujul " (x, vy, 2) =
=X(Cx)Y(™) z( 7)), kus Y ja Z rahuldavad vaba osa-
kese vorrandit,

+ D =2 4N 4 Z a0 04)

ja X(x) rahuldab tUhedimensionaalse liikumise vorrandit

<U«. " (3%)
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kus

= "Arir } O£+ « £ .
Kerasummeetrilise potentsiaali U (?)= M,(r) korral
on sobiv kasutada sfaarilisi koordinaate (r , ) Ja
lahendit otsida kujul «r *) A Ve<>,0 . K.0)

rahuldab voivrandit

£<1% + f 0, 0 «
kus £ - .-Vn. e
Asendusega R ->- ~ saadakse funktsioonile X~ (he-

dimensionaalse liikumise vdrrandi )Euju:
A +[S-WO-ird xt=0;, (3,

on kerapinna®funktsioonid.

Silindersiummeetrilise potentsiaali korral, U (r*) =

U (8) , on sobiv kasutada silinderkoordinaate x =

=0 cosy , y= ~sinn , 2. ja lahendit otsida ku-
jus

+ CS/f.~ - i(™>> N = © t\+x3.y mm,
kus Z (z) on vaba osakese vdrrandi lahend ja Jj) ra-

huldab voérrandit

41V
€1))

Asendusega

5" oVi
saadakse funktsioonile z7 ithedimensionaalse liikumise
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vorrand.
£ £ = L £ - « o« , ) - 07.)

Asendusega N saadakse tsentraalsimmeetri-

lise valja korral funktsioonile ~ vorrandiga (37) ana-

IV, <«

MBnede erikujuliste potentsiaalide korral (nditeks

U = konst.”on vorrandi (37) (resp. (36")) lahendid otsekohe

loogiline kuju

avaldatavad Besseli funktsioonide kaudu. Seda vdib arvestada
ka asimptootiliste lahendite otsimisel (nditeks pérkeproblee-

mides), kui “UC"0 o -
"L-*oe

Kulonilint tidupi potentsiaali korral, “IX~ —&- , samuti
ka siis, kui sellele lisandub homogeense elektrivalja potent-
siaal, U" ~ z , (naiteks Starki efekt vesinikusarnasel aa-
tomil), on mdnikord sobiv kasutada paraboolseid koordinaate
| .1 .7 .0~ ,1<0606,kus x=/1n owy ,

y = f ., z= , I = ,

Schrodingeri vdrrandi (25) lahendit v6ib siis otsida ku-

Ins «

n n ;o «=0,x1, +
kus funktsioonid ja rahuldavad (37)-tiulupi vdrran-
deid.

Pidevate potentsiaalidega vdrrandite (35), (36), (37)
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lahendamisel Iplikus piirkonnas tuleb alati sil-
mas pidada tingimust = 0 maaramispiirkonna aarel ja re-
gulaarsusetingimusi (A), (B) mdaramispiirkonna sees.
Loépmatu piirkonna korral tuleb arvestada kdiki punk-
tis 3) loetletud ndudeid.

Potentsiaalide _—X -f X ja t(=/4 mp x1

(mitte U. ~ X t) vBi sobiva sdltumatu muutuja valikuga nen-
deks taandatavate potentsiaalide korral voib di skre et-
s e energiaspektri leidmiseks I6pmatus liikumispiirkonnas
virrandi (35) (vastavalt (36*), (37*)) lahendamisel kasutada
nm. polinoommeetodit . Selleks leitakse k&i-

gepealt asUmptootiline lahend Zx-+oo -Za, , Mis peab tait-

ma tingimust Za® - * < . rahuldab vdrrandit tidpi
5t-ro«
d XX»*m+ £ /£ ~0 , kui Mo(X) . ————mm—-
MR P> 00
Yol |
n H () »0 , kui utx) —>» 0 . (38b)
IX] -» oo
Lahend esitatakse kujul:
£(x) = £ X s+* + 0, (39)

kus karakteristlik astmenditaja 5 maaratakse funktsiooni

0C (vastavalt funktsioonide R(r) vdi ) regulaarsuse
néudest, kui x “m0 (r -» 0 voi A 0).
Vérrandist jaoks leitakse rekurrentsed seosed vale-

mis (39) esineva astmerea kordajate vahel. Rea I6plikkuse
tingimus (a* =0, kui k=n+1 ,n+2, ... ) maarab
voimalikud energiavdartused. (Kordajad C*" sGltuvad energi-
ast t kui vOrrandi parameetrist).

- 126 -



Sageli tuleb energia omavaartusprobleemi lahendamisel

kasutada lahendusmeetodeid.

3. Schrdédingeri vdrrandi ligikaudse lahendamise

meetodeid.

a) Hairitusarvutuse meetod.

Kui Hamiltoni operaator on esitatav kujul

A A

H=Fo + 1 H'y (40)

A
kus £ « 4 ja HO omavaartusprobleem on téapselt lahenda-

tav:
HoB® - O LG (1)
vdib vorrandi
(42)
lahendeid otsida kujul:
p _ C«w .t CU> . ¢c*=Cto
“43)

Kui avaldised (43) paigutada vorrandisse (42) ja seejé-
rel virrutada samade £ astmete kordajad, saame jark-jargu-

liselt lahendatava sisteemi:

ti’”, («)

iA.-ed>j s-" -

Tundmatud funktsioonid f e TE£0 * eee arendatakse
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téieliku ON-slsteemi moodustavate funktsioonide AN Jar-
gis

s s (-5)

Et leida susteemist (44) parandusliikmeid k-ndale ener
giatasemele, korrutame vastavat jarku vorrandi funktsiooniga
TN * ja integreerime Ule kogu md&ramispiirkonna, pidades
silmas ON tingimusi. Selleks, et leida kordajaid *
~ves * eee » korrutame vorrandit funktsiooniga 4**" * |
h+ C » da integreerime,

Kui operaatori Iflo omavaartuste hulgas ei ole kordseid
(mittekddunud juht), saame k-ndale energiatasemele jargmise-

kujulised parandusliikmed

- Hibe j B0 2 B o L (46)

h L =
Valemid (46) on kehtivad, kui i Cl1 * |JEi< -Ei< I

Kui HO omavaartuste hulgas on kordseid (kddunud juht),
s. t. funktsioonid ! ' s aee s 7 |(c®’) rahuldavad
vorrandit (41) Uhe ja sama omavaartusega £ 10) , arvuta-

takse parandusliikmed k-ndale energiatasemele sekulaarvdrran-

ditest I |
i \_
Iu® -f 10£ -0 2:2 r
N (v?)
kus YI frog} - LV, J\N* Ki (U Ud)

Voérrandite (47) vasakud pooled on r-jarku determinandid.

Seega on parandusliikmed 8?) » CK“{")jne. kédunud juhul
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arvutatavad r-astme algebralistest vdrranditest, mis uldi-
selt rddkides viitab kddumise kérvaldumisele kdrgemates l&-
hendustes.

b) WEB e. kvaasiklassikaline lahendusmeetod.

WKB meetod (tuletatud nimedest Wentzel, Kramers, Bril-
louin) on rakendatav juhul, kui Schrédingeri vodrrand muutuja-
te eraldamisel taandub harilikuks diferentsiaalvdrrandiks
(ihedimensionaalse liikumise vOrrand) ja kui seejuures kal-
lalt kaugel klassikalisest pddrdepunktist (punkt, kus klas-
sikalise osakese impulss saab nulliks) muutub osakese de
Broglie lainepikkus aeglaselt punktist punkti.

Kooskblas Uhedimensionaalse liikumise vdrrandiga (vt.
valemid (35), 06 ?), (37")) oletame, et energia omavaartus-
probleemile saame anda kuju

At o+ 9 (oc)r = 0, (48)

dx1
kus

CHrt-1S. (6 -«(*».

Vorrandi (48) lahendi e3itame nn. kvaasiklassikalise

laineiunktsiooni kujul
A (%) = Aoop. [-ji—S ()J (50)

ning arendame funktsiooni »5(X) astmete jargi:

S=S041NSi+

Paigutame avaldised (50, 51) voérrandisse (48) ning vdrrutame

iga "W astme juurde kuuluva kordaja nulliga, siis saame
vorrandsisteemi
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(£-uu))»0}
cs; - 2.5058," « 0 , (52)

DI AN
<*i
mille jarkjarguline lahendamine annab (arvestades liikmeid
tépsuseni - ) funktsioonile ~ kuju st
G = 6T * jj* e« WEA 107-] )
kui > 0 ; i * * (53a)
+O)=ionb AW 41AES
kui Q4+ 0 . (53b)
Valemites (53a) ja (53b) on integraali alumiseks rajaks
x0 valitud klassikaline pddérdepunkt, kus Q2 =0

Kasutatud l&hendus on digustatud, kui

. 2
iw
" « \ 54
« S: Il 2 <2 9
. . . _ .., 2T

voi de Broglie lainepikkuse e kaudu

| ANU< uxr . (547

Lahislahendid (53), milledele pddrdepunkt Qp =0 on
singulaarseks punktiks, tuleb = 0 Umbruses kooskdlasta-
da tédpse vdrrandiga (48). Kui funktsioonid \# ja ta-

histame tUhe tdhega W(x) , saame W(x)-le vorrandi

Tuues sisse uue seltumatu muutuja ju. = \] Q4.OLf<sAw: X
ning tahistades punktidega tuletisi jargi, saame vorran-

ditele (48) ja (55) vastavalt kujud:
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i 0 vi V J =0 > (487

W + W +[*1- + | W - 0. (550

Kui oletada, et potentsiaalne energia on x0 l&ahedal
arendatav x - x0 astmete jargi, saame 02 ~ X -x0 ja
W~ (X - Xo)5 vdi Q ~ N, mistdttu pédrdepunkti

w. = 0 l&hedal vdrrandid (48"), (55") omandavad kuju

W +(<-~"r)w =0 m «5-)
Kui defineerime funktsiooni Z1fO0 , mille vdrrandi va-

sak pool erineb (55*) vasakust poolest liikme + -F 0 X(f)
poolest, s. t.

*

+fren 2 <htif+* "i-1*=0" (56)

rahuldab # podrdepunktis tépset vorrandit, kaugel k&&nu-
punktist siga, -i- - > (6
i/*4

, Uhtib 1ahend W-ga. Asendus

Besseli vdrrandile

*+-—*

. = <5?)
Seega on (56) uldlahendiks

+£3- (/*)] = (58)

Arvestades saadud tulemust ning Besseli funktsioonide
asumptootilisi avaldisi:
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ri v>

3+1. u “. - ,
r(diy # (3
CiH)tv>.
1+ N r(ixT) j
(*hO'"i£EA~Vvr>v<iz*>],
kus _1 , v
(i 1/>7).
A K
véime leida piirkonnas fi’Xx 70 ja $ 2 @ lahendid ja
X_ vastavalt, nii et on rahuldatud pidevusetingimused pdor-
depunktis:
% + IX=J0 ix =*e " (60)
<U*i = AJL
dx =380 «tx IL— Xo 7
kuna pdéordepunktist kaugel omandavad ja kvaasiklas-

sikaliste lainefunktsioonide kuju (53a, b). Funktsioonide ~ +
ja vordlus vdimaldab tépsustada valemites (53a, b) esi-
nevaid konstante ning saada 2 sdltumatut erilahendit, mis

rahuldavad I6plikkuse ja pidevuse ndudeid.

1) Kui klassikaliselt lubatud, piirkond Q*~>6 asub

piirkonnas X * , siis on soltumatutel erilahenditel ku-
du L _
fc|QI"1jr [-£ j IGIfIk] ,*<*.,
% (X)~] _1 , 5 -pn (61)
I*.C <SS tcrolLr 1 A WA R
Ho
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1
BI~AL ~ i 101 0C<XP;

K M (612)
8Q. 2 'I)I(\o + )*>x0 .

2) Kui lubatud piirkond on 3C.<Xe , siis
fC101l m-VICM[-H j (B ldamxd 3c.7ko

s « 27 - . (621
(xc'Q * <*H[£ | (tSU*'XJl],*<*OJ( N
fBIQI A~ (jjr jI<Ada], *7 kO;
+»(*)*< . - V_
b* q ~"x J +A-N /< * 622

Kui punkti x = x, labimist takistab ldpmata kbrge po-
tentsiaalbarjdar, tuleb lubatud piirkonna vastavale lahendi-
le seada tdiendav tingimus i»0) = 0 , mis mddrab lahen-
di faaai.

Naiteks, kui lubatud piirkond on x < x0 , saame sel-

les piirkonnas funktsioonide 4,5 ja asemel
-1 ( *»
™) = A0 “vUEAN £ Qdcc] ! X <X, . ©3)

Kui osake Iiigub meelevaldse kujuga potentsiaalaugus,
nii et tal on kaks podrdepunkti xc ~ x £ x* , siis pea-
vad funktsioonid "~ ja 41li selles piirkonnas kokku lange-
ma, millest jargneb kvaasiklassikaline kvanttingimus (Bohri

kvanttingimus)l
< \d <U -\ = k/K; c¢c"= (-1)Kc , (64)

vGi, arvestades et f$ (ut, = 1 y Q cix. }
x0
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(<+£); (64>)

kus n on taisarv.

Tunnelefekti arvutamisel W K B lahenduses, kui klassi-
kalises mottes keelatud piirkond on x0 ~ x ~ x* jJa osa-
keste voog liigub x-telje positiivses suunas, tuleb piir-
konnas x > moodustada ja niisugune lineaar-
kombinatsioon, rais killlalt kaugel punktist x* (Q « const.)
vastaks tasapinnalisele, x-telje positiivses suunas levivale
lainele. Té&pselt sama kombinatsiooni piirkonnas xD < Xx <
jatkatakse seejérel pidevalt piirkonda x < x0, (lahendid «//
ja "Vj ), kus lahend avaldub pealelangeva ja peegeldunud lai-
ne summa kujul.

Pealelangevale lainele vastava voo j* ja labinud lai-
nele (piirkond X > ) vastava voo jg saame arvutada vale-
mist (29). Suhe » x ~ ® defineerib barjaari labitavuse

koefitsiendi. Kvaasiklassikalises lahenduses avaldub see ku-

jul:
[- - =110 Idk. %
oo L O —— (65)
voi laia barjaari korral ( {QI clc} « 1)
*0
5] = AN Le*ul . (65<
Xo
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c) Variatsioonarvutuse meetodid.

Omavaartusvdrrand (25) on tuletatav jargmisekujulisest
variatsioonarvutuse Ulesandest! Maarata funktsioon VY ja
parameeter E nii, et integraali

vaartus oleks minimaalne, s. t.
(66)

Tingimuse (66) annab energia madalaima nivoo ja selle-
le vastava omafunktsiooni. Jargmiste nivoode leidmiseks tu-
leb vordlusfunktsioonide hulka piirata lisatingimustega, et
kéik erinevatele energiatele vastavad olekufunktsioonid olek-
sid omavahel ortogonaalsed.

Variatsioonarvutuse llesanne (66) taandub hariliku ekst-
reenuuni leidmise (lesandeks, kui vdrdlusfunktsioonid valida
sdltuvaina mbénesugustest parameetritest , C2 , eee:Cn e
Parameetrite arvu mddrab soovitud t&psus.

Omavaartusprobleemi vdime esitada kujul
E =j+*H T t 67)
kui + on normeeritud.

Siis energia miinimumi vdaravad tingimused
2£.0,..-, 2£ -0 <ea,

koos + normeerimistingimusega | Mp I3 y =\ ning
ortogonaalsusetingimustega ergutatud tasemete korral.
Lahtefunktsioonide sobiv valik vdimaldab parajneetrite
arvu vahendada. Sageli piirdutakse Uhest parameetrist séltu-
va funktsiooniga, mida vOib vaadelda vdrdlusfunktsioonide ja-
da esimese liikmena. Nditeks aatomite energiatasemete médara-
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misel kasutatakse tavaliselt vesiniku aatomi omafunktsioone,
kus varieeritavateks parameetriteks on nn. efektiivsed laen-
gud.

Variatsioonarvutuse eri meetoditest on tuntuimad Ritzi
meetod, mastaabi varieerimise meetod ja nende kombinatsioo-
nid.

Ritzi meetodi kohaselt arendatakse otsitav funktsioon
ritta mdnesuguse tdieliku funktsioonide susteemi jargi, kus-
juures praktikas piirdutakse ainult teatud 18pliku arvu Iiik-

metega, s. t.

(69)

Variatsiooniparameetriteks on siin arenduse kordajad C* e
Kuna funktsioonid *?) ei tarvitse olla ortonormeeritud,
saame omavaartusprobleemile kuju
- *
EZLCiC™* x A et 70
tK*

kus
Miinimumitingimuseks on

GY)
Kasutades neist teist (esimene annab teise suhtes kaaskomp-
lekssed avaldised), saame koefitsientidele C k. homogeense

slisteemi



mille lahenduvustingimusest

madratakse energia E vaartusel kui n-astme algebralise
vorrandi (73) lahendid.

Mastaabi varieerimise meetodit kasutatakse aatomite
energiatasemete arvutamisel, kui elektronide interaktsiooni
vOib lugeda hairituseks. N-elektroonse aatomi Hamiltoni ope-

raatoril on kuju (tuuma liitkumist ei arvesta):

74

(75)

A"
Avaldised T , U ,V rahuldavad tingimusi

(76)

Siin tdhistab n elektronide koordinaatidg kompleksi ( ry ,

Oletades, et hamiltoniaanil HO =T + U on p6hiolekus
omavaartus EO da omafunktsioon , otsime hamilto-

niaani (74) omavédartusprobleemi lahendit (pdhiolekus) kujul
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an

se avaldise
E= ~ *(r)[f@r) + i(Cn*)+ v ( 1+ (*) (*) -

Jrot*)[F(E)+«(?m) t "o

miinimumitingimusest.

4. Mittestatsionaarsete olekutega seotud

lahendusmeetodeid.

a) Diraci hdirltusarvutus uld.iuh.ul»

Vaadeldava meetodi idee kohaselt oletame, et kdik vor-
randites (27) esinevad maatrikselemendid rahuldavad tingi-
must n » mistéttu otsitavad funktsioonid

Q ~(t) vdib esitada kujul

crtt) * c”rOM + ci= U) + , 79

kus
[CA+0(t) I« ICA AWl ,K» Q « - =

Siis taanduvad vorrandid (27) jark-jarguliselt lahenda-

tavaks silisteemiks:

- 138-



k cfCitk+4» < u * Norx
‘m ia f *lu >t <N

L djt \

=

* (80)

mis lahendatakse kindlatel algtingimustel. Tavaliselt vali-

takse nn. statsionaarne algtingimus

Ct(°) = ~em. > B= > ((S1D)]
mille kohaselt vaadeldav objekt hetkel t = 0 viibis kind-
las statsionaarses olekus (hairituse "sisselllitami-
se" kontseptsioon).

Siis

cE#)ct) - ¢ t (0) =
ning t

iH ~ H,oh< n 82

madrab fulusikaliselt Uleminekuamplituudi olekust m olekus-

se k aja t jooksul.
b) Perioodiline hairitus.

Kui héiritus on perioodiline, nait.

to) ~ t, (83)
siis
i t w)t
L ) -M
2.K ** L
(CD)
avaldises tuleb Uleminekutdendosuse arvutamisel arvestada ai-
nult esimest liiget, kui < 0 (uleminek madalamasse ener-
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giatasemesse), vdi ainult teiat liiget, kui >0 (energia-
tasemete ergutamine).

Tdendosus, et ajalhikus toimub Gleminek olekust energia-
ga Em (diskreetne spekter) olekusse energiaga ((pidev
spekter) sageduste intervallis dv perioodilise hairituse

(83) toimel, on arvutatav valemist

AN Wy*" AN = * (85)

Kui Uleminekutdenddsust tahame maarata I6ppolekus ener-

giavahemiku dE kohta, saame valemi
c(W- =— IH? (0)IS(~" w)AN £ 7 (86)

kus $U) «U on energiale 7 vastavate olekute arv in-
tervallis pikkusega 4. £

Kogu Gleminekutdendosus saadakse valemi (86) integreeri-
misel, s. t.

wo= [Hs> ) r f (), + i (87)

Sageli antakse héiritusoperaatorile (83) asemel jargmine
kujus

HkJ®) C*1"* + —«~1 1 . €83-)

Siis suureneb valemis (85) Jj- esinev arvuline kordaja 4 kor-
da, naiteks (85) asemel saame

e/ w)c/n (85,)
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c) Konstantne héiritus.

Kui momendit t = 0 "lilitub sisse" hadiritus, mis jaab

edaspidi konstantseks, s. t. valemi (s3) asemel saame

t f =Hk.~( > (83"
siis vdime vastavad uUleminekuvalemid formaalselt saada ees-
pool tuletatuist, vottes kdikjal CJ = 0 (ning lUhtlasi ar-
vestades valemis (84) mdlemaid liikmeid, mis tingib arvuli-
se kordaja erinevuse).

Vastavad valemid on:

(85™)

87%)

Kui 18ppolekut iseloomustavad vaba osakese impulsi vaar-

tused px , py , Pz , siis

dv « elf-x. A * [ N </ (88)
kuna g =4~ ja téhistab impulssvektori JT suunale
PwWv.

vastavat ruuminurga elementi.
Tdendosus nditeks, et osake konstantse hairituse mdjul
lahkub seotud olekust energiaga ja liigub vabana suunas

j7 , avaldub valemiga
<p(™? /1ZTe M- . (89)

Valemis (89) tuleb maatrikselementide arvutamisel kasutada
isuguseid I8ppoleku lainefunktsioone, mis on "normeeritud"

ni
S -funktsiooni abil p-ruumis (valem (3b)).
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d) Adiabaatnc hdiritus.

Adiabaatse hairituse korral ei tarvitse ajast sdltuv
hamiltoniaan (hairitus) olla vaike, vaid tema muutumise kii-
rus on vaike, mistdttu Schrédingeri vorrandi ligikaudseteks
lahenditeks on Hamiltoni operaatori omafunktsioonid antud mo-
mendi jaoks. Sellele vastavalt arvutatakse ka omavaartused
E antud momendil ja on Uldiselt ajast soltuvad.

Kui oletada, et hetkel t avaldub olekufunktsioon

I ( (

M) =ZoAa) ) ) li"Jf (90
kus on ajast sdltuva hamiltoniaani hetkelised oma-
funktsioonid, s. t.

H(t) » (91)
saame arenduse (90) kordajate jaoks vdrrandid

eigtc « it d’t *—

S ol ©)

Valemit (91) diferentseerides aja jargi ja korrutades
funktsiooniga x*. koos jargneva integreerimisega, saame

avaldise valemis (92) esineva integraali jaoks;

9;)
dt
Seega omandavad vorrandid (92) kuju
d*t K A it & Ifold/kk = «>
Sltsteemile (94) asetame algtingimuse
=% . 05)
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Oletades suuruste , Wicw , —bﬂ , aeglast muutu-

mist ajas, vdime avaldise (94) paﬁi%al poolel olevaid suuru-
si lugeda konstantseteks ja tingimust (95) kehtivaks kdiki-
del ajahetkedel. Siis saame vorrandile (94) lahendi nn. adia-
baatilises l&éhenduses:
en (96)

Valem (96) on dige, kui Uleminekusagedus on tunduvalt erinev
hamiltoniaani vOimalikust muuturnissagedusest, nditeks perioo-
diliselt muutuva hamiltoniaani korral. Perioodiliselt muutuva
hamiltoniaani korral# kui ﬁ Onnestub esitada kujul

H eHa+ A" cm «ot f an

A A —
kus HO ja H* on konstantsed ning Hl« HO , taanduvad

valemid perioodilise hadirituse juhu valemitele.
e) Momentaanne hairitus.

Kui Hamiltoni operaator muutub véga lihikese aja jooksul
I6pliku suuruse vdrra, vdib sellest muutusest tingitud ulemi-
nekuid arvutada nn. momentaanse hdirituse meetodil. Momentaan-
se hairituse meetod on rakendatav, kui hamiltoniaani muutumise
aeg At«e — — , kus cjO~* . on flusikalise objekti
pdhioleku eéi?giale vastav sagedﬁs.

Siis vdib oletada, et hamiltoniaani muutus toimus prak-
tiliselt momentaanselt. Valides muutuse momendiks t = 0 ,
véime kirjutada, et kui t < 0 , siis susteemi kirjeldab

h&mi'ltoniaan H = fi0 . Vastav omavadrtusprobleem on
Hof* = * (98)
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Kui t ? 0, siis H = ja omavaartuspi®obleemi rahulda-

vad juba funktsioonid 17~, s

(99)
Et leida tdendosust Uleminekule *f,-* 1Iw*, kui fuisikali-
ne objekt oli esialgu olekus , tuleb funktsioon n

arendada uue hami.ltoniaani omafunktsioonide £7 jéargi:

* 4: * (100)
Arenduse kordajad 3.,~ on Uleminekutdendosuse amplituu-
dideks. Arendus (100) kehtib momendil t “wmm+ O . Momendil
t > 0 kirjeldab uuritavat objekti juba ajast s6ltuv funkt-

sioon

(101)
kus

CL™ = j S* 00 *«(*>&) =
5. Porketeooria valemeid,

a) Partsiaallainete® meetod.

Kui porkuvate osakeste vahel mdjuvad ainult tsentraal-
sed tungid, vOib vastava Schrdodingeri vorrandi lahendeid ot-
sida sfaarilistes koordinaatides reaksarendusena Legendreli

polinoomide”™ nn. partsiaallainete jargi:
'f = _<2(-)Ajl (It) P~ ( v>) . (102)
I~

Kaugel pdrketsentrist peab olema
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kusjuures efektiivne diferentsiaalne ristléige avaldub kujul:

Jercj) = | u (104)
Valemis (103) esinevad funktsioonid X ja {(*) aren-
datakse samuti fjj jargi ning vorreldakse seejéarel

avaldise (102) asimptootilise kujuga.

Tulemuseks on jargmine valem:

JUSp
ir?) = _i_& X" (105)

S.--nn. hajumisfaasid - on lahendi (102) asUmptootilises
avaldises esinevate faaside ja pealelangeva laine, & astmp-
tootilistes avaldistes esinevate faaside vahe, k - laine-
tl 5
arv, E* —— .
iv3e
Of(T = " H Z («*<)(«t~ (106)
4kl 1£=0
Integraalne efektiivne ristldige saadakse ule ruuminurkade
integreerides:
00
er = £ 4V (107)
9,-0 U-

Kui OU tahistab interaktsiooni efektiivset raadiust,

siis aeglaste osakeste korral, tingimusel <« « 1 , v0i~l
arendustes (106 - 107) piirduda vaid rea esimese liikmega,

naiteks

ds' - Hick | <’E’E’Q—l- A«(?C ~ - K 4*’&— - (106"y
Kui ~ e=Ao0”™0 = (P0=0 , saame piirkonnas

r> a jaoks vorrandi



=0, (108)

JfiL
mille lahendi esitame
i,- C Kit+N o (109
Selles lahendis sisalduv faas leitakse X ja tema
tuletise pidevuse tingimusest piirkonnas r ~ a -

b) Borni l&hendusmeetod.

Kui hajutavat potentsiaali lugeda h&dirituseks, vdib

Schrodingeri vdrrandi lahendit otsida kujus
Ww(?)=E. "7 , (110)

kus *fF(*) on hairitusliige, mis Uhtlasi kirjeldab hajunud

03akest, s. t.

i<l
f<«|, = L (111)
Vastavalt héiritusteooriale saadakse Y -le mitte-
homogeenne vdérrand
(& +ICH) "fCIf) = - u(V) , (112)
kus hajutav potentsiaal on X.(/?)- - ) .

Kui v@rrandi (112) lahendame lisatingimusega, et lahendil
oleks asumptootiline kuju (111), saame hajumisamplituudi
jaoks valemi:
* ; Qt
¥ *(&)* (o) . 113

Kui hajutav potentsiaal on sfaari lis-simmeetriline, siis
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~ ~ n mrcdjt 7 (114)
kus X ~ 2--m™ X

Borni meetod on rakendatav kullalt kiirete pealelange-

vate osakeste korral, kui

iMLO CC 4, 115)
_fc«r 7
kus on potentsiaalse energia ménesugune keskmine véartus
a - efektiivne m@juraadius ja v - pealelangeva osakese
kiirus.

Aeglaste osakeste korral, KA.« 1 , peab hajutamispo-

tentsiaal ja tema mbéjuraadius rahuldama tingimust

- A
AW o« r e oie)

c) ldentsete osakeste hajumine.

Kui hajutav ja pealelangev osake on lhte liiki, tuleb
arvestada eristamatuseprintsiibist jargnevaid summeetria
ndudeid. Suhtelistes koordinaatides vastab osakeste koordi-
naatide vahetamisele peegeldusteisendus. Kui r -* - r, siis

N~ -

Kui hajuvad poolarvulise spiniga osakesed (ndit; elekt-
ronid), tuleb arvestada kahte juhtu.

1) Kogu spin on null. Siis peab koordinaatide funktsi-
oon olema summeetriline. Valemis (10?) esinev funktsioon 4*

asendub funktsiooniga Ws , kus

iita -ia
+ L ~ [FK> ++(*-")]1 . (117)



2) Kogu spin on iks. Siis T -» w% , kus

Cfct -Cict » . -
o= A. -4 + [EC>e) - . (118)

Vastavalt
ol«-s = |F(*) +
*(£. (119)
Kui hajuvatel osakestel ei ole spinid kindla vastastiku-
se orientatsiooniga, siis arvestades, et oleku S = 0 statis-
tiline kaal on E , oleku S =1 kaal aga 3 , Saame keskmi-

se efektiivse ristldike

q06- = l«(«"s + 2. . (120)

Masskeskme slsteemis tuleb pealelangeva osakese mass asen-
dada taandatud massiga y**- , millel identsete osakeste korral

on vaartus A -1 -
Uleminek masskeskme siisteemist laboratoorsesse siisteemi,

kus enne hajutamist teine osake oli paigal, on teostatav vale-

mite abil

A N (121,
>w)+w\@>Tl& B

kus on hajumisnurk masskeskmeslisteemis, ~ jJa
vastavalt pealelangeva ja paigal olnud (hajutamistsentri) osa-
kese hajumisnurgad laboratoorses sisteemis, m" ja -

nende massid.
d) Mitteelastne hajumine.

Kui koos elastse hajumisega esineb ka osaline mitte-
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elastne hajumine, ei muutu Uksnes elastselt hajunud osakeste
faas, vaid ka amplituud. Kasutades partsiaallainete meetodit,
saame sel juhul elas_tse hajumise valemid, kui £.[*}) arendu-
ses (vai. (105)) zSLI 1 asendame mdnesuguse kompleksarvuga

fit * S* f arenduses (102) radiaalosa funktsioonid

R. kirjutame

- * —- N e - 'S
B~ A i 0 KAV 22>

Siis

‘ <-3)

Eogu elastse hajumise efektiivne ristléige avaldub
f— oo

124)

Kasutades optilist teoreemi, mille pohjal totaalne efektiiv-
ne ristldige . on vdrdeline elastselt
otse ette hajunud (hajumisnurk ~~0 ) osakeste amplituudi

imaginaarosaga, S. 0.

« o« m T 3~ W, («)
vdime arvutada valemi (123) abil ning seosest 6 " =
= 6/ - mitteelastse hajutamise efektiivse ristldi-
ke CvHJIL . !

AUJULA =T . (126)

4.0

Olgu hajutamistsentri efektiivne mGjuraadius < . Suu-

rus iseloomustab impulssmomendi absoluutvaartust
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hajutnmistsentri suiites. Kasutades hinnanguteks klassikalist
seost , saame antud /. korral pérkepara-

meetrile n” jargmise suurusjargu

nxp.~ k /Ziu+l .

voi kuna p- = K K , suurte U korral /<(/+<)~1,
yn” ~ S voi n*"~ X Rj 127)
kus on hajutatava osakese de Broglie lainepikkus.

Hinnanguid (127), vOib kasutada selleks, et valemeid (124),
(126) lihtsustada.

Kui nditeks kiired neutronid langevad nn. "absoluutselt
mustale™ tuumale, siis kbik need, millede korral r*" a ,

neelduvad, mistéttu avaldise3 (126) v6ib asendada

1- 1 =\ i kui £ 0 Vvbi X.Zz ICO-j

/C M\ -0 . kui ng >a s.t. ,
ja 1dpmatu summa taandub 18plikuks.

Aeglaste osakeste korral, kui X » ~  vBi K.a<< 1,
vOib piirduda nn. S-hajumi sega, s. o. juhuga, kui <=£=10

Siis vdime piirkonnas r < a radiaalosa RO vdrrandis
RU + X Ro #*mmRO-u(-t) RO 0 (%))

jatta kp—ga vordelise liikme dra, mistottu (127) lahend ei
s6ltu lainearvust Kk

Piirkonnas r > a langeb seevastu viimane liige &ra
@ui(h.) =0) , mistdttu selles piirkonnas (127) lahendi vdime

avaldada
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aA*(C%e + c*x > (i28>

kusjuures konstandid ja c2 sdltuvad lainearvust Kk
Avaldise (128) ja (122) vordlus vdimaldab mairata /i0 - - —-
¢ ja c2 , samuti sGltuvuse suurusest k maérab pi-
devusetingimus kummagi piirkonna kokkupuutepunktis r ~ a .
Mitteelastset hajumist vdib iseloomustada ka diferent-
siaalse efektiivse ristldike abil. Sel korral vaadeldakse ha-
jumist kui Uleminekut pealelangevast ja hajuvast osakesest
koosneva siisteemi léhteolekust Ct) Ioppolekusse XM (D).
Siin on d. (ci.) ménesuguste kvantarvude (parameetrite) komp-
leksid, mis mddravad lahteoleku (I&ppoleku), T -slsteemi
iseloomustavatele vabadusastmetele vastavad muutujad. Suhte-
listes koordinaatidee ? kirjeldab lahte- ja l6ppolekut vas-

tavalt tasalaine ja sfaariliselt hajuv laine, s. t.

kus on olekusse oi~ hajunud osakese hajumisnurk.

Valemeist (129) on lihtne arvutada efektiivne ristldige

<i30)
kus . ;Vi—:——— , yu. ' - vastavate osakes-
te taandatud massid.
Kasutades naditeks Borni ldhendusmeetodit saame amplituu-

di arvutamiseks valemiga (113) analoogilise avaldi-

® . i i\ Ui
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kus vérreldes (113)-ga on ainult potentsiaalse energia u. (17?)

asemel tema vastav maatrikselement
<uc) noxe (V) M) Ut) . a3

Olenevalt sellest, kas V on pidevate vdi diskreetsete muu-
tujate kompleks, tuleb valemis (132) vdtta integraal vOi sum-
ma. Valemeid (130 - 132) kasutatakse nditeks vabade elektroni-
de mitteelastse hajumise uurimiseks aatomielektronidel. Siis

s6ltub aatomi olekufunktsioonidest.

6. Kiirgusprobleem.

Kui piirduda mitterelativistliku laetud osakesega ning
Jétta arvestamata spin, vO8ib osakese interaktsiooni kiirgus-
vidljaga (div I*= 0) valemi (21) pdhjal kirjeldada hamiltoni-
aaniga ﬁ z:

S . * A - (133)

Kooskblas elektromagnetvdlja kvantteooiiaga arendame po-
tentsiaali A tasapinnaliste lainete jargi nn. perioodsuse

3
ruumalaga L

A am + trlAl), w
> (135)
ning on antud levikuvektoriga K~_ laine polarisatsioon-
vektor ja = C .
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Operaatorid b~ ja b~ on vastavalt footonite neel-
dumise ja kiirgumise operaatorid,millel footonite arvude n® ,

n2 ....... » eee qulflis Q1 jargmised nullist erinevad
maatrikse lemendid: 0 @ mmmmmm——o

(»«,-1*Xi~11JKr-/"X"V")a <36)

Valemitest (136) jéargneb, et viimane liige haalltoniaa-
nis (133) kirjeldab kahefotoonseid Uleminekuid. Seepdrast
vdime Uhefotoonsete lleminekutega piirdudes selle liikme &dra
jatta.

Vastavalt valemile (85*) kirjeldab aatomi uUlemineku tde-
naosust ajailhikus olekust 1 olekusse 2 footoni neeldumise-
ga jargmine avaldis:

)| Ae») <A T X (137)
kus 0 (W)\ = oL

‘Cw ey K
ostslllaatorite energeetiline tihedus ruumis L t

01 antud sagedusega elektromagnetvalja

Pidades silmas viimast avaldist ning y () kuju, saame

wx 1n X VoA 039)

Analoogilise valemi saame kiirguse tdendosuse jaoks aja-
thikus, kui toimub Uleminek 2 -*1
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Kui footoni lainepikkus A >> a , kus a on aatomi
efektiivne mddde, vdime valemeis (139 - 140) teha asenduse
J x ~ T

Arvestades seost

(@Tjn =Cwv , (141)
kus J. on osakese dipoolmoment, saame

(W 2>

kus aT on nurk ST ja kiiratud footoni polarisatsioonivek-
tori vahel .

Valem (142) annab dipoolkiirguse tdendosuse ajalihikus.
Spontaanse kiirguse intensiivsuse (ajauhikus) saame, kui aval-
dises (142) votame n”~= 0 « korrutame footoni energiaga
ning integreerime tle JL& ;

dE  Ww* ii il

|

aiti 3c3 49

Kui arvestame J arenduses jargmisi liikmeid, saa-
me nullist erinevad Ulemineku tdendosused ka niisuguste oleku-
te vahel, kas 6/w esimeses ldhenduses (dipoolses) on null.

Avaldis

(w)
annab nditeks elektrilise kvadrupoolse ning magnetilise di-

poolkiirguse summaarse tdendosuse.

Kui elektroni kirjeldaksime Diraci vdrrandi abil, s. t.
-

vt /T 7 (145)
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kus A 3 A

H, «s01 O +/1 »£e'")
c™m 1
iV » - * - *C n
*ml _
(Siin ja on 4-rea*veerulised Diraci maatriksid),

saaksime valemi (140) asemel

i m2f \ tf ji jc?
Ny oy * - J x " (140 %
3018 ,* oy s A

dh*Ja ¥ m K Un*

Avaldis (140") annab footoni kilrgumlse tbéendosuse an-
tud levikuvektoriga k~ , kuid keskmistatuna lle k&he voi-
maliku polarisatsiooni suuna.

Uleminek valemilt (140*) vastavale mitterelativistliku-

le valemile toimub formaalse asendusega ~~

7. Relativistlik elektron.

Dirac"1 v@rrandist (145) on vdimalik tuletada kahekom-
ponendiline vdrrand, kui oletada, et elektroni koguenergia
erineb véhe tema seisuenergiast **\cv , s. t. kui relati-
vistlikke efekte vaadelda parandusliikmete pdhjusena mitte-
relativistlikele suurustele.

Et vorrandist (145) saada kahekomponendilist vérrandit,

teeme asendused

(146)
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kus ja X on kahekomponandilised spiinorid.

Kui kasutame Dirac"i maatriksite kuju

e (» , 0w
kus *K on Pauli spinmaatriksid (kdik 04" ja P> maatriksi-
te elemendid on sisuliselt teist jarku maatriksid), saame
vorrandid funktsioonidele ™ ja % . Eeldusel, et
(E-U] + 2mc2 (4= ) , mis on Gige, kai|£-K]«*»C*,

viime £ elimineerida ja saame

Et r m <1«

Kasutades ligikaudseid asendusi
'L

a.w.Cl- 3.\~ VUR  Hyrer 1 1 CiQ

Mitterelativistlikku vdrrandit arvestades vdime avaldise
ut
(149) paremal pool neljandas liikmes teha asenduse E - *U «!-azA.
Tsentraalsiaaeetrilises valjaa, i( = "tiCl),
vu- * -r e - fr.
Neid méarkusi arvesse v@ttes saame
ed -fuLilfilL +-u-A_ -
¢ T_ a v~ r a*"‘e
(150)

1*7t% <(,. &«. W-e* /t /1. m r >
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Valemi (150) Ulemises reas olevad liikmed aimavad mitterela-
tivistliku kahekomponendilise Pauli v@rrandi, alumise rea
esimene liige on tingitud massi relativistlikust sdltuvusest
kiirusest, viimane liige annab spin-orbitaalse interaktsiooni.
Relativistliku vesiniku aatomi lahendamisel on otstarbe-
kas kasutada kvadreeritud Dirae®i vdrrandit, mis parast muu-
tujate eraldamist taandub radiaalosa ja nurgamuutujaist soltu-

va osa vorrandiks:

n. it n -—J ~0) (151)
» 0, <152)
ku = \\ -
> tc < "R yﬁc}) J1
B * (4+ -~x)j - nc*- 0 . (153)

Kuna voérrand (151) on sama mis mitterelativistlikul ju-

hulgi, on tal regulaarseid lahendeid, Kkui

(154)
kus

=0, 1, 2, ... , * on md&ratud tingimusest

i #(*"+0 = - {.01"3 4- A7)
Tingimus (154) annab diskreetse energiaspektri. Kui ka-
1 *

1™ - -
sutame arendust oC ° astmete jargi, saame

. *n r, olxk z*- 1 «. 3\



Diskreetsele energiaspektrile vastavad omafunktsioonid vGime

avaldada kujul:
IJ__
I M

(156)

J <4 "

(156,)

N J*_*)  on normeeritud kerapinnafunktsioonid, normeeri-
A

tud radiaalosa funktsioonid, s. t. “-(a) ja "("0 avaldu-

vad kddunud hipergeomeetriliste funktsioonide F(~V) *)

kaudu:
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4» . - £ * A~/ ~ z v (Tdr
rut+d vAT yhh (@-*> 1tic. ]

m* W*’(Mr)S {*"F"L»+<;xM j fc ) +

(157)

+ (W=-*)F (~«<."; «Y+<> N~ ~)}

/rav+*X) r <+&' N \Vt-

* rtir+0/TT" w-"~1K~?J =
i, . 057")
ex "o (tct) {-*Ft~"'W jjfc ) +
+ Fh*®; a-v+*; 4 17 )} *
Siin *» . ({+<) , kui J*€+1. , ning kui
i~ 5
+/9i-Q%zl; S=-i- «Jyf+ .
I Uvordld -
[ | & 7 kus n on peakvantarv.
N = Q+i-2"+])yx=*,t2 9 ;" > km <-0.

Kui saadud avaldistes «*"-¢0 , siis 2« f ja j.--+0

Bekurrentne seos

- 159 -



af(<;r +4;a?=r 1)a) -r f(*; tf; *) naitab,
et sel juhul <"ta) annab mitterelativistliku vesinikusar*»

nase aatomi energia omafunktsiooni radiaalosa:

6 (\- 4 / Cr+ *)I

8. Impulssmomentide liitmine jm. kisimused.

a) Impulssmomentide liitmine. Clebsch-Gordgni koefitsi-
endid.

Koosnegu fulsikaline slsteem alasisteemidest A ja B ,
millede interaktsiooni vdime jatta arvestamata. Viibigu,ala-
slisteem A kindla impulssmomendiga olekus, mida iseloomustab
kvantarv ~ , alasiisteem B vastavalt olekus, millele vas-
tab kvantarv . Susteemi kui tervikut vdime siis iseloo-

mustada funktsiooniga i
kus —J1 4 foy, 4 (1 ; ~j= * Nla e

Samaaegselt operaatoritega é.' ja ﬁ,,' on kindel vaar-

- _ 1 A t, \
tus ka summaarse momendi operaatoril 0 - + 3a"B *

Tema omavéartused on iseloomustatud kvantarvuga J , millel
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voivad olla jargmised vaartused:

J« + /- /1 "(JVi*le ~59)
n A A
Kuna D el kommuteeru operaatoritega ja ,
ei ole funktsioonid tema omafunktsiooni-
A A
deks, kiili aga 07 omafunktsioonideks. J Ja thised
omafunktsioonid ng vdime esitada funktsioonide
. lineaarkombinatsioonidena:
iy. ca,b) Nix4”cibo)
4' L3 i<(((n ijW
Valemis (160) esinevaid arenduse kordajaid nimeta-

takse Clebsch-Gordgfii koefitsientideks. Normeeritud omafunkt-

sioonide e ti*-». » k Frai
«.«»m [ (v +i .
- GGatix -t + ") .

- +%)e (- ) ed x>
(161)
T (-1 "

7 + ““rrol

B)! (t+] ~ 21 *

1018 WA+ wa.=. vw , summeerimisindeks =z kulgeb ile aitte-
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negatiivsete tdisarvude, mis pole vdiksemad kui +
Vol ega Uleta jVja- -j , ix+mx.  V5i
Liidetavate arv valemi (161) summas on Uhe v8rra suurem va-

himast arvust jargmiste arvude hulgas

i G+ v; > i
~3v / Jjr-*"* 7/
- - 4 4 -
Eri .juhud. 1) Kui jt= " , ja , SiIS saame

Clebsch-Gordgni koefitsientidele jargmise tabeli:

B 4 K
- | BX ~w + | [ % vi
Vo 2 Vo2l (162)
_ J ix+ 1 _ i - +
¢! v +4 Vo Xjc+ 4
ki j,=4 , \ 4, siis
A\ I(jrin X, )
VAVIjx+<)  VAX (S-+X)
hv
jf v+ (1-jx+4) l/ixI1Jx+0
| i +4%) CAAOtix-")
+



m Paarsuse _ja isospiniga seotud valikurees;Ixd.

Kui osakeste interaktsiooni hamiltoniaan on invariantne
peegeldusteisenduste suhtes koordinaatruumis, v6ivad toimuda
ainult niisugused protsessid, kus alg- ja Idppolekus on osa-
keste slsteemil sama paarsus.

Olekutes, mis on iseloomustatud orbitaalse impulssmomen-
di kindla absoluutvéartusega (kvantarv 3 ), on osakese paar-
sus maaratud avaldisega 3 ~ - Sama valem kehtib ka-
hest osakesest koosneva silsteemi korral, kui nende (suhtelist)
impulssmomenti masskeskme suhtes iseloomustab kvantarv -Z
Mitmest osakesest koosneva siisteemi korral, vastavalt olekutes
kvantarvudega ¥4 , N , médrab siusteemi paar-
suse nende kvantarvude (algebraline) summa: J= (<)

Mitmest sama liiki osakesest koosneva silisteemi puhul tu-
leb arvestada olekufunktsioonide slimmeetriaomadusi. Bosonite
olekufunktsioonid peavad olema summeetrilised mistahes spini-
de ja koordinaatide paari vahetamise suhtes. Kui t&histame
spinfunktsioone 2 (0 , koordinaatfunktsioone fCn?) (" on
koikide osakeste spinmuutujate kompleks, - vastavalt raa-

diusvektorite kompleks), siis on v@imalik summeetrilist oleku-

funktsiooni moodustada jargmistest kombinatsioo-
nidest:

t/s= *,«)*, (« » 4/, w)
kus indeks, s tahistab summeetrilist, indeks a - antisim-

meetrilist funktsiooni. Kahe osakese korral suhtelistes koor-
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dinaatides on lihtsalt paaris, paaritu
funktsioon (olekud vastavalt paarsustega + 1 ja - 1). See-
ga vdib (kahe osakese korral) sdltuda ainult paaris-
arvulistest % véaartustest, vastavalt ainult paarituar-
vulistest

Fermionide korral asenduvad valemid (164) antisim-

meetria nduetele vastavalt jargmistegas

Kahest elektronist koosneda susteemi korral vastab
koguspinile S =1 , - koguspinile S =0
Fermionide kohta kehtib Pauli keeluprintsiip, mille ko-

haselt fermionide sisteemis tdéendosus leida mitut osakest sa-

mas kvantolekus on null.
0) Isospin.

Prootonit ja neutronit vdib iseloomustada kii nukleoni
kahte olekut, mida iseloomustab erinev elektrilaeng. Protoon-
ses olekus on laengu vaartus 1 (mdddetud elementaarlaengu-
tes), neutroonses olekus 0

Sellele vastavalt vdime nukleoni kirjeldaQa kahekompo-

nendilise olekufunktsiooniga

(166)
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Operaatorid.

Fy-F (D V] T»*r <w)
moodustavad nn. isospinivektori. Valemid (166, 167) naitavad,
et 4~ da on Tj omaolekuteks, mis vastavad omavaar-
tusele + A (prooton) ja - A (neutron). Kui spini eeskujul
iseloomustada nukleoni ka isospini absoluutvddrtuste ruuduga,
fxx s mille omavaartused avalduvad kujul "Z(Z+4) , naeme,
et nukleoni le peame vastavusse seadma kvantarvu =

Nukleoni laengu operaator q on-defineeritud valemiga
* -
ve-Fatph o WMoy (168)
7T-mesonid, " ja "U* , moodustavad isotoopilises

ruumis tripleti, s. t. me vBime neid vaadelda jalle kui Uhe

ja sama osakese koiae erinevat olekut W+ , ja

kus

(169)

Isospinivektorit vdime sel korral iseloomustada maatriksite-

ga
10 4 o p v
H 043 = (170)
1=-1 o/ \

on Tj omaolekuteks omavéartuste-
ga vaatavalt +1 C»V , 0 CV) ja -\ CTT~) . Ope-

raatori T absoluutvaartust iseloomustab kvantarv 1
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JI -mesoni korral vordub laengu operaator tr lihtsalt ope-
A Y

raatoriga T» , s. t.
Ts = NT1)

Mesonist ja nukleonist koosnevat sisteemi vdime iseloomusta-

da nn. summaarse isotoopilise momendiga #. :
A A A

- + Tj- = 172)

Kooskblas tuumatungide laengulise séltumatuse hUpoteegi-
a
ga on mesonist ja nukleonist koosnevas sisteemis TA ja Tj

liikumisintegraal ideks.
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LISA B. VALEMEID JA SEETSIAAISETE FUNKTSIOONIDE OMADUSI.

1. Harmoonilise ostsillaatori omafunktsioonid

ja Hermite*i polinoomid.

Lineaarse harmoonilise ostsillaatori energia omavaartus-

probleami

X | I
-'ﬁuﬁ AT *F x-S EF

lahendeiks on omavdartused En = Kw(h+{)

omafunktsioonid

- - = J = V «, (1),

fSFEXW x*
X.

Valemis (2) esinevad Hermite"1l polinoomid

neeritud valemiga
v » 1 Jk - jo
* (-0 X -Jp:

voi, alates kdrgeimast astmest

- aka. tf S e(*)XKiC+ e o

Valemist (4-) saame naiteks erijuhud

- 16? -

@

ja vastavad

@

on defi-

®



HjCc*) = -42.x;
o) TEF % M (> **_+U;
, « =W-1, *»,(e)-(-t)" 1" - )1 ®)

*

Erinevat jarku polinoomid («) on seotud jargmis-

te rekursioonivalemitega:

ot z k \% ; (v

o x K k=i (*), (€2)

Ldavad ortogonaalsusetingimust

AX=-xXX K kW
N

Q)
ja diferentsiaalvérrandit
£EJL.Zx 4£ . +Zk 3"*-0,
- At . X, ®
08 X 9C2' -Ct-X>
Z. -T- = <m X
*=0 * 1 ©
Hermite"1 polinoomid on jargmiselt seotud kddunud hiper-
geomeetriliste funktsioonidega F -
[}
10 ]
VlJ*)* ()i X F(—«j i ;*0. <*»
Uaatrikselemendi
(0]
K.
x 1 +»* tn)
*»00
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arvutamisel valemiga (2) esitatud funktsioonide abil vdib ka-
sutada rekursioonivalemeid (6) koos ortogonaalsusetingimuse-

ga (7) vdi ositi
-l

integreerimist. Olgu konkreetsuse mdttes

. Siis asendame integraalis (11) vastavalt va-
lemile (4) ja Hm vastavalt valemile (3) ning integreerime

ositi m korda. Siis

\ <1f.

T e el ToOMGN L
0

(12)
Avaldises (12) tuleb arvestada ainult p esimest liiget, kus
Naiteks, kui k =1

Hn(x) avaldises ('

, Sils piisab esimesest liikmest

X * («) -r*

. (<) -,
2. ( f m=n+1,
q , kui m>n+1

Hn(x) on paaris vdi paaritu funktsioon, olenevalt sel-

lest, kas n on paaris v8i paaritu.

Seetdttu on integraal J XM AN

— 00

nullist eri-
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nev vaid siis, kui n+m+Kk on paarisarv.

Paarisarvulise k korral k =2 p , saame ositi integ-
reerides

u - T(- N (13)
£ r 011 /7=

kuna ] ji “XIXX. =
—po
Kui k<0, s.t. k-» - k siis integraalis (12)

tuleb arvestada polinoomi HQ madalaimat jarku liikmeid, mil-

le korrutamisel I. -ga_saame veel negatiivsed astmed. Nende-
w

]
le vastavad tulet5§pd 7fi_- on nullist erinevad.
Integraalis ) JLx diferentseerima niid esimest
-00

ja integreerime teist tegurit, s. o.

2r -00**- (14
= £<)r __I__I:__t
ur-0u
2. Kddunud biipergeomeetriline funktsioon.
Vérrandi™
< -y ") - oy -0 (15)

.ahendiks on funktsioon

c, F(dj x)+C4 F («i-y+ij *~V;x), (16)
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Teine erilahend avaldises (16) on singulaarne punktis x = 0.
Taisarvulise ™ korral pole saadud erilahendid lineaar**

selt sdltumatud ja v8ib piirduda ainult Uhega neist.
Erinevate parameetrite vadrtustega funktsioonide vahel

on jargmised seosed:

0 FCt+1l/r;*)-* U;*/ X);

of (**1) ) (SF)F (SA<>X) +r Flow  @O; 8

*>:

= C-x-a.*-*)FU; y) )+ (*-«0 F(«M; vy; x).

F(°M; tf-H; x) ;

FC o ™ 9

F *)B - [fU] %) 1 )

Funktsioonil ?( e.; ~ ; X ) on suurte x Vvaartuste kor-
ral Jargmine asuaptootiline kuju



f(<*; £ (ot/t/-y + 1) "*) +

£ii2 6 c#-*, [f-ot;*),
ru)
(21)
1018 N K *C(TH-0/»t/»" , }
AN«ti;x) 1+ aj xa "22])
*
Kui ot = - n , taandub kddunud hipergeomeetriline funkt-

sioon polinoomiks.

F(-n ; ~ ; x) on seotud Laguerre®i polinoomidega

Jargmiselt

LA(x) = (JA-t<)(p+]) ee=tp.+ Q) F-C-K j p.+f/ "= .

(23

Kddunud blpergeomeetrilise funktsiooni vOib saada hiper-

geomeetrilisest funktsioonist F( <. ,_D, ;N

mise piirprotsessina
- 3 x *
X =] @’> °
F.Ek’ J ) 00 p)y//»
Funktsioon F( d. , " N3 X)  on vdrrandi
01(4=%) "W -+ L* +/i «y*
tks erilahend ning on esitatav reana

F u f

X )

jéarg-

24)

(25)

(a6)

Ulesannete lahendamisel on otstarbekas teada jargmisi in-

tegraale
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F(d;  Kdaix. =
A r(u-ti) A~V~1F(*;>+Fy; @n

** S*y>-1 ; Rc X > \fUn\;

r(v) w r +
A (Y+0 e (JHe*-D) 1 -y
Kl 4) (M-V-7) ty-V-i) (y-»)(y-v-H)
"t R ey <y+¥) " (28)
M*-*)...4- (y-v-*)...(7-'/7+* -0 ]
1X ... ** ~af»0 ..-(y+n-0 J?

kus n on tdisarv, R«> > 0)
00

O1* **e* 1 F(«i; y; teX) FU*j#; tc'Xel*.

- rtri*""*"u-r- (J-.FFiv©",6?;

R*(M)>0 ; R*U) > Ra.60 <*Ec.(*".) .
(29

r -funktsiooni puhul on sobiv silmas pidada jargmisi oma-
dusi:

r<**o-*rwrwnpM»- . <30)
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r« -ru) -1; ni)***;

C(w-H) - W ( n on naturaalarv);

r(»»+i)_.KA‘ 00 <3D
AW s A A ~ ~C ~ X 4 * 2- V ( *-»«e)
yo — A nimetatakse Euleri konstandiks, C20,577.

3. Laguerre®i polinoomid.

Vesinikusarnase aatomi diskreetsele energiaspektrile

vastavad omafunktsioonid avalduvad sfaarilistes koordinaati-

des kujul  "I'n(l M., V; <« -

i (M et+*) . »* > 5w,
- g * ‘m (<o) mxam , 02)
kua ~ - Laguerre ¥ polinoom ja K M ) Legende

re 1 kaaspolinoom.

Polinoomid L~ f-at) on arvutatavad jargmise valemi abil
LAC*)=x-r*X U-~X 33)

UA(x.) = Z.m(-* Ay - (w-1 <+Iw<(34)
(-)—10&0 (-*) gvx—lc) W=-DW-1)..,(<.+D5K.

Erinevate indeksitega poliunoomide vahel kehtivad jargmised

rekurrentsed seosed
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* L2 Y B LT - LIV T(*)

tfW-HLFt (*>; @35)
o) () st (Wl («X42h+p-<) LN (-

- U+yw -») LA-x (*> ; *« A, 3, 4, ... =

Laguerre®i polinoomid rahuldavad jargmist.ortogonaalsu-
setingimust
\FTFR2T LA W L’\ )M =W ir(n4M<) (36)

0
ja diferentslaalvérrandit

*V o+ (p=e* +K~A»0. (€D

Maatrikselementide ja keskvadrtuste arvutamisel nditeks
vesinikusamase aatomi korral vOib kasutada LT %0 seost
vastava kodunud hipergeomeetrilise funktsiooniga ja seejarel
valemeid ( 27* 28 ). VOib aga kasutada otseselt ositi integ-
reerimise meetodit, mis oli kirjeldatud punktis 1.

Naiteks integraali
0-Jv~= LF,W Lj ~w

arvutamisel asendame vastavalt valemile (33) ja

L (r)0*) vastavalt valemile (34), kui n ~ m . Saame
3mfat (**%"*e') %M =

~ N (38)

= (-«" (<» « u .
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Kui k '¥Y-1, on X* avaldises kdik X astmed
mittenegatiivsed ning n-kordse diferentseerimise puhul an-

navad nullist erineva tulemuse ainult kdrgeimat jarku liik-

med:

a»"Lj"w -C./K,,t C , <T«*%._,(39)
kus kordajad C, , , **=>Ck on leitava(i valemist (34):
CO-(9 ifls (N ece o

Kui k <-1 , siis asendame valemis (38) k —-*- k ,
saame

7/\:[*""*' LAW] **..W)
(o]

Siis X""1 F (*) avaldises tarvitseb diferentseeri-
mise puhul (n >/ m) séailitada ainult X negatiivsed ast-

med] se o

kus valeni (39) pdhjal
(n+0(~+a) == (. + =) {p-*"") j
~o(pti) Ch43) o= (pt*w);
Lopptulemusena taandub integraali O arvutamine integ-
raali J" ilgvutamiseks, kus on jargmist tiupi:
g*'andX:S!,S>/-O. (43)

(Viimase tulemuse saame ositi integreerides).

Integraal " ei haju,kui p-k +<~ 0,
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Vesinikusarnase aatomi korral taandub nditeks raadiuse
mitmesuguste astmete N keskvddrtuse arvutamine jargmiste

integraalide arvutamiseks

00
a*"
kus
g- ~3e-  » O- on Bohri raadius. (46)

Kasutades eespool antud retsepti, saame naiteks
wqg = 1 [3*1 -X1t+0j;
— x C~™~+1i _3

7

MBnedes kasiraamatutes defineeritakse Laguerre®i polinoo-
mid 1V mn kujul:

LAHS) = LIX) L o» = Y. («)

Valemitega (33) ja (48) defineeritud funktsioonid 0&

Lf W on omavahel seotud jargmiselt

LAS (X) = - LA (*) - (49)

Funktsioonide kaudu avaldub vesinikusarnase aatomi
energia omafunktsioonide radiaalosa jargmiselt:
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Lopuks esitame tabeli esimeste normeeritud omgofunkt,ﬁioonide

» jJaoks, kus R~" rahuldavad tingimust M C Q1

R10=

Boo » »= §A- 5. Kp & x 'mf .

R21 = 77=- ai * >
r3< = 3 + 07?2~
R31 = —~ A~ 0~4- Al% B~ *ml .
31 6 y
*%2 = T wt? N
- gnl
*40 = i) 11" n 1 £
roz g WhEER 20 vI)EIT AN
r2= _i- n} « faj J" ;
64 e .
R NGl * e
43 ~ |-a VT? 1

Suurte peakvantarvu n vaartuste korral on funktsioonidel

jJargmine aslmptootiline kuju:



» - =/?r [Yrr;)

4. Sfaarilised funktsioonid ja liegendre ™

kaaspolunoomid.

Sfaarilised funktsioonid
on orbitaalse impulssmomendi ruudu operaatori omafunktsioo-
nid omavaartustega N\J(£-H)

Sfaariliste funktsioonide avaldises esinevad Legendre 1

kaaspolinoomid on defineeritud valemiga

pAM * (- (m~w) 1 -jfcz P&M, <5i)
- Pt,, - - fi-
* 1 o<(<
fE"U) = C-U~ P* « . ®)
Funktsioonid 1?) rahuldavad diferentsiaalvir-
randit

)

7
ja ortogonaalsosetingimusi
00
_r c AT Jg+0.1
““d-W «ii» (t- Hr = 64)
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Kehtivad jargmised seosed:

@-x*) ~j*°~ ~ Pit () ~ ({-* +1) )
Pp Cch>6») * Plc PeC«nrN) +
(55)
+ X X c*o"q Pe ;
H=1 (i+t*0 ! F}em( <)
kui om 0= o”z . +>UvA>t &, Cel-fj.);
P*( 07 on Legendreli polinoomid.

Sageli kasutatakse normeeritud kerapinnafuhktsioone

N w = "N
Kus ATT

56
U3 (56)
Erinevate indeksitega normeeritud Legendre 1 kaaspoliinoomide

vahel on jargmised seosed:

2 «+o«+MNg) LTt - - S
'L (n+oac+"|)a'l at«l«-0) K-w*
r(£_~X4-m+a.)liD >/EN
-
r(f+2pu-~viin 4.r ~ u N~ n  *p
[ (ie+<)(lete*) J lae+<)U£-0 J
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Poliinoomid (%) on avaldatavad hipergeomeetrilise

funktsiooni F kaudu:

P*(x) . (1-**05 ii; F(I*™,-( 4; taj (8,

ii
a x
ja rahuldavad diferentsiaalvdrrandit

t H A w0 ..

-uti + 1-
Normeerimata Legendre®i kaaspollinoomide vahel kehtivad
seosed

67
ci?vl pé& 4) Re+" m
o+ (E+»*) P~ >,

mida koos ortogonaalsusetingimusega (54) on otstarbekas sil-
mas pidada maatrikselementide arvutamisel ja valikureeglite

leidmisel.

5. Besseli funktsioonid.

Besseli diferentsiaalvorrandi
av +.~t”» -V N~ -0 (60)
tuldlahendi 2:v v@ime esitada jargmiselt:
a) kui w ei ole téisarv, siis
@) +Cj. 3y» (™)) (617)
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b) kui V on mistahes mittenegatiivne arv, siis

£VU)=: CAJvt¥) mx Nv (X) 6:2)

iyw= ¢, * ?'(*) + (eij)

kus C1 ja C,Z on meelevaldsed konstandid.

Valemites (61) esinevad silindrilised funktsioonid on
defineeritud jargmiselt.

Esimest liiki Besseli funktsioon Oy (x) (V~0) on

esitatav reana

1Ix)~ 2 — pl———="7T"Vw (62)

Vot k.F.0 ic.p’r_(v+K_+/>;

ning on ainus nullpunktis (x = o) regulaarne Besseli vOr-

randi lahend.

Kui V  ei ole téisarvuline, on funktsioon (Com
22 (-t avyvtuy
Ny ATO  tt! (63)

funktsioonist J\V/(X) lineaarselt séltumatu.
Kui mm on taisarvuline, V =n , siis = CONINMX).
Mittetaisarvulise korral defineeritakse Neumanni

funktsioon Ny (x) valemiga
yW = — S3-yfI I A (B

mis piirjuhul V- * n taandub valemiks
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(65)

- f(*)] -
By it u+*>! LT

" U-q ->nD! ~h+2% 7

nso /fl‘*+*'VRJ. '
kus FI*) =- C + £+ {+ o + -~

Cc=-Ff @ =0,577).
Hankeli funktsioonid K~AC*) 2~ X?\X) on esitata-

vad Besseli ja Neumanni funktsioonide kaudu jérgmiselt
X.p M ="y(x) 4 CMy(x) )
V(™) - * Nv (*J. (66)
Si lindid, liste funktsioonide kaudu avaldub ka vdrrandi
V + 8»3 =0 (67)
lahend:
ViT (68)

Vorrand (67) esineb nditeks homogeenses raskusvéijae viibiva
osakese energia omavaartusprobleeais.

Modifitseeritud Besseli vdrrandi

xY ANVANE = (69)
Gldlahendilcs on
A= (% 'me() +Cn ™) . (@0)
k
us | _ 1iJ L ; )
V(X)=<. vce™), an
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#y(*) - A

V3T ~ . 72
Besseli funktsioonide vahel kehtivad jargmised funktsionaal-
sed seosed:

*,./*> + £,,<*> - *r **) >
=2. (73)
kus on 3y> voi My

v5i nende lineaarkombinatsloon.
Analoogi liselt

iy. , W

I,.,_te)* = a. oi* "
Kyw--

<>+ Ny, W= ~ Z "

(76)
Poolearvulise indeksiga Besseli funktsioonid avalduvad ele-

mentaarsete funktsioonide kaudu, naiteks

an

N> = £~ﬁ*133_yU) (VCAA-L Vb= KV+ ~
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Antud fitisikalistele tingimustele vastava lahendi leid-

misel Uldlahendist on sageli vaja teada Besseli funktsiooni-

de asimtootilisi avaldisi.

Funktsioonide 1" < («) jaoks on vastavad valemid

toodud lisas A (vai. (59)).

kui

a) Asumptootilised avaldised 3y (*) jaoks.

Kui X 0 :
3.L9=>1 () +pm @) - - i
lif rev+o (78)

ot *¢ + 00 ;
W*>- j/S "Cx-fy-4) + ..
b) Aslmptootilised avaldised f§~ (x) jaoks.
Kui x —»o0 s
W<W " -Sx +5-3,(«)tE-]+ cJ
N ~5F (l) (-fO I+ — ;(*>0 (79)
Kui x —y+ eo
Kotx) ~{~L "*** »
h4(x) «l C*-=-*-) + eeoy”

=£g: " Tj+
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¢) Hankelt funktsioonide asimptootiline kuju,

kui x -*

noCl), ST~ -Ux-fcVv- £)
*v. £«)-% * (so)

d) Funktsioonide I17t*) ja 37VC«) asumptootilised
avaldised.

Kui X =» o0 s
10Cic)H30(cO« 1+
I, fa)-4vr_. *|j+ JIr(FIir"7TFn(S)M+-J >

X vc*)5

e (<)5{i- "o°(u)=- E*%+cj IQx)+(1)+..

(81)

Kui x -* oo

~Vv~Ar aX + e
XAU)Z * *x +

in ~ AEvVL" X + Eee>

X.M*fgc <X + ee=

= /-3F *~X + ees;

AxUY) * f-XL JuTR- AL
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Suurema tédpsuse,kui x —» 00) annavad valemid:

V*)-i/yF[py~**v-4av i

M*> = | fA°TPy Axyv]/

* <

kus S y M a 6<20) ,

£?V  ja Py on reaalsed,

C t*\- i
41 W2 Zv (Wi)l +
(wvM) hv*- -6) -a.S;
3J frE)3 ot T m
Vérrandi
S LA + £ XN Tet [tc2=-v(v+0 -0

lahenditeks on funktsioonid

-1 _J
ANsoX 1 +1 fx) .

Kui kasutada tahistusi

3

+OM= (=2 CwlJCj

_ ) (€
saame funktsioonidele

rekursioonivaiemid
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(82)

83)

@M

(85)

(86;

(s=1, 2, 3, 4 jéargmised



C1))

Erijuhud on

(88)
Naturaalarvulise indeksi, ~ =n =1, 2, 3» ... puhul
saame Uldiselt
(89

Kujule (84) taandub nditeks vaha osakese Schrddingeri
vorrand radiaalmuutujast s6ltuva funktsiooni jaoks, kuil kasu-

tada sfaarilisi koordinaate.

6. Spiinori teisenemine koordinaattelgede pddramisel.

Iseloomustagu koordinaadistik» pdéoret Euleri nurgad «F ,
J' ja (vt. joonis 111).
1 jarku spiinoriks nimetatakse 2-komponendilist suurust,

mille komponendid uleminekul koordinaadistikest (X, y, z) —»

4 C“ i)f« Ef) teisenevad lineaarhomogeenselts
(°0)

- 188 -
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kas »f v on kahe rea ja veerulise unimoduiaarse maatriksi
elemendid. Fikseeritud nurkade , =, korral vdime

maatriksi a esitada

oD

C*

Valemi (90) uldistuseks on k-ndat jarku spiinori
teisenemiseeskLri (k-ndat jarku spiinor on 2"-kom-

ponendiline suurus):
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NA, -z /1F - <fa) *x (90%)
Kui pbéorde teostame mdnesuguse podrdetelje Umber, mille

sihikoosinused tahistame vastavalt o » /* * 3 , ning

kui poéoérdenurk on , SIis suurused o n n
on seotud Euleri nurkadega N jargmiste valemi-
tega:
J i, N 4"
coo rr ==*0 - r- ;
vf-
C"D
d*** A 7 a ,
92)
- X%
/5 <ch - Pvkop o -
y+4>
> T 2 .
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