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I. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS.

1..L8plikule vEdrtusele l8hengming.

Igapdevases elus esineb sageli juhtumeid, kus mingi suu-
rus leheneb teatavale kindlgle (15p11kule) vidrtusele. Té68stu~
ses vdimaldab tootmisprotsesside automatiseerimine ja ﬁiﬁmesu—
guste ratsionaliseerimisettepanekute realiseerimine alandada
toodangu omahinda, ldhendada seda teatud miinimumile. Sportla-
ne, rakendades enam teaduslikult pdhjendatud treeningumeetodeid,
léhendab jérjest oma sportlikke tulemusi rekordile. Kolhoosi
agronoomi mureks on vietiste Jige doseerimisega iiksikutele p3l-
dudele léhendada hektarisaaki eesrindlike majandite vastavatele
néditajatele.

Nii sportlase treener, tehase peainsener kui ka kolhoosi
agronoom koostavad plaani, kus nshakse ette norm ning selle saa-
vutamise tiéhtaeg. Néditeks nidhti thes kolhoosis 1970. aastaks
ette nisu hektarisaagiks 27 tsentnerit. Planeeriti ka hektari-
saagl kasv vahepealseteks aastateks jidrgmiselt:

1963. a. 14 tsentnerit
1964. a. 16 2
1965. a. 20 e
1966. a. 22 »
1967. a. 24 "
1968. a. 25 "
1969. a. 26 b



1970. a. 27 tsentnerit
Uks treener seadis aga oma hoolealustele eesmirgiks, et
need piistitavad 1970. aastal 10 000 m uisutamise maailmarekor-
diks aja 15 min. 26 sek. Uhtlasi planeeris ta 10 000 m rekord-

aja naranemise ka vahepealseteks aastateks:

1963. a. 15 min. 40 sek.
1964. a. 15 min. 35 sek.
1965. a. 15 min. 33 sek.
1966. a. 15 min. 30 sek.
1967. a. 15 min. 29 sek.
1968. a. 15 min. 28 sek.
1969. a. 15 min. 27 sek. s
1970. a. 15 min. 26 sek.

Iga jéirjekordse voistlusega, ratsionaliseerimisettepaneku
rakendamisega voi digesti organiseeritud maasharimise ning vie-
tisekiilviga liéhendatakse tulemust piistitatud normile ehk, tei-

siti, vahe saavutatud tulemuse ja normi vahel jérjest viheneb.

Teatud juhuslikest pdhjustest sdltuvalt, nagu nditeks hai-
gus, pdud jne., v6ib esineda plaani mittetditmist, mistdttu lé-
henemine piistitatud eesmérgile ei pruugi kulgeda kogu aeg mono-
toonselt, s. t. kas kogu aeg tdusvas joones (hektarisaak) vii
kogu aeg langevas joones (10 000 m uisutamise aeg).

Tegelikus elus kohtume veel teistlaadi néhtusega. Nii n#di-
teks toodangu omahinna véi sportlike saawatuste piir, mis esi-
algu plistitatakse, vBidakse aja jooksul iiletada. Kui kunagi
peeti kuulitdukes inimvdimete piiriks 17 meetrit ja 10 000 m
uisutamises 17 minutit, siis niitid on need piirid ammu tletatud.

Kuuli on tdugatud juba tle 20 meetri ja 10 000 m uisutamise
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aeg ltheneb 15 mirmtilea:

Néiteks on joonisel 1 esitatud {ihe kolhoosi hektarisaagi
plaan ja tegelik saak tsentnerites diagrammina. Siit .nﬁhtub,et
kui plaanis esitatakse arvud kas monotoonselt kasvavatena vGi
monotoonselt kahanevatena, siis tegelilkkuses esineb nii plaani
mittetditmist kui ka selle iletamist.
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Joon. 1

Teaduse arenemisega suudetakse aga tegelikus elus jérjest
tépsemini fikse'eri@a niisuguseid piire, millistele toimub lé-
henemine.

Matemaatikas ja tema rakendustes saame anda ette vidrtusi,
mida vaadeldava muutuva suuruse vidrtused enam ei ileta, kiill
aga léhenevad sellele tdkestamatult. Neid védrtusi nimetatakse
plirvédrtusteks. Piirviddrtuse mdiste abil osutub vGimalikuks
paljude probleemide lahendamine. Edaspidi vaatlemegi niiteks
ringjoone pikkuse ja ringil pindala valemi tuletamist ja tdkes-
tamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni summa arvutamist.

Piirviirtuse abil loome ka vued, suure téhtsusega matemaatili-



sed mdisted: tuletis ja integraal, milledel omakorda on viga
lai rakendusviéli.
Jirgnevalt vaatlemegi selliseid matemaatilisi suurusi, mis

Jdrjest ldhenevad mingile 1dplikule vidrtusele.

2:.18pllkule. viEriusele lEhouevad. suurusgd

Kolmnurga ABC tipp C hakkab nihkuma alusega AB paralleel-
set sirget mssda (joon. 2). lissupgused kolmnurga elemendid osu-
tuvad sel juhul tdkestamatult kasvavateks suurustelrs, missugu-

sed tdkestamatult kahanevateks suurusteks?
4 i

A B
Joon. 2

Jidlgime tipu B juures asetseva nurga muutumist. Paneme té-
hele, et tipu C kaugenemisel l#heneb see nurk sirgnurgale ehk,
teisiti, nurga B ja sirgnurga vahe ldheneb nullile.

Seega,

kui CC' — oo , siis £B — o ehk, teisiti, «B -9 —» O.
Muutuvat suurust nimetatakse 18plikule viirtusele lihene-
vaks suuruseks, kui selle muutuva suuruse vidrtuste ja

13pliku vidrtuse vahe on tdkest 1t ev ruse.

Et nurga B ja sirgnurga vahe liéheneb nullile, s. t. see
vahe on tdkestamatult kahanev suurus, siis on nurk B 13plikule
viddrtusele léhenev suurus.

Et ka null on 18plik vi#rtus, siis toodud n#éites on 13pli-

kule viirtusele léhenevateks suurusteks veel nurgad A ja C,
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sest
kui CC' —oo, siis ZA — 0O;
ui CC' o0, siis £B -~ 0.
Seega kuuluvad tékestamatult kahanevad suurused 1splikule
viddrtusele lidhenevate suuruste hulka.

Seda arvu, millele lihenevad 18plikule viiiirtusele lé&hene-

va suuruse viédrtused, nimetatakse tema piirvisdrtusek-.

Nii on nurga B piirviidrtuseks sirgnurk, nurga A ja nurga

C piirviidirtuseks aga O

A
5 + A X
Lt 0 X X Xx4a
A
+ +HH—+ X
b 0 a XX X ]
c = x

0 % e )%,
Joon. 3

Joonisei 3 on nédidatud 3 vdimalikku juhtu muutuva suuruse
x vddrtustele X1s Xop, Xz eee vastavate punktide paigutuse koh-
ta 18plikule viddrtusele vastava punkti A suhtes.

Joonesta vihikusse 1l3ikudena muutuva suuruse vidrtustele
vastavate punktide kaugused punktist Ae.

Néeme, et 18plikule viidirtusele lihenevate suuruste korral
selle suuruse viddrtustele vastavate punktide ja 18plikule viH#r—
tusele vastava punkti vaheline kaugus léheneb nullile. Muutuva
suuruse vddrtustele vastavad punktid vdivad 1dplikule vidrtu-—
sele vastavast punktist asetseda kas vasakul (joon. 3, a) V61

paremal (joon. 3, b) vdi kord parémal, kord vasakul (joon. 3, c)..

Seega,



juhul a) on x4 - a <0,
juhul b) on x; -a>0o,
jubul c) on kord x; - a >0 ja kord x; - a . O
Vaadeldav kamgus avaldub vastavate koordinaatide vahe ab-
soluutvidrtusena. See kaugus aga l#heneb kdigil kolmel juhul
nullile.
Kiisimusi ja iilesandeid.

1. Missuguseid suurusi nimetatakse tdkestamatult kasvava-
teks suurusteks?

2. Missuguseid suurusi nimetatakse tdkestamatult kahane-
vateks suurusteks?

3. Joonisel 4 on esitatud mdnede kolmnurkade muutumine
tipu C nihkumisel m&dda joqnisel ndidatud sirget. Tee kindlaks,
missugused elemendid osutuvad seal tdkestamatult kasvavaiks,
missugused tdkestamatult kahanevaiks ja missugustel neist on
nullist erinev piirviddrtus.

o

cl

Joon. 4



Zsfupkisioopd plirviszius-

Piirvidrtuse mdistet rakendatakse funktsioonide uurimisel.
Olgu n#iteks teada, et argument x — 2 ja meid huvitab,
missugusele vidrtusele ldheneb sel juhul funktsioon 2x - 1.
Selleks kirjutame vilja rea 2-le liéhenevaid argumendi
viddrtusi ja leiame neile vastavad funktsiooni vidrtused
x i fod foded b1 iR | 1,8 | 1,9 | 1,95 | 1,9

2x-1| 1] 1,4[ 2 l 2,4 I 2,6 l 2,8 |2,9 l 2,96

Paneme tiéhele, et funktsiooni vi#rtused lihenevad 3-le.
Seega, kui vahe x - 2 lgheneb nullile, siis ka vahe

(2x - 1) - 3 léheneb nullile.
Arvu b nimetatakse funktsiooni f(x) piirvéértuseks argu-

mendi x ldhenemisel arvule a, kui koos vaghe x — a léhene-
misega nullile ka f£(x) - b liheneb nullile.

Ulesanne.
4. Koosta tabel, mis iseloomustaks jérgmiste funktsioonide
mmtumist argumendi etteantud muutumise korral:

a) =x + 3, ui x = 1; d) log x, kui x — 10;
b) &2 i x - -1 e) VX, kui x — 9;
¢) x2 + 2x - 1, kui x —» 2; £) 25, kui x - 3.

Edaspidisel iilesannete lahendamisel me ei koosta enam ta-
beleid, vaid kalkuleerime jérgmiselt.
2

Néide. Leida funktsiooni <% +‘ piirvéddrtus, kui x — 0.
Arutleme nii. Kui x —> O, stis ka x° —» O ja samti

2

5x< —» 0. Kuiaga5x2—>0 si:ls Sx -1 —=>~l. kui x = 0,

siis x + 1 —» 1 ja seega E;TT — 3 = ~1. See téhendad, et
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5—";51—1 - (-1) — 0 ja seega -1 on antud funktsiooni piirviir-
tuseks, kui x — 0.
Esitatud arutelust ilmneb, et piirvi#drtuse leidmisel kasu-
tatakse lauseid:
1) summa piirvidrtus vordub liidetavate piirviidrtuste sum-
maga;
2) korrutise piirviddrtus virdub tepgurite piirvidrtuste
korrutisega; »
3) jagatise piirvidirtus vérdub jagatava piirvidrtuse ja
jagaja piirviidirtuse jagatisega, kui- jagaja piirvidrtus
ei ole O.
Samad laused kehtivad ka siis, kui argument on éakestama-
tult kasvav suurus. z
Siinkohal nende lausete tiestusi ei esitata. Neid vGib aga
leida korgematele koolidele m#dratud matemaatika dpikuis.
Leiame niilid nditena mingi funktsiooni piirvdiértuse argu-
mendi mitme etteantud muutumise korral.

ment léheneb 1ldpmatusele.

Kui x —»o00, siis ka x2 —>occ ja l + x2 —> oo ning seega

__._1_?90.

nent ltheneb nullile.

Kui x — 0, siis ka x° -0 jals+ x° —=> 1 ning seega
——4L—§ - 1.
l+x

Néide 3. Leida funktsiooni —Li—y piirvéértus, kui argu-
T l+x
ment léheneb 2-le.
10



2

Kui x — 2, siisxe-)4:]al+x —> 5 ning
X p R
—=—s > =
1l4+x 5

Nii on eespool toodud ndidetes funktsiooni TTI_;Z piir-
viadrtuseks:

argumendi léhenemisel l3pmatusele O,

argumendi l&henemisel nullile 1,

argumendi lthenemisel 2-le -]5'

Leia antud funktsiooni piirvddrtus veel juhul, kui x — =2
ja kui x = VE.'

Funktsiooni piirvddrtuse ﬁlesmﬁrkimiseks. kasutatakse siim-—
bolit lim, mis tuleneb ladinakeelsest sdnast limes (piir). Nii
irjutame eespool vaadeldud nditeid lithemalt jérgmiselt:

um —L .0,

X =00 1 + X
1im 1

EnRtay . ).
x>0 1+x .
& &

Uldiselt, kui funktsiooni f(x) piirviidrtuseks argumendi
léhenemisel a-le on b, siis kirjutame seda iiles jédrgmiselt:

lim f£(x) = be.
X = a

Niide 4. Leida 1im yEs.
x =1

Kui x = 1, siis 1 - x —> 0. Seega murru nd.metﬁa léheneb
aullile ja lugeja l-le. Et praegusel juhul murru nimetaja osu-
tub t8kestamatult kahanevaks suuruseks, samal ajai kui lugeja
J&&b 18plikuks, siis on murd tdkestamatult kasvav suurus. See-

ga temal 13plik piirviirtus puudub. Seda tdsiasja mirgime iiles
Jjérgmiselt:

: b



1lim 1__x = oo

o e
(loeme: "Argumendi léhenemisel l-le funktsioon 1—%—; kasvab t&-
kestamatult" vsi "Funktsiooni y—=— piirvéirtuseks on 15pma-

tus").

Ulesandeid.
2. Leia jérgmiste funktsioonide piirvidértused, kui x —» O.
4 s bk A e
a) -4x + 3 %) 358 Hem H P
o
1 - X =X~ - X +
T + =% }—2— ____.g
3 3+ 2x - x
2
2 4 + 2x X - 2
X+ 2x -3 g .
L
(2x 2 1)2 5 v 6 (0 14x -2 8)2
& 0,7 + 8,6%x
b -
6. Leia piirvésrtused.
a) lim (2x - 3) g lim Xt
x >4 g
. - 2 ‘

b) 1lim (4 - x°) h) 1im Ept X =1
" Bpraen, | X 2=1X“=2x+1
c) 1lim (x4 g P 1) lim (g 3 3 - 3)
X >1 X > 2 l-x

2
‘ 5 2 X :
d) 1lim =Pyt hy 1im —22—
)xq’o(k ) J) 1(3__“+x+1)

X "3
: 2 2
2 4 - x
e e e, fesl . z.Lx}
2
£) 1m X =1 1) lim (3% - 4x° + 1)
X & =2 X 2

1. Leia jHargmiste funktsioonide piirviddrtused, kui

X =>c0.

12



‘a) 3+ x b) %2 + 5 c) %
. {h 16 - x 3+ % i
x2 'x3—1 x+-;2;
8. Leia jHrgmised piirvidrtused.
2 : p
&) 1 0 1n }rgns
X >2x°+ 3 : x »7
. 2
- 4x + 1 sin x + tan x
b) 1lim =2 2EE o e) 1lim S22 Xt tan x
$ 40 2x - 1 x 50 cos x
0 i
- 2x
e) 1lim £) 1lim 08X
8in x
RN R e x +3

4._Fupktsiooni_pidevus-

Seni lahendatud funktsiooni piirvdsrtuse leidmise ilesanne-
tes osutus funktsiooni piirvidrtus vdrdseks funktsiooni enda
vidrtusega vastaval kohal, s. t. et

lim f£(x) = f(a).
X >a

Kontrolli seda monede 1ahendatud-ﬁlesannete juures(

Kui eksisteerib f(a), mis on iihtlasi ka funktsiooni f£(x)

piirvésrtuseks tingimusel, et x —» a, siis teldakse, et
 funktsioon £(x) on kohal a pidev.

Kui see seos kehtib argumendi kbigi vd#rtuste juures c-st

vd-ni; siis seldakse, et funktsioon f(x) on pidev vahemikus c-st
d-ni, ehk, te;siti, funktsioon f(x) on pidev vahemikus c {x <d.
Kui see seos kehtib argumendi k8igi vddrtuste puhul, mis
lkuuluvad funktsiooni m##ramispiirkonda, siis 6eldakse, et funkt-
sioon f(x) on pidev. ; .
Funktsiooni graafikul kajastub pidevus joone katkematuses
(joon. 5). Seni léhemalt tundma dpitud funktsioonidest on n 1
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neaarne, vruut- jt. astmefunktsioonid, samuti eksponent- ja lo-
- garitmfuhkt;ioon ning siinus- ja koosinusfunktsioon pidevad,

s. t. et niditeks lineaarne funktsioon y = ax + b on pidev vahe-
mikus -oco {x{ oo ja logaritmfunktsioon y = log x vahemikus

0 £<x Lo>s

<
<

)
Y‘N _gbd

B~ ot
i
23

Joon. 5
-2 .
Funktsioon y x on aga
kohal x = O katkev, sest O-ga
y.% : ei saa jagada - funktsioonil
puudub védrtus kohal x = 0 (vt.

] X joon. 6). .
Samuti puudub viddrtus tan-

gensfunktsioonil, kui x-g;kﬂ—,

kus k on téisarv (joon. 7).

J oqn. 6
s-funktsiooni piirvitirtuse arvutawipe jubul, kul
fupktsioon _pole_sptud kohas widrgtud. '

Vaatleme niitid selliseéid piirvédrtuse arvutamise iilesandeid

kus funktsiooni vi#rtuse arvutamine viib tulemusele -8 voi ;—g,
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¥
A |
2 i
; I
1 |
g x in 2
-2n e 12 2, 2
| 10 | | X
| } } |
P s
: |
I I
_2. l
]
Joon. 7

s. t. et funktsiooni védrtus pole argumendi antud vidrtusel méé-
ratud. Samasugusele tulemusele jduaksime, kui leiaksime nende
funktsioonide piirvi&rtuse senikasutatud eeskirja jdrgi.

Néiteks ;
. 2

! 0 X" + 1 o0

1lim X = vEi 1im LS .22,

Wy s Mt 0 < X =00 X = 1 e

-8 Ja % ei médra tulémust. Et selgusele jouda, mis on neil juh-
tudel jagatise piirviddrtuseks, tuleb funktsiooni avaldist tei-
sendada nii, et vébaneksime tegurist, mis lugejas j‘a nimetajas
léheneb samaaegselt nullile vdi lopmatusele.
12 -
112_1_(_1_2 1 1im =% = L_IL(T_ZI
X > =3 x > —3

‘Bt x = -3, siis x ¥ =3 ja x + 3 ¥ O. See annab voimaluse
taandada murdu (x + 3)-ga, s. 0. teguriga, mis liheneb nullile,
ja otsida piirvédrtust

Bsm® (x a %),
X =3

Seega,

1im 2 - 1im  ( 3) 6
g = X - = =D
. R e X =3

2
Niide 2. Leida 1im Xt1,
X >0 x” -1

15



Juhul, kui argumendi tdkestamata kasvamise kori-al mirru
luzeja ja nimetaja ldhenevad mdlemad l3pmatusele, siis taanda-~
takse murdu ‘argumendi suurima astendaj aga astmega, mis esineb
selles murrus.

‘Antud ilesande puhul taandame murdu X -ga.

Seegza, _];_"_13
2 x
1im Ll X .20,
2 B B ST x+eo1-7
: X

sest kui x —»o0, siis';tl- — 0 ja samuti —13 — 0.

x
" Ulesandeid.
9. Leia piirvésrtused.
4x 4x
a) lim d) 1lim
x -0 5x X _»N'SSE
2 2
b) lim £ e) lim *
X -»OE - 4 -\nno35
) lm 2 £) lim &
x 0 X =00
10. Leia piirvdsrtused.
: _ "
X 2Xx -~ 2 P T S M
a) 1m 2Z=2 e) 1lim X=2x+0
B X >2x°“ - 6x + 8
; 2
X + X" -x =12
b) 1lim oz £): i 1im

e BT
x >3 X =3 %X = 2x - 15

2 ; 2
) lim X=X g) “1lim 124}1_—5

‘X >1 X+ 4x -5

% 2
a) 1im X * X h). 1im _!!_-.9__
X +»=5%x° + 5x

X +3%x° =2x = 3

11l. Leia piirvddrtused.
2 2
“a) 11mx-2x+1 ¢) 1lim 3: ;x-2
X a1 X’ - x X+l X =X =x+1
2 2 5
b) riady AELE 3x° + 2x d) 1lim 8x” -1
X +=2 xX" =x =6 x_’%Gx-Sx-o-l

16



12. Leia piirvidrtused.

4
a) lm =1 ¢) lim —%—=23%

X =00 X~ + 1 X >0 X = 3x + 1

: 3 3
o 1 l + X - 3x

By dam T——x d) lim-—j—j—z
X 00 X + 1 . X =0l +x+ 3x

13. Leia jirgmiste funktsioonide piirvéirtused
1) juhul, kui x — 0 ja
2) juhul, kui X —»ea ;

1 - 2
8)2;;[: b)'jx + 5x - 2
4x° - 3x + 1
14. Leia piirvddrtused.
a) 1im S X ) lim {EpamX
x 0
X >
P
1 - cos X : tan X - sin x
b) i T d) Un fanx ¥ sin x

6. Fupktsiooni piirvesrtuse rakendusi.

Ringjoone pikkus.
‘a) Ringjoone pikkuse mdiste..

Ringjoon on kdverjoon, pikkusiihik aga sirgldigu pikkus

(n#iteks 1 mm, 1 cm, 1 dm jne.), mistdttu pole VSimalik ring-

joone pikkust otseselt m33ta ja on vaja defineerida, mida mdis-

ta ringjoone pikkuse all.

Kul ringi sisse joonestada korrapérane hulkmrk, siis hulk-

nurga iimbermd3t, mida saab pikkusiiniku abil md3ta, on lithem

ringjoone pikkusest, sest hulknurga kiilljed on lihemad neile vas-

tavatest ringjoone kaartest. Kui niilid hulknurga tippude arvu ka-

hekordistada, siis saame uue bulknurga, mille imbermddt on pi-

kem eelmise hulknurga imbermdddust ja lihem ringjoone pikku-
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sest. Miks? Seda kahekordistamise protsessi jitkates saame hulk-
nurgad, millede imbermdddud ikka enam ja enam léhenevad ringjoo-
ne pikkuse]je.
Seda tdhelepanekut aluseks vittes defineeritaksegi ring-
Jjoone pikkus jErgmiselt. . ' :
oone pikkuseks nimetatakse ri sisse joonestat:
rapérase hulknurga timbermdddu piirvidrtust hulk-
nurga t de t3kest 1t k
7 Olgu ringi sisse joonestatud
korrapéirane n-nurk (joon. 8).
Uhendades hulknurga tipud ringi
keskpunktiga, tekivad vérdhaarsed
‘kolmnurgad alusega -za:,1 ja haaraga
r. Selle kolmnurga tipunurk on
'1%(—’?-. Tombame hulknurga apoteemi,
mis on ka vaadeldava virdhaarse
kolmnurga kdrguseks. See apoteem
jaotab antud kolmnurga OAB kaheks

Joon. 8 vdrdseks tdisnurkseks kolmnurgaks
; 600 - v
OAC ja OBC. Nendes kolmnurkades on iiks nurk J-E ja selle nurga
vastaskaavtet %. Tﬁisnui‘ksest kolmnurgast OBC vBime kirjutada

% 60°

i sin %
ehk 3
0
;P- = sin 60

Korrutades niitid virduse mdlemad pooled arvuga 2rn, Saame

n-an-2r-n-sinlgg.

Etn - a, on ringi sisse joonestatud korrapﬁrgse hulknurga
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tmberndst, siis ringjoone pikimseks on

; ' 60°
1lim «ea) ek 1im (2r « n - sin }F)‘
n ->oo(n ®n n - oo

b) AV . "
Vaatame, kuidas muutub avaldis n + sin 1%— n kasvades.
Selleks koostame jérgmise tabeli.

n ‘zgg: sin }g:—o n ¢sin lg-g—o
60° 0,8660 2,5980
30° 0,5 3,0
12 | 15° 0,2588 3,1056
24 | 7%%0° 0,1305 3,1320
48 | 3%s 0,0654 3,1392

Selle tabeli jétkamiseks el piisa enam neljakohalisest
siinuste tabelist. Kui aga kasutada jérjest suurema arvu koh—
tadega tabeleid, siis vsib téhele panna, et pérast 3,1, mis
Jdi juba antud tabelis piisima n «sin 1%2 védrtusena, J;H-lvad
edaspidi n suurenemisel piisima

J3,14; - 3,141; 3,14}5; 3,14159 Jjne.
60° - ;

Avaldise n ¢sin 25- piirviddrtust tdhistatakse kreeka kee-
le tidhega 7T (loe: pii). .

Wlﬂhisvﬁﬁrtﬁsena'on ktige enam kasutusel arv 3,14, kuid
vajaduse korral ka 3,142 v3i 3,1416.

¢) Ringjoone pikkus.

0
Et 1lim (n *sin 1%—) =9 ja ringjoone pikkus on
N =0

2o
lim (2r .n .sin %), siis tihistades ringjoone pikkuse té-
n & ;
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hega c, vdime kirjutada
¢ce= lim (n.a;) = 1lim 2r . (n.sin 125—) = orm
n -»oQ Il == 00
ehk, jdttes vahepealsed kirjutised &ra,
c = 20ir.
Et 2r = d, siis ka
c =md.
Avaldades sellest vdrdusest i, saame
=5
mis iitleb, et
iga ringjoone pikkuse ja 1#bimd3du suhe on konstantne

v rdub T —ga.

Ringi pindala.

Ringi pindala S all mdistame ringi sisse joonmestatud kor-

rapéiraste hulkmurkade S, pindalade piirviéirtust, kui hulk-
nurga tippude arv tokestamatult kasvab, s. t.

5w R mus 8 s
n-boon

Teades, et korrapiérase hulknurga pindala avaldub tema im-
bermdddu ja apoteemi poole korrutisena, voime kirjutada

(joon. 8)
: S = (n-a) ';];q
Ja
S= lim (n-<a)*

n - o0

Et lim (n-a)) = 27r ja lim k = r, siis

n <o n =»o0

S = 2!1--12' -Jrr2

ehk, jdattes vahepealse avaldise #ra,

S -ﬂ’r2.
e



tava

Maad

6370

22°

1g-

= =
o
.

12
20
2.

Ulesandeid.

Ringi raadius on r.

a) Kui suur on 1° kesknurgale vastava kaare pikkus?

b) Kui suur on 1° kesknurgale vastava sektori pindala?
Ringi raadius on 10 cm. Kui suur on

a) 15°-se1e kesknurgale vastava kaare pikkus?

b) 100%-sele kesknurgale vastava sektori pindala?
Sdnasta ringjoone kaare pikkuse leidmise eeskiri.
Sdnasta ringi sektori pindala leidmise eeskiri.

Mis on ringi segment?

Sonasta ringi segmendi pindala leidmise eeskiri.

Ringi raadius on 15 cm. Leia 25°-sele kesknurgale vas—

segmendi pindala.

2

1 meeter on ligikaudu 15—56%—555 Maa ilmberm8ddust,kui

vaadelda kerana. Kui pikk on Maa raadius?

g3-
ln?
24-

Kui pikk on iliks meridiaani kraad, kui Maa raadius on

Meridiaani minmuti pikkust nimetatakse meremiiliks.

Leia meremiili piklus meetrites, kasutades eelmise ililesande

andmeid.

8-

Mitu pdoret teeb vaguniratas minutis, kui ratta dia-

meeter on 0,85 m ja rong ssidab kiirusega 80 km tunnis?

26-

Poiss ki#ib iimber ringikujulise tiigi 7 minutiga. Xui

saur on tiigi pindala, kui poiss k&ib 10 minutiga 900 m?

&l-

Sportlane ei jookse 100 meetrit mitte oma raja kesk-

joont mésda, vaid joonisel 9 ndidatud kolme v3rdse ringjoong

kaart mssda, kusjuures vastavate ringide raadiused on 231,8 m

ja kaartele vastav kesknurk on 8,25°. Kui pika maa jooksis
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sportlane tegelikult? Kui palju kaotas sportlane aega, kui sirg
Jjoont mésda joostes oleks ta lébinud 100 m 11 sekundiga?

100 m

Joon. 9
28. Vordkiilgsesse kolmnurka, mille kiilg on a, on joonesta-
tud kolm vérdset ringi, mis puudutavad iiksteist ja kolmnurga
kiilgi (joon. 10). Leia ringide vahele j#iva kdverjoonse kolm—

nurga pindala.

Joon. 10



II. FUNKTSIOONI TULETIS.

z-Kghe lillunise betkeling.kdirus-

Joonisel 11 on esita-
s s=s(f) tud st-teljestikus ithe mit-
teiihtlase liikumise graafike.
Sellelt graafikult saame

@ vilja lugeda, kui pika tee
S Sz on keha lébinud mingiks
/ ajamomendiks.
& 0/ 1, A t Olgu ajamomendiks tl
‘ ldbinud keha tee pikkuse s;
Joon. 11 ja ajamomendiks t2 tee pik-

kuse 85 Siis ajavahemikus t2 - tl on keha lé#binud tee pikkuse
Sp - 8y

Teades antud ajavahemikus keha poolt l&bitud tee pikkust,
saame avaldada keha ligkumise keskmise kiiruse ¥v:

¥ & dhiik
o =y

Jooniselt 11 ndeme, et see keskmise kiiruse avaldis on
v3rdne k8dlu tdusuga:
Sp - Sy
tan X = -f2—_—rlo
Seega,
¥ = tanx.

Jdlgime keskmise kiiruse avaldise muutumist, kui ajavahe-
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miku t2 - tl pikkust jirjest lihendada.
Joonisel 12 on esitatud kaks juhtu, kus ajavahemik t2 - tl
on lihem ui esialgsel juhul. tp - ) <ty -ty Ja
ty = t; < ty - ty. Néeme, et keskmise kiiruse arvuline véirtus
ajavahemiku pikkuse muutumisel el jié& samaks, sest &, oy #
ja jdrelikult ka
1:ar:na2 # tanctl ¥ tanX.

Leiame niitid piirviér-

s L5t
% tuse
Y iy e s
Sty 00~ 0y
2 1
a ‘ Vaatleme joonist 12.
Sy 52 Jooniselt niieme, et 1dikaje
mis moodustab t-teljega jéz

==
I
!
(o d
[
~

jest nurgad o, o jatx2,

/%/
a
0
/ ldaheneb joone puutujale
Joon. 12 punktis (t,; Sl)’ sest

joone puutuja on joone 1l3ikaja piirseis, kui iiks 13ike-
punkt ldheneb teisele.

Et puutuja moodustab x-teljjega nurgap, siis nurgad oc,av

O£2 jne. lidhenevad nurp:alep . Seega voime kirjutada, et

S -5

o ity
1lim = tan/ .
tom> by =% I

Seda piirviadrtust nimetatakse lreha liikumise hetkeliseks

kiiruseks ajamomendil tl.

it mitteilihtlase liikumise graafik on iihe pideva funktsioco-

ni s = s(t) graafik, siis saame keslmisett ja hetkelisest kii-
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rusest kdnelda mis tahes pideva funktsiooni puhul.
Olgu joonisel 13 esitatud

funktsiooni v = £(x) graafik.

Vezatlewc argumendi vidrtust x. X

Sellele argumendi vdirtusele =

vastav funktsiooni viZrtus on

f(x). Mautugu armment 4x vor- y

ra ja funktsioon selle taga- 7 f(x)
jirjel Ay vBrra. Jooniselt B /‘<\

néeme, et Adx ja Ay on ithe

tdisnurkse kolmnurga kaateti- Joon. 13
teks ja seega

A
—5‘% = tan X,
kus & on k&dlu tousunurlk.
Funktsiooni muudu ja argumendi muudu suhet %-}: nimetatakse

funktsiooni muutumise keslkmiseks kiiruseks.

Suhte %a‘é piirvdiirtust, kuiAx — O, nimetatakse funkt-

siooni. muutumise hetkeliselss kiiruseks kohal x.

EY siin on jilleri tegewisl 1dikaja ihe 1ldikepunkti léhe-
nemiseyn teisele ja loikaja piirseisuks on puutuja, mis moodus-

tab x-tel jega nurga /5 s 8iis

A s,
A:leir.n;o i B

kusF) on puutuja tousunurk ja tar.P seega puutuja tdus. Seega,
Manktsiooni muutumise hetkeliseks kiiruseks kohal x on

fanktsiooni graafilule témmatud puutuja tdus punktis,mil-

le abstsiss on x.

Ulesandeid.

27. Joonesta ruutfunktsiooni y = x2 graafik. Leia jooni-
25



selt m3dtmise teel puutuja tdusunurk ja seejidrel tabeleid kasu-
tades selle funktsiooni muutumise hetkeling kiirus, kui x = -1;
133,872,

o)/r B ¥ S0 18

Joon. 14

30. Joonisel 14 on esitatud ménede ﬁmktsio?nide graafikud.
Leia m3dtmise teel puutuja tdusunurk ja seejirel tabeleid kasu-
tades nende funktsioonide muutumise hetkeline kiirus kohal
x = 1.

31. Kui kSva keha pésrleb imber telje, siis pésrdenurk ? on
aja t funktsioon: ¢ = £(t). Avalda:

1) pssrlemise keskmine nurkkiirus ajavahemiku At
jooksul,;
2) pédrlemise hetkeline nurkkiirus ajamomendil t.

22. Soojushulk Q, mis on vajalik anda kehale, et kuumutada
teda mingilt algtemperatuurilt 90 temperatuurini 6, on tempera-
tuuri @ funktsioon: Q = g(0). Avalda:

1) keha keskmine soojusmahtuvus keha kuumutamisel tem-—
peratuurilt 9 kuni temperatuurini 8 +A@;
2) keha soojusmahtuvus temveratuuril 6.
23. On antud punkti sirgjoonelise liilumise virrand
s = 5% + 6.

Leia liikumise keslmine kiirus:
26



a) esimese kuue sekundi jooksul;
b) ajavahemilus kolmanda sekundi 13pust kuni kuuenda
selundi ldpuni.
34. Punkt LI kaugeneb liikumatust punktist A nii, et kaugus.
Al kasvab v3rdeliselt aja ruuduga. 2 minutit pérast liikumise
algust o0li kaugus Al 12 meetrit. Leia liikumise keskmine kiirus:
a) esimese viie mimuti jooksul;
b) ajavahemikus t) = 4 min. kuni t, = 7 min.
35. On antud sirgjoonelise liikumise vdrrand
s = t3 + %.
Leia liikumise keskmine kiirus ajavahemikus tl = 4 kuni
t, = 4 +At. Kui suur on keskmine kiirus, kui At = 2; 1; 0,1;
0,03?
3€. Vabalt langev keha liigub seaduse jérgi

2
s =B, ius g = 980 —B.
€’ sek

Leia liikumise keskmine kiirus ajavahemikus tl = 5 gek.
kuni t, = (5 + At) sek. Kui suur on keskmine kiirus, kui
At =1 sek.; 0,1 sek.; 0,05 sek.; 0,001 sek.? Leia langeva
keha kiirus: -
a) 5.sekundi 13pul;
b) 10. sekundi 13pul.
Leia langeva keha kiiruse valem mis tahes ajamomendi t
jaoks.
27. Leia seniitkahurist otse iiles lastud kuuli kiirus 3
sekundit pirast lasku, kui kuuli algkiirus on 200 —ge—
Népuniéide. Jlesande lahendamiseks leia kuuli keskmine kii-

rus ajavahemiku At jooksul, vsttes At = 1; 0,1; 0,01 ja 0,001
2

ning g & 10 —25. Tee pikkuse leiame valemist s = v t - 5;—
sek
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38. Leia suhe -%gg jérgmiste funktsioonide puhul:

a) y=2x0 =x° +1, kui x = 1 jalAx = 0,1;

b) y =3, kui x = 2 jaAx = 0,01;
c) y = V%, kuli x = 4 jaAx = 0,4.
N#ita, et kui Ax — O, siis nende suhete véidrtused léhene-

vad vastavalt 4-le, - %—l'e ja %—le.

2..Fupktsioopi tuletis.

Funktsiooni muutumice hetkelist kiirust nimetatakse ka
funktsiooni tuletiseks.
Niisiis, =

funktsiooni tuletis on funktsiooni muudu ja argumendi muu-

du suhte piirvddrtus, kui argumendi muut lsheneb nullile.

Olgu antud funktsioon y = f(x). Tema tuletist téhistatakse
siimboliga y' ehk f'(x).

Seega,

A
yt = 1lim L5
- Ax + 0 Ax

Et Ay = £(x '+ 4x) - £(x), siis

Lr S T + Ax) - f(x)
Ax +0 =

£1 (X) s lim f(x +AX; - f(x).
x =0

ehk

10..Uspede_fupktsioopide. tulgtised-

a) Funktsiooni y = %2 tuletis.

Muutusn argumént Ax vérra ja funktsioon vastavalt Ay vér-

X, 8. Te
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v + by = (x +Ax)2.
Avaldame siit Ay:
Ay = (x +Ax)% - y

ehk
Ay = (x +Ax)2 s x2
Avades sulud, saame
Ay = x% + 2x +Ax + (Ax)2 - x2.
Koondame ja jagame vérduse m3lemad pooled A x-ga:
%‘% = 2x +Ax.
Hetkelise kiiruse saamiseks leiame piirvidrtuse
im —A‘% = 2x.
A%x*$ 0 A
Seega,
b) Funktsiooni y = x> tuletis.
Anna selgitused jHirgnevale tuletuskiéigulet
y +0y = (x + Ax)?;
Ay = (x +Ax)% - y;
Ay = (x +Ax)> - 27
Ay = x> + 322 . Ax + 3x » (Ax)2 + (Ax)3 - x7;
A 2 . =
5%-3: +3x - Ax + (Ax)%;
. Ay 2
1lim = 3x%,
Ax - 0 A%
Seega,
(x2) = 3x°

¢) Funktsiooni y = -}E tuletis.

Anna selgitused jirgnevale tuletuskdigulel
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k b
8y e 41z~ &
Ay = 2= X = Ax;

g x“ +x -Ax

i) - i
lim L -
R pd Sy
Seega,

& --L

X

d) Funktsiooni y = \/X tuletis.

Anna selgitused seal, kus need puuduvad!l
v +Ay = VX ¥ Ax; &
Ay = Vx + Ax - V%;
Ay  Vx+Bx - Vx
KE 3 Ax :
Et ldhenemisel nullile nii lugeja kui ka nimetaja léhene-

vad nullile, siis tuleb saadud avaldist teisendada. Laiendame
mrdu avaldisega VX + Ax + VX.

Ay . Wx+AX - VO WX+ AX + Vx)

Ax Ax(X +B% + VX)

b st B 700 ¥ Ax & 1 :
Ax(Vx +Bx + vx) Ax(VX +4x + VX) VX +Ax + VX
ket L aSe KD s

Ax +0 0% Ax 40V +Ax + VZ A%
Seega,
e
(Vx) "=

e) Funktsiooni y = x tuletis.
Siin y + Ay = x + Ax ja seega Ay = Ax. Jiirelikult,
30



A
K§ v
Ax muutumine seda tulemust ei muuda.

Seega,
ar endiga vdrdse funktsiooni tuletis on 1.

f) Konstandi tuletis.
Konstantse funktsiooni, néiteks y = ¢ graafik on paralleel-

ne x-teljega. Seega on siin Ay = O ja seetdttu ka

= . \
% o. .
Ax muutumine seda tulemust ei muuda.

Seega,
konstandiga v8rdse funktsiooni tuletis om O.

1i:.Fupkeioonide. summe, korrutise le.lssalise
fuletiged -

a) Summa tuletis.
Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x). Ulesandeks on leida
funktsiooni '
y = £(x) + g(x)
tuletis.
Kui argument muutub Ax v8rra, siis funktsioon muutudb Ay
vérra, s. t. et
vy +Ay = £(x + Ax) + g(x +Ax).
Avaldame Ay: :
Ay = £(x +Ax) + g(x +Ax) - ¥
L §



ehk :
Ay = £(x + Ax) + g(x + Ax) - £(x) - g(x).
Rithmi tame ja jagame vdrduse mlemad pooled Ax-ga, saame

%% o s .Axx2 = f£(x) . &(x +Axxl = &(x)

Tuletise leidmiseks v3tame piirvédrtuse, kﬁi Ax — 0:

= f(x +Ax) - f(x) ¥ 3 %) - x) ,
Pt B i g e | S

Et summa piirviédrtus on vdrdne liidetavate piirviddrtuste

summaga, siis

£(x + Ax) - £(x) glx +Ax) - g(x)
lim - lim .
Ax +0 ﬁ% s -7 H b e x

Et
Alim 3 £(x + Axxl = £(x) . £1(x)
X >
ja Ai:u:.o Z(x +AAxi - g(x) = g (x),
siis :

e Tl 4R (x)
ehk

) + 8] = 21 (x) + g (x) |

Kui oletada, et kumbki liidetavatest funktsioonidest v&i

vilhemalt ks neist avaldub ise kahe funktsiooni summana, nii—
teks
f(x) = h(x) + k(x)
ja seega
¥ = h(x) + k(x) + g(x),
. 8iis tdestatu pdhjal
ft{x) = h*(x) + k' (x)
. ja

e 12



y' = h'(x) + k'(x) + g'(x)
ehk

[h(x) + g(x) + k(x)]' = h'(x) + g'(x) + k' (x)

Niisiis,
summa tuletis on vdrdne liidetavate tuletiste summags.

b) Korrutise tuletis. %

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x). Ulesandeks on leida
funktsiooni

y = £(x) - gx)
tuletis.

Rakendame siingi juba tuntud skeemi.

Muutugu argument Ax vérra ja sellé tagajdrjel funktsioon
0y vorra, s. t. :

vy +Ay = £(x +0%) -g(x;rﬂx). .

Siit .

Ay = £(x +Ax) - g(x + Bx) - £(x) - g(x).

Valemi tuletamiseks lahutame v@rduse paremalt poolelt
£(x) - g(x +0x) ja et vordus jHéks kehtima, siis ka liidame
sama ;a.valdise. Niisj.is,

Ay = £(x +Ax) « glx + Ax) - £(x) - g(x +A4x) +
+ £(x) » glx +0x) - £(x) + g(x).

Rilhmitame ja lahutame liidetavad tegureiks:

Ay= [£(x +Ax) = £(x)] -g(x +Ax) + 2(x) «[&(x +Ax) - g(x)].

Jagame niitid vdrduse mdlemad pooled Ax-ga ja vétame piir-

viirtuse, kui Ax — O:

%' fix +AAx,)t K {6227 glx +Ax) + £(x) -K'L—AJ—ELMAIX' e
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Et summa piirviddrtus on vordne liidetavate piirvidrtuste
summaga ja korrutise piirviddrtus on virdne tegurite pilirvadr-

tuste korrutisega, siis

Ax -0

+ lim f(x) « lim Ei!.il%f%___siél,
Ax +0 Ax »0

S5iit saame, et

o A flx + Mx) - £(x) : v
% KX Ax o Ax A;hlo #lx +}AX) 4

y' = £'(x) « g(x) + £(x) - g'(x)

Kahe funktsiooni korrutise tuletis on vdrdne esimese tegu-

ri tuletise ja teise teguri korrutise ning teise teguri

tuletise ja esimese teguri korrutise 8 .

Niide.
(x -VT)' = x' « VX - WE) =1 .V L.
x VX x X + X x X + X e

x
= VE + 3 VX = 3 VR

e) Konstandi ja funktsiooni korrutise tuletis.

Olgu korrutises ﬁks tegureist konstant, siis

kf(x)]' = &' « £(x) + ¢ « £'(x)
jJa et c'.-= 0, siis

[e - 2x)]" = ¢ « 2 (x):

Konstandi ja funktsiooni korrutis= thletis on vdrdne kons-

tandi ja selle funktsiooni tuletise rrutisexa.

f) Jagatise tuletis.

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x). Ulesandeks on leida
funktsiooni
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tuletis.
Eeldame, et g(x) # 0. Miks?
Korrutame vorduse mSlemad pooled g(x)-ga ja leiame funkt-
siooni .
f(x) =y - g(x)
tuletise.
Korrutise tuletise definitsiooni pdhjal
£'(x) = y*' - g(x) +y - g'(x).
Siit avaldame y':
: y._f'(x)-y-A'QX).

g(x)
Asendame sSiin y = %%;—, saame
£ix
4L £ (). ~ 5155 * &'(x)
glx ’
millest
£1 . - P . pt
y' =
[2(x)]?
tise tuletis on v3rdne mur ille lu on
atava tuletise ja jagaja korrutise ning j tuletise
Jja jagat-va korrutise vahe ning nimetajaks on jagaja ruut.
N&ide.
1 2
_ —— « x° = 2x « \/x
(IC) D -2 o yF . () A -
& . <t

_x2;432.__g__._ 3.
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12..Fupktsiooni y =_xo_tuletis-

a) Funktsiooni x” tuletis, kui n on natursalarv.

Eespool leidsime, et
x'=1=1-x%

(xz)' = 2x;
(x2)1 = =2,
Leiame veel funktsioonide x* ja x° tuletise, kasutades ' or-
rutise tuletise leidmise eeskirja

(x4)' = (x3 S R 3x2 v e x? e lle 3x3 iz’ o 4x3;

(xs)' -(x3 X2 trm 3x2 e x2 4 x0 4 2x = 3x4 + 2x4 = 5x4.

Vaadeldes neid tuletisi, paneme téhele huvitavat seaduspé-

rasust, mille jé&rgi véiks oletada, et
(x*)" =n - xn'l, kus n on mis tahes naturaalarv.

Toestame, et see vdrdus tdepoolest kehtib. Toestamiseks
kasutame nn. matemaatilise induktsiooni vitet.

Toodud ndidete pdhjal eeldame, et kehtib v3rdus

()" =k » 1, uskx on 1, 2, 3, 4 voi 5.
Védidame, et kehtib vdrdus

(F*1yr o (x + 1)x¥.

Tdestuseks vaatleme astet xk*l kui korrutist xk i P ¢

leiame selle tuletise:
,(xk*l)' = (XX e x) = (X)) .x 4+ x5 . x.
Eelduse pdhjal on (x5)! = X » k-1 ja seega
(F*)0 axo 21 oy o xF ek x4+ XX - (k+ 1)xE.
Seega on viide tdestatud. '
Teame, et eeldus kehtib, kui k = 5. T6estatu pdhjal kehtib

'seos ka siis, kui k = 6.
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Niiid teame, et eeldus kehtib, kui k = €. T8estatu pshjal
kehtib seos ka siis, kui k = T.
Nii vdime seda ahelat jétkata mis tahes naturaalatvuni.

Seega,

()" = n xn'l, kus n on mis tahes naturaalarv

b) Funktsiooni x™ tuletis, kui n on negatiivne tdisarv.
Téhistame n = -m, kus m on naturaalarv. Saame

0.l

Tuletise leidmiseks rakendame jagatise tuletise leidmise

eeskirja: $
¥ 2eke UK % W08 ¢ LR o R < |
(xm) (xm)? xan - X .
Seega,

(2! = (x™)! =’ o x0-1 . o x2-1

ehk jéttes vahepealsed kirjutused &ra, saame

() =n » @1 lus n on negatiivne tdisarv

Astme 'tuletise 12idmise eeskiri on ilhesugune nii positiiv-
se kui ka negatiivse tdisarvulise astendaja korral, s. t.
tdisarvulise astend tme tuletis on v3 lne tendaja

s usega, kuid ithe v6 vihendatud aste
astme korrutisega. :

13. Néiteld fupktsioopi tuletise srvutamiscks-

Btc.f(x)=c. £'(x) ja (x*)' =n . xn'l, siis
(2x2)1 = 2 « 3%° = 6x2.
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Niide 2. Leida funktsiooni y = x' - x°

- x° tuletis.
Et summa tuletis on vdrdne liidetavate tuletiste summaga
ja (@) = n - 2L siis
y!' = 4x° - 2x.
Niéide 3. Leida funktsiooni ;
f(x)-x4+3x3;2x2+x-5'
tuletis kohal x = 1. .
Rakendame summa, korrutise, astme ja konstandi tulétise
leidmise eeskirju:
' (x) = 47 4.3 « 3x2 = 2 « 2x 4+ 1 = 4%0 4 9x° — 4x + 1;
£9(1) =4 149 +.1-4.14+1=10, X
Néide 4. Leida funktsiooni y = x VX tuletis.
Rakendame korrutise tuletise leidmise eeskirja ja samuti

valemit (Vx)' = %: ‘

x
y'ex oV:':fx - Wx)! -Vi+—2v—;o
Tulemust v8ib lihtsustada, laiendades teist liidetavat
(VX)-ga: :
v evE e R vz E . dE
Ulesandeid. :
29. Leia jérgmiste funktsioonide tuletised.

. ; e) mx + n
b)x2-3x+5 ; f)c-gx
c)%13-5x2+x g) ax® + bx + ¢
d)4x4+3x2-5x+6 : h)ﬁxo--%

40. Leia jérgmiste funktsioonide tuletised.
a) x(x + 1) a) x2(a® + x°)
b) (x+2)(x=-3) e) a1 - x
¢) (x = 5)(x + 5) £) x(2 - 2)



4. £(x) = x°. Leia £'(5); £'(-2); £'(-3).

42. g(x) = x7 - 6x? + 2. Leta g(0); &(2); g'(0); g'(4);
g' (=3).

43. Leia jdrgmiste funktsioonide tuletised.

5
a) Vx + V2 - d):g-x:—l g):}!_—z
v. 3 .4.

5 l-x 2x
b) Vx(x? - VX '+ 1) e) —_ﬁ h)m

AR 1 3
0,8y - £ _ 1 A
b o 6‘;3+;;z )t2+t+1 )»(1-x2)(1-zx3)

44. Keha massiga 3 kg liigub sirgjooneliselt seaduse jérgl
| 8=14+t4+t2
kus s on avaldatud sentimeetrites Ja t sekundites. Leia keha ki-
neetiline energia (%3) 5 sekundit pérast liikumise algust.
15. Ratas psorleb nii, et pésrdenurk on vdrdeline aja ruu-
duga. Leia nurk:kiix:usw 32 sekundit pérast liikumise algust, kui

on teada, et esimese pSsrde tegl ratas 8 sekundiga.

14: Trigonomestriliste. fupktsioopide tuletised.

a) lim DX,

x +0 E
Jooniselt 15 néeme, et £
tdisnurgast véiksema positiiv-
se kesknurga puhull on kolmnur-—
ga ADC pindala védiksem kui /) b

éektori ADC pindala ja see
omakorda véiksem kui kolmnurga
ADE pindala, s. te.

Ssanc < Sgapc < Saape*
Avaldame kolmnurkade pind- Joon. 15
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alad aluse ja kdrguse kaudu. Sektori pindala avaldub aga kesk-
‘nurga (radiaanides) ja raadiuse poole korrutisena. Kesknurga
suurus radiaanides olgu x. Ringi raadius olgu 1, s. t.
AD = AC = 1.
Seega virratustest

AD;“(.&&"(”;“
saame
BC < x < DE.

Et 38 = sin x ja AC = 1, siis BC = sin x.

Et%- tan x ja AD = 1, siis DE = tan x.

Seega, 3

sin x { x < tan x.

Jagame saadud vdrratused sin x-ga. Et meid huvitab juhtum,
kus x positiivselt poolelt ldheneb nullile, siis sin x > 0 ja
virratuse mérgid jddvad samapidisteks. 7

Saame
1 G o= P,
R o s ey R L
1<ghx <wew
Antud arvude pésrdarvude vdrdlemisel muutub vBrratuse mérk
vastupidiseks. Nditeks 3 < 5, aga %) %. Seega,
3 >_s_1%; > cos x.
Kui niitd x —» 0, siis cos x — 1.
Et si_g_:g jddb 1 ja cos x vahele, siis peab x — 0 korral
ka SLX .,
Seega,
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b) sin x tuletis.
On antud funktsioon y = sin x. Muutugu argument ' x v8rra
ja funktsioon selle tagajérjel Ay vdrra. Saame
y +Ay = sin (x + 4x).
siit ‘ Ay = sin (x + Ax) - sin x.
Kasutame siinuste vahe korrutiseks teisendamise valemit:
Ay = 2 s:LnAx .cos (x +Aé-).
Moodustame jagatise -

g.sm%-cos(x+

A
A% " =
sin
. cos (x + 52_)
Kui niitid Ax — 0, siis saamegi otsitava tuletise:

Aijio %% = 1lim sin. e cos (x + Ax)

Ax »0
& sin Af
Kui Ax —-0, siis ka 5 —0 ja lim —? =1

x -0

Ax)

g

o |

%l-locosx.
Ax-»O

Niisiis,

(sin x)' = cos x

¢) cos x tuletis.
On antud funktsioon y = cos x. Kui argumendi muutﬁmisel

Ax vdrra funktsioon muutub Ay vérra, siis
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y + Ay = cos (x + Ax).
Siit
Ay = cos (x + 0x) - cos x.
Kamtades koosinuste vahe korrutiseks teisendamise vale-
mit, saame

Ay = -2 sin%l‘ . sin (x +42’5).
Moodustame . jagatise

A QSm%’E-sin(x-rA%)
R

mille kirjutame kujus

Kui niiid Ax — 0, siis saamegi otsitava tuletise:

A
A;ilioz\)é = - sin x,

s. t.

(cos x)! = - sin x

d) tan x tuletis. A
Olgn antud funktsioon y = tan x. Et tan x = %})-jﬁ, siis
kasutame otsitava tuletise leidmiseks jagatise tuletise leidmi-

se eeskirja. Saame

(sin X)1 . £O8 X * cos x - sin x (=sin x) _
coSs X : coszx

2 cos®x + sig_zx Sl
cos cos’x

Seega,

| (tan x)! = ——Tl
cos“x
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Ulesandeid.
&Q. Leia jiargmiste funktsioonide tuletised.

a) sin’x e) sin 2x
b) cos’x £) cos 2x
¢) sin x - cos x g) tan 2x
d) sin x . cos x h) tan’x

47. Teades, et

cotx-ﬁ; sec x = coéxja cosecx--é-ﬁ}—x
leia funktsioonide cot X, sec x ja cosec x tuletised.

48. Leia jHirgmiste funktsioonide muutumise hetkelised
kiirused antud kohtades.

a) sin x, kuix-zg; : a) sin}x,kuix-%;
4
b) cosx,kuix--%; e)-’%—+2c032x,kuix-§;

c) 2x> 4+ 3sin2x, kutx =% 2) S8 & ki x e 44,

" 49. Leia jérgmiste funktsioonide tuletised.

a) VX sin’x 2% ra) —~tan x
VX ¢ cos x
2

b) 312 . 00821 d) .x._'__s.g_;

VX cos x



12:.Tuletiste. tabel-

Funktsioon Tuletis
b 4 1
- 2x
13 3x2
xn,tgga:i;von n 1
g il
x x2
=
VX E?Vi :
c 0
sin x cos X
cos X - sin x
1
" CosS X
f(x) + g(x) £ (x) + g'(x)
£(x) - g(x) £1(x) + glx) + g'(x) - £(x)
£(x £1(x) o g(x) - g'(x) - £(x)
, ku 0
s ey (2(x)] 2
16 _Fupktsiooni ekstreemumid.

Vaatleme funktsiooni y = f(x) graafikut joonisel 1€&. Argu-
mendi vidrtusel xl on funktsiooni védrtus suurem kui tema naab-
ruses asuvate argumendi vddrtuste korral. Sel juhul iitleme, et

funktsioonil on kohal Xq maksimum. Argumendi vidrtust Xy nime-

tatakse sel juhul ka funktsiooni maksimumkohaks.

Missugusel argumendi vidsrtusel on funktsioonil f(x) jooni-

sel 16 veel maksimum?
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Argumendi vdtrtusel x, on funktsiooni viirtus vaiksem ki
tema naabruses asuvate argumendi viidrtuste korral. Sel juhul
itleme, et funktsioonil on kohal X5 miinimum. Arpgumendi vEsy-
tust Xo nimetatakse sel juhul ka miinimumkohaks.

Missugusel arcumendi vé#rtusel on funktsioonil f(x) joo-

nisel 16 veel miinimum?

X
X 0 x, X3 X4

Joon. 1€
Funktsiooni maksimumi ja miinimumi nimetatakse iihise nime-

tusega funktsiooni ekstreemumitelrs. Vastavaid argumendi vEirtu-

si nimetatakse ekstreemumkohtadeks ja vastavaid punkte funkt-

siooni graafikul - ekstreemumpunktideks.

Seega,
funktsioonil on maksimum niisugusel endi vdtrtusel,
millele vastav funktsiooni vésrtus on suurem naabruses

asuvatele arpgumendi viidrtustele vastavatest funktsiooni

vitirtustest g
Ja :
funktsioonil on miinimum niisugusel argumendi vidrtusel,

millele vastav funktsiooni vid#rtus on viiksem naabruses

asuvatele argumendi vétrtustele vastavatest funktsiooni

. vddrtustest.
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Jélgime kBvera puutuja asendit ekstreemumpunktides.
y Joonisel 17 néeme, et
ekstreemumpunktides on puu-

tuja x-teljega paralleelne,
/;;;——-;—— s. t. et ekstreemumpunktides
\\\, // on puutuja téusunurk 0 ja

[REEe- FiX
// seega ka puutuja tdéus O.

See tdsiasi v@imaldab

meil funktsiooni avaldisest
Joon. 17 médrata, millistel argumendi
viiirtustel on funktsioonil ekstreemum.
Teatavasti avaldub puutuja tdus tuletisena. =
Seega, kui on antud funktsioon y = f(x), siis ekstreemum-—
kohtade leidmiseks tuleb lahendada v@rrand
f1(x) = 0.
selle funktsiooni graafiku ekstreemumpunktid.
Ulesande lahendamiseks leiame antud funktsiooni tuletise
y' = 3x% - 6x - 9
ja lahendame vOrrandi
3x2 - 6x - 9 = O.
Lahenditeks on
Xy = -1 Jja X, = e
Seega,antud funktsiooni ekstreemumkohtadeks on argumendi
vidrtused -1 ja 3.
Leitud arvud on ekstreemumpunktide abstsissideks. Ordinaa-
di védrtused lei-me funktsiooni avaldisest: :
Py =37 <3 3% 9 3.4 5= u20



Vo= (-7 -3 . (1) -9 . (-1) + 5 = 10.
Seega on ekstreemumpunktideks El(_l; 10) ja 32(5; =5a)5

Kisimasi ja llesandeid.

50. Missugune joon on ruutfunktsiooni graafikuks?

Sl. Knidas asetseb parabool koordinaatteljestikus, kui
ruutliikme kordaja on positiivne? negatiivme?

52. Missuguse ruutliikme kordaja puhul on parabooli hari-
punkt maksimumpunktiks? miinimumpunktiks?

e

53. Leia funktsiooni y = 3x° - 12 ekstreemumkoht. Kas see

on maksimum- vCi miinimumkoht?

54. Leia funktsiooni y = -4x2 - 16 ekstreemumkoht. Kas see
on maksimum- v3i miinimumkoht?

25+ Leia jérgmiste ruutfunktsioonide graafikute haripunk-
tid.

a) x2 -3 + 5 e) (x + 2)(x - 3)

b) -2x% + x =1 £) (3% + 1)(2 = x)

¢) 3 - 6x + %2 g) (2= )2 - (2t + 1)?

a) ex -3x2+1  m) (0,3t + 2,1)2 = (2,7x = 3,5)2

56. Teia jArpgmiste funktsioonide ekstreemumkohad.

a) 2x” - 3%2 - 36x + 19 e) %0 - 9x2 + 15x + 1
W) %20 o P s 2 £) x> - 12x° + 36x - 15
c) %x4 - 8x g) x* - 4x7 + 4x% - 13
d) sin x + % cos 2x h) tan x - 8 sin x

53. Leia eelmises {ilesandes antud funktsioonide graafikute
e'streemumpunktide koordinaadid.
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17..9Seuring_je.vébime viirtuge leiduise
§lesended-

Funktsiooni visrtus, mis vastab ekstreemumkohale, on suu-
rem voi véiksem ekstreemumkoha naaberpunktidele vastavatest
Tunktsiooni vdirtustest.

Et ekstreemumkohti saab kergesti tuletise abil‘ leida,siis
naljudes probleemides kasutatakse tuletist suurima: vsi vﬁhiﬁa
viiirtuse leidmises.

Toome mdned n#ited.

tis oleks suurim. =
Olgu ks arv x, siis teine on 70 - x. Funktsioon, mille
maksimumkoht tuleb leida, on
y = x(70 - x)
ehk
y = 70x - x2.
Leiame tuletise ja vdrdsustame selle nulliga:
y' = 70 - 2x; 70 - 2x = O,
millest x = 35.

Et antud funktsioon on ruutfunktsioon negatiivse ruutliik-
me kordajaga, siis haripunkt on maksimumpunktiks ja seega kor-
rutis

95.4.35 = 1225
on suurim.

Ndide 2. Missuguste modtmete korral on silindrilujulise
konservitoosi valmistamiseks kulutatud vihim hulk plekki, kui 1
konservitoosi ruumala on V.

Téhistame silindri pshja raadiuse tihega r, kdrguse tiéhega
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h ja tdispindala téhega S. Siis
S = 2firh + oAr”,
millele lisandub iilesande andmete kohaselt tingimus ﬂrzh =V,
mis v6imaldab 'meil S avaldada kas r v3i h funktsioonina.
Avaldame virdusest V = r?h niiteks h:

\'A
h = —
Tr
ja asetame selle S avaldisse:
\'4 2
S = 2qr . "—2 + 2Mr-©.
xTr
Pirast taandamist saame
S = 2—1‘! + 2’”’.‘2-

Et leida, missuguse r vidrtuse korral on S vddrtus viik-

seim, selleks leiame tuletise ja vdrdsustame selle O-gas

st --%va-d-irr;
-

-32"+44rr-o.
r

Lahendame selle v3rrandi:
-V + 26r> = 0;

>
r-\/;"-;.
3
Eth-gr—‘:!, siis h = ‘:,2-3—1—-\/-%7.
w\[ @2 \[F

Parema iilevaate saamiseks konservitoosi kujust leiame suh-

(f__— 3
V. - oF 1 il
- T_I”‘- -vguz,

s. t. et konservitoosi k3rgus peab olema kaks korda suurem kui

te i—':

T
E-

PE|

49



raadius, ehk teisiti, konservitoosi pahja 18bimd5t ja kdrgus
peavad olema vordsed.

Tekib kiisimus: kas leitud tulemuste korral kulub konservi-
toosi valmistamiseks vihim voi suurim hulk plekki.

Bt leitud tulemused peavad kehtima iga V vidrtuse korral,
siis esitatud kiisimusele vastuse leidmise hdlbustamiseks v3ta-
me V= 2@ dm’. Siis r Jﬁ;’; =1 (an) jah -i/%?f = 2 (dm) .Kon~
servitoosi valmist-miéeks ulub sel juhul plekki

Sw2ge1l 24+ 200 12 = 6 (am?).

Kni aga sama ruumala juures néiteks r = 2 dm, siis
\'4

h=E;2=—ﬁ7?—’%=%(dm) ja
S=2m.2 .5+ 2w. 2° = 10a (dm?).
Et viimane tulemmus on suurem kui eelmine, mis pidi aga
olema kas suurim v3i vdikseim, siis siit jdreldub, et meil on

leitud tulemuste korral tegemist minimaalse plekikogusega.
Ulesandeid.

8. 20 cm pikkune 1oik on jaotatud kahte ossa. Uks osa
véetakse ristkiiliku aluseks, teine kdrguseks. llissususe aluse
puhul on ristkiliku pindala suurim?

§2. Ristkiliku pindala on 100 cm2. Missuguste mddtmete kor-
ral on selle ristkiiliku lmbermddt suurim?

gg. Kolmnurga pindala on 18. Ehita see kolmnurk nii, et te-
ma aluse ja kBrguse summa oleks vdikseim. Mitu lahendit on sel..
lel tilesandel?

€l. Ruuduimjulise plekitahvli kiilg on 60 cm. Plekitahvli
nurkadest tuleb 18igata #ra 4 ruutu nii, et jérelejddmnud osast

saaks servi iiles pdorates suurima ruumalaga karbi (joon. 18).
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Leia vdljaldigatavate ruutude kiilje pikkus.
62. Ristkilikukujulisest papitii-

Kist, mille m33tmed on 3 dm ja 5 am,

tuleb valmistada kaaneta karp. Sel-

leks loigatakse papitiki nurkadest #ra

vordsed ruudud ja murtakse servad iiles.

Kui suur peab olema vidljalGigatavate

ruutude kiilg, et karbi ruumala oleks

suurim?

é}. M3dda mdne konservitoosi kSr- Joon. 18
gus ja pdhja 1lébimd3t ning leia, kui palju oleks saanud plekki
kokku hoida:

a) iilhe sama ruumalaga konservitoosi valmistamisel;

b) 100 000 sellise konservitoosi valmistamisel (vt. ndi-

de 2).

64. M55da tikutoosi mddtmed. Kui suur on tema ruumala? liis—
sugused peavad olema tikutoosi modtmed, et tema valmistamiseks
kuluks vihim hulk materjali, eeldades, et toosi piklms on tiku
pikkusega médratud ja iihte toosi pandavate tikkude arv jddb
samaks? (Arvutuste hdlbustamiseks loeme toosi kesta ja sahtli
ristldike m33tmed vdrdseteks.)

65. Kuldas tuleb valida silindrikujulise (pealt lahtise)

liitri m3dtmed, et tema valmistamiseks kuluks viéhim hulk plek—
; ?
3 §§. Soovitakse valmistada 1000-1liitriline silindrikujuline
boiler. Kiilje materjali ruutdetsimeeter maksab 50 kop., otste
materjali ruutdetsimeeter 1 rbl. Missuguste mddtmete korral on

boileri materjalikulud véikseimad?

! TRU Roamatukogy %
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67. Risttahukakujulise paagi pShjaks on ruut. Paagi pind-
ala ilma kaaneta on 108 am?. Missugused peavad olema paagi
m35tmed, et paagi ruumala oleks suurim?

68. Tuleb valmistada pealt lahtine risttahukakujuline anum,
mille pdhjaks on ruut ja mille ruumala on 32¢ . Millised peavad
olema anuma m&dtmed, et ‘selle valmistamiseks kuluks vihim hulk
materjali?

£9. Soovitakse valmistada 100-liitriline risttahukakujuli-
ne ruudukujﬁlise pdhjaga akvaarium. Kuidas tuleb wvalida akvaa-
riumi mddtmed, et

a) punasest vasest servad maksaksid vdimalikult vihe?

b) pdhi- ja killgpind tuleksid v@imalikult o&avad?

ZQ' Aken koosneb ristkiilikust ja sellele asetatud poolrin-
gist. Akna tlimbermddt on p. Kuidas tuleb valida akna laius ja
korgus, et akent ldbiv valgushulk oleks suurim?

Ji. Raamatu lehekiiljele soovitakse mahutada S cm2 teksti
ja jétta selle tmber { cm laiused #éred. Missugused m&dtmed
peavad olema lehel, et raamatu valmistamiseks kuluks v@imali-
kult viéhe paberit? :

72. Lahenda eelmine iilesanne juhul, kui € = 1,5 ja S = 196

ome

. Kui palju on v8imalik kokku hoida paberit, kui raamatu le-
hekiiljel on teksti 11 X 17,8 cm?, raamatus on 400 lehekiilge ja
raamatu tiraaZ on 30 000 eksemplari?

13- veeapum koosneb lahtisest silindrist ja selle otsa
kinnitatud poolkerast. Missugused peavad olema selle anuma mddt-
med, et tema valmistamiseks kuluks v@imalikult viéhe materjali,
kui anuma ruumala on V m3¥

15. Vdrdhaarse kolmnurga aluse ja kdrguse -summa on Se.

Kolmnurk p6drleb oma kdrguse imber. Missugune seos peab olema
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aluse ja kdrzuse vahel, et tekkinud pssrdkeha ruumala oleks
maksimaalne? '

15 Koonuse kdrgus on 12 cm ja pdhja raadius on 6. cm. Mis—
sugused on suurima ruumalaga silindri mdotmed, mida saab kujun-
dada koonusesse nii, et silindri pShi asetseks koonuse pdhjal?

76. Koonuse kdrgus on 21 cm ja pshja raadius 7 cm. Missu-
sused on koonusesse kujundatud suurima tédispindalaga silihdri
mds tmed?

77. Kolme 6 m pikkuse kepi abil ehitatakse korrapirase
kolmnurkse pliramiidi kujuline telk. Kui suur peab olema piira-

miidi kBrgus, et telgis oleks vdimalikult rohkem thku?



III. FUNKTSIOONIDE UURIMINE TULETISE ABIL.

18, Fupktsioonl telpe Ja_ kolwas tuletis.

Ulesandeid.

78+ Leia jirgmiste funktsioonide tuletised..

a) y=3x2+3x + 3 d) y = sin x + cos x
b) y = 5- 6x° + Tx e) y = tan x - gri—

c).y = 3::'5-3x2+-% £) y = 4x + 33:"'5
x

12. Vaatle ﬁlesandes 78 saadud tulemusi funktsioonina ja
leia nende tuletised.

80. Vaatle llesandes 79 saadud tulemusi jéllegi funktsioo-
.nina ja leia nende tuletised.

Funktsiooni teiseks tuletiseks etat e fu o] tu-

letise tuletist. Seda tdéhistatakse y" voi f£"(x). Nditeks kui

y = cos2x, siis

y!'! = =2 cos x ¢« sin x;

2

y" = =2(-sin“x + coszx).

Kuidas saab leitud y' ja y" avaldisi liihemalt iiles kirju-
tada? X

Missupuste funktsioonide teisi tuletisi tuleb leida iilesan
des.79? :

Funktsiooni kolmandaks tuletiseks nimetatakse funktsiooni
teise tuletise tuletist. Seda téhistatakse y™ woi £'™ (x).

Néiteks kui
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vy=dxt s 30+ 222 4 x -1,
siis
y* -1613+912+4x+1,
y" = 48x2 + 18x + 4,
y™= 96x + 18.
Missuguste funktsioonide kolmandaid tuletisi tuleb leida
iilesandes 807
Funktsiooni tuletis antud kohas mé&rab funktsiooni muutu-
mise hetkelise kiiruse sellel kohal. Funktsiooni teine tuletis
antud kohas midrab seega funktsiooni tuletise muutumise hetke-
lise kiiruse antud kohas. Kiiruse muutumise kiirust nimetatak-
se kiirenduseks. Seega médrab teine tuletis funktsiooni muutu-~
mise hetkelise kiirenduse antud kohas.

Kiisimusi ja iilesandeid.

8l. Leia jédrgmiste funktsioonide muutumise hetkeline kii-
rendu_:-: kohal x = 1.

a) y = 4x° + 3x ' c)y=2Vx-2
b)y-'jx"-’jx‘j-ox3 d)y-x’3+x‘2+x‘1
© 82. Leia jargniste funktsioonide kolmandad tuletised..
a)y-x3+4x2+3x-10 c)y-sinzx
b)y-5x3;6i2-4x+17 d) y = cos x - sin x

83. Kuidas leida funktsiooni neljandat tuletist y(“?
84. Kuidas leida funktsiooni n-ndat tuletist y(™)?
85. Leia funktsiooni y = 2x - 4x° + 3x + 5 esimesed neli

tuletist. Mida v3ib delda kdbigi jérgmiste tuletiste kohta?

4 + 3:3 - ,2:2 + 1 esimesed ne-

1i tuletist. Mida vGib Selda jérgmiste tuletiste kohta?

86. Leia funktsiooni y = —4x
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8. Leia funktsiooni y = sin x esimesed neli tuletist. Li-
da v3ib delda jirgmiste tuletiste kohta?
88. Leia funktsiooni.y = cos x esimesed neli tuletist. Mi-

da voib delda jirpmiste tuletiste kohta?

12, Fupktsioopi_kasvamine Ja. kshanemine-

Teatavasti nimetatakse funktsiooni antud kohas kasvavaks,
kui positiivsetele argumendi muutudele vastavad positiivsed
funktsiooni muudud, ja kahanevaks, kui positiivsetele argumen-

di muuutudele vastavad negatiivsed funktsiooni muudud.

g y
Ax>0 Ax>0
dy>0 n dy<0
X Ax
0 Ax X X \ 0 X
)Ay \
A
Joon. 19 Joon. 20

Joonisel 19 on esitatud kasvava funktsiooni graafik ja
joonisel 20 kahaneva funktsiooni graafik. Nendel graafikutel on
nimetatud tingimused muutude kohta kehtivad iga punkti suhtes.

Seega on suhe %‘x‘L kasvava funktsiooni puhul positiivme ja
kahaneva funktsiooni puhul negatiivne. Kui O =3 0, siis esime-
sel juhul j&&b Ay 1kka positiivseks ja teisel juhul ikka nega—
tiivseks. Seega on kasvava funktsiooni korral

ja kahaneva mnktsio_oni korral
A
1lim » Exx Tl

Ax »
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Seega,

funktsiooni kasvamise tunnuseks on y'> O

ja

funktsiooni kahanemise tunnuseks on y' < O

Kui funktsioon on iihes piirkonnas kasvav ja teises kahanev,
nagu néiteks ruutfunktsioon, siis on v8rratus y' > O rahuldatud
kasvamispiirkonnas ja y'< O kahanemispiirkonnas.

Funktsiooni kasvamispiirkonna leidmiseks tuleb seega la-
hendada vdrratus y'> O ja kahanemispiirkonna leidmiseks vérra-
tus y' < O.

Néide. Leida funktsiooni y = x2 - %x + 5 kasvamis— ja ka-
hanemispiirkond.

Ulesande lahendamiseks leiame funktsiooni tuletise:

y' = 2x - 3.

Kasvamispiirkonnas on y'> 0, s. t. 2x = 3 > 0, Siit
X %.

Kahanemispiirkonnas on y'< 0, s. t. 2x - 3 < 0. Siit
x < %.

‘ Seega on funktsioon y = x2 -~ 3x + 5 piirkonnas x >-3 kas—
vav ja piirkommnas x < % kahanev .

20, Fkatreswmpunktid-
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kasv e ldhedb iile k isele, sii n e e
mumpunktid maksimumpunktid.

Kui ine liéheb iile kasvamisele, siis ekstree-

mumpunktid miinimumpunktid.

Et kasvamispiirkonnas moodustab puutuja x-teljega terav-
nurga ja kahanemispiirkonnas niirinurga, siis iileminekupunktides
peab puutuja olema paralleelne x-teljega.

Nagu juba teame, ongi ekstreemumpunktides y' = O.

Niide. Leida funktsiooni y = x - 3x° - 9x - 1 kasvamis-
Jja kahanemispiirkonnad ning ekstreemumpunktid.

Leiame antud funktsiooni tuletise:

y! = 3x2 - 6x - é.
Et ekstreemumpunktides y' = O, siis saame siit vBrrandi:
3x2 - 6x -9 =0;
x2 -2x = 3=0
ekstreemumpunktide abstsisside médramiseks.
Kasvamispiirkonna leidmiseks tuleb lshendada Qﬁrratus
22wl Bt S
ja kahanemispiirkonna leidmiseks v3rratus
x° = 25 = 3,40,

Et ruutfunktsiooni x° - 2x - 3 nullkohtadeks on x; = -1
Jja X, = 3 ning et ruutliikme kordaja on positiivne, siis on
vaadeldav ruutfunktsioon positiivne piirkondades

xlial, 18 X >3
ning negatiivne piirkonnas
-1<x< 3.
Seega on antud funktsiooni kasvamispiirkondadeks x < =1

Ja x> 3 ning kahanemispiirkonnaks -1 < x < 3.
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Kasvamine léheb iiie kahanemisele punktis, mille abstsiss
on -1, ja kahanemine iile kasvamisele punktis, mille abstsiss on
3. Seega on -1 maksimumkohaks ja 3 miinimumkohaks. Leiame niitid
veel ekstreemﬁmpunktide ordinaadid:

¥y = (D% = 3(-1)2 -9 ¢ (<1) -1 = 4
Yp=3 -3-3-9.3-1a=.-28.

Seega on maksimumpunktiks (-1; 4) ja miinimumpunktiks

(3; -28).

Ulesandeid.
89. Néita, et funktsioon y = X’ + x on kogu ulatuses kas-
vav.
2(_). Missugustel x viddrtustel on funktsioon y = x3- 3x2+ T
kahanev? A
Q1. Leia jérgmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemis-
piirkonnad.
a)y=x> - 52° +3x-5
b) y = 2x7 - 1522 + 36x - 24
c) y = 2x7 - 6x2 - 18x + T
A y=xt-22?2_5
e)y-x5-514+5x3+1
22- Selgita, kas funktsioon
Yy =8inx+ co8Xx
on kohtadel x, = 0, x, = -% Ja Xy = ?-‘E kasvav v31l kahanev.
93. Selgita, kas funktsioon
Yy = 8in 2x + cos 2x

s
on kohtadel xn =0, xz-{-rz, x3--19-r2, x4--J-;", 15_9{

kasvav v861 kahanev.
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4. Leia jérgmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemis- .
piirkonnad ning ekstreemumpunktid.
a)xz-x-2 f):\:g-x3

b)-%x2+21-§ g)x5-322+2

c)-lz'x2+2x+3 h)%‘!3-12+%
&) Y i 1) 0,1x* = 1,32% + 3,6
e) %x4-8x 3) -l%x3+x-1

#lz.Tupktsioonl. lperus. le.pdgusus.

25 oty ‘
A i G

Joon.

y y

e

Joon. 22
Joonisel 21 on esitatud mdnede funktsioonide graafikud,
mis on k3ik kumerad kSverad, Ja joonisel 22 m¥nede funktsioonide
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graafikud, mis on k3ik ndgusad kSverad.
Paljude funktsioonide graafikud on aga iihes vahemikus ku-

merad, teises ndgusad (joon. 23).
Millal on ruutfunktsiooni

y

graafikuks kumer parabool, mil-

lal ndgus? / \
Seame niilid ilesandeks lei- /

P 0 X
da tunnused, mille jérgl vGib \-/
funktsiooni graafilut négemata,
ainult tema analiiiitilisele esi- Joon. 23

tusele tuginedes, leids piirkonnad, kus funktsiooni graafik on
kumer ja kus n¥gus. Vastavalt nimetatakse ka funktsiooni nen-
des piirkondades kumeraks ja ndgusaks.

a) Kumerus.

Olgu antud koordinaatteljestikus kumer kBver (joon. 24).

y )

AI\ Az
% /r L1 f A
X4 X5\

P A
As
Ag
Joon. 24

Ehitame sellele kiverale mitmes tema punktis puutujad. Kenname

need puutujad paralleelliikke abil punkti P, millest 1 iihiku 'kau-
gusel on vertikaalne sirge s. Paralleelliikke abil ifilekantud puu-
tujad 13ikavad seda sirget s vastavalt punktides Al, A2, A3, A4,

q\) }5 ’\
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AS’ Ag. Leigud OA,, 0A,, OA,3, 0A4, OAS’ OAG, esitavad vastavate
pautujate tduse. Miks? Ndeme, et nendel tSusudel on kindel suu-
rusjérjsstus: :
0Ay > OAp > OAg > OAy > OAg > OAg.
Need t3usud vastavad argumendi védrtustele
X) < X5 < X3 < Xy < Xg < Xgeo
Kui tdusu vddrtusi vaadelda mingi funktsiooni viddrtustena,
siis argumendi suurenedes selle funktsiooni véidrtused kahanevad,
mis aga tdhendab, et see funktsioon on kahanev (joon. 25).
Olgu funktsioon, mille graa-
y fikuks on eespool antud kumer k8-
ver (joon. 24), y = f(x).‘Sellele
graafikule tdmmatud puutujate
y tousude vddrtused on aga funkt-

W R B 0 G 5B it ) ek tisteie At
luse tulemusena jdudsime jérel-
dusele, et funktsioon f£'(x) on

Joon. 25 kghanev. Kahanemise tunnuseks on

tema tuletise negatiivsus, s. t. £"(x) < 0.
Niisiis,

funktsioon on kumer seal, kus f"(x) < O

Funktsiooni kumeruspiirkonna mééramiseks tuleb seega lahen-
deda vdrratus y" < O.

Néide 1. Leida funktsiooni y = 3x° - x2 + 1 kumeruspiir-
kond.

Et y' = 9x2 - 2x ja y" = 18x - 2, siis iilesande lahendl

sasme v3rratuse 18x - 2.< 0 lahendamise tulemusena, S.0. X <%-
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Niide 2. Kas funktsioon y = x' - x° on kohal x = 1 kumer?

Leiame jélle esimese ja teise tuletise:
y' = 4x0 - 2x; y" = 12x° - 2.
Et y" = 10 > 0, siis funktsioon y = - x2 ei ole
X=
kohal x = 1 kumer.

b) N8gusus.

Olgu antud koordinaatteljestikus ndgus kdver (joon. 26).
Ehitame sellele kdverale mitmes tema punktis puuﬁujad. Kanname
need puutujad paralleelliikke abil punkti P, millest 1 thiku kau-
gusel on vertikaalne sirge s. Paralleelliikke abil iilekantud puu-
tujad 16ikavad seda sirget s vastavalt punktides A, A2, A3, Ay,
AS.’ Ag. Ldigud 0A;, OA,, 0A3, 0Ay4, 0A5, OAg esitavad vastavate
puutujate tduse. Miks? Nideme, et nendel tdusudel on kindel suu-
rusjérjestus:

OA) < OA; < OA; < OA, < OAg < OAg.

Q\))’
-

Joon. 26
Need t¥usud vastavad argumendi vidrtustele
X) < Xy < Xz <Xy < Xg < Xge
.Kui t3usu viértusi vaadelda jdlle mingi funktsiooni véér-
tustena, siis on see funktsioon kasvav, sest argumendi suure-
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nedes ka funktsiooni vé#rtused suurenevad (joon. 27).

Kui antud ndgus kdver

y (f=or. 26) on funktsiooni
/ f£(x) graafiluks, siis on tdu-~
sude viénrtused funktsiooni
0] X x f'(x) védrtusteks ja et see

X X X3 / X5 Xg

funktsioon on kasvav, siis

peab £"(x) > 0.

4 Niisiis,

Joon. 27 funktsioon on ndgus seal,
kus £"(x) > 0

Kuidas saab leida funktsiooni négususpiirkonda?
Knidas saab kindlaks teha, kas funktsioon on etteantud
kohas nggus?

c) Maksimum- ja miini nktide tunnused.

Olgu antud funktsioon y = f£(x).

Teame, et tema ekstreemumkohad saadakse kédtte vdrrandi
f£t(x) = O lahendamise teel. Jd#b aga middramata, kas need on
maksimum- v3i miinimumkohad. Seda saame kindlaks teha, kui ka-
sutame t3siasja, et maksimumpunktis on funktsioon kumer ja mii-
nimumpunktis ndgus.

Olgu vdrrandi f£'(x) = O lahenditeks n#iteks x; Ja x, s.t.
f'(xi) = 0 ja f'(xk) =0,

Osutugu niiid, et f"(xi) >0 ja f"(xk) < 0, s. t. kohal x,
on funktsioon ndgus ja kohal X kumer. Seega on funktsioonil
f£(x) kohal x; miinimum ja kohal x, maksimum.

Néide. Leida funktsiooni y = x> - 2,5x° - 12x + 5 maksimum-
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ja miinimumkohad .
Ulesande lanendamiseks leiame kdigepealt ekstreemumkohad.
Selleks tuleb lahendada vGrrand
3x? - 5x - 12 = O.
Lahenditeks on x; = -% Ja x, = 3.
Et kindlaks teha, kumb neist on maksimum-, kumb miinimum-—
kohaks, selleks leiame teise tuletise
y" = 6x -5
ja kontrollime selle mirki, kui x = - 3jax=3

¥ =6+ (-8 -5=-13<0

.4

¥ =6+3-5=13>0.

x=3
Seega on x) = - % maksimmkohaks ja X, = 3 miinimmkohaks.
Ulesandeid.
95. Naita, et funktsioon x' + x on x iga védrtuse korral
ndguse. .
Q6. Missugustel x viirtustel on funktsioon 13- 2124- L

97. Missupgustel x védrtustel on funktsioon 3x0 + 4x2 - 5

98. Leia jérgmiste funktsioonide kumerus- ja ndgususpiir-

°

8)Y-‘]3‘x3+%x T I |

b) y = 3,6x7 - 2,4x2 + 1,2x + 0,5

¢) y =52 = 3x2 41
d)Y'2!4—3x3+x2-x
g 4 g

e)y--;x —II
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29. Leia jérgmiste funktsioonide maksimum- ja miinimum-
kohad .

a)12-32+2 d)x3-—4xz+2x-1

b)3x2+4x—1 9)13+x2-x+1

¢) 2x3 - 3x2 + x £) 2x* + x> - 5
22._Kégpupunkt.

Punkte, kus kumerus léhedb iile ndgususeks v8i kus ndgusus
léheb iile kumeruseks, nimetatakse ké&nupunktideks.
Kus asub joonisel 23 kdédnupunkt?
Et kumeruspiirkonnas y" < O ja nﬁgususpiirkonnas > faties ¥ 3 R
siis ki&nupunktide abstsissid on vérrandi ;
y* =0
lahenditeks.
Niide. Leida kbvera y = x — 4x° + 3x - 4 kinupunktid.
Ulesande lahendamiseks lelame antud funktsiooni esimese ja
teise tuletise:
yt = 3x2 - 8x + 3;
y" = 6x - 8.
Kd#nupunkti abstsissi saame vdrrandist
6x -8 =0,

kust

x-%c

Kddnupunkti ordinaadi leidmiseks asetame x -% funktsiooni

avaldisse:
N O L I L I G
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{lesandeid.

100. Leia jérgmiste funktsioonide kd#nupunktid.

a) 10x> - 152° - 11 e) (x - 3)2(x - 10)

b) x0 = x% + 2x + 1 d) (x - 1)(x = 7)(x + 5)

101. Leia jérgmiste funktsioonide nullkohad, ekstreemumko-
had ja k#&nupunktid.

a) 2x° - 3x d) (x=-1)(x+ 2)
b) X% - 4x - 3 e) (x + 1)(x - 3)2
c) 3:4 + 2x° £) (2x = 1)(3x + 2)(x + 1)

102. Leia Jérgmiste "funktsioonide nullkohad, positiivsus-
ja negatiivsuspiirkonnad, ekstreemumpunktid, kasvamis- ja kaha-
nemispiirkonnad, k##nupunktid ning kumerus- ja n3gususpiirkon-
nad. Saadud andmete jdrgi skitseeri vastavad k3verad.

a) (x + 2)(2x - 1) d) x° - 3x
b) {x - 1)(x = 2)(x + 3) o) x* = 4s?
) 3x7 - 2x2 - x £) 222 - x* 21



IV. TULETISE MOISTE KASUTAMINE VORRANDITE
LIGIKAUDSEL LAHENDAMISEL.

22s.¥orrevdi.liglkeudng. lebendaning -

Lineaarsete ja ruutvdrrandite lahendamine toimudb kindlate
eeskirjade kohaselt ja tulemuseks saadakse alati tépne lahend.

1) 3x =1 = T; 2) 2x° - 3x + 1 = 0;
+
31.8; x.}-;@;
x =% X = F=1

% # % b %

Kui ruutvdrrandi lahend avaldub irratsionaalarvuna, siis
leides mutjuure kas algoritmi abil teatud tépsusega v8i kasu-
tades tabeleid, saame ruutv@rrandi lahendid ligikaudsete Xkim-
nendmurdudena.

2x2 +X=2=0;

&+
g +1;

+
ra =LY 4,123
x, &~ 2!'%-2-1%0,78;
=5,123
x,~ =242~ ), 08.

Siin on lahendid antud sajandiku t&psusega.
Paljudel juhtumitel, eriti kdrgema astme v3rrandite puhul,



pole aga v3imalik anda v8rrandi lahendamiseks kindlaid eeskir-
Ju. Sel juhul kasutatakse vSrrandi lahendamiseks nn. ligikaud-

seid meetodeid.

Nende meetodite abil tapsustatakse'esialgseid proovimise
teel vii graafiknlt leitud l&ahendeid.

Olgu antud néiteks vdrrand

13 -3x - 5= 0,
Téhistame vdrrandi vasaku poole f(x)-ga, s. t.
£f(x) = 20 = 3x - 5.
Kui x = 1, siis £(1) = =7;
S 2 Nos £(2) w3
" x=3, B: JT(3) 413,

Saadud tulemuste pShjal v3ib Selda, et antud vdrrandil on
lahend 2 ja 3 vahel. Miks? Seega vdib arve 2 ja 3 vaadelda la-
hendi esimeste léhenditena. ;

Kni lahendit pole vaja leida suure téipéusega, siis vdime
Selda, et vorrandi x - 3x - 5 = O lahendiks on x = 2.

Lahendi tépsustamiseks, s. t. tema kimnendike ja sajandike
médramiseks v&ib kasutada samasugust proovimise vdtet, kuid see
mutudb arvutustehniliselt tiilikaks. Seetdttu ongl matemaatikas
tuletatud valemeid, mille abil saab vdrrandi lahendeid kergemi-
ni tépsustada.

Olgu antud vdrrand f(x) = O, s. t. iilesandeks on méérata
funktsiooni y = f(x) nullkoht. Esitagu joonisel 28 kujutatud kd-
ver ﬁnktsiooni y = £(x) graafikut. Téhistame selle funktsiooni
nullkoha téhega x,, mis aga téhendab, et x,.on antud vérrandi
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tédpne lahend.
Oletame, et proovimise teel on
leitud antud vérrandi lahendi esi-
. mesevks_lﬂhendiks X, Sete. X, X
ehk

X xo-x1+a’

kus a on nne. andus, mis nditab
ligikaudse lahendi erinevust tép-
Joon. 28 sest lahendist.

- Abstsissile x vastab graafikul punkt Pl' Lébi selle punk-
t1 Ksverale tdmmatud puutuja moodustsb x-teljega nurga o, . Sel-
le puutuja tous ky = £* (xl) = tan,. Puutuja ja x-talj‘e 184ke—
punkt méHirab antud vérrendi lahendile mérksa parema lihendi x,
kui seda on Xy i

Kasutades joonisel esitatud kolmnurka, vGime kirjutada

f(xl).

- = tan &, -
X) - X, 1

Jja siit
f(xl).

5.7 To. T Ry
Et

tan al s (xl),
siis :
f(xl)
22 - xl - ?r.(xl--).

Kui tahame saada veel tdpsemat lahendit, siis ehitame ki-
veral pankti P2(x2; y2) ja ldbi selle punkti tdmbame pmtuja,
mis lbilﬂmisel x-teljega méddrabki antud vérrandi lahendile tép-
sema ldéhendi Xz. Et siin on probleem tipselt samasugune nagu X,
mééiramisel, siis vdime kohe kirjutada, et

0 -



£(x5)
s fois i |
Kui, ia sellest t&psuseét ei piisa, siis tuleb analoogili-
se mdttekéigu abil leida Jhrgmine léhend:
" (x5)
Xy = X5 - 'f'r(—-)' Jjne.
Néide. Olgu tarvis leida vﬁrrandi
. x> -x-5=0
Tahendi 5iged numbrid: hini” tahdnddxent s
Antud tilesandes on f(x) ‘= x° - x ~ 5. Proovimise teel leia—
me, et £(1) = -5 ja £(2) = 1. Seega on lahend 1 ja 2 vahel ja
ilmselt lihem kahele kui iihele, sest £(2) erineb nullist viéhem
e T(1). Seega votame x, = 2.
Newtoni vBtte rakendamiseks on vaja teada f(x) tuletist:
£1(x) = " . T,
Niitd vime avaldada x,:

12'2'%'2“%{”1’9”'

Edasi leiame samuti X3 Jja x4h

x5 = 1,909 -gag%'g~ 1,909 - 0,005 = 1,904;
x, = 1,904 - %xlﬁm - 0,0002 &/ 1,904.

Et kﬁik kohad kuni tuhandikeni j&id pﬁs;ma, siis vdime del-
da, et saadud lahend x = .1,904 esitab antud vdrrandi lahendi &i-
ged numbrid kuni tuhandikeni. j

Ulesandeid.

103. Lahenda jérgmised ruutvdrrandid, leides lahendid sa-
jandiku tépsusega.
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a) x% = 30 d) x° = 3x -3 =0
b)3x2=78 - e)12+x-8-0
) 2,3x° - 46,1 =0 . f) 2x° - 5x+1=0
104. Leia, missuguste tdéisarvude vahel on jérgmistel vir-
randitel lahend. ;

a)x3~3x-—l-0‘ d)x3+x2-1-0
b) X’ - 5x - 10 = O e) %2 - 3:2 +2x-1=0
) x2 + 2,5¢ + 40 = O £) %) + 2x2 =3x + 1= 0

10%. Leia jérgmiste vdrrandite lahenditéle téisarvulised

iﬁhendid ja tédpsusta neid Newtoni vittega.
a)x3-4x.+7-6 d) x> + 6x° + 5« 0
b) x) =6x + 3,5=0 &) x’ -2x +18 =0
¢) ) = 2x =5=0 f)x4-x-4-0

106. Varrandi x4 Px + @ = O lahendid on samad, mis v3r-
randil X0 = -pX - g. Seega on antud vdrrandi lahenditeks funkt-
sioonide

S’fx3 Ja Y ='apx -q
graafikute 1ldikepunktide abstsissid. Kasutades seda tésiasja,
kontrolli ilesande 103 ja iilesande 104 kahe esimese vdrrandi
lahendeid graafiliselt.

107+ Pane avaldises x? + bx° + cx + d téhe x asemele
(x + a). Missugune vidrtus tuleb anda a-le, et pérast asenda-
mist poleks avaldises enam x2-ga liiget?

108. On antud vorrand x° - 3x2 + 2x = 1 = 0. Teisenda sel-
le farrandi vasak pool ﬁiisuguseks, et sealt puuduks xz—ga 11i-
ge. Kas antud vBrrandil ja saadud vdrrandil on i{ihesugused la-
hendid? Mille v8rra need lahendid erinevad?

109. Lahenda vdrrandid jargmise skeemi kohaselt:



1) kasuta ruutliikmest vabastamise teisendust;

2) leia saadud vdrrandile ligikaudsed lahendid, kasu-
tades funktsiooni y = x3 gzaafiknt;

3) tépsusta saadud lahendeid Newtoni vSttega sajan-

dikeni.
a) x? - X e D ; d) x2 + 3x° =x-3=0
b) x0 - 6x° -~ 10 = 0 e) x° - 359:2 - 3,9x + 10,8 = O

e) X2+ 2x° =3x +1=0 £) x5 = 4,2x2 - 12,6x + 45,9 = 0



V. NEWIONI BINOOMVALEM.

2. Biv00wl. 5.t . estmete ereniid-

Summa ruudu ja summa kuubi valemite jérgi vdime kirjutada:
(x+1)2=x+2x4+1;° :
: (x+1)% =27 + 3x% + 3x + 1.

Kasutades neid valemeid v@ime jétkata x + 1 astmete vilja-

kirjutamist: ; :
(x+ D e (x+ D3z +1) =xt s 4x’ 4 6x° 4 4x + 1;

{x + 1)5 = (x + 1)4(x+ 1) = x4 'Sx4 + 1.0x3 + 10x°? +5x + 1
jne. : 3

Nende vorduste paremaid pooli nimetatakse 1iih1da1f binoomi
x + 1 astmete arenditeks. :

Esitame binoomi x + 1 astmete arendite kordajad tabelina:

s Qe e IR ) TR R |
Seda tabelit nimetatakse Pascal'i kolmnurgaks.
Pascal'i ko].mnurgaét nieme, et binoomkordajate kohta keh-
tivad jérgmised seaduspérasused::
a) binoomkordajad asetsevad zrendis sﬁmeetrilisélt, S. t.

arendi algusest ja 13pust vdrdsetel kaugustel asetseva-
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te liikmete kordajad on vérdsed ;

i>) esimese ja viimase liikme kordaja on 1;

c) teise ja eelvi'imase liikme kecrdaja on virdne binoomi
astendajaga. g

Edaspidi néitame, et need omadused kehtivad iga naturaal-

arvulise astendajaga binoomi arendi kohta.
Ulesandeid.

110. Esita binoamide (x + 1)%, (x + 1)7, (x + 1)® arenaia
ja téienda mende kordajatega Pascal'i kolmnurka.

11l Leia Pascal'i kolmnurga abil, kuidas saab teise ast-
me bino.mi arendi kordajate kamdu v'iilja'. kirjutada kolmanda ast-—
me tinoomi arendi kordajaid, kolmanda astme binoomi arendi kor-
dajate kaudu neljanda astme binoomi arendi kordajaid jne.

112. Sonasta Pascal'i kolmmurga j&tksmise reegel ja tdien-
‘da selle abil Paséal'i kolmnurka binoomide (x + 1) ja (x + 1)°
kordajatega. ' '

26s Tupktsioonl. £o(z). tuletis-

a) £2(x) tuletis.

Bt 22(x) = [£(x)]? = £(x) + £(x), siis kasutame siin kor-
rutise tuletise leidmise eeskirja. Saame

[2@)]" = 21(x) « 2(x) + 2(x) - 29 (x) = 22(x) - 21 (x).

b) £7(x) tuletis.

Kasutades eelmist tulemust ja j&llegl korrutise tuletise
leidmise eeskirja, véime kirjutada: A : :
[f3(x)]' - £2(x) . [f(x)]' - [fz(x)]' . 2(x) + £2(x) - £'(x) =
Ca20(x) - £'(x) - £(x) + £2(x) « £1(x) = 323(x) - £'(x).
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e) £2(x) tuletis.

Leitud tulemuste pdhjal vdib oletada, et
[P ] - a2l ) - 200,
Kasutame selle v3rduse tdestamiseks matemaatilise indukt
siooni meetodit. :
.Oletame, et teatud naturaalarvu k korral kehtib seos
@] - et - 2.
T3estame niitid, et siis ka

[fk"'l(x)J' . (k+ 1)25x) - £1(x).
= .
£1(x) = £5(x) + £(x),
siis

o] - [ - 2] - o] @« Ew -
= k5 1(x) . £1(x) - £(x) + £5(x) - f'(x) -
= (k + 1)£5(x) » £'(x).
Et k = 3 puhul see valem kehtib (vt. punkt b), siis tde:
tatu pdhjal kehtib ta ka k = 4 puhul. Kui valem kehtib aga
k = 4 puhul, siis tdestatu bﬁhjal kehtib ta ka k = 5 puhul jz
Seega olemegi tdestanud, et
 P@] e t@ - e,

Ulesandeid. :

113. Leia jérgmiste funktsi&onide tuletised.
a) (x +1)° £) (3x2 + 2x - 1)® _
b) (2x - 3)7 g) (sin x + tan x)1°
c) (2 - -Zx)6 h) (x + % + x)12
a) (-4 + 3,72x)° 1) (3 cos x - 2 sin x)7
e) (x +1)° 1) (3x + HP
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21:.Bipoowi. (3. +.1)7 arend.

a) Binoomkordajate mé#ramine.
i Tuginedes binoomi astmete leitud arenditele, v3ime analoo-
ia pdhjal kirjutada n astme binoomi arendi korrastatud hulk-
iikmena x astmete suhtes. Meil pole aimult teada, kuidas aval-
uvad arendi kerdajad astendaja kandu. Nii v@ime kirjutada, et
(x+1)n-c°x“+clr“’1+02x“’2+ =

2
+ eee + cn_zx + Cn—lx + Cn,

us nne. binoomkordajad Co, cl, 62, eecay Cn_z, cn—l’ Cn tulevad
ddrata.

Binoomkordajate mééramiseks kasutame tdsiasja, et esitatud
Srdus peab kehtima x iga vidrtuse korral.

Kui x = 0, siis
(0+1)2acye040 «0™1sc, .02,

; ; +"""cn-2'°2+cn-1'°+cﬁ
a siit

1" = Cy, 5. t. et C) = 1.

See tulemus on tdiesti kooskdlas varem vaadeldud Juhtumi-
ega, kus binoomi arendi viimaseks liikmeks o0li alati 1. _
Jirgmised kordajad m#trame tuletise kaasabil. Selleks vG-

\ame vérduse (I) m3lemast poolest tuletise. Teades, et (x + 1)"=

) n-1

»n(x + 1 , Saame uue vdrduse

n(x + l)n;l = ncox“'l + (h= l)Clxn;z * (o= 2)021:“"3 + Pt
13X
+ ocee + 2cn_2! + CD_I.

Vottes niilid selles v3rduses x = O, sasme et
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C = N

n-1
Jirgmise kordaja mddramiseks vdtame tuletise v8rdusest
(11), saame

a(n - 1)(x + V2 = na - 122 + (n-1)(a - 2)c,x 3 4

+ (n - 2)(!1 - 3)02{1_4 + eee + ZCn_ao

Kui x = 0, siis
n(n =1
Cp2= "LT—)'
Niji edasi talitades leiame, et
e R LT e D)

Cn-3 —1—2—1‘3——1. 3

& _n(n-l){n—zign-iz. =

n-4 . . L

Sscsesecsssssecsccsesecssansssen

c . .2n=-2@-2)n=-3) ¢ ... «(n-Xk+1)
n-k RS LT SRR ¥

D I R R R R R Y

nn =1)(n = 2) ¢« ces o1
cn-n-co--i-2.3c4o...-n - 1.

b) Faktoriaali mdiste.

Jérjestikuste naturaalarvude korrutist, milledest véikseim
on 1, kirjutatakse iiles eri siimboliga, nn. faktoriasali abil.
Nii téhistame

l¢2¢3 ¢4 ¢ s00 on=nt,
kus siimbolit n! loeme "n faktoriaal".

¢) Binoomkordajate iildavaldis.
Lalendades binoomkordaja C, _, avaldises lugejat ja nimeta-
jat korrutisega
(e Fiin w B T)lin w D) s Sat e 2wl wo il =L,

Saame
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¢ .o B(n=1)(n-2)(n-3)...(=ktl) (nk) (n g=1) (nmke2)e.. 0201
n-k 203040 ,,.,0k(n-)(nek=1l) (Nelel)e.cse2e1

Selle murru vdime hoopis luhemzlt udles kirjutada, kui kasu-

tame faktoriaali sumbolit:
ni

Chek “XT(m - X)T°
Seega oleme saanud binoomi (x + 1)® arendi kordajate ild-
liikme, mis v6imaldab leida kdiki teisi binoomkordajaid, kui

3 T a BRI

d) Binoomkordajate omadused.

Kasutades binoomkordajate iildavaldist, leiame binoomkorda-

jad Cy, Cp, Cxy ey Gy
C. = C e ni ’ ni =yt
i i n-(n-1) m=-I)T(n-n+1)?¢ m=-1)7 .
ni nd n(n-l) .
Cr = Cy (n-2) " B2 T (oms2)T = (m=2)T~3f = — o1
O S o nt & ni < B(n-1)(n-2)
3 n-(n-3) (m=-3)T(n-n+3)¢ (a-3) 151 3i "')"

e ~ nt _ nl
Xk n-(n-k) (n-k) I (n-n+k) ¢ (n=k)TkT*
Vérreldes kordajat Ck kordajaga cn_k néeme, et

Ck = Cn_k.

Seega,

1° binoomi (x + 1)n arendis on algusest ja ldpust vdrdse-
tel kaugustel seisvate liikmete kordajad vdrdsed.

Sils om C; =Cy, C =C, 4, Cp=C, _, jne.

Eespool veendusime, et Cn = 1, Nilid teame, et cn = Co.
Sellest jdreldub, et

2% binoomi (x + 1)® arendis on esimese ja viimase liilme

kordajad vordsed iihegae.



Négime ka, et cn_l = n., Et aga C = C,, siis

n-1
3% pinoomi (x + 1)® arendis on teise ja eelviimase liilme

kordajad vdrdsed binoomi astendajaga.

e) Binoomi (x + 1)2 arend.

Esitame niiid binoomi (x + 1) arendi, asendades médramata

kordajad médratud kordajatega.

(x+1)n-r“+nxn"1+—(—2-‘-—lnn"1 r“‘2+—(—-3%-(L—lnn“1 =2) o3,

(111)
aln o x% nx +l.

+ oo +m‘£n—i-f)’t ?-k'ﬁ eee +
Ulesandeid.
1l4. 1) Esita binoomide (x + 1)® ja (x + 1)2° arendid.
2) Esita binoami (x + 1)® arend juhul, kui x & 2.
3) Esita binoomi (x + 1)° arend juhul, kui x = 3.

:.Binoomi (2 + b)7 arend.

Tuginedes (x + 1)® arendile leiame niitid (a + b)® arendi.
Léhtume samasusest
n
(a+D)" - [b(% . 1)] = v%(§ + 1)".

Edasi rakendame valemit (III):
(as0) e 2@ 4 a@a1 . 22D . (@m-2,

+ _‘__*L__)_n n=-2)n-=-2) , (%)n"3 oot mgi (-g)n"k -

+...+nn'1(%)2+n-§+1].

Avades sulud ja taandades, saame

(a+b)n-an+nan"1b+—LéT—-lnn'1 a2 4

X n(n = 1%2:1 -2) ah=3p3

R m——mni an"hbk +
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B Mn—é-i—u- a.zbn"2 + nad™ L 4 pB

Viimast valemit nimetatakse Newtoni binoomvalemiks.

22:.Newtopi bipocwvaleuwd ouedusi.

Et Newtoni binoanvalexyi kohaselt on binoomi (a + b) aren-
dis kordajad samad mis binoomi (x + 1)n arendis, siis kehtivad
8iin needsamad juba téhele pandud omadused kordajate kohta.

P Binoomkordajad on esitatavad Pascal'i kolmnurgana.

2° Binoomi arendi algusest ja ldpust virdsetel kaugustel
asetsevad kordajad on vBrdsed.

3° Binoomi arendi liikmete arv on binoomi astendajast iihe
virra suurem.

Vdttes binoomvalemis a = b = 1, saame et

4° binoomkordajate summa on 2°.

Kontrolli seda omadust!

Kasutades vérdust (a - b)? = [a + (-b)]n saame binoomvale-
mi vahe jaoks. Tee sedal

Vittes niiid a = b = 1, jduame omaduseni

5° paarituarvulistel kohtadel seisvate binoamkordajate sum-
ma vdrdub paarisarvulistel kohtadel seisvate binoomkordajate
summaga .

Kontrolli seda omadust!

Ulesandeid.

115. Esita jérgmiste binoomide arendid.
a) (1-9)* a) (2 - a)®
b) (p+q)° e) (3x + 4y)°
) (m+ D ) (x% + 2y9)*
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HQ. Leia jdrgmised astmed kuni neljanda kohani pérast ko-

ma, kasutades selleks binoomi arendist vajalikku arvu liikmeid.

a) (1,1)8 a) (0,95)°
b) (1,05)12 e) (0,99)°
¢) (1,002)1° £) (0,998)20

117. Leia jirgmised astmed, kasutades Newtoni bmo@a—
lemit.
a) 295 c) (4+ 3 e) (a+v)?
b) 997 d) (6 - 52)° 54—}

39s Ligikeudpe_velem (1 .+ x)0~ 1 + nx.

Seame iilesandeks esitada funktsioon (1 + x)” ligikaudu 1i-
neaarse funktsioonina, eeldades, et n on naturaalarv ja x on ab-
soluutviddrtuselt vdike arv.

Kasutades Newtoni binoomvalenit v&ime kirjutada:

g ) %
g a1 s ntisase b xe

¥

Et x on ebsoluutvddrtuselt

— — —

viike arv ja secga tema astmed
veelgi viiksemad, siis vdime kir-

jutadas

1+ x)"~1 + nx.

Funktsiooni y = (1 + x)®

«‘\~__~h“y=(]+x)3

e e graafikuks on parabool, mis 1l#&bib
iga n korral punkte (-1; 0) ja
(0; 1) (joon. 29).
Leiame selle parabooli puu-
tuja tdusu punktis (0; 1). Sel-
Joon. 29 leks avaldame funktsiooni tule-
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tise ja leiame selle vi#drtuse, kui x = 0:
y' = n(x + 1)

T = N
X=0

Seega on parabooli y = (1 + x)® puutuja tdus kohal O vdrd-
ne n-ga.

Sirge y = 1 + nx tous on samuti n ja ta l&Ebib punkti
(0; 1). Seega on sirge y = 1 + nx parabooli ¥ = (1 + x)® puutu-
jaks kohal O.

Kasutades valemit (1 + x)®~A 1 + nx, me asendame punkti

(0; 1) lihemas iimbruses parabooli kaare tema puutuja 18iguga.

3hs.Velemi (1. x)0 1 + bx vigs.

Newtoni binoomvalemi kohaselt

(L +x)" =14+ nx +«,

kus
o= 02x2 + 0313 + eee + Cnxn.
Asendame siin k3ik x astmed x2-ga, siis
a<(Cy + Cq + eee + Cn)x2.
Et binoomkordajate summa on 2%, s. t.
C°+Cl+...+cn-2n,
siis

x<(P -n-1)x°.
Suurendades x2 kordajat 1 v8rra, saame
x<(2® = n) x2.
Seda vdrratust kasutataksegi vea hindamiseks. Selle vBrra-
tuse abil m##ratakse, missuguste x vidrtuste korral on ligikaud-

ne valem kasutatav.
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Olgu meil n&iteks ligikaudne valem
(1 + x)sfe 1 + 6x.
Siin on
c>c<(26 - 6)::2 = 58x°2,
Huvitagu meid, missuguste x vidrtuste korral annab valem
kolm 8iget kiimnendkohta. Selleks tulet lahendada vérratus
58x2 < 0,0005,

& 3 \/9-‘53'-?95@0,003.

118. Leia, missuguste x védrtuste korral annsd %
a) ligikaudne valem 1 s x)4a~s 1 + 4x kaks iget kiimnendkohta,
b) ligikaudne valem (1 + x)%a 1 + 8x neli &iget kimnendkohta,

kust

Ulesandeid.

¢) ligikaudne valem (1 + x)°~ 1 + S5x kolm 5iget kiimnendkohta .



VI. FUNKTSIOONI DIFERENTSIAAL.

32:.Tupktsiooni diferentsisell miiste-

Joonisel 30 on esitatud funktsiooni y = f(x) graafik. Ko-
hal x on sellele graafikule tdmmatud puutuja. Teame, et selle
puutuja t3us on vdrdne antud funktsiooni f(x) tuletisega, s. o.

£ (x)-ga.

Muutugu x Ax vdrra. Funktsioon
muutub selle tagajérjel Ay vdrra. ¥ c y/ )

Funktsiooni muuduks on sageli y q'dy/'
otstarbekas vdtta mitte Ay, vaid te- 5 B
maga ligikaudu vSrdne muut kuni puu-
tujani, nn, diferentsisal, mida té- / s dx 2
histatakse dy (joon. 30). /

Ligikaudne vordus

Ay ~ ay Joon. 30

kehtib muidugi seda paremini, mida véiksem on Ax.
Joonisel 30 esitatud kolmnurga ABC abil pShjenda, et keh-
tib seos

dy = £'(x) - Ax.

2ds.Bupkisioopl Y. = r.difereptsisal -

Kui y = x, siis y' = 1. Jérelikult
dy = 1 Ax-
Et y = x, siis dy = dx, millest j&reldub, et
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dx = Ax.
Seetdttu voib funktsioonl diferentsiaali esitada kujus
dy = £'(x)dx.

245 Fubktsioonl difereptsisall kasulaming
slgikeudsel. aryutanisel-

Nagu juba nimetatud, kasutatakse funktsiooni diferentsiaa-
11 funktsiooni muudu ligikaudse védrtusena. Seda pdhjustab pea-
miselt funktsiooni muudu avaldise keerukus vdrreldes diferent-

siaali avaldisega. Toome mdned néited.

Funktsiooni Funktsiooni
Funktsioon maut diferentsiaal
1 = gs%;_:_ﬂlsl; 2 29§
g x°(x +. x) X

sin x d.
tan x COo8 X ¢ COS(X + AX) cosgx

Kasutades seda tabelit, arvutame néiteks, kui suur on

funktsiooni 33 miut, kui argument mumtub vidrtuselt 1 kuni vidr-

X

tuseni 1,01.
Arvutame funktsiooni muudu:

2 -1 .0,01 + (0,002 _ 0,0201
12 . (1 +0,01)2 v

30,01970

Arvuotame funktsiooni diferentsiaali:
2dx 2 « 0,01

i 3' -——3'.-—'-002.
x 3 t
x=1
dx=0,01
Nagu nédeme, erdineb funktsiooni diferentsiaal funktsiooni
86 ]



maudu védrtusest 0,0003 v6rra, mis praktiliselt ei oma mingit
téhtsust.

Ulesandeid.
119. Avalda jérgmiste funktsioonide muut ja diferentsiaal.
2 ;2
a) x d) =
Vx
b) 4x? - 3x + 2 e) x~
c) sin x £) x0 + x~2

120. ¥ = x° - x. Ieia Ay ja dy, kui x = 2 ja Ax = 1; 0,1;
0,01.

121. Leia funktsiooni y = sin x muudu ligilkaudne vidrtus,
kui x muutub 30° kuni 30°1'. Millega vrdub sin 30°1'? Vsrdle
tulemust tabelist saadava tulemusega.

122 Leia funktsiooni y = tan x muudu ligikaudne vidrtus,
kui x muutud 45° kuni 45%10'. Vordle tulemust tabelist saadava
vidirtusega.

123. Leia ligikaudne vEértus: sin 60°3', sin 60°18',
cos 45921, cos 30°4', Vdrdle tulemusi tabelist saadavate vir-
tustega.

124. Arvuta funktsiooni diferentsiaali abil:

V&, 03, v25,1, V#8,97, VU,98.



VII. INTEGRAAL,

35:.Kdverioonse trapetsi. pindele.(I)-

Iga kinnise kfveraga piiratud pinnatiikki (joon. 31) saab
tikeldada lihtsamateks kujunditeks. Need on tédisnurksed trapet-
sid, mille haar on k8verjoon, ja kolmnurgad, mille iiks kiilg on
kdverjoon. Et kolmnurka v8ib vaadelda trapetsi erijuhuna (iiks
alus on kddunud milliks), siis nimetame neid kujundeid ithise ni-

metusega kdverjoonseteks trapetsiteks. .
) .
—
Jﬁqa
0 X,
Joon. 31 Joon. 32

Pajigutame kﬁve;joonse trapetsi koordinaatteljestikku nii
nagu nédidatud joonisel 32.

Et kdverjoonsel trapetsil on iiks kiilg kverjoon, siis tu-
leb trapetsi pindala defineerida piirviiirtusena, nii nagu me
seda ringi puhul tegime.

Kdverjoonse trapetsi k3verjoonne haar on o0sa mingl funkt-
siooni y = f(x) graafikust. Trapetsi alused on scega f(xl) ja
f(xz) (joon. 33). Kui vdrdleme kSverjoonse trapetsi pindala S
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ristkiiliku pindalaga f(xl) . (22 - xl), siis S>f(xl) . (x2- xl),
xui f(x) on selles vahemikus kasvav, ja S < f(xl) (x2 - xl), kui
f£(x) on selles vahemikus kshanev.

y @ g
) e
5 % \
fix,) flxy)
i /e Wi :
/ 0 Xy X2 0 Xy X2 Ade
\
%
Joon. 33
y
; y \
%,
7 i 0 X 0 ; \ X

Joon. 34

Joonisel 34 on antud k3verjoomne trapets tiikkeldatuna kit-
samateks kverjoonseteks trapetsiteks. Kui neid vdrrelda rist-
kiilikutega, nii nagu joonisel 34 n#idatud, siis antud kdver-
joonse trapetsi pindala on ikkagi kas suurem v&i véiksem nende
ristkiilikute pindalade summast, kuid erinevus on juba mérksa
véiksem.

On ilmne, et mida kitsamateks kdverjoonseteks trapetsi-

teks me antud kBverjoonse trapetsi jaotame, seda viiiksema vea

89



me teeme, kui léhendame antud kSverjoomse trapetsi pindala

_ ristkiilikute pindalade summaga. ‘
Defineerimegi k&verjoomse itrapetsi pindala temasse kujun-

datud ristkiilikute pindalade summa piirvédrtusena, kui n —co2

S = 1lim [f(xl) (x5 - xl) + f(xg) (x3 - 12) + sse &
N o0

+ 2(xy ) (xy = % )] -

Kandilistes sulgudes on summa, mille liidetavad erinevad
iiksteisest ainult indeksite poolest. Sellist summat saadb iles
kirjutada lilhemalt, kasutades selleks nn. summa mérki Z

S = nl.ifw -~ £(xy) (x4, = x4)

Loeme: kdverjoonse trapetsi pindala on vSrdne pi:;rvﬂb'.rtu-
sega summast, mille liidetavaiks on korrutised f(x,) (114-1" xy),
kus 1 omab jérjest téisarvulisi vidrtusi l-st (n - 1l)-ni, kui n

kasvab t8kestamatult.

Ulesandeid.
125. Esita jérgmised summad summa mérgi abil.
a) f(xl) + £(x,5) + f(x3) + f(x4) + f(xs)

b)x1+12+x3+...+xn

c)x§+xg+x§+...+x§

a) (x; + x3) + (x5 + 23) + (x3+x4) *oeee + (xy + 3 5)
+a a, + a B + 8 +
8)31224-12 4+5? 6+...+———ran'1 °n

126. Esita jérgmised summad ilma summa mirgita.

4 5
i 2
) gy fm syt i M
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2
c) Z::. o e)
=3
4
d)iz_:.(12+21+1) £)

doonisel 35 on koordinaat-
teljestikus esitatud funktsioo-
ni y = f(x) graafik ja sellel
ordinaatldik kohal a. Olgu see
13ik kBverjoonse trapetsi iiheks
aluseks, temwa fiheks nn. #Er-
ordingadiks. V8ttes niiiid x tks-

kB8ik millise vddrtuse, mis kuulub

1 - ¢ ]2

g (Fx)] (xyyy = xy)

n 2
[f(xi) - f(xi+1)]

= P J

y=flx)
b)
VA X .
Joon. 35

antud funktsiooni f(x) médra-

mispiirkonda, ja kujutades sellel kohal ordinaatlSigu, esitad

see kverjoonse trapetsi teist alust, tema teist #dd&rordinaati.:

Igale x viidrtusele vastab niiiid kindel kdverjoonse trapetsi pind-

ala (joon. 35). Seega v8ime Belda, et

kdverjoonse trapetsi pindala on

endl funktsioon.

S,

y y
. r__—

&)

45
Ax
0 X 2

flx+4x)

Téhistades kdverjoonse trapet-—

si pindala téhega S, viime kirjuta-
da, et S = S(x).

Muutugu argumendi védrtus x

Ax vérra, selle tagajérjel muutub
kBverjoonse trapetsi pindala AS vér-

ra. Jooniselt 36 nideme, et

Joon. 36

£(x)Ax < As < £(x + Ax)Ax.

Jagame need viédrtused Ax-ga. Et Ax > 0, siis jd#vad virra-
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tuse mérgid samapidisteks:

As

£13) 5 ix < £(x + Ax).
Seega jé#b suhe g—i viadrtuste £(x) ja £(x + Ax) vahele
(joon. 37).
Kui Ax —0, siis
45 f(x +Ax) — £(x). Et suhe
i . As
> e 3w Ax JEdp £(x) ja £(x + Ax)

vahele, siis ka %Ts: — f£(x),

Joon. 37 s. te.

lim %ES = _f(x).

x =0 ‘
Vdrduse vasakul poolel on funktsiooni S(x) tulefis. Seega,
s'(x) = £(x).
Koverjoonse trapetsi pindala tuletis on vdrdne selle tra-
petsi dsrordinaadiga kohal x. :

s bletenktelon-

Et f£(x) on meil teada (joonestasime ju y = f(x) graafikuat),

siis kGverjoonse trapetsi pindala leidmiseks x funktsioonina

tuleb leida niisugune funktsioon, mille tuletis on f(x).

Olgu néiteks f(x) = 3x°, siis S(x) = x° v&i
f(x) = cos x, siis S(x) = sin x.
Funktsiooni x3 nimetatakse funktsiooni 3x2 algfunktsiooniks

ja funktsiooni sin x funktsiooni cos x algfunktsiooniks.
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Antud funktsiooni f(x) algfunktsiooniks nimetatakse niisu-
st funktsiooni F(x), mille tuletis vord, —-g8,

s. t. F'(x) = £(x).




S8:.ME8rgmata lntegzenl -

Funktsioonil 3x2 on aga veel teisi algfunktsioone peale x2
Néiteks ka funktsioonide x> - 3, x> + 100 tuletised on vordsed
avaldisega 3x2. (ldiselt on x3igi kajus x’ + C avalduvate funkt-
sioonide tuletis 3x2, kus C on konstant, millel v8ib olla mis
tahes reaalarvuline viédrtus. Seda konstanti nimetatakse mé&ra-
mata konstandiks.

Ksigli niisuguste funktsioonide tuletised, mis on vBrdsed
cos x-ga, avalduvad kujus sin x + C, kus C on mé#&ramata kons-
tant.

Avaldisi x3 + C ja sin x + C nimetatakse vastavate alg-
funktsioonide iildavaldiseks.

Et antud funktsioonil on algfunktsioone l3pmata palju, se-
da saab ndidata ka geomeetriliselt. Nagu teada, t&hendab funkt-
siooni tuletis geomeetriliselt tema
graafilun puutuja tdusu vastavas punk- y
tis. Samal argumendi viédrtusel on
aga kdigi niisuguste funktsioonide
nagu 13 + C v3i sin x + C graafikute
puutujate tdusud vordsed, s. t. et.
algfunktsioonide graafikud on argu-

X

mendi iga vdErtuse korral n. 8. pa- Joon. 38

ralleelsed. Joonisel 38 on esitatud {ihe funktsiooni algfunkt—
sioonide graafikuid.

Vorduse S'(x) = £(x) tuletamine ei ole seotud ksverjoomse
trapetsi esimese aluse asukohaga. Seetdttu ei miéragi seos
S'(x) = f£(x) kdverjoonse trapetsi pindala funktsiooni S(x) ithe-
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selt; vaid 13pmata mitmesena, sest ta sisaldab liidetavana iihe
mé&ramata konstandi. Ksverjoonsete trapetsite pindalad erineva
esimese aluse aSukohaga erinevad iiksteisest konstantse pindala
v3rra, mis on vérdne nende esimese aluse asukohtade vahelise
kdverjoonse trapetsi pindalaga.
: \’sf(’o Joonisel 39 on esimene alus fik-
seeritud kohal ay Jja ase Need
kaks trapetsit erinevad teinetei-

sest joonisel viirutatud pindala

8 8 0 X X  vBrra. Seni, kui esimese aluse

asukoht pole fikseeritud, on see
Joon. 39 konstant médramata.

Téhistame funktsiooni f(x) algfunktsiooni F(x)-ga, siis on
algfunktsioonideks ka funktsioonid F(x) + C, kus C on m#dramata
konstant. Avaldist F(x) + C nimetatakse funktsiooni f(x) v&i ka
diferentsiaali f(x)dx algfunktsioonide iildavaldiseks ehk m##ra-
mata integraaliks. Simbolites kirjutatakse see iiles iérgmiselt:

ff(x)d.x = F(x) + C,
mida loetakse "midramata integraal funktsioonist f(x) on
F(x) + C" v3i "mdéramata integraal diferentsiaalist f(x)dx on
F{x) +C":
Nii kirjutame
f3x2d.x = x3 + C
Ja

cos xdx = sin x + C.

Ulesandeid.
127. Leia jdrgmiste funktsioonide kolm algfunktsiooni.
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a) sin x c) x e) 5
cos“x
2
a X 2y
b3 Y-S )-s_inz;

128. Lahenda mééramata integraalid.

a) j}xzdx d) I% g) fxndx
5 <
2 dx dx
b) fx dx e) -;;- h) f—;z
o) [x3ax £) I%‘ 1) fotn x ax
129. Lahenda médéramata integraalid.
a) I4xdx a) f(x + sin x)dx
b) f%xzdx e) f(l + —lé)dx
x

c) f:ﬁ; f) f(sin X + cos x)dx

;}Q. Lahenda médramata integraalid.

a) j(ﬁ +1)(x-Vx + 1l)ax d) §Q-t-ldu

Vua + 1
: . :
b) I(I;z)2dx & fx ;1+’x:+12i
< 2
1l -~ 5 2.
S ,(L,Tf‘Ld‘ £) f_+x2de

32. . Mgdratud integragl .

Olgu kdverjoonse trapetsi esimene alus fikseeritud kohal
X = a. Niiid vastab igale argumendi vﬁﬁrtﬁsele kindel kdverjoon-
se trapetsi pindala, s. t. et konstant, mis enne oli mié#&ramata,
peab olema niiid méddratav. Leiame selle.

Konstandil on niiiid ks kindel vddrtus sdltumata sellest,
missugusel argumendi védrtusel on vdetud teine alus. Valime
kdigist voimalikest x vddrtustest selle, millele vastavat pind-
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ala suurust me teame. See on, kui teine alus i#htib esimesega,
8. t. kul x = a, Siis on kdverjoonse trapetsi pindala O, s. t.
et

F(a) +C =0
ja siit

C = -F(a).

Mirgime integraali siimboli otste juurde need argumendi

védrtused, milledele vastavate ordinaatldikude vahel asub vaa-
deldav kverjoomne trapets. Neid vé#rtusi nimetatakse ka inte-

graall rajadeks. Seega

b o

J 2x)ax = F(x) - 7(a)
) ;

ehk
S(x) = F(x) - F(a).

Anname niilid ka x-le kindla véirtuse. Siis peab vastava k&-
verjoonse trapetsi pindala avalduma samuti kindla vi#rtusena.

T8epoolest, asendades viimastes v3rdustes x = b, saame

? f(x)dx = F(b) = F(a)
a
ehk
S(b) = F(b) - F(a).

Integraale, milledel on fikseeritud rajad, nimetatakse
méératud integraaslideks.

40 Newton-Lleibpizi velem.

Seost 3
j £(x)ax = F(b) - F(a),
a
Ius F'(x) = £(x), nimetatakse Newton-Leibnizi valemiks. See va-
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lem annab mé&ratud integraalide arvutamise eeskirja. Alsﬁmkf-
siooni j#rel kasutatakse rajade méErkimiseks piistkriipsu. Ndi-
teks

2 ] ? 3 3

2 x 2 i 1 ;! 2
{xd.x--s-:,'-- -—3--9—3-3-3,
mis téhendab, et parabooli y = 12 alune pindala argumendi védr-

tustele 1 ja 3% vastavate ordinaatldikude vahel on 8% ruutithikat.

Ulesandeid.
131. Arvuta jérgmised integraalid.
10 a
a)fmx d)s(sz-x-n-l)dx g
o] (¢}

~—

PO
mlf

a 2.5

J'xzax e) I (2x + 1)%ax n) | VEQ1 + V)ax
% 1
j
2

2 1,2
6xdx £) ( x%ax 1) [ % + 3x + L)ax
=8
0,8 =

m.mmsms.s;mm.nmm.nn-

Eespool oleme kaht erine- £
. y .
vat teed m35da jdudnud kSver— ’y/

joonse trapetsi pindalani.Joo-
nisel 40 esitatud k3dverjoonse
trapetsi pindala avaldub piir-

vidrtusena /
n-l
1lim ; f(xi)(x_1+1 ol xi.) 0 Xt Xo Xi Xig1 Xpa Xp

N =poco =]

(vt. 1k. 90) ehk téhistades va- Joon. 40

hesid x; , - X; lihemalt simboliga Ax,
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n-1

nlimoo E_ £(xy )Axi -
Sama pindala avaldub ka médratud integraalina
b
f f(x)dx.
a

Seega, 3

x)dx = o
£ £(x)dx nlimwg f(xi)Axi

Selle seose tundmine osutub edaspidi viga kasulikuks,sest
mitmed kiisimused, néditeks ruumala valemite tuletamisel, taan-
duvad niisugusele summa piirvédrtusele. Teades, et see on v3drd-
ne médratud integraaliga, jduamegi kiiresti vastuseni’.

Viimasest vdrdusest tuleneb ka iiks omadus, mida ma@dratud
integraalide arvutamise juures tuleb arvestada siis, kui inte-
greerimisrajade vahelises piirkonnas funktsiooni graafik 13ikab
x-telge. Nimelt, kui funktsiooni graafik on allpool x-telge,
siis on funktsiooni véddrtused negatiivsed; kui funktsiooni
graafik on iilalpool x-telge, siis on funktsiooni vé&rtused po-
sitiivsed. Vastavalt sellele tulevad negatiivsed v&i positiiv-
sed ka korrutised f(x;) - Axi. Nende korrutiste summaks ja sel-
le summa piirvddrtuseks saame siis mitte selle kdvera ja x-tel-

jega médratud pindalade summa, vaid vahe

3 o
[ror-%[-3-%-2

Jooniselt 41 néeme, et g on positiivse osa pindala ja 2
negatiivse osa pindala. Nii et vastus esitab nende pindalade
vahet.

Juhul, kui funktsiooni graafik 13ikab x-telge, siis on

98



otstarbekas médrata pindala eraldi
P allpool x-telge ja iilalpool x-telge
ning siis tulemused liita.

Ulesandeid.
=2 i " 132. Leia kujundi pindala, mi-

da piiravad funktsiooni y = x2-4x+5

graafik, x-telg ja sirged x = 3 ja
x = 5.
2
Joon. 41 133 Leia parabooliga y = %,
sirgetega x = 3 ja x = 6 ning x-teljega piiratud kujundi pind-
ala.
134. Leia segmendi pindala, mille sirge y = 2x + 3 18ikab
paraboolist y = xz.
135. Leia parabooli y = x2 segmendi pindala, kui segmendi
kBrgus on 8.
136. Leia kdveratega y = %-12 Jay =3 - _x; piiratud pind-
ala.

137. Leia kdveratega y = x2 jay = l/'i pliratud pindala.



VIII. ARVU MOISTE ULDISTAMINE.

42. Naturaalaryud.

Arvud 1, 2, 3, 4, 5, «.. On naturaalarvud ja nad moodusta-—
vad naturaalarvude hulga.

Tutvume naturaalarvude hulga omadustega.

1° a) Kahe naturaalarvu liitmise tulemuseks on j&lle na-
turaalarv, nditeks:

3+ 16=19, 5639 + 872 = 6511.

Kuna iga kahe naturaalarvu summa on ka naturaala;v, siis
iitleme, et

naturaalarvude hulgas on teostatav liitmise tehe.

b) Korrutades kaht naturaalarvu, saame tulemuseks jdlle
naturaalarvue, nditeks:

15 « 63 = 945, 413 - 2675 = 1 104 775.

Et iga kahe naturaalarvu korrutis on naturaalarv, siis

naturaalarvude hulga§ on teostatav korrutamise tehe.
c) Kahe naturaalarvu vahe ei pruugi olla naturaalarv. Kui
nditeks lahutamisel
36 - 24 = 12
on vahe naturaalarv, siis lahutamisel
92 - 100 = -8
vahe pole naturaalarv.

Seetdttu me iitleme, et
naturaalarvude hulgas pole lahutamise tehe alati teostatav.
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d) Teostades jagamisi
100 : 4 = 25, 846 : 9 = 94,
sasme jagatiseks naturaalarvu, kuid jagades nditeks
9 :6=65 w1 8:9=0,(8)
el saa me jagatiseks naturaalarvu.
Seega,
naturaalarvude hulgas pole jagamise tehe alati teostatav.
2° Naturaalarvude hulgas on olemas kBige vidiksem arv 1,

kuid suurimat arva pole. Tdepoolest, ikskSik kui suure natu-
raalarva me ka vbtaksime, ikkagi pole see suurim, sest liites
selle arvuga niiteks iihe, saame temast suurema naturaalarvu.
Seega, :
turaal hulk sisaldab 18 a .

3° Olgn antud mdned naturaalarvud:
5; 6722;...382; 163 480; 16; 999 888 T7T; %9; 451.

Jiérjestame need arvud suuruse jérgi:
5; 16; 59; 382; 451; 6722; _ 163 480; 999 888 T77.

Eui oleks antud kui tahes palju naturaalarve, ikka saab
neid jérjestada suuruse jérgi. Lilhidalt,

naturaalarvud on jérjestatavad suuruse jérgi.

4° Olgu antud mingi naturaalarv, nditeks 495. Sel juhul on
meil teada ka naturaalarvude jadas temale eelnev naturaalarv
(494) ja temale jérgnev naturaalarv (496). Kui antud naturaal-
arvuks on n, siis temale eelneb naturaalarvude jadas arvn - 1
ja jdrgneb n + 1.

Arvu a nimetatakse antud arvuhulgas arvu b berarvuks,
ni arvode a ja b vahel el ole iihtegi sellesse arvuhulka kuu-

luvat arvu.

101



Nii on arvud n - 1 ja n + 1 naturaalarvude hulgas arvu n

naaberarvudeks.
Seega,
igal naturaalarvul (vélje arvatud arv 1) on kaks kindlat
ber : 1 1 on iiks naabe .

5° Igale naturaalarvule vastab arvteljel kindel punkt
(joon. 42). Need punktid ei asetse tihedalt iiksteise kdrval,
vaiu iga kahe punkti vahel on teatud vahe. Seet3ttu Seldakse-
gli, et

naturaglarvude hulk on diskreetnel).

Joon. 42

43, Téisarvud -

Arvuhulga laiendamist teostame eesmérgiga 3aada niisugune
uus arvuhulk, milles on teostatav tehe, mis esialgses hulgas
pole teostatav. Nii n#iteks, kui tahame laiendada naturaalarvu-
de hulka sellise arvuhulgani, milles lahutamise tehe oleks ala-
ti teostatav, siis tuleb juurde vdtta arv O, et oleks vdimalik
arvatada kahe vBrdse arvu vahet, ja veel arvud -1, =2, =%, ...,
et véiksemast arvust saaks lahutada suuremat.

Naturaalarvade hulga laiendamine téisarvude hulgaks

coo. =h, =3, =2, =1, 0, 1, 2, 3, 4, ...
toimubki eesmérgiga saada arvuhulk, milles peale liitmise J_a

1) giskreetne (lad. k. discretus) téhendsb eraldatud,hdre.
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korrutamise ka lahutamise tehe on alati teostatav.

Tutvame téisarvude hulga omadustega.

1° a) Osutub, et uues arvuhulgas ei ole mitte ainult voi-
malik iga kshe naturaalarvu lahutamine, vaid ka uusi juurdevie-
tud arve liites, lahutades ja korrutades saame alati téisarvu,

niiteks
(<2) + (~4) = -6; (<2) + 4 = 2;
(-10) - (-3) = -7; [(=10) - 3.« -13;
(-4) « (-3) = 12; (-4) « 3= -12.
Seega,

vade hul gs

korrutamise tehe.
b) Jagades téisarvu téisarvuga v3ib jagatiseks olla téis-

arv vdi mitte.

Néiteks:
(-16) : (=8) = 2;

(=5) 3 (=6) = 2.
Seega,

tédisarvude hulgas pole jagamise tehe alati teostgtav.

2° Bt juba naturaalarvude hulk sisaldab 13pmata palju ar-
ve, niiid aga lisandub neile veel 1l3pmata palju nﬁgatiivse:ld ar-

ve, siis

l8isarvude hulk sisaldab 13pmata palju arve.

Kas tdisarvude hulgas on olemas kdige viiksem arv?

TR S Y T BT C5R SRR TR R
Joon. 43

Selgita ndidete jg joonise 43 abil, et ka tdisarvude hul-
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gas kehtivad jérgmised omadused:
3° téisarvud on jérjestatavad suuruse jérgi,

4° 3gal téisarvul on téisarvude hulgas kaks kindlat naa-
berarvu,

5° tédisarvade hulk on diskreetne.

Kiisimusi ja iilesandeid.

138. Nimeta 10 naturaslarvu. Kirjuta need suuruse jargi.

139. Missugustele naturaalarvudele on arv n naaberarvuks?

140. Missugustele tdisarvudele on arv O naaberarvuks?

141. Kirjuta iiles naturaalarvude

10 400; 1 001 000; 3 040 500; 1 000 10Q

naaberarvud ja jdrjesta need suuruse jargi.

142. Leia filesandes 141 antud arvude summa ja kirjuta iiles
selle naaberarvud.

143. Himeta 10 tdisarvu. Jdrjesta need suuruse jirgi.

344. Kirjuta dles t&isarvnﬂe

30 401; -41 000; 1 800 100; -190 001

naaberarvud ning jérjesta antud ja dleskirjutatud arved suuru-
se jérgi.

145. Leia iilesandes 144 antud arvude summa ja kirjuta iles
selle arvu naaberarvud.

146. Leia iilesandes 141 ja iilesandes 144 antud vastavate
arvude vahed ning kirjuta {iles nende arvude naaberarvud. Jér-

jesta need arvud sunruse jirgi.

44, _Ratsiongplaryud.

Et saada arvuhulk, milles ka jagamine on teostatav, laien-
datakse té@isarvude lmlka murdarvudega; saadakse ratsionaglarvu-
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de hulk. )

Iga ratsionaalarvu sasb kirjutada taandatud murruna ¢,
ns a ja b on tédisarvnd ja b # O. Kni ratsionaalarv on té&isarv,
siis b = 1.

Tutvume ratsionaalarvude hulga omadustega.

1° Kahe ratsionaalarvu summa, vahe, korrutis ja jagatis
on ratsionaalarv (jagatis mmidugi sel juhul, mi jagamisel on
m3te, s. t. kni jagaja ei ole null).

Néiteks,
5 21
Fo¥-3
4 1 1
3"&"'2
6 48,
a.n-ﬁ’
(_.2):4.;-25‘.
Seega,
ts e hul on teostatav 1 ’ ise,
korrutamise ja i tehe.

2° Et niitid on tdisarvade hulgale, mis sisaldab 13pmata
palju arve, juurde lisatud 13pmata palju uusi arve - murde,siis
ka

ratsiongalarvade hulk sisaldab 13pmata palju arve.

Selgita nididete abil, et ka ratsionaalarvude hulgas kehtib
omadu s:

3° ratsionaalarvud on jiriestatavad suuruse lirei.

4° Seame niitid filesandeks leida antud ratsimmaalarvu naa-
berarve.

Olgu nditeks antud arv -g, siis temale jérgnevaks ratsio-
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naalarvuks ei ole % = 1, sest g- ja 1 vahel asetseb néiteks arv

%-2 (joon. 44):
i< i <1

D~ 4

X b 1
# 2 16

Joon. 44
3. .
Kuid ka 1-2 ei ole g—le jérgnev ratsionaalarv, sest nende
vahel asetseb nditeks arv %g:

§<H<i

Samti jétkates viime kirjutada:

<& <%
§ <8 <# e

Nii véime 15putult jétkata arvale § jirgneva ratsionaal-

arvu otsimist, kuid me el leia seda, sest ikka vBib iiles kirju-
tada ratsionaalarvu, mis on kill suurem kui §, kmid samal ajal
ka viiksem iikskBik kui véhe g—st erinevast suuremast arvust.
Tédpselt samuti on tulemuseta antud ratsionaalarvule eel-
neva arvu otsimine.
Seega p@isutas tdisarvude hulgale murdarvude juurdelisami-
ne arvuhulga nii suureks, et ‘

ehk teisiti,
i e ratsion vahel on 13 t 1l

arve.
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5° Kui esitada arvteljel ratsionaalarvudele vastavad punk-
tid, siis asetsevad need seal tihedalt iiksteise kBrval. Seetdt-
tu deldakse, et

ratsionaalarvude hulk on tihe.

Ules eid.

147. a) Kirjuta 3 kimnendmurruna avalduvat ratsionaalarvu,
: 3 hariliku murruna avalduvat ratsionaal-
arvu,
3 tédisarvuna avalduvat ratsionaalarvu,
3 naturaalarvuna avalduvat ratsionaalarvu.
b) JHrJ.esta need arvud suuruse jérgi.

¢) Leia nende arvude summa.

45 Batsbousalervude bulse. losendonise Yaiadus -

Osutub, et ratsionaalarvudele vastavad punktid ei kata
arvtelge tdielikult. Arvteljel leidub punkte, millele ei vasta
iihtki ratsionaalarvu. Tdestame seda.

Olgu antud koordinaatteljestilkus ruut, mille tipud aset—
sevad punktides A(O; 0),
B 0) B(2;: 1), D(O; 1)
(joon. 45). Asetame sirkli
teraviku punkti A ja kanna-

y
D

o

me kamguse AC x-teljele,
" saame punkti C'. Viéidame,et
punktile C' el vasta iihtki

A B C.

ratsionaalarvu. ?
T8estame vastuvéiteli- . Joon. 45

selt. .
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Oletame, et leidub niisugune ratsionaalarv, s. o. taanda-
tud murd §, mis esitab thikruudu diagonaali pikkust.
Piitagorase teoreemi kohaselt on siis ()% = 1 + 1 ja siit
32 = 2b2.
Et gimlt paarisarvu ruut on paarisarv, siis peab a olema
paarisarv. Olgu a = 2m. Asendades saame
4n% = 22
ja siit
n? = b2,
Sellest vBrdusest jé&reldud omakorda, et b peab olema paa-
risarv. Olgu b = 2n. Siis on aga murd
-2 .
taanduv, mis on vastuolus eeldusega.
Seega oletus, et leidub ratsionaalarve, millele vastab
x-teljel punkt C', viib wvastuolule.
Jédrelikult ei leidu niisugust ratsionaalarvu, mille abil
saaks avaldada iihikruudu diagonaali pikkust.

46:.1rzetsionselerved -

Olles laiendanud tédisarvude valla ratsionaalarvude val-
laks, joudsime arvuhulgani, milles on teostatav nii liitmise,
lahutamise, korrutamise kui ka jagamise tehe. Samas aga ilmnes,
et sellest arvuvallast veel ei piisa kigi pikkuste avaldami-
seks ja seetdttu kerkibki vajadus arvuvalla edasiseks laienda-
miseks niisuguste arvudega, et igale arvtelje punktile vastaks-
kindel arv.

Nagu juba nimetatud, saab ratsionaalarve esitada kujul %,

kus a ja b on tdisarvud ja b ¥ O. Iga harilikkn murdu on aga
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v8imalik esitada kimmendmurruna, kusjuures see kimnendmurd on
kas 18plik v3i 1ldputu perioodiline. Néiteks viéljenduvad murrud

a 1¢ 15p11ke Kimnendmrdudena.
3-0,5 ja 1.2,
marrud § Jja 1—6 aga ldputute perioodiliste kimnendmurdudena

§=0,(4) 3a 38 . 2,(285714).

Seega,
ratsionaal d viéljenduv s tdis iim-
nendmurdudena v3i l18putute perioodiliste kiimnendmurdudena.

Arvuvalla edasiseks laiendamiseks on niisiis reserv olemas
- 1l3putud mitteperioodilised kimnendmurrud.

Uhikruudu diagonaali pikkuseks saame V2 (joon. 45). Kui
hakkame seda ruutjuurt arvutama, saame

V2 = 1,414213562373...

‘Seda juurimisprotsessi saab aga jétkata. Tekib kiisimus:
kas see juurimisprotsess v&ib l3ppeda, S. t. kas {2 vBib vir-
duda 13plilkm kimnendmurruga v3i kas saabub koht, millest ala-
tés numbrid hakkavad korduma, s. t. kas V2 v3ib vdrduda 1l3putu
perioodilise kimnendmurruga? :

Vastus on eitav. Kui /2 v8rduks 13pliku v3i l3putu perioo-
dilise kimnendmurruga, siis peaks ta olema ratsionaalarv. Ees-
pool t3estasime aga, et iihilruudu diagonaali pikius ei avaldu
ratsionaalarvuna.

Et aga V2 avaldub koma abil kirjutatud arvuna, siis saab
see olla ainult 1dputu, mitteﬁeriqodiline kimnendrmmard .

ILdputute mitteperioodiliste kimnendmurdudena avalduvad
niiteks V3; V7; sin 16°; tan 382°, log 4,32; &« jne.
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K3iki neid arve, mis avalduvad 1l8putute mitteperioodilis-

te kimnendmurdudena, nimetatakse irratsionaalarvudekse.
Niégime, et irratsionaalarvule V2 vastas arvtel jel kindel

punkt. Saab néidata, et

igale irratsionaalarvule vastab arvteljel kindel punkt
ning et

arvtelje igale punktile vastab kas kindel ratsionaalarv
v3i kindel irratsionaalarv.

Ratsionaalarvud koos irratsionaalarvudega moodustgvad

-

reaalarvude hulga.
Tutvume reaalarvude hulga omadustega.

1% &) Bt igale reaalarvule vastab afvteljel kindla pikku-
sega 13ik, siis kahe reaalarvu summa all mdistame niisuguse
13igu pikkust, mis on saadud antud reaalarvudele vastavate 13i-
kude liitmisel.

A —iB C D
A BC D
a a+f=v
Joon. 46

Asetame reaalarvule « vastava 15igu AB arvteljele nii, et
AB alpguspunkt A iihtib arvtelje nullpunktiga (joon. 46). Teise-
le reaalarvule/a vastava 131igu CD asetame arvtel jele nii, et
selle alguspunkt C iihtiks esimese 13igu 13pp-punktiga B. Tei-
se 13igu 1ldpp-punktile D vastav reaalarvd’ on siis antud 13i-

‘kudele vastavate reaalarvude summaks, S. t.
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oL+ P = (,* .
Niisiis,
reaalarvude hulgas on teostatav liitmise tehe.

b) Kahe reaalarvu korrutise all mdistame niisuguse 13igu
pikkust, mis on saadud antud reaalarvudele vgstavate 13ikude
korrutamisel.

Ldikugu kaks arvtelge nii, et 1l3ikepunktis on nende m3le-
ma alguspunktid (joon. 47). (Uhele teljele kanname iihikuga vdrd-
se 13igu OL ja reaalarvule P vastava 13igu OB. Teisele teljele
kanname reaalarvule « vastava 13igu OA. Uhendame punktid L ja
A ning tdmbame punktist B 13iguga LA paralleelse 1l8igu BD.

L3ik OD ongi reaalarvule oc,e vastav 13ik.

Joon. 47
T5epoolest, et kolmnurgad OLA ja OBD on sarnased, siis

0B _ OD
oL " OA°
Asendades siin OB -/c s OL = 1 ja OA =, saame
4-2
o?

oD -OLP.

kust

p 1 1 1



Seega,
vude hulgas on teostatav ko tamise he .
¢) Néita, et

salarvude hulgas on teestatav lahutamise

tehe. .

Lsputu mittepérioodilise kimnendmurru véljakir jutamine on
vdimatu. Seega, kul irratsionaalarvud on esitatud ldputute mit- -
teperioodiliste kimmendmurdudena, siis ei saa nendega tehteid
sooritada tépselt, vaid tuleb piirduda nende ligikaudsete vidr-
tustega selles ulatuses, mis praktiliselt vajalikuks osutub.
Néiteks kui on iilesandeks leida ringjoone piklkus 25r ja on tea-
da, et r = /5 dm, siis arvutamisel vdime piirduda vé&rtusega
2,24, mis on raadiuse pikkuseks millimeetri tépsusega, ‘smti
piirdume siis & avaldises kahe kohaga pérast koma - 3,14. Vas-
tuseks saame 14,1 (dm), s. t. et vastuse viga ei iileta viit sa-
jandikiu. ‘

d) Selgita niidete abil, et reaalarvude hulgas jé#vad keh-
tima veel jérgmised ratsionaalarvude hulgas kehtivad omadused:

2% Igglarvude hulk sisaldab l3pmata palju arve;

° reaal d on jérjestatavad

4° reaalarvude hulgas ei ole v&im 1ik girata

iihegl arvu naaberarve. :
5° Et igale arvtelje punktile vastab kindel reaalarv, siis
iitleme, et

reaalarvude hulk on pidev.
Ulesandeid -

148. Leia graafiliselt reaalarvudele V3, V5, VB ja VI3
vastavad 18igud.
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149. Leia graafiliselt reaalarvude V5 ja VI3 summa, vahe,
xorrutis ja jagatis. )
150. Leia reaalarvude V5 ja 3,14 summa ja korrutis, vdttes
ka V5 ligikaudse védrtuse kahe kohaga pérast koma, jubul kui
a) 3,14 on tépne arv;
b) 3,14 on ligikaudne arv.
151. Teosta jérgmised tehted, vGttes tabelist irratsio-
: naalarvud kolme kohaga pérast koma.

a) AW a) V3 . tan 73%12!
b) 3 sin 18°16' e) @+ log 0,346
3
c) % log 36,25 £) VI8 + /5 « log® - cosg

352. Kui v3imalik, siis leia tulemus tépselt, kuil ei,siis
sajandiku tépsusega.

& V2. VB &) VB - V25 o) VB - VT2
b) V2 - VB d) cos%-ain% 1')9t2

152+ Kumb on suurem?

a) o vei 3,14 e) sin 50°30' w81 0,77
b) V2 vii 1,42 £) @ vei yI0

c) V3 voi 1,'8 g) 3,4842 voi &2

d) log 31 vbi 1,5 - n) V3 o1 %E vo1 &



Ruutvérrand

12+px+qpo

--3tF o

Ruutvdrrandil on kaks erinevat reaalarvulist lahendit,kui
2
B- - a> 0, ja kaks vordset reaalarvulist lahendit, lui
R A

%--q-o.

2
Jubul, kui B~ - q < 0, iitleme, et ruutvorrandil lahendid

lahendid on

puuduvad .

Arvuvalla edasine laiendamine toimubki eesmérgiga saada
niisugune arvuvald, milles ka juhul, kui %2 - q < 0, oleks
ruutvérrandil lahendid.

42:.Iugglpgeraryud-

Arvuvalla laiendamiseks nii, et ruutvdrrandil oleks lahen-
did ka juhul, kui %g - q < 0, defineeritakse uus #hik, nn. ima-
ginaariihik (1d. ﬁmglnarius - n#ilik, kujutletud) i arvuna,mil-
le ruut on -1, s. t.

42

= -1.

Selle iihilm abil saame avaldada ruutjuurt negatiivsest ar-

vust, nditeks

ﬁ-m-[-ﬁ=2i.
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Arve bi, kus b on reaalarv ja i - imaginaariihik, nimetatak-

se puhtimaginaararvudeks.
Juhul, kui b = 0, taandub puhtimaginaararv reaalarvuks O.

-2i > 0 i 2 Ji
Joon. 48

V3 tame niilid uue arvtelje, millel iihikuks on i (joon. 48).
Sellele saame kanda kik puhtimaginaararvud. Seda arvtelge ni-
metame imaginaarteljeks.

Et puhtimaginaararvi kordajaks on reaalarv, siis igale
puhtimaginaararvule vastab kindel imaginaartelje punkt ja vas-
tupidi, igale imaginaartelje punktile vastab kindel puhtimagi-

naararve.

Ulesanded.

154. Lahenda v@rrandid.

a) x2 - 5x +8 =0 c) 2x° —4x + 7= 0
) 32 + 2x +1 =0 d) 3x°-2x+1=0

50: Kompleksaryud-

Puhtimaginaararvud iiksi ei laienda reaalarvude hulka nii,
et igal ruutvdrrandil oleksid lahendiczl. Ruutvirrandi
x? 4+ px + q = O lahendid juml, kui & - q < 0, véljéenduvad

xujusu fvi, usu=-5% jav -Vq = 24—. Néiteks on ruutvérran-
d1 x2 + 2x + 5= 0 lahenditeks x = =1 * YT =5 = -1 % 21,

e kujus a + bi, kus b on r d A
ariihik, nimetatakse imaginaararvudeks.

Imaginaararv koosneb reaalosast a ja imaginaarosast bi.
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Imaginaararv a + bi taandub puhtimaginaararvuks bi, kui

a = 0, ja reaalarvuks a, kui b = O.

dustav. kompleks

e hulga.

Seege vOime Selda, et ruutvdrrand 12 +pPx+q=0on

kompleksarvude hulgas alati lahenduv.

2ls.Eouplekseryude geomegtriline kujutanine-

Joonisel 49 on esitatud
koordinaattel jestik, mille

abstsissteljel kujutame reaal-

arve ja ordinaatteljel puht-—

imaginaararve. Imaginaararvule

a + bi loeme selles koordi-

naatteljestikus vastavaks

punkti (a; b). Seega vastavad

J
3 4P N3
on i
Y i
-3 ~f [ R e S
o -2
Py
~4i of
-5i 48
Joon. 50
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J(imaginaartelg)
W @;b)
i
Ca - Rireaalielg)
Joon. 49

imaginaararvudele tasapinna
punktid, mis ei asetse tel-
gedel.

Joonisel 50 on kujuta-
tud punktid Py, Pp, Py ja
P4,«mia vastavad imaginaar-
arvudele 2 + 31, -3 + 1,

-l - 21 ja 3 - 4i. Punkti-
dele Pg Ja Pg vastavad
puhtimaginaararvud 3i ja
=51 ning punktidele P.., ja
Pg reaalarvud -3 ja 4.



Igale reaalarvule vastab kindel punkt abstsissteljel.Iga-
le puhtimaginaararvule vastab kindel punkt ordinaatteljel.Iga-
le imaginaararvule vastab aga kindel tasapinna punkt, mis ei
asetse koordinaattelgedel. '

Lilhidalt v@ime Selda, et

igale kompleksarvule vastab kindel punkt tasapinnal.

Ulesandeid.

122 Esita tasapinnal punktid, mis vastavad kompleksarvu-

dele: 2,51; = #1i 2; =5; 5+ B1; 3 = $1; =1,5 = 2,54; =3,5+2,51.

1§§. Missugused kompleksarvud vastavad ruudu tippudele,
imi ruudu diagonaalide 13ikepunkt asetseb koordinaatide algus-
puriktis ja ruudu kiiljed pikkusega 2 on paralleelsed telgedega.

197 Leia korrapérase kuusnurga tippudele vastavad komp-
leksarvud, kui kuusnurga diagonaalid 13ikavad koordinaatide al-
guspunktis ja tema kaks tippu asetsevad abstsissteljel.

2esFompleksarvede vrdaus.

Kaht kompleksarvu a + bl Ja ¢ + di nimetatakse vdrdseteks,
kui nende geomeetriliseks kujutiseks on iiks ja seesama punkt,
s. t. et punktide (a; b) ja (c; d) vastavad koordinaadid pea-
vad olema v@rdsed:

a=¢ be=d.

Seega,
kompleks on vdrdsed o8 v rd-
sod' a osade kord v o

b b3, 4



53:.B28LoTYY. 15 PR DREDRETEEYY. SUTRE

Négime, et imaginaararv a + bi esitub reaalarvu a ja puht-
imaginaararvu bi summana. Uks liidetavaist on avaldatud reaal-
se, teine imaginaarse ilhiku kaudu. Leiame niisugusele summale
geomeetrilise t3lgenduse. 5

Igale kompleksarvule vastab tasapinnal kindel punkt. Iga~
le tasapinna punktile (vélja arvatud alguspunkt) vastab oma
kohavektor, s. o. vektor, mille alguspunkt on koordinaatide al-
guspunktis ja 1l3pp-punkt vaadeldavas punk-
tis. Joonisel 51 on esitatug arvudele a,

& bi ja a + bi vastavad kohavektorid. (ht-
e arveh) lasi ilmneb jooniselt 51, et imaginaar—
{ i arvule a + bi vastav kohavektor on reaal-
: arvule a ja puhtimaginaararvule bi vasta-
0 ; R vate kohavektorite summaks. Seega on
reaalarvu ja puhtimaginaararva summa
Joon. 51 t3lgendatav vastavate kohavektorite sum-
mana.

Rdita, et tdlgendus kohavektorite abil kehtib ka kahe
reaalarva liitmisel ja kahe puhtimaginaararvu liitmisel!l

245 Kowpleksaryvde liitming lz. labutaspivg.
Tehted kompleksarvude vallas defineeritakse nii, et jéik-

814 kehtima reaalarvude vallas kehtivad sulgude avamise ja sar-—
naste liikmete koondamise eeskirjade.
Seega,

(a+bi) + (c+di) = (a+¢c)+ (b +d)i
Ja :
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e Pb1) = (6 P a < oPd 0 L

1eks summa on kompleks. mill e (]

daja on vBrdne liidetavate imaginaarosade kordajate sum-

maga. ;

Lahutamist mdistame ka kompleksarvude vallas liitmise
péérdtehtena.

Olgu iilesandeks teostada lahutamine
(2 + b1) - (c + 4i),
8, t. tuleb.leida niisugune kompleksarv x + yi, et
(x +y1) + (c + di) = a + bi.
Liitmise eeskirja jérgi

xX+C=a Ja y+ds=»>»>

ning siit
X=a-¢C jJa y=Db -d.
Seega,
(a+bi) = (c+4d1) = (a=-c) + (b - d)i.
leks vahe on kompleks e 0sg on
dne antud kogpleksarvud. losade V. ; -

naarosa kordaja on vBrdne antud kompleksarvude imaginaar-

osade kordajate vahega.
Joonisel 52 on esitatud kompleksarvudele a + bi ja ¢ + di

vastavad punktid. Pl Ja P2; samuti kompleksarvudele (a.+ c) +
+ (b +4d)i ja(a-c)+ (b -a)i vastavad punktid PS ja P,.
Jooniselt nideme, et =
s — Pl
OP1 + OP, = OP3
Jja
— — — g — —
OP1 - OP, = OP,, s. t. OP, + OP4 - OPl.
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Seega, -

k komplek e
t3lgendatav vastavate kohavektori-
te 1iitmisena ja vahe - vastavate
kohavektorite lahutamisena.

Ulesandeid.

R 128+ Liida Jérgmised kompleks-

arvud.
a) (2 + 31) + 44
(b-di A b) 51 + 21
c) (5+ 44) + (3 - 71)
Joon. 52 d) (2 + 51) + (:2 - 21)
@) L+4)+ (2+4) + (34+1)
£) (0,3 - 3,21) + (1,5 - 0,81) + (-4 = 1)

8 13 +3) + 03 -4 (-4-21)
h) (0,8 - 0,21) + (0,1 = 1,34) + (1,5 + 0,71) +
+ (2,3 - 0,61)
159. Arvuta jérgmised vahed.

a) (5+ 31) - (2 +1) e) (2-31) - (2 + 31)
b) (5 + 41) - (2 = 31) d) (=2 + 41) = (2 + 1)
160. Leia graafiliselt jérgmised summad.

a) (4 -1)+ (34 21) ¢) (=3 = 41) + (-2 = 1)
b) (=2 + 31) « (1 + 21) d) (2+1) + (3 + 31)
161. Leia graafilisélt jirgmised vahed.

a) (3-21) - (2 +1) e) (=3 +21) = (2 = 31)
b) (2 + 31) - (4 - 21) a) (-2 - 21) - (2 + 21)

162. Liida ja lahuta. ‘
a) (5x - 3yi) + (=2 + 8yi) - (2x - yi) - (7x - 2yi)
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b) (2c - 8d1i) - (5¢ = 2di) + (¢ = d1) - (~4c + 3ai)
163. Leia x ja y vdtrtused nii, et kehtiks v&rdus:
a) 2 + 5ix - 3iy = 141 + 3x - 5y;

b)%+17-2-71--119-+y.

2Zs.Bomplekearvy. trigopougetriling kulu-

Esitame tasapinnal asetsevad punktid uute koordinaatide
kandu. Nendeks koordinaati&eks vitame punkti kohavektori'_pikkn-
se r ja nurgay, mille see kohavektor moodustab x-teljega (joo-
nis 53). r kul vektori pikkus on alati positiivme, ¢ on aga
nurk O-st kuni 2¢=ni.

Jooniselt néeme,et tdis- ’
nurksest kolmnurgast saame bi p
vélja kirjutada seosed:
a=rcosy; . . b
b=rsing. £ 4 B 5 X
Seega
a+bi=r cosy + > o sinv. Joon. 53

Vdttes r sulgude ette, saame
a+ bl = r(cosy + 1 siny).

valdist r(cosy + 1 sin etatakse -

gonomeetriliseks kujuks

Koordinaati r nimetatakse kompleksarvu mooduliks ja nur-
kaf kompleksarvu argumendiks.

Avaldist a + bi nimetatakse kompleksarvu algebraliseks

Jujuks.

Kui kompleksarv on antud kujul a + bi ja me tahame saada
tema trigonomeetrilist kuju, siis r jat( leiame seostest:
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re= V a2 + bz;
b
; tan? - E.
Nurga ~( méiiramise juures arvestame veel kas a vdi b mérki.
Miks?
Niide 1. Olgu antud kompleksarv 2 + 5i. Leida tema trigo-

nomeetriline kuju. -
Antud kompleksarvu trigonemeetrilise kuju sasmiseks leia~

r -l/m2 + b2 -sz +‘ 52 - V23

tany = 3 = 2,5 = 68%2" w1 ¢= 248°121,

me r Ja\(z

Et Y omab védrtusi 0°-st kuni 360°-ni ja tangensi vékir ta-
sed on positiivsed I ja III veerandi nurkade puhul, siis tuleb
selgitada, mitmendas veerandis asub komplekstasandil wvastav
punkt. Et a > 0, siis on pnnkt I veerandis ja seega ¢ = 68%121,

Fiisiis,

2+ 51 = /35 (cos 68%12' + i sin 68°121) .,
Haide 2. Teisendada trigonomeetrilisele kujule arv —4 - 2i.

r V()% + (-2)% = v

tan( - '32 = %.
Et b < 0, siis asub punkt kolmandas veerandis ja
¢ = 180° + 26%341 = 206°34'.
Fiisiis,
-4 - 24 = /20 (cos 206°34' + 1 sin 206°341).

Ulesandeid.

}§ﬁ. Mitmendas veerandis asetsevad jérgmistele kompleks—
arvudele vastavad punktid?
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a) 4 - 31 c) 5+ 31 e) =3 + 81
b) -2 + 31 d) -2 -1 £) 2 -1
165. Leia eelmises iilesandes antud kompleksarvude trigo-
nomeetriline kuju.
166. Teisenda antud kompleksarvud trigonomeetrilisele
kujule.
a) i c) 5 e) 31
b) ~4i d) =2 £33
167. Teisenda antud kompleksarvud algebralisele kujule.

a) 2(cos 45% 1 sin 45°) e) 5(cos 18°35'+ 1 sin 18%35')
b) 3(cos 120% 1 sin 120%) £) 2,6(cos 104°20'+ 1 sin 104°201)
c) 8(cos 225% 1 sin 225°) .g) -izz(cos 22292214 1 sin 222%221)

d) 12(cos 300% 1 sin 300°) k) l.}(cos 314%8'4 1 sin 314%81)

168. Teisenda antud kompleksarvud algebralisele kujule.

a) cos 0° + 1 sin 0° e) cos %7(4- i sin %sr
b) cos 90° + 1 sin 90° £) M(cos+ 1 sindt)
c) cos 180° + i sin 180° g) E(cos -Efr-o- i sin ‘Eﬂ)

d) cos 270° + 1 sin 270° h) %(cos% + 1 sin ‘-'2‘)

26: Kompleksgrvude korrutamine.

Olgu antud kaks kompleksarva a + bl ja ¢ + di. Leiame nen-
de korrutise, tuginedes eespool (§ 54) toodud mérkusele, et sul-
gude avamine toimub kompleksarvude vallas tépselt samuti kui
reaalarvude vallas.

Seega,

(a+bi) «(c+di) = ac+adi+bei+ bdi2 = (ac -bd) + (ad +be)i.
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Néide. Olgu antud kompleksarvud
4 - 31 ja -2~ 5i.
Leiame nende korrutise:
(4 = 34) « (=2 = 51) = (=8 = 15) + (<20 + 6)1 = -23 - 144,
Anname niiiid kompleksarvude korrutisele geomeetrilise t3l-
genduse. Selleks leiame kdigepealt kompleksarvude korrutamise
reegli ka juhul, kui tegurid on antud trigonomeetrilises kujus.
Olgu antud kompleksarvud
1'1(coa\(1 1 sin~(1) ja r2(cos Wo + 1 sin ‘QZ)'
Nende korrutis on siis
rl(cos~()1 + 1 sin\fl) r2(cos\(2 + 1 sin:(a) -
= r1r2(°°°‘€1 +1 sin\el)(cos ~(72 R B si.nsez) =
= ryro(eos Y 008, + 1 cos @ sin, + 1 siny,cosf, +

4 1231g \flsm\ez) = 17, [(cos\(lcos\ez - sinuels:l.m(,‘,) +

+ 1(siny,cos Y, + °°3‘(’1’1n~(’2)] -
= ryrp[cos(@y +f,) + 1 sin(gy + )] .

Seega,

k trigonomeetrilisel kujul antud kompleks is
on kompleksarv, mille mooduliks on antud kompleksarvude
moodulite korrutis ja argumendiks antud kompleksarvude
argumentide summa. ’

Niide. Olgu antud kompleksarvud
2(cos 15° + 1 sin 15°) ja 3(cos 110° + 1 sin 110°).
Nende korrutiseks on siis
6(cos 125° + 1 sin 125°).
Trigonomeetrilises kujus antud kompleksarvude korrutamise
reegli v3iksime saada ka nii, kuil algebralises kujus antud

kompleksarvude korrutises teeme vastavad asendused.

124



Kui
a= r1°°°‘€1’ b = rlsin‘(?l jJa c = r2c05\e2, d = rzsinsez,
siis
(ac = bd) + (ad + be)i = rlrz[cos(»ql +~€2) + 1 sin(q?l + n(z)] .
Kontrolli selle v8rduse kehtivusti
Tuginedes trigonomeetrilises kujus antud kompleksarvude
korrutamise eeskirjale, saame kompleksarvude korrutamist t&l-
gendada geomeetriliselt jdrgmiselt.
Kujutame koordinaattel-
J. Jestikus iilhele tegurile vas-
fava kohavektori. Korrutisele
vastava kohavektori saamiseks

tuleb antud vektorit pssrata

7002‘ teise teguri argumendi vdrra

R Ja muuta siis vektori pikkust
¢ teise teguri mooduli kordseks.
Joon. 54 Joonisel 54 on esitatud geo-

meetriliselt kompleksarvude
2(cos 30° + i sin 30°) ja 3(cos 100° + i sin 100°)

korrutamine.
Kompleksarve a + bi ja a - bi nimetatakse kaaskompleks—
arvudeks.

Nii on n#iteks arvu -3 + 2i kaaskompleksarvuks -3 - 2i.
Korrutame kompleksarvu oma kaaskompleksarvuga:
(a + bi)(a - bi) = a° + b2,
Tulemuseks on reaalarv. Ndita seda ka geomeetriliseltt
Saadud v3rdus nditab, et kompleksarvude vallas on v3imalik ruu-

tude summat lahutada tegureikse.
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Niide. 9 + x> = (3 + xi)(3 - xi).
Ulesandeid.
169. Leia jérgmiste kompleksarvude korrutised.
a) 3(cos 72° + 1 sin 72°) - 5(cos 68° + 1 sin 68°)
b) 4(cos 113° + 1 sin 113°%) . 2,3(cos 118° + 1 sin 118°)
¢) 2(cos -%ff-o- i sin %ﬂl’) B %(cos ;ﬂn- i sin %ﬂ)
d) 19(cos 36° + i sin 36°) - 16(cos -gm- i sin -gft).
170. Leia jérgmiste kompleksarvude korrutised.

a) 2,51 - 44 e) (5 + W3 (5~ W3)
b) (3 + 51) - 2 £) (VE + ivn) (Vk - ivn)
e) (=8 - 71) = (=31) g) (0,5 + 0.21).(2 + 31)

a) V2 -1) « (V3 + W2) h) (1 -21)(5 -4).
171. Leia geomeetriliselt jérgmiste kompleksarvude kor-
rutis.
a) 2(cos % + 1 sin %) o 3(ces %5‘(4» i sin %iz)
b) 4(cos 160% i sin 160°) - %(cos 80° + 1 sin 80°)
172. Lahuta - tegureiks.
a) a° + 4 c) a2 + 42 e)a+b
b) 1+ ¢ da) 4m? + 9n° £) a+2

2lsKompleksprvude. Jpepmine -

Ka kompleksarvude vallas mdistame jagamise all korrutamise
pédrdtehet.

Olgu iilesandeks teostada jagamine

(a + b1) : (c +4di),
8. t. tuleb leida niisugune kompleksarv x + yi, mille korruta-
misel jagajaga saame jagatava, s. t. et
(x +y1) « (c + di) = a + bi.
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Kompleksarvude korrutamise eeskirja kohaselt peavad kehti-
ma vdrdused:
xCc - yd = a;
xd + y¢ = be.
Lahendades selle v8rrandisiisteemi, saame

ac + bd be -

x=—-2——2 ja y- .
oz’ S L e ¢+ d
‘Seega,
b gc-o-bd bec - ad
1.
c + d c+d
Naide.

éz;_l%..-B_EJ+L-glﬁli._1+21.
Leiame kompleksarvude jagamise eeskirja ka juhul, kui

kompleksarvud on antud trigonomeetrilises kujus.

Olru tilesandeks teostada jagamine
r(cosy + 1 sin
T {cos g, + 1Y,
s. t. tuleb leida niisugune kompleksarv r2(cos~(2 + 1 sinn(z),

mille kor-utamisel nimetajaga saame lugeja, s. t. et

T ¥ =T Jasiit T, = §-1-,

\()1+~(72 -\( ja siit (2-\(-\91.

Niisiis,

Rl - oo (0o + 1 o)

Kui osutub, et ¢ - W, < 0, siis tuleb see nurk asendada
vastava positiivse nurgaga 360° + (\(— '.(1), mis kuulub argu-
mendi v@imalike véirtuste piirkonda.

Niide.

(] )
2(008_&0 + 1 sin 20 ')) = 0,4(cos 80° + 1 sin 809).
5(cos 300° + 1 sin 300°)
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Et 20° - 300° = —280°, siis-tuleb argumendiks 360° - 280° = 80°.

Trigonomeetrilises kujus antud kompleksarvude jagamise
reegli vGiksime saada ka nii, kui algebralises kujus antud
kompleksarvude jagatises teeme vastavad asendused.

Kui a = r cos\e, b=r sinx(
jac= rlcosql, d = rls:l.nxel,
siis

bd - ad
ac:d c°+:1--—1[cos(\( ¢1) + 1 sin(y - ‘()1)]

Kontrolli selle vdrduse kehtivust!

Ulesandeid.
173. Leia jagatis.
a) 3(cos 80° + 1 sin 80°) -Z(cos 3%§z’+ i sin %%")
2(cos 20° + 1 sin 20°) $(cos 5 + 1 sin %)

b) 10(cos 292° + 1 sin 292° a) 5,16(cos 1,87 + 1 sin 1!89,:)
4(cos 186° + 1 sin 186°)

1,11(cos 332'4- i sin 371')

174. Leia jagatis.

a) ;-0-1!5 a) —gziio-l g) a

- 1V/3 1+ 24/% a + 2iVa
b) :21 9)6—1 h)a:bi

L0
o)igrtggt 1 ) Ak 1) oy
175. Leia gecmeetriliselt jérgmiste kompleksarvude jagatis.
a) 4(cos & B s:l.n%) 3 2(cos‘%+ 1 sin%')_

b) 0,5(cos 320° + 1 sin 320°) : 0,2(cos 35° + 1 sin 35°)
28:.Komplekspryude owadusi.

12 Nagu négime on kahe kompleksarvu summa, vahe, korrutis
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ja jagatis kompleksarv, s. t. et

kompleksarvude hulgas on teostatav liitmise, 1ahutamise,

korrutamise ja jagamise tehe.
2° Juba reaalarvude hulk sisaldas 1l3pmata palju arve, niiiid

lisandusid neile puhtimaginaararvud ja imaginaararvud. Seega,

kompleks e hulk sisaldab 15pmata palju arve.

3° Reaalarvudele vastavad punktid asetsesid arvteljel.
See voimaldas jirjestada neid arve suuruse jérgi ja otsida an-
tud arvu naaberarve. Kompleksarvudele vastavad punktid asetse-
vad tasapinnal. Siin ei ole v3imalik Selda, kummale kahest
punktist vastab suurem kompleksarv. Seetdttu

kompleksarve ei saa jérjestada suuruse jérgi.

4° samal pshjusel

antud kompleksarvul pole naaberarve.

5° Bt igale tasapinna punktile vastab kindel kompleksarv,
siis

kompleksarvude hulk on pidev.




¥. KOMPLEKSARVUDE KASUTAMINE KOLMANDA JA NEIJANDA ASTME
. KAKSLITEMELI STE VORRANDITE LAHENDAMISEKS.

22:.Kakelilimelise vorrgndl uiiste-

Vorrandit nimetatakse kaksliikmeliseks, kui temale saad
anda kuju
2 +m= o,
kus n on naturaalarv ja m - reaalarv.
Néiteks vBrrandid
x+b =0,
2 +d = 0,
0+ £ = o,
x4 +k=0
on vastavalt esimese, teise, kolmanda ja neljanda astme kaks-
liikmelised vSrrandid.
Vorrandi x + b = O lahendiks on x = -b.
Vorrandi x° + d = O lghenditeks on x; = V4 ja x, = - /4.
Kui d on negatiivne, siis on juurealune avaldis positiivne
ja me saame lahendeiks kaks mérgilt erinevat reaalarvu.
Kui aga d on positiivne, siis saame lahendeiks imaginaar-
arvud V3 ja -1d.

0. Vorrepdi 3 .+.2..z.0.lsbendamine.

Kolmanda astme kaksliikmelise v@rrandi 13 + £ = 0 lahendi-
te leidmiseks t&histame vabaliikme a’-ga, kus a - 0, s. t.
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_f-a3

s Ja vaatleme v3rrandi
x’+a’=0
lahendamist.
Vorrandi vasaku poole kui kuupide summa saame lahutada te-
gureiks:
(x + a)(x% - ax + a2) = O.
Seega taandub antud vdrrandi lahendamine kahe uue v8rran-
di lahendamisele:
x+a=0,
mille lahendeiks on
x) = -a

Jja
xz-ax+aa-0,

mille lshendeiks on :
‘2,3"3:\/’4'- “2"3:\/:;:2'315\/:3--3(1‘3 1/3).
Seega on vSrrandi x° + a’ = O lahendeiks (kui a > 0):
x, = -a;
x, = -3(1 + 1/3);
x5 = 401 - V7).

Niide. Lahendada vorrand 3x° + 4 = O.
Selle vBrrandi teisendame kujule x’ +§ = 0.

3
Siin on a’-%da soogaa-\/z.

Antud v8rrandi lahendeiks on:

b’
xz.%\/.’!" (1 + 3)
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3

61e Vorrendi x>.s.8..=.0.lghendapipe.

Téhistame niitid v@rrandis %2 + £ = O vabaliikme -a3—‘ga,
s a>0, s. t. £ = —a’.
Lahendada tuleb seega vGrrand
x3 - 33 = 0.
Selle vdrrandi lahendame nii nagu eelmisegi vdrrandi. La-

hendeiks saame:
- Geas
x, = §(-1 + W3); .
x5 = 13(-1 IRYBY s

§3;.mmm.z.‘.=. &f.:.Q.hbsnmm-

Neljanda astme kaksliikmelised vBrrandid on esitatavad ku-
Jusx4+a4-0;]ax4-a4-0.

Ka siin lahutame k&igepealt vdrrandi vasaku poole tegl-l
reiks.

Selleks liidame kaksliikmele x

2x2. Siis rakendame tegureiks lahutami-

4, at juurde ja seejiérel

ka lahutame avaldise 2a
sel ruutude vahe valemit:
xt s at = xt v at ¢ 202 - 22%2% - (22 + a?)2 - (/3 ax)2 &
= (x° + 82 - V3 ax)(x° + a2 + /3 ax).
Seega taandub antud vBrrandi lahendamine vGrrandi
(x2 - V2 ax + 32)(12+\/'§ax+32) =0

lahendamisele. 7

Kui siin x2 - V2 ax + al = 0, siis saame lahendeiks
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x, - Fas\fe’ - - Far |3 e I =

Kui aga x2 + V2 ax + a° = 0, siis on lahendeiks
. + + a &
X34 " —)@a-v%az - 32_ ?@-V-T' -\7’5 A =4d).

63s.VaEzopdi 3 . = 8. .=.0 labendaying .

Lahutades x4 - 34 tegureiks, saame
<4 - a4 = (x2 - 32)(x2 + 32) = (x - a)(x + e,)(x2 + aa).
Vérrandi C
(x - a)(x + a)(x® + a%) =0
lahendeiks on o
X = a;
Xy = -a;
X5 = ai;
Xy = —ai.
Ulesandeid.
176. Lahenda v6rrandid.
a) x2 =27 =0 e)413+15-0
b513+729-0 f)-2x3+7-0
c)x4-625-0 g)-%;l:‘e-‘g-o
a) =t + 256 =0 n) 3,2x* + 10,1 =0

64._blgebra p3bilause-.

Lineaarvdrrandite lahendamisel saame alati iilhe lahendi.
Pérast arvuvalla laiendamist kompleksarvudega Saame igale ruut-
vdrrandile kaks lahendit.

Eespool nidgime, et igal vaadeldud kaksliikmelisel v3rran-
dil on kompleksarvude vallas just niipalju lahendeid, kui suur
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on vérrandi aste.

See omadus on iildine, s. t. kehtib kolmanda, neljanda,
viienda jne. astme vSrrandite puhul ka siis, kui see vﬁrrénd
sisaldab liikmeid, kus tundmatu esinsb madalamas astmes kui on
virrandi aste. See t3siasi, mida me siinkohal ei tdesta, ongi

tuntud algebra pdhilause nime all.

Nii on néiteks vBrrandil
3 2
X" =2x“ +x~-2=0
kolm lahendit, 2, i1 ja -i, ja vorrandil
x7 + 3x? C5xd o 15x2 s 4x + 12 = 0
viis lahendit: ¥1, %2 ja -3.
Kontrolli neid lahendeid!

Ksreema astme vdrrandeid (nende lahendeiks pole enamikel

juhtudel t#isarvud) lahendatakse tavaliselt ligikaudselt, s. t.

leitakse lahendid teatud tépsusega. Vorrandite ligikaudse la-
hendamise kohta on védlja téstatud palju meetodeid. XI klassis
tutvume neist tihega, mis pédrineb tuntud inglise fitsikult ja
matemaatikult Isaac Newtonilt.

63:.8rvuvella laiendamisest.

Seni tundma Spitud matemaatika kursuses on mitmel korral
teostatud arvuvalla laiendamist. Algklassides arvutati ainult
naturaalarvudega. Hiljem dpiti tundma positiivseid murdarve ja
negatiivseid tdis- ja murdarve.

Positiivsed ja negatiivsed téis— gigr_gg;ﬂﬂ:!giJnggQgg&a—
vad nn. rgﬁgionéglarvude valla.

2, log 5, sin 10° jne. on arvud, mis ei kuulu ratsionaal-

i
l’
|

|
|
|

|
|

arvude hulka. Seega dppides tundma juurimist, logaritmimist ja :
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trigonomeetrilisi funktsiooﬁe, tdienes arvuvald irratsionaal-
arvudega. .
Irratsionaalarvud koos ratsionaalarvudega moodustavad

reaalarvude valla.

Analoogiliselt on kulgenud arvuvalla laiendamine ka aja-
loolisest seisukohast vaadatuna. Vana-Kreeka matemaatikud kasu-
tasid naturaalarve ja positiivseid murdarve. Positiivse ja ne-
gatiivse arvu mdistet kasutasid esimestena hindud 6. ja 7. sa-
‘jandil. M3sdus aga veel palju sajandeid, enne kui need arvud
leidsid tédit tunnustust. Nditeks tuletati taandatud ruutviérran-
di x2 + px + g = 0 kordajate ja tema lahendite X Jja X5 vaheli-

sed seosed 16. sajandil prantsuse matemaatiku Francois Vieta
poolt ainult positiivsete lahendite puhul. Alles 17. sajandil
muutuvad negatiivsed arvud matemaatikas tildkasutatavaks.
Mitteratsionaalarvu olemasolu oli selge juba Vana-Kreeka
matemaatikuile ja Eukleides oma suure tdhtsusega tsss "Elemen-
did" plidis anda nende arvude kohta teatud teooria, tuginedes
geomeetrilisele kujutusele iihisméddututest loikudest. Uue ma-
temaatikaharu - matemaatilise analiiisi - tekkimise ja arenemi-
sega 17. ja 18. sajandil kerkis viiga teravalt pdevakorrale va-
Jjadus anda range reaalarvude teooria. Selle ilesande lahenda-
sid 19. sajandil iliksteisest sdltumatult saksa matemaatikud
Richard Dedekind, Georg Cantor ja Karl Welerstrass.

: _Itaalia matemaatik Geronimo Cardano avaldas 16. sajandil

kuupvdrrandi x3 + pXx + q = 0 lahendamiseks valemi

3 9
x-\/-%+ %+5L7+\/-g- Cup
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mille rakendamine jubhul, kui kuupvérrandi k3ik kordajad on
reaalarvud, nduab kompleksarvude tundmist. Cardano nimetas neid
arve "valedeks arvudeks". Uldise tunnustuse said kompleksarvud
pirast saksa matemaatiku Carl Friedrich Gaussi poolt antud
kompleksarvude teooria pdhjendust 1831l. aastal. Kompleksarvude
baasil, mis esialgu n#isid olevat‘mi.ngid "valed arvud", arenes
hiljem vélja kompleksmuutuja funktsioonide teooria, mille ra-
kendused on eriti hinnatavad aerodiinaamikas. Selles on suuri

.teeneid tuntud vene teadlasel Nikolai Zukovskil.

Joon. 55

Kompleksmiutuja funktsioonide teocoriat rakend'atakse suure
eduga ka elektrotehnikas, tuumafiiisikas ja elastsusteoorias.
Viimasel alal on silmapaistvaid tulemusi saavutanud ka endine
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Tartu Ulikooli rakendusmatemsatika professor Guri Kolossov -
(1867-1931) .

Matemaatikas kui teaduses toimub loogilise arutluse liht-
sustamise huvides arvuvalla laiendamine naturaalarvudelt rat-
sionaalarvudeni teisiti kui siin kirjeldatud. See kulgeb nii,
nagu seda on tehtud eespool, naturaalarvudeit esmalt tdisarvu-
dele ja siis sealt ratsionaalarvudele.AEdasi laieneb arvuvald
reaalarvudele, kompleksarvudele jne.

Joonis 55 iseloomustabki just seda fakti, et iga uué arviu-
vald halmabéen&as temale eelnenud arvuvalla.

' Arvuvalla edasist laiendamist nii, et igale ruumipunktile
vastaks kindel arv, pdhjendas iiri matemaatik ja astronoom Wil-
liam Rowan Hamilton 1843. aastal. Uusi arve nimetatakse kvater-

nioonideks.
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