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L Von dew gevaden Linien und
ben Ehenen,

§ 156. Dic Stereometrie betvachtet bie Lage berfchiedener
Gbenent 1und Linfen im Raume gegen einander und befdhcftigt fich mit
Unterfudjungen fiber die verfdhiedenen Urten geomefrifcher Kbrper und
terent Oberflichen,

Cine Gbhene burd) eine gerade Linie legen beifit fie fo
legen, da die gevabe Linie gany in die Gbene hinetnfallt.

Hat eine Gerade mit einer Gbene einen Punft gemetnjchaftlich und
liegt im Uebrigen auferfalb verfelben, fo fagt man, die Gerade durd-
fhneide die Ghene,

Gine gevade Linie fteht auf eimer Gbheme wund piefe auf jener
fenfredt, wenn fie die Gbene fdmeidet und auf affen durd) ihren
Durdyehmittspuntt in dev Gbene geogenen gevaden Linien fenfrecht fteht.

Gine gerabe Linie ift mit einer Gbene parvallel, tenn Deide
Deliebig verldngert jich niemalsd jchneiden.

Biwei Ebenen find pavallel, wenn fie fic) niemals fdneiden, fo
foeit man fie auch verlingern mag,

§ 157. Bwei in derfelben Gbene Yiegende gevade

Linten Jnd 1hmer einanper pavallef, wenn fie beliebig B ETZD
4/

foeit verldngert fid) niemals [duneiven. JIm NRNaume
bagegen finnen jwei gevade Linien eine jolde
Lage gegen einander haben, daf fie cinander nicht fhnei-
den, und doch nidt einander paraflel jind. Denn denft man
fih durc) eine Geradbe AB zwei verjdjiedene Gbenen hinburchgelegt und
auf AB in verfchiedenen Punften A und B die Senfrehten AC und BD
gesogen, bon benen bie einme in Der eimen, bie andere in der anbern
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Gbene fiegt, fo fieht manm, daf bdiefe Senfredhten tweder paraffel find,
nod) jemald fich fchneiden fnnen,

Bon 3wet foldhen Linten wie AC und BD fagt man, bdaf fie
einanbder frewzen oder wennt fie auch) windjdicfe Linien,

§ 158, Durd) drei mid)t in gevadber Limic licgenbe Puulte
lajt fim cine Gbene fegen, nud 8 wirh fomit die Lage cincr
Ebene durdy drei Punfte, dic nidht in gerader Linic fiegen, vollfom-
mein Gejtinomt,

Denft man fid) 3wei der gegebenen Bunfte durch eine gerabe Linie
berbunden undb durd) diefe eine Gbene gelegt, fo twird die Gbene, wenn
man fie um bie gerabe Linie twie wm eine fejte re Herumbdreht, cine
unendlidge  Anzahl verjdiedener Lagen einnehmen, Wenn man  aber
irgendivo auferhald ber geraben Linie einen feften Punft annimmt und
bie Gbene fo fange BHerumbdreht, 68 bdiefelbe aud) durch biefen Oritten
Puntt geht, fo fann fie fich nicht iweiter drehen, ohne den Puntt u
berlaffen; thre Lage im Raume ift demnad) cine unverdnderliche, fo daf
alfe Gbenen, welhe man {ich durch jene dret Punfte gelegt benft, gamy
sufammenfallen wnd nur eine eingige Gbene Hilben, deren Lage durch
die gegebenen Punfte Heftimmt wird.

§l§i 1) Durd) zwei {ich fhneidende gevabde Linien
oder burd) zwet Pavallellinien Taft fidh nur eine Gohene
legen. Denn alle Gbenen, die man fid) duvc) die einander {dhneidenden
Linien oder dburd) die Parallellinien gelegt denft, haben irgend brei, nicht
it gerader Linde liegende Punfte mit einanber gemein und fallen dahev
gang aufammen,

2) Durd) einen Punft im Rauwme Fann nur cine Pa-
vallele 3u einer gegebenen Gevaben gezogen werden,

3) Durd)y vier odev mehr Puntte im Raume fann man
eitweder nur eine Ghene ober gar feine Ghene legen,

§.160, Die Durdjidyuittalinic sweice Gbenen ift cine gerade
Linie,

Denn gibde e3 unter den Puntten, welde bdeiden Ghenen gemein-
faftlic) find, auc) nuv drei, bdie nidht in ciner gevaden Linie (dgen, fo
mithten die Ghenen ufammenfallen (2 158), wa3 bder BVorausfelung
iber|pricht.
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§ 161, Wenm cine die Ghene M fdyueidende gerade Linic AB
anf gwet pued) ifren Durejichuittspunft in ver Ghene gezogenen
Gevaden BC wud BD fentredyt fteht, fo fteht fie and) feufredyt anf
jeder andern in devjelben CGhene durd) ifren Duvdyfehmittdpunft ge-
sogenert Gevaven BE, wud mithin anf der Ghene M {elbit.

Man verbinde 3wei Defiedige Punfte C und
D ber gevaden Linten BC und BD burd) eine
Gerade CD, welde die BE in E trefie, ver-
lingeve AB  unterhald ber Gbene M, fo daff
BE = AB wirb, und ziehe AC, AE, AD, FC,
FE, ¥D. Da AC==FC und AD = FD
(@ 31, 2), jo ift (2 26)

¥
/A ACD 2 FCD, affo <¢ ACD = FCD, baber (% 20)

/\ ACE 22 FCE, afjo AE = FE. eil nun

/\ ABE 22 FBE, fo it <¢ ABE = FBE, aljo AB | BE,

§ 162. Wenn drei gerade Linien CB, DB, EB auf ciner und
verfelben” Gerader AB in bem uimlidjen Bunkte B fenfred)t ftchon,

fo licgen fic alfe drei in ciner, auj dev lestern Geraden fenfredyten
Ebene,

Mar denfe fich) durd zivei von diejen Linien, BC und
BE, cine Gbene CBE gelegt, auf weldher AB fenfredt
jtehen muf (2 161). Rdige nun BD nidt ebenfalld in 14
biejer Gbene, fo bdenfe man fih dwd) AB und BD eine BT
steite Gbene ABD gelegt, weldje die erfte in Bd fchnitte, i
fo baff AB, Bd, BD in einer Gbene Yiegen, Da AB auf
per Gbene CBE fenfredt ift, fo jteht AB auc) fenfrecht auf Ter in bdiefer
letern Tiegenden Linie Bd. Man Hhatte alddbann auf eine gerabe AB
aus pem namligen Punfte B, und in einevlei Ehene jwei Sentrechte Bd
und BD gesogen, wad unmbglich ift (2 13). Daher muf BD ebenfalls
in der dburc) BC und BE gelegten Gbene fiegen,

dufa, Bewegt {id) ein redhter Wintel ABD um ben
cinen Sdentel AB als eine fejte Aze, fo befdreidt der
andere Schenfel BD eine auf AB fenfredyte ebene Flade,

N

§ 163w Durd) cinen Punft A i ober anferhald ciner Ghene
M Gt fidy wur eine eingige Sentredite AB auf dicfelbe zichen,



BC ‘4 Demn, fodre aud) AC | M, {o lege man
\ /\ o) AB und AC eine Gbene, weldhe die Ghene
V/,- S M fdmitte, unb ghoar im erten Falle in AD, fo dafs
/-;l A :”B/ <¢ BAD == R = CAD fnire, im 3toeiten Falle

in BC, fo daff A\ ABC jivei vechte Winfel
enthielte, Da aber beided unmbglich ift, fo fonn
nicht CA [ M fein,

§ 164. Durd) cinen Punft A in oder anfierfialb ciner Geraden
BO Iafzt i) wr cine cingige Gohene P fenfred)t anf diejelbe fegem,

LWare in jedem der Deiden Falle auch) die Ehene
Q | BC, und fegt man im evjten Falle durd) BC eine
Gbene, welde die Ebeen P und Q in AD und AE
fdnitte, jo wdre < BAD = R = BAE, und legt
man im wetten Falle durd) A und BC eine Gbhene,
fo enthiclte dag Dreied ADE jwei rechte Winfel. Da
beides unmiglich ijt, fo fann aud) nicht die Ebene
Q | BC fein,

§ 165, Bicht man vou cimem Puufte A anferhalb ciner Ghene
M anf dicfe cine Seufredjte AB und mchrere jdjicje Linien AC, AD,
AE . . ., jo ijt

1) dic Senfredite dic Fiirjejte vou allen ans A wadg M ge-
sogene Lntien;

find pwet jdhicfe Liniew AC und AD, deren Fufpunite
von demt gufipunfte der Senfredhten glcidhe Abjtinde BC uud BD
faben, einauder gleid);

) it won gwet jdhicfen Linien AE mud AC dicjenige dic
grifiere, Deven Fufpunft {fich von dem Fufipuufte der Senfredhten
weiter entfernt.

1) Jede {diefe Linde 3. B, AC ijt als Hypotenufe
eines vechtivinfligen Dreiefs ABC grbfier alé die RKathete

AB.
i ,/%\'{\— 2) wennt BC = BD, fo ift /\ ABC =2 ABD
TR, (2 20), alfo AC = AD.
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3) Wenn BE > BC ift und wird in dem A\ ABE bdie AD fo
gesogen, daf BD = BC ift, fo ift (2 31, 3) AE > AD, aljo auc
AE > AC.

Jujak, Die Sentredhte AB wird af8 die fiivgefte Gerade, welde
bomt Punt nac) der Gbene M gegogen iwerden fami, der ADbftand
ober die Cutfernung desd Punfted don der Ebene genannt,

§ 166, Weun man and dem Fufpuunfte G cimer anf dev
Goene W Teufredten Geraden AC auf eine in der Ghene fiegende
Qinie DE eiue feufredyte OB fallet, fo fteht die Werbindungslinic
AB de8 Juftpuutted ber weiten Senfredifen it ciwem belichigen
Punfte A der eviten Senfredten chenfalld auf der iu der Eheue
liegenden Geraden DE feufredht.

A
Macht man BD=BE und 3ieht AD, AE, CD, CE, /]
fo it CD=CE (2 31, 2), aljo (3 165, 2) AD=ARE.

Da mm AABD 2 ABE (2 26), fo ift <ABD=ABE,
alfo AB | DE, M

Zuiise, 1. Die Linie DE jteht auf der dburch AC und
AB gelegten Gbene fenfredyt, da fie auf AB und BC fenfredht {teht.

g‘L@ie fitrgefte Gutfernung der Deiden {id) freuzenden
Linien AC und DE ift die auf beiden gugleid) fenfrecdt fte-
hende Linie BC; bdenn verbindet man zivei andere Punfte A und B
oiefer Linien, fo ifft AE > AB > BC (2 25).

§ 167,  Guffdrungen. Fillet man A
bor einem Punfte A auferhalb einer Ebene M :
auf bdiefe etwe {chiefe Linie AB und eine Sents
vedhte AC, fo Heifst der eimen vedyten Winfel nicht
itberjteigende Wintel ABC, iwelden die fhiefe
Linie mit der Verbindungslinie beiber Fufpunite
bildet, ber Meigungdmintel der {dhiefen
Linie AB gegen die Gbemne M,

Die Verbindbungslinie BC Deider Fufypuntte Heifit die Projees
pion der fdhiefen Linie AB auf die Gbene M, die Senfredyte
AC bie projicivende Linie, die Gbene M bdie Projectionsebene
und die duvdh AB uud AC gelegte Gbene die projicivenbde Gbene,



Demuadh iff der Meigungsmintel einer {dhiefen Yinie gegen
eine Gbene der Wintel zwifchen der fehicfen Linie wund ihrer Vrojeetion
auf bie Ehene,

Der Neigungsvintel einer auf der Ebene fentvedht ftehenden Ge-
rabent gegent die Ebene ift ein Nechter,

§ 168. Der Neigungdwinte! ABC (Fig. § 167) ciner jdhicjen
Qinic AB gegen eine Ghene M ift der Fleinfte wou allen Winteln,
weldje dic fdyiefe Linie mit denw in der EGbene durd) ihrew Durd)-
fduittapunft B gezogenen Liview, 3. B, mit BD, bilben Tamu.

Man madhe BD = BC und jziche AD, Da AC als Projici-
vende fenfredpt auf M fteht, fo ift (2 165, 1) AC<<AD, folgliy audy
< ABC<<ABD (2 35.)

Bufdge. 1) Der Nebenmwinfel ABE des Meigungswing
felg imr‘dﬁtc bon aflen Winteln, weldhen die Gevade
AB mit den in ber Gbene duvd) ihren Duvdhjdhynittzpuntt
gezogenwen Linien bilben fann,

2) Die Winfel, weldhe dDie fehicfe Linie AB mit ben in
per Goene M burd) ihren Durvdfdnittspuntt gegogenen Li-
wienw bifbet, find um fo grofer, je grofer vpev Wintel ift,
ben der in ber Ghene M Tiegenbde Schenfel mit der Projecs
tion BC bder fdhiefen Linie bilbet, und wenn zwei von den
in ber Ghene M fiegenden Linien gleidhe Wintel mit BC
Difoen, fo Difdben fic aud) gleidhe Winfel mit AB.

§ 169, Wemn vou wei pavallelen Linien dic eine AB jenf:
vedff 1jt anf civer Gbene M, fo ift ¢8 and) dic andere CD.

Man verbinde die Durchjchnittspuntte dev Pavallelen
burd) BD, ziehe in der Gbene M die EF [ BD, end-
lih die AD, Da AB | BD wnd CD || AB, fo iit
(2 10) CD | BD. emer it (2 166, 3. 1) FE auf
per Ghene ABDC, alfo aud) auf CD fenfrecht, Da mit-
hin CD auf BD und FE fenfredht, fo ift CD | M (2 161)
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§ 170, Weun zwei Livien AB und €D anf der niamlidyen
Ehene M feufredit ftehen, o fiud fiec pavallel. (Fig. § 169).

Wire CD nidht pavallel mit AB, fo siehe man durd) D eine mit
ADB parallele Linie, welde auf M fenfvedht fein wird (2 169), und dbann
giibe e in D 3wei Senfrechte auf M, was nidht mbglic) ift (2 163).

4 § 171, Bwei Linden im Raume, weldpe ciner dritten Linie
paraflel {iud, fiud audh) cinander parvatlel.

Da eine fenfredhte Gbene auf bdev dritten Linie jugleich fenfredht
auf oen beiben anbern Linien ift (2 169), fo mitfien bdiefe afs Senfrechte
auf bev namiichen Gbene pavallel fein (2 m))‘/

§ 172, Gine Linic AB ift ciucr Ehene M parvallel, wenn fic
ciuer 1 der Gbene fegenden Linie CD ypavalle! ijt.

Denn, fvennt die in der Ebene ABCD (iegende

ADB bie Gbene M fdyneiven follte, {o tinnte e3 nuv in A B
oer Durchfchnittalinie CD beider Gbhenen gefdhehen; da /——F*}—/
aber AB als Pavallele die CD nicht fdyneivet, jo fann {C"‘”‘"’“M/

fle auch die Ghene M nidht {chneiven,

Sufab., Durd) einen und venjelben Punft Laffen fid
unendlid) viele Linien pavalfel bderfelben Gbene ziehens
Denn zieht man in der Gbene aud einem beliebigen Puntt verfelben
Deliebig biele Linten, wund odurd) einen Puntt auferhalb dev Ebene Pa-
valfellinfen 3u ihnen, fo find alle diefe der Ghene pavalfel,

§ 113, Dic Durchfdhuittalinien AB nnd CD weicr pavaliclen
Ghenen P und Q mit ciner drittew Ebene find pavallel.

Denn die in einer Gbene fiegenden Linien AB und CD

finnen fic) nicht fohneiven, tweil fie fich ugleid) in 3wet pa-

vafellen Gbenen befinden ; folglich find fie pavallel,



§ 174, Wenn jwei Chenen P und Q anf der nimlidhen
(getaﬁeu AB feufvedyt jtehem, {o find fic pavallel.

Begegneten fidh) die Ghenen etwa im Punfte C,

fo giche man CA und CB, weldhe Linien cin A\CAB

Difben witrden, in jeldjem <r CAB =R =CBA i,

a3 nidt miglich ift; daher muf P || Q fein.

S 175, Weun zwei Ghenen P und Q pavallel find, fo jteht

cine Gevade AB, tweldje anf der einen Ghene Q jeufred)t ift, aud
auf der andern Gbene P fenfredyt,

Legt man durd) AB awei befiebige Ghenen, weldje P
und Q it AC und BE, AD und BF fdneiden, o ijt
AC||BE und AD||BF (2 173). Da nun aber < ABE
=R =ABF (2 156), {o ift au) <t BAC =R = BAD,
folglih (2 161) AB | P.

K 176.  Parallele Linien AB und CD zwifdjen yavallelen
Gbetien P und Q find gleid).

Legt man durd) AB und CD eine Gbene, fo find bdie
Durdhfchnitte AC wund BD pavallel (2 173), folglich ift
ABDC ein Parallelogramm, mithin AB —= CD.

Bufag, Jede zivifdhen zwvei pavallefen Gbhenen fenfvecht auf beibde
gezogente Gerade wird die Entfernung ober der AbLftand jener Ehenen
von einander genannt, -— Da nun bdie Ridtigleit des Lehrjakes aud)
jtattiindet, wenn bdie parvallelen Linien AB und CD auf beiden Gbenen
fenfredht ftehen, o find pavallele Gbenen dthevall gleidh) weit
bon einander entfernt

§177. Weun die Sdenfel weier, nidht in der namlidjen
@bene Yiegender Winfel ABCG und DEF pavallel find und in gleider
Ridhtung liegen, fo find dic Winfel gleid) nud ifre Ehenen pavallel



1) Man madhge BA=ED, BC=EF, und 3iche AC, A
DF, BE ..., fo it ABED cin Parallelogramm (2 39), AR
aljo AD#BE und cbenfo CF # BE, folgliy AD # CF, | i “(’
affo ACFD e¢in Parallelogramm, mithin AC =DF. Da i i"g.’-ﬁ

mm A ABCDEF (2 26), fo ift < ABC — DEF. =

2) Waren die Ebenen ABC und DEF nid)t parallel, und iviiede
bie durd) B mit DEF pavallele Gbene die Linie CF nicht in C, jondern
in G fdneiden, fo wive (2 176) GF=BE; ba aber aud) CF=BE ift,
fo wire GF=CF, wag ungereimt ijt; daher it ABC || DEF,

Bufaf, Wenn man die Cndpunfte dreiev gleidher und
pavalleler, nichtin devfelben Ghene fiegender Linien BE, AD,
CF verbinbet, fo entftehen congruente Dreiede, deven Ghe-
nen parallel {ind,

Denn weil BE# AD#CF, fo it AB=DE, AC=DF, BC=
EF, aljo/NABCZDEF und cbenfo iwie vorhin Goene ABC || DEF,

§ 178. Rwei gerade Linien im Raume AC nund DF werden

vou drei paraﬁeleu Gbenen 0, P, Q in proportionale Stitfe ge-
fehuitten.

Man ziehe AF, toeldhe die mittleve Gbene in G
trifit, und Yege durd) C, A, F fowvie durch) A, F, D
Gbenen, welde die einanber parallelen Durchichnitts=
linten BG und CF, GE und AD bilben (3 173),
dann ift (2 97) AB: BC = (AG : GF =)DE : EF,

§.179. CGrfldrungen, 1) Der feilfbrmige, sum Theil unbe-
qmngte Raum, der zwifdhen ziwei fich fdhneibenden Ehenen enthalten ift,
wird Fladenwintel genannt, Die Ebhenen, weldhe dben Flichenwwintel
einfdiefen, heifen feine Seiten und die Gevade, in der die Seiten ju-
fammentreffen, die Kante des Flahenivinfels,

2) Bwei Fladgenwinfel find einanber gleid), wenn fie fich fo in
einanber Ylegent Yaffen, daff ihre Kanten und ihre Seiten gegenfeitiq u-
ammenfallen, — Wenn  eine EGbene eine andere durchjdhneidet und auf
beiden Seiten gleidhe Flicgemwintel mit ihv Dildet, {o wird jeder der
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beiben Fldchenivintel ein vedyter genannt, wnd die eine Goene heifst
@c nfred)t auf der anbern,
@

3) Wenn man in beiden Ghenen eines Bladentvintel auf der
Rante in einem Punfte derfelben Perpendifel errichtet, fo ird der bon
beiben Perpendifeln gebildete ebene Winfel der Neigungswintel ves
Sladenwinfels ober Deider Ghenen gegen einanper genannt,

Die Gbene ded Neigungswinfels freht fenfredt auf der Kante
(2 161). 63 ift gleihgiltig, in weldhem Puntte der Kante bie Perpen-
pifel gezogen werden, Ha ufolge 2 177 bder Neigungswintel zweier
Gbenen an alfen Puntten iprer Durchfehnittstinie gleich qrof feint muf,

§ 180, Bwei Flidjemwinte! BADC uud bade verhalten fid)
s cinauder wic ihre Neigungsdwinkel FEG nud feg.

Wenn  die Flachenivinfel gleid) fiud, fo
b find auch ihre Neigungswintel gleich; bdenn legt
120 man jene fo in einander, daf fie gany zujammen
fallen und der Puntt ¢ auf K 3u legen tommt,
fo muf auch ef auf EF, eg auf BG fallen.
St ferner ber eine Fladpenwinfel in dem andern genaw mehrere Mal ent-
balten, fo ift auc) fein Neigungswintel in dem Hes andern genau eben fo
oft enthaltew, ba 3u gleidhen Fldchenwinteln gleiche Neiqungdwintel ge-
hiven, — Wenn endlich dev fleinere Flachenwintel in dem grifern mehreve
Mal nebft einen NReft enthalten ijt, jo denfe man fich auf beibe Flidyen-
winfel jenes Verfahren angewendvet, bei welhem man durd) fortgefestes
Auftragen der nachbleibenden MRejte auf einander dad gem. Mafy 3wifdhen
stoei Grifen 3w befrimmen jucht. Ob man nun dabei einmal ein gem,
MaR finvet oder nicht, fo laffen fich doch jedenfal(s bdie Flichenvintel ges
rade eben fo oft wie die jugehivigen Neigungsivinfel bon einanbder weg-
nehmen, weil gleichen Flachenminteln gleiche Neigungswintelnn entfprechen,
Daraus folgt, daft die Vergleichung dev Flachenwintel diefelben BVerhdlt-
nifzahlen giebt iwie die Bergleidpng der Neigungswinfel, alfo aud) dHas
Berhaltnify der Flachenwintel ju einander in alfen Fallen zugleid) dad der
Neigungsivintel ijt,

§ 181, Bufige. 1) Dad Maf cines Fladenwinfels ift
peffen Metgungdmwintel. Denn wenn man ben vedhten Flichenmintel
aum Mafe alfer dbrigen Flachenwinfel annimmt, fo iie der cbene rechte
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ald Maf alfer cbenen Wintel dient, fo frimmt der Flachenwintel vem nu-
merifdpen Werthe nac) mit feinem Neigungswintel diberein, v, h. jeder
mit feinem defondern Mafe gemefjen, giebt diefelben Jahlen,

2) Da bag Meflen der Fldchenwintel fich auf dad der ebenen
Winfel guviictfithren (Gft, fo fonnen aud) die Kveisbogen wnmittelbar a3
Mafe der Flachenivintel dienen,

3) Wenn per Neiqungzivinfel jweier Ebenen ein vedhter ift, fo
ftehen die Gbenen auf cinander fentvedt.

4) Fladenivinel Heifen fpif, vedht, ftumpf, fupplementdr,
complementdr, Nebenwintel, Sdeitelwintel, wenn ihren Nei-
gungsinteln biefe Venennungen zufommen, Aud) find Scheitelfidcen=
wintel efnander gleidh), bdie anlicgenden Winfel iweier fid) fehneidenden
Gbenen betragen sujammen wei vedhte Wintel u, f. to,

§ 182, Wenn cine Gerade AB anf ciner Ghene M fenfredyt
ftent, fn fteht jede durd) dic Gevade gelegte Ghene CF chenfalld anf
per Ghene feufredt.

Jteht man in ber Gbene M die Gevabe AE fent-
redht auf die Durdhfhnittslinie CD ber beiden Gbenen, fo

&l
ift, weil AB af38 Senfrechte auf M fowol auf CD afs auf WT:!')B
A Jenfrecht fteht, dev Meigungswintel BAR beiber Ehenen | A

ein vedhter; folglic) jtehen die Ghenen auf einanver fenfrecht,

Bufdbe. 1) Wenn bdrei gerade Linten AB, AC, AE in
cinem Puntte A auf cinander fentredt ftehen, fo. ift jede bon
ihnen auf vev Goenggdurd) die beiden anbern fenfredyt, uno
pic prei Gbenen M, CF, BAEK find auf einanber fenfredt,

2) Die Gbhene des Neigungsmwinfels 3mweier Ghenen
fteht auf diefen jentredyt,

3) Die projicivende Gbene ciner fdhiefen Linie ftent
auf ver Projectionsebene fenfredt.

§ 183, Wenn zwei Ehenen M und CF anf cinauder fenfredt
jind, jo ift eine Gerade AB, welde in der cinen Gbene CF fenfredyt

anf dic Duedyjdpuittalinie €D gezogen wird, fenfredit auf der andern
Ebene M (Fig. § 182).
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Bieht man in der Gbene M die AE | CD, fo ift <¢ BAE=R,
b‘a CE | M fteht, wnd tweil aud) <¢ BAC=R, fo ift AB | M,

§ 184, Wemn zwei Chenen M nud CF anf cinauder jenfredt
find uud in cinem Punfte ihrer Durdyjchuittslinie cine Senfredite AB
auf der cinen Ebene M ervidhtet wird, fo liegt dicjelbe gauy in der
andernn Ghene CF (Fig. § 182).

Witrde AB nidht in der Gbene CF fiegen, fo finunte man aud
Punft A in der Gbene CE eine Sentredhte auf CD giehen, mithin eine
jiveite Senfrechte auf M duvd) denfelben Punft A ewvidhten (2 183), was
aber nidht mbglich) ift (2 163).

§ 185, Weun zwei Chewen P und Q anf ciwer dritten Ghene
M fenfreht ftehen und fid) duvdhjchueiden, fo jteht and) ihre Durd)-
fdmittalinic AB auf ver lehtern Gbene M jenfredit.

Grrichtet man in A auf M eine Senfrechte, fo muf
biefe fowol in der Gbene P al3 in der Ghene Q liegen
(2 184), fann affo nur die Durd)fchnittzlinic AB Deider
Ebenen fein,

IT. Von den iﬁunm.erkm.

§ 186, Grffdrungen, 1) Wenn drei oder mehrere Ebhenen
i el Punfte jufammenitofen, fo Heifit dev swifdhen ihuen (iegende,
nad) der einen Seite Hin unbegringte Naum eine Raumede oder ein
torperlicher Winfel, und jemer Punft dev Scheitel ober die Spife
per Raumece,

Die geradben Linten, in elden bdie eime Raumede bilbenden
Gbenen vber Seitenfladhen fich durchjchueiden, nennt man die Kanten,
und die ebenen Winfel, ielche von 3wei auf einanbder folgenden Kanten
gebildet werben, bdie Kantenivinfel der Raumede. Je el Seiten=
fldchen Difben eimen Fladhenwinfel
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Nad) der Anzahl der Seitenflddien obder der Kantentvinfel, welde
immer gleid) ift der Angahl der Kanten, werden Raumeden 3, 4, 5 . . .
n feitige oder n fantige ober n winflige gemannt. Unter den
Stitden einer Raumede werdben thre Kantenivinfel wnd Fladyenivinfel
berffanden.  Gine breifeitige Raumede wird aud) ein forperlices
Dreied genamnt, deflen Seiten die Kantenwinfel, und defjen Wintel
oie Flddeniinfel der Raumede find,

2) 3wei Raumeden Heifen congrient, wenn man fie fo i ein-
ander gelegt benfen fann, daf fie in allen ihren Punften jufammenfallen.

Jncongruenten Gden find jammtliche Rantenwinfel und Sladen-
winfel ber einen demen ber anbern eingeln gleidh; aber nicht wmgetehrt ijt
mit der Gleid)heit diefer Stitce bie Congruens der Gefen verbunden. Diefe
findet ndmli) nur ftatt, wenn die gleichen entfprechenden Stitcfe in Leiden
Gcfen nidht allein in derfelben Ovdnung, fondern aud), wofern die Spigen
nad) einerlei Seite gefehrt find, in derfelben Ridtung auf einander folgen.

Raumeden, i welden die gegenfeitig gleichen Stide swar in
perfelben Ovdnung, aber in entgegengefelyter Nichtung (in der einen (infs
herwm, wenn in ber andern ved)ts herum) auf einander folgen, Heifien
fpymmetrifd.

Wenn in den drei Raum-
edfet S, s, s
<r ASB = asb = a‘s’b’
< ASC = asc = a's’c/
<¢ B8O ==bac=bg'e",
ferner bie bon Den Ghendn ber entfprechend gleichen Kantenvinteln gebil-
oeten Fladhenivinfel gegenfeitig gleid) find, fo fann die Raumede S ol
mit der Raumede s, nidht aber mit der Raumede s’ jur Decung gebracht
foerdent,  G3 find demnach S und s congruente, S und s fymmetrijdhe Eefen,

Bemerfung. Aud) bei congruenten, i derfelben Ghene fie-
genden EBDIt)gonen“fann die MRidhtung, in der die gleichen Stitde auf ein-
anber folgen, in beiben Figuren eutweder die ndmlidhe vder eine entgegen-
gefebte fein, Jm Deiben Falen finnen aber die Polygone zur Decung
gebracht werden, it Folge der Grundeigenfchaft der Ebene, daff ihre beiden
Seiten einander villig gleich find,
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§ 187, Ju jeder dreifeitigen Naumede SABC ijt die Summe
sueict anfenwinfel grifier ald der dritte Kantemvintel.,

Gind bie drei RKantenwinfel einander gleid),
fo berfteht fid) der Saf von felbft; find fie aber un-
gleid), fo braucht man nur ju Deweifen, dafj der
grbpte KRantentvinfel fleiner ift ald die Summe pev
Deiden {ibrigen. G3 fei ASB ber grdfite bon den .
orei Ranteninfeln,  Man ziehe aus einem Puntte
M ber Rante SA eine Deliebige Gerade MP jur
Sante SB, madje ben < MSN == ASC und nefhme

L S bas Stitd SQ =SN. Bieht man MQ und PQ,
VAN Q \1; jo ift /\ MSN22MSQ (2 20), affo MN — MQ.
Da mm MQ 4-PQ > MP, fo ift PQ > PN, und
eil in bert Dreieden PSQ und PSN bdie Seite
SP gemeinjdyajtlicy und SQ = SN jt, fo ift (2 35)
< PSQ) > PSN, baper aud

PSQ) -+ MSQ > PSN + MSN ober

BSC -+ ASC > ASD.

§ 188, Die Swmme aller Kantewwindel ciner Ranwmede (mit
Tauter andwirtd gehenden Fladhemwinteln) ift tmmer Leiner als vier
Jiedyte.

Man  durd)jdyneide die Seitenfldchen der Ede S durd) eine Ebhene,
nehme innevhalb deg duvc) den Duvd)jdhuitt gebildeten BVieleds ABCDE
eiten Delicbigen Puntt G wgp verbinde denjelben mit
oen Gdpunften A, B, C, D, E, fo entjtehen um G herum
ehen fo viele Dreiecfe ald um die Spige S der Nawmecte
hevumliegen; folglic) ift die Summe aller Dreiectsvintel
SE bort eben fo grofy wie fier. Nun ift aber (2 187)
< ABC << SBA - SBC
<¢ BCD << SCB - SCD u. . i,
alfo aud) die Sumnte der Umfangsvintel ABC, BCD ... bed Bieleds
fleiner af3 bic Summe der Wintel SBA, SBC, SCB ..., welde an
pet Grundlinien der Drefede wm S legen, Davausd folgt, dafy bdie
Winfel um G, welde 4 R ausmadjen, mehr befragen mirfien al3 die
Winfel um S,

B A
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§ 189, Weun man durd) cimen Oelichigen Punft M inner-
Galb Thner vrcifeitigen Ranmede ABOD fenfredhte Ghenen anf dic
Sauten dev Fanwmede legt, fo bilben diefe cine nene dreiwintlige
Raunede MNOP, deren Saunteuwinfel dic entjpredenden Fladen:
winfel, nud deren Fladewwinkel dic entjpredjenden Kantcmwinte!
ver erften Ranmede zu 2 Jedten crgiingen.

Die Kanten der Raumedte A mbgen von
ben auf fie fenfrecht gelegten Goenen in B,
C, D gefdmitten werden.  Der Gonjtruction
sufolge ift <c NBP gleid) dem Slachenintel
ant ber fante AB (§ 181) und weil AB auf
ber Chene MB fenfredht ftebt, o ift < ABN
= R. Gbenjo it < ACN =R. Die Gbene
BAC fjteht auf jeder der Geiven Gbenen MB
und MC fenfred)t (§ 182), weil fie durd) bie A
beiben Perpendifel AB und AC auf jenen Gbhenen hindurchgeht. Daraus
folat, dafy der Durdhfchnitt MN jener Deiden Ghenen fenfrecht auf der
Gbene BAC, fteht (§ 185), bdaf alfo <c MNB = R = MNC b
vaher <« BNC gleich dem Fldchenivinfel an dver Sante MN ift.  Ebenfo
it << MPB = R = MPD. Da nun in bem Bicred MNBP bic
Summe aller Winfel 4 Redyte betrdgt und die Winfel bei N wnd P
Nedyte find, fo ift

<t NBP 4 NMP = 2 R.
Sm Bieved BACN it ans gleichem Grunbe
<t BAC 4- BNC = 2 R.
Auj dicjelde Wetje (ARt fich der Veweis fir die Begiehungen der itbrigen
Santen= und Flachenwinkel beider Raumeden ju einanbder fithren.
Sufab. Dic newe Gde M heift die Supplementarede oper
Polarvede der wfprimglichen Cefe A, Wmgetehrt ift aucy A die Supple-
mentavede vor M, — Je ftumpfer die eine von den Raumeden ift, defto
fpier ijt die andere, — Die Kanten einer jeden ver beiven Gefen ftehen
fenfrec) auf dben Seitenfldchen der andern Gte.
A §190. Die Summe der drei Sladyemvinfel ctuer dreifcitigen
Rawmede ift grifer al8 2 Redyte uud feiner als 6 NRedyte,

Beseidhnet man pwed) A, B, ¢ bie Slachenivintel der Naumede

und durd) M, N, P bvie entfprechenden Rantenwinfel dev Jugehirigen
Polavece, fo ifi (§ 189)



A4+M=2R, B+N=2R, C+P=2R.

alfo au) A+B+C) + M+ N4+ P) =6 R.
Da alfer M4+ NP <c 4 R ijt (§188), fo ijt
A4+B+C>2Rum A4+B4+C < 69

Bufak. Die Winfeljumme im Hrperlichen Dretect bleibt fich nicht
tmmer gletd), iwie beim cbenen Dveiedt, Gin fhrperliches Dreied fann
3. V. haben dret fpike, and) dret rvechte, audh) drei ftumpfe Flachenwintel,

o~

I

§ 191. Bwei dreifeitige Ranmeden find congruent oder fym-
metrifd), wenn in ihuen ecingeln gegenjeitig gleid) fiud
1) bie drei Kautenwinfel, oder
2) dic drei Fladjemvintel, ober
3) swei Kantenwinfel und der wifdenliegende Fladjenwinfel,
oder
4) pwei Fladjemvintel uud der zwifdenlicgende Kantenwintel.

€3 (Rt fich eigen, daf in jedem
per vier Falle fammtliche Stice
in den beiden Gcfen M und m (I),
ebenfo in ben Deiven Gefen M unbd
m (IT) eingeln gegenfeitiq gleid) jein
mitfjent, o daf die Gcfen M und m (I)
wegen ber gleicdhen Ordnung ber ent-
hrechenden Stitcte eongruent, da-
gegen die Gcen M und m (II) wegen
per umgefehrten Ordnung jener Stitce
fymmetvifch find, foobei man fich
in alfen drei RNaumeden auj gleidhe
Weife etiva die Seitenflichen MBC
und mbe in der Gbene des Papiers
fiegend, und die Kanten MA und
ma daritber erhaben vorsujtellen fHat.
— Der Beweid fliv die gegenfeitige Gleichheit fammtlicher Stitce ift bei
der Congrieny und dei der Symmetrie der Ecden genau derfelbe. Die
Flicpenwoinfel der Roumeden wollen twir immer dwrd) A, B, C und
a, b, ¢ begeidhnen,
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1) Went <t AMB = amb, < AMC = ame¢, <¢ BMC
= bme ift, wd wimmt man auf et entfprechenden Kanten die gleichen
Adbjchnitte MN und mn, unbd 3ieht in den anftofenden Seitenfldchen aus
N bie Geradben NO und NP fenfrecht auf AM, und ebenfo no und np
fenfrecht auf am, fo folgt leicht, dafy der Reihe nad

/\ MNO 2= mno, A\ MNP = mnp,

A\ MOP 2 mop, /\ NOP 22 nop.
Affo ift <« ONP = onp, b. . < A = a. Mittel3 derfelben Con-
ftruction an den Deiden andern Kanten evgieht jich ebenfo, daff <€ B = b
md <¢ C = cift. Hievaus folgt die Congrueny der Ecen M und m (I),
und die Shmmetrie der Gden M und m (II),

2) Wenn A=a, B=D>, C=c ift, und benft man fich su den
Gefen M und m bie Supplementaveden conftruivt, o find in diefen al8
Supplemente von gletchen Fladyenwinfel die drei Kantentvintel, alfo nad
pent evffen Falle aud) bdie dret Fladjewwintel eingeln gegenfeitig gleich.
Hievaus folgt wmgefehrt wiederum fiiv die Ecfen M und m die gegenfeitige
Gleichheit der bdrei Kanteniinfel, und bdaher ift wie im evften Falle die
Gefe M mit der Gefe m (I) congruent, dagegen mit m (II) fymmetrifch,

man an den Kanten MA und ma bdiefelbe Conftvuction ivie in 1), fo ift
per Borausdfehung zufolge < ONP == onp. Nun iff der NReihe nad)
/\ MNO 2 mno, /A MNP £2 mnp,
/\ NOP = nop, /\ MOP 2 mop,
alfo <¢ BMC = bme und daher nad) 1) audh B =">b und C =c.

3) €3 fei < AMB = amb, <t AMC = ame, A = a. Mad)t

4) 63 fei A=a, B=">, <¢ AMB = amb. Jn ben Supple-
mentavedenr von M und m find 3iwei KRantenmwintel und der zivijdhentiegende
Flachenivinfel, folglich nad) 3) auc) die ftbrigen Stitcke eingeln gegenfeitig
gleid), tworaud iederum fiiv die Gden M und m folgt, daff C = ¢,
<t AMC = ame¢, <t BMC = bme ift.

Bufal, Gine dreifeitige Raumede iff durd) die gege=
Dene Grife und Anorvduung von drei Stirden in den betvad)-
teten bier Faflen vollfommen bHeftimmt
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IIL. You den Polyedern,

§ 192, Grildrungen. 1) Jeber vow frummen oder chenen
%Iad)xn nnﬁftuu%m Degrangte Naum wird ein Kivber genannt, — Die
Gefammtheit dev einen Kbrper begringenden Filichen Yeifpt die O ber=
fladye deffelben,

Jnfofern man fid) den vou ber Oberflddhe eines Kirpers eingefehlofienen
Paum durd) einen andern, als Mafeinheit angenommenen und befannten
Kbvper audgemeffen denft, nennt man jenen Rawm dad Volumen obder
pen fhrperfiden Jnhalt ded RKibrpers,

et Kbrper heifen einander gleid), wenn fie gleiches Volumen

- haben ober einen gleid) groffen Raum einnehmen, gang abgefehen von
Cihrer Geftalt,  Dagegen Heifen fie congruent, wenn man fie fo in
einander gelegt penfen fann, daf fie in alfen ihren Theilen vol(ftindig
sufommenfalfen,

2)  Wenn alle BVegranzungdflachen eines Kirpers Ghenen find, fo
Deifpt derfelbe ein ecfiger KBrper ober ein Polyeder. Die eingelnen,
ein Polyeder begrangenden Bielecte heifjen die Seitenflddhen, dbie geraden
Linien, in welden diefe sufammenitofen, die Ranten, die Punfte, in
weldyert mehrere Kanten jujammenitofen, die Ecen, und die an den Gefen
bon Den Kanten gebilbetenn Winfel die Kantenwintel des Polyeders,
An jeder Kante fiegt ein Fladenwinfel und an jeder Gefe ein von
wenigftens dret Seitenflidjen gebilbeter Kbrperwinfel,

/ Auz ber grofen Anzahl der durch ihre Fovm verfchiedenen Polyeder
werden foiv im Folgenden nur die converen (oder die Gulerfden)
- Polyeder Letradhten!, worunter foldje verftanden werden, in welden jeder
lachenivintel concad (fleiner afs 2 R) ift, alfo aud) feine Seitenflide,
oenn fie berldngert wird, das Polyeder fdhueiden fann,/

3)  Jebe gevave Linie, weldje jwei Gden eines Polyeders verbindet,

ofne mit einer RKante bes Polyeders zufommengufallen oder in einer

| Geitenflache deffelben au fiegen, Heift eine Diagonallinie ober eine

| Diagonale des Polyeders. Jebe Gbene, weldhe entweder duveh cine

Kante und eine Ede, oder durch ghvei Ranten eined Polyeders gelegt ift und

nidt mit einer Seitenfliche deffelben gufammenfillt, wird eine Diagonal-
ebene genannt,
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4)  Dem Vegrifie von der Congrueny ber Kirper gemdf find iu\\.
swei congruenten Poiyedern fammtliche Stife (Seitenflichen, Kanten,
Santenvinfel, Flachemwinfel) bdes einen den entfprechenden Stitcfen des
andern wbllig gleid); die gleiden Stirfe folgen aud) in derfelben
Ovdnung und Ridtung in Oeiden Volyedern aufeinanbder, wenn
man i) diefe mit einem Paar entfprechender Seitenfllidjen etwa in eine
Gbene nad) derfelben Seite hin gefegt vorjtellt. Umgefehrt aber fonnen
jivet Polyeber, bdie in allen ihren Stirden fberveinftimmen, nicht immer
sur Dedung gebracht werben, iwie diefes fdhon bei den Raumeden der
Fall war,

Swet Polyeder ndmlich, in weldhen die Stitde paaviveife gegenfeitig
gleich) find und in derfelben Orvbuung, aber in e{ttgegeugefegter
Rihtung (ober auch in derfelben Richtung, aber in entgegengefester Ord-
nung) auf einander folgen, find einanber fymmetvifd und l(affen fich im
Aligemeinen nidht jur Decfung bringen. — BVei fymmetrijgen Polyedern
entfpricht, wie bei congruenten, jebem Punfte, jeder Linie, jedem Wintel
W fo . ded einen Polyeders ein Puntt, eine gleidje Linte, ein gleidher
Winfel bes andern. Die Symumetrie fann fbrigens in dejonvern Fdllen,
wenn ndmiic) unter pen Vejtimmungsititen eines jeden dev beiden Kbrper
gleidye vorfommen, in Gongrueny itbergehen.

Swei Polyeder, die einem britten fymmetrifdh find, find einander
congruent,

Bon et fymmetrifhen Polyedern ift das eine bag Bild des andern
im ebenen @Gypiegel,  Auc) unfere Hanbde find fymmetrijdhe Korvper.

5) Polyedber heipen einanver dhniich, wenn fie von gleid) vbielen,
gegenfeitig ahnlichen und itbereinjtimmig fiegenden Seitenfldchen unter
gegenfeitig gleichen Fladenivintel begrangt werben,

6) Gin Prisma it ein Kivper, welder bon wei congritenten

Caund paralfelen BVieleden alz Gru ndfladen, und von fo vbielen Paral-

lelogrammen, afs eine ber Deiben Grundfldchen Seiten hat, alz Seiten-

Cfldden eingefdhlofen wird, — Nad) der Anzahl der Seitenfldchen wird

pag Pridma ein 3, 4, 5... nfeitiges genannt,
Der fenfrechte Abftand dev beiven Grundfldchen von einander Heift

cbie Hohe bes Pridmas, Die gevaden Linien, in welden die Seiten-

- flachen sufammenitofert, werden Seitenfanten, und die Seiten der

Grundflachen Grundfanten genannt,
Stehen bie Seitenfanten und daher aud) die Seitenfliden fenfrecht
quf einer der Grundfldchen und daher audy auf ver andern, fo Heift bag
2%
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%%riéma eitt geraded oder fenfredhtes, und dann ift jede Seitenfante
¢ der Hihe bed Prismas gleich; in jedem andern Falle ift das Prisma ein
© dhicfes und feine Hihe ift fleiner afs eine der Seitenfanten.

7 Jeder mit den Grundildchen eines Prismas pavallele Schnitt defjelben
ift eine den Grundfldchen congruente Figur. Denn in Deiden Vielecfen
find fotool die Seiten (2173 und ¢ 37) a8 aud) die Winfel (2 177, 1)
eingeln gegenjeitig gleich.

Jede Gfe etnes Prignmasd wird von drei ebenen Winfeln gebildet,
Cin nfeitiges Prisma Hat n 4 2 Begrangungsflddhen, 2n Gden und
3n Kanten,

7) Cin Pavallelepipedon ift ein Pridma, deffen Grundildchen
Parallelogramme find. — Gin foldhed wird affo von fedh)s Parallelo-
arammen Degranat,

Je aivet gegenitber{iegende Pavallelogramme, 3. B,
AFE wnd DG, f{ind congruent und pavallel, bdenn bie
Seiten diefer Pavallelogramme find gegenjeitig gleic)
und pavaffel, namlich AB#DC, AE# DH,,., ieil die
Bielede ABCD, ADHE ... Parallelogramme find, alfo
find aud) die Winfel der Parallelogramme AF und DG
gegenfeitig gleich (2 177, 1), woraus folgt, dafj AE
congruent und pavallel mit DG ift (@ 177, 2).

Sebes Paar gegenitberliegender Seitenflichen (Aft fich ald Grund-
flachen des Parallelepipedond annehuten; der jenfrechte Abftand der Leiden -
als Grumbdflddjen angevommenen Seitenjlachen von einander BHeift die
HHhe bed Varallelepipedons,

Gin Parallelepipedon, in weldem zwei Paare pavalleler Vegrin-
sungdflachen auf den beiden itbrigen, einander pavafllefen Begranzungs-
flachent, bie man algdann ald Grundfldden ju Letvadhten pilegt, fentrecht |
ftehen, wird ein gevaded gemannt; flehen aber jeme bier Vegrinzungsd=
flachen auf den Deiden iibrigen jchief, fo Deift dag Paralelepipedon ein
fdyiefes.

Gin gevaded Parvallelepipedon, defjen Grundfldchen Rechtecte {ind, |
feift ein vedptwintliges. m einem foldhen ftehen je giwei jufammens
ftopende Begrangungsflachen auf cinander fenfrecht und es find baher
fammtliche Vegrangungsildden Rechtecte,

_ 8) Der Wirrfel ober Eubus iff ein vedhtivinfliged Pavallele-
¢ pipedont, Dbag bon Yauter Quabdbraten begringt foird, — Die Kante ded
- Winfeld wird aud) feine Seite genannt,
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9) Ginte Phvamide ift ein Kbrper, dev vou einem bLeliebigen
Bieleck als Grundffdde (VBafis) und von fo bielen in einem
Puntte sufammenjtoenden Drefecten, wie die Grundfldde Seiten Yat,
Lal3 Seitenfladen eingefhlofien wird. — Sie entjteht alfo, wenn man
pie Seitent eined Bieledd mit einem auferhalb der Ebhene defjelben fiegenden
Punfte durd) CGbenen verbindet, — Nach der nzahl der Seitenflichen
oird eine Puyramide ein 3, 4,5, .. nfeitige genannt,

Der Punft, in weldhem alle Seitenfldchen sufammenitoffen, Heift bdie
Sypibe ober dev Scheitel der Pyramide, und die von der Spike auf
pie Grunbfldche oder beven Berldngerung gefdllte Senfrechte ihre HbHe,
e Die bon der Spife nad) den Gcen der Grundildche gehenden
Kanten heifen Seitenlinien oder Seitenfanten, und die
geraben Linten, in welden bie Seitenfldchen mit der Grundflddhe ju-
fammenftofen, die Grundfanten der Pyramide, .-

: Jit die Grundfldche einer Pyramide ein rvegelmdifiges Bielect, und
| hiifft bie von der Spite auf die Grunddche gefilite Senfrechte diefelbe
“in ihrem Mittelpunfte, fo Heift die Pyramide eine regelmafige.
Jn berfelben find alfe Seitenflddien gleichjchentlige congruente Dreiecte,
Die einfachjte von alfen Pyramiden ift die dreifeitige, iweil wenig=
“ftens vier Goenen erforderfich find, wm einen Raum von allen Seiten
eingufchlieffen,  Affe Gcfen einer folhen Pyrvamide {ind dreifantig und
jede BVegrdngungsildde der Pyramide fann ald ihre Grundilddye betrachtet
ferden,

Gine nfeitige Pyramide hat n 4 1 Vegranzungsfladen, n 41 Een
und 2 n Kanten,

s
; 10) Wew eine Pyramide von einer mit dev Grundfldche pavallefen
| Gbene gefchnitten wird, fo feifst der swifchen diefer Ehene und der Grund-
- fladhe enthaltene Kbrper eine abgeftumpfte Pyvamide oder ein
CPyvamidbenftumypf. Dev fentrechte Abfand der Oeiden paralfelen
Grundfldchen des Stumpfes fHeifst feine HBH e

Gin nfeitiger Pyvamidenftumpf Hat n -4 2 Begringungsilachen,
2 n Eden und 3 n Kanten,

§ 193, Bwei Pavallelepipeda vou congrucuten Gruud-
flachen wud qleidjen Hohen fiud einander gleid,

Da bdie Grundildchen congruent und bdie Hihen gleich find, fo

laffen fich die Pavallelepipeda immer in eine folhe Lage bringen, daf fie
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anf perfelben unfern Grundfldde ftehen wnd ihre obeven Grundfldchen
in einer Gbene fiegen, Nun fonnen zwei Falle eintreten, je nadhhem
ndmfich) auferdem nod) zwet ihrer Seitenfldchen in einer Gbhene liegen

ober nidt.

L

1) Die Paraflelepipeda BH und AL, deren
gemeinfame Grundilache ABCD ift, migen feit=

'k Wwirtd von pen ndamlichen pavallefen Ghenen AK

ober DL begranat werden; dann fiegen aud) ifjre
pberen Grundflachen 3ivifchen denfelben Pavallelen
EK und HL, — Die beidben dreifeitigen Rridmen
AEIDHM und BFKCGL find congruent, indem

fich leicht zeigen Yaft, dap fie in alfen ihren Sticen und in der nord-

nung  derfelben

oofffommen  {tbereinftimmen wund daher zur Decfung
gebracht werben finnen (7 192, 4).  Mimmt manw nun von demt gangen
Kbrper ABHL bdag eine Mal dad erfte Prizma, dad andeve Mal bas
sioeite Pridma tweg, fo Dleiben nad) einander die Pavallelepipedba AL
und BH nad), weldhe demnad) einander gleich fein miffen. — Die
beiben obeven Grundffdchen finnen aud) mit den Seiten FG und IM
aneinanderftofien oder jum ThHeil zufammenfallens der Veweis bHleibt in
affen Fallen derfelbe,

2)  Haben die Parallelepipeda NP und NQ
pie gemeinfame Grundilade TO und liegen aufjer=
pemt nur nody ihre oberen Grundfladhen PR und
SQ in einerlei Ehene, fo eviveiteve man die Ehenen
08, TQ, TR, OP, wm ein drittes Ravallelepipedon
NY ju bifven, deffen. Grundfldden TO und XY
find, Da nun NY zufolge des erften Falles jevem
per Deiden gegebenen Parvalfelepipeda gleid) ift, fo
mitffen auc) diefe fefteren einander gleid) fein,

§ 194, Jedes Pavaflelepipedow ABODEFGH (afit fidh in cin
redytwin¥liges Parvallclepipedon vou gleidher Grundflide und Hihe

verwandeln,

H

L

Legt man durd) die Kanten AB, BC,CD, AD
fenfrechte Ghenen auf die Grundflade ABCD und
evipeitert die Ghene FG, big fie jene diev Ehenen
fdhuneidet; fo Hat das dadurd) gebildete Parvallele-
pipedon ABML mit dem gegebenen gleidye Grunbds
fldche, gleiche Hihe und gletdhen Infalt (2 193).
St nun AC ein Redhtet, fo iff ABML ein vechtin,
Pavalfelepipedon, affo dag verlangte,



Wenn aber AC fein Redjted, aljo ABML nur
ein gevabed Parallelepipedon ift, {o fege man, wie
bie weite Figur seigt, durd) die Kanten AI und BK
jentrechte Gbenen auf bdie Seitenflihe ABKI und
erweitere dbie gegenitberliegenbe Seitenflidhe CLMD.,
Dann entjteht dad redhtw. Pavallelepipebon ABPQ,
weld)ed bem Pavallelepipedon ABML gleidh ift (2 193, 1), inbem beibe
al3 auf ber gemeinjdaftlichen Grundidde ABKI ftefend betradtet werben
funen; auferdem fHaben beide Pavallelepipeda gleihe Grundfliden,
nimli) ABON = ABCD (2 86, 3.), fo wie gleije Hige. €8 hat
bemnad) aud) dbad gegebene Parallelepipebon ABGH mit dem red)tmint-
ligen ABPQ gleige Grundflidye, gleiche Hihe und gleichen Jnhalt,

§ 195, Jeved Parallelepipedon ABCDabed wird durd) eine
Diagounalebene in wei gleide bdreifeitige Pridnen ABCabc und
ADCadc getheilt.

LQegt man auf bdie Kante Aa durd) bdie
Gnbpunfte A und a fenfredyte Cbenen, fo ift
pag von ifnen und von den erweiterten Seiten-
flachen gebildete Parallelepipebon AFGEafge
ein gerabed, mweldhed von bder erveiterten
Diagonalebene bez urfpriinglichen in bie con-
gruenten $Halften AFGafzg und AEGaeg
getheilt mwird. Da ferner die bierfeitigen Pyra=
miben ABCGF unb abegf, ACDEG unb acdeg
ebenfalld mwegen Gleidhheit und utbereinftimmender
Anordrung ihrer eingelnen Stitde congruent find,
fo find jeme congruenten Halften bes geradben Parallelepipedbonsd eingeln
pen {chiefen dreifeitigen Pridmen ABCabe und ADCadce gleid, folglid)
find aud) diefe felyteven einamber gleid).

Bufal. Die beiden gleiden bdreifeitigen Prismen,
“tnTelde ein [diefed Parallelepipedon durd eine Dia-
gonaflebene getheilt wirh, find einanber fymmetrifd. Denn
an jedem Paar entfprechender Ecen, 3. B. D und b, find bie Kantenintel
gleih, namli) <c ADC = cba, < ADd = ¢bB, <t CDd = abB,
ebenfo bie Fladjenwintel (% 191, 1) und die Kanten, wdahrend die ent-
fprechenden Stitde Heiber Pridmen eine entgegengefeste nordnung Haben,

-
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/ §.196. Bwei redhtwinflige Parallelepipeda AD nud

L)

ad vou congruenten Grundfliden verhalten fih wie ihre Hifen.
5 Sind die Hihen AC und ac com-

F_7f1 menjurabel, unbd ift ein gemeinfhaftliches

1 c vl 70 IMaf derjelben m Mal in AC, und n Mal in
> i ac enthalten, fo verhdlt fih AC:ac=m:n.

B & 7°  Denft man fih) nun in Geiben Parallelepi-

MY a peden durcd) die Theilungspuntte, weldypes

burd) dag uftragen ded gemeinjdjaftlichen
Mafes auf ihren Hohen entftehen, parallele Ehenen zu den Grundfllchen
gelegt, fo gerfdllt AD in m, und ad in n einander gleidhe rechtwinflige
Pavalelepipeda (3 193), fo daf fidh verhdlt AD :ad = m:n, Aus
beiben Proportionen folgt AD : ad = AC : ac.
ud) dann, wenn bie Hihen incommenfurabel find, muf
biefe lepte Proportion ftattfinben. Denn nihme man an, fie fei nicht
ridtig, fondern es verhielte fich
AD :ad = AC: ag,
wo ag <Tac ijt, fo theile man AC in eine fo grofe Anzahl gleicher
Theile, baf wenn man diefelben von a ausdgehend auf ac auftrdigt, ein
Theilungspuntt e jmifdhen g und ¢ fallen muf. Regt man nun durd
e eine 3u ab parallele Ghene ef, {o wiivbe man fitv die Heiden Parallele-
pipeda AD und af, weil ifhre Hihen commenfurabel find, die Lroportion
haben
AD ; af = AC: ae.
Aug beiden Proportionen wirbe folgen
ad : af = ag: ae,
ad aber nid)t fattfinden fann, indem ad > af, bagegen ag << ae ift.
Gbenfo YdRt fich geigen, baf das vierte Glied der Proportion AD : ad
= AC: ac nidit grbfer al8 ac fein fnne, und ed fann daher mur diefe
legte Proportion ftattfinden,

=

§ 197, Grfldvungen Ginen Rbrper angmeffen Beift
unterfudyen, wie oft ein anberer, befannter und af3 MaBeinfeit angenoms
mener Kdrper in ihm enthalten ift. Wie man fich sur Audmefiung ebener
Figuren bed ither ber Llingeneinfeit Defdhriebenen Quabdrats DHedient, o
nimmt man gur Augmefjung der Kbrper vber zur BVeftimmung ihred Bo-
[umens obder firperlichen Jnhalted al3 Mafeinheit den Witrfel oder Cubus
an, befjen Kante gleich dev ingeneinheit ift. Daz Volumen eined Kivpers
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heifit daher aud) fein Cubifinhalt. — Ginen Wirfel, defen Kante
3 B einen Fuf, einen Zoll w. f. w, lang ift, nennt man einen Cubitfuf,
einen Cubifzoll w, f. v, — Die afhl, weldje angiebt, wie oft ein Kbrper
ben afs Maf angenommenert Cubug enthift, wivd die Mafzahl ded
Kibrperd genannt,

Wennt auc) nidht jeber Kbvper durd) wiederholtes Sehen eines
Gubus evzeugt und baher nicht unmittelbar dadurc) gemeffern werben
fann, o ijt e doc) fmmer einer mitte(baven Ausmefung durch
bag CGubifmafy fihig, indem man mur, wie in Folgendem geseigt werben
foird, gewifie Linten, von welden die Grife des Kibrpers abhangig ift,
burd) bad Lingenmafy 3w mefen braudht, wm auf bdie Anzahl der im
Korper enthaltenen wnd als MaBeinheit angenommenen Cuben einen
Sdluf madjen zu finnen,

,-?_/. N,
§ 198. Der Juhalt cined redhtwintligen %Saé eIEbA

pedousd ift gleid) dem Produlte feiner drei in einer Gee ufammren:
{tofenden Kanten, oder gleidh) dem Produfte ansd jeiner Gruudffadye
nud Hihe.

Man hat diefes fo ju vevitehen, daf, wenn die drei
in einer Gde gufammenftofenden Kanten durd) ivgend ein
und daffelbe Langenmaf gemeffen etwa die Zahlen m, n, p
geben, bag Pavallelepipedon durd) den Cubus diefed MaRes
gemeffen die Zahl mnp giebt,
B3 ftelle AG ein vechtiv, Parallefe-
pipedon bor, und ein bejtimmtes Langen-
maf, 3. B. ein Fuf, oder ein Foll w. . w,
fei m Mal in der Kante AB, n Mal in Q 19
AD, p Mal in AE enthalten, wobei m, n, p ‘ 5,
gange oder gebrochene, rationale oder irvatio= E '
nafle Bahlen fein fonnen, BVon der Gde A g i Y
aud nehme man auf den drei Kanten die 3
Abjdynitte AM, AN, AO, jeden gleich jenem NOLLY
Lingenmafe, fo it AB = m , AM, AD M\ ” ‘
=n.AN, AE=p.AO. Regt man !
nun durd) den Punft M eine Ghene MP
pavallel jur Seitenfliche AH, ferner durd) N eine Gbene NQ parallel
sur Geitenflddye AF, endlid) duvch O eine Gbhene OR pavalfel sur Grind-
flaige AC, fo ift der badurd) gebilbete Rbrper AR der Gubus pes an-

F G

H

“A N D
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genommenen Lingenmafes. Der Cubus AR und bad rvechtw. Parallele-
pipedon AQ Haben eine gemeinfhaftliche Grundfldche wnd verhalten fich
(2 196) ie AO su AE, und weil die Kante AO, p Mal genommen,
pie Kante AR giebt, fo muf man aud) den Gubud p Mal nehmen, wum
pag Pavallelepipedbon AQ 3u erhalten, ©8 ift alfo
AQ = p . AR.

Da ferner die rechto. Pavallelepipeda AP und AQ bdie gemeinjdhaftliche
Grundfldcge ME haben und AD = n . AN ijt, fo muj AQ ebenfalls
n Mal genommen werden, damit man AP erhilt. Demnac it

AP = n. AQ, afjo auch AP =np . AR.
Da endlich die vehtw. Parallelepipedba AG und AP bdie gemeinfdhaftliche
Grundfiiche AH haben und AB = m . AM iji, fo mufy AP, wenn e3
m Mal genommen wird, AG geben, G ift daher

AG = m . AP, alfo aud)

AG = mnp . AR obder

XY . 2L e AG
AR: = mnp.

G ift mn bie Mafzahl der Grundfldche und p die Mapzahl der
Hihe pes Pavallefepipedons, dabher ift diefed aud) gleich dem Produfte
(mn) p aud feiner Grundfldde und Hipe.

Wenn m, n, p ganze Jahlen find, etwa 3, 4, 5 und man durd
alfe Theifungspunfte der drei in einer Gdfe ufammenftofenden Kanten
Ghenen paralfel zu den drei diefe Gcfe bildenden Seitenfldchen legt, fo
fann man fih auf anfdauliche Weife itbevzeugen, daff dad Parallele-
pipedon 3, 4.5 = 60 Guben bdez zu Grunde gefegten Lingenmafes /
in fid) fafit.

/ § 199. Bufige 1) Dev Inhalt eines Wivfels ift
gleid) Dev dritten Poteng der Jahl, welde die Ldange feiner
Kante angiebt, Daher nennt man bdie dritte Potenz einer Jahl aud)
ihren Gubus,

2) Wenn fid) zwei Lingenmafe etwa wie m:n ver=
halten, fo verhalten fid die Guben jener Mafe wie m?: n?,
—- Screiten bie Unterabtheilungen des Lingenmafed zehutheilig fort, fo
{chreiten bie Unterabtheilungen deg Kirpermafies taufendtheili fort. 3. B,

1 Meter = 10 Decimeter = 100 Centimeter;

1 Gubifmeter = 1000 Cubifdecimeter = 1000000 Cubifcentimeter,
Wird die Lingeneinheit gwblftheilig abgeftuft, fo Hat die SKivpereinheit
123 = 1728 ndadjte Untevabtheilungen, 3. B,
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1 Fup = 12 Bolf, 1 ol = 12 Linien:
1 Gubiffufy = 1728 Gubifzoll, 1 Gubifjoll = 1728 Gubiflinien.

§ 200. Der Jubhalt cined jeden Barallelepipedons ijt
gleid) dem Produfte aus feiner Grundifade nud Hifhe.

Da jedes Parallelepipedon gleidh ijt einem rechtivinfligen, das mit
ihm gleiche Grundfldche und Gleiche Hihe hat (Z 194), und ba der Jnhalt
bes rvechtivinfligen gleid) ift denmr- Produfte aud feiner Grundffadhe und
Hihe (2 198), fo ift audy der Ssnf)a’['r“cine;% jeven Parvallelepipedons gleidy
bem Produfte ausg feiner Grundfldde und Hihe,

§ 201, Bujdge 1) Bwei Parallelepipeda von
gleidgper Grundilddhe und Hohe find cinander gleid.

2) Parallelepipeda vevhalten fid) wie die Produtte
aus ihren Grundfldhen und Hohen,

3) Pavallelepipedba vevhalten fidh, menn ifhre Grund-
fladen gleid) find, wie ifre Hihen, und wenn ifre Hihen
gleid) find, wic ifhre Grundffdden,

§ 202, Der Jubalt cines jeden Pridmas ift gleidh dem
Produfte aud feiner Gruudflidhe und Hiofpe.

1)  Man betvachte ubirdert etn dreifeitiges
Prisma ABCDEY, beffen Hihe b ift, evgdnge dafjelbe
au einem Pavalfelepipedon AG von gleicher Hihe, indbem
man aus B €, E und F Linden pavallel 3u deit
Santen AC und AB, DF und DE zieht.  Run ijt
(% 200) bas Parallelepipedon AG = ABKC , h, und
pags Prisma ABCDEF bie Hiffte defielben (2 195),
folglich ijt

ARODEF = 2 Bo Sy B e a.

9

2) Gin mehrieitiges Prisma ABCDER
fann in fauter dreifeitige von bevfelben Hdhe h zerlegt
werben,  Die Jnhalte diefer Pridmen fino ABE |, h,
BCE . hund CDE . h, affo ift ihre Swmme, b, 0, der
Suhalt bed mehrfeitigen Rrismas gleich

(ABE + BCE +- CDE) h == ABCDE . h,
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§ 203. Bufdase. 1) Zwei Prignen von gleidher Grund-
flache und Hbhe jind einander gleidh),

2) Prigmen vervhalten {id) wie dbie Produfte ausg ihren
Grundfladen und Hihen,

3) Prigmen bverhalten fid, wenn ihre Grundfldhen

gleid) find, wie ifhve Hohen, undywenn thve Hihen gleid
find, ie ihre (Stunbfﬂid)eu./

) Jeder mit der Gruudfliide ciner Pyramide
SABCDE parallele Sdnitt abede ijt ein der Grundffadie ahulides
Bielect.

Die beiden dahulidhen Vielecte ABCDE und abede werhalten
fidh wie die Quadrate ihrer Eutfermmgen (SP, Sp) von der Spitse
der Pyramibe.

1) Die Seiten der Durch{chnittzfigur find
pen Seiten der Grundfldche pavallel (2173); dafher
find bie Winfel in beiden Bielecfen gegenjeitig
gleich (2 177, 1), und auferbem verhft fich
AB:ab=(AS:aS=) AE:ae=ED:cd..,

affo ift ABCDE co abede.

2) Legt mant durd) SA und SP eine Ebhere,
fo finb die Durchfdnitte AP und ap pavallel,
affo ift A\ ASP oo aSp, und iweil aud) /\ ASB
oo aSh, {o hat man

SP:8p = SA:8a = AB: ab, alfo aud
SP?: Sp* = AB?:ab% Da aber (2 111) audh
ABCDE : abecde = AB?: ab? fo ift
ABCDE : abede = SP?: Sp

Bufdbe 1) Wird eine Pyramide duved) eine der Grund-
fladhe pavallefe Gbene gefdynitten, fo ift die daduvd ent-
ftehende fleinere Pyrvamidbe der gangen Pyvamide dhnlic
(z2 192, 5).

2). Die Grundfladen dhnlidger Pyvamiden verhalten
fid) wie dbie Quabdrate bev Hiohen dev Pyramiden,



29

§ 205, Wenn man Fwei Pyramiven SABCD und PFGH vou
gleidher Genudflide und Hihe in gleidhen Gutfernungen (Se, Pk)
bou ihren Spien den Grumdilichen pavaliel durd)jdyucidet, {o
find die Durd)jdjuittsfiguren abed nud fgh in Beiden Pyramiden
ctwander gleidy,

Man fann fid) die beiden gleid)
hohen Pyramiden, Hei welchen ¢3 nur
auf die Gleichheit, nicht auf die Geftalt
ber Grundfldchen anfommt, anf eine
Ebene geftellt und durd) eine mit diefer
parallefe  Gbene gefdhnitten denfen, D

Gind SE und PK bdie Hihen bder /i

Poyramiven, fo hat man (2 204) A
ABCD : abed = SE?: Se?
FGH : fgh — PK?: Pk®,
Da nun nad) ver Vorausfepung ABCD = FGH, SE — PK, Se = Pk,
alfo aud) SE* == PK? und Se? = Pk ift, fo muf audj abed = feh fein,

§ 206. Bwei dreijeitige Pyramiden von glelq;er qu_bﬁiid)g :

und Hihe find aﬁ&ubsraﬁfﬁih s

Denft man fid) die gleidjen Hihen der Leiden Pyramiden in eine
fehr grofie, dibrigend gegenfeitig gleiche Anzahl gleicher Theile getheilt
und durd) alfe Theilungspuntte Gbenen pavallel mit den Grundflachen
gelegt, fo find je 3ivei bon den Spifen gleid) weit entfernten Durdy-
fdguitte in Deiden Pyramiven einander gleic) (2 205). Man fann nun
bie aivifdjen 3wei aufeinander folgenden Durdjdhnitten liegenden Kirvper,
foelche eigentlic) abgeftumpfte Pyramiden find, afs oretfeitige Prigmen
betradjten, da fid) ihre unendlid) nafe iiber einander Yegenden Grund-
flichen ofhne merflichen Fehler al3 congruent annehmen faffen, Die
Pyramiden beftehen demnad) aus unendlich bvielen, Gufjerft niedrigen
Prigmen, und weil je jwei derfelben in beiven Pyramiven gegenfeitig
gleid) find (2 203, 1), fo miifen aud) die Pyramiden felbft, af3
Summe von gleid) vielen und gegenfeitig gleic) groffen Prismen einander
gleich feim.
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(Snt auulu bc mr *“um

Jpnmnmbm PABL uu% mbc mit
ihren gleichen Grundfldchen auf eine
Ebene neben einander geftellt, und
mbnu an, my, PAL(J > pabe, und

PABC — pabe = Q

fet. Diefen Unterjchied fann man fic)
immer al® ein Pridma bon einer gewiffen Hihe x vovjtellen, Ddefjen
Grundftdche gleic) ABC ift.  Man theile nun die gemeinjd)aftliche Hihe I
beiver Pyramiden in eine o grofe Wngahl gleicher Theile, daf jeder
fleiner ald x ird und fege durch alle Theilunggpunfte Ghenen pavallel
mit den Grundfligen ABC und abe, fo find je ivei entfprechende
Duwrdhfdnitte in DLeiben Pyramiben einander gleid) (2 205). Confjtuivt
man jelt in der erften Puyramidbe fber jedem Durdhjchnitte und ftber dev
Grundfliche die quferen Pridmen I, II, III, IV, . ., deren Seitenfanten
parallel mit AP find, bdagegen in bder weiten Pyramide unter jedem
Durchfchnitte die inneven Prismen 1,2, 3 ..., fo daf ihre Seitenfanten
mit ap pavallel find, fo ift wegen gleicher Grundflache und Hihe (2203, 1)
I=1, II=2, II=3, {o daff das unterfte duRere Lridma IV den
Unterfchied 3iwifden der Summe aller duferen und der Summe aller
innteren Prigmen bildet, Da nun die erite Summe grdfer ift als PABC,
bagegent die ziweite Summe fleiner ald pabe, fo mup der Unterfdicd
swoifchen jenen Deiben Prizmen-Summe grifer fein ald ver Unterfdhied
3wifdhen beiden Pyvamiden, o, f. ¢ ift Frigma IV > Q. — 68 mup
aber im Gegentheil IV << Q fein, tweil diefe beiben Prismen zwar diefelbe
Grundflide ABC fHhaben, aber die Hihe des erftern fleiner ift ald bdie
Hihe x bes andern,  Folglich ift die Annahme, daff PABC > pabe
fei, nicht mbglic), und da fich ebenfo zeigen (dRt, daf aud) nicht fein
fonne PABC << pabe, fo muff PABC = pabce fein,

§ 207. C‘écbc breifeitige Byramide ABCE ift der dritte Theil
eines SJSrtémaB vou betfe(ﬁeu Gruudflide und Hiohe.

Wennt man aud den Gen A und C bie Geraven AD uup CK
per Rante BE pavallel zieht, und durd) B eine Gbene der Grundildde
ABC paraffel fegt, fo entjteht das bdreifeitige Prisma ABCDEF, weldhes



biefelbe Grunditidye und Hihe wie die Pyramive EABC
fat, und giwar ift durd) diefe Confrruction bie bierfettige
Pyramive EACED  Dingugefommen, Diefe leltere
foird von einer pwr) B, C, D gelegten Gbene in 3ivei
breifeitige  Pyvamiden EACD und ECDF getheilt,
bie fwegen gleiher Gurundfldde (2 87) und  gleider
e, indem ifre Spigen in E sufammenfallen, ein=
- anper gleid) find (% 206).  Ferner jind bie DLeiden Pyramiden ECDF
1% und RABC einanber gleich, weil fie die gleichen Grundfldden DELF
und ABC, und gleiche Hdhen (2 176, 3.) fHaben, 63 find demnad
bie drei Pyramiden KACDY, ECDF, E ABC einanber gleidy, und
weil fie sufammen dag Prisma bilven, fo it EABC bder dritte Theil
defjelben,

§ 208, Der Jubalt ciner jeden Pyramide ift_glcid) dem dritten.

-

Theil bcﬂrobufté ang 1I)rcr (ﬁmmbf[ad)c b Hike.

i die dreifeitige Pyramide folgt der Safy
unmittelbar aug 2 202 und 2 207, A
Gine mefhrieitige Pyvamive ABCDEF fann i
in fauter oreifeitige Pyramiden von derfelben Hihe h
serfegt werben.  Die JInhalte diefer Pyramiden find
1h . BCKF, th.CDF, th.DEF, affo ift ijre Summe, B
b. 6. der Jnpalt der mehrfeitigen Pivamide gleid)
th (BCF 4~ CDF 4- DEF) = h. BCDEF,

E

§ 209. Bufdse. 1) Bwei Pyramiden von q{ctd)ut
()mnf)f‘f’aﬁf)en nnb fgnf)en find einander gleid.

: 2) Jede 2131)1amtbe ift ber britte FKT)HI eines Prigmas
pon belieiben (Sﬂtuu"flacf)e und Hohe

3) Pyvamiden verhalten fih wie die Produtte aus
ifren Grunbdfldden wnp Hophern.

4) Pyramiven von, g[e;d)env Grunpfladen vevhalten
fih oie ifhre S;n{)cn, unb bon gleiden Hihen wie 1t)1e
bluubﬂad)en
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§ 210, Den Juhalt ciner abgejtumpiten Byramide ABCD ans
ihrer .@nf)c h und ihpren Gruudfladjen G nud g an finden,

Denft man fidh) die Seitenfldchen der abgeftumpften Pyvamide 0Is
3w threm Jufammentreffen in der Spige S erjveitert, wodurd) diefelbe ju
einer gangen Pyramidve SAB vervollftindigt wird, und begeichnet man
bie Hihe der Hingugefommenen obern Pyramive (Grginzungspyramive)
mit x, fo ift (2 208)

pie gange Pyramide SAB = 1G (h 4 x)
bie obere Pyramide SCD = lgx
affo der Stumpf ABCD = iG (h 4 x) — igx
pder ABCD = } [Gh + (G — g) x]|.
Um x durd) die gegebenen Grbfien audzudrifen, Hat
p man (2 204, 2)
= (h4x)2:x? oder }/G:)g=h-}x:x

l/(l‘l Lg; und bdaber

affo x =

ABCD = } [Gh + @~ . g l‘l-@i—;] ober

ABCD = h((x—{—l/(x o ]/g,)

Run it G —g = (/G +1V'g) VG — ), afe
G st
Vo= 17‘ =16+ Vg, folglidh

ABCD = 1h [G 4 (/G 4+ }g) /2] ober
ABCD = th (G 4+ )/ Gg + g).

Man finbet alfo den JInhalt einer abgeftumpiten
Pyramide, wenn man die Summe Heider Grundffdhen und
ped geometrifdhen Mitteld aus denfelben mit dem bdritten
Fheil der Hihe multiplicivt.

Sufag Gin Vyrvamidenftumpf Hat denfelben Inhalt
wie eine gleid) hohe vollftandige Pyvamibe, deven Grund-
flade gleid) ift Dev Summe aus bHeidben Grundfldden bes
Stumpfes und dem geometvifdhen Mittel diefer Grund-
fladen,
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§ 211, Werden die Ddrei Seitenfanten eined dreifeitigen
Pridmad vou civer mit der Grundjfidie nidht pavallelen Ghene
gejdnitten, fo ijt der Jubalt Hed dadurd) entfteheuden pridmatijden
Stumpfes ABCDEF gleid) dem dritten Theil ded Produfts ausd feiner
Grundffade und der Sumume der drei and den Ceen ded fdhicien
Sdyuittes anf die Grundflide gefallten Perpendifel.

Legt man burd) den Eudpunft E der fleinjten Seitenfante] BB eine Ehene
MEP paralfel jur Grundflahe, fo toirD bon bem pridmatijhen Stumpf
eine vierfeitige Pyramide (E)MDEP abgefdhnitten,
weldhe durd) die Diagonalebene EDP in jivei drei-
feitige Pyramiden( D)MEP und (F)DEP jzerféllt.

Fiw (F)DEP 1dfit fih) eine andeve dreifeitige D <~
Pyramide fefen, die ebenfalld MEP zur Grundfliche |
hat. Dann fegt man die Diagonalebene EFM, fo M[*
ift wegen gleicher Grundlinie und Hihe

/A FDP = FMP, aljo Byramibde A
(E)FDP = (E)FMP, ober
(F)DEP = (F)MEP.
Der gange prismatifhe Stumpf ift demnach gleih den drei Kbvpern:
Prisgma ABCMEP, Pyramide (D)MEP und Pyramide (F)MEP.

Legeidhnet man nun die fentredyten Abjtande der Cden E, D, F
von der Grundfliche ABC dburd) h, h 4+ m, h + p, aljo durdh) m und
p die fenfrechten Abftande der Gofen D und F von der Ebene MEP, {o ift

Prisma ABCMEP = ABC X h = ABC x LHh+h
Pyramive (D)MEP = MEP X 3 = ABC X 3
Pyramidve (HMEP = MEP X & = ABC X -

-

sufammen ABCDEF = ABC X ~t@Qtm+G+p
/,A,‘“""“ » Bt

‘ 7§ 212, Bufab. Der vorfehende Yugdrud giebt
" ABCDEF = /5 ABC . h 4 /5 ABC (h 4+ m) - /5 ABC (h - p).
Der pridmatifdhe Stumpf ift alfo gleid) ber Summe dreier
BLyramiden, welde diefelbe Grundflade ABC Hhaben wie
pa3 P ridma, und dbeven Spigen in den Cden D, E, F des
fdhiefen Sdnittes fiegen,

Wenn die Kanten AD, BE, CF auf ABC {enfrecht ftehen, o ift
ABCDEF = '5ABC (AD - BE ~+ CF).

3
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§ 213. Symmetrifde Polyeder haben gleidhen Juhalt,

Bunddit find fymmetrifhe Pyramiden einander gleich, da bdas
Bolumen einer Pyramide nur von ihrer Hihe und dem Flideninhalte,
nidt von der Geftalt ihrer Vafis abhingt, und in wei fymmetrijden
Polyedern alle entfprechenden Stitcfe gegenfeitig gleid) find, — Da ferner
gwet Deliebige fymmetrifdhe Polyeder, wie fich leiht zeigen (Rt
in eine gleiche Anzahl paaviveife fymmetrvifher Pyvamiden zerlegt werden
fiunen, fo mifen fie ebenfall3 gleichen Jupalt haben.

iiI)quI), wenn in ihuen Fwei dibereinftimmig liegende Grinzfaden
gegenjeitig dahulid) {fiud uud mit ecimander gleide Fladhemwintel
bildeu,

G5 fei /\ ASB oo ash, /\ ASC oo ase,

. A Fladenwintel BASC = base. Mad)t man

Sa’ = sa, Sb’ = sb, Sc¢’ = sc, und legt

a e . dwrd) a/ b, ¢ eine Gbene, fo ift die Pyr.
A c B Sa'b’c’ 2 sabe (191, 3). Da nun aud
~— A\ ASB oo a'8b' und /\ ASC oo a'Sc’
mithin AB || a’b’ und AC || a’c’ ift (2 98),

fo find die Gbenen ABC und a'b’c pavallel (3 177, 2), und bdafher die
Pyvamiden SABC und Sa’b’c’ einander dhnlic) (3 204, 1), folglid) ift

aud) SABC oo sabe.

/ 5. Bwei dfulidje Polyever ABCDEFG und abodefg lafjen
fidh in gleidje Anzahl dhulidjer und dibereinjtinmig liegender
bretfettxget Pyramiden zerlegen,

Die eine Seitenfliche ABCDE bes erften Lo-
Iyederd fet ein Finfed, an tweldhed {id) ivie an eine
Grundflade zwei BVierede BCGF, DEFG, und brei
Dreiedfe ABF, AEF, CDG anjdliefen, BWahlt man eine
Deliebige Gde G und Yegt bon ihr aus die Diagonal-
JCehenen GCE, GAF, GAC, GAB, fo zerfillt bag Roly-
eber in die dreifeitigen Pyramiden GCDE, GACE,
GABC, GAEF, GABF. a3 anbere Polyeder, in
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weldjem die entfpredjenden Budftaben hHomologe Gefen
begeidhuen und die eingelnen Stiide diefelbe Anordnung
haben, fei von g aus auf die ndmlide At zerlegt, fo
find gunddit beide Polyeder in eine gleiche Anzahl fiber-
einftimmig Yiegender dreifeitiger Pyramiden gerfegt, —
Da nun in beiden Polpedern (2 192, 5) aufer den
paariveife gleichen Flachenwinteln nicdht 0H{os {Emmtliche
Seitenflddyen, fondern auch die Dreiede, in welde bdie
bicledtigen Seitenflichen gerfallen, entfprechend dhnlich find (2 110, 2), fo
ift (2 214) Pyramide GCDE oo gede, GABC oo gabe, GAEF co gaef,
GABF oo gabf, inbem jetes3 Paar ivei dhnliche und iibereinftimmig Yie-
genbde Begranzungsfldchen hat, weldhe gleiche Flachenmwintel bilben. Die
Beftimmungsftircte fitr diefe Reihe von Pyramiden werben immer von 3iwei
homologen Seitenflidhen (ober zwei correpoudivenden Dreiecen derfelben)
und bem wifdjentiegenden Flachenwintel der Rolyeder felbft gebildet, —
Cndlid) it Pyramide GAEC oo gaec (2 214), weil die Seitenflicjen
ACE unbd ace, ferner die, jugleich ben dhnlichen Pyramiden GCDE und
gede angehbrenden Seitenflihen GCE und gee dhnlic) find und bdie
sivifchentiegenden Flachenivintel an der RKante CE und ce ald Supple-
mente gleidger Fladhenivintel der Pyramiden GCDE und gede einanber
gleic) find, /

4 § 216, Jn 3wei dhulidhen Polyedern verhalten fih 1) die
Oberfladjen wie dbie Duadbrate, und 2) die Volumina wic die Cu-

ben zweier houmologen Kanten.

1) Da in el dhnliden Polhedern bdie Seitenflichen paarieife
apulich und dbaher jammilide Kanten einander proportional find, fo bver-
halten {ich je 3wei homologe Seitenflichen wie die Quabdrate irgend weier
homologen Kanten (2 111), alfo aud) die beiderfeitigen Summen alfer
Seitenflichen fvie jene Quabdrate.

2) Wenn die Polheber ivei dreifeitige Pyramidben P und p find,
und begeidhnet man ihre Grundfldchen durd) G und g, ihre H/hen durdh
H und b, 3ivei beliebige homologe Kanten bderfelben dburd) K und k, {o
ift (2 204, 3uf. 2)

G:g=H?:h? alfo qu) GH : gh = H3: 3,
Da aber GH: gh =P :p (2 209, 3ufa 3) und H3: h3 = K3 : k3,
o ifb B ni— K& k3,
3%
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Srgend 3ivet andeve dhnliche Polyeber Yaffen fidh in eine gleiche
Anzahl afhnficdher und {tbereinftimmig Yiegender dreifeitiger Pyramiden jer-
fegen (2 215), und da fid) je zivei Pyramiden verfalten wie bie Cuben
ihrer homologen Santen und in dhnlichen Polyedern fammtlide Kanten
einander proportional find, fo mitffen fich aud) die Deiderfeitigen Summen
affer Pyramiden, b, h. die beiden Polyeder zu einander verhalten, ivie
die Guben jweier Deliebigen homologen SKanten.

A
e

§ 217 Bufak. Homologe Kanten dhnlidher Polyeder
~ verhalten fich wie die Quadratwurieln ansd den Mafzahlen
ber Oberflachen, nber wie bie Cubifwurjeln ausd den Maf-
sahlen der Bolumina der Polyeder.

Sofl 3. B. ein Polyeder conftruirt werber, dad einem gegebenen
afnlid) ijt und eine doppelt jo grofe Oberflache hat, o mitflen fich zivei
homologe Santen bHed gegebenen und ded gefuchten Polyederd verhalten
ie 1:}/25 foll aber pad gefuchte Polyeder nod) ein Mal fo grof fein
alg bg@ gegebene, fo ift bag Berhaltnify threr homologen Kanten ioie

L5 l'/2‘ &

"

§%g}8 Regelmafige Polyever, bd. bh. {olde, Ddeven
fammtliche Seitenflidhen congruente vegelmifige Vielede nuud
deren Korperwinfel alle cimauder cougriuent find, faun e3 nidt
mehr als fiinf gebeu,

Bur Biloung einer Raumede find mindeftensd drei Kantenivinfel
erforderfid) undb bdie Summe alfer Kanteniwinfel muf weniger al3 360°
andmacpert (2 188). {

Sind nun die Seitenfladjen eciner Gee gleidfeitige Dreiede, fo
Detrdgt jeber Kanfentvinfel 60°% Drei, vier ober fiinf Winfel von 60°
geben gufommen jebesmal eniger al3 360°; bagegen ift 6.60° = 360°,
7.60°> 360 u, f. ., Aus gleidyfeitigen Dreiecen fhnnen da-
her nur drei vegelmafige Polyeder gufammengefest werden.

Sind die Seitenflachen Quadrate, fo ift jeder Kantenjv, = 90°
Drei derfelben geben eine Summe << 360°, dagegen ift bei bier ober
noch) mehr rechten Winfeln feine Gcfe mehr mbglich), €3 giebt dbaher nur
cin vout Quabrvaten umjdlojfenesd vegelmapfiges Polpebder,
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Sind bie Seitenflddjen regelmdfige Fitnfecte, fo ift jeber Kanten-
winfel = 108% Drei folder Winfel machen ufammen wentger, bier
bagegen fdhon mehr al3 360° aus, €3 ift daher nur ein regel-
mafiges Polyeber mit flinfedigen Settenfladen mbglid.

Aus regelmdfigen Sedh3ecfen, Siebeneden w. f. . Funen feine
Cden, mithin aud) feine Polyeder gebilbet werdew, da fdhon drei Winfel
eined regelm. Sechsedd 3 . 120° = 360° belragen.

§ 219. Bufaf. Die fiinf regelmifigen Rolyeber find folgende:

Dad Tetvaeder pder die vegelmifige dreifeitige Pyramide von 4
congruenten regelmdapigen Drefecten begringt, deven 3 an jeder der 4 Gfen,

Das Octaeder von 8 congr, und regelm, Dreiecfen begringt, deven
4 an jeber ber 6 Gcfen,

Dag Jfofaeder von 20 congr. und vegelm. Dreiecen begringt,
deven 5 an jeber ber 12 Gcfen,

Das Hexaedber ober der Witrfel von 6 gleichen Quadraten be-
grdnat, deren 3 am jeder ber 8 Grfen,

Dag Dodefaeder von 12 congr. unbd vegelm, Fitnfecten Degrinst,
beren 3 an jeber ber 20 Gcken,

IV. Uosm Tylinder.

§ 220, Grffdrungen, 1) Wenn fich eine gevabe Linie (ings
pen Peviphevieen iweter gleicher und paralfeler RKreife fo Dewwegt, daf fie
pabet immer ber Verbindbungslinie ber Mittelpuntte OGeiber Kreife pavallel
ift, fo witd die von ihr crzeugte frumme Fliche eine Cylinderflade
und ber bon bdiefer leftern und ben beiben Kreifen cingefhlofiene Kbrper
ein €ylinder genannt,

Die Deiden pavallelen Kreife heifen die Grundflddyen, die Ver-
binbungalinie ihrer Mittelpuntte die Axe und die fenfrechte Entfernung
Deiber Grundfldchen von einander die HHe des Cylinders,

Die einen Cylinder zum Theil begringende Cylinderfldcie Heifgt der
Mantel ober de frumme DObevfldche bes Gylinders, deffen ge-
fammte Oberflache alfo von dem Mantel und bden Deiden Grund-
flchen gebilbet tivd,
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2) Jebe mit ber Axe pavaflele, zwet Punfte in den Periphericen
beider Grundfldchen verbinbenbe Gerade wirh eine Seitenlinte vder
auch die Seite Ded Cylinderd genannt, Jede Seitenlinte muf gang in
bie Gylinderfliche fallen, denn man fann fie ol die in irgend einer ifrer
Qagen Defindliche Gevade Dbetvachten, welde durd) ihre Vewegung bdie
Gylinderfldche befdyreibt.

Alfe Seitenlinien eined Cylindersd jind der Ayge, alfo
aud) einander gleid) und pavallel (2 176, g 171).

Hieraud folgt, dafs jedber durch die Are einesd Cylinbers
gelegte Sdnitt (Achfenjhnitt genannt) und ebenfo jebev ber
Ave parallele Sdnitt ein Pavallelogramm ift

3) Gin gevaber ober fenfredyter Cylinder ift ein foldher, deffen
Age auf Dden betben Grundflichen fenfrecht fteht, Jeder andere Eylinder
witd ein fdhiefer genannt, — Jm gevaben Eylinder ftehen alle Seiten-
linien ebenfal(8 fenfrecht auf den Grundfldchen (2 169) und find,
ebenfo ioie die Aye, ber Hihe ded Cylinders gleich, Im fhiefen Cylin-
ber ift die $Hbhe fleiner al3 die xe oder eine Seitenlinie,

Den  geraben Cylinder fann man fih aud) durd) Umbrehung
eined Redhtectd um eine feiner Seiten al3 um eine fejte Axe entftanbden
penfen (2 162, Buf.).

; 4) Bwei Cylinder find afhnlidy, wenn ihre Ayen gleiche Mei-
gungdivinfel gegen die Grundfldchen Hilben und su den Rabien (ober
Durdhmeflern) derfelben in gleichem BVerhdltnifie ftehen.

§.221, Ju einem Cylinder ift jeder der Gruudflide da-
raflele Sduitt emd ein der Grundflidie gleidher Kreid, defjen
Mittelpuntt in der Axe AB ded Cylinders liegt.

Legt man durd) bdie Are in Deliebiger RNid-
tung wei Ghenen, welde bdie Grundfldde und den
Fifr parallelen Schnitt in AM und am, AN und an
{chneiden, fo entftehen die Parallelogramme AMam
und ANan, da (2 220, 2) Mm || Aa || Nn und
(2 173) Am| am, An | an ift. Mithin it Am=am
1. AN=an, fooraus wegen AM=AN folgtam =an.
Da bdiefer Schluf gilt, wo aud) die Punfte m und n
im Umfange dev Durdhfdhnittdfigur fiegen, o ift diefe
ein RKreid, deflen Mittelpuntt in der re liegt und
peffen Radiug dem bder Grundfladpe gleid) ift.
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§ 222. Der Juhalt eiued jeden Cylinderd ift gleid) dem
Brodufte and feiner Gruudffdde nud Hije.

Da fid) ein Kueid al3 ein vegelm, Bieled von unendlich vielen
und unendfich Fleinen Seiten anjehen (dfgt (2 149), fo fann man aud
pen Gylinder felbft al3 ein Pridma betrachten, deffen Grundfldche jenes
Rieled und defen Hihe die bed Gylinders ift.  Daraus folgt, daf der
Suhaft des Gylinders eben fo wie der eined Pridmas bevechnet werden
fann, alfo dem Produfte aus feiner Grundilliche und Hihe gleidh ift.

§ 223, Bufdhe. 1) Veseidhuet h bdie Hihe eined Cylinders
und r den RNabdius feiner Grundfldcpe, fo ift leptere gleich) r¥z, folglid)
per Gylinder = r’zh.

2) Gylinder von gleifen Grundfldden und Hihen
find einander gleich.

3) Gylinber verhalten fich) wie die Producte aus ihren
Grundfladen und Hdhen,

4) Gylindber verhalten fid), wenn ihre Grundfldden
gleic) find, wie ihre HBhen, und wenn ihrve Hihen gleid
find, wie ihre Grundfldden und daher aud) iie bdie
Quabdrate der Halb- ober Durchmeffer ber Grundfldcdhen
(2 152, 8)

§ 224. Die frumme Oberfliiche cined geraden Cylinders

ift gIctrI) pem Produfte and der Peripherie feiner Grundilide und
Hiohe (Seite oder Age).

Da jede der Are eined Eylinderd

parallele Gerade, foeldhe 3wet Punfte in A C A; C e A
ben Peripherieen bHeider Grundfreife ber= : !
bindet, gang in die Gylinderflache fallt, S| h
fo fann man fid) diefe ings einer Seite D iR L.
AB be3 Gylindber3 burchjchnitten unbd in 3

eite Gbene ausgebreitet denfen. Man crhdlt dann ein Rechted, bdeffen
Grunbdlinie ver Pervipherie der Grundildche und Ddeffen Hihe dev Hihe ober
Seite pes Gylinbers gleich ift, und tweil der Flicheninhalt eined Redhteds
gleic) ift pem Produfte aus feiner Grundiinie und Hihe, fo ift aud) bie
frumme Oberfliche des geraden Gylinderd gleich dbem Produfte ausd ber
Peripherie feiner Grundfldche in feine Hihe odber in feine Seite.
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§ 225, Bufdge. 1) Begeichnet h die Hihe, s die Seite und
r den Rabdius der Grundfliche eines geraben Gylinvers, fo ift die Periz
pherie der Grundfldche = 2r 7, folglich der Man tel

M = 2rzh — 2rus.

2) Da die Grundildde = r¥% ijt, fo ift die gefammte Dber-
fladye O bed geraben Gylinbers = 2rzh 4 r%z 4 r?x, affo

O=2r7r (r 4+ h) =2rz (r 4 s).

V. Pom Kegel

§ 226. Grifdrungen. 1) Wenn fich ecine gevade Linie lings
ber Peripherie eines Kreifes fo bewegt, daf fie dabei inmer durd) einen
feften, aufierhald der Ghene des Kreifes fiegenden Punft geht, fo heift vie
bon ber geraben Linie erjeugte frumme Fliche eine Kegelfldade und dev
pon diefer Fldche und der Kreizebene eingefhloffene Krper ein Kegel, —

Sener fefte Punft wird die Spike oder ber Scyeitel des Kegels,
bie Krciscbene feine Grundflidye oder Vafis, bdie Verbindbungslinie
ber Spie mit dem Mittelpuntte der Grundildche die Aye, und die von
ber Spike auf die Grundildhe gefilite Senfrechte die Hihe bded Kegels
genannt,

Die einen Kege! zum Theil begringenve Kegelfldche heift die
frumme Oberfldde nder ber Mantel pes Kegels, defien gefammte
Oberflache alfo von dem Mantel und der Grundfigche gebilbet wird, —
Jebe von ber Spibe eines Kegeld bis jur Peripherie der Grundfliche
gezogene Gerade feifit eine Seitenlinie oder eine Seyte¢ D3 Stegels 5
diefelbe fallt der Gniftehung der Kegelffdche sufelge gany im et Mantel,

_2) Gin gevabder oper Jenyredter Kegel ift ein foldjer, beﬁgn
Ure auf ber Guumdildche fonfrecht fteht, Seor andere Kegel i O
fdiefer. — Der gerade RKegel entfteht auch durch wdrehung eines”
rechtivinfligen Dreieds um eine Rathete, wobei dann bdie anbdere Kathete
oie Grundfldcie und bdie Hypotenufe pen Mantel befehreidt, — Jnt gevaden
Regel fdllt die Hihe mit der Uge jufammey wnd alle Seitenfinien find
eimander gleid 165 [0 501 whe Regel aud) ein
Q“id)feitgige)r‘(é /D Daher feiit per g O |
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wdlenicer Dutrd) die Spike gelegte Senitt eined Kegels (S deitel-
fhnitt) ift ein Dreiect, in weldem jwei Seiten Kegelfeiten find, die dritte
eine Sefhne ped Grumbdfreifes ift. It der Schnitt durc) die Are gelegt
Qlzenjdnitt), fo wird das Dreiect bon ziwei Kegelfeiten und einem
Durdymefier der Grundffdche gebildet. — Jm gevaden Kegel find alfe
Sdeitelfnitte gleidhjchentlige Drefede und alle Arenfdhnitte congruente
gIech)fd)ean[ge Dreiece, die auf der Grundfliche fenfrecht ftehen (3 182).

J
,

4) Bivei Kegel find ahnlich, wenn ifhre Aren gleidhe Neigungs-
foinfel gegen bie Grundfldcjen Hilden und fich wie bie Rabdien derfelben
perhalten, _

§ 227, Wenn ein belicbiger RKegel bon einer bder Grundfldche
pamffdeu (&bene gefdhnitten wird, fo Deifst der jivifchen diefer Ghene und
ber Grundfldche enthaltene Kbrper ein abgeftumpfter Kegel obder ein
Regelftumpf. Der dtbrige, an der Spige liegende Theil ded Kegels,
weldyer affo den Kegelftumpf zum vollftindigen RKegel ergdngt, Heift der
CGrganzungsfegel,

Die Grundfliche bes gegebenen Kegeld und die Durchfdnittsfigur,
bort Der im Lehrfabe 2 228 Dewiefen werden wirh, daf fie ein RKreid ift,
heifien die Grundfldchen, ihre fenfrechte Gntfernung von einander die
Hvhe, und die BVerbindungdlinie der Mittelpuntte beiber Grundfldchen
bie Axe ded Kegelftumpfes. Je nachdem die Yze auf den Grundflddhen
fenfrecht fteht oder nicht, Heifst dev Regelftumpf ein gevabder ober ein fchiefer.

Die einen Kegelftumpf begringende Kegelfliche wird der Mantel,
und jebe gang in ben Mantel Hineinfallende, von den Leiden Grundfldchen
Degriingte gevade Linie, die alfo gehirig verldngert durd) die Shpike bes
gangen Kegeld gehen iiivde, aus weldem der abgefumpfte Kegel ent-
ftanben ift, wirtd eine Seitenlinie odber Seite bes leftern genannut,
Sn einem gevaden Regelftumpfe find alle Seitenlinien einander gleid).

o 1) Jeber mit der Gruudflidje BDC parallele Sdhnitt
bdc etnes Regeld i cin Kreid, deffen Mittelpuutt in der Age AE
2e3 Kegeld liegt.

2)Die Grundflidye cines Kegeld und der ifr paralicle Durdy-
fduitt bdc verhalten fid) wie die Quadrate ifrer Cutfermungen
(AF, Af) von ber Syige.
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1) Legt man durc) die Axe in beliehiger Ridh-
tung 3wei Gbenen, welhe die Grundfldche und den
parallelen Sdnitt in BC u. be, DE u. de {dneiden,
fo ift BC || be, DE || de (2 173), folglich wegen Aehn-
lidhfeit Der Dreiecfe

BE : be = AE ;: ae = DE : de,
joraus wegen BE = DE folgt be = de. Gbenfo
fann man zeigen, daf die Gntfernung des Punfted e
bon affen dibrigen Punften bed Umfanges der Durchichnittafigur gleich be,
alfo paf Teltere ein RKveid ift, deffen Mittelpunft in ber Axe Viegt.

2) Wenn bdie Gerade AL auf den pavallefen Ebhenen fenfrecht fteht,
fo ift wegen QIef)nﬁc[)feit ber Drefede
BE : be = AB : AT
affo aud) BE? : be? = AB?: '1b2 — A2 qu
Da fid) aber jiwei Kreife iie bie Quadrate ihrer Radien verhalten
(%2 152, 8), fo ift aud
frei3 BE : Krei3 be = AB? : ab? — AF?: af2,

§ 229, Bufdge 1) Wird ein Kegel durd) eine der
Gruftbflade patallele Ghene gefdnitten, fo it ber Dadurd
entftehende fleineve Regel dem gangen Kegel dhnlid) (2 226, 4).

e Die Grundfladen dhnlidher Regel verhalten fid
wie die Quabrate ber Kegelhhen,

§.230. Der Jubhalt cined jed en Kegeld ift gleid) dem
pritten Theile Des Produfts ausd feiner Gruudflide und Hioje.

Da fid) ein RKreid ald ein BVielet Yon unendlich bviefen und un-
endlic) fleinen Seiten anfehen faft, fo fann der Kegel af3 eine gleid) hohe
Pyvamide von unendlic) bielen Seiten betvachtet werden, wovausd folgt,
paB fein Inhalt eben fo vie Der einer Puyrvamidbe dem bdritten Theile bes
Produftd aud Grundfldde und Hohe gleich it

Bufdbe 1), Begeidmet h die Hihe eines Kegeld und r den
Raviusd der Grundflddye, fo ift lebtere = 1%, folglid)
ber Regel = Irixh,



43

.E_)MgBenn s Dbie Seite eined geraben Kegeld und r ben Rabius
ber Grundfldcpe bedeutet, fo ift feine Hihe ober Are = 1/s* — »*, alfo
ber gerade Segel = 2w Vs — 12,

3) Bwet Kegel von gleidjen Grundfldden und HHhen
find einander gleid.

4) Bwei Kegel berhalten jich wie die Produfte aus
ihren Grundfladen und Hihen,

5) Bwei Kegel bon gleiden Grundfliden verhalten

{ich mxetf)le Hihen, und vongleihen HHhen wie ihre Grund-
fladen,

§ 231. Den Juhalt cined jed en Kegelftumpies and jeiner
Hije h nud den NRadien R mud T feiner beiden Grundfladyen
zu finden.,

Man denfe fid) durd) Criveiterung der Frummen A
Oberflacdhe den Kegefftumpf zu einem gangen Kegel vervoll- }ﬁ
ftindigt. Die Hihe des Grgingungsdtegeld fei x, alfo die 7
Hihe bed gangen Kegeld h 4 x, dbann ift (3 230)

ber gange Kegel = IRz (h 4 x),

per Grgingungsfegel = srinx,

affo der Stumpf = R% (h 4 x) — Lr?ax
= n [R*h 4 (R? — 1) x].

Weil aber R:r=h 4 x:x, affo x = Rlifr,foift

R2 — 12
ber Regelftumpf = i (R2 h 4 e h r).

Da mun R2 — 2 = (R 4+ r) (R — 1) ift, fo ift
per Kegelftumpf = i=h [RE4 (R 4 1) r]
= 1zh (R? 4 Rr 4 r?.

Da bdiefer Wusdbrut gleidh L h (#R? 4+ #r* 4+ #Rr) und
aRr =V 7R? . me?ift, fo folgt, Daf ein Kegelftumpf venfelben
Jnhalt hat wie eingleid) hoher vollftandiger Kegel, deffen
Grundflade gleid) ift ber Summe ausd beidben Grundfldden
bed RKegelftumpfesd und dem geometvifdhen IMittel bdiefer
Grundfladen.
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Bufas., Sebt man in in dbem Augdrucde fnzh (R?2 4 Rr - 1?)
pent Mabiud der fleinern BVafid r = o, o erhdlt man 1RZxh, alfo bie
Formel fitv den Jnhalt eined ganzen Kegeld, und feht man die Ra-
bien Deider Grundflichen einander gleih, R =r, fo evgiebt jich) die Fovmel
fiir den Jnhalt eined Gylinders, namlich R2zh.

§.232, Die frnmme Oberflade cined geraden Kegeld
ift gleid) dem BHalben Produfte and der Peripherie feiner Gruud:
fladje und and feiner Seite.

Da jebe von der Spife eined Kegeld yur Peri-
= pherie der Grundfldche gesogene Gerade gang in bie Ke-
i&g gelfldche fallt, fo fann man fich) diefe Ying3 einer Seite

pe3 Kegeld durchichnitten und in eine Ebhene audgebreitet

BEFZC penfert, und teil alle Seiten eined gevaden Kegeld gleid)

A find, fo mup die abgewidelte Kegelfldche einen RKreid-

; »‘5 audjhnitt geben, deffen RNadiud gleich der Seite ded

o o Regeld und deffen BVogen gleic) der Peripherte ber Grund-

2;;'“’5' flache ift. Der Flacheninhalt eined Kreidausidnittes ift

dem Halben Prodbufte ausd feinem BVogen und Radiud

gleiy (3 152, 1), folglid) ift aucd) die frumme Dberfliche de3 Kegels

gleic) Dem Halben Probufte aud ber Peripherie der Grundflddpe in bdie
Seite be3 RKegel,

Bufdfe 1) Begeidnet s bie Seite eined geraben Kegeld und
r dent Rabdiug feiner Grundfldche, fo ift die Pevipherie der leftern 2 ro,
folglic) ber
Regelmantel M = rsm,

2) Die gefammte Oberfladye eined geraden RKegeld ift
O=rsnw 4 12s =17 (- s).

3) Wenn der Rabiud r und bie Hohe h ded Kegeld gegeben
find, fo ift bie Seite deffelben gleich I/ r*+ h?, alfo

per Mantel M = rz P12 23
bte gefammte Oberfl. O =17 (x + V¥ 4 1?)

4) Die Pevipherie be3 mittlern K eifesd eined Kegeld, d. b,
eined durd) bie Mitte dev Yxe oder Hihe parallel sur Grundfldche gelegten
Sdnittes ift gleich ber halben Peripherie der Grundildche, da fich die
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beiben Periphevieen wie ihre Radien (2 149) und biefe fich wiederum fo
berhalten, wie die halbe Hihe bed Kegels ur gangen Hihe, Der Mantel
eines gevaben Kegels ift dafer aud) gleid) dbem Produtte
aus feiner Seite und der Peripherie dbes mittlern Kreifes,

§.233. Dic frnmme Oberfliiche cined geraden Kegel-
ftumpfes aud feiner Seite s und den Radien R und r feiner beiden
Gruudfladen ju finden.

Denft man fid) den Kegelftumpf 3u einem gangen
Stegel verbollftandigt und begeidhnet bie Seite bes G- A

X
gingungsfegels mit x, fo ift die Seite bes gangen SRe
Kegels s - x, folglic) (2 232) \
ber Mantel des gangen Kegeld = R(s + x)=, &S

ber Mantel bes Crginzungsfegelds — rxm,

affo ber Mantel des Stumpfes = R(s - X)w — rXm
=[Rs 4 (R —r)x]=.

Danun Rir=s4x:x alfo x :E{?—r fo ift

per Mantel des Stumpfes = (Rs 4-rs) # = (R 4r)ms.

Da diefer Ausdruct gleid) (zR - wr)s ift, fo ift der Mantel
eines gervaden Kegelftumpfes gletd) bem Prodbufte aus feiner
Seite und der halben Summe der Peripherieen feiner Hei=
pen Grundfldaden,

y 7 TTTs 234, Bufdse. 1) Wenn man durd) die Mitte C der Yze AB eine

ool Seund fihen pavaliele Ghene Yegt, fo ift ber Rabdiug bes dadurdh ent-
. (R

ftehenden mittlern Kreifes CD = R;{—r’ affo feine §]3eripf)er1e2(——;ﬂ)n

= (R + )z Der Ausdrudt (R 4 r)ms jeigt alfo, baf der Mantel

eines gevaben RKegelftumpfes gleich ift dem Produbte aus
feiner Seite und der Pevipherie besd mittlern Kreifes,

2) Die gefammte Oberflide eines geraden RKegelftumpfes ift
O=@®R4+n)rs +-Rr+r2r=n [R®4+ 124 R 4 1)s].

3) et man in der Formel (R 4 r)ms den Radiug r = o, fo

ergiebt fic) die Fovmel fiv den Mantel deg gangen Kegeld (3 232, 1),
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und fet man R =, fo folgt dbavaus 2rms, affo der ugdruct fitr den
Mantel bes gevaden Cylinders (2 225, Juf. 1).

f// 4) Wenn aufer R und r die Hihe ded geraden Kegelftumpfes
f’f AB = h gegeben ift, und fillet man auf die untere Grundildche die
Gentfrecjte EF, welde gleich h ift, fo ift s = /" h® 4 (R—r)? unbd dafher
finbet man firr ben Mantel und bdie gefammte Oberfliche bves Kegel-
ftumpfes
M= R4z} hEF R = r)?

O=n[R+4 4+ R+ VEF R

VI Don der Sugel,

§ 235, Grifdrungen. Wenn fidh) ein Halbfreid um feinen
Durdymefier als fefte Are Herumbdreht, 0Hi8 er wieder in feine vorige
Lage zuritdfehrt, fo Defchreidt fein Vogen eine Kugelfldde. Der von
einer Kugelfldche eingefd)lofiene Kbvper heifit eine Kugel und ber Mittel=
puntt des Halbfreifed, dburd) deffen BVewegung um feinen Durchmefjer die
Rugelflddye ersengt ift, ber Mittelpuntt oder dbag Centrum der Kugel.
— Die Kugelflade heifpt in Vejug auf die von ihr begringte Kugel bdie
Oberfladje der legtern,

Jede von bem Mittelpuntte Hi8 an die Kugelfldcde gezogene gerabe
Linie wird ein Halbmeffer oder Radius und jede durd) ben Mittel=
punft gehende, auf Dbeiben Seiten bvon der Kugelfldche begrdngte gerade
Linie ein Durdymeffer (Diameter) der Kugel genannt, — Die End-
punfte eines Durdhmefierd Heifen Gegenpunfte auf ver Kugel.

Aud der Gntftehung bder Kugel folgt, daf alle ihre Halbmeffer
einander gleid) find und daf jeder Durchmeffer dem doppelten Halbmefjer
gleid) ift. Man fann daher von der Kugel aud) folgende Grflirung geben:
Dewfugel it ein Kbrper, welder von einer eingigen Fldde
begrdngt wird, deven fammtlihe Puntte bon einem inner-
hath ded umjdhloffenen Raumes (iegenden Puntte gleid
weit entfernt find.

RKugeln  von gleihen Halb- oder Durchmeffern find congruent,
Denn denft man fie {ich fo in einander gelegt, dafy ihre IMittelpunfte
gufammenfallen, fo miffen fich die Oberflichen decen,
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§ 236. Dic Oberfliihe eciner Kugel ift eine nad) allen
Ridtungen Hin gefritmmte Flidye,

Dennt wdre frgend ein Stitd der Kugelfliche eine Ghene, fo fonnte
man in diefer eine gerabe Linie 3iehen, auf festever drei beliebige Punfte
wdhlen und bie gerabe Linie mit dem Kugeleentrnm ourd) eine Ghene ver-
binben; man hatte dann in einer Gbene drei auf einer Geraden liegenbe
Puntte, die von einem bvierten, derfelben Ghene angehdvigen Punkfte (bem
Sugelcentrum) gleiweit (um ben Kugelvadiud) entfernt wdven, was aber
unmbglid) ift (¢ 32, 1).

Bufak, Cine geradbe Linie fann mit der Kugelflade
hidyftens gwei Punfte gemein Haben,

e

§ 237. Wenn cine Kugel von einer Ghene gefdnitten wird,
fo ijt die Durd)jdnittsfignr cin Kreis.

Geht die Ghene duvch den Mittelpuntt der Kugel,
fo erellet bie Richtigheit de3 Saked fofort aus per
Cntjtehung dev Kugel.  Geht aber die Durdhjchnitts- c
ehene nidht durd) den Mittelpuntt C, fo fille man pon \
bemfelben die Senfrechte CA auf die Ghene und verbinde
gtoei beliebige Puntte B und D des Umfangesd der Durd)-
fnittsfigur fowol mit A af8 mit C. Da nun A\ CAB 2 CAD %27,8.),
affo AB = AD ift und diefer Shluf gilt, wo man aud im Umfange
ber Durdyfdnittsfigur die Punfte B und D annehmen mag, fo ift bie
Durdyfhnittsfigur ein Kreis, deffen Mittelpuntt A ift.

§ 238. Bufde 1) Jeder Shnitt einer Kugel purd) eine
Gbente wird ein Kugelfreis genannt,

2) Die bom Mittelpuntte der Rugel auf einen Kugel-
freid gefdllte Senfredhte geht durd den Mittelpuntt ves-
felben,

3) Die Verbindungslinie der Mittelpunite einer Kugel
unbd eined Kugeltreifed fteht auf vem Kugelfreife fenfredt,

4) Gine im Mittelpuntte eines Kugelfreifed auf die-
fem ervidjtete Senfredhte geht durd) den Mittelpuntt der



48

KRugel, Denn die Senfredhte mufy mit der die Mittelpuntte der Kugel
und des Kugeltreifed verbindbenden Geraden jujammenfallen, weil fid) duvd)
einen Punft einer Ehene nur eine Senfrechte auf leftere ziehen laft (2 163).

5) Die in den Mittelpuntten zweier nidht pavalleler
Qugelfreife auf diefen ervidjteten Sentredten {dhneiden fidh
im Mittelpuntte ber Kugel (Fig. 2 239).

6) Die Mittelpuntfte gweier pavallerer RKugelfreife
fiegen in einem und demfelben Kugeldurdymeffer, welder
auf beiden Kugelfreijen jenfredt fteht.

7) Gin Kugelfreid ift dburd) drei auf der Kugelflache
gegebene Puntte beftimmt (2 158).

P
o

§ 239. 1) SKugelfreife in gleider Gutjernung vont Kugel-
centvm find civander gleid). 2) Gleide Kugelfreije find gleid)
weit vom Kugelcentrum entfernt. 3) Kugelfreife find nm fo
grifier, je fleiner ifre Cutfermuung vom Kugeleentrnm ift. 4) Vou
swei ungleiden Kugelfreifen Hat der grifiere eine fleinere Euts
fernung vom Kugelcentruni,

Wenn man aud dem Kugeleentrum aunf Heibe
RKugelfreife die fenfrechten Linien m und n fallet,
fo treffent biefe bie Mittelpuntte der Kreife unbd
bilben bdie Gntferningen der Testeren bom Kugel=
centrum,  Bieht man nun i Geiben SKreifen bdie
Rabien r und p und verbindet deven Eubpunite
mit bem Kugeflcentrum durd) den NRabiug R ber
RKugel, fo Hat man in den rechtwintligen Dreiecfen
R? = r? 4 m? und R? = p? 4 n?% folglidh

r? -+ m? = p? - n2
1) Wenn m = n, alfo m? = n?% fo ift v* = p? ober r = p.
2) Wenn r=p, alfo 2 = p? fo it m*® = n? ober m = n.
3) Wenn n << m, affo n? << m? fo ift p? > r? oder p > 1.
4) Wenn p> 1, alffo p>>1r?, fo ift n? << m? pdern < m,

§ 240, Bujabe 1) Gin Kugelfreid, deffen EGhene durd) den
Mittelpuntt der Kugel geht, Heift ein grofter Kreid oder ein Haupt
freid der Kugel. JIm Gegenfake zu demfelben Heifen alle itbrigen Kugel-
freife fleine Kreife ober Nebentfreife der Kugel,
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2) Alle Hauptfreife einer Kugel find einander gleid,
weil fie gleiche Halbmefier Haben,

3) Hauptfreife einer Kugel Halbiven einander, denn
ihre Gbenen gehen beide durc) ben Mittelpuntt der Kugel, folglich mup
aud) ihre Durdpfdhnittslinie durd) den Mittelpunft der Kugel gehen und
fannt daber nur ein Durdymefjer fein.

4) Die Kugel und ihre Oberfldche werden, wie durd) dad Prineip
per Dedung fofort erhellet, von jebem Hauptfreife in wei congruente
Theile getheilt. Die beiden Theile ber Kugel werden daher Halb:
Cfugeln genannt.

5) Durd) ziwei Gegenpuntte dev Kugelfladhe fanun man
unzahlig vieie Hauptfveife egen, duvd) 3wei Vuntte aber,
pie nidt Gegenpunfte find, nuv cinen Hauptfreis, nbhmwol
ungafhlig viele Nebentreife.

§ 241, 1) Wenn cine Gbene M anf ecinem Kugelvadins
AC Tn iemem Cudpuntte fenfredyt jteht, jo ift fie cine Berih-
rungdchene der Kugel, d. h. fie hat aufer diefem Puufte wit
der Kugel feinen Punft gemein,

2) Giue Beriihrungdehene M fteht jenfredht anf vew uad)
threm Beriihrungspnnfte gezogenen Kugelrading CA.

1) Wenn AC | M ift und man verbinbdet
C mit einem beliebigen, aufjer A liegenden Puntte
B ber Gbene M, fo ift CB > AC (% 165, 1),
folglid) Tiegt B und ebenfo jeder andere von A \
berfchievene Punft der Gbene M auferhald der M
Kugel,

2) Wenn bdie Gbene M nur den Punft A mit der Kugel gemein
bat, fo muf jebe vom Radiug AC verfdhiedene, aus C yur Gbene M
gezogene Gerade CB > CA fein; folglidh) ift CA bie Higejte wnter allen
oo C zur Gbene M gesogenen Geraden und daher auf M fenfredyt.

7]
i
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Bufa. Die vom Kugelcentrum auf die Berithrungs-
ebeue gefdllte Senfredyte trifft die Tegtere im Beriihrungs-
bunfte. — Die auf einer Berithrungsehene im Berfihrungs-
puntte ervidtete Sentredte geht durd das Kugelcentrum
(2 163).

§ 242, Grildrungen. 1) Jeber Kugelfreis theilt bie Kugel
i 3ve ﬁuqeiubfcf)mtte ober Sugelfegmente und bie RKugelflddhe
in gwei Kugelfappen ober Galotten. Wenn bder Kugelfreis ein
Haupthreis ift, fo find beibe Segmente Halbfugeln. In jebem andern
Jalle find fie ungleid). — Der Kugelfreis heifit die Grundflade des
Sugeljegmente3 fowol a8 der Galotte. — Bieht man durd) die Mitte
ber Grundflddje einen Durdymefler dber Kugel, ver alfo (2 238. Juf. 3)
auf der Grundflide fenfrecht fteht, fo find bdie beiden Theile defjelben
gwijden feinen Gndpunften und der Mitte der Grundflddye bie HHhen
ber Gegmente und ber Galotten, und war ift jedber Theil ves Durch-
mefjer3 die Hihe Desjenigen Segmente3 oder berjenigen Galotte, worin
ev lTiegt. Die Gndpunfte Hed Durchmefiers fann man ald die Mitten
ober bie Sdheitel der Galotten anfehen,

2) Dag 3wifden jwei Parallelfreifen (d. h. wei einander
pavallefenn Kugelfreifen) liegende Stitd bder Kugelflddye Deifit eine Bomne
und dad giwijden ihr und ben beiden Parallelfreifen enthaltene Stitd der
Sugel felbit eine Kugelfdhidht ober E8rperlidhe Bone. — Die Hihe
ber Bome ober ber RKugelfdhicht ift der fenfrechte Abftand bder fie Hegrin-
genben Parallelfreife, welde die Grundflddyen der Sone oder ber RKu-
gelichicht bilbenw. Jeme Hihe twird durch) den iwifhen die Grundfldchen
fallenden Theil des auf ihnen fenfrechten Durchmefierd der Kugel gemefjen,
Die Galotte fann ald eine Bone betrachtet werden, bei weldjer eine ber
beiben Grundflichen auf MNull rveducivt ift.

3) Wenn fich ein Kreidfector um einen feiner Gringhalbmeffer
herumbdreht, fo wird der dadburd) befdyriebene Kirper ein Kugelausjdhnitt
oder Rugelfector genannt. Der Bogen ded Kreidfectord befdhreibt dabei
eine Galotte. — Jit dev ergengende Kreidfector Feiner al8 ein Quadrant,
fo bejteht per Kugelfector aus einem Kugelfegmente und einem mit feiner
Spibe tm Kugelcentrum fiegenden Kegel, der eine gemeinjchaftliche Grund-
fliche mit dem SKugelfegmente Bat; ift ev aber gleidy einem Quabranten,
jo witd der Kugelfector gur Halbfugel,
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§ 243. Dic Oberflacdhe ciner Kugel ift gleid) 4%, wenn 1
ijren Nading bezeidjuet.

Wenn man um  einen  Halbfreis MON,
beffen Radius r jei, den halben Umfang ABCDEF
eined vegelm. Polygond bon gerader Seitenzahl
Dejchreibt und die gange Figur um AF gedreht
penft, jo erzeugt ABCDEE einen o genannten
Rotationstorper, wahrend die eingelnen Seiten
De3 Polhgonsd pie Oberflachen bon geraben gangen
und abgeftumpften Kegeln und von einem gerabeu
Eylinber befchreiben. Bieht man aud den Eden
ped Polhgond fenfredhte Linien auf die Wye AF,
fo find bie Abjdmitte auf der lehtern AG, GK,
KL ... bie Hbhen jener Korper.

1) Um nun den Mantel eined Kegel-
ftumpfes, 3. B. dben von BC ergeugten ju be-
red)nent, ziehe man au3 B bie Gerade BZ | CK und augd der Mitte ober
pem Berithrungspunfte T ber Seite BC die Gerade TH | AF und den
Radiug TO. Da TH bder Radiug bdes mittlern Kreifed des Kegel
ftumpfes ift, fo ift (2 234, Buf. 1)

Mantel BC = 27, TH . BC.
Da aber /\ BCZ oo TOH ift (¢ 83, 2), fo hat man
BC:TO =BZ: TH ober BC:r = GK : TH,
alfo BC. TH =r . GK, folgli) Mantel BC = 2xr . GK.

2) Um ferner den Cylindermaniel CD zu Dervedhnen, jiehe
man aud bem Bevithrungdpunfte Q den Radiug QO, dbann ift QO = DL,
alfo (2 224) Mantel CD = 27r , KL.

3) Um endlich Den Mantel eined gangen Kegeld ju bevednen,
siehe man aud dem Berithrungdpunite S die Gevabe SR | AF unbd den
Radiug SO; bann it (2 232, Buf. 4)

Mantel EF = 27 . SR . EF
Da aber A\ EFP oo OSR, aljo EF : r = FP: SR, o ijt
EB-X SR = r . FP, folglic) Mantel EF = 27v . FP]

@wmuw geht Hervor, Daff man auf gleiche Weife den Mantel eines
Regel3 , SKegelftumfes und Gylinders finbet, wenn man bie Hihe
bed Kovpers mit 2or multiplicivet, Man hat demnad)

4%

i H ;
TExbIbL, univ, Tart. |




Mantel AB=2x7r. AG
Mantel BC = 2zr. GK

Mantel EF = 271 . PF, aljo ift bie Oberfladhe
ped Motationgfdrpers = 2ar. (AG 4+ GK ... +PF) = 2ar . AF.

Durd) Bergroferung der Seitengahl ded Polygonsd founen iviv
defien Umfang ber Peripherie desd RKreifes unendli) nahe dHringen. Jn
diefem Falle nabert fich) aber bie Are AF DHed Bolyhgonsd dem Durchmefjer
MN = 2r bdeg Sreifed und geht in Ddiefen iiber, tvenn tvir dem Polygone
eine unendlid) grofe Seitengahl geben, d. §. dafjelbe in ben eingejdhriebenen
Kreid felbjt und den Rotationsthrper in die von Yeftevem bHejchriedene Kugel
itbergefen faffen. Sepen wiv alfo in dem Yusdrude 27r . AF die Are
AB-= 2r, fo ijt
# bie Oberfliche ber Kugel = 4r%n.

Bujage. 1) Die Oberflade einer Kugel ift vier Mal
fo grof al8 ein grofter Rveid berfelben,

2) Die Oberfladye einer Kugel ift gleid) bem Umfange
(2rm) eines gudften Kreifed, multiplicicvt mit dem Durd-
meffer (2r), ober aud) gleich einem Kreife, deffen Halb meffer
pem Durdymeffer (2r) der Kugel gleid) ift, dba (2r)%w =4r?x ift.

3) Die Oberfladen zweier Rugeln verhalten fid) wie
pie Quadrate threr Halbmeffer nder Durdymeffer. Denn find
O undb o die Oberflachen weier Kugeln, R und r ihre Halbmefier, D
ud d ihre Durdymefier, {o ift

O:0=141R%z: 4r’z — R?: 12 = D2 42

v
2 o
"

gy _);’
Vi S 244. Der Fladjeninhalt ciner Sone oder Calotte ift
glttd) 2nrh wemn h ihre Hohe uud r den Kugelvading bezeidynet.

Wenn {i) der Halbfreis ABCD, in weldem bdie Ceradben BE
und CEF auj dem Durdymefer AD fenfrecht ftehen, um A@ herumbreht
fo Dejdyreibt der Vogen AB eine Calotte und der Bogen BC eine
Jomne, beren Hihen begirglich AE und EF ﬁrﬁ. Nun  ergibt fich
burd) vollfommen gleiche Gonftructionen und gleidpe ,Schliifie wie bei
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per Weftimmung der gangen Oberflade der Kugel in
2 243, bafy der Jubhalt der Zone nder Calotte
gefunben wirh, wenn man ihre Hihe mit
pem Umfange eined griften Kreifed der Ku-
gel multiplicivt, Sekt man EF = h, {o ift dem-
nach die Zone BC = 2mrh, und wirdb AE = h ge-
fegt, fo ift die Galotte AB = 2zrh,

Bufdge. 1) Bonenoder Calotten aufbev=
jetben Rugel verhalten fid) wie thve Hohen.
— Jebe Bone oder Calotte berhalt fid) ur gangen Kugel-
oberflache, wie die Hohe bevfelben um Durdmeffer.

2) Bieht man bdie Sehme AB, fo folgt aus bdem vedhtwint
ligen “®reied ABD, daf AB* = AD . AE = 2r . AE, aljo aud
2ar. AE =m . AB? b. . ber Fladeninhalt einer Calotte ift
cinem Kreife gleich, deffen Radiusd der gevade Abftand bes
xbd)ettelé bom umfange be1 (S)1u1\‘»ffac{)e ift.

“use }3 stehe Hefd ff

Pz, wenn r

§ 245. Der Juhalt ciner Kugel ift gIczd)
ihren Nadiug begeidhuet.

Griter Beweid, €3 jei ABDC ein Qua=
brat mit ber Seite AB =1r, AD eine Diagonale
peffelben und BGC ein mit dem Radiug r aug A
Defdyriebener Quabrant, Wird die gange Figur um
AC af8 Age gedveht, o Dbefchreibt dad Quabrat
einen geraben Gylinber, bag Dreied ACD einen
geraben Regel, Deflen Spike in A fiegt, und bder
Quadrant eine Halbfugel. Denft man fich mun
biefe Drei Kovper an itrgend einer Stelle durch ivei der Grundfldche pa-
rallalefe, eimander unendlid) nabhe liegendbe Ebhenen gefdhnitten, fo fann
ebenfo toie die dadurd) evgeugte Cylinderfdieibe EF aud) die Kugelfcheibe
EG undb bie RKegelfchetbe EH al3 ein geraber Gylinder von unendlich
fleiner Hbhe Dbetvachtet werden, welhe mit b Degeichnet fei. E8 it
demnach bie

wi..‘

Gyfinderfcheibe — EF 2z h,
Kugelfdeibe = EG2xh,
Kegelfdheibe = EH?n h,
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Bieht man AG, fo hat man im redhtw, Dreied AEG
EG* = AG? — AE2

638 ift aber AG = EF, AE = EH (weil <t CAD = CDA =EHA), afjo
EG? = EF? — EH? folglidh aud
EG?zh = EF?zh — EH?%zh,

b, . die Sugelfdheibe ift gleich der Cylinderfdheibe weniger bev Kegeljiheibe.

Die drei von den Fliden ABCD, ABGC, ACD bejdyriebenen
Riovper, Cylinder, Halbfugel und Kegel, weldje bdiefelbe Hihe r Haben,
fann man aud einer unendlidjen Menge folder Scheiben ufammengefelst
betradhten, und tweil je drei wifchen den ndmlichen Pavallefebenen ent-
haltenen Scheiben in dem angegebenen Verhdltnifle ju einanbder ftehen, fo
folgt, dafy auch die Halbfugel felbjt gleich ift dem Gylinder, weniger dem
Kegel. €3 ift

per Gylinder = r%7, der Kegel = Frdsx, alfo
bie Halbfugel = 37 — 137 = §rix, folglid
die Rugel = 4r’xm

Bweiter Veweis, Man bdenfe fich bie
Sugel Yor uiendlid) viefen, durd) denfelben Durch-
mefler AB gelegten Hauptfreifen, joiwie von un-
endlich) bdielen auf AB fenfrechten NMebenfreifen
gefdhnitten, fo wird die gange Oberfldche ber Kugel
in unendlich viele vievfeitige und dretjeitige Figuven
etheilt, die wman twegen ifrer duferft geringen
Augdehmung ald ebene geradlinige Figuren De-
tradpten fann, Wenn man fid) ferner nad) fammt=
fichen Durchichnittspuntien jener Kreife Kugelvadien
gejogen denft, fo jerfillt die gamze Kugel in lauter unendlic) fleine, fo
genannte Kugelpyramiven, die fid) af3 ebenfldd)ige Pyramiden betrachten
faffernr, Deren gemeinfdjaftliche Hihe der Kugelvadbiud r ift und bdeven
Spigen fimmtlich im Mittelpuntte der Kugel liegen. Hieraus folgt
(% 208), bafy die Summe aller unendlic) fleinen Pyramiden, alfo aud
ber Jnhalt der gamgen Kugel gleich ift der Summe aller Grundflichen
ber Pyramiden, b, §. der gangen Oberfliiche der Kugel ober 417 (2 243),
multiplicivt mit Lr. Demnad) ift die Kugel = frin.

3 ift alfo der Inhalt einer Kugel gleid) dbem dritten
Theile ded Produfts ifhrer Oberflade in den Radius.
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e § 246, 3Bufdfhe 1) Bebeutet d den Durdymeffer der Kugel,
4 5 ;
fo it —? =, alfo bie fugel = i (i) m— s dm

2

2) 8wei Kugeln K und k verhalten ficd) wie die Cuben
ifrer Halbmeffer (R undr) oder Durdymeffer (D und d).
Denn e3 ijt

B Hecievw =R’ == D d*

3) JIm zweiten Veweife Ded g 245 wurde die Vevedynung des
Snhaftes einer SKugel aud ber BVeredmung ifrer Oberfliche in g 243
abgefeitet, Auf diejelbe Weife (ARt fich auch) umgefehrt dev Ausdrud
fitr bie Kugefoberflache aud dem ervften Vemweife ded Z 245 fHer-
feiten, da durd) diefen Veweis bder JInhalt der Kugel unabhangig von
per Quabratur ifrer Oberflache beftimmt worben ift.

PBetvadhtet man ndmlich) bie Kugel ald ben Jubegriff einer unend-
lidgen Menge von Pyramiden, die ihre Spiken fammtlic) im Mittelpuntie
ber Kugel und ben Radiug r derfelben uv gemeinfdaftlichen Hihe Haben,
und begetcdhnet man die Summe threr Grundffachen, d. H. die gange Ober=
flache ber RKugel mit x, fo ift der Jnfhalt fdmmtlicher Pyrvamiven gleich
irx und aud) gleih bem Jubhalte 4r3z der Kugel. €3 ift daher

irx = 4137, folglid) x = 41%m.

e
o

§ 247, (Urdimebdes). Bejdreibt man nm eine Kugel
cinen geraden Cylinder und in dem Cylinder cinen geraden Kegel,
fo dafy ber Cylinder uud ber Kegel den grofiten Kreid der Kugel
sur Grundflade und den Durdumefjer derfelben zur Hiohe haben,
fo verhilt {id)

Kegel : Kugel : Cylinder =1 : 2 ¢ 3,

Wenn r den Radiug der Kugel Legeichnet, fo ijt
Regel = 2137, Kugel = 4rdx, Cylinber = 2137, aﬁo
Regel : Rugel : Cylinder = 13z : 1%z : 2135 = 1:

Bufdfbe,...1) Der Mantel bed Cylinders ift gleih) 4r®x, alfo
gleich der Oberflache der eingefdriedenen Kugel.

2) Die Gefammtoberflide des Cyfinders ift gleid) 6 r¥x, folglid

berhaft ftd) bie Rugelfldche sur Gefammtoberflliche Hed Cylinderd wie 2 : 3,
alfo ebenfo mwie die Kugel jum Cylinder,
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§ 248, Der Juhalt cined Kugeljectors ift gleid) §arh,
wen T den Sauqchabm? und h die Hohe der den Kugelfector be-
griauzenden Calotte Dejeidjuet,

63 jei ACB ber Sreigfector, durd) deflen WUmbre-
A hung um ven Radiud AC =1 der Kugelfector ABCEA
T erzeugt wivd,  Wie die gange Kugel alg ein Jnbegriff
von Pyramiven von unendlic) fleinen Grundfldchen und
einer Hihe gleich dem Kugelradiug angefehen werben
fonn (7 245, jweiter BVeweid), fo (Gft fich auch der
Sugelfector aug einer unendlichen Menge folcher Pyra-
miden 3ujammengefest betrachten. Man findet daher
pen Junhalt ded Kugelfectory, wenn man dbie Calotte deffelben
mit dem dritten Theil Ded Kugelvadiud multiplicict,

Wenn AD = h gefelst wird, fo ift (2 244) die vom Bogen AB
erseugte Galotte gleid) 2zrh, folglich ift ber Rugelfector = ¢wr2h,

”,,/'/ Bujal. Die vorjtehende Fovmel gilt auch, wenn h > v ift, alfo
j’bcr Qugelfector von einem Kreidfector wie BCKF Defchrieben iwird, welder
’ gtbfzcr alg ein Quadbrant ift.  Seflst man ndmlid) jest DF = h, fo ijt

AD — 2y — h, alfo nady dem Fritheren der Kugelfector ABCEA
= zxr? (2r — h), und weil beibe Sectoren die gange Kugel audmaden,
fo ift der vou BCE erjeugte Sector gleid) $z1r® — 27r® (2r — h)
= 2ar?h, weldes diefelbe Formel toie vovhin ift.

""‘931

§ 249, Der Jubalt eined Kugelfegmented ift gleid)
h%n (r — th) wenu r den Kugelvadbiug uud h die Hofe ded Seg-
mented Gezeidyuet,

Wenn im Kreizfector ABCEA (Fig. 2 248) der Radbiug AC =1r
auf der Sehue BE fenfrecht {teht und die gange Figur um AC gedreht
iird, fo Defchreibt der Kreizfector einen Kugelfector, dev halbe Kreidabidynitt
ABD ein Sugelfeqment von bder Hihe AD = h und dag Dreied BDC
einen gevaben Regel. — Man evhalt alio dDad Kugelfegment,
wenn man vom KSugelfector den Kegel wegnimmt,

Run ift CD =r — h und BD*=1r? — (r—h)?= (2r —h) b,
affo der Regel = BD?*z . CD = § (2r — h) h=w (r — h).
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Jerner ift (2 248) ber Kugelfector = 2nr?h, affo

pag Kugelfeqment = gwr2h — L (2r — h) hw (r — h)
= thz [21r% - (2r — h) (r — h)] :
= th% (3r — h) = h%x (r — 1h). ///

g

§ 250. Bufaf, Der Juhalt einer Ku-

gelfdtdrt ADEB ift gleich dem Unterfehiede - e

jiveier Segmente FABE und FDEF, — Sind AQN .

gegeben bie Hbhen Leidber Segmente, FK = H, Al ;\K_/ﬂl’

FG = h unbd ber Rugelvadius r, fo ift (2 249) bie \ ¢ /}
Sugelfhicht = H?z (r — 1H) — h%z (r — 1h) o T

—ar (H? - h?) ——%(Hf” — bd)

§ 251, Grffdrungen. 1) Unter der fphdrifden Gnt:
fernung ober fdhlechthin ber Gntfernung zweier Punfte auf derv
Kugelfldade verfteht man den fleinern der Leiben Bogen eined Haupt-
freifes, weldje wifdhen jemen Punften der Kugelflache enthalten find.

2) Die Pole eined Kugelfreifed find die Heiden Gudpuntte
vezjenigen Durdymeffers der Kugel, weldjer auf der Ghene des Kugelfreifes
fenfredit fteht. Diefer Durdhmeffer wird die Aye des Kugelfreifed genannt,

§ 252. QJeder der Heiden Pole cined Kugelfreifes Hat vou
allen Puntten der Peripherie ded Kreifes gleidie Gutfernung.

Der Durd)meffer AB fteht fenfredht auf
bem Dauptfreife CDE und auf dem Neben-
freffe FGK., NMun find alle von A ober B
big zur Peripherie bed Hauptfreifed gehenben
Bogen, wie AC, AD, BC, BD ... einander
gleidh, Denn fie find Quadranten, weil bdie
Winfel AOC und AOD Redhte find, —
Ferner find fiir den Nebenfreis die Sehnen
AF und AG einander gleid) (3 165, 2),
folglich ift (2 45, Buf. 1) Bog. AF = Bog,
AG und ebenfo Bog. BF = Bog. BG.
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Bufdge. 1) Jeber Pol eined Hauptfreifed ift von
allen Punlten in deffen Umfang um den Quabdbranten einesd
Haupttreifed, alfo um 90% entfernt, — Fiix jeden Nebentreis
giebt e einen ndfhern und einen entferntern Pol,

2) Parvallelfreife haben eine gemeinfdaftlidhe Areund
gemeinfdyaftlide Pole,

3) Wenn auf dber Kugelflide ein Punft A bon zwei
andberen Puntten C und D, die nid)t Gegenpuntte von ein-
ander find, einen Abftand von 90° hat, fo ift er der Pol bes
burd) jene beiden Punfte gelegten Hauptfreifes,

Denn ber dburd) C und D gelegte Hauptfreid muf ald folder
burd) ben Mittelpunft O der Kugel gehen. Da nun der BVorausfelung
sufolge Bog. AC = Bog. AD = 90° ift, fo ift <« AOC = AOD =R,
folgliy (2 161) ber Radiug AO fenfrecht auf ber Gbene CDE, mithin
ift A ber Pol von CDE,

§ 2563, Grfldrungen. 1) Unter dem
Wintel CAE zweier fich dburd)fdhneidbender
Bogen grifter Kreife verfteht man den MNei-
gungdvinfel ber Ebenen jemer beiben RKreife gegen
einanber, — Den Winfel CAE nennt man aud
einen fpharifden Wintel, die ithn einfd)liefenden
Bogen AC und AE feine Sdhenfel und ihren
Durd)fdnittdpuntt A feinen Sdheitel.

2) Gin {ph. Winfel CAE ift gleid) bem Wintel HAK
sifden den an feine Sdhenfel tm Sdeitel A gezogenen
Fangenten, Denn weil die Tangenten in den Ebenen der Bogen AC
und AE auf der Durchjchnittalinie AD der Ghenen fenfrecht ftehen (¢ 52, 2),
fo ift HAK ber Neigungdmwintel dev lepteren gegen einanber (3 179, 3).

3) Gin fph. Wintel CAE Hat zum Mafe den Bogen CE,
welder ausd feinem Sdeitel A ald Pol mit bem Quadranten
eined Hauptfreifed ywifden feinen Sdhenteln befdrieben ift.
Denn 3 it < AGC = AGE = R, folglic) der Winfel CGE der Nei-
gungdwinfel jener Kreisebenen, deren Bogen den <r CAE bilben, mithin
ift ber Bogen CE al3 Maf des Winfels CGE (3 58, 2) aud) dbad Maf
pe3 Wintels CAE.
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4) Gin von zwei Halben Peripherieen grofter Kreife Dbegrdangter
Theil der Kugelfldche heift ein fphdvifdhes Jmweied. — Die beiden
fpharifchen Winfel eines Bweieds find einander gleid).

Devjenige Theil einer SKugel, weldher von ben Cbenen weier
Hauptfreife und dem durc) diefe Yehteren gebilbeten {pfh. Bweied begrinst
wird, wie ABDCA, Dheifit ein Sugelfeil

5) Gin von bdrei Wogen grofter Kreife Dbegrdngter Theil Dber
Sugelfiiche witd ein fpharifdesd Dreied genannt, — Daffelbe heifyt
vedhtwintlig, fdhiefwintlig, gleidhfdentlig, gleidfeitigu. {. w.
in dhnfichen Fillen wie dad gerabdlinige Dreied.

6) Sn jedem der adyt fph. Dreiede, in elde die gange Kugel-
flche bon drei Haupttreifen gerfegt wird, ift jebe Seite und jeder Winfel
fleiner af3 180°% Nimmt man dagegen einige diefer Dreiecfe zufammen,
3. B. CAE, CAB und BAF, fo ift in bem dadurd) entjtehenben Dreied
AEF bie Seite ECBF grifer ald ein §Hafbfreid oder 180° unbd ebenfo
per Winfel bei A, weldher jener Seite gegenitberfteht, grbfer als 180°
— Jm Folgenden follen aber immer nur jolde {ph Dretede
betvadytet werden, in welden jedbe Seite fowol ald jeber
Winfel fleiner als 180° ift

7) Gpharife Dreiede find congruent, wenn fie fo auf ein-
anber gelegt werben fdunen, daf fie fidh) deden,

Biei fpharijdge Dreiede heifen fymmetrifd), wenn die Seiten
und Winfel des einen denen desd anbern eimgeln gleich find und in derfel-
ben Orbnung, aber in entgegengefelter Richtung auf einanbder folgen, alfo
bie Dreiedfe im Allgemeinen nidht jur Dedung gebrad)t werden finuen.

Bwei {ph. Dretede vie ABF und DEC iwerden Gegenbdreiede
bon einander genannt, fwenn die Edpunfte He3 einen Gegenpunite ber
Ecfen Ded andern find, -— Gegendreiecfe find einanber fymmetrifch unbd
mur in bem Defonbern Falfe congruent, wo fle gleihichentlig ober gleid)=
feitig find.

§ 254. Befdhreibt man aud den Sdeitelpunften A, B, C
cined fpharvijhen Dreieds ald Polen drei BVogen grofiter Kreife,
NO, MO, MN, fo bilden Diefe cin nenesd {pharijdhed Dreiet MNO,
deflen Sdjeitelpuntte die Pole der gegeniiberjtehenden Seiten ded
crften Dreieds {ind.
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Man ziehe aud A und B zivei Bogen
grifter Kreife nacd) 0. Da der Gonfruction
ufolge A der Pol von NO ift, aljo von
jebem Puntte diefed Vogend um einen Qua-
pranten abfteht (2252, Buf. 1), o ift AO =90°,
Ferner ift B der Pol von MO, mithin aud) BO =
90° Da nun O von Heiden Punften A und B um
90° abfteht, fo ift O ber Pol von AB (3 252,
8. 3). Auf bdiefelbe Weife 14t fich zeigen, daf
N ber ol von AC und M ber Rol von BC ijt.

Bwei Dreiede, wie ABD und MNO, von der Befchaffenteit, daf
bie Gcden eined jeden von ihnen die Pole ber Seiten bded andern find,
heiffen veciprofe Dreiede ober Polardreiede,

§ 255, QJn zwei Polardbreiefen ABC und MNO crginjt
wed)felfeitig jede Seite ded eimen Dreieds dem gegeniiberftehenden
Winfel des andern Dreieds zu 2 Redyten,

Berlangert man die Seiten bed einen
Drefectd Hi u den Seiten der andern, fo ijt

1) 0Q = 90° und NP = 90°, affo
ON 4 PQ = 180°% Der Bogen PQ ijt aber
bag Maf bed <r A (2 252, 3), folglidh

ON 4 < A = 180°,

Gbenfo ift OM 4 <c B = 180° und MN -
<r C = 180°,

2) BS = 90° und CR = 90°, affp SR - BC = 180°, und
weil Bog. SR = < M, fo it

<t M 4 BC = 180°

und ebenfo <c N 4 AC = 180° und < O 4+ AB = 180°,

Jebed ber betden Polardreiede wird aud) bad Supplementar-
dbreiec Ded anbern genanut,

§ 256, Grffdrungen, Wenn man vom Mittelpuntte einer
RKugel nad) den Winfelfpiben eines {ph, Dreiedd Halbmeffer ieht, fo ent-
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fteht eine bdreifeitige Raumede, deven Kanteniintel den
Seiten und deven Fladenmwinfel den Winfeln des fph. Drei-
etd al8 ihren Mafen gleid) find. Wuf diefe Weife entfpridyt
jedem fph. Drefedt eine gewiffe dreifeitige Rawmede am IMittelpuntte der
Kugel und umgefehrt jeder dreifeitigen Raumede ein fph. Dreied, indem
man fid) immer aus ifrer Spike mit einem DHeliebigen Halbmeffer eine
RKugel Defchrieben denfen fann, auf deven Oberfldde die Durchjdhnitts-
punfte der Kanten ein fph. Dreied bejtimmen.

Diefer Uebereinftimmung wegen gelten alfe in Beziehung auf die
RKantenivinfel und Flidjenwintel dreifeitiger Raumeden bewiefenen Sibe
(2 187 big 2 191) aud) von {pharijen Dreieden und Yloffen fich auf
diefe unmittefbar ftbertragen, indem an die Stelle ber Begriffe breifei-
tige Raumeden, Kantenwinfel und Flddenmwintel die entfpre-
denben Begriffe [pharifde Dreiede, Seiten und Wintel gefelt
werden, Hierausd ergeben {idh) folgende Sake:

1) Jn einem {ph, Dreied ift bie Summe Fweier Seiten
grifer alg bie dritte Seite (3 187).

2) Jn einem {ph. Dreied ift die Summe der bdret
Seiten fleiner al3 4 R ober al3 der Umfang eined Haupt-
freifed (2 188).

3) Die Summe der drei Winfel eined {ph Dreieds
ift immer grifer al8 2 R und fleiner alg 6 R (2 190).

4) Bwei {ph. Dreiede auj berfelben Kugel {ind cons
gruent pdev fymmetvifd), wenn in ihnen einzeln gegenfeitig
gleid) find

a) bie dbrei Seiten (3 191, 1), ober

b) bie dbrei Wintel (2 191, 2), ober

c) 3iwet Seiten und der jwifdenliegende Winfel
(¢ 191, 3), ober

d) 3wei Wintel und bie zwijdenliegende Seite
% 191, 4).
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§ 257, Qu cinem {ph, Dreied ABC [liegen 1) gleidjen
Geiten gleidje Wintel uud 2) numgefehrt, gleichen Winteln gleide
Seiten gegeniiber,

1) Wenn AB = AC ijt und man zieht aud A
nad) ber Mitte D dHer Seite BC den BVogen AD, fo
haben bdie Dreiefe ABD und ACD gleiche Seiten,
alfp it &£ B = C (256, 4, a).

2) Wenn <r B = C ift und begeihnet man dad
pem Dreied ABC zugehivige Polardreiect entjprechend
mit A‘B‘C’ fo hat bdiefed (2 255) 3wei gleiche Seiten,
A'B’ = A'C’, folglih) nadh) 1) auch zwei gleiche Winkel, B’ = C’.
Hieraud folgt wieberum fiiv dad Dreied ABC, daff AB = AC ift.

Bufite. 1) Da dem erften Theile ded Saked ufolge < BAD
= CAD und <¢ BDA = CDA ift, fo ift ber aus der Spife einesd
gletdhfhentligen {ph. Dreiedsd nad)der Mitte der Grundlinie
gezogene Bogen auf der Yeftern fenfredht und halbirt den
Wintel an ber Shpige.

2) Gin gleidhfeitiges fph. Dreied ift and ein gleid)-
winfliged und umgetfehrt.

§ 268, (Fig. 2 257). Qu cimem fph. Dreied ABC [liegt
1) dem grifern Winfel die grifeve Seite und 2) nmgefehrt, der
grifiern Seite der grofiere Winfel gegeniiber.

1) Wenn < BAC > B ift, {o made man <¢ BAD = B, und
bannt it AD = BD (2 257, 2). Da aber AD 4 DC> AC, fo ift
aud) BD - DC odber BC > AC,

2) Wenn BC > AC ift, fo muf < BAC > B fein. Denn toire
% BAC = B, fo miifgte aud) BC = AC fein, was beides dev Boraus-
{ebung wider{pridt.

§ 259. Bwei fymmetrijhe Dreiefe ABC uud abc Hhaben
gleiden QJubalt,



Da bdie Bogen AB und ab, AC und ac,
BC und be alg Seiten ber Dreiece gleid) find,
fo find auch ihre Sehnen entfprecdhend gleidh, und
paber ift dad ebene /\ ABC X2 abe. Hieraus
folgt, baff twenn man um bdie ebenen Dreiede
Kreife Defdyreibt, diefe einanber gleich {ind, alfo
aud) gleidhent Abftand vom Mittelpuntte ber Kugel
haben (g 239, 2). Mithin haben bie Heiden Ca-
lotten, dbeven Grundflchen jene Rreife find, gleiche
Hihen und daher aud) gleidhen JInhalt (3 244).
Da man nun offenbar bad gweiedige Fladenitii
M, weldje3 von den beiden, mit ifren Gndpunften
in A und B zufammenfallenden Bogen begringt wird, mit dem ent-
fprecjenden Fldcgenftiid m, und ebenfo bie jweiedigen Flichenftiite N
undb n, O und o gur Dedung bringen fann, fo muf aud) das fph.
/\ ABC = abe fein,

§ 260. Gin fph. Bweied verhilt fidh sur gauzen Kugel-
oberfladie wie fein Winfel Zu vier Redyten.

Bwei Bweiede, iveldhe gleihe Wintel

CAD und DAE fHaben, find gleidy, da fie fich A
burd) Drehung um den Durd)meffer AB Fur
Dedung bringen lafjen. Wenn fid) ferner ein
Biveie ADBEA auf ein anderes AEBFA C o F
genau mehreve Mal auftragen 4ft, fo ift aud D
fein Winfel in dem bed andern, oder wenn

ber Hauptfreis CDEF fenfredht auf AB fteht

(2 252, 3), ber Bogen DE in dem Bogen

EF genau eben fo oft enthalten. Bleibt aber bei diefem Auftragen von
bem grdern Biveted ein Reft {ibrig, weldjer feiner ift als das erfte
Bweied, fo fann man durd) eine dhnlidge Betracdhtung ie in & 57 und
¢ 180 fdliefen, daff fih aud) in diefem Falle die Deiben Bweiede, fie
mbgen ein gemeindaftliches Maf Haben oder nidht, eben fo oft wie ihre
Winfel bon einander wegnehmen faffen, affo in demfelben Berhiltnife
toie bie lehteren su einander ftehen, Vetradtet man nun die gange
Sugeloberflidhe ald ein Bweied, deffen Wintel vier Redjten gleidh ift, fo
folgt Bieraus, dag ein Jiweied fic) verhilt jur SKugeloberfiidie wie fein
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Winfel zu vier Redhten obder wie der feinen Wintfel mefjende Vogen zum
Umfange eined Haupttreifes,

dufdge. 1) Jweiede auf dberfelben Kugel, welde
gleidye Wintel haben, {ind congruent.

2) Bweiede auf berfelben Kugel verhalten fid) wie
ihre Wintel

3) Bur Verednung bed3 Inhaltd eines Jweiedsd 7 aus feinem
Winfel A und dem NRadiud r ober der Oberfldche O dev Kugel hat man
Z:412r =A:4R oder Z:0 = A : 4R, aljo

7 o5 Ar’n A

R DbefZ:Tg.O¢

Die Winfel A und R mitflen immer durd) einerfei Ginpeit, alfo
Deide zugfeic) entiveder in Graden oder in Minuten ober in Secunden
audgebritctt oerben.,

4) Da ein Kugelfeil foviel Mal in der RKugel enthalten ift als
fein Jiweied in der Kugelfldche vder al3 deffen Winfel A in 4 Red)ten,
fo verhalt fich

RKugelfeil : $r’r = A : 4R, folglich ift
) r’n

G Ir'mw Fo e
Kugelfeil = SR A 5700 ¢ A,

§ 261. Gin {ph. Dreied ABC werhalt fih zur ganjen Kugel:
oberfladye O wie der Meberfduf feiner Winteljumme diber 3wei
Redyte (d. §. fein phirifder Greef) zu adt Redten.

Berlangert man die Seiten Hed Dreiedsd 3u
vollftdndigen Kreifen, welde fih in D, E, F af8
pent Gegenpunften von A, B, C {dneiden, o ijt
(% 260, 3)

ABC - BCD = gineiet ABDCA = 5 . 0
ABC + ACE = 3neied BAECB = > . 0
ABC 4 ABF = 8ieied CAFBC = -, 0

-M
ev‘
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Alles abdirt und ABF = DCE gefet (3 259) giebt
3ABO+BCD+A0E+DCE:§i~%ﬂ . 0.
Mun ift ABC 4 BCD + ACE + DCE = 0.

Wird biefe Gleichung von der bovigen abgezogen fo ift
2 ABC = <A+B+4§_2R)O

FEENL (A+B—};[C{—2R)Olaﬁ0

ABC:0 = (A 4+ B4 C—2R):8R.

ober

§ 262, Bufige. 1) Da bie RKugeloberfliche O = 4 r%¢ ift,
fo hat man ur LVeredhnung ded Inhaltd eined {ph, Dreieds ABC aus
feinen Winfeln und dem Kugelradiug r

AaBC—A+B+C—2R ., A+B4C—150°

<Ar?r, alfo

8R 1 7200
i — 180°
A\ABC = e —jZ_RC 2R B A =l B —1,_80(3’ e . 17,

Sn biefe Fovmeln mifen die Wintel A, B, C und R durd)
einerlei Ginheit, aljo alle zugleid) entweder in Graben ober in Minuten
ober in Secunbert, ober aud) mur in Graden und Theilen bed Grabdes
audgedritt werben,

2) Alle Dreiede auf derfelben Kugel, die gleiche
Winfelfumme haben, haben aud) gleichen Fladeninhalt,

3) Die Juhalte {pharifder Dreiede auf derfelben
KRugel verhalten fid) wie ihre fpharifden Cxeeffe.

3) Dret durd) den Mittelpunft einer Kugel
fenfrecht auf einander gelegte Gbhenen theilen die
Kugel und ihre Oberfladie in ad)t gleiche Theile,
wie fi) durd) dad Prineip der Dectung leicht
seigen Yafst.  Jeber Diefer gleichen Sheile bdev
RKugelflade, welder wie 3 B. ABC ein bon
drei DQuabranten eingefdlofiened ober ein drei-
red)tiwintliged Dreied ift, witd ein Kugel
petant ober {pharifder Octant und die

(2
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pemfelben entfprechende, alfo von drei auf einanber fenfrechten Ghenen am
Kugelcentrum gebildete Raumede GABC, welde den adpten Theil bHesd
gangen um ben Mittelpunft G (iegenden unendlichen Naumes ausfillt,
ein Raumoctant genannt,

5) ALE Mafeinheit fitr die Theife der Kugelflade
pilegt man ben Sugeloctanten und ald Mafeinheit fiir die
Raumeden den Raumoctanten anzunehmen, Auf bdiefe Weife
wird durd) dad BVerhdltnify eined {ph. Dreietd um Kugeloctanten Fugleid
pag ber entfprechenden Raumede jum Raumoctanten beftimmt, fo dafy die
namlide Zahl, welde den JInbhalt eined |ph. Dretectd ausbdriict, die Grbfe
ber gugehirigen RNaumede angiebt. Jft 3. B. der Inhalt eines Drefeds 3,
b. . ift derfelbe 3 eines Kugeloctanten, fo ijft die zugehirige Raumede
g be3 Naumoctanten,

Unter ber obigen Boraudfehung ift die Zah! 8 bdie
Mafzahl ber Rugelnberflade.

6) Wenn man den redten Winfel zur Ginheit besd
Wintelmafed und den Kugeloctanten ur Cinheit ded Fld-
Genmafed annimmt, fo ift ber Snhalteinesd fph, Dreieds ABC
gleid) feinem fph. Gyeeffe. Denu e3 ift ber Kugeloctant = L. 4r%x,
alfo 1’7z = 2 Qugeloctanten. Seflyt man diefent Ausdruct fiir r% in die
unter 1) angegebene Formel /\ ABC = it 1 ;f—R(J e
erthalt man

. 1‘275, fD

/\ ABC = (é—ié—‘l_—c — 2) Kugeloctanten.

Da nun R und der Kugeloctant Maeinheiten find, fo ijt
ANABC=A -+ B+ C— 2.

Man evhalt alfo die Mafzahl Ded Jnhalts eined fph. Drefeds in
RKugefoctanten, wenn man bon feiner in Theilen bHed rechten Winteld
audgedritctten Winteljumme bdie Bahl 2 jubtrahivt, Jft 3. B. jeder der
brei Wintel glei) § R, fo ift /\ ABC = 2, folglich enthdlt ABC ziei
RKugeloctanten oder ift bem bievten Theil der Kugelfldche gleid).

Sind die Wintel A, B, C in Graben, Minuten und Secunden
gegeben, fo hat man fte zubor nur in Graden und Theilen bed Grades
und Hierauf in Theilen bed vechten Winfels ausjudriicfen; algdann ift
Al Al O

i 2, b D fo bdiele Kugeloctanten enthalt
bag Dreied,
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Pei diefer Art ber Juhaltsbefimmung einesd fph. Dreieds giebt
e3 swei verfdyiedene Ginfeiten, bdie eime fitr die Winfel, die andere fitx
oie Flidhen, und nuwr in diefem Sinne fann der Jnhalt eined Dreiedd
feinem {ph. Guycefie gleichgefest fwergen,

7) Der Juhalt eined {ph. Sweicds Z, deffen Wintel
in Theilen des redhten Winfeld audgedritdt A ift, it gleidy
2 A, wenn per Sugeloctant al3 Ginheit des Fladenmafes
angenommen wird,

Denn weil die Kugeloberflicie gleid) 8 it und weil (3 260) fid
berfilt Z: 8 = A : 4, fo ijt Z=2 A, b. b. dad Biweiect enthiilt 2 A,
Kugeloctanten,

8) Cin fpb. Dreied hat denfelben Infhalt wie ein
Bweied, deffen Wintel dem Halben fph. Greeffe bes Dreieds
gleid) it

Denn bezeichnet man den Winfel des Jiweledd mit x und feg
bie Ausbritdfe fitr den Jubhalt de3 Sweieds und bed Drefeds (¢ 260
duf. 3 und 2 262, 1) einander gleid), fo erhilt man
xrin A4+B4+C-—2R

R 0 R e ialfong s UG BUECY —R.

§ 263. Den QJubalt ciuned jpharijdhen Bieledd, d. §. ciucd
vou mehr al8 drei Bogen grifiter Kreife begrauzten Theiled der
Kugelfliidie, aud der Anzahl n feiner Seiten, Der Sumume § feiner
Winfel nud dem Radingd r der Kugel 3u finden,

Jieht man aus einer Winfelfpige e nedd nad) allen itbrigen
Wintelfpien Bogen grifter Kreife, fo wird daffelbe in n— 2 fpharijde
Dretede zerlegt. Die Jnhalte diefer eingelnen Drefee, deren Winfels
fummen s, s/, s, .. fein migen, find (3 262, 1)

s —180° s -— 180° ., . 8" —180% .. (

‘““i‘W——.l“n’, 1800 + X7, 150° A NS R SR GfD
s—4s'4 s, . —(n—2)180° S— (n—2) 180"

ot L Dl e e e LS

wobei S nur in Graden und Theifen des Graded auszubritden ift,

h¥
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Bufige. 1) Da bie Kugeloberfliche O = 4 rx, alfo 2 =10
ift, {o ergiebt fich dburc) Subititution diefes Ausdruds in die nbige Formel
S — (n —2) 180° __8§—2(m—2)R

7200 A 8 R 2%
obet nef:0=S—2(m—2)R:81R.

Gin fph. Bieled verhdlt fidh alfo zur gangen Kugel-
obherfladhe wie der UWeber{dhuf feiner Wintelfumme itber jwei
Mal fo viel redhte Winfel, ald die um zwet verminbderte
Seitengahl bed Vieledd betvdgt (b h. fetn {phdavifdher Cycef)
3u adt Redten,

2) Mimmt man den vedhten Wintel und den Kugel-
octanten al8 Mafleinheiten fitr Wintel und fpharvifde
Fladen, fo ift der Inhalt eined {phavifdhen BVieleds gleid
feinem {ph. Cyeejfe. Man findet ndmlid) auf diefelbe Weife wie in
2 262, 6

ned =

nef=25 — 2 (n — 2),
5. 5. fo biele Kugeloctanten enthdlt bas n ed.

§ 264. Den Juhalt ecimer Kugelpyramide, d. §. ded vou
einem {ph. BViclede und dven Seitenfladjen der zugehvrvigen Edfe
begrangten Theiled der Kugel, aud dem Kugelradiud r und den
Winfeln desd BVieledd zu finden,

Da eine Kugelpyramide eben fo viel Mal in der Kugel enthalten
ift ald das zugehirige {ph. ned in ber Kugeloberfliche oder ald DHeffen
{ph. Grcefy in 8 R, fo ergiebt fid) der Jnhalt der Kugelpyramide ausd ber
Proportion

x ¢ 4137 = fph. Gycefy ¢ 720°,
wenn man dert {ph. Ercef gleih S — (n — 2) 180° (2 263, 3uf. 1), oder
falld bag ned ein Dreiek ift, den fph. Gueef = A 4+ B 4 C — 180°
(2 261) febt.

Gine Sugelpyramide (aRt fich aud) ebenfo twie die gange Kugel
(2 245 3teiter Beweis) aud einer unendlicjen Menge unendlic) feiner
Pyramiden jufammengefebt betvadyten, beven Grundflachen zufammen »a3
begrangenbe fpharifche Bielet der Kugelphramide ausdmadjen und bderven
gemeinfdaftliche Hohe r ift. Hievausd folgt, dbaf der Inhalt einer
Kugelpyramidbe exhalten wird, wenn man den Fladeninhalt
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feines begringenden {ph. Bieleds mit frmultiplicivt, St
ba3 Bieled ein Drefed mit den Winfeln A, B, C, fo ift (¢ 262, 1)
A+ B4 C—180°
5400
Hat dad Bieled n Seiten und Hetrdgt feine Winfelfumme S fo ift (2 263)
S— (n—2)180°
5400 I,

Bufak, SKugelphramiden verhalten fidh su einander
ie die fie begrdngenbden Theile der Kugelflide,

bie breifeitige Sugelpyramide = I,

bie nfeitige Kugelpyramidbe =

VIL Anbaunyg

Gerabe Linien und Chenen im Raum (§ 156 His 185).

§ 265. 1) Bon einem gegebenen Punfte A

A
auferhalb einer Gbene M auf bdieje eine Senfredjte zu
fallen,
2) Jn einem gegebenen Punfte einer Gbene auf B M
piefer eine Senfrechte u errichten. 5 B
3) Durd) einen gegebenen Puntt E einer Ge- o :

taben AR auf biefe eine Ghene fenfredht zu Yegen,

4) Durd) einen gegebenen Puntt C auferhalb einer Geraben AF
auf biefe eine fenfrechte Ghene ju Yegen (Fig. & 161),

§ 266. 1) Durd) einen gegebenmen Punft A
eine Gbene parallel eirter gegebenen Gbene M u Yegen. 75

=t

2) Durd) einen gegebenen Punft P eine Gbhene

su Tegen, welde bon brei andeven gegebemen Punften v
O, M, N gleid) tveit abjteht. — 3) In efner gegebenen M
Gbene M einen Punft zu Deftimmen, welder von drei
aufierhald der Ebene gegebenen Punften O, P, Q gleidh



70

weit abfteht. — 4) Jn einer Gbeme find brei nidht in gevader Linie
liegende Punfte O, P, Q gegeben; einen Punft auBerhalb ber Gbene zu
beftimmen, weldjer bon ben 3 Puntten gleiche Abjténde Hat.

§ 267. Durd) eine gegebene Geradbe AD eine Gbene fentrecht
auf eine gegebene Gbene M zu fegen, 1) wenn AD in der Gbene M
liegt (Fig. 2 182), 2) wenn AD die Ghene M fchnetdet (Fig. 2 169).

§ 268. 1) Durd) einen gegebenen Punft P eine Gbene pavallel
einer gegebenen Geraden AB und fenfreht auf eine gegebene Ghene M
su legen, — 2) Gine Gbene 3u Deftimmen, die vbon bier nidyt in einer
Gbene gegebenen Punften A, B, C, D gleich weit abfteht. — 3) Su
einer gegebenen Gbene M eine Gerade zu siehen, weldye von el aufer-
halb bder Gbene gegebenen Punften A und B die Abjtinde a und b Hat,

§ 269, 1) Gine Gbene ju beftimmen, in
weldjer jeder Punft (P) von 3wei gegebenen einan-
ber fhneidenden Geraden AB und AC gleid) eit
entfernt it

2) Gine Gerabe zu beftimmen, weldhe von
brei gegebenen, nicht in einer Gbene liegenden Pa-
rallelen gleic) foeit abjteht.

§ R70. 1) Dud) einen gegebenen Punit P auferhalb zweier
einander {dyneidenden Ghenen M und N auf bdiefe eine fenfrehte Gbene
su legen. — 2) Durd) einen gegebenen Punft P eine Gerade 3met ge=
gebenen, einander fdneibenden Gbenen M und N pavallel ju legen, —
3) Junerhalb eines Flachenivinfeld eine Gerade u ziehen, die von Hen
Geiten Deffelben die gegebenen bftinde m und n Hhat.

§ 271, 1) Durd) eine innerhalb
einer Gbene lfiegende Gerade OP eine Ghene
fo 3u Yegen, daf ihr Neigungdmwintel gegen
oie erfte Gbene einem gegebenen Winfel m
gleich fei.

2) Durd) eine gegebene Gerabe AB,
eldher einer Gbene MN parvallel ift, eine
siveite Gbene fo zu fegen, daf fie mit der
erfen einen NMeigungsivinfel von gegebener
Grife m bilbet,
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2 272, 1) Durd) eiven gegebenen Puuft P auferhald 3iweier
freugenden Linten AB und CD eine Gevade zu ziehen, weldhe die Yelteren
fdneidet. — 2) Durd) einen Punft P eine Gbene zu Yegen, die jeder von
3ivet freuzenden Geraden AB und CD pavallel ift. — 3) Ziwei freuzende
Geradenn AB und DE find gegeben (Fig. 2 271); man foll durd) die
eine DF eine Gbene Yegen, weldje mit der anbern AB parallel it

273, 1) Durd) swei freuzende Gevaben AB ¥ F/N
und CD 3iwei einander parallele Gbenen zu fegen. \A- &

2) Die fiivgefte Eutfernung iweier freugender Ge-
raben AB und CD zu bejtimmen ober auj diefelben
eine gemeinfchajtliche Senfrechte ju ziehen (2 166, 2),

(N} A

§ 274. Don einem Punfte P auferhald einer Ebene M an biefe
eine Gerade gu giehen, weldhe die Linge a hat und einer ziveiten Gbene
N paraffel ift.

§ 275. Gin Punft P, eine Gbene M und eine derfelben parval-
lefe Gerade AB finb gegeben; durd) P eine Gerade u ziehen, weldhe
AB und M fo fdneidet, daff ba3 zvifdhen Deiden Yiegende Stiict dHie
Linge a hat.

§ 276. Bwifden ziwei freuzenden Gevaden AB und CD eine
Linte fo zu ziehen, daf fie eimer dritten gegebenen Geraben EF, mwelche
mit feiner bev beiden andern in berfelben Gbene Yiegt, pavafllel ift.

§ 277, 1) Durd) eine gegebene Gerade AB eine Gbhene ju legen,
foelche bon einem gegebenen Punfte P einen Deftimmten Abjtand a fHat.

2) Durd) einen gegebenen Punft P eine Ghene zu legen, iwelche
bont einer gegebenen Geraben AB einen Dbeftimmten Abftand a Hat,

§ 2¢8. 1) Gine Gbhene M, eine Gerade AB und ein Punft P
find gegeben; duvd) ben Punft P eine Gevabe zu ziehen, die ber Gbene
M pavallel it und bon der Geraben AB einen gegebenen Adbftand a hat.

2) Durd) einen gegeh, Punft P eine Gerade 3u ziehen, weldype

bon 3iwei gegebenen freuzenden Geraben AB und CD bdie Abjtinde a
unb b hat,
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§ 279, Jn einer bon gwei frewzenden Geraden AB und CD
ben Punft u beftinmen, 1) weldjer von der andern den Abjtand a Hat,
2) weldjer von ber andbern Geraden und einem auferhalh perfelben gege-
benen Punfte P gleich tweit abiteht.

§ 280. Gine Ghene M, eine Gerade AB und ein Punft P find
gegeben; auf der Gevaben einen Punft u beftimmen, welcher bon der
Gbene und bem Punfte gleich) weit abteht,

§ 281, Gine Gbene ju conftruiren, die von drei gegebenen, nidyt
in gevader Linie fiegenden Punften A, B, C die Abftande a, b, ¢ Hat.

Raumeden (§ 186 bis § 191).

§ 282. 1) Junerhalb einer dreifeitigen Raumede den Punft 3u
bejtimmen, tweldjer bon jeder der brei Seitenflddhen Dderfelben einen gege-
benen Abftand a Pat,

2) Jnnerhald einer nfeitigen Raumede den Punft u deftimmen,

eldjer bon ben eingelnen Seitenflidjen der Gcfe bie gegebenen Abjtinbde
a, b c,., hat

§ 283. 1) Aus ben drei gegebenen
Kanteniinfeln, weldje eine dreifeitige Raum-
ede SABC bilden, dburd) eine Confhruction
in ber Ghene ben Neigungdmwintel swijden
irgend 3iwei Seitenflichen ber Gde, 3. V.
oent an ber Kante AS liegenben zu finden,

2) Uug zwei gegebenen RKantenpinfeln ASB
g und ASC und dem MNeigungsivinfel BAP ihrer Ghenen

ben Ddritten Kanteninfel einer breifeitigen Raumecte
flb‘, 9 ourch eine Beidhnung in ber Gbene zu finden,
§ 284. 1) Aus jwei Neigungdwinfel A und
B und dem zwifchenliegenden RKantentvinfel M einer
g Oreifeitigen Raumede SABC bie beiben anberen Ran-
tenfoinfel und den britten Meigungdivintel durd) eine
¢ ANg Gonftruction in ber Gbene ju finden.

2) Yus den drei Neigungswinfel A, B, C einer
breifeitigen Raumede SABC die Rantenwintel 3u finden.
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§ 285, 1) Drei gegebene chene Winkel ASB, BSC, CSD, bie
sufammen fleiner al3 4 Redhte, und von denen je jwei ufammen grofer
alg ber britte {ind, zu einer TMaumede jujammenguftellen,

2) Aus zivei gegebenen ebenen Winfeln und dem Neigungdintel
ihrer Gbenen eine dreifeitige Raumede zujammenzuijtellen,

§ 286, 1) Gine Raumede su conftruiven, welde einer gegebenen
dreifeitigen Raumede congruent ift.

2) Un eine gegebene gerade Linie in einem gegebenen Punfte bers
felben eine Raumede zu ftellen, die einer gegebenen dreifeitigen Raumede
congruent ift.

287. Durd) einen Punft M in der Kante AS einer dreffeitigen
Raumede eine Ghene MPQ fo zu Yegen, dafy die dret in ber Spike S
sufammenjtofenden  Seitenfldchen der Pyramide SMPQ gleidhen Inhalt
haben (Fig. ¢ 187).

Polyedber (§ 192 bis § 219).

§ 288. 1) Ginen Winfel zu conftruiven, wenn die Kante bef-
fefben gegeben ift. — 2) Ginen Witrfel durd) eine Ehene fo zu fdhneiden,
baf ber Scnitt ein rvegelmdfiged Sed)3ect werde,

§ 289. 1) Drei gerabe bon dem namfichen Punfte ausgehende
Qinfen find ihrer Ringe und Lage nad) gegeben; e3 {oll mit denjelben
ein Paralelepipedon conftruirt werben,

2) Biwei freugende Linien AB und FG find ihrer Grife und Lage
nach) gegeben; ein Parallelepipedon ju conftruiren, in jveldhem diefe Linien
aivei der Kanten find (Fig. & 192, 7).

3) Die gefammte Oberflaiche eined gegeberten Parallelepipedonsd
a8 ein ebened jufammenhingendes Figurennely zu zeichnen,

4) Gin Paralelepipedon 3u conftruiven, da3 einem gegebenen
ahnlich ift und eine gegebene Kante enthalt, bie einer Deftimmten RKante
oes anbern Pavallelepipedond homolog ift.
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5) Gin vedhtin. Parallelepipedon ju conftvuiven, deffen eine Kante
a gegeben ift und weldhed mit einem Wiirfel von Der Kante b gileidjen
Suhalt hat.

§ 290. 1) DBon einem Pridma it die Grundildche und eine Sei-
tenfante ifrer Ldnge und ifhrer Lage nach gegeben; ein Prisma 3u con=
fteuiven, weldyes bem erften congruent it

2) Gin Quabrat gu Defdyreiben, weldhes inhaltdgleid) ift a) mit
ber Seitenoberflidhe, b) mit Dber Gefammtoberfliche eines gegebenen
{chiefen Prizmas,

§291. 1) Dag Verhaltnify der fentrechten Querfchnitte efned drei-
feitigen und biereitigen Prismasd in Linien zu finbden,

2) Das Berhaltnif der Jnhalte vou 3wet gegebenen {h iefivinfligen
Pavallelepipeden in Linien anjugeben,

§ 292. Die Oberfliche 1) eined breffeitigen Pridmasd aus dret
Ranten einer Gcde und ihren Winfeln, 2) eines fiinfjeitigen Prismas aus
beffen Grunbdfliche und gwei sufammenitehenden Seitenflichen in ufammen-
hangender ebener Figur zu conjtruiven,

§ 293. 63 foll verwandelt werben 1) ein bielfeitiges Prizma
in efn breifeitiges, 2) ecin bdielfeitiged Pridma in ein Parallelepipedon,
3) ein Deliebiges Pridma in ein rvedtiv, Pavalelepipebon,

§ 294, Ginen breifeitigen prismatifhen Stwmpf (2 211) in ein
geraded Pridma 3u vermwanveln, deffen Grundifddhe dem fenfrecht auf die
Geitenfanten be3 Stumpfed gelegten Schnitte congruent ift.

§ 295, 1) Dad Nel einer dreifeitigen Pyvamide ju conftruiven,
wenn die Drei Seitenfanten und die von denfelben gebilbeten Kanten-
winfel gegeben find,

2) Dad MNeh einer bdreifeitigen Pyvamide aus ihren fechs Kanten
3 conftruiven,

3) Daz MNef einer dreifeitigen Pyramibe ju conftruiven, wenn ifhre
Bafisd und die dret MNeigungdivinfel ber Seitenflichen gegen bdie Bafid
gegeben {ind,



§ 296. 1) Dad MNely einer Pyramide
su conftruiven, jvenn ihre BVafis ABCDE,
ihre Hihe OP und der Fufpunit P der les-
tern gegeben it

2) Dad NMel einer Pyramide zu con-
ftruiven, wenn ihre Bafid ABCDE, eine Sei-
tenfante BO undb bie Gde B gegeben ift,
weldje von jemer Kante und bden DHeiden an-
ftofenben Grundfanten gebilbet wird.

3) Da3 NMeh einer Pyvamide zu conftruiven, ivenn ihre Vafis
ABCDE und zwei an einander ftofenbe Seitenjlichen ABO und BCO
gegeben find,

§ 297. Gine Pyramide SABCDE durc) eine ber Grundildche
parallele Gbhene 1) fo zu theilen, daf der Durchjchnitt abede jur Grund-
fldche fich verhalte ivie zwei gegebene Linien n und m, 2) o zu theilen
dafy die gefammte Oberfldche der abgefd)nittenen Pyramide Sabede der
britte Theil ber gefammtien Oberflddye der ganzen Pyramide fei (Fig. g 204).

§ 298. Gin Zetraeder zu conftruiven, 1) wenn Ddeffen Kante,
2) wenn deffen Hihe gegeben ift.

§ 299. Gin Oftaeber 3u confivuiven, 1) wenn bdeflen Kante,
2) wenn defien Diagonale (Axe) gegeben ijt.

§ 300. Mit einer gegebenen geraben Linien a af8 Kante 1) ein
Dodefaeder, 2) ein Jfofaeder u conftruirven,

§ 301. Den Netgunggmwinfel siveier an einander ftofender Seiten-
flachen 1) einesd Tetraederd, 2) eined Oftaederd, 3) eines Dobdefaeders,
4) eined Jfofaederd burch eine Beichnung in der Gbhene zu finden,

§ 302. Gin Dreied zu conftruiven, wel-
che3 bie mittlere Proportionale ivifchen den bei-
pent Grundflichen eined gegebemen dreffeitigen
Lyramidenftumpfes ift.

§ 303. 8 find jiwei nieitige Pyramibden
bon gleidher Hohe und dhnlichen Grundfliden
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gegeben; eine breifeitige Pyvamide von derfelben Hihe zu confrruiren,
wefdje die mittlere Proportionale 3wifden den Heidben Pyramiden ift,

§ 304.  Ginen Pyramidenfumpf durd) eine den Grundflichen pa-
rallele @bene in foldjer Hihe zu fdneiden, daf die Durdjidynittafigur
bas geometrifdhe Mittel iwifden beiben Grundfldchen fei,

§ 305. Gine dreifeitige Pyramide durd) eine Gbene zu Halbiven,
weldje durd) einen Ecfpunft derfelben geht und die gegenitberfiegende Sei-
tenfldche in einer gegebenen Ridhtung fdhneidet,

§ 306. Gine Pyramide deren Grundffdche ein Redyted ift und
beren Spige fenfredyt itber die Mitte deffelben liegt, mittels einer durdh
eine Grundfante gehenden Gbene zu Halbiren,

Cylinber und Kegel (§ 220 6Hi8 § 234).

§ 307, Ginen Gylinder zu conftruiven, wenn der Radiuzd r der
Grundfldche, die Hohe h und der Neigungdwintel a der Aze gegen die
Grundfladie gegeben find,

§ 308. Ginen RKegel aud dem Radiug der Grundflidie, der Hike
und bem Neigungswinfel der Are gegen die Grundflddje su conftruiven,

§ 309. Gin geraber Gylinder ift durch feine Hihe und den Ra-
biug feiner Grundfldche gegeben; einen geraden Gylinder zu conftruiven,
beflen. Mantel ber gangen Oberfliche und deffen Grundilathe ber Grund-
flache bes erften Gylinders gleidh ift,

§ 310. Ginen Rreis zu befdyreiben, der an Jnhalt gleidh ift
ber gangen Oberfldde 1) eines geraden Eylinders, 2) eines geraden Re-
gel3, wenn biefe Rbrper durd) ihre Hihe und ben Rabdiug ihrer Grund-
flade gegeben find,

§ 311.  Ginen Ruei 3u befdhreiben , welder der gefammten
Oberflidje eine3 geraben Kegelftumpfes gleich it.

§ 312, @3 find sivei dhnliche Regel gegeben; einen RKegel zu
conftruiven, weldjer beiben Regeln dhnlic) und jugleiy bas geometrifde
Mittel 3iifchen ihnen ift,
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§ 313. Ginen Gylinder ju conftruiven, der einem gegebenen
Cylinder dhnlich ift und deffen Grundfliche fih zu der des gegebenen
verfilt wie 3ivei gegebene Linien m : n,

§ 314, Ginen Kegel ju conftruiven 1) bon gleicher Hihe und
gleihem JInhalte mit einem gegebenen Hohifegel, deffen Hihlung einen
pem gangen dfnlichen Kegel bildet, 2) von gleidher Vafiz und gleichem
JInhalte mit einem Doppelfegel ober Hohlfegel, ber durd) Umbdrehung eines
Deliebigen Dreiecd um eine feiner Seiten al3 Aye befdhrieben i,

§ 315, Ginem geraben Gyfinder ein Parallelepipedon einzu-
fdyreiben, beffen Grundfanten fich wie 1:)/2 verhalten, weldjes Ber-
haltnip et einem vieredigen Balfen fattfinden muf, wenn er die grofte
Tragfahigleit Haben foll,

§ 316. Dag Berhdlinif der Inhalte weier gegebener Kegel in
Linten angugeben,

§ 317. Ginen Gylinder und einen RKegel 3u confhrniven, fo daf
beibe gujammen einem gegebenen Regelftumpfe gleid) find und alle drei
Kbrper gleiche Hohe Haben,

§ 318, 1) Ginen geraden Gy-
linder zu conftruiven, der diefelbe §Hihe
und gleide Mantelfldche mit einem ge-
raben Kegelftumpf hat, deffen Agendurdhs
fhnitt ABCD gegeben ift.

2) Ginen gegebenen RKegeljtumpf
burd) eine auf d. Hohenperpendifel fent-
recte Ehene fo ju {dyneiden, daff bie Durchichnittsfigur die mittlere Pro-
portionale zivifden den beiden Grundfldchen bilbet,

§ 319. 1) Durd) einen auferhald eined Gylinders gegebenen
Puntt eine Ghene gu Tegen, weldje denjelben Ydngs einer Seitenlinie be-

tifrt. — 2) Durd) einen auferhald des Kegeld gegebenen Punft eine
Beriihrungsebene an denfelben zu legen,
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c § 320. Gin gegebenes Dreied ABC rotirt

um bdie eine Seite AB a8 Are; e3 foll ein dem

M ereugten Rotationstirper gleidher Kegel fo confrruivt

foerden, baf feine Grundffdche ber frummen Fliche

A B gleic) ift, weldhe von einer per beiden anberen Sei-

ten AC ober BC bes Dreiects befdjrichen wird.

§ 321, Gin gegebenes Dreiet ABC

rotivt um eine durd) die Spike A gejogene

Are AD, weldpe ihrer Lage nad) gegeben

mit bder Berlingerung ber Gegenfeite CB

in D jufommentrifit. €3 {oll ein Kegel
fonjtrwtivt werden, deffen Hbhe bem auf die

D Gegenfeite gefdllten $Hihenperpendifel AR
ped Dreiedd und deffen Inhalt dem von
ABC erzeugten Rotationsthrper gleic) ift.

§ 322. Gin gegebened gleich{chent-

C)g ligeg Dreied ABC rotivt um eine burc)
0+ feine Spige A gehenbe Are AD, die ihrer
%// Lage nad) gegeben die Wer{ingerung der
Grundlinte BC in D fjdneidbet. Ginen

AL L D Regel und einen Gylinder zu conftruiren,

jeben von gleichem Jnhalte mit bem bon
ABC Yefdyriebenen Rotationsfirper, o daf bie Grundflide bes Kegels
ber bon Dber Grundlinte BC Ded Dreiecd befchriebenen frummen Fldce
gleid) ift, dagegen bie Grundfliche ded Gylinders die Mittellinie AE bes
Dretedtd zum Radiug Hat.

§ 323. Gin gegebenes Dreied ABC rotirt
i um eine durd) feine Spike A der Grundlinie BC
i pavaffel gejogene Yre MN. Man foll einen Y-
linber und einen Kegel, jeden Yom gleichem Jnhalte
mit bem von ABC Dejchriebenen NRotationSthrper
fo conftruiven, dafy man bie Hohe AD des Dreiedd fitr ben Cylinder ald
pet Radiud feiner Grundfldche, fitr Dden Kegel aber al3 deffen Hiohe
annimmt,

(@]
o
o)

N A M
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§ 324. Gin gegebenes regelmdRiges Salbpolygon (Fig. 7 243)
votirt wm den Degrangenden Durchmefer Hed wmfdjricbenen Kreifes.
1) Ginen geraden Gylinder ju conftruiven, defjen Hihe der Are AF und
defjen Meantel ber Oberfldche des erzeugten Notationdtdrpers gleid) ijt. —
2) Ginen Gylinder und einen RKegel, jeden von gleidhem Snhalte mit
pem Rotationsfdrper fo zu confruiven, daf dad Apothem ded Polygons
(2 135) fitr ben Gylinder als Grundfldchenvabius, dagegen fiir den RKegel
ald Hihe genommen ivird,

fRugel (§ 235 bz § 250).

§ 325, 1) Duwrch einen auferhald einer Kugel gegebemen Punft
P eine Berithrungsebene an bdiefelbe 1t Tegen,

2) Un gwei gegebene Kugeln eine gemeinfhaftliche Vevithrungs-
ebene 3 legen,

§ 326. 1) Ginen geraben ©yfinder fiber bem Hauptfreife einer
Sugel ald BVafis su conftruiven, fo daf fein Mantel einer gegebenen Jone
ober Galotte der Rugel gleid) ift. — 2) Ginen RKreid ju bejchreiben, der
inhaltdgleic) mit einer gegebenen Zone obder Calotte ift. — 3) Das Ber-
halinif einer gegebenen Galotte su ihrer Grundilddye in Linien angugeben.
4) Die Kugeloberfldche durd) pavallele Kreife in mehreve Theile zu theilen,
bie in gegebenen Werhdltniffen su einander fehen. — 5) Gine Calotte u
conftruiven, die ju ihrer Grundfldche in einem gegebenen Berhaltniffe feht.

§ 327. Ucber dem Hauptfreife einer gegebenen Kugel afs Bajis
su conftruiven 1) einen gevaben Gylinbder, deffen Gefammtoberflide jowol
al3 beflen Jnhalt entfprechend um bdie Hilfte grbfer ift als die Ober-
flache und ber Jnbhalt der Kugel, 2) einen Doppelfegel, deffen Mantel
ber Kugeloberfldde gleich ift. ;

§ 328. Gin geraber Regel ift gegeben. A
1) G5 foll in dem Kegel eine Kugel, welche den
Mantel in eimem Kreife und bdie Grundfldche in
ihrer Mitte (D) bevithet, conftruirt und der Radius v

(BEG) des Berithrungsfreifes auz ber Seitenfinie ol
(AB) und dem Radbiug (BD) ber Grundfldche des .
Regels gefunden werben, — 2) 63 foll wum den

C
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Kegel eine RKugel Dbefcjrieben fverden, deren Oberfldde die Spite bHes
Kegeld um den Umfang feiner Grundildche enthilt,

§ 329. Jn einer gegebenen dreifeitigen Pyramive eine RKugel 3u
bejdyreiben, welde alfe Seitenflichen der Pyramide berithrt,

§ 330. Drei gegebene RKugeln Yiegen auf einer Horizontalen
Cbene; die Seiten deg Dreiedd ju finden, deffen Gen bon den Berith-
mngdpuniten der Kugeln mit der Horizontalebene gebildet terven,

§ 331, Ginen SKugelfector 3u conftruiven, 1) deffen Inhalt und
defen Galotte entfprechend gleich find dem Snhalte und der Grundilddpe
eined gegebenen fdjiefen Kegeld, 2) deffen Juhalt von einem gegebenen
Cylinber, in weldem bdie Hihe das fleinere Stitd des nad) dem mittlern
Berhaltnifie (2 123) getheilten Radius bilbet, zwei Drittheile Hetrdgt
und beffen Calotte biefelbe Hihe toie der Gylinder Hat,

§ 332. Gin Rugeffegment su conftruiven, 1) welches an Snhalt
bem Regel itber derfelben Grundfldche gleid) ift, deffen Spike im Kugel-
centrum fiegt, 2) beflen Galotte dem Mantel jenes Kegefd gleid) ift.

§ 333, Berednung eines Kugelfegmentes und Kugels
fectord mittels Des erften Beweifes sum 2 245, — 63 ift in
ber Figur dafelbjt und dem bortigen Vemweife zufolge bag vom Flidhen-
ftide CEG dwrd) Umbdrehung um AC =r Dbefdjriebene SKugeljegment
glei) dem von CEFD Defdhriebenen Gylinder (C), weniger dem von
CEHD befdyricbenen Sugeljtumpfe (K). Seht man CE = h, fo ijt

EA=EH=r—h, affo (3 222 und 231) C = mr2h und
K= {zh [r*+r (r —h) 4 (r —h)?] = izh (3r* — 3rh 4 h?), folglich

Segnt, = wr’h — twh (3r? — 3rh 4+ h?) =h2x (r — 1h).

Man erhdlt ferner den von CAG befdyriebenen Kugelfector, wenn
man 3u dem cben gefundenen Seqmente den von EAG bejhriebenen
Regel hingufirgt, €3 ijt
EA=r—hund EG*=AG?*— EA?=1?— (r—h)2=h (2r —h), alfo

ber Regel = g7h (2r —h) (r — bh) = Lxh (2r® — 3rh 4 h?) baher

Gector = h*z (r — §h) 4 izh (2r*— 3rh 4 h?) = ¢ar?h,

§ 334, 1) Ucber der Grundildche eines Kugelfegmentes einen
bem Segmente gleihen RKegel zu conftruiven,
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2) Bon einer Kugel ein Segment abyufdhneiden, weldhes u dem
sugehbrigen Sector ein gegebened BVerhaltnifp v : m Hat,

§ 335. Um ein Kugelfegment BAC ijt

ein geraber gleid) Hoher Kegelftumpf BDEC fo D "‘*\ E
befchrieber, Ddafy feine Seitenfinien im Umfange ///\<\ /7%
per Grundflache bed Segmentes Tangenten ber B =~ :
Sugel find. €3 foll der vingfbvmige, wifchen
dem RKegelftumpfe und dem Segmente enthaltene
RKbrper in einen RKegel vertwanbdelt werden, der gleiche Hihe mit dem
Segmente fat,

§ 336, Gine Kugeljchicht it durch die Radien a und b ifrer
Grundfreife und duvd) ihre Hihe h gegeben. €3 oll ein Cylinder von
per Hife §h conftruivt werden, fo daf Dbevfelbe mit einer Kugel, deren
Durchmefier h ift, sujammengenommen der Kugelfhicht an JInhalt gleidh-
fommt.

§ 337, Ginen abgejtumpfien Kegel 3 conftru- 3
iren, ber fo grof ift wie eine Kugelfhale ABCabe,
0. . ie der {tbrighleibende Theil eines Sectors, von
weldem durd) eine aus feiner Spige Gefchricbene Ku-
gelflache ein fleinever Sector abgefchnitten ift,

§ 338. 1) Bu beieifen, daf fich durch
bier, nicdht in einer Gbene lfegende Punfte A,
B, C, D nur eine Kugelfldche legen (aft. —
2) Um eine gegebene Dreifeitige Pyrvamide eine
Kugel su Defdhreiben. — 3) Gine Kugel 3u De-
fdyretben, Deven Oberflache durd) {dmmtliche Wm-
fang@puntte stveter einander im Raume fdhneibenber Kreife Hindurdgeht.
— 4) Gine Kugel zu befdreiben, von bderen Dberflliche ein Stitct ge-
geben ift.

§ 339. 1) Bu beeifen, daf e3 in jebem tvegelm. Polyeder einen
Punft gicbt, der von allen Ecpunften und aud) von allen Seitenflichen
gleich ioeit abfteht. — 2) JIn und wm ein vegefm. Polyeber eine Kugel
sut befdreiben, — 3) Eine Kugel ju bejchreiben, welche fammilidye Kanten
eined regelm, Polheder Derithrt,
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8 340, 1) Jmnerhald einer gegebenen gevaden Eylinderfldche
eine diefelbe Derithrende Kugel zu befchreiben, die ugleid) eine Ghene be-
vithrt, weldje ihrer Lage nac) gegeben bdie Gylindevave f[chnetdet. —
2) Junerhalb einer gegebenen gevaden RKegelfldche eine diefelbe berithrende
Rugel zu Defchreiben, welde babei eine der Rage mnach gegebene Ghene
Deriifyrt,

§ 341. Gine Kugel zn befdhreiben, oelche 1) durc) bdrei gege-
Dene Punfte geht und eine gegebene Ebene Devithrt; 2) duvch drei gege-
Dene Punfte geht und eine der Grbfe und Lage nad) gegebene Kugel
berfifrt; 3) vier gegebene Gbhenen Devithrt; 4) durd) eimen gegebenen
Punft geht und drei gegebene Ebenen bevithrt; 5) drei gegebene Ebhenen
und eine gegebene SKugel berithrt; 6) burch) drei gegebene Puntte geht
und wei gegebene Ebenen Derithrt; 7) duvch zwei gegedene Punfte geht
und zwet gegebene Kugeln bevithrt; 8) duvch) einen gegebenen Punkt geht
und brei gegebene Kugeln berithvt; 9) vier gegebene Sugeln beriihet,

Spharit (5251 bis § 264).

§ 342. 1) Aus einem gegebenen Punfte auf der Kugel ald Pol
ben jugehibrigen Hauptfveid zu Defdpreiben. — 2) Auf der Kugel einen
Kreig  gu befchreiben, Ddeffen Pol oder ph. Mittelpuntt uud deffent
fph. Rabdiugd (Abdjtand be3 Umfanged vom Pof) gegeben ift, — Durd
3ivet gegebene Punfte C und D auf der Kugelfldche den Bogen einesd
Haupttreifed su ziehen (Fig. 2 252). — 4) Ginen gegebenen Vogen CD
eined Hauptfreifed zu verliingern. — 5) ben Pol von einem gegebenen
Pogen eined Hauptfreijed oder eines Nebenfreifed zu finden. — 6) Ju
einem gegebenten fph. Bieled dad fymmetrifche Vielect ju conftruiren,

§ 343. 1) Auf einem gegebenen Bogen eined Hauptfreifes in
cinem gegebenen Puntte deffelben einen fenfreciten Vogen zu ervidyten.

2) Bon einem Punfte auferhalb einez Hauptreifed auf diefen einen
fenfrechten Bogen zu ziehen.

§ 344. 1) Ginen auf der Kugel gegebenen Vogen zu halbiven,
— 2) Ginen gegebenen fph. Winfel 3u Halbiven, — 3) Aus einem gege-
bertent Punfte auf der Kugel einen Hauptfreid zu Lefdyreiben, dev einen
gegebenen Hauptireid unter einem Winfel bon bvorgefchriebener Grbfe
{dhueidet.
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4) Jn einem gegebenen Punfte eined Hauptfreifes an diefen einen
gegebenen Winfel anjutragen.

§ 345, Den Ort aller Punfte auf der Kugel ju finden, bie
1) von zwei gegebenen Punften bderfelben, nder 2) von jivei ifrer Rage
nac) gegebenen Hauptfreifen gleiche fph. Gntfernung Hhaben,

§ 346. Bu beweifen, dafy ein fph. Wintel FAG (Fig. 3 252)
immer grifer ift ald dev ebene Winfel FAG, weldhen die feinen Schenteln
sugehivigen Sehnen FA und GA am Sdeitel A DHilden.

§ 347. 1) Um ein gegebenes fph. Dreed einen Kreid zu -
fdjreiben, — 2) Jn ein gegebenes fpfh. Dretect einen RKreid eingufdhreiben,
— 3) Gin vegelmdfiges fph. Bielect zu befchreiben,

§ 348. Gin fph. Dreied 3u conftruiven, wenn gegeben find 1) bie
brei Geiten; 2) bie drei Winfel; 3) 3ivei Seiten und der sivifchenliegende
Wintel; 4) zwei Winkel und die 3wifdenliegende Seite.

§ 349. 1) Durd) einen gegebenen Punft P einen Haupttreid ju
Yegen, Dev einen gegebenen Nebenfreis K berithrt. — 2) Aus einem ge-
gebenen Punfte P als Pol einen Kreis ju befdyreiben, Der einen gegebe-
nen freis K beriihrt. — 3) Ginen Hauptfretd u ziehen, der jwei gege-
bene Mebenfreife Herithrt.

§ 350. Lon einem fph. Vieved, das ecinem RKugelfreife einge-
fdhvieben ift, find jiwet gegenitberfiegende Wintel gegebernts einen {ph.
Winfel ju conjtruiven, weldyer der Summe der beiven anbdern Wintel bes
Bievedd gleid) ift.

§ 351, Den geometrijdhen Ort der Spiten (©)
folcher fpharifcher Dreiecte (ABC) ju finben, welde auf
einer gegebenen Grunbdlinie AB eonftruivt find und in
weldhen der Unterfchied 3wifchen der Summe der Winte!
an dber Grunbdlinte und bem Winkel an der Spige im-
mer diefelbe Grife D fhat,

§ 352. 1) Den geometrifhen Ort firr die
Spigen (C) alfe fpharifher Dreiecte u finden,
foeldye eine gemeinfdhaftliche Grundlinie AB und
gleidjen Flacheninhalt Haben,

2) Gin gegebenes fph. Dreied ABC in
ein Bweied von gleidhem Juhalte 3u vermandeln,
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§ 353, Ucber einer Seite AB eined fph, Dreieds ABC alg
Grunbdlinie ein anberes Dreied pon gleidem Inhalte zu conftruiven,
1) welded gleidhfchentlig ift, 2) weldes einen gegebenen Winfel m an
ber Grundlinie oder eine gegebene Seite s hat, 3) deflen Spite in einem
gegeberten  Hauptfreife F Tliegt. — 4) Gin gegebenes {ph. ned in ein
n— led zu verpwandeln,

§ 354. Uuf einer gegebenen Kugelfldche die Gcdpunfte der fitnf
barin eingufdyreibenden regelm, Polyeder zu Deftimmen,

§ 355. 3Bu bemeifen, daf bder eine halbe Peripherie nicht fber-
fteigende Vogen eined Hauptireifed, welder durd) zwei Punfte auf der
Oberflddpe einer Kugel hinburdhgeht, Hirzer ift ald jeder von diefen Puntten
begrdngte Bogen eine3 MNebenfreifes,

ORI T

Drud von . Laatmann in Dorpat.



