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Sisse Juhataus.

N3ukogude majanduse klire areng esitab majandusteadlaste
ettevalmistamisele itha suuremaid ndudeid. Majandusteadusesse,
nagu mitmesse muussegi senisesse wmittetdppis" -teadusesse
(bioloogia, meditsiin jt.), tungib matemaatika, Matemastikale
omaste kvantitatiivsete meetodite kasutamine v&imaldab pare-
mini, tépsemini ja kiiremini lahendada vHgae paljusid konkreet-
seid majanduslikke iilesandeid, eriti kui kasutada elektron-
earvutit.

Oppeaines wlineaaralgebra ja lineaarprogrammesrimine” k-
sitletakse majanduslikus planeerimises rakendatavatest uutest
matemaatilistest meetoditest ainult tithte osa, mis praeguseks
ajaks on k&ige paremini vélja t6statud.

Linesarprogrammeerimise rajajasks on Leningradi matemeatika
professor L.V, Kantorovit §, kelle 1939.a, ilmunud
brofiiris » MaTeMaTHUGCENEe METOXH OPraHN3aUMH K IUIARADPOBA -
HUA IPOE3BOZCTBA " on esmakordselt formileeritud lineaar-
programmeerimise iillesandeid ja loodud ka meetod nende lahenda-
miseks.

Ajalooliselt esimeseks Kantorovit3i meetodil lahendatud
tlesandeks on Uleliidulise Vineeritrusti Kesklaboratooriumi
poolt esitatud iilesanne:

Tehases on kahekaa vineerikoorimispinki, millel valmista-
takse viit 111ki tooteid,kusjuures iga topingi tootlikkus
1ga tooteliigi jaoks on erinev, nagu seda niitab jérgnev ta-
bel, kus on antud ajathikus tdvdeldavad kogused.
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Vineeri- .-P.0 o 8.9 B
-l L AL LA LR
I 4,0 | 7,0 | 8,5 |13,0 |16,5
II 4,5 | 7,8 | 9,7 |15,7 |17,8
II11 5,0 | 8,0 |10,0 |14,8 |18,0
v 4,0 | 7,0| 9,0 {13,8 {17,0
v 3,5 | 6,56 | 8,6 |12,7 |16,0
SR 3,6 | 6,0 | 8,0 |13,5 |15,0
vII 4,0 | 7,0 | 9,0 |14,0 |17,0
VIII 5,0 | 8,0 Lilo,o 14,8 |18,0

N&;\takae jeotada t88 pinkide vahel nii, et pHevatoodang

oleks (koguselises viljenduses) maksimaalne, kusjuures kogu
toodangust 10% oleks toodet A, 12% toodet B, 28 ¥ toodet C,

36 % toodet D ja 14 ¥ toodet E,
Kantorovit3i meetodil leiti optimaalne plaan vineeripin-
kide koormamisel ( # kogu tddajast):

ineeri- ' T o 0o d e- Kogu
oY B F B ER RS .
I - |33 - - | 67 100
) - |91 9 - - 100
III 57 - 43 - - 100
Iv - - 94 6 - 100
v - - {100 - - 100
VI - - - 100 - 100
VII - - - 100 - 100
VIII 100 - - - - 100

Sellise t88jaotuse puhul sasdakse k3ige suurem kogutoodang,
mide nendelt kaheksalt vineeripingilt loeteldud viie toote val-
mistamisel etteantud vahekorras on vdimalik saada, ilma et pin-
kide tootlikkust oleks muudetud. Enne illesande piustitamist ja
lahendamist koormati neid kaheksat vineeripinki tihteviisi: igal

pingil valmistati viit 11iki tooteild eespool toodud vahekorras.
Vdrreldes selle jaotusega saame optimaalse tvﬁjaotuae puhul
toodangut 4,8 ¥ vdrra rohkem,
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Lineaarprogrammeerimise edasises arengus on miirava tiht-
susega USA matemaatilu G.B, Dan t z i g'l tssd, eriti
1947, - 48.a, loodud simpleksmeetod.

Lineaarprogrammeerimise mestodeid ja nende abil lahendata-
vate Ulesannete liike kisitletakse kéesoleva konaspektl IT pea~-
tiikis, I peatilkis age antakse mOningeid vajalikke matemaatilisi
oelteadmisi lineaaralgebrast.



I. LINEAARALGEERA

1. Kahe tundmatuga lineaarvdrrandite siisteemi

geomeetriline tdlgendus.

a) Lineaarne kahe tundmatuga vdrrand ax + by + ¢ = 0 esi-
tab tasapinnageomeetrias sirgjoont.

N#d i1 de 1, Vorrandiga 3x = 5y = 7 midratud sirgjoone
joonestamiseks teisendame vOrrandi
enne kujule

Y
x EY _Y_ = 1, 2
P q
millest saame telgldigud p ja g. a
Selleks jagame vdrrandit : .5-.."’
3x = 5y = 7 seitsmega, = . ’ % =x
2 - .§I = 1
% T 1
ehk / %
By Aewi
: & ¢ o s ! Joon, 1
3 5
. &8 B -
millest p = jaqg= - r (joonis 1).

b) Kehe tundmatuga v3rrandi lahendemine
tihendab kdigi niisuguste reaalarvupearide leidmist, mis rahul-
davad seda vdrrandit, ehk - geomeetrilises keeles - tasapinna
k&igi punktide leidmist, mille koordinaadid rahuldavad seda
vérrandit. Jirelikult on lahenditeks k3ik sirgjoone punktid ehk
nende koordinaadipaarid.

Ngide 2, Lahendame vdrrandl 3x « 5y = 7, Selleks avale
dame ithe tundmatu sellest vdrrandist teise kaudu: -5y = 7 = 3x

= T ek y =0,6x = 1,4.

ehk y =
Tundmatule x v3ib anda vabalt viéirtusi, sest vdrrandi parem
-0 =



pool 0,6x - 1,4 omab reaalarvulise vHirtuse iga reaalarvu x
puhul, Jérelikult on vdrrandi 3x - S5y = 7 lahenditeks arvupasa=
rid ehk punktid (x; 0,6x = 1,4), kus x tiéhendab mistahes reaal-
arva, Vaadeldaval vdrrandil on seega ldpmata palju lahendeid.

¢c) Vdrrandis ax + by + ¢ = 0 peab vihemalt tthe tundmatu kor-
daja erinema nullist, s.t. kas a # O vd1i b # O v31i mdlemad eri-
nevad nullist, sest muidu ei olekski tegu vdrrandiga. Kui a # 0,
slis seame avaldada x,

o R ke
x ay &

sesga on vdrrandi 1ahend1teks'punkt1d
(= —7 -%5y)

iga y puhul. Kui aga on teada, et b # 0, s1is avaldame y,
as -3
LSt S
seega on vdrrandi lahenditeks punktid
i BGRY yie
(x; b X b)
iga x puhul,
Jirelikult oleme tlestanud, et kehtid
teoreem 1:
igal kahe tundmatuga lineaasrvdrrandil on l3pmata palju la-

hendeid.

d) Vdrrandisiisteemi
a4x + bly = ei
apx + bzy = cy
lahendiks nimetatakse iga reealarvupsari, mis rahuldad
siisteemi mSlemat virrandit, ehk - geomeetrilises talgenduses -
iga punkti, mis asetseb m3lemal sirgel.

N¥i1de & Lahendame vdrrandisiisteemi
2x + 3y =6
X - y=4
algebraliselt. Selleks liidame esimesele virrandile 3-kordse
teise, saame 6x = 17 ehk x = 3,4, Teisest virrandist leiame
nild, et y = x =4 ehk y = 3,4 « 4 ehk y = « 0,6, Jirelikult
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on vorrandisisteemil Uksainus
lahend (3,4; - 0,6) ehk tegm
on punktis (3,4; -0,6) 15ilmva-
te sirgetega (joonis 2).

e) Kaks sirget vSivad tasa-
pinnal olla teineteisega paral-
leelsed v8i 1l8ikuda v3i thtida.
Vastavalt sellele on kshel sir
gel tasapinnageomeetries kas 0
v84 1 v81i ldpmata palju tthiseid
punkte. Kandes selle file -kahest

-

7

e 4

(34;-0,6)

virrandist koosnevatele stisteemidele, vidime Belda, et kehtib
teoreem 2:
kahe tundmatuga lines:. v3rrandite stisteemil lkas puuduvad
lahendid v3i on tHpselt ks lahend vdi on ldpmate palju
lshendeid. ?

£) Niiteme, et teoreem 2 kehtib ka kolmest vdrrandist koos-

nevate sfisteemide puhul,

.zx ‘+ bzy - 02
agx + gy = o

Verrandististeemi

lahendamine on samaviiirne kolme sirge tthiste punktide otsimise-
gae tasapinnageomeetrias.

Eolme sirge vastastikust asendit tasapinnal iseloommstab
jérgnev tabel,

J:g: Eolme sirge vastastikume asend | Tekkiv thiste punk-
ar. taupinml ku jund tide arv
' kst paar sirgeid ei ole paral-
I |leelsed ning k8ik sirged 13iku- X 1
vad hes punktis 2
Ukski paer sirgeid ei ole paral-
ITI | leelsed ning sirged 1l8ikuvad 0
paarikaupa erinevates punktides

-8 =



Kaks sirget on paralleelsed,
III|kuid erinevad, ning kolmes sirge
s |181kab neid. e

Kaks sirget tihtivad ning kolmas

1T

IV leirge 18ikab neid 3
" |kaks sirget tihtivad ja kolmas on .
. nendega paralleelne

VI |(Kolm sirget on paralleelsed RETRE 0

VII|Kolm sirget thtivad p e

Jérelikult kehtib teoreem 2 ka kolme vdrrandi jﬁhul, On
v3imalik tdestada, et teoreem 2 kehtib iikskdik mitmest lineaar-
vdprandist koosnevate siisteemide puhmul.

Ngide 4. Uurime virrandisiisteemi
X+ ¥y = 2
2x + 3y= 1
&x + 7Ty= 0,
Kolmas vdrrand on jireldus esimesest kahest vdrrandist.
Tdepoolest,
x+y+2(2x +3y) =6x+ 7y
ja
-2+ 2 +1=0,
Seega vdime kolmanda v3rrandi Hra jétta ja lahendada siisteemi
{ X+ 7= a2
Tl Sy = T
Esimesest virrandist saame x = - y = 2, mille asendamine teise
vorrandisse annab 2(-y - 2) + 3y = 1 ehk y = 5. Edasi
X = =5 -2 ehk x = =7, JHrelikult on vaadeldavel kolme vdrran-
di slUsteemil tiksainus lahend (=7; 5), Geomeetriliselt on tegu
I juhtumiga.

FN¥ide 5. Uurime virrandististeemi

x+ y=2
-2x + 3y = 1°
&x + Ty = 3.

Lahendame esimesed keks v8rrandit koos: x = 2 - y, edasi
2(2 «y) + 3y =1 ehk 4 +y=16ehky = =3, s06ga X = 2 = (=3)
ehk x = 5. Kontrollime, kas kahe esimese sirge l8ikepunkt
(5;-3) asetseb ka kolmandal sirgel:

- D=



B +'5+ 7 o (=3) =25 =21 =4 ¥ 3,
Ei asetse., Jérelikult puududb v3rrandislisteemil lahend chk geo-

meetriliselt on tegu juhtumiga II (sest kerge on kontrollida,
et sirgete paralleelsust ega Uhtimist ei esine).

Ngide 6, Uurime vidrrandististeemi

X+ 2]* 3
-0,1x - 0,2y = - 0,3

17x + 34y = 51,

Ilmselt on tegu kolme sirge itthtimisega, sest teine vbrrand on
esimese( - 0,1)=kordne, kolmas aga 17-kordne (juhtum VII), j&re-
1ikult lahendeid on 13pmata palju. Nende leidmiseks aveldame
1iksk3ik missugusest neist vdrrandeist tthe tundmatu teise kaudu,
saame x = 3 = 2y, Jirelilkult on lahendiks iga punkt (3 = 2y;y),
kus y on meelevaldne reaalarv,

N#dide 7., Uurime vdrran-

‘disfisteemi
2x - 3y
WL E .
4x - 8y = 0
x - y=1,
Esimene ja kolmas sirge on pa- 1
ralleelsed ning erinevad. Neli
sirget 18ikuvad paariksupa (vHl-
ja arvatud I ja III) erinevates 2 N ’

punktides A, B, 0, C, D i( joonis 3). 2
Jtrelikult puududb neil sirgetel 1 /
‘tthine punkt ehk, mis on seesa- 4
ma, vdrrandisiisteem on v a s tu-
oluline. '

44
1
0

=1

Joone 3

NHEide 8. Uurime vdrrandististeemi
x+ y=0
xX=- y=1
16 x -2y =9
S1 x +29y = 1.
i -



Esimese kahe sirge ainsaks 13ikepunktiks on joonise 3 jJir=-
gi ¢ (0,55 -0,5), TSepoolest, 0,5 = 0,5 = 0 ja 0,6 + 0,5 = 1,
Punkt C asetseb aga ka llejHdnud kahel sirgel. TSepoolest,
8+1=09 ja 15,5 ~ 14,5 = 1, Seega 13ikuvad need neli sirget
ithesainsas punktis ehk, mis on seesama, sellel vdrrandisiatee-
mil on tHpselt iiks lahend, nimelt (0,5; - 0,5).

2, Kolme tundmatuga lineaarvdrrandite
siisteemi geomeetriline b61§endna.

a) Kolme tundmatuga lineaarvdrrand ax + by + cz = d esitab
roumigeomeetrias tasapinda.

Vsrrandil ax+by+cz=d lahendamiseks
tuleb leida kdik niisugused reaalarvukolmikud, mis ramldaved
seda vdrrandit.

NEide 9, Virrandi 2x « 3y + z = 6 lahendamiseks aval-
dame sellest vdrrandist ithe tundmatu teiste ksudu, saame
z2 = -2x + 3y + 6. Et selle vdrrandi parem pool annadb reaslarvu
igasuguste reaalarvude x ja y puhul ja et mumid tingimusi pole, A
siis anname tundmatutele x ja y vabalt reaalarvuliai viéHrtusi
ning arvutame vastavad z viirtused, s.t, vdrrandil on 1l3pmata
palju lahendeid, K3ik selle v3rrandi lahendid sisalduvad
#l1dlahendis

(x; y3 -2x + 3y + 6),
s x ja y tdhendavad mistahes reaalarve,

b) Bt vdrrandis ax + by + ¢z = d vihemalt {the tundmatu kore
daja erineb mullist, siis saame ikka avaldada the tundmatu
teiste kaudu, Viimastele v3ime anda vabalt vHirtusi. Seega keh-
tib teoreem 1 ka iga kolme tundmatuga lineaarvérrandi kohta,
s.t. et :

igal lineaarsel kolme tundmatuga v8rrandil on 1l3pmata

palju lahendeid.

o) Vérrandististeemi

{alx + by + oz =a
lzx+b21+cez'd2

-1l -



lahendddks nimetatakse ige reaslarvukolmikut, mis rahie
dab siisteemi mdlemat vdrrandit, ehk - geomeetriliselt - ige
punkti, mis .asetseb mlemal tasapinnal, .

Kaks tasapinda vdivad olla teineteisege paralleelsed vdi
‘18ikude sirget mdda vdi tthtida, Vastavalt sellele on kahel ta=
sapinnal kas O v31 13pmata palju thiseid punkte.

Jidrelikult kehtib
teoreem 3:
kahest kolme tundmatuga lineaarvdrrandist koosneval slstee-
* mil on kas 1l8pmata palju lahendeid vdi see siisteem on vastuoe
oluline.

N#gide 9, Vorrandisiisteem
2X =« 3y + 2 =6
{2: -3y +z=8
on vastuoluline, sest vastavad tasapinnad on erinevad, kuid
parelleelsed.
¥H#ide 10, Vérrandislisteemil
2x = 3y + z =6
R BN S e B
on ldpmata palju lahendid, sest tasapinnad ei ole paralleelsed.
Lahendamiseks avaldame esimesest vdrrandist fthe tundmatu, saa-
me z = 6 « 2x + 3y. Asendame tulemse teise vOrrandisse:
x+y+6a-2x+3y=1,
millest
= 4y + 5,
Nilld avaldame ka z ainult y keudu:
= 6 - 2(4y + 5) + 3y

. Z = =by = 4,

Apndes tundmatule y vabalt viiirtusi, saame niild x ja z arvutada.
tfidlehend on seega
(4y + 5; y; -6y - 4).

d) Analtilsides kolme v31 rohkema tasapinna vastestikuseid
esendeid, vdib veenduda, et kehtib

teoreem 4:

kolme tundmatuga lineaarvdrrandite silsteemil kas puuduvad

lahendid v3i on t¥pselt iiks lahend v3i on 13pmata palju
lshendeid. Ligs



N¥ide 11, Vorrandististeem
2X =y + 32 =0
4x -2y + 62 =65
x*y =1
3x + 3y =7
on vastuoluline, sest tegu on kahe paralleelsete tasapindade
paariga.

NH¥i1de 12. Uurime vdrrandisiisteemi
x+3y- z2=2
y+2z=3
z2 =4
x+ 4y + 22 = 9,
Paralleelseid tasapindu ei esine. Lahendame kolm esimest v3rran-
dit koos, Seame, et z = 4,y =3 =8 =5 jax =2+ 4 + 15 = 21,
Kolme esimese tasapinna aimus tthine punkt (21; -5; 4) asetseb
ka neljandal tasapinnal, t3epoolest 21 - 20 + 8 = 9, Seega on
sellel vdrrandisiisteemil tépselt iiks lahend (21; =5; 4).

N#Eide 13, Lahendame v3rrandisiisteemi

2X =« S5y + z =2

Tt Frz=1

6x = 15y+ 3z=6.
Esimene ja kolmas tasapind Uhtivad, teine el ole nendega paral-
leelne, jiirelikult on neil tasapindadel 13pmata palju ithiseid
punkte - terve 1l3ikesirge. Kolmanda vdrrandi kui esimese
3-kordse jdtame kdrvale ning lahendame siisteemi

{2: +z=2+ 5y

TR ey .

millest x =1+ 6y Jaz=1=y -1 = 6y ehk z = = 7y, Seega
#1ldlahend on (1 + 6y; y; =7y).

3. n-dimensionsalne vektoriruum. Hupertasapind.

a) 2- ja 3-dimensionaalses ruumis v3ib punkte samastada
nende kohavektoritega, sest punkti P koordinsadid on ka tema
kohavektori OP koordinaadeks. Seega v6ib 2- ja 3-dimensionaal-
seid ruume nimetada ka vektoriruumideks.

Nimetame kindlas jlr jekorras v3etud n reaalarvu hulka

.18 &



n-d imensionaalseks vektoriks:

et
x = (%15 xg5.005 x,),
kus reaalarve Xy, Xy,..¢, X, nimetatakse vektori ;’ koord i-
naatideks. Olgu -y’ ka mingi n-dimensionaalne vektor:
T = (315 Foleood Fy)s

Kahte vektorit x ja? nimetame v &8 r d s e k s, kuil nende
vastavad koordinaadid on vdrdsed,

: -;81:71, Xg = Vgseeey X, = Fpo

Vektorite x jay summa k s nimetatakse vektorit, mil-
le koordipaatideks on x Ja ? vastavate koordinaatide summad,

X+y = (x9 + 793 Xg + Fpieees X, + 7,)e

Kui A on mingi reaalarv ehk s ka a 1 a r, siis defineeri-
me vektori x X—k ordse iui vektori, mille koordi.
naadid on X koordinaatide A -kordsed,

AX = (Axq,Axpp00ey Axy).

Vektorite;ja? skalaarkorrutiseks ni-
metatakse arvu, mis saadakse ‘;:’ ja —; vastavate koordinaatide
korrutiste liitmisel,

-  ~
EIXNEOTL I Wyt ool By Tye

K3igi n-dimensionaalsete vektorite hulka, kus on defineeri-
tud vektorite virdus, liitmine, skaalariga korrutamine ja
skalaarkorrutis, nimetatakse n-d i mens ionaalseks
ehk n-m 8 8 t meliseks vektoriruumiks.

N#dgide 14, 4-dimensionasalset ruumi kasutatakse fiilisi-
kas: aege-ruum, kus vektori 3 esimest koordinaati m#déravad koha
ruumis ja 4.koordinaat m¥érab ajahetke,

Ka 5=, 6~, Jne. -dimensionaalsele ruumile v3ib fuilsikast,
keemiast jm. leida konkreetseid t3lgendusi.

b) Kanname ka tasapinna mdiste iile n-dimensionaslsesse ruu-
mi, Selleks tuletame 3-dimensionaalse ruumi tasapinnale vektor-
vdrrandi.

Olgu teada selle tasapinna mingi normaalvektor 3 ja mingi
punkt P (x5 ¥,; z,) sellel tasapinnal, Vstame tasapinnal va-

balt punkti P(x; y; z), mille koordinaadid on muutuvad suurused.
-ilh -



Téhistame punktide P, Ja 4 kohavektoreid r ja T. Vektor POP

asetseb ilmselt tasapinnal Et P P=(x - 3T =T 8" zo),
siis P—; =7 - r . Vektor n kuil normaalvektor on risti tasapin-
na iga vekto“iga, seega ka vektoriga r - ro. Vektorite rist-

2eisuks on aga tarvilik ja piisav nende skalaarkorrutise nulli-

g2 virdumine, e &>
n- (r - r,) =0,

mis ongi tasapinna vektorvdrrand.
¢) Olgu nitld vektorid m, © ja ?o n-dimensionaalsed:
n= (a1, 85y «0s , ),
= (x4, Xoy ees s xn),
=(by, by, ees , b ).
Siis nimetatakse vdrrandit

L'-u

T @F-T) =0
ehk
805y 2Byl t plmg = Bgl Foean AR, 2 B ) 2 B
ehi

g v e RARL W < g

kus 8, = a,by + aghy + ... + 8,b,, n-dimensionaalse ruumi
hiipertasapinna vdrrandiks. Nii saame lineaarset
n tundmatuga vorrandit ka geomeetriliselt t3lgendada.

Lineaarvorrandite sisteemi lahendite arvu k¥sitlevad teo-
reemid 1 = 4 saab {ildistada ja koklu v3tta
teoreemiks 5:
igal lineaarsel vdrrandil on l3pmata‘palju lahendeid;
kui vdrrandite arv m on viiksem kuil tundmatute arv n,
m < n, siis on lineaarvdrrandite slisteemil 13pmata palju
lahendeid v3i ta on vastuoluline;
kui m » n, siis on slisteemil 13pmata palju lahendeid
v31 tdpselt Uks lahend vdi ta on vastuoluline,

-

4, Linesarvorrandite stisteemi lahendamine
- tHieliku eliminatsiooni meetodil.

a) Lineaarvdrrandite silsteeme lahendatakse tavaliselt tund-
matute jérkjdrgulise elimineerimise teel.
Tuletame nn. t #i1eliku eliminatsiooni
«45 -



valemdid., Arvutuste hdlbustamiseks piirdume 3 vdrrandi ja
4 tundmatuga, mida saab iildistada.
Lahendame vdrrandisiisteemi

B BE TR Bt B AL TR e T
b - s By © Koo B Bor Bl T Sl |
Bgq X1 ¥ 830 Xo * Gy Xy * 850 Xy " 8y

tundmatute jérkjirgulise elimineerimise teel.

b) Alustame mingist tundmatust, néiteks x5-st. Seda eli-
mineeritavat tundmatut nimetame edaspidi juht tundma-
t u k¥ s, M3nes vdrrandis peab Xz kordaja erinems mullist,

fihte neist vdrrandeist jétame juhttundmatu Xz alles, muudest
siisteemi vdrranditest elimineerime ta, Seda vdrrandit, kuhu
Juhttundmatu alles jJddb, nimetame ju ht vdrrandi k s.
Juhttundmatu kordajat juhtvdrrandis nimetsame ju hte 1 e =
mendiks, Eelneva pdhjal erineb juhtelement nullist,

Olgu meil konkreetselt niéiteks 85 # 0. Vstame teise vor-
randi juhtvdrrandiks, siis agz on Juhtelement.

Et elimineerimist oleks mugavam teostada, jagame kdige=-
pealt juhtvdrrandi juhitelemendiga libi:

e © B ST e Jilibe B Thih T K T T

a a a
12_1_,!1+ 22x2+ xg + 24::4: 20
823 823 ag3 g3

851 X1 ¥ 850 Xp * O35 Xy + 85, X, = 8500
Xg elimineerimiseks liidame esimesele vdrrandile
(-a,5)-kordse teise vdrrandi (juhtvdrrandi) ja kolmandale vor-

randile (-844)-kordse teise vdrrandi:

- AR .



S SRy E ] s . LS S-L
. o Sl RS- Aanm
02 58C, V2gtly 2248Cy Ndnm.
AR : » ‘v + X ( +
nﬂ o - n|||a| :

=7x e 3 . 4

'Mqu ‘M-l + X ¢ X M!lm“ + X ; v
2
- V= "X Ag :

ON‘ -} e e*" e

- 17 =



vaiwo vusranolsusteemile uue kuju, mida vdib lithemalt esi-
tada nii: g :

) L

811 X1 * 815 x5 + 814 %4 = 8]
] ' ] 1

81 X3 * 80 Xp ¥ Xy + 8y, X, = 8y,
(] - +a' +‘| % 3 ]

ax1 X3 32 X2 34 X4 T 830,

kus juhtvdrrandi kordajad

a
a;ks"'&l"‘p k=0,1, 2 3, 4,

fes
ja teiste vdrrandite kordajad
aik=°1k'a1—22%’ k=0,1,2,3,4 ja 1=1, 3,

Saimegi valemid tundmatu Xz ©limineerimiseks.

¢) Eelmises punktis leitud valemeid saeb lildistada. Selleks
kdigepealt sdnastame need valemid:

Juhtvdrrandl uvute kordajate saamiseks tuleb juhtvdrrandi
vanad kordajad jagads juhtelemendiga;

mingisse vdrrandisse (mitte juhtvdrrandisse) mingi uue
kordaja saamiseks tuleb vastavast vanast kordajast lahuta-
da mrd,.mnle nimetajas on juhtelement ja mille lugejas
on selle vana kordajaga juhtvdrrandis kohakuti asetseva
kordaja korrutis selles mingis vdrrandis Juhttundmatu
ees asetseva kordajaga.

M&lema reegli puhul loeme ka vabaliikmed kordajateks.

d) EKui nlild v3rrandististeemis on m vdrrandit ning n tundma-
tut ja kui valime juhttundmatuks xJ ning juhtvdrrandiks r-nda
virrandi, siis saame formuleerida valemid xj elimineerimiseks:

e
frk o
ja
a
'ik"lk‘—ii—‘lk:m BN, 5,8, «ih o0
r
’ 1=1,2, 3, «.. , m, kuid 1,

o T



NH¥1ide 15, Lahendame vdrrandisiisteemi

2x1-3x2-+x3—4x4+5x5=1
x1+ Xg * x4+ xs=0
= 4

5x1+2x2-x3+5x4
kasutades thHielilu eliminatsiooni valemeid.
Votame x, juhttundmatuks ja teise vdrrandi juhtvdrrandiks,
siis on tarvis jagada a4 = 1 -ga (1lihtne :). Juhtvdrrandi,
juhttundmatu ja juhtelemendi tdstame esile:

2{xq -3x2+xs-4x4+5x5=1
@xl-f xg + x4+ x5=0
3::1+2x2-x3,’-l-5x4 =4,

Punktis ¢) toodud roeéli jirgl arvutades saame esimesele
virrandile uued kordajad:

2e2°1=0; o3 g l1=a5; o Nial i gl OB T

- = 2 * 1 =263 §=2°1= 3; P R TR e ¢ W BN
Analoogiliselt arvutame kolmanda vdrrandi uued kordajad:

go %0 ) =03 2wl +1=u1; “l =« 3 ¢« 0=al;

§ «3 1 =23 Q= e1l=2.5; ‘45 0= ¢,

Seega omandab vorrandisiisteem kujus

-5x2+x3-6x4+3x5=1

x1+‘x2 o x, + x5=0
- xa-x3+ 2x473x5=4.
Vdtame nittid X Juhttundmatuks ja esimese vdrrandi juhtvdr-

randiks, siis juhtelement on 1:
-5 x @xs -6x,+3x, =1

11* 22 + 84‘.‘ xsao

= Xp| = x5 +2x4-3x5=4.
Reegli jlrgl arvutades saame X elimineerida:
-5:2 + Xy -6;¢+335=1‘
X+ xg S, AR oy
-6:2 T =4 x, =5,
-19 -



Bdasi peame v3tma Jjuhtvdrrandiks kolmanda vdrrandi (see
ajnsara ei ole veel olnud), Juhttundmatuks vdib nild vdtta
x, v81 x, (ainult need esinevad kolmandas vdrrandis).

Vétame x, juhttundmatuks:

(
xl * x2 + x‘ + 25 =0

. - 6x, @x =85.

Reegli jdrgi arvutades saame:

]
-

-5x2+x5 -614 -l-:'u:5

13
E/ 4:24-13 +5:5=--é-
\ :
";11"%‘2 + AR -i-
3 s
i 222 * 24 e 4.

Siit saame pvaldada kolm tundmatut (x,, Xz» x4) kahe tundmatu
(x5, x5) je vabaliikmete kaudu:

1
xl’ %+§x2- xs’
xs=-l%-4xz-3x5,

3
we-§-3%
Tundmatutele Xg Jja Xg v3ib vabalt anda vHHrtusi, Vdrrandisils-:
teemi 11ldlahend on seega :
x = (1,26+ 0,5%5 = Xg; X3 =6,5- 4Xy = 3xg53 =1,25 -1,&2,35).
e) Punktis ¢) toodud reegleid on sobiv téiendada kolme
erijuhu jaoks:
& ) Juhttundmatu uued kordajad on tiks (juhtvdrrandis)
ja mllid.

Tdepoolest, vitame téieliku eliminatsiooni valemeis
(pankt d)) k = j, saame

a
&:‘jl%js], ja .;58‘11-_&1:?_1-0



) Kui mingi tundmatu x, kordaja on jJuhtvSrrandis null,
giis on xg uued kordajad vanadega virdsed.

Tgepoolest, et S 0, siis

_ %15 %
%3

K‘) Kui juhttundmata kordaja on te-ndas vdrrandis mll,
8iis on selle vdrrandi uned kordajad vdrdsed venadega.

L
855 * 844 Ll PR P

Tsepoolest, et 8ty = 0, giis

' 254 %k
g, B, everwtaben Sl bk
NE1de 16, Lahendame virrandisiisteemi

xX+6y-22= 0
2x + 6y + z= 1

ZX+Ty= 2=7
-X = 2y 4 3z = 11
-3x + y-6z= 2,
Elimineerides x saame:
xX+ 6y - 2t = 0 X e 22+ Gy = 0
- Ty + Hz= p 2+ 4y = 11
e« 1lly+ 5z =« 7 ehk 52 - Ty = 1
-+ s= 71 652 = 11y = -7
19y = 12z = 2 -12z + 19y = 2,
Jirgmiseks elimineerime z:
x 14y = 22 x + 14y = 22
z+ 4y= 11 g s+ 4y = 11
- 2% = -54 ehk y=- 2
- 31y = 62 y= -]
67y = 134 y= 8

millest v3ib kaks vi:imt virrandit ira jutta.
Elimineerime ntiid y, saame
7 i
3 =3
- gt
ebk lahendiks en (=83 23 S).




N#i1de 17, Lahendeme vorrandististeemi
{ X =w2f= 2= 0
3x + 5y +228= 2
6X » T o 2z = =1,"
Elimineerides x ja seejlrel y saame

& 4 'y .
x 2y z= 0 x '11’8 11
= 2 2

1ly + 5z 2 ja b 38 2 11:- 11
11y + 6z = =1 2 0z = = 3,

Viimene saadud vdrdus, 0 = = 3, on aga viimatu. Seega sisaldab
antud virrandisiisteem vastuolu, mille t3ttu tal puuduvad lahen-
aia.




5. Linesarvirratuste siisteemi geomeetriline

tdlgendus.

a) Tasapinna analiitilise geomeetria kursuses tBestatakse,
et k%1k punktid, mille keuguse arvutamisel antud sirgest (sir-
ge normaalvdrrandi abil) sasdakse negatiivme arv, asetsevad ael-
lest sirgest tthel ja samal pool ning k3ik tlejHdnud punktid -
teisel pool. Sellest jHreldudb, ot k3ik punktid, mille ¥oordinsa-
did rahuldavad vdrratust ax + by + ¢ < 0, asetsevad sirgest
ax + by + ¢ = O tthel ja samal pool.

Lineaarne vdrratus ax + by + ¢ { 0 esitab geomeetriliselt
gseega pooltasapinga,

N4i1ide 17, Skitseerime pooltasapinna, mida esitad vir-
ratus 22 + 3y - 1 < 0. Selleks
joonestame kSigepealt sirge
2x + 3y = 1 = 0 (joonis 4).
Vétame niiid vabalt fthe punk-
t1, mis el asetse sirgel, ja
proovime, kas see punkt ra-
huldeb mele virratust. Lihtne

>\ s

on arvutada, kul selleks punk- ? S
tiks vstta 0(050), Saame /
0+#0=1¢0, s,t. punkt O ///

rahnldab v3rratust. Eespool . Joon.
toodud arutluse pShjal rahul-
davad vérratust siis ka k3ik
punktid, mis asetsevad sirgest samal pool kus O, Vnmtuo vas-
tava pooltasapinna, Asjaolu, et sirge 2x + 3y = 1 = 0 pnnktid
ei rehmlda meie v3rratust ehk et sirge punktid ei kuulu sel-
lesse pooltasapinda, mlrgime noolekestega viirustusjoonte ots-
tes.

AY

b) Analoogiliselt saab tSlgendada lineagrseid vdrratusi
ax + by +e¢> 0, tz+b!*6£ojau+bi"‘+e) 0, kusjuures
kahel viimasel jubul pooltasapinna hulka lmulub ka a!.rg..
Seega v8ime sdnastada



teoreemi 6:
kahe tundmatuga lineasrvdrratusel on 1l3pmata palju lahen-
deid

¢) Eahe tundmatuga lineaarvdrratuste siisteemi geomeetrili-
seks vasteks on tasapinna see osa, mis on k3igile vidrratustele

vestavatele pooltasapindadele tthine,

N¥ide 18, Jocnistame tasapinna osa, mille punktid
rahmldavad siisteemi o 4x-y=9

2x + 3y 1

{4! - 7% 9

Eahekordse viirutusega tasa-
pinnacsa k6ik punktid (ka pii-
ravate poolsirgete punktid)
ramldavad seda vBrratuse-
stisteemi.

Joon. §

Naide 19. Virratu-
seststeemi |
{3; - By -840

6x - 4y + 9 >0 7
geomeetriliseks tSlgenduseks £
on kahe paralleelse sirge va-

heline riba, kuhu kuulub ka /
parempoolne sirge ise
" (joonis 6).

Ry

Fuide 20. Vorratu- "Joon, 6
sestis teem

g AR

on age vastuoluline, sest
Immmagi virratusega miilire-
tud pooltashpindadel ei ole -- P i
thist osa (joonis 7). :

3B ol
g o



NE1de 21. Esitame geomeetriliselt rohkem kui kahest

v3rratusest koosneva stistee-
miga

x <10
midratud tasapinnaosa. Iga
pooltasapinna mirgime jooni-
sel mdne viirutusjoonega vas=-
tava sirge osa otstel. Sirged
nummerdame stisteemi vdrratus-
te jHrjekorras (joonis 8).

1

£ 4

2

w
Iz

"

1
1<)

YA
o 1 x
i

L)
Joon, 8

Vdrratusesiisteemi kdigi lahendite mlgaks on viirutatud

nelinurk ABCD (joonis 8).
Jooniselt 8 on ndha, et V vdr-
ratus on esimest nelja vdrra-
tust rahuldavates punktides
iseenesest kehtiv, s.t. V vdr-
ratus on selles siisteemis Hle-
arune.

N i1de 2, Uurime siis-

teemi
x+ y<4
xX=- 322

&-31 ‘3.

94

I ja II vdrratusega miliratud pooltasapindadel on ithine osa
(joonis 8), kuid III vdrratusega miliratud pocltasapimnal ja
sellel thisel osal on almlt Uks thine punkt A(3; 1), Jure-
likult on sellel virratusesiisteemil fiksainus lahend (3; 1).

d) Geomeetriliste kaalutluste pdhjal v3ime seega Uelda,

et kehtid



teoreem 7: :

kahe tundmatuga lineaarvdrratuste silsteemil on kas 0 v3i 1

voi lapmata. palju lahendeid.

e) Kolme tundmatuga vdrratus ax + by + cz + 4 < 0 tkhendab
geomeetriliselt ithte kahest poolruumist, milleks jaotab tasa- '
pind ex + by + ¢z + 4 = 0 ruumi. z

* 4d e 23, Tdlgendame
siisteemi
3x + 4y + 6z € 12

x § 2 '}
x 2 O
vy 20
s P 0O

geomeetriliselt. Tasapinda
3x + 4y + 6z = 12 esitame
jdlgkolmnurgaga, mis 13ikab
telgedel vastavalt 13igud 4, 3 ja 2 (Jjoonis 10)., Tasapind x = 2
on paralleelne yz-tasapinnaga, teda esitame jélgedega xy- ja
xz~ tasapinnal, Uleji¥nud on koordineattasapinnad, Vdrratustega
miratud poclruumide tthiseks osaks on tivipiiramiid, mille pdh-
jad on joonisel 10 viirutatud ning mille kitlgtahud asetsevad
xy- ja xz- tasapinnal ja tasapinnal 3x + 4y + 6z = 12,

Jirelikult on sellel vdrratusesisteemil 13pmata palju la-
hendeid.

r) Geomeetriliste kaalutluste pdhjal vdib teoreemi 7 tldis-
tada kolme tundmatuga lineaarvdrratuste atisteemidele.

Analoogia pShjal liéheme itle n tundmatuga lineaarvdrratuste
sisteemile:

‘11 31"‘ .12 xg+ cee * ‘mxn> bl

O X ta, X+ "'*‘m%)bm
Iga vdrrand
S B t et i tag R, =Y,
esitadb hilpertasapinda, mis jaotab n-dimensionaalse ruumi kaheks
poolruumiks, VSrratus
Y



849 %) * 840 Xp * cee 8y, X ) by
esitab tihte neist poolruumidest.
Verratusesiisteemi k81igi lahendite hulgaks on k3igi vdrra-
tustega métratud poolruumide iithine osa. Niil v3ime teoreemist 7
tundmatute arvu 2 Hdra jHtta:

lineaarvdrratuste siisteemil on kas O v3i 1 v3i l3pmata
palju lahendeid.

6. Eumera polileedri omadusi.

a) Hulknurgaks nimetatakse tasapinna sellist
piirkonda, mis on piiratud sirgjoonsetest liilidest koosneva
kinnise muxrd joonega.

Kui hullmurga mistahes kahte punkti tthendav sirgldik kuu-
lub tervenisti hulknurka, siis nimetatakse seda hulknurksa
kumeraks,

Eui hulknurgas leidub kaks punkti, mida tthendav sirgldik
juxb osalt viljapoole hmlknurka, siis nimetatakse seda hulk-
mirka n $gusaks.

N#dide 24, Joonistame kumeraid (joonis 11) ja ndgu=-
said (joonis 12) mlknurki.

sy

Joon. 11 Joon. 12

Kumera mlknurga t i ppu d e k s nimetatakse hulknurga
niisuguseid punkte, mis el asetse ilhegl selle mmlimurga kahte
punkti tthendava 13igu sees (otspunkt v3ib olla),

b) Lineaarprogrammeerimises kiésitleme majanduslikke Wles-
andeid, mille matemaatiline formulatsioon sisaldad lineaar-
vorratuste sisteemi. Lineaarvdrratuste stisteemi geomeetrili-
seks vasteks v8idb aga olla mmlkmurk v3i selle mitmedimensio-
naalne ldistus vd1 punkt vdi tiuhi bulk v8i 1l3pmatu piirkond.
Korrektselt plistitatud majanduslikes illesannetes ei saa virra-

-



tusestisteem esitada 1l5pmatut piirkonda. Uhe punkti ja tihja
hulga (lzhendite puudumiss juhtumi) vSime lugeda hulkmurkadeks,
millel on vastavalt Qks tipp vdi mull tippu. SeepHrast tuleb
meil peatiéhelepanu ptdrata lineaarvdrratusts siisteemidele, mis
esitavad hulknurka v3i selle iildistust (n tundmatu juhtum).

¢) K3igepealt veendume, et kehtib

teoreem 8:

kui kahe tundmatuga lineaarvidrretuste siisteemi geomeetri=-
liscks vasteks on mlkmurk, siis see hulknurk on kumer.

T3estame t¥ielilku induktsiooni meetodil,

Vihem kui kolme vdrratuse pulml me hulkmurka ei saa (ttthja
mlga killl), Kolmmurk on ags alati iumer.

Oletame, et N vdrratust annavad geoméetriliselt kumera hulke-
nurga, Vtame juurde veel iths vdrratuse., Niild on kolm vdima-
lust: a) terve hulknurk pailmeb juurdevdetud vorratusegs miH-
ratud pooltasapinnal; b) terve hmlimurk pailmeb vidl jaspool seda
pooltasapinda; c) osa hulknurgast paikmeb selles poolruumis,
osa mitte,

Juhtudel a) ja b) on ¥ + 1 vdrratuse siisteemi geomeetrili-
aoh'mtokn kumer mmllmurk (kas N vdrratuse siisteemiga miira-
tud mlknurk v tuhi ulk). Jubul c) jaotame antud Mmlkmrgas
sirgjoonega kaheks ossks. KSiemad nii tekkivad uued hulkmurgad
on ilmselt kumerad.

Secga on teoreem & tdestuatud.

d) Kisitleme niiid seost kumera hulkmrga tippude koordi-
naatide j= hulknurga mistahes punkti koordinaatide vahel. Sel-
leks tsestame
teoreemi 6:
kumera k-nmurga mistahes punkti ¥ koordinsate x ja y saab
avaldada n-nurga tippude vastavate koordinsatide lineaar-
sete kombinatsioonidenat

o R R I

T=P1 V1 v FaTo* coo * i Ty

kus 0 ¢ 3’1‘5 s o4 ® 1, Cnaniy k- a 8’1 +x'2 ey +Kk=1,
T3estuse jaotame osadeks.

(1)

A



I. Kaksnurga tippudeks ehk 13igu otspunktideks olgu
P, (x45 ¥4) Ja Pylxys yp). EKul M(x; y) on 15igu P; P, mingi
punkt, siis saame kasutada 13igu antud suhtes Jaotamise vale-

meid:

+Ax T AT
A P Bk B

b | R
1+A 1+ A
ms A 0. Teisendame neid avaldisi:
1 A S A
x = x, + T Jja y= ¥, * Yo
Sk *"1Tesk ¥ P L) R g T iR
Et
G 2 Ry PRS A sl Svifhp il
1+A 1+) 1+A 1+ A LY
siis
3
x = x, + (1 - ) x
1+ A 1 g0 ke B
Ja ; '
1
- vy, + (1 - ) i PR
1+A s 1+ A 2
"Bt A 0, stis
g <t &£
1+ A
i X
Tdhistame nitid = e B
, n 1 ey i1s

x= Px ot (1-p)x;, Ja y= v+ (2 -8’) Jo»
kus O<B’$ 1. Ful (=1, saame x = x, jay =y, s.t. ¥=P,,
Pankti P, neist valemeist muidu ei saa, kuil tuledb lubada Bv
omandada vidrtus O, Saime, et
13igu P1 P2 miatnhep punkti M koordinaadid x ja y avalduvad
13igu otspunktide P, Ja P2 xoordinaatide kaudu jérgmiselt:
B E R
Y=yt (1-Y) 3,
kus 0 < K’ <1 ja 6’ iseloomustab M asendit 13igul P Pz.

(2)




II, Kolmnurga tippudeks olgu Pl(xlg yl), Pz(xz; Yz) ja
Py (xg3 ys). Kui M(x; y) asetseb kolmurgas P; P, P,, siis piken-
dame 151lu Py M 18ikumiseni kolmnurga kiil jega Py PS' Saadud

181kepunktl nimetame Q(xq, ¥,) 4

(<]
(joonis 13). Valemite (2) pdhjal
saame arvutada Q koordinasadid:
™M
x = + (1= Y )x :
g .
q quz ’ 0¢ [q &1, 8 Joon. 13 %

sz quz'* (1 -B‘q)ysl
Teiselt poolt vSime ka M koordinaadid (2) pdhjal avaldada:
x = U’mxl*' (1 = B”m) x,
’
LA PRIR T I ¢R
Asendame siin Xq ja Jq enne leitud avaldistega:
"=Km’&*‘l‘l'm)[h"q‘z*u‘)fq”‘s]v O‘Kméli

gy " Fm’1+(1'rm)[6'q 72+(1-E'q)Y5]. 0‘%51,
ehk
x

O‘Xmél'

PEARN I S A x4 (1Y) - i W

Y= a1t Q- 7§ fa 72 * (1 f&n)(l - Yq) 3¢
Uurime x, Ja y,, 1 =1, 2, 3, kordajaid, K5ik kordajad on mitte-
negatiivsed, sest X‘m; 0, 1 - X“m> 03 X'q 20841 « ¥a > 0,

E31k kordajad on tthest vHiksemad v31 ithega vdrdsed, sest
X’m <1; 1 - E’m ® 18 K'q ¢ 1 1T K”q < 1. Leilame kordajate

summa

Pn* @ =¥ fq* @ -fr)@ =¥y =
*FTatla-Ynla*:-Yn*lulyq- §q=2

Seega kui tihistame

Kl’ Juw §2= @ -¥afo X’s= 1-yYa “‘Kq?'

- 30 =



s1is saame valemid (1) k = 3 puhuls
x =) %+ §p % + 5 %50
Y=f1 71 * {2 T2 *)s Vs
kus O ¢ Kié 1, 1=1,2,3, ja K1+K2+&‘3=1.

(3)

III. Iga kumera k-nurga saab jaotada kolmnurkadeks, mille
tippudeks.on ikka ke-nmurga mingid kolm tippu. Valime just selle
kolmnurga, millesse langeb punkt M, ja rakendame valemeid (3),

Seega voime lugeda teoreemi 9 tdestatuks.

e) Kumera hullmurga Uldistuseks 3-dimensionsalsesse ruumi
on kumer hulktahukas e. kumer polf -
e © d e r, Minnes ile n-dimensionaalsesse ruumi kdneleme ikka
kumerailst polfieedreis:t.

Teoreeme 8 ja 9 saab tBestada ka n-dimensionaalse ruumi
puml.

7. Lineaarvdrratuste siisteemi lahendamine.

a) Eelnevates. paragrahvides késitlesime lineaarvdrratuste
slisteemi geomeetriliselt. Niilid nditame, kuidas arvutada lineaar-
vdrratuste siisteemi lahendite mulga kui kumera polileedri tippe
ning kuidas v#ljendada vdrratusesilsteemi tildlahendit.

N#ide 25, Lahendame vdrratusesiisteemi

4x = 2y < 11
E.E-Y > .4
x N

¥€ Be

K3igepealt lahendame esimesele kahele virratusele vastava-
te vdrrandite stisteemi ja kontrollime siis, kas leitud lahend
rehuldab ka kahte fllejdéinud vdrratust. Liites vdrrandististeemi

4x - 2y = 11
{ x+ y= 4
esimesele vBrrandile kahekordse teise, saame
éx = 19
{ x+y=_§,
- 31 =



Siit x ?,_1_._62 jay=4 -—=§. Kaks viimast v3rratust on ra-
mléatud, sest 32 > 0 1a %( 8. Jurelikult on punkt A(X2; )

virratusesiisteemi lahendite mlga iiks tipp.
Edasi lahendame koos mingid teised kaks vdrrandit, mis vas-
tavad meie vdrratustele, niiteks

{4: -2y =11
= 0,
Siit saame, et x = O ja =2y = 11 ehk y = -lzl,
Kas leitud lahend (0; - —)ra.huldlb ka Hlejidmd vdrratu-
81 x+y>4 ja y< 8% Bi, sest 0+ (-4 )% 4. Seega o1
ole punkt (O; -——) meie vdrratusestisteemi lahend.

Jétkates samal viisil, lahendame siisteemi
4x - 2y = 11
{7 3-8,
mis annab y =8 ja 4x=11+16 ehk x = —241 . Kontrollides iile-

Jéinud vdrratuste rehuldamist saame -2—;’- +8 =27 132 = %? p 3

ja ZL> 0. Seega on punkt B(EL;8) lanenaite mmlga tipp.

Edasi slisteemist

x+y=4
x =0

leiame, ot x =0 Jja y = 4, Kontrollides teiste vSrratuste
rahuldamist saame, et 4 ¢ 0 - 2 - 4 = .8 {11 ja 4 <8,

Jédrelikult saime veel ithe tipu C(0; 4).
Veel on jdénud kaks sfisteemi uurida:

LSRR

y=8 y =8,
Neist esimene annab punkti (-4; 8), mis ei rahulda vdrratust
x >» 0, ja teine punkti D(0; 8), mis rahuldab kSiki vdrratusi.
Jérelikult on meie virratusesiisteemi lahendite hmlk neli-
nmurk tippudega

Sl L



222; 5, 8¢&; @), c(0; 4), D(0s8),

Teoreemi 9 pShjal viime siis nelinurga A B C D mistahes
punkti koordinaadid x ja y avaldada tippude 4, B, C, D koordi-
naatide kaudu:

19 27 ‘ X
xs—e—f’1+—rr2<+ 08'34‘0 X",

7= 8f1* 8fe* 4¥s* oY,
ehk
T 2 TR I
y = %81+8K2+4X3 + 8y
“wme Pt PatYs *Pac=1 le 0y, €1, 1=1,2,3,4.

See ongi meie virratusesiisteemi tildlahend.

N&ide 28, Lahendame vdrrandististeemi
2 9x + 6y = 7z < 30
7x = 2y - 2z > 10
Tx + 18y = z > 10
2x+ 8y - 2z 2> O
SX + ey + = ¢ 10,
5!
siel
list slisteemi ja iga kord kontrollida, kas saadud lahend ra-
" huldab #lej#éinud kahte vdrratust.

I, Vdrrandististeemi

Selleks tuleb lahendada (3) =10 Ykolmevdrrandi-

O9x + 6y = 7z = 30
T* = 2y - z =10
7x + 18y = 2z = 10

tileliku eliminatsioonl valemite jérgi lahendades saame kdige-
pealt z-1 elimineerides:

. -40x - 120y = - 40
- 20y .= 0
-7% - 18y + 2 = = 10

ehk
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x+* 3y = 1
(535
-7x - 18y + 2 =-10.
Edasi elimineerime x-i viimasest vdrrandist:
RN Any
vy = 0
3y + z = =3,
millest y elimineerides saame x = 1, y = 0, 2z = =3, Viimasesse
kahte vdrratusse asendamine annab 2 * 1 + 8 ¢ 0 = («3) =
=2+3=5>0 ja 3+ 1+ 20+ (=3)=3%«3=0<10, Seega
on lahendite hulga lUheks tipuks punkt A(1; 0; =3).

II, VBrrandisiisteemist

{9x+6'y-'7z=50
7X « 2y = 2z =10
2x +8y - 2= 0

z-1 elimineerides saame
5x = 50y = 30
{ 5x - 10y = 10
-2x = 8y +z="0

ehk

-X = 10y =6
x - 2y =2
-2x - 8y + z =0,

Elimineerides x-1 saame

12y =8
X - 2y. =2
-12y + z = 4,
Eliminserime 1l3puks y. Saame, et
a2
v 3
x n 2
3
zZ= -4,
Kas (%; - %3 - 4) rahuldeb ilej¥inud vSrratusi? Bi, sest
2
7._ 14
5+18:(-f)-(-4)--3--12+4-l-§-a--%9<1o,

III, Vdrrandististeemist

- 34 -



7 =« 2y =« 2z =10
Sx+2y+ z=10
z=1 elimineerides saame

{u-ﬁo’-""ao

30x + 20y = 100

10x = 20

3+ 2+ z= 10
ehk .

3z + 2y = 10

= = 2

3x + 2y + z-= 10,
Elimineerides x saame

2y = &
x =2
2y + z = 4

millest x =2, y=2, =0, Bt7 * 2+ 18 » 2 « 0 =50> 10
jJa2 +2+8¢2-0=20>0, siis on punkt B(2; 2; 0) lahen-
dite lmlga tippe.
IV, Vorrandististeemist
O9x + 6y « 7z = 30
{7: + 18y -« gz = 10

2x + By - z= 0

z-1 elimineerides saame

=-5x = 50y = 350
5x + 10y = 10
-2x - 8y+ 3z = 0
ehk
x + 10y -8
x+ 2y = 2
{-2!- 8y +z = 0,
Elimineerides x-1 saame
8y = <8
{x+ 2y = 2
-“1—3 Ly |
ehk
J = <1
2 5 = 2
-4y + z = 4,

millest x = 4, y = =1, 2= 0, Et 7c4<2¢ (=l) =0=30>10 ja

- 35 =



3 ¢4+ 2 ¢ (=1) + 0 =10, siis on punkf C(4; -1; O) lahendits
mlga tippe.
V. Vdrrandististeemist
' 9x + 6y - 7z = 30
7x + 18y = z = 10
3x+ 2y + =10
z-1 elimineerides saame

{30: + 20y = 100

10x + 20y = 20
3x+ 27+ z= 10
ehk
3x + 2y = 10
Xt 2y = 2
3x+ 2y + z =10,
Elimineerides x-1 saame
- 4y = 4
{ >y i TRE - 5 = 2
- 4y + z = 4,

millest x = 4, y = =1, z = 0, s.t. saime uuesti punkti
C(43 -1; 0).
VI. Vdrrandisiisteemist
9x + 6y = 7z = 30
2x + 8y~ g= 0
3x + 2y + z =10
z-1 elimineerides saame

30x + 20y = 100

5x + 10y = 10

ox * TRy +* gw 10
ehk

Sx + % = 10

x + 2y = 2

3x + 2y + z =10,
mis on sama, mis V jubml. Seega saame uuesti C(4; -1; 0).
VII, V8rrandististeemiat
7x+ 2y - z =10
Tx + 18y - z = 10
2x+ 8y - z= 0
z-1 elimineerides saame

- 36 =



.| 5x = 6y =10
5x + 10y = 10
-2x « B8y+z= 0

ehk ”
5x - 6y = 19
x+ 2y = 2
-2x = 8y +z= 0,

Elimineerides x-1 saame
- 16y = 0
{ Rk By e
- 4y + z= 4,
millest x = 2, y =0, 2 =4, Et 9¢2+6:0=-7+4 = ~10<30
ja 3.-2+2.0+4=10, siils on punkt D(2; 03 4) lahendite
hnlgl tipp.
VIII, Vsrrandisiisteemist
7X = 2§ =
{'71 + 18y -
S+ Ly +
z=1 elimineerides saame
10x = 20
10x + 20y = 20
3x+ 2y + z =10

10
10
10

ehk
x = 2
x+ 2y = 2
Sx+ 2y + 2 =10,

Elimineerides x-i saame

x
oy 0
B+ = -4,
millest x =2, y =0, 2 = 4, s.t., saime uuesti punkti D.

IX, Vérrandisiisteemist

10
0
10

2x + 8y -
Sx + 2y +

z=1 elimineerides saame
10x 20
5x + 10y ‘10
Sx+ 2y + z =10,
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mille lahendiks on j#liegi punkt D(2; 0; 4),

X. Vdrrandiststeemist s
{ 7x + 18y = 10
2x + 8y = 0
Sxi+2 0y 4 10
z-1 elimineerides saame

{10x+20y = 20

5x + 10y 10
3x+ 2y + z =10

ehk
x4 By = 2
{ x4 By = 2
Sx'+ 2y + =10,
Esimene ja telne v3rrand ilhtivad, seega jEHEb lahendada stisteem
] X+ 2y Y
3x + 2y + g =10,
Elimineerides x-1 saame

x+ 2y = 2
{-4y+z=4

. X =2 « 2y
{y =4+ 4y,
Sollo_rarrandiluateemi fildlehend on
(2 = 2y; y; ¢ + 4y).
Missuguste y vilrtuste puhul rahuldab see 1ldlahend uile jH¥nud
kahte vdrratust?
Selleks peab olema
{9(2-2y) + 6y = 7(4 + 4y) € 30
7(2 =« 2y) = 2y = (4 + 4y) > 10"

ehlx
18 - 18y + 6y - 28 = 28y £ 30
14 - 14y = 2y - 4 = 4y 2 10
ehk
- 40y £ 40
l-20y3 O
ehk ;
{:i : ehk =1 € y < O,



Kui y = =1, saame {ildlahendist C(4; «1; 0), kml y = O, saame
D(2;0; 4) . Kui -1 < y < 0, saame Wldlahendist 13igu CD sise-
punktid,

Lahendust kokku v3ttes vdime Yelda, et nkiite 26 vdrratuse-
siisteemi k3igi lahendite hulk on nelitahk tippudega
A(1; 0; =3), B(2; 23 0), C(4; =1; O) ja D(2; 05 4).

b) Eelnenud nHidetest on nkha, et v3rratusesiistesmiga
mlratud poltleedri tippude leidmine on tiilikas, kui vdrratus-
te ja tundmatute arw on vihegi suur,
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