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Koopulad ja nende kasutamine portfelli VaR’i hindamisel

Kéesolevas magistritoos uuritakse investeerimisportfelli riskimdddikute VaR (piir-
kahju) ja ES (keskmine suurkahju) hindamist, kasutades koopulate teooriat aktsia-
tevahelise soltuvusstruktuuri kirjeldamiseks. Antakse iilevaade riskimoddikutest
VaR ja ES, nende omadustest ja hindamismeetoditest. Koopulate teooria esita-
misel on pandud pohirdhk Gaussi, t- ja arhimeedilistele koopulatele, mida sobita-
takse viie aktsia tulususte vaheliste seoste kirjeldamiseks. Kasutades Monte-Carlo
meetodit koopulate simuleerimiseks, on hinnatud reaalsete aktsiaportfellide riski-
moote. Loodud mudelit on testitud testandmestikul, kusjuures ilmnes hea koosko-

la oodatava ja tegeliku piirkahju iiletamise sageduse vahel.

Marksonad: koopula, iihisjaotus, VaR, piirkahju, keskmine suurkahju

Copulas and Their Application in Estimation of Portfolio VaR

In this master’s thesis evaluation of portfolio’s risk measure techniques such as
Value at Risk (VaR) and Expected Shortfall (ES) are studied by using copulas
for describing dependence structure between stocks. The overview of VaR and
ES, their characteristics and calculation methods are given. In presenting copula
theory the main focus is on Gaussian, t and Archimedean copulas, which are used
to describe dependence between five stocks’ returns. Monte-Carlo simulations are
used to evaluate risk measures of two real life portfolios. The model created is
tested against a test data, showing that the frequency of exceedance of estimated

VaR is very close to its expected value.
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Sissejuhatus

Finantsriskide hindamine ja maandamine on valdkond, millele tinapieval suurt
rohku pooratakse. Universaalsuse ja lihtsuse poolest on iiks enimkasutatav ris-
kimdddik piirkahju (VaR). Paraku esineb sellel mitmeid puudusi, niditeks suba-
ditiivsuse mittetdidetus, mistottu on jérjest populaarsemaks muutunud tdiendava
riskimoddiku, keskmise suurkahju (ES), kasutamine. Investeerimisportfelli riski
hindamisel on oluliseks etapiks portfelli kuuluvate varade vahel esineva sdltu-
vusstruktuuri kirjeldamine. Uheks voimaluseks seda teha on kasutada koopulate

teooriat, mille abil seotakse uuritav iihisjaotus vastavate marginaaljaotustega.

Kéesoleva magistritod on jaotatud kolmeks peatiikiks. Esimeses peatiikis esita-
takse VaR’i definitsioon ja peamised omadused. Lisaks tutvustatakse keskmise
suurkahju meetodit ja ndidatakse, et selle korral on tdidetud koherentsuse tingimu-
sed, mis headel riskimoddikutel peaks kehtima. Peatiiki 10pus esitatakse iilevaade
enimkasutatavatest VaR’1 hindamise vOimalustest, milleks on mitteparameetriline,

parameetriline ja Monte-Carlo simulatsioonidel pdhinev meetod.

Teises peatiikis antakse iilevaade koopulateooria iildistest tulemustest. Kuna in-
vesteerimisportfellid sisaldavad tavapiraselt mitmeid erinevaid varasid, siis on tu-
lemuste kirjeldamisel ldhtutud iildisest d-modtmelisest (d > 2) juhust. Antud ma-
gistritoos vaadeldakse ldhemalt Gaussi, t-, ja arhimeedilisi koopulaid. To6s selgi-
tatakse koopulate parameetrite hindamise meetodeid ja esitatakse otsustuskritee-
riumid, mille alusel uuritavaid koopulaid andmetele sobituvuse poolest vorrelda.
Viimaks antakse iildised algoritmid, mille alusel simuleerida pseudojuhuslikke ar-

ve Gaussi, t-, Claytoni, Gumbeli ja Franki koopulast.

Antud magistrit6o raames on eesmirk 1édbi viia ka praktiline ndide portfelli ris-
kimdddikute hindamisest, kasutades selleks koopulate teooriat. Riskimdodikute

VaR ja ES hindamisel vaadeldakse kahest ja viiest aktsiast koosnevaid portfelle.
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Lisaks uuritakse, kui hésti koopulatel péhinev VaR’i hindamise metoodika reaal-
sete andmete korral toimib. Praktiliste tulemuste saamiseks kirjutatud algoritm on

esitatud too0 lisas.

Magistritdo on vormistatud tekstitootlusprogrammiga LaTeX. Toos esitatud tdes-
tuste 10ppu tdhistatakse siimboliga M. Jooniste tegemiseks ja praktiliste simulat-

sioonide ldbiviimiseks on kasutatud statistikatarkvara R.

Magistrit6o autor tdnab juhendajat prof. Kalev Pidrnat magistritood puudutavate

nduannete ja paranduste eest.



1 Value at Risk

Tadnapédevane finantssiisteem, mis on oma olemuselt aina keerulisemaks ja samal
ajal rahaliste mahtude poolest suuremaks muutuv, vajab jéarjest enam riskide moot-
misele ja maandamisele tihelepanu pooramist. Uheks enimkasutatavaks riskide

hindamise vahendiks on piirkahju meetod (ingl. Value at Risk), edaspidi VaR.

Tapsemalt viljendab VaR sellist suurimat kahju, mis iiletatakse normaalse turusi-
tuatsiooni korral etteantud ajaperioodi / 10ppedes tdenidosusega o (v on etteantud
arv). Tavapdraselt viljendatakse ajavahemikku /4 kauplemispédevades ja sdltuvalt
eesmargist ning riskialuse vara likviidsusest varieerub see iildiselt iihest pdevast
(investorid) iihe aastani (krediidireitingu agentuurid). Mida likviidsema varaga on
tegemist, seda keerulisem on hinnata selle pikaajalist kditumist, mistdttu tuleks
kasutada lithemat ajavahemikku. Samuti ei ole olulisusnivoo « iiheselt méératud.

Mida riskialtim on kasutaja, seda suurem on « véirtus (Alexander 2008, 1k 14).

Rahvusvaheline pangandusregulatsioon Basel II sitestab nditeks, et pangad pea-
vad oma VaR’1 hindamise mudelites kasutama 10-péevast ajaperioodi ning usal-
dusnivood 99%, st a = 0, 01. Lisaks on méiiratud, et arvutused tuleb teha tihepie-
vaste tulususte pohjal ja parameetrite hindamiseks on vajalik kasutada vihemalt

viimase 12 kuu andmeid (Basel Committee on Banking Supervision 2009).

Enne VaR’1 matemaatilise definitsiooni esitamist antakse iilevaade juhusliku suu-

ruse X a-kvantiilist (Elliot, Kopp 2005, 1k 305).

Definitsioon 1.1. Toendiosusruumil (2, F, P) antud juhusliku suuruse X suuri-

maks a-kvantiiliks nimetatakse suurust

¢ = ¢*(X) = inf{r: P(X <) > a} (1.1)
ja vihimaks a-kvantiiliks suurust

4o = 4a(X) = inf{z : P(X <) > a}. (1.2)
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Eelnevast definitsioonist ldhtuvalt kehtib vorratus ¢, < ¢%, kusjuures ¢, = ¢

parajasti siis, kui leidub maksimaalselt iiks x viértus, mille korral P(X < z) = a.

Definitsioon 1.2. Olgu juhuslik suurus X investeeringu tulusus jaotusfunktsioo-

niga Fx ning olulisusnivoo o € (0, 1). Siis investeeringu VaR avaldub kujul
VaR,(X) = —inf{geR: P(X >q)<1—a} (1.3)

= —inf{geR: Fx(q) > a}.

Mirkus 1.1. Definitsioonide 1.1 ja 1.2 pdhjal VaR,(X) = —¢“(X).

Mirkus 1.2. Olenevalt kirjandusest kasutatakse VaR’1 defineerimisel monevorra
erinevaid ldhenemisi. Tuleb arvesse votta, kas X tidhistab tulu voi rahalist kaotust,
kas « on olulisus- vdi usaldusnivoo ja kas VaR’i késitletakse positiivse vdi nega-

tilvse vaartusena.

—-ES, Qo qu T
~VaR,

Joonis 1. VaR’i, suurima ja vihima kvantiili ning keskmise suurkahju esitus jao-

tusfunktsiooni F' kaudu

Joonis 1 illustreerib VaR’i, suurima ja vihima kvantiili ning keskmise suurkahju
(vt alapunkti 1.2) paiknemist jaotusfunktsiooni esituses juhul, kui fikseeritud «

korral suurim ja vihim kvantiil kokku ei lange.

VaR’1 on vOimalik esitada nii suhtelisel kui ka absoluutsel skaalal. Viimane saa-

dakse, kui suhteline niitaja korrutatakse 1dbi investeeringu suurusega. Niiteks ju-
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hul, kui VaRy o = 4%, siis saab seda tdlgendada nii, et tdendosusega 0,99 on
vaadeldava ajaperioodi jooksul investeeringult saadav tulusus suurem kui —4%
(suhteline). Investeerides aga niiteks 1000 eurot, saab olla tdenidosusega 0,99 kin-

del, et kaotatav summa ei iileta 40 eurot (absoluutne).

1.1 VaR’i omadused

Praktikas leiab VaR laialdast kasutamist tdnu oma universaalsusele. Seda saab ka-
sutada erinevatel finantsturgudel ja mitmesuguste riskiallikate korral, néiteks int-
ressimiirad, valuutakursid, aktsiad ning toormehinnad. Lisaks leidub VaR’i mu-
deleid, mis votavad arvesse finantsvoimendust ja finantsvarade omavahelist sdltu-
vust. See annab vdimaluse hinnata aktsiaportfellide ja tuletisinstrumentide riske
(Jorion 2001, 1k 25-27). Lisaks saab VaR’1 leida erinevate riskitiiiipide, niiteks
tururiski ja krediidiriski, jaoks (Alexander 2008, 1k 2).

Samas esineb VaR’i metoodikal ka mitmeid puudujééke:
e celdab varasema turusituatsiooni jatkumist,
e ci viljenda riski jaotumist portfelli siseselt,
e ci kirjelda kaotust, mis iiletab VaR’1 viirtust,
e e¢i rahulda koherentse riskimd0ddu subaditiivsuse tingimust.

Koherentse riskimdddu tingimused on esitatud alljargnevalt.

Definitsioon 1.3. Riskimootu o nimetatakse koherentseks, kui on tdidetud jirg-

mised tingimused.:
(i) PIX>Y)=1= o(X) < oY) (monotoonsus),

(ii) o( X +Y) < o(X)+ oY) (subaditiivsus),



(iii) o(kX) =ko(X), k>0 (homogeensus),
(iv) o(X +¢)=0(X)—¢c,ceR (nihke poordinvariantsus).

Viide 1.1. Tingimuse (iii) kehtides on subaditiivsus ekvivalentne riskiméodu o

kumerusega (Elliot, Kopp 2005, lk 309).
Toestus. Eeldades, et riskimdot o on subaditiivne, saame, et
o(kX + (1= k)Y) < o(kX) + o((1 = k)Y) = ko(X) + (1 — k)o(Y).

Seega oleme saanud, et eelduste kehtides on o kumer. Néitame niiiid, et kui ¢ on

kumer ja homogeenne, siis on see ka subaditiivne:

oX +Y) = 20(S (X +7)) <2(50(X) + 50(¥)) = o(X) + oY),

VaR’1 subaditiivsuse mittetdidetust kirjeldab jargnev konstrueeritud niide.

Niide 1.1. Olgu juhuslike suuruste X ja 'Y iihisjaotus esitatud jdrgneva tabelina:

X Y P

—-100| 0O ]0,006

0 —100 | 0,006

10 10 10,988

Fikseerides olulisusnivoo o = 0,01, saame, et VaR,(X) = VaR,(Y) = 0.
Samas VaR,(X +Y) = 100.

Subaditiivsuse mittetdidetust peetakse VaR’i kdige suuremaks puuduseks. Sisuli-
selt tihendab see seda, et diversifitseeritud portfellil vdib VaR’i mdttes olla suurem
risk kui portfelli komponentidel summaarselt. Selline tulemus on aga vastuolus

portfelliteooria tunnustatud pohimdottega, et hajutamine vihendab riski.



1.2 Keskmine suurkahju

Vihendamaks VaR’1 puudujiiki subaditiivsuse osas, on voetud kasutusele tdien-
dav riskimoddik - keskmine suurkahju (ingl. Expected Shortfall), edaspidi lithidalt
ES. Mitmed kirjandusallikad nimetavad seda meetodit tinglikuks VaR’iks (ingl.
Conditional Value at Risk), lihendatult C'VaR.

Definitsioon 1.4. Olgu o € (0, 1) ja eeldame, et E | X 1;x<oy |< 00, kus 1 tihis-
tab indikaatorfunktsiooni. Keskmiseks suurkahjuks olulisusnivool o nimetatakse

suurust ES,, kus (Elliot, Kopp 2005, lk 318)

ES, = BSo(X) = —a Y(EXL{x<p)] + da(a — PIX < q))). (14

Antud definitsioonist ldhtub, et juhul, kui P(X = ¢,) = 0, siis
ESo(X) = —a'E[X1{x<g,] = —E[X | X < —VaR,(X)]. (1.5)

Seega kehtib viimane valem alati, kui X on pidev juhuslik suurus. Jarelikult vil-
jendab keskmine suurkahju keskmist VaR’1 viirtust iiletavat kahju. Sellest tulene-

valt aitab ES kirjeldada ka kahjusid, mis iiletavad vastavat VaR’1 suurust.

Finantssiisteemis esineb instrumente, mille tulu ei saa kirjeldada ainult pidevaid
jaotuseid kasutades. Niiteks pangalaene saab esitada diskreetsete jaotuste abil
ning derivatiive sisaldavaid portfelle jaotustega, mis on segud pidevast ja disk-
reetsest jaotusest. VaR’1 liheks probleemiks on asjaolu, et see voib olla tundlik
olulisusnivoo « viikeste muutuste osas. Seetdttu voib esineda olukordi, kus viike
muutus « vadrtuses tingib suure erinevuse VaR’i hinnangus. Teisisonu ei ole VaR

tingimata « suhtes pidev. Kiill on seda aga lause 1.1 pohjal keskmine suurkahju

(Acerbi, Tasche 2002, 1k 6).

Lause 1.1. Rahuldagu toendiosusruumil (2, F, P) antud juhuslik suurus X tingi-
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must E'| X1ix<oy |< o0. Siis fikseeritud o korral
ESu(X) = —a~! / gu(X)du.
0

Tdoestus. Tiiendades vajadusel tdendosusruumi (2, F, P), vdime eeldada, et lei-
dub iihtlase jaotusega juhuslik suurus U, st P(U < u) = u, Yu € (0,1). Kuna

kvantiilifunktsioon ¢, on parameetri v jirgi mittekahaneyv, siis

{U<a}c{w < qa}
ja
{U > Oé} N {QU < Qa} C {QU = QCX}’

Teades, et juhuslikud suurused gy (X) ja X on sama jaotusega, saame

/ qudu = E[QU]-{USOZ}]
0
= PBlawlig<ey — Flavlwsainfow<qo}]

= EX1x<g] + gala = PIX < ga]).

Korrutades saadud avaldise mdlemaid pooli suurusega —a !, oleme saanud soo-

vitud tulemuse. [ ]

Jargnevalt defineeritakse parameetriga o kohandatud indikaatorfunktsioon 1%, mis

leiab rakendust Lauses 1.2.

Definitsioon 1.5. Olgu X juhuslik suurus ja o € (0, 1). Siis

a ].{XSJ;} , kui P(X

{X<a} = a—P(X<z) .
Lix<e} + =) Lix=ey . kui P(X

x) =0,
0

x) >
Eelnevast definitsioonist tuleneb, et juhul P (X = ¢,(X)) = 0, siis
E( ({Xxgqa(x)}) = E(l{XSqa(X)}) = P((X < C]a(X)) = .
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Sama tulemus saadakse ka tingimuse P (X = ¢,(X)) > 0 korral:

E(1f ) = E<1X< X))+ _P(XSQQ(X))lx— X)
{X<qa(X)} {X<qa(X)} P(X:qa(X)) {X=qa(X)}

— P(X < qu(X))
P(X = qa(X))

= P(X < qu(X)) + P(X = ¢a(X))

= Q.

Lause 1.2. Olgu « € (0, 1). Riskiméot E'S,, on koherentne definitsioon 1.3 mottes.

Tdoestus. (i) Oletame, et X > Y peaaegu kindlasti. Jarelikult Vo € (0, 1) korral

1Y) < qo(X) p.k. Kasutades lauset 1.1 saame, et

ES,(Y) = —al/ qu(Y)du > —041/ qu(X)du = ES,(X).
0 0
(ii) Eeldame, et suurused X ja Y rahuldavad tingimusi £/ | X1{x<¢} |< 00 ning

E| Y1{y<g) |< oo. Defineerides suuruse Z = X + Y saame, et
a(ESo(X) + ES.(Y) — ES.(Z)) =

E|Z1{s<q0z)y = X1{x <) — Y 1{y<amoy) =

v

E[X(1{z<0zy — L{xzay) T Y (122002 — Ly zanory)]

o(X)E(1{220u2)y — 1ixzaa0y) + @ Ez<0 2y — 1yaoryy) =
Go(X)(a—a) + ¢ (Y)(a—a) =0.

=

Toestuskdigus vorratuse saamiseks on kasutatud teadmist, et
(z<a0(2)y ~ Vx<gay 2 0 ki X' > ga(X)
ja
{20z ~ Mx<qu(xyy < 0. KUl X < ga (X).
(iii) Olgu k£ > 0. Vidhima «-kvantiili definitsiooni pdhjal
Go(kX) = infl{kx: P(kX < kz)> o}
= kinf{z: P(X <z)>a}

= kq.(X).
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Kasutades lauset 1.1 saame, et
ES,(kX) = —a"! / qu(EX)du = —a~! / F gu(X)du = k ES,(X).
0 0
(iv) Olgu k € R. Vihima a-kvantiili definitsiooni pdhjal

WX +Ek) = inf{lx+k: PX+Ek<z+k)>a}
= k+inf{z: P(X <z)>a}

= k+q.(X).
Kasutades lauset 1.1 saame, et
ESy(X+k)=—a* /Oa Gu(X+k)du = —a™* /Oa k+q.(X)du = ES,(X)—k.
[

Mirkus 1.3. Kui keskmine suurkahju defineerida valemiga 1.5, ei jddks subadi-

titvsuse tingimus iildjuhul kehtima (Acerbi, Tasche 2002, 1k 4).

1.3 VaR’i hindamine

Kéesolevas alapeatiikis antakse lilevaade peamistest VaR’1 hindamise meetoditest.
Siinkohal eeldatakse, et investeerimisportfelli struktuur vaadeldava ajaperioodi

jooksul ei muutu. Viimast lauset saab aga tdlgendada kaheti.

Olgu vaadeldavas portfellis d vértpaberit ja tihistagu k! ning p! vastavalt i-nda
vidrtpaberi arvu portfellis ja hinda ajahetkel ¢. Portfelli vddrtus ajahetkel ¢ avaldub

seega jargnevalt:
d
P = kipi. (1.6)
i=1
Jargnevalt on vOimalik defineerida i-nda vara rahalise viirtuse osakaal antud port-

fellis ajahetkel t:

wy = P,

Pt’ Y

d. (1.7)
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Oeldes, et portfell uuritava ajaperioodi jooksul ei muutu, tuleb tiiendavalt tip-
sustada, kas konstantidena kisitletakse portfelli kuuluvate viirtpaberite arvu voi
kaalusid. Esimesel juhul on tegemist olukorraga, kus uuritava ajaperioodi jooksul
tehinguid ei sooritata. Sellest tulenevalt muutuvad aga vastavalt portfelli varade
hinnaliikumisele kaalud w!. Kirjeldatud strateegiaga portfelli nimetatakse staati-
liseks. Teine voimalus vastab nn diinaamilisele portfellile, kus védrtpaberite osa-

kaalud uuritavaks ajaperioodiks on fikseeritud (Alexander 2008, lk 20-21).

VaR’1 hinnatakse portfelli kuuluvate varade tulususte pohjal. Siinkohal on tulu-
susi voimalik kisitleda kahel viisil: aritmeetiliselt ja logaritmiliselt. Tdhistades
uuritava vara hinda ajahetkel ¢ stimboliga P;, defineeritakse iiheperioodiline arit-
meetiline tulusus r; valemiga

_P- P
Py

Tt

(1.8)

Matemaatilistes arendustes osutub logaritmiliste tulusustega opereerimine tihti-
peale mugavamaks. Uheperioodiline logaritmiline tulusus R, esitatakse valemiga

By

t—1

R, = ln( ) — In(P,) — In(P,_y). (1.9)
Valemite 1.8 ja 1.9 pohjal kehtib seos
Ry =1In(1+ ). (1.10)

Arendades funktsiooni In(1 + r,;) Taylori ritta, on tulemuseks, et r, € (—1,1]

korral
T2 T3 T4
Ro—yp ot e T
R T I

Jarelikult viikeste r, vidrtuste korral R; ~ r;. Suuremate turumuutuste korral ei

jaé saadud tulemus aga kehtima (Jorion 2001, 1k 100).

Tihtipeale soovitakse leida tulusust & ajaperioodi jaoks. Sellisel juhul on aritmee-
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tiline tulusus esitatav kujul

Py — Py, P, Py  PBpo

r = = .. —1
b P Py Py P
h—1 P h—1
t—1
_ —1= 1+7r_;) — 1. (1.11)

Osutub, et h-perioodilise logaritmilise tulususe saab esitada iiheperioodiliste lo-

garitmiliste tulususte summana:

h—1 h—1
P, P, Py By P,_;
R :ln< ):m( ): zn( ): R,_,.
SV PiaPis’ " Py ZO Pii ZO t
(1.12)

Tavapiraselt voetakse iihe perioodi pikkuseks iiks pdev ning tulusused arvutatak-
se korrigeeritud sulgemishindade pohjal. Sulgemishindade korrigeerimine on tin-
gitud aktsiate splittimisest ehk tiikeldamisest vOi dividendimaksete teostamisest,
mille tulemusena véartpaberi hind muutub, kuid selle omaniku rikkus jddb samale

tasemele.

1.3.1 VaR’i mitteparameetriline hindamine

Punktide 1.3.1, 1.3.2 ja 1.3.3 kirjeldamisel on autor tuginenud tdddele (Jorion
2001, 1k 147-152, 219-226) ja (McNeil, Frey, Embrechts 2005, 1k 48-53).

Uheks VaR’i hindamise vdéimaluseks on ajalooliste tulususte X;_,1, ..., X; ka-
sutamine. Vastavalt mérkusele 1.1 on see iilesanne samaviirne suurima a-kvantiili
hinnangu leidmisega. Soovides saada hinnangut iihele varaklassile tiheks ajape-
rioodiks, tuleks kasutatav andmestik esmalt kasvavalt jarjestada. Suurima a-kvan-
tiili hinnanguks sobib selle definitsiooni alusel kasvavalt jirjestatud andmestiku
element jérjekorraindeksiga (|na| + 1), kus n tdhistab andmestiku mahtu ja | x|

suurimat arvu x mitteiiletavat naturaalarvu. Seega
VaRa(X) = _X([naj+1)- (1.13)
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Mitteparameetriliselt meetodiga leitud iiheperioodiline VaR s hinnang Cabot

Oil & Gas (COG) logaritmilistele tulusustele on esitatud joonisel 2.

-VaR =-0.029

tihedus

od o o Oo o

-0.09 -0.06 -0.03 0 0.03 0.06 0.09 0.12
tulusus
Joonis 2. Mitteparameetriline VaR’i hinnang o = 0,05 korral COG suhtelistele
tulusustele perioodi 08.05.2012 - 07.05.2014 pohjal: VaR 05 = 0,029

Soovides hinnata tihepdevaste tulususte pdhjal VaR’i ajaperioodi h jaoks, on iitheks
vOimaluseks kasutada n-6 ajaloolist simuleerimist. Selle meetodi kdigus valitakse
juhuslikult & tulusust andmevektorist (X; 11, ..., X;) ning leitakse uuritava vara
tulususe hinnang Xh perioodiks h. Sooritades kirjeldatud protseduuri mingi arv k

korda, on vdimalik leida soovitud VaR’i hinnang eelnevalt kirjeldatud viisil, st

~

——h

VaR,(X) = =X{\a)1): (1.14)
Samal moel on vdimalik hinnata ka portfelli riski. Ajalooliste tulusustena tuleks
késitleda tootlusi, mis oleksid uuritava struktuuriga portfelli korral tekkinud.

Mitteparameetrilise meetodi kasuks rddgib asjaolu, et seda on véga lihtne kasutada
ning seejuures ei ole vaja teha mingeid eeldusi jaotuste ega sOltuvusstruktuuri

osas. Seetdttu puudub ka parameetrite hindamise vajadus.
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Mitteparameetrilise mudeli puudujiddgid tulevad ilmsiks juhul, kui olemasolev
andmestik ei ole piisavalt esinduslik. See on probleem, mis praktilistes rakendus-
tes tihtipeale esile kerkib. Andmestikku valides tuleb langetada otsus, kui pikka
ajalugu soovitakse arvesse votta. Niiteks ei ole hindamiseks otstarbekas kasuta-
da viga vanu andmeid, sest turusituatsioon ja seega ka uuritava vara kditumine
vOib olla vahepeal oluliselt muutunud. Liiga lithikese andmestiku korral ei pruugi
uuritava vara tulususte diinaamika piisavalt avalduda. Nii voivad jdida vilja har-
vaesinevad, kuid tulemusi oluliselt muutvad ekstreemsed vidrused. Seetdttu on

heaks alternatiiviks parameetriliste mudelite kasutamine.

1.3.2 VaR’i parameetriline hindamine

Parameetriliste mudelite korral eeldatakse, et uuritava vara tulusus vastab min-
gile parameetrilisele jaotusele. Ajalooliste andmete pohjal parameetreid hinnates
on voimalik kas analiiiitiliselt voi simuleerimise abil hinnata soovitud riskimoo-

dikuid.

Uheks lihtsamaks ning seelibi ka enimkasutatavaks meetodiks on nn dispersioon-
kovariatsioonmeetod. Olgu investeerimisportfellis d vara osakaaludega
w = (wy,...,wy) ja suhteliste tulusustega r = (r1,...,74). Antud meetodi
korral eeldatakse, et r on d-mddtmelise normaaljaotusega, st r ~ A (e, V), kus
e = (ey,...,eq) on keskviirtuste vektor ja V' = (o;;) kovariatsioonimaatriks,
oij = cov(r;, ;). Suhteliste tulususte korral avaldub portfelli tulusus kujul (Pdrna
2013, 1k 42)

rp = wWiry + -+ wergy = wr'. (1.15)

Portfelli oodatav tulusus ja dispersioon esituvad jargnevalt:

ep = E(rp) = wiey + - - - + wqeq = we', (1.16)
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d
o =D(rp) = Z wiw;o; = wVw'. (1.17)
ij=1
Kuna normaaljaotusega juhuslike suuruste lineaarkombinatsioon on samuti nor-
maaljaotusega, siis vastavalt VaR’1 definitsioonile
—VaRE —e
@(—“”) — (1.18)

op

millest tulenevalt

VaR? = —(opga + ep), (1.19)

kus g, tdhistab standardse normaaljaotuse a-kvantiili.

-VaR =-0.027

-VaR =-0.033

tihedus
tihedus

0o o

-0.09 -0.06 -0.03 0 0.03 0.06 0.09 0.12 -0.08 -006 -0.03 0 0.03 0.08 0.09 0.12
tulusus tulusus

a) b)

Joonis 3. Parameetriline VaR’i hinnang o = 0,05 korral COG suhtelistele tu-
lusustele perioodi 08.05.2012 - 07.05.2014 pohjal: a) ebasiimmeetriline t-jaotus,
VaRyos = 0,027, b) normaaljaotus, VaRy o5 = 0,033

Kirjeldatud meetodil on VaR’i hinnangut kiill lihtne leida, kuid samas ei pruugi
see anda hiid tulemusi. Esmalt on empiirilised uuringud nédidanud, et iildjuhul
ei vasta finantsinstrumentide tulusused normaaljaotusele (vt tabelit 1 punktis 3).

Tihtipeale on tulususte jaotused raskemate sabadega ning ebasiimmeetrilised (vt
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joonist 3 b)). Seetdttu kipuvad normaaljaotusele tuginevad mudelid alahindama
ekstreemsete siindmuste esinemise voimalust. Riskide hindamise seisukohalt on
sel juhul tegemist mittesoositava olukorraga. Uheks vdimaluseks saada paremaid
tulemusi on kasutada andmetele tdpsemalt sobivaid jaotuseid. Selle tdttu muutu-

vad aga arvutuseeskirjad keerulisemateks.

Dispersioon-kovariatsioonmeetodi teiseks suuremaks puuduseks on eeldus, et port-
fellis olevate varade vahel esinev statistiline seos on lineaarne. Praktikas ei pruugi
ka see tingimus tdidetud olla. SOltuvusstruktuuri on paremini véimalik kirjeldada

nditeks koopulate abil, mida kisitletakse peatiikis 2.

1.3.3 Monte-Carlo simulatsioonid

Nii mitteparameetrilise kui parameetrilise hindamise korral eeldatakse, et finants-
turu kditumisstruktuur on tulevikus samasugune, nagu see oli minevikus. Monte-
Carlo simulatsioonide kdigus on seevastu voimalik hinnata tulevikus asetleidvaid
tulususi. Siinkohal kasutatakse kiill ajaloolisi tulemusi, kuid neid ldheb vaja ka-
sutatava mudeli kalibreerimiseks. Monte-Carlo simulatsioonide ldbiviimiseks on
voimalik kasutada niditeks monda turumudelit, mille abil uuritava vara hinda simu-
leerida, voi aegridade metoodikat tulususte genereerimiseks. Olles simuleerinud

k tulusust, on VaR’i hinnang leitav mitteparameetrilise hinnangu meetodil.

Monte-Carlo simulatsioonide kasutamine on universaalne ja paindlik meetod ris-
kimoddikute hinnangute saamiseks. Suurt tihelepanu tuleb poorata aluseks voe-
tava mudeli valimisele, sest sellest soltub saadavate hinnangute tépsus. Lisaks on
see meetod suurte andmemahtude juures teistest valikutest oluliselt enam arvutus-

ressurssi noudeyv.
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2 Koopulad

Koopulate ndol on tegemist vahendiga statistilise sdltuvusstruktuuri kirjeldamiseks
d juhusliku suuruse vahel. Tdpsemalt on koopula funktsioon, mis seob d-mddtme-
lise jaotusfunktsiooni vastavate marginaaljaotustega. Seega on koopulate teooria
abil vOimalik iihisjaotuse uurimine lahutada kaheks osaks, milles iihes kesken-
dutakse marginaaljaotustele ja teises kirjeldatakse koopulate abil tunnustevahelisi

seoseid.

Definitsioon 2.1. Olgu I = [0,1]. Tingimusi (i) - (iii) rahuldavat funktsiooni
C : I' — I nimetatakse d-mootmeliseks koopulaks ehk d-koopulaks (Schmidt
2006).

(i) C(uq,...,uq) on kasvav iga argumendi u; jérgi,
(i) C(1,...,Lu;, 1,...,1) =w;, Vi€ {1,2,...,d} korral,

(iii) Kui a; <b;, a;,b; € I, Vi € {1,2,...,d}, siis

2 2

Z Ce Z(—l)il+"'+idC(U17il, s 7ud,id) 2 O’

kus ug1 = ag ja ugs = by, k € {1,2,...,d}.

Mirkus 2.1. Tingimus (iii) on vajalik selleks, et kehtiks
Play <Uy < by,..oyaq <Ug < bg) >0,

iga jaotusfunktsiooniga C' juhusliku vektori (U, ..., U,) korral (McNeil, Frey,
Embrechts 2005, 1k 185).

Kui selguse mottes esineb vajadus tdpsustada vaadeldavat dimensiooni, kasuta-

takse antud t66s d-koopula jaoks tihist C.

Jargnevalt esitatav Sklar’i teoreem omab koopulate teoorias olulist tdhendust. Ni-

melt vdidab see, et koiki mitmemoddtmelisi jaotusfunktsioone saab esitada koopu-
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late abil marginaaljaotuste kaudu. Enne aga esitatakse jaotusfunktsiooni [ iildis-
tatud poordfunktsiooni definitsioon.
Definitsioon 2.2. Jaotusfunktsiooni F iildistatud poordfunktsiooniks nimetatakse

Sfunktsiooni F'~, mis avaldub kujul
F~(y) =inf{x: F(z) > y}. (2.1)

Teoreem 2.1 (Sklar). Olgu F' d-mootmeline jaotusfunktsioon marginaalidega

Fy, ..., F,. Siis eksisteerib selline d-koopula C, et
F(or,...,2a) = C(Fu(w1), ..., Fa(wa), (2.2)

kus x; € [—o0,00|, i = 1,...,d. Kui jaotusfunktsioonid F1, ..., F; on pidevad,
siis on koopula C' iiheselt mdcdratud. Vastasel juhul on C' iiheselt mddratud hulgal
Ran(Fy) x -+ x Ran(Fy), kus Ran(F;) tihistab jaotusfunktsiooni F; voimalike

vddrtuste hulka.

Vastupidiselt, kui C' on d-koopula ja Fi, ..., F; on jaotusfunktsioonid, siis vale-
miga 2.2 defineeritud funktsioon F' on d-méotmeline jaotusfunktsioon marginaa-

lidega F1, ..., Fy (McNeil, Frey, Embrechts 2005, lk 186-187).

Toestus. Toestuses esitatakse koopula C' leidumine marginaaljaotuste F7, ..., Fy

pidevuse korral. Uldjuhul kehtiv tdestus on esitatud toos (Nelsen 2006, 1k 21).

Olgu xy,...,24 € [—00,00|ja X = (X7, ..., Xy) jaotusest F, siis
F(;Cl, “o ,.’L‘d) = P(Fl(Xl) < Fl(dll), . .,Fd<Xd> < Fd<xd>)

Kuna funktsioonid F1, ..., F; on pidevad, siis vastavalt definitsioonile 2.1 on ju-
husliku vektori (F(X1), ..., F4(X,)) jaotusfunktsiooniks koopula, mida tihista-
me siimboliga C'. Seega on niidatud, et leidub koopula, mille korral kehtib vordus

2.2.
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Olgu 0 < uy,...,uq < 1 suvalised ja tihistame z; = F, (u;), i = 1,...,d, siis

Clur, ... uq) = F(Fy (w),..., F; (ua)), (2.3)

millest tulenevalt on koopula C' iheselt miiratud.

Eeldame niiiid, et funktsioon C' on koopula ja Fi, ..., F,; ithe muutujaga jaotus-
funktsioonid. Eesmérk on néidata, et vordusega 2.2 esitatud funktsioon F' on iihis-
jaotuse jaotusfunktsioon. Selleks vaatame jaotusfunktsiooniga C' juhuslikku vek-

torit U = (U, ..., Uy). Tahistades X = (Fy (Uy),..., F; (Uy)), saame, et

C(Fi(x1),. .., Fa(za)) = P(U, )y oo Ua < Fy(zy))
(

= P(F(Uy) <m1,...,F; (Uy) < 2q)

I
e,

Il
T

(X <$17" aXded)
(

T1y...,T )

Uhtlasi annab eelnevas toestuskdigus saadud vordus 2.3 eeskirja, kuidas teadaole-

vate marginaaljaotuste ja iihisjaotuse korral leida vastava koopula avaldist.

Naiide 2.1 (Soltumatuse koopula). Teadaolevalt on juhuslikud suurused X, . .., Xy
soltumatud parajasti siis, kui vastavate suuruste jaotusfunktsioonide ja juhusliku
vektori X = (X1, ..., Xy) jaotusfunktsiooni vahel kehtib suvaliste x1,...,xq €

R korral seos

Fx(ﬁl, . ,{L‘d) = F1(£E1> s Fd({L‘d).

Teoreemi 2.1 pohjal esitub soltumatute juhuslike suuruste korral koopula 11 kujul

(McNeil, Frey, Embrechts 2005, lk 189)

d
M(uy, ..., uq) = l_IuZ
i=1
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Osutub, et kdik d-koopulad on tokestatud funktsioonidega W< ja M9, mis defi-

neeritakse kujul

d
Wo(uy, ..., uq) :max{z w+1—4d,0,} (2.4)

i1=1
M uy, ... ug) = min{uy, ..., ug.} (2.5)

Seejuures nimetatakse funktsiooni W ? Fréche-Hoeffding’i alumiseks tokkeks ja

funktsiooni M? Fréche-Hoeffding’i iilemiseks tokkeks.

Teoreem 2.2. Iga d-koopula C ja vektori (uy, . .., uq) € R? korral kehtivad vor-
ratused (McNeil, Frey, Embrechts 2005, lk 188-189)

Whuy, ... ug) < Clug, ... ug) < M uy, ..., ug). (2.6)

Toestus. Vasakpoolne vorratus kehtib, sest iihtlase jaotusega juhuslike suuruste

U;, 7=1,...,dKkorral
Cluy,...,ug) = P(ﬁ{Uigui}>:1—P<O{Ui>ui}>
i=1 i=1

d d
i=1 i=1

Parempoolne vorratus kehtib, sest

v

d

=1

Jarelikult C'(uy, ..., uq) < minf{uy, ..., ug.} |

Osutub, et funktsioon W< saab olla koopula vaid d = 2 korral. Samas avaldisega

2.5 defineeritud funktsioon M/ on koopula iga d korral.
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2.1 Gaussi ja t-koopula

Uheks vdimaluseks koopulaid tuletada on kasutada teadaolevaid jaotuseid. Selli-
selt on joutud néiteks Gaussi ja t-koopulani. Antud alapeatiikk tugineb to6le (Ma-

lavergne, Sornette 2006, 1k 107-111).

Definitsioon 2.3. Tdhistagu ®x, d-mootmelist normaaljaotuse jaotusfunktsiooni,
kus > on d x d korrelatsioonimaatriks, ja olgu ® standardse iihemootmelise nor-
maaljaotuse jaotusfunktsioon. Siis d-mootmeliseks Gaussi koopulaks nimetatakse

funktsiooni CE®, mis avaldub kujul

CE" (s, .. ug) = P (D7 (wr), ..., D (ug)). (2.7)
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Joonis 4. Gaussi koopula korrelatsioonikordajaga 0,5: a) tiheduse graafik, b) ha-

Jjuvusdiagramm

Analoogselt defineeritakse ka t-koopula.

Definitsioon 2.4. Tdhistagu t, s, d-mootmelist t-jaotuse jaotusfunktsiooni, kus v
on vabadusastmete arv ja 3. korrelatsioonimaatriks, ning olgu t,, standardse iihe-

mootmelise t-jaotuse jaotusfunktsioon. Siis d-mootmeliseks t-koopulaks nimeta-
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takse funktsiooni C} s, mis avaldub kujul

Cls(ur, ... ug) =tz (t (w), -ty (ua))- (2.8)

04

‘\‘\\\‘\‘\“\;““\“‘“‘

a) b)

Joonis 5. t-koopula korrelatsioonikordajaga 0,5 ja vabadusastmete arvuga 4: a)

tiheduse graafik, b) hajuvusdiagramm

Tegemist on koopulatega, mis ei oma lihtsalt avaldatavat kuju, kuid on see-eest
tuletatud pohjalikult uuritud jaotusklassidest. Gaussi ja t-koopula omavad vordle-
misi sarnast struktuuri oma keskmes, kuid erinevused tulevad vilja sabades. Tei-
sisonu kirjeldavad nad ekstreemsete siindmuste koosesinemist erinevalt. Osutub,
et t-koopula véimaldab anda sellistele siindmustele suuremat kaalu. Kehtib seos,
et mida suurem on v véirtus, seda ldhedasemaks muutub t-koopula Gaussi koo-

pulale.

Aktsiaturgudel eksisteerib iisna suur véimalus kogu turgu hdolmavateks hinnalii-
kumisteks. Need voivad olla tingitud nditeks poliitilistest otsustest, katastroofi-
dest voi muudest meedias esitatud uvudistest, mis investoreid sarnaselt otsustama
ajendavad. Seetottu voiks arvata, et t-koopula vdoimaldab aktsiaportfelli tulususi

Gaussi koopulast paremini kirjeldada.
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Gaussi koopula kasuks radgib aga asjaolu, et sellega on lihtsam opereerida. Nimelt
lisandub t-koopula korral vabadusastmete arvuna iiks tdiendav parameeter, mis

nduab parameetrite hindamise etapis tdiendavat tihelepanu podramist.

2.2 Arhimeedilised koopulad

Arhimeediliste koopulate klass omab koopulate teoorias tdhtsat rolli. PGhjuseid
selleks on mitmeid. Nimelt on neid lihtne konstrueerida, sellesse klassi kuulub
suur hulk koopulate peresid ja neil on mitmeid hdid omadusi. Arhimeediliste koo-

pulate kirjeldamisel on tuginetud t66le (Nelsen 2006, 1k 109-155).

Definitsioon 2.5. Olgu ¢ : I — [0, 00| pidev rangelt kahanev funktsioon, kusjuu-
res o(1) = 0. Funktsiooni @ pseudopdordfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

=12 [0, 00] — 1, mis avaldub kujul

pi(t),  0=<t<9(0),
0, 0(0) <t < 0.

Pi(t) =

Seega on funktsioon ¢!~! pidev ja rangelt kahanev vahemikus [0, ¢(0)]. Kuna iga
u € Tkorral =Y (¢p(u)) = u, siis on ¢l~!) pidev ja mittekasvav piirkonnas [0, oc].
Definitsioon 2.6. Olgu ¢ : I — [0, o] pidev rangelt kahanev funktsioon, ¢(1) =
0, ja =Y selle pseudopiiérdfunktsioon. Oeldakse, et koopula C' kuulub arhimee-

diliste koopulate klassi, kui ta avaldub kujul
Clun, ... ua) = " (p(ur) + -+ + p(ug))- (2.9)

Sealjuures nimetatakse funktsiooni ¢ arhimeedilise koopula generaatoriks. Juhul,
kui (0) = oo, siis ™! = ¢! ja deldakse, et tegemist on range generaatoriga.
Kahedimensionaalse ruumi korral on valemiga 2.9 antud funktsioon C' koopula
parajasti siis, kui funktsioon ¢ on pidev, rangelt vihenev ja kumer ning on tii-

detud tingimus (1) = 0. Osutub aga, et d > 3 korral sellest ei piisa. Andmaks
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tarvilikku ja piisavat tingimust kdrgema dimensiooni korral, tuleb esmalt definee-

rida funktsiooni tdielik monotoonsus.

Definitsioon 2.7. Funktsioon g(t) on tdielikult monotoonne intervallis J, kui
(i) g on pidev intervallis J,
(ii) (—1)k§%g(t) > 0iga hulga J sisepunkti t ja k = 0,1,2, ... korral.

Kui ¢(t) on téielikult monotoonne intervallis [0, co) ja leidub 16plik ¢ > 0, mille
korral g(c) = 0, siis g(t) = 0 igat € [0, 00) korral. Seetdttu, kui arhimeedilise

1]

koopula generaatori pseudopoordfunktsioon ¢!~ on tiielikult monotoonne, siis

peab ta olema positiivne hulgal [0, co). Sellest tulenevalt on ¢ range generaator.

Teoreem 2.3. Olgu ¢ : I — [0, 0] selline pidev rangelt vihenev funktsioon, et
©(0) = o0 ja ¢(1) = 0. Avaldisega 2.9 antud funktsioon C on d-koopula iga

1

d > 2 korral parajasti siis, kui funktsiooni @ poordfunktsioon o~ on tdielikult

monotoonne intervallis [0, 00).

Vaadeldav koopulate klass omab mitmeid matemaatiliselt hdid omadusi. Niiteks

iga arhimeediline koopula C' on

e siimmeetriline:
Clur, . oy Uy ey Uy tg) = CUg, o Uy oo Uy oo Ug),

e assotsiatiivne: C%(uy, ..., ug) = C(C uy, ... ug_1),uq).

Assotsiatiivsuse omadus annab eeskirja, kuidas madalama dimensiooniga range
generaatoriga arhimeediliste koopulate abil konstrueerida vastavaid korgema di-

mensiooniga koopulaid. Uldjuhul selline protseduur soovitud tulemust ei anna.
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Niiteks, kui uurida vordusega 2.4 defineeritud funktsiooni W, siis

W2 (W?(ur,uz),uz) = maz(maz(ug 4+ ug +1—2,0) +us + 1 — 2,0)
= max(uy + us +uz+1—3,0)
- WB(uhuQ;u?))'
Tuipilisteks arhimeediliste koopulate nédideteks on Claytoni, Gumbeli ja Franki

koopulad. Jargnevalt on esitatud nende avaldised ja generaatorfunktsioonid.

e Claytoni koopula:

Cuy, .. ug) = (ui® + - +uf —d+1)7Y% >0, (2.10)

1
ey (1) = 57" =1); (2.11)
e Gumbeli koopula:
_( —lnwy)O et (—1 9)1/9
C§™(uy, ... uq) = e (=tn ) -+ (=n ua) ,0>1, (2.12)
g (t) = (=Int)’; (2.13)
e Franki koopula:
1 (e70ur —1)... (e7%u — 1)
Fr _
Cy (ul,...,ud)f—gln<1+ (0 —1)ii ), 6 >0,
(2.14)
—ot
Fr _ € —1
oI (t) = ln(eig - 1). (2.15)

Mirkus 2.2. Kahemodtmelisel juhul ei ole vajalik, et generaatorfunktsioon ¢
oleks range voi et ¢! oleks tiielikult monotoonne. Seetdttu d = 2 korral laieneb

Claytoni ja Franki koopula parameetri 6 vdoimalike véirtuste hulk:
e Clayton: 0 € [—1,00)\{0},

e Frank: § € R\{0}.
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a) b)

Joonis 6. Claytoni koopula parameetriga 5: a) tiheduse graafik, b) hajuvusdiag-

ramm

Claytoni koopula kirjeldab n-6 alumise saba soltuvust. See tihendab, et iihe tun-
nuse viikese viirtuse korral omandavad ka teised uuritavad tunnused pigem vii-
kese viairtuse. Mida suurem on parameetri 6 viirtus, seda tugevam on soltuvus

uuritavate tunnuste vahel.

a) b)

Joonis 7. Gumbeli koopula parameetriga 5: a) tiheduse graafik, b) hajuvusdiag-

rammi
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Gumbeli koopulat iseloomustab seevastu voime kirjeldada iilemise saba sdltuvust,
st olukorda, kus iithe tunnuse suure vairtuse korral on tendents ka teistel suuri
védrtusi votta. Ka Gumbeli koopula korral vastab tugevamale soltuvusele suurem

parameetri ¢ vairtus. Juhul, kui 6 = 1, on tulemuseks sdltumatuse koopula I1.

Franki koopula korral sabade soltuvus puudub. Kiill aga kehtib seos, et mida ab-
soluutvédrtuselt suurem on ¢, seda tugevam on tunnustevaheline séltuvus. Franki
koopula eripiraks on vdoime kirjeldada ka negatiivset sdltuvust. Sel juhul on para-
meetri 6 vairtus negatiivne. Claytoni ja Gumbeli koopulate korral tuleb negatiivse
soltuvusega tunnuseid esmalt transformeerida selliselt, et saavutataks positiivne

korrelatsioon.

a) b)

Joonis 8. Franki koopula parameetriga 5: a) tiheduse graafik, b) hajuvusdiag-

rammi

Kuigi arhimeedilistel koopulatel on mitmeid hiid omadusi ning nendega on vord-
lemisi lihtne opereerida, ei pruugi nende kasutamine aktsiaportfelli tulususte kir-
jeldamisel otstarbekas olla. Seda pdhjusel, et vastavalt definitsioonile seatakse
koikidele uuritavatele tunnustele tihesugune soltuvusstruktuur. Samas kahe viaért-
paberi omavahelist soltuvust voivad arhimeedilised koopulad iisnagi histi kajas-

tada.
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2.3 Parameetrite hindamine

Jargnevalt kirjeldatakse koopula parameetrite hindamise protseduure. Vaadeldak-
se nii suurima tdepéra hinnangul baseeruvaid meetodeid kui ka Spearmani ja Ken-

dalli astakkorrelatsioonide kasutamist Gaussi ning t-koopula kalibreerimiseks.

2.3.1 Suurima toepira meetod

Kieoleva punkti kirjeldamisel on autor tuginenud tddle (Choros, Ibragimov, Per-

miakova, 1k 2-5).

Kui koopula C' on piisavalt diferentseeruv, siis saab sellele leida tiheduse c:

8dC’(u1 R ’U,d)
. = e 2.16
e, ) Ouy ... Oug 2.16)
Teades, et funktsiooni g podrdfunktsiooni tuletis avaldub kujul
1
—1\/
9 ) @)= —F——
™) g (97(x))
siis vorduse 2.3 pohjal saab koopula tihedust esitada valemiga
Friu),..., F;t
c(ur, ... ug) = I s () d (f‘d)) : 2.17)
fi(FT () - fa(Fy (ua))
kus f tdhistab tihisjaotuse tihedusfunktsiooni ja f;, « = 1,.. ., d, marginaaljaotuse

tihedust. Uhisjaotuse parameetervektori § hindamisel on eesmiirk etteantud valimi
x = (x',...,x"), x/ = («],...,2%), j = 1,...,n, pohjal hinnata voimalikult
tapselt tihedusfunktsiooni f. Siinjuures sisaldab vektor # nii iihisjaotusele vas-
tava koopula kui marginaaljaotuste parameetreid, st kui 6 tdhistab koopula C'

parameetervektorit ja 6; marginaaljaotuse F; parameetervektorit (i = 1,...,d),

siis § = (0¢, 01, . . .,0,). Uheks sobivaks parameetrite hindamise véimaluseks on
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suurima toepéara meetod (ML), kus maksimiseeritakse funktsiooni

L(x,0) = Hf )

n

= 11 (c(Fl(g;{), o Fay(2);0) f[fi(ff;@))

j=1

Logaritmides eelneva vorduse mdlemat poolt, on tulemuseks

[(x,0) = log(L(x, 9)) = i [log(c(Fl(x{), o ,Fd(:cé); 9) f[fl(:vf, 9))]

n

n d
— Z log c(Fl(a:{), o (), 0) + Z Z log fi(]

=1 =1

Téhistades
= Z log C(Fl(x{), N Fd@fgﬁ 9)’

91) = Zlog fl(xi>02)7 1= 17 S >d7
=1

esitub tihisjaotuse log-tdepira kujul
d
1(x,0) = lo(x,0) + Y _Li(x,0;).
i=1
Seega viljendab [, koopula abil kirjeldatava sdltuvusstruktuuri panust log-tdepa-

rasse ning /; marginaaljaotuste F; log-tdepidra,» = 1,...,d.

Suurima tdepidra meetodil parameetritele hinnangu saamiseks tuleb lahendada vor-

randisiisteem
(8l(x, 0) 0l(x,0) ol(x, 9)) _ o
e~ 06, T 00y S
kus O tidhistab nullvektorit.

Eelneva kirjelduse pohjal leitakse nii koopula kui ka marginaaljaotuste parameet-
rite hinnangud iiheaegselt. Selline ldhenemine nduab aga suuremate andmemah-
tude juures palju arvutusressurssi. Teine, optimiseerimise poole pealt viahem res-

sursikulukas variant on jagada hinnangute leidmise protsess kahte etappi. Sellisel

32



juhul leitakse esmalt sdltuvust arvestamata suurima tdepdra hinnangud marginaal-
jaotustele ja saadud tulemusi kasutades hinnatakse koopula parameetrid. Sisuliselt
tahendab see jdrgneva vorrandisiisteemi lahendamist:

0l(x,0) 0li(x,6,) Ola(x,04)

<800’ 20, 7 06,

) = 0.

Viimast meetodit nimetatakse IFM meetodiks (ingl. Inference Functions for Mar-
gins).

Praktilistes rakendustes vdib sobilike marginaaljaotuste mddramine osutuda iisna-
gi keeruliseks. Sellisel juhul on koopula parameetreid voimalik hinnata empiirili-
si jaotusfunktsioone kasutades. Kirjeldatavat meetodit nimetatakse kanooniliseks
suurima tdepira meetodiks, lithidalt CML (ingl. Canonical Maximum Likelihood).
See protsess on oma olemuselt sarnane IFM meetodile, kuid esimeses etapis lei-

takse esmalt mitteparameetrilised marginaaljaotusfunktsiooni hinnangud:
. 1 & ‘
Fifa) = — ;I{xéqf}, i=1,....d k=1,....n (2.18)

Seejirel hinnatakse koopula parameetreid, maksimiseerides suurima tdepédra mee-

todil funktsiooni
lo(x,00) = Z log C(Fl(xji), L Ey(a); Oc). (2.19)
j=1

CML meetodi korral ei ole kiill vaja teha eeldusi marginaaljaotuste osas, kuid
tuleb arvestada, et viikeste ja mitteesinduslike valimite korral vdivad hinnangud

ebatidpsed tulla.

2.3.2 Spearmani astakkorrelatsioon

Suurte andmemahtude juures osutub Gaussi ja t-koopula korrelatsioonimaatriksi

hindamine suurima tdepédra meetodil keeruliseks optimiseerimisiilesandeks. See-
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tottu on otstarbekas kasutada meetodeid, mis leiavad korrelatsioonimaatriksi et-
teantud arvutuseeskirja jirgi. Selliste meetodite hulka saab lugeda ka Spearma-
ni ja Kendalli astakkorrelatsioonide kasutamise. Astakkorrelatsioonid on heaks
toovahendiks, kui turuanaliiiisis soovitakse uurida, millistel varadel ja mil miéral
on suundumus kas sama- vOi vastassuunalisteks hinnaliikumisteks. Spearmani ja
Kendalli astakkorrelatsioonide kirjeldus tugineb todle (McNeil, Frey, Embrechts
2005, 1k 206-231).

Definitsioon 2.8. Olgu funktsioonid F'x ja Fy vastavalt juhuslike suuruste X jaY
Jaotusfunktsioonid. Suuruste X ja 'Y vaheliseks Spearmani astakkorrelatsiooniks

nimetatakse suurust
ps(X,Y) = p(FX(X),Fy(Y)) _ cov(FX(X),Fy(Y)) |
\/D(FX(X))D(FY(Y))

(2.20)

Seega on Spearmani astakkorrelatsioon jaotusfunktsioonidega transformeeritud
juhuslike suuruste vaheline lineaarne korrelatsioon. Teadaolevate marginaaljao-
tuste korral saab jarelikult Spearmani korrelatsiooni leida lineaarse korrelatsiooni
abil. Kui aga tegelikud marginaaljaotused ei ole teada, saab kasutada astakutel

pohinevat hinnangut. Antud andmevektorite X; ja X; korral

nn? = 1) Z (rank(X}) — %(n +1)) (rank(X;) — %(n +1)),
- (2.21)

ps(Xi, X;) =

kus rank(X}) tdhistab i-nda andmevektori t-nda elemendi asukohta kasvavalt jir-

jestatud vektoris.

Osutub, et Gaussi koopula korrelatsioonimaatriksi elemente saab hinnata Spear-

mani astakkorrelatsiooni kaudu:

6 o1
ps(Xi, X;) = ;arcsm(ipij) R Pij- (2.22)

Sama meetodiga saaks hinnata ka t-koopula korrelatsioonimaatriksi > elemente.

Kiill aga ei ole t-koopula korral saadavad hinnangud nii tdpsed kui Gaussi koopula
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puhul. Paremate tulemuste saamiseks tuleks t-koopula korral kasutada Kendalli

astakkorrelatsioone.

2.3.3 Kendalli astakkorrelatsioon

Kendalli astakkorrelatsioon mdddab kahe juhusliku vektori elementide itheaegset

samasuunalist muutust.

Definitsioon 2.9. Olgu (X,Y) ja (X,Y) soltumatud samast jaotusest juhuslikud
vektorid. Juhuslike suuruste X ja'Y vaheliseks Kendalli astakkorrelatsiooniks ni-

metatakse suurust

p(X,Y)=P(X-X)(Y -Y)>0) - P(X - X)(Y -Y) <0). (2.23)

Kendalli astakkorrelatsiooni hinnang on arvutatav jdrgneva valemiga:

ﬁK(Xi,Xj)z(;l) > sign((X!— X)X — X)) (2.24)

1<t<s<n

Nii Gaussi kui ka t-koopula korrelatsioonimaatriksi elementide p;; ja Kendalli

astakkorrelatsioonide vahel kehtib seos
2 :
pi(Xi, Xj) = —arcsin(p;;). (2.25)
s
Jarelikult saab korrelatsioonimaatriksi > elemente hinnata jirgnevalt:

A . T . . .
pij = sin(5px(Xi, X)), 4,5 = 1,....dyi . (2.26)

2.4 Koopula valik

Oletame, et iiritame olemasolevale andmestikule sobitada koopulat mingist 15p-

likust koopulate hulgast. Tekib kiisimus, et milline valikus olevatest koopulatest
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sobitub andmestikule kdige paremini. Alapeatiikis 2.3 esitatud IFM ja CML mee-
todite abil parameetreid leides saadakse samaaegselt ka vastav log-tdepéra viér-
tus, mis viljendab voimalust, et olemasolev valim vastab hinnatud parameetritega
uuritavale koopulale. ML meetodi korral saadav log-tdepidra védrtus kirjeldab nii
koopula kui ka marginaaljaotuste sobivust. Seetottu on iiheks voimaluseks koopu-
la valikul l1dhtuda log-tdepéra hinnangust. Mida suurem on vastava nditaja viirtus,

seda eelistatum on koopula.

Sellise 1dhenemise juures on probleemiks aga asjaolu, et erinevatel koopulatel on
erinev arv parameetreid. Nditeks Gaussi koopula korral on vaja hinnata korrelat-
sioonimaatriksit, mis d-modtmelisel juhul sisaldab (d?> — d)/2 hinnatavat para-
meetrit. Samas Claytoni koopula on kirjeldatav vaid iihe parameetri abil. Seetottu
on nii koopulate kui ka marginaaljaotuste valikul otstarbekas kasutada Akaike in-
formatsioonikriteeriumit A/C, mis arvestab ka hinnatud parameetrite arvu ja mis
leitakse valemiga

AIC = —2In L + 2k, (2.27)

kus InL tdhistab log-tdepidra ja k£ on hinnatavate parameetrite arv. Otsustusprot-

sessis tuleks eelistada vidhima AIC véidrtusega koopulat.

Kolmas koopula valiku meetod baseerub vaadeldava ja empiirilise koopula eri-

nevuse uurimisel. Empiiriline koopula defineeritakse analoogselt empiirilise jao-

tusfunktsiooniga (vt vordust 2.18). Valimi x = (x!,...,x")’ pdhjal leitakse suu-

rused @] := Fj(xl), i = 1,...,d,j = 1,...n. Teisisdnu, « on valimimahu-

(2

J

i

(w1, ..., uq) € [0,1]¢ avaldub kujul

astak vektoris (z},..., a7

ga jagatud elemendi x , x"). Empiiriline koopula punktis

~

1 n
Clun, -y uq) = — Y Liicun aicun (2.28)
j=1
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Karadag (2003, 1k 47) on oma td6s viidanud, et protsessis n — 0o
sup | C(u) — C(u) |— 0, (2.29)
ue(0,1]¢
kus C' tdhistab tegelikku koopulat. Seetdttu vaib parameetrilise koopula valikul ot-
sustada sellise koopula kasuks, mille korral erinevus empiirilisest koopulast mingi
sobiva kauguse mottes oleks minimaalne. Peatiikis 3, kus uuritakse koopulate so-
bivust empiirilistele andmetele, 1ihtutakse valikul suurusest S, mis defineeritakse

vordusega

S(@) =3 (Ci,....ah) - Clad, ..., a}))" (2.30)

j=1
2.5 Koopula simuleerimine

Analiilisiprotsessis v0ib osutuda vajalikuks oskus simuleerida andmeid soovitud
mitmemddtmelisest jaotusest. Niiteks simuleerides finantsvarade tulususi, on saa-
dud tulemuste pohjal vdoimalik hinnata nendest varadest moodustatud portfelli
VaR’i. Kui uuritav mitmemodtmeline jaotus on esitatud koopula ja marginaaljao-
tuste kaudu, siis on soovitud soltuvusstruktuuri saamiseks vaja teada, kuidas vaa-
deldavast koopulast andmeid genereerida. Mitmemddtmelise jaotuse saamiseks
jadb iile vaid rakendada saadud arvudele vastavaid marginaaljaotuste jaotusfunkt-
sioonide poordfunktsioone. Jirgnevalt esitatakse algoritmid, mille abil simuleeri-

da etteantud parameetritega koopulale vastavaid pseudojuhuslikke arve.

2.5.1 Gaussi koopula

Gaussi koopulast juhuslike arvude genereerimiseks tuleks kasutada jargnevat algo-

ritmi (Malavergne, Sornette 2006, 1k 121):

1. Fikseerida korrelatsioonimaatriks X ja leida selline alumine kolmnurkmaat-
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riks A € R4 et AA’ = 3. (Sellist esitust nimetatakse Cholesky dekom-

positsiooniks.)

2. Simuleerida d sdltumatut standardse normaaljaotusega juhuslikku suurust

Z = (Zy,...,24),st Z ~ Ny(0,1).
3. Arvutada X = AZ ~ Ny (A0, ATA") = Ny(0,%).
4. Arvutada U = (©(X1),..., P(Xq)).

Saadud vektor U on soovitud séltuvusstruktuuriga ning koopulast C'§®,

2.5.2 t-koopula

Simuleerimaks juhuslikku vektorit U koopulast Cf},z’ kus > on etteantud kor-
relatsioonimaatriks ja v vabadusastmete arv, tuleb rakendada jirgnevat eeskirja

(Malavergne, Sornette 2006, 1k 121-122):
1. Leida selline alumine kolmnurkmaatriks A € R%*? et AA’ = X.

2. Simuleerida d soltumatut standardse normaaljaotusega juhuslikku suurust

Z=(Zy,...,7Zy).
3. Simuleerida suurustest Zp,...,Z; sOltumatu pseudojuhuslik suurus
Vo~ X3 ().

4. Arvutada X = /v /V AZ.

5. Arvutada U = (£,(X1),..., 6,(Xq)).

2.5.3 Arhimeedilised koopulad

Jargnevalt esitatakse iildine algoritm parameetriga # Claytoni, Gumbeli ja Franki
koopula simuleerimiseks. Tdpsemalt on simuleerimiseeskirju selgitatud t66s (Mc-

Neil, Frey, Embrechts 2005, 1k 222-224).
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1. Genereerida suurus V' jirgnevalt:
(a) Claytoni koopula korral V' ~ I'(1/6, 1), kus I tdhistab gammafunkt-
siooni,
(b) Gumbeli koopula korral V' ~ St(1/60,1,7,0), kus v = (005(2”—9))9

ja St tihistab stabiilset jaotust. (Stabiilset jaotust on kirjeldatud t66s
(Nolan 2009).)

(c) Franki koopula korral sellisest diskreetsest jaotusest, mille korral

(1—e 0
PV=k)=—F""— FL=12 ...
( ) ke Y » =
2. Genereerida d soltumatud iihtlase jaotusega juhuslikku suurust X7, ..., Xj.

3. Viljastada vektor U = (gp’l(—ln(Xl)/V),...,gp’l(—ln(Xd)/V)>,kus

© on vaadeldava koopula generaatorfunktsioon.

39



3 Koopulate kasutamine riskide hindamisel

Kéesoleva peatiiki eesmérk on kirjeldada reaalsete andmete korral investeerimi-
sportfelli VaR’ ja ES’i hindamist, kasutades selleks koopulate teooriat. Vaadel-
dakse viit USA borsidel kaubeldavat aktsiat: Apple (AAPL), Bank of America
(BAC), Intel (INT), Cabot Oil & Gas (COG) ja Ford (F). Andmed périnevad sai-
dilt www.finance.yahoo.com ja hinnad on esitatud USA dollarites. Nimetatud ris-
kimdddikute hindamiseks kasutatakse 252 jarjestikust (1 borsiaasta) kohandatud
sulgemishinda. Nii koopulate kui marginaaljaotuste parameetrid hinnatakse nende
pohjal arvutatud logaritmiliste tulususte abil. Arhimeediliste koopulate parameet-
rite hindamisel kasutatakse IFM meetodit. Gaussi koopula korrelatsioonimaatriks
hinnatakse Spearmani ja t-koopula korrelatsioonimaatriks Kendalli astakkorrelat-
sioone kasutades. Lisaks hinnatakse t-koopula korral vabadusastmete arv suurima
toepdra meetodil. Analiilisis kasutatakse tarkvara R versiooniga 3.0.2. Lisaks on

kasutatud pakette ,,copula” ja ,.fGarch”.

Mirkus 3.1. Kuupieval 06.03.2014 valmis tarkvara R uuem versioon 3.0.3 (Dal-
gaard 2014). Tegemist on versiooniga, mis magistritdod kirjutamise ajal arvutas

log-tdepirasid valesti.

3.1 Aktsiate tulususte marginaaljaotused

Iga aktsia korral sobitatakse tulusustele suurima tdepédra meetodil viit jaotust, mil-
leks on normaaljaotus, ebasiimmeetriline normaaljaotus, t-jaotus, ebasiimmeetri-
line t-jaotus ja logistiline jaotus. Nende seast andmetele kdige paremini sobiva
Jaotuse viljaselgitamiseks kasutatakse AIC kriteeriumit. Vastavad viirtused on
esitatud tabelis 1. Jdrgnevalt tutvustatakse logistilist jaotust ning seejirel antakse

iilevaade ebasiimmeetriliste jaotuste kdsitlusest.
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Logistiliseks jaotuseks nimetatakse jaotust, mille tihedusfunktsioon avaldub kujul

F@) = Lo (1 +e’”2”>_2, 3.1)

o
kus 4+ € R on asukoha ja o > 0 skaalaparameeter. Logistilise jaotusega juhuslik
suurus X on keskvéirtusega FX = y ja dispersiooniga DX = 0?72 /3 (Johnson,

Kotz, Balakrishnan 1995, 1k 115-117).

Ebasiimmeetriliste jaotuste kisitluse kirjeldamisel on tuginetud t6le (Ehlers 2012,
1k 6-7). Olgu f mingi simmeetriline ja standardne tihedusfunktsioon. Niiteks nor-

maaljaotuse korral on selleks funktsioon

e 2 (3.2)

ja t-jaotuse korral

2

(e 22\ —(r+1)/2
fula) = NCAO) (1 v 7) , (3.3)

kus v tdhistab vabadusastmete arvu ja I' gammafunktsiooni (Johnson, Kotz, Bala-
krishnan 1995, 1k 363). Tihedusfunktsiooniga f antud jaotusele vastava ebasiim-

meetrilise jaotuse tihedusfunktsioon f* avaldub kujul

2 T — (x —p)y
f(2) = (oo (@ = )+ F ()T (@ — )],
oy 1) N gy S o o)
(3.4)
kus 1+ € R on asukoha ja o > 0 skaalaparameeter ning v > 0 on asiimmeetriat
viljendav parameeter. Juhul, kui v = 1, saadakse siimmeetriline jaotus, mille

asukoha ja skaalaparameeter on vastavalt p ja o.

Tabeli 1 pohjal sobib Apple’i ja Inteli aktsiatulusustele AIC alusel kdige paremini
t-jaotus, mille parameetrid on vastavalt jis4pr, = 8,69-107*, 0 44pz, = 0,015 ning
vaapr = 3,97ja purnr = 7,40-107%, oyyr = 0,012 ning v = 3, 62. Ettevotte
Cabot Oil & Gas tulususi kirjeldab kdige paremini ebasiimmeetriline t-jaotus pa-

rameetritega pcog = 7, 15- 10_47 ocoa = 0,019, voog = 4,13 jaycoe = 1, 26.
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Ettevotete Bank of America ja Ford tulususi sobib kirjeldama logistiline jaotus,
mille hinnatud parameetrid on vastavalt pipac = 5,54-107%, opac = 7,52-1073

japr = 4,48 1074, op = 7,76 - 1073,

normaal ebasiim. normaal t ebastim. t logistiline
AAPL | -1388,0 -1386,1 -1437,5 -1435.8 -1426,9
BAC | -14464 -1444 4 -1452,2  -1450,6 -1454,1
INT -1524.3 -1523,7 -1557,4  -1555,7 -1551,2
COG | -1290.4 -1292,1 -1310,7  -1315,8 -1308,6
F -1430,9 -1432,1 -1437,1  -1436,5 -1438,2

Tabel 1. AIC vddrtused, mis kirjeldavad jaotuste sobivust aktsiate tulusustele aja-

vahemikus 07.05.2013 - 07.05.2014

Uuritavate aktsiate logaritmiliste tulususte histogrammid koos AIC alusel koige

paremini sobivate jaotuste tihedusfunktsioonidega on esitatud joonisel 9.
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Joonis 9. Ajavahemiku 07.05.2013 - 07.05.2014 logaritmiliste tulususte his-
togramm koos sobitatud jaotustihedustega: a) AAPL (t-jaotus), b) BAC (logistiline
jaotus), c) INT (t-jaotus), d) COG (ebasiimmeetriline t-jaotus) ja e) F (logistiline

jaotus)

3.2 Koopulate sobitamine ja riskimootude arvutamine

Olles sobivad marginaaljaotused vilja selgitanud, on jargmiseks etapiks aktsiate-
vahelist soltuvust kdige paremini kirjeldava koopula valimine. Jargnevalt vaadel-
dakse kahte erinevat portfelli. Esmalt uuritakse lihtsamat olukorda, kus koopulate

sobivust ja riskide hindamist vaadeldakse kahest aktsiast koosneva portfelli korral.
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Seejuures valitakse aktsiateks tabeli 2 alusel kdige suuremat korrelatsioonikorda-
jatomavad aktsiad BAC ja F. Seejirel sobitatakse koopulaid sellise portfelli korral,

mis sisaldab koiki viit eelnevalt mainitud aktsiat.

AAPL BAC INT COG F
AAPL 1 -0,005 0,115 0,098 0,188
BAC | -0,005 1 0,272 0,221 0,428
INT 0,115 0,272 1 0,166 0,314
COG | 0,098 0,221 0,166 1 0,213
F 0,188 0,428 0,314 0,213 1

Tabel 2. Tulususte korrelatsioonimaatriks (Pearsoni korrelatsioonikordajad)

3.2.1 Analiiiisi iildskeem

Kiesolevate andmete korral kasutatakse iihisjaotuse kirjeldamiseks Gaussi, t, Clay-
toni, Gumbeli ja Franki koopulaid. Parameetrite hindamiseks kasutatakse ajava-
hemikule 07.05.2013 - 07.05.2014 vastavaid pédevaseid logaritmilisi tulususi. Hin-
natud koopulate vordluseks kasutatakse log-tdepira, AIC ja valemi 2.30 abil defi-

neeritud suuruse S vaartusi.

Pérast parameetrite sobitamist hinnatakse iga koopula korral olulisusnivool
a = 0,05 portfelli VaR ja ES. Selleks simuleeritakse igast koopulast 10 000
pseudojuhuslikku vektorit. Rakendades neile punktis 3.1 leitud marginaaljaotuste
poordfunktsioone, saadakse iga vara korral pdevase tulususe prognoosid. Mdle-
ma portfelli korral voetakse algviidrtuseks 1 miljon USD ja rahalised osakaalud
jaotatakse portfellis olevate varade vahel juhuslikult. Portfellide koostamisel on
lahtutud kuupédeva 07.05.2014 sulgemishindadest. Portfelli algviirtuse ja aktsiate

prognoositud tulususte pohjal arvutatakse investeeringu tulu prognoosid. Investee-
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ringu VaR’1 hinnanguks valitakse kasvavalt jdrjestatud tulude seast element, mille
jarjekorraindeks on 1000041 = 501. Kuna eeldatakse, et portfelli tulusused vas-
tavad pidevale jaotusele, siis leitakse ES’1 hinnang valemi 1.5 pdhjal, st leitakse

vadrtust -VaR mitteiiletavate tulude aritmeetiline keskmine.

3.2.2 Kabhest aktsiast koosnev portfell

Osutub, et aktsiate BAC ja F tulususte vahelist statistilist seost sobib kdige pare-
mini kirjeldama t-koopula korrelatsioonikordajaga 0,54 ja vabadusastmete arvuga
6 (vt tabel 3). Usna heaks kandidaadiks on ka Franki koopula parameetriga 3,66,
mis statistiku .S mottes on t-koopulaga vordne, ja mis on ka log-tdepéra ning AIC
jargi t-koopulale ligilihedane. Claytoni ja Gumbeli koopulate mittesobivus viitab
nii alumise kui tilemise sabasdltuvuse puudumisele. Sama saab jireldada ka akt-

siate BAC ja F tulususte hajuvusdiagrammi uurides (vt joonis 10).

Gaussi t Clayton Gumbel Frank
Logtp. | 31,14 40,33 30,11 30,69 39,32
AIC -60,27 -76,67 -58,23  -59,38 -76,64
S 0,023 0,017 0,097 0,061 0,017

Tabel 3. Koopulate sobivus aktsiate BAC ja F korral

Jirgnevalt vaadeldakse portfelli, kus investeeringu mahust 68,2% on paigutatud
aktsiasse BAC ja 31,8% aktsiasse F. Erinevate koopulate pdhjal arvutatud portfelli

VaR’1 ja ES’1 hinnangud on esitatud tabelis 4.

Lisasimulatsioone ldbi viies on tulemuseks, et tabelis 4 esinevad seaduspérasu-
sed jddvad kehtima. Kuigi Franki koopula andis t-koopulaga sobivuskriteeriumide
osas lidhedasi tulemusi, siis portfelli riski hindab Franki koopula monevorra viik-

semaks. Investeeringu 1 miljon USD korral on Franki koopulaga hinnatud VaR
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ligikaudu 200 USD viiksem ja ES ligikaudu 1500 USD viiksem kui t-koopula
korral. Samas Gaussi ja t-koopula abil leitavad hinnangud on iisnagi 1dhedased.
Sellest tulenevalt vOib arvata, et Gaussi ja t-koopulatega on voimalus saada ekst-

remaalseid védrtuseid suurem kui Franki koopula korral.

‘ Gaussi t Clayton Gumbel Frank
VaR | 19293 19344 19530 18336 19002
ES | 25689 26104 26996 24241 24417

Tabel 4. Aktsiatest BAC ja F koosneva portfelli VaR’i ja ES’i hinnang (iihikuga
USD) olulisusnivoo o« = 0, 05 korral

Lisaks osutub, et Claytoni koopulaga saadakse kdige suuremad ja Gumbeli koopu-
laga koige viiksemad riskihinnangud. Arvestades nende koopulate sabasdltuvusi,

on sellised tulemused ka igati ootuspérased.

3.2.3 Viiest aktsiast koosnev portfell

Kui tabeli 3 pohjal olid kahest aktsiast koosneva portfelli korral uuritavad arhi-
meedilised koopulad Gaussi ja t-koopulaga iisnagi vorreldavad (t-koopula Fran-
ki koopulaga ning iilejadnud omavahel), siis viie aktsia tulususte vahelise seose
kirjeldamisel annavad arhimeedilised koopulad tunduvalt kehvemaid tulemusi (vt
tabel 5). Vottes arvesse arhimeediliste koopulate vordlemisi lihtsat struktuuri (sh
simmeetriat tunnuste suhtes), on saadud tulemus igati ootuspérane. Kdige parem
tulemus on saavutatud t-koopula korral (v = 10). Kui vorrelda uuritavate aktsia-
te ajavahemikule 07.05.2013 - 07.05.2014 vastavate tulususte hajuvusdiagramme
parimaks osutunud t-koopulast simuleeritud tulususte hajuvusdiagrammidega, on
niha, et paarikaupa esitatud soltuvusstruktuurid on simulatsioonides iisna histi

esindatud (vt jooniseid 10 ja 11).
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Gaussi t Clayton Gumbel Frank
Logtp. | 69,5 84,1 39,7 37,9 434

AIC -1189 -146,2 -77.,5 -73,8  -84,8
S 0,046 0,039 0219 0,188 0,148

Tabel 5. Koopulate sobivus koigi viie aktsia korral

AAPL ﬁ

COG 7

Joonis 10. Ajavahemiku 07.05.2013 - 07.05.2014 logaritmiliste tulususte hajuvus-

diagrammid

VaR’i ja ES’i hindamiseks vaadeldakse portfelli, kus wasap;, = 28,9%,
WRAC = 18,6%, WINT = 20, 7%, Wecog — 27, O% ja Wp = 4,8% Portfelli
VaR’1 ja ES’1 hinnangud koopulate 16ikes olulisusnivool o = 0,05 on esitatud

tabelis 6.
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AAPL

BAC

° COG

Joonis 11. Parima mudeli alusel 500 simuleeritud logaritmilise tulususe hajuvus-

diagrammid

Vaottes aluseks kdige paremaks osutunud t-koopula, saab tdendosusega 0,95 6elda,
et vaadeldava portfelli korral on paevane kahju viiksem kui 13582 USD. Juhul,
kui pdevane kahju siiski suuremaks osutub, on selle oodatavaks vaartuseks 19292

USD.

Gaussi t Clayton Gumbel Frank
VaR | 13772 13582 13789 13013 13335
ES | 18704 19292 20120 17544 17596

Tabel 6. Viiest aktsiast koosneva portfelli VaR’i ja ES’i hinnang (iihikuga USD)

olulisusnivoo o« = 0, 05 korral

48



3.3 Mudeli testimine

Kiéesolevas alapunktis on eesmirk testida, kui hésti eelnevalt kasutatud iihisjaotu-
se mudel reaalses turusituatsioonis VaR’i hindab. Selleks jaotatakse algkapital 1
miljon USD varasemalt esitatud viie aktsia vahel juhuslike positiivsete osakaalu-
dena selliselt, et need kokku iiheks summeeruks. Portfell koostatakse seejuures
kuupieva 11. detsember 2013 sulgemishindade pdhjal. Vaadeldav investeering on
osta-ja-hoia strateegiaga, st ostu- ega miitigitehinguid ei teostata, ning vastavalt

varade hinnaliikumistele muutub ajas ka portfelli véértus.

0.03
1

Portfelli tulusus

tulusus
0.00 0.01 0.02
Il 1 Il

-0.01

-0.02
s
v
]
1
]
!
¢

-0.03

paev

Joonis 12. Portfelli tegelik tulusus ja hinnatud VaR’i vddrtused olulisusnivoode

a=0,1, a=0,05jaa=0,01 korral

Portfelli moodustamise jdrel hinnatakse 100 jédrjestikuse investeerimispédeva jaoks
itheperioodilise VaR’i véartus o = 0, 1, siis @ = 0,05 ja o = 0, 01 korral. Selleks
leitakse AIC kriteeriumi alusel igas hindamisetapis viimase aasta (252 andme-
rida) logaritmilistele tulusustele kdige paremini sobivad marginaaljaotused ning
koopula. Seejirel genereeritakse saadud mitmemaddtmelisest jaotusest 10 000 tu-

lusust iga vara kohta, mille pohjal prognoositakse portfelli vddrtus jirgmise pideva
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16puks. Saadud vairtuste pohjal arvutatakse portfelli pdevased logaritmilised tulu-
sused ning leitakse neile VaR’1 hinnang. Viimaks vaadeldakse mitmel korral iiletas
portfelli tegelik kahju hinnatud VaR’1 viirtust. Korrektse mudeli korral peaks sel-

liseid olukordi esinema ligikaudu 100« korda.

Vaadeldes ajaperioodi 11.12.2013 - 07.05.2014, osutub, et eelnevalt kirjeldatud
mudel hindab uuritava portfelli riski VaR’i méttes lisnagi hdsti: « = 0, 1 korral
iiletas portfelli tegelik kahju VaR’1 hinnangu 9 juhul, a« = 0, 05 korral 6 korral ja

a = 0,01 korral 1 korral (vt joonist 12).

Kuigi saadud mudel andis testimise kohaselt iisnagi hdid tulemusi, on vdoimalik
selle tdapsust veelgi parandada. Seda saab teha néiteks tdiendavaid marginaaljaotu-
seid ja koopulaklasse mudelisse kaasates. Lisaks voiks veel ka statistiliste testide
abil uurida, kui histi vaadeldavad marginaaljaotused ja koopulad andmetele sobi-
tuvad, et seelédbi vajadusel mudelit tdpsustada. Sellisel juhul saaks suurendada ka

saadud hinnangute kindlust.
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Kokkuvote

Kiesolevas magistritods uuriti riskihindamismoddikute VaR ja ES kasutamist in-
vesteerimisportfelli korral. Seejuures oli eesmirk kasutada aktsiatevahelise sol-
tuvusstruktuuri kirjeldamiseks koopulate teooriat. Eeskitt vaadeldi nii teoreetili-
ses kirjelduses kui praktilises rakenduses Gaussi ja t-koopulat ning arhimeediliste

koopulate peresse kuuluvaid Claytoni, Gumbeli ja Franki koopulaid.

Magistritdos viidi nimetatud riskimdddikute hindamine 14bi kahte ja viit aktsiat
sisaldavate portfellidega. Selleks valiti esmalt aktsiate logaritmilistele tulusustele
AIC  kriteeriumi  alusel kdige paremini sobivad marginaaljaotused
normaal-, ebasiimmeetrilise normaal-, t-, ebasiimmeetrilise t- ja logistilise jaotuste
seast. Koopulate omavaheliseks vordluseks kasutati logtdepéra, AIC kriteeriumit
ja erinevust empiirilisest koopulast modtvat statistikut. Saadi, et mdlema portfelli
korral andis kdige parema tulemuse t-koopula. Seejuures saadi kinnitust, et kahe
tunnuse vahelist sdltuvust voivad arhimeedilised koopulad tisna hésti kirjeldada,
kuid oma vordlemisi lihtsa struktuuri tottu suuremamahulise portfelli korral nad

enam hiid tulemusi ei anna.

Koopulatel baseeruva VaR’i hindamise mudeli headuse uurimiseks sobitati seda
testandmestikule. Vastavalt VaR’1 definitsioonile peaks mudeli kehtides olulisusni-
vool « hinnatud VaR’i viirtusest suuremaid kahjusid esinema a% kordadel. Osu-
tus, et magistritoos selgitatud mudeli korral oli VaR’i viirtust iiletavate tulususte

sagedus kooskolas teoreetilise tulemusega.
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Lisad

#install.packages("copula”)
#install.packages("fGarch")
library ("copula")
library ("fGarch")

# andmete sisselugemine

apl=read.table ("C://.../AAPL.csv", header=T,sep=",") # Apple
bac=read.table ("C:// ... /BAC.csv", header=T,sep=",") # Bank of Am
int=read.table("C://.../INT.csv", header=T,sep=",") # Intel

cog=read.table("C://.../COG.csv", header=T,sep=",") # Cabot
f=read.table("C://.../F.csv", header=T,sep=",") # Ford

# Portfelli moodustamine

aktsia_nimed=c("AAPL" ,"BAC" ,"INT","COG" ,"F")

koond_hind=cbind (apl$Adj. Close ,bac$Adj.Close,int$Adj.Close ,cog$
Adj.Close ,f$Adj. Close)

koond_hind=koond_hind [1:(253+100) ,] # eraldatakse 353 viimast
andmerida (100 pdeva + 1 aasta)

d=dim (koond_hind) [2] # aktsiate arv

n=dim (koond_hind)[1]—1 # tulususi

koond_hind=koond_hind [(n+1):1,] # vanemad ette ja uuemad loppu

koond=log (koond_hind [2:(n+1) ,])—log (koond_hind[1:n,])

# Funktsioon, mis sobitab andmevektorile "r" jaotusi, mis on
antud vektoris "jaot"

mar_valik=function (r, vordlus=F, mitmes=1,joonis=TRUE, jaot=c ("
normal" ,"skew—normal" ,"t", "skew—t", "logistic")){

# r — andmevektor, vordlus — kas esitada vaid parim jaotus (
mitmes=1) voi koigi jaotuste vordlus,
# mitmes — AIC jdrestuse indeks (viljastatakse paremuselt "

mitmes" tulemus)

log_tp=c()

AlIC=c ()

jaot2=c()

param_list=1list ()

if ("normal" %in% jaot){

param=c(mean(r) ,sd(r))
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}

jaot2=c(jaot2 ,"normal")

log_tpi=sum(log (dnorm(r,mean=mean(r) ,sd=sd(r))))
log_tp=c(log_tp.,log_tpi)
param_list[length(jaot2)]=1ist (param)

AIC=c (AIC,2xlength (param)—2xlog_tpi)

if ("skew—normal" %in% jaot){

}

skewnorm=function (param) { return(—sum(log (dsnorm (r,param))))}
param=nlminb (c(0,1,0.1), skewnorm, lower = c
(—=10,0.00001,0.000001), upper = ¢c(10,100,1000))S$par
jaot2=c(jaot2 ,"skew—normal")
log_tpi=sum(log(dsnorm(r,param)))
log_tp=c(log_tp,log_tpi)
param_list[length(jaot2)]=1ist (param)
AIC=c (AIC,2xlength (param)—2xlog_tpi)

if ("t" %in% jaot){

}

tdist=function (param){return(—sum(log(dstd (r,param))))}

param=nlminb (c(0,0.01,3), tdist, lower = c
(—=10,0.000001,0.000001), upper = ¢c(10,100,1000000))$par

jaot2=c(jaot2 ,"t")

log_tpi=sum(log(dstd (r,param)))

log_tp=c(log_tp.,log_tpi)

param_list[length (jaot2)]=1ist (param)

AIC=c (AIC,2xlength (param)—2xlog_tpi)

if ("skew—t" %in% jaot){

}

skewtdist=function (param) {return(—sum(log(dsstd (r,param))))}

param=nlminb (c(0,0.01,3,1), skewtdist, lower = ¢
(-10,0.000001,0.000001,0.00000001), upper = c
(10,100,1000000,1000))$par

jaot2=c(jaot2 ,"skew—t")

log_tpi=sum(log(dsstd(r,param)))

log_tp=c(log_tp.,log_tpi)

param_list[length (jaot2)]=1ist (param)

AIC=c (AIC,2xlength (param)—2xlog_tpi)

if ("logistic" %in% jaot){

param=c(mean(r) ,sd(r)*xsqrt(3)/pi)
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jaot2=c(jaot2 ,"logistic")
log_tpi=sum(log(dlogis(r,location=param[1], scale=param[2])))
log_tp=c(log_tp.,log_tpi)
param_list[length(jaot2)]=1ist (param)
AIC=c (AIC,2xlength (param)—2xlog_tpi)

}

j=Il:length(jaot2)

jarjestus=rank (AIC)

tul_jaot=jaot2[jarjestus==mitmes ]

tul _param=param_list[j[jarjestus==mitmes ]]

if (joonis==1){
x = seq(min(r), max(r), length = 200)
hist(r,50,prob=T,main="",ylab="tihedus",xlab="tulusus" ,cex.

lab=1.2,cex.axis=1.2)

if (tul_jaot=="normal"){lines (x, dnorm(x, tul_param [[1]][1],
tul _param [[1]][2]), lwd = 2,col=1)}
if (tul_jaot=="skew—normal"){lines (x, dsnorm(x, tul_param

[[1]11), lwd = 2,col=1)}
if(tul_jaot=="t"){lines(x, dstd(x,tul_param[[1]]), lwd = 2,

col=1)}

if (tul_jaot=="skew—t"){lines (x, dsstd(x,tul_param[[1]]), Iwd
= 2,col=1)}

if (tul_jaot=="logistic"){lines(x, dlogis(x, location=tul_

param [[1]][1],scale=tul __param [[1]][2]), Iwd = 2,col=1)}
}
if (vordlus==F){return(c(tul_jaot, tul_param))}
if (vordlus==T){return(list(rbind(jaot2 ,log_tp,AIC) ,param_1list
)}

# funktsioon , mis annab tulemuseks andmestiku "koond" igale
veerule kdige paremini sobiva margin. jaotuse valikust "jaot"
jaot_param=function (koond, jaot=c("normal","skew—normal" ,"t", "
skew—t", "logistic")){
n=dim (koond) [1]
d=dim (koond) [2]
u=matrix (NA,n,d)
e_mar_par=1list ()

mar_jaot=c ()
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params=c ()
for (i in 1:d){
margin_i=mar_valik (koond[,i],joonis=F,jaot=jaot)
par_i=margin_i[[2]]
params=c (params , par_i)
if (margin_i[[1]]=="normal")
{ul,i]=pnorm(koond[,i],par_i[l],par_i[2])
e_mar_par[[i]]=1ist (mean=par_i[l],sd=par_i[2])
mar_jaot=c(mar_jaot ,"norm")}
if (margin_i[[1]]=="skew—normal")
{ul,i]=psnorm (koond[,i],par_i[l],par_i[2],par_i[3])
e_mar_par[[i]]=1ist (mean=par_i[l],sd=par_i[2],xi=par_i[3])
mar_jaot=c(mar_jaot ,"snorm") }
if (margin_i[[1]]=="¢t")
{ul[,i]=pstd(koond[,i],par_i[1],par_i[2],par_i[3])
e_mar_par[[i]]=1ist (mean=par_i[l],sd=par_i[2],nu=par_i[3])
mar_jaot=c(mar_jaot ,"std")}
if (margin_i[[1]]=="skew—t")
{u[,i]=psstd(koond[,i],par_i[l],par_i[2],par_i[3],par_i
[41)
e_mar_par[[i]]=1list (mean=par_i[1l],sd=par_i[2],nu=par_i[3],
xi=par_i[4])
mar_jaot=c(mar_jaot ,"sstd")}
if (margin_i[[1]]=="1ogistic")
{u[,i]=plogis(koond[,i],par_i[l],par_i[2])
e_mar_par[[i]]=1list(location=par_i[1l],scale=par_i[2])
mar_jaot=c(mar_jaot ,"logis")}
}

return(list (mar_jaot ,params ,e_mar_par,u))

# Funktsioon, mis vdljastab mitmemddtmelise jaotusfunktsiooni ,
seejuures on vdljastatv jaotusfunktsioon moodustatud koige
paremini sobiva koopula (valiku_krit jdrgi) ja AIC jdrgi
koige paremini sobivate marginaaljaotuste abil.

mvd_cop_mar=function (data, valiku_krit="AIC"){

# valiku_krit vdimalused: logtp, AIC, S, vrd; S — emp
koopulaga vordluse hdlvete ruutude summa; vrd — viljastab

koik tulemused vordluseks
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jaotused_parameetrid=jaot_param(data)
mar_jaot=jaotused_parameetrid [[1]]
params=jaotused_parameetrid [[2]]
e_mar_par=jaotused_parameetrid [[3]]
u_IFM=jaotused_parameetrid [[4]]
d=length (mar_jaot)
u=pobs(data)
ec=C.n(u,u) # empiiriline koopula
logtp=c()
AlIC=c ()
S=c ()
# Gaussi koopula
cop_par_G=P2p(cor(data ,method="spearman"))
e_normal.cop=normalCopula(cop_par_G,dim=d, dispstr="un"
logtp[1]=sum(log (dCopula(u_IFM, copula=e_normal.cop)))
AIC[1]=—2xlogtp[1]+2xlength (cop_par_G)
S[1]=sum ((pCopula(u, copula=e_normal.cop)—ec)*%2)
# t—koopula
cop_par_ken=P2p(cor(data ,method="kendall"))
cop_par_t=sin (0.5*pixcop_par_ken)
df _optim=function (param){ # Abifn df leidmiseks t—koopula
korral
t_cop=tCopula(cop_par_t,df=param,dim=d, dispstr="un")
logtp=—sum(log (dCopula(u_IFM, t_cop)))
return (logtp)
}
df_tul=round(optim (4, df_optim,method ="L-BFGS-B" ,lower = 2)$
par)
e_t.cop=tCopula(cop_par_t,df_tul ,dim=d, dispstr="un"
logtp[2]=sum(log (dCopula(u_IFM, copula=e_t.cop)))
AIC[2]=—2xlogtp [2]+2*(length (cop_par_t)+1)
S[2]=sum ((pCopula(u, copula=e_t.cop)—ec)*x*2)
# Claytoni koopula
cl.cop=claytonCopula(param = 2, dim = d)
e_cl.cop=claytonCopula(param = coef(fitCopula(cl.cop, u_IFM,
method = "ml")), dim = d)
logtp[3]=sum(log (dCopula(u_IFM, copula=e_cl.cop)))
AIC[3]=—2xlogtp [3]+2
S[3]=sum((pCopula(u, copula=e_cl.cop)—ec)*x2)
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# Gumbeli koopula

gu.cop=gumbelCopula(param = 2, dim = d)

e_gu.cop=gumbelCopula(param = coef(fitCopula(gu.cop, u_IFM,
method = "ml")), dim = d)

logtp [4]=sum(log (dCopula(u_IFM, copula=e_gu.cop)))

AIC[4]=—2xlogtp [4]+2

S[4]=sum ((pCopula(u, copula=e_gu.cop)—ec)*x2)

# Franki koopula

fr .cop=frankCopula(param = 2, dim = d)

e_fr.cop=frankCopula(param = coef(fitCopula(fr.cop, u_IFM,
method = "ml")), dim = d)

logtp[S5]=sum(log (dCopula(u_IFM, copula=e_fr.cop)))

AIC[S]=—2xlogtp [5]+2

S[5]=sum((pCopula(u, copula=e_fr.cop)—ec)*x2)

cop=1list (e_normal.cop,e_t.cop,e_cl.cop,e_gu.cop,e_fr.cop)

cop_nim=c("Gaussi","t","Clayton","Gumbel","Frank")

if (valiku_krit=="AIC"){e_cop=cop[AIC==min(AIC) J[[1]]}

if (valiku_krit=="logtp"){e_cop=cop[logtp==max(logtp) J[[1]]}

if (valiku_krit=="S"){e_cop=cop[S==min(S) J[[1]]}

if (valiku_krit!="vrd"){return (mvdc(copula = e_cop, margins =
mar_jaot , paramMargins =e_mar_par ))}

if (valiku_krit=="vrd"){return(list (rbind(cop_nim,logtp ,AlIC,S)
,Cop ,mar_jaot ,e_mar_par))}

V0=1000000 # algkapital

koond_la=koond[(n—251):n,]

vek=c(1:5) # fikseerib uuritavad aktsiad (c(2,5) — 2 aktsia
analiiiisis)

d2=length (vek)

w=sort(c(0,runif(d2—-1),1))

w=w[—1]—w[—(length(w))] # rahalised osakaalud

PO=koond_hind [(n+1) ,vek] # aktsiate hinnad investeeringu alguses

n_aktsia=V0xw/PO0 # i—nda aktsia arv portfellis

rn=10000 # simuleeritud punktide arv

alpha=0.05

indeks=floor (alphaxrn)+1
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# Funktsioon, mis arvutab vaadeldava portfelli VaR’i ja ES’i
koopulate vérdlusena
Port_risk=function (data ,vek=c(1:d)){
VaR=c ()
ES=c ()
parameetrid=mvd_cop_mar(data[,vek], valiku_krit="vrd")
mar=parameetrid [[3]]
mar_par=parameetrid [[4]]
koopulad=1ist ()
for (i in 1:5){
koopula=parameetrid [[2]][[1]]
koopulad[i]=koopula
mvd_i=mvdc(copula = koopula, margins = mar, paramMargins =
mar_par )
r_i=rMvdc(rn ,mvd_1i)
Pi=exp(r_i)%*%diag (PO) # simuleeritud aktsiahinnad perioodi
lopus
e_PortVaartus_eral=Pi%+%diag(n_aktsia) # portfelli vddrtus
aktsiate loikes
e_PortVaartus=apply (e_PortVaartus_eral ,1,sum) # Simuleeritud
portfelli vddrtus
R_i=e_PortVaartus—V0 # Portfelli modelleeritud tulud (USD)
VaR_i=sort(R_i)[indeks] # —VaR
VaR=c (VaR,VaR_i)
ES_i=mean(R_i[R_i<=VaR_i]) # —ES
ES=c (ES,ES_i)
}
VaR=VaRx(—1)
ES=ESx*(—1)
return(list (rbind (c(" Gaussi","t","Clayton","Gumbel","Frank") ,
VaR,ES) ,koopulad))

mar_valik (koond_1la[,1],vordlus=T)[[1]] # i—nda jaotuse valik

jaot_param(koond_la) # kogu andmestiku marginaaljaotused

mvd_cop_mar(koond_1la[,vek],valiku_krit="vrd")[[1]] # koopulate
sobivuse vordlus

Port_risk (koond_la,vek)[[1]] # VaR’i ja ES’i hinnangud
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# parimast mudelist simuleeritud tulususte hajuvusdiagramm

mitme_moot_jaot=mvd_cop_mar(koond_1la[,vek],valiku_krit="AIC")

prog_tul=rMvdc (500, mitme_moot_jaot)

alum=min (min(prog_tul) ,min(koond_1la))

ylem=max (max(prog_tul) ,max(koond_1la))

alum

ylem

pairs (prog_tul ,xlim=c(alum,ylem) ,ylim=c(alum,ylem) , 6 labels=aktsia
_nimed)

# Portfelli varade tegelike tulususte hajuvusdiagramm

pairs (koond_la, xlim=c(alum,ylem) ,ylim=c(alum,ylem), 6 labels=aktsia
_nimed)

# Mudeli testimine

rn=10000 # simulatsioonide arv

alphal=0.1

indeksl=floor (alphal*rn)+1

alpha2=0.05

indeks2=floor (alpha2xrn)+1

alpha3=0.01

indeks3=floor (alpha3*rn)+1

arvutusi=100 # arvutatavate pdevade arv

PO=koond_hind [(n+l—arvutusi) ,] # aktsiate hinnad investeeringu
alguses

n_aktsia=V0xw/PO0 # i—nda aktsia arv portfellis

PortVaartus_i_1=V0 # Portfelli vidrtus perioodi alguses
vordlus=matrix (NA, nrow=arvutusi ,ncol=4)
for (i in 1:arvutusi){
data_i=koond[i:(n—arvutusi —1+i) ,]
mvd_i=mvd_cop_mar(data_i,valiku_krit="AIC")
r_i=rMvdc(rn ,mvd_i) # simuleeritud tulusused
Pi=exp(r_i)%*%diag (koond_hind [(n—arvutusi+i) ,]) #
simuleeritud aktsiahinnad perioodi lopus
e_PortVaartus_eral=Pi%«%diag (n_aktsia) # portfelli vddrtus
aktsiate loikes
e_PortVaartus=apply (e_PortVaartus_eral ,1,sum) # Simuleeritud
portfelli vddrtus
R_i=log(e_PortVaartus)—log(PortVaartus_i_1) # Portfelli
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modelleeritud tulusused
VaRl=sort(R_i)[indeksl] # —VaR
VaR2=sort(R_i)[indeks2] # —VaR
VaR3=sort (R_i)[indeks3] # —VaR
PortVaartus_i=sum(koond_hind [(n—arvutusi+1+i) ,]*n_aktsia) #
Portfelli vddrtus perioodi ldpus
Port_tul_i=log(PortVaartus_i)—log(PortVaartus_i_1)
PortVaartus_i_l=PortVaartus_i
vordlus[i,]=c(VaR1,VaR2,VaR3, Port_tul_i)

sum(vordlus|[,1]>vordlus|[,4])

sum( vordlus[,2]>vordlus|[,4])

sum( vordlus[,3]>vordlus|[,4])

plot(vordlus|[.,4],type="1",xlab="pdev" ,ylab="tulusus")

lines (vordlus[,1],Ity="longdash" ,lwd=2,col=2)

lines (vordlus[,2],Ity="dotdash" ,lwd=2,co0l=3)

lines (vordlus[,3],1ty="dotted" ,lwd=2,col=4)

legend (—0.5,0.032,paste(c("Portfelli_tulusus","VaR_0.1","VaR_
0.05","VaR_0.01")),col=c("black" ,2,3,4),

Ity=c("solid","longdash","dotdash","dotted") ,lwd=c(1,2,2,2) ,box.

col="white")
# Illustratsioonid

# VaR’i hindamine (COG)

# Mitteparameetriliselt

n_h=length (cog$Adj. Close)

cog_r=(cog$Adj.Close[1l:(n_h—1)]-cog$Adj.Close[2:n_h])/cog$Adj.
Close [2:n_h] # suhtel. tulusus

alpha=0.05

indeks=floor (alpha*xn_h)+1

sorditud=sort(cog_r)

VaR_mp=sorditud [indeks] # Mitteparam. hinnang (vastasmdrgiga)

hist(sorditud ,50, prob=T, main="",xlab="tulusus",ylab="tihedus",
xaxt="n’,cex.lab=1.2,cex.axis=1.2)

axis(side=1, at=seq(—0.09,0.12, 0.03), labels=seq(—0.09,0.12,
0.03),cex.axis=1.2)

arrows (x0=—0.06, y0=12, x1=VaR_mp, yl=0,length=0.1,lwd=1.5)
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text(—0.06, 13, paste("—VaR_=_", round(VaR_mp,3), sep=""),cex
=1.2)

# Koige paremini sobiva jaotusega

params=mar_valik (cog_r, joonis=F)

hist(sorditud ,50, prob=T, main="",xlab="tulusus",ylab="tihedus",
xaxt="n’,cex.lab=1.2,cex.axis=1.2)

axis(side=1, at=seq(—0.09,0.12, 0.03), labels=seq(—0.09,0.12,
0.03) ,cex.axis=1.2)

x=seq (min(cog_r) ,max(cog_r) ,length=200)

lines (x, dsstd(x,mean = params|[[2]][1], sd = params[[2]][2], nu
= params [[2]][3], xi = params[[2]][4]) ,lwd=2)

VaR_param=qsstd (alpha, mean = params[[2]][1], sd = params
[[2]]1[2], nu = params[[2]][3], xi = params[[2]][4])

arrows (x0=—0.06, y0=12, x1=VaR_param, yl=0,length=0.1,Ilwd=1.5)

text(—0.06, 13, paste("—VaR_=_", round(VaR_param,3), sep=""),cex
=1.2)

#Normaaljaotusega

params_norm=mar_valik (cog_r,joonis=F, jaot="normal")

hist(sorditud ,50,prob=T, main="",xlab="tulusus",ylab="tihedus",
xaxt="n’,cex.lab=1.2,cex.axis=1.2)

axis(side=1, at=seq(—0.09,0.12, 0.03), labels=seq(—0.09,0.12,
0.03) ,cex.axis=1.2)

VaR_param_norm=qnorm( alpha, mean = params_norm [[2]][1], sd =
params_norm [[2]][2])

lines (x, dnorm(x,mean=params_norm[[2]][1], sd=params_norm
[([21102]) ,lwd=2,)

arrows (x0=—-0.06, y0=12, x1=VaR_param_norm, yl=0,length=0.1,1wd

=1.5)
text(—0.06, 13, paste("—VaR_=_", round(VaR_param_norm,3), sep=""
),cex=1.2)

# Koopulate joonised

sim_nr=3000

n.cop=normalCopula (0.5 ,dim=2,dispstr="un"
u_n=rCopula(sim_nr,n.cop)

persp(n.cop,dCopula, xlab="x",ylab="y" ,zlab="2z")
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plot(u_n, xlab="u_1",ylab="u_2" ,main="")

t.cop=tCopula(0.5,dim=2,df=4,dispstr="un"
u_t=rCopula(sim_nr,t.cop)

persp(t.cop,dCopula, xlab="x",ylab="y",zlab="2z")
plot(u_t,xlab="u_1",ylab="u_2" ,main="")

c.cop=claytonCopula (5,dim=2)
u_c=rCopula(sim_nr,c.cop)

persp(c.cop,dCopula, xlab="x",ylab="y" ,zlab="2")
plot(u_c,xlab="u_1",ylab="u_2" ,main="")

g.cop=gumbelCopula(5,dim=2)
u_g=rCopula(sim_nr,g.cop)

persp(g.cop,dCopula, xlab="x",ylab="y" ,zlab="2")
plot(u_g,xlab="u_1",ylab="u_2" ,main="")

f.cop=frankCopula(5,dim=2)
u_f=rCopula(sim_nr,f.cop)

persp (f.cop,dCopula, xlab="x",ylab="y" ,zlab="2z")
plot(u_f,xlab="u_1",ylab="u_2" ,main="")
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