





RUUMI ALGOPETUS

(SUSTEMHHT]LIHE KURSUS)

Il. ANNE

i /

4\ =\
N s
W o ¢ b 3
RO






NATHING - PERLI

RUUMI ALGOPETUS

(SUSTEMAATILINE KURSUS)

II. ANNE

(CIHES TRIGONOMEETRIA KURSUSEGA)
o %74

TALLINNAS, 1920
KIRJASTUS dHISUS ,KOOLI* KIRJASTUS







. V1. peatiikk:
Joonldikude ja nurkade proportsionaalsus.

{lhine méet.

138. Definitsioon. Kale
Joonloigu AB ja CD dhiseks moe-
duks nimetame igat kolmandat
joonléiku EF, mis kummagi antud ¢ —+———D
goonloigu AB ja CD sisse mahub
taielikult, ilma ilejddgita ja puu-
dutulekuta. [12].

A— ‘B

Er———F

Kahe nurga MON ja PQR, (kahe kaare GH ja IK, mis iihe ja
sellesama raadiusega on témmatud), ithine mdéet on kolmas
nurk LST, (kolmas sellesama raadiusega témmatud kaar UV),
mis kummagi esimese nurga, (kaare,) sisse taiesti &ra mahub.

On kahel joonléigul iiks tthine mdet, siis on neil ka 16p-
mata palju iihiceid méetusid, sest iga ihise inéedu mitmendik
on jallegi nende Gihine mdet. Nendest iihistest méetudest on
aga iiks kiige suurem.

. Kui EF on AB ja CD iithine méet, siis on selge, et EF
taielikult-ara mahub iga jargmise joonléigu sisse: 1) AB - CD;
2) AB — CD; 3) m. AB; 4) n. CD; 5) m. AB -+ n. CD; 6)
m. AB — n. CD, kus juures m ja n tdisarvud on ja AB > CD,
mo AR n. Ch

Mirkus. Mis joonlgikude iihise méedu kohta &eldud, on ka nurkade,
kaarte ja teiste suuruste iithise méedu kohta maksev.



139. Ulesanne. Leida kahe joonldigu kéige suurem iihine moes,
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' Lahendamine. Rsetarne vahema joonldigu CD suurema AB
peale nii mitu korda, kui véimalik. Mahtugu CD AB sisse
2 korda (— m —) korda ja olgu iilejadk FB. Siis on

AB = 2. CD + FB (1) AB = m. CD - FB.
(lejaagi FB asetame vahema joonléigu CD peale nii mitu
- korda, kui véimalik. Mahtugu FB védhema joonldigu CD sisse
4 korda (— n korda —) ja olgu ulejadak ED. Siis on

CD = 4. FB -+ ED (2) CD = n. FB <+ ED.
Teise ilejadgi ED asetame esimese iilejadgi FB peale nii mitu
korda, kui voimalik. Mahtugu ED esimese iilejadgi FB sisse 1
kord (— p korda —) ja olgu iilejaak KB. Siis on

FB = 1. ED + KB (3) FB = p. ED -+ KB.
Kolmanda iilejaagi KB asetame teise tlejaagi ED pea!e nii mitu
korda, kui véimalik. Ja nénda toimetame edasi niikaua, kuni me
niisuguse llejadgi saame, mis eelmineva iilejddgi sisse tdiesti
dra mahub ilma uue ilejadgita. Siis on see viimane iilejagk
antud joonléikude AB ja CD koéige suurem iihine m&et. Mah-
tugu meie naituses kolmas lilejazk KB teise iilejadgi ED sisse
3 kord (— q kord —) ilma uue iilejdégita, nii et

ER = 3+ KB (4) A ED = q. KB.

Siis tbendame meie, et see kolmas iilejadk KB on AB ja CD
kéige suurem iihine méet.

Toestus : Naitame esiteks, et KB on AB ja CD iihine mdet.

Et KB @ra mahub téisarv korda ilma iilejaagita ED sisse
(4), siis mahub KB téisarv korda ilma- lilejadgita ka FB sisse,
mis on 1. ED 4 KB [138].

Et KB @ra mahub tédisarw korda ilma iilejadgita nii FB, kui
ka ED sisse, siis mahub ta &ra taisarv korda ilma iilejaagita ka
CD sisse, mis on 4. FB 4 ED [138].

Et KB @ra mahub téisarv korda ilma iilejaagita nii CD, kui
ka FB sisse, siis mahub ta &ra taisarv Korda ilma iilejazgita ka
AB sisse, mis on 2. CD + FB [138].

Niiviisi mahub viimane iilejaak KB tdisarv korda ilma iile-
jaégita @ra kummegi antud joonléigu AB ja CD sisse ja on
sellega nende {ihine méet. Teiseks nditame, et KB on kéigist
tihistest méetudest kdige suurem.
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Joonléikude AB ja CD ithine moet, olgu ta missugune
tahes, mahub &ra taisarv korda ka AB ja 2 korda (— m korda —)
véetud CD vahe sisse, s. 0. esimese iilejadgi FB sisse [138].

Et AB ja CD ithine modet, olgu ta missugune tahes, tais-
arv korda ilma iilejadgita d&ra mahub nii CD, kui ka FB sisse,
siis mahub ta &ra ilma iilejadgita ka teise iilejaagi ED sisse,
mis on CD — 2. FB (CD — n. FB) [138].

Et AB ja CD iihine méet, olgu ta missugune tahes, ilma
iilejadgita @ra mahub nii FB kui ka ED sisse, siis mahub ta
dra taisarv kord ilma {lejadgita ka kolmanda iilejaagi KB
sisse, mis on FB — 2. ED (FB — p. ED) [138].

Jarjelikult ei v6i AB ja CD iihine méet suurem olla kui
KB ja KB ise ongi AB ja CD kéige suurem ihine mébet.

Mirkus I. Kui vdhem joonldik suurema sisse taielikult ilma tilejaad-

gita &ra mahub, siis on ta ise nende joonlﬁikude koige suu-
- ren: iihine moet.

Mirkus II. Niisamati leitakse ka kahe kaare, kahe nurga jne. kéige
suurem iihine moéet.

Mirkus IIT. Kahe joonldigu kdige suurema iihise méedu leidmisel
on olemas tédieline sarnadus k&ige suurema iihise jagaja leid-
misega kahele arvule aheljagamise abil.

140. (lhisméeduta joonldigud. Kahe joonldigu kéige
suurema iithise méedu otsimisel véib ette tulla niisugune ju-
hus, et meie ei leia niisugust lilejaaki, mis eelmineva tilejaagi
sisse taielikult ilma uue iilejaagita @ra mahuks. Niisugusel
korral ei ole neil joonloikudel iihist moéetu.

Kaks joonlGiku, millel on Ghine méet, on dhismoedulised
joonldigud; kaks joonl6iku, millel iihist méetu ei ole, on
ihisméeduta joonldigud.

Et tihisméeduta joonl6ikusid olemas on, néitab jargmine
teoreem: Ruudu diagonaalil ja kiil-

[ G jel ei ole iihist méetu.
< / Toestus: RAsetame kiilje BA dia-
gonaali BD peale. Ta mahub 1 kord,
bged sest BA < BD [48] ja BA 4+ AD >
BD [49], ehk, sest et AD = BA,

\, . K 1. BA<BDja 2. BA> BD. Ulejagk -
jirs AR on FD, nii et BD = 1. BA -} FD.
A l\"\ L/" D Selle iilejaagi FD asetame kiilje
S, AD = BA peale. Selleks témbame
e tiles punktlst F perpendikulaari

(4 X ‘!-}[v ..

e



Téepoolest, siis on:

1) FD = Fl, sest et '« FID = < FDI = 45°%;

2) Al = Fl, sest et A BAI= A BIF [k. k. IV. t].

Al = Fp ,

Edasi peaksime FD asetama ID peale. HAga /\ FID on
pool ruudust FIMD, mille kiiljeks on FD ja diagonaaliks ID.
Seepérast teame, 1) et esimene Ulejadk FD mahub kilje ule-
jadnud osasse ID veel 1 kord, IL = FD, ja iile jaab joonloik
LD nii e¢ AD — 2. FD -} LD (ehk BA = 2. FD -} LD) ja
2) et teise iilejadgi LD asetamine esimese iilejaagi FD peale
peab niisama tdide saadetama, nagu esimese asetamine ruudu
kilje peale, millest me juba teame, et see iilejdagiga 16peb.

Niiviisi ndeme, et iiks ja seesama asetamine kordub ala-
tasa jargimooda, et alatasa ulejaék olemas on, mis eelmise
tlejaagi sisse 2 korda mahub iilejadgiga, ja et pealeasetamised
ja tlejaagid iialgi ei l6pe. See téahendab aga, et ruudu diago-
naalil ja kiiljel ei ole iihist méetu.

Miirkus. Nagu joonléigud, nii véivad ka kaared ja nurgad tihismde-
duta olla.

Joonl6ikude méetmine ja vahekord.

141. Joonléikude moéetmine. Joonldiku mieta tihendad
teada saada, mitu korda teine, tuntud ja mbet-iksuseks voetud joon-
loik tema sisse mahub, ehk mitu ja missugust mobet-iksuse jagu
on moedetavas joonldigus. :

[. On méedetaval joonldigul ja méetitksusel iithine méet
olemas, siis on tépipealne méetmine véimalik. -

a) Kui méetitksus ise on nende kahe joonlgigu iihine
mdet, siis esineb moetmise saadusena tdisarv, mille me
teada saame méetitksuse asetamise abil méedetava joonligu
peale. Nait. AB = 8 cm.; TV = 248 km.

b) Kui méedetaval joonldigul ja méetiiksusel ithine mdet
olemas on, méetiiksus ise aga see iihine moet ei ole, siis ase-
tame, méetmise otstarbel, selle iithise méedu kummagi joon-
I16igu peale ja méetmise saadusena esineb murdarv, mille lu-
geja nditab, mitu korda ithine méet méedetava joonlgigu sisse
mahub, ja nimetaja— mitu korda ithine méet mahub mdetiik-
suse sisse. Kui ndit. HF = 35 [K ja 1 detsimeter DM = 8 IK,
siis on IK =1 DM ja HF = 33 DM ehk HF = 3% dm.
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Arvu, mis moetmlse =aaduse\ﬁ'§ésfné‘5 /x%metame me
moetarvuks.

1. Kui moéedetaval joonldigul ja méetiiksusel hist méetu
ei ole, siis ei ole ka tapipealne mdéetmine v6imalik ja me mde-
dame’ ligikaudselt.

Ligikaudset méetmist véime toimetada nii peenelt, kui

iganes soovime.  Olgu nait. joonléik LS ja moetiik-

: sus ED iihisméeduta

L 0 i joonléigud. Kui me

E iy LS tahame moeta

ED-ga peenelt kuni

J,-kuni, siis jaotame ED 10-ks vérdseks jaoks ja asetame iihe

niisuguse jao LS peale. Mahtugu ta 14 korda, mille juures tle
jaab tikike, mis vahem on kui {; ED.

Siis on 44 ED < LS < 1: ED.

Vétame nuiid suuruseks 14 ED ehk 1} ED, siis teeme
vea, mis vahem on’ kui 4y ED ja me iitleme, et LS on mde-
detud peenelt kuni 4% ED-ni.

14 ED on LS ligikaudne vaartus puudusega, {§ on LS li-
gikaudne vaartus liiaga.

Kui me LS tahame méeta ED-ga peenelt kuni 4}s-kuni,
siis jaotame ED 100-ks vérdseks jaoks ja asetame iihe niisu-
guse jao LS peale iile. Mahtugu ta 141 korda {ilejadgiga nii,

et 41 ED < LS < 142 ED.

Siis on 141 ED LS ligikaudne vaartus puudusega ja
142 ED on LS ligikaudne véartus lilaga; peenus on iy ED.
jne.

(lleiildse, kui me LS tahame mdeta ED-ga peenelt kuni
;--kuni, siis jaotame ED n vérdseks jaoks ja asetame iihe nii-
suguse jao,  ED, LS peale Mahtub - ED LS peale m korda
iilejadgiga nii, et

™ ED <LS < ™ ED,
siis on " ED ja "
esimene puudusega, teine lilaga; nende vahe ; ED on moet-
mise peenus ja vahe antud joonldigu ja tema Ilglkaudse vaar-
tuse vahel on mbetmise viga.

+ L ED joonldigu LS ligikaudsed véértused,

n
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Vérratustest ™ ED < LS < ™ ED on néha, et méet-
mise viga on vahem kui méetmise peenus —:l ED. «

Mida suurem on arv n, seda véhem on peenust naitaja
murd :; ED, kuna viga veel védhem on. Et me aga arvu n nii
suureks véime teha, kui me tahame, siis véime ka vea
nii vaikseks teha, kui me tahame. See tdhendab, et me véime
ligikaudset mdéetmist tédide saata nii peenelt, kui me seda iga-
nes soovime. ; 7

142. Irratsionaalsed ja ratsionaalsed arvud. Joonl6i-
- gul, millel méetiiksusega tihist méetu ei ole, on 16pmata palju
ligikaudsete vaartuste paarisid, igaiiks erilise peenusega .Need
joonldigud on muutuvad suurused, kuna antud joonléik jaadav
suurus on. Et antud joonlGigu ja tema ligikaudse vaartuse
'vahe nii véikseks voib tehtud saada, kui iganes soovitav, siis
on see vahe l6pmata vdike suurus ja antud joonléik on oma
ligikaudsete vaartuste piir [135, I. IL].

Igale joonlbigu ligikaudsele vaartusele vastab joonléigu
ligikaudne arvuline vaartus, mis seda joonléigu ligikaudset vaar-
tust tapipealselt moéedab. Seepérast t®eb meil eeldada, et
peab olema ka tiks arv, mis antud joonl&igu téipipealne méet-
arv on. See arv ei v8i aga olla ei taisarv, ega murd, sest neid
arvusid esitavad joonldigud on méet-iiksusega tihismdedulised.
Seepérast peame arvu moistet laiendama ja-uut liiki aryud sisse
tooma. Neid uvut liiki arvusid nimetame irratsionaalseteks arvu-
deks ehk wumbarvudeks.

Irratsionaalne arv (ehk umbarv) on seesugune arv,
mis moedab seda joonl6iku, millel moetiiksusega iihist
moetu ei ole. 4

Niisuguse joonléigu ligikaudseid véaartusid méetvad arvud
on sellele joonléigule vastava irratsionaalse arvu ligikaudsed
vaartused ja me voime Utelda, et iga irratsionaalne arv on oma
ligikaudsete viidrtuste piir.

Irratsionaalsete arvude vastandina nimetakse taisarvusid ja
murdusid ratsionaalseteks arvudeks.

Irratsionaalsete arvude kallal toime
pandudiitehte saaduseks nimetame seda
piirl omilleks Nsaada pitavad iselle . tehte

saadused nende arvude ligikaudsete vaar-
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tuste kallal. Et niisugune piir olemas on, seda néeme
jargmistest naitustest. :

Kui ruudu kiilg on 1 mee- Kui ringi raadius on 1
ter, siis on tema ~diagonaali meeter, siis on selle ringi sis-
moéetarv 2, mida loetakse: sekujundatud kolmnurga kiilje
ruutjuur 2-st. moetarv /3, mida loetakse:

ruutjuur 3-st.

Tema ligikaudsed vaartu- - Tema ligikaudsed véaartu-

sed on: 5 sed on:

1,41 <y2 <1,42 1,73 <y3 <1,74

1,414 <y2 <1415 1,732 A3 733
1,4142 <y2 <1,4143 1,7320 X3 <7321

141421 <y2 <1,41422 jne. 1,73205 <y3 <1,73206 jne.

Nende arvude kallal toimepandud tehete saadused on
jargmised (Vaata O. Perli, Aritmeetika, Il tritkkk § 54, b. c. 55, c.
56, 'c.): ;

. Summa.
1,73 +141 =314 <y3+y2<1,74 J142 =316
1,732 L1414 =3146 <y3+4+y2<1,733 41415 =3,148
1,7320 --1,4142 =3,1462 <y3+ y2 <1,7321 41,4143 —3,1464
1,732054 1,41421 = 3,14626 <y 3 + Y2 <1,73206+ 1,41422= 3,14628-

II. Vahe.

1,73 —142 =031 <y3—y2<1,74 —141 =033
1,732 —1,415 =0317 <y3—vy2<1,733 —1414 =0319
1,7320 —1,4143 =0,3177 <y3—y2 <1,7321 —1,4142 =0,3179
1,73205— 1,41422=0,31783 <y3 — Y2 <1,73206— 1,41421=0,31785

lll. Kasvatis.

173 AR 20 T Pays Y2 <74 X 1A =Sgat
1,732 X 1414 =249 <y3.y2 <1733 X1415 =2,452
17320 X 1,4142 =2,4493 <y3. V2 <1,7321 K 1,4143 —2,4497
1,73205 1,41421 — 2,44948 <3 . 2 < 1,73206 < 1,41422 — 2,44951

[V. Vahekord.

43 1142 =120 <y3:y2<174 1,41 =125
1,732 :1415 =121 <y3:y2<1733 :1414 =1229
1,7320 : 14143 =1,2241 <y3 :y2<1,7321 : 1,4142 = 1,2249
1,73205.: 1,41422— 1,22464 <y/3 : V2 <1,73206 : 1,41421 = 1,2247%
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143. Joonléikude vahekord. Kahe joonléigu (kaare-
nurga jne) vahekorraks nimetame arvu, millega teist joonloiku
kasvatada tuleb, et esimest joonlsiku saada, nait. o = 3,
kui AB = 3.CD. ' Ehk:

Kahe joonldigu vahekord on esimese joonldigu
moetarv, kui teine joonloik moetiiksuseks on véetud,
nait. i = 44, kui AB = 44 CD.

Sellest'jargneb: 1) vahekorra leidmine on moéetmise dile-
iildistamine ja méetmine on vahekorra leidmise eriline juhus;
'2) vahekorra leidmist toimetatakse niisama nagu méetmist.

Vahekorra leidmisel véib esineda 2 juhust: I-ks, joonlgigud
on uhisméedulised; ll-ks, joonléigud on ithisméeduta.

I-ne juhus: Kui joonléikudel ER ja IK on tihine méet AB,

siis mahutame selle iihise

E R méedu kummagi joonloi-
gu sisse nii mitu korda
] i (G kui véimalik, ja saadud

arvude vahekord ongi an-

tud joonloikude vahekord. Kui n&it. AB mahub ER sisse

14 korda — m korda — ja IK sisse 5 korda — n korda —, siis
on &% == 1 — 28 — ehk = = T

II-ne juhus: Kui joonléikudel ER ja IK Gihist mdetu ei ole, siis

oleme sunnitud nende ligi-

E R kaudse vahekorraga leppima.
Seda ligikaudset vahekorda
B . K voime aga leida nii peenelt kui
iganes soovime, ndit. - ——kunl,

kui n on kui tahes suur arv, siis on % nii va_lke kui
iganes soovime. Et iihisméeduta joonléikude ER ja IK vahe-
korda leida peenelt kuni 34, - ni (— %-kuni —), jaota-
me teise joonldigu IK 1000-ks vérdseks jaoks (— n vordseks
jaoks —) ja tihe'niisuguse jao asetame ER peale nii mitu
korda kui véimalik. Mahtugu ta 618 korda (- m korda —)
nii, et iile jaab joonléik, mis vaiksem on kui ;4% 1K (— :; IK—),
siis on

S < i < &% .
ehk: 0,618 < =¥ < 0,619 Wi h o) L O
Kui me niiiid ER ja IK’tap:pealse vahekorra asemele
vétame 0,618 ehk 0.619 (— ™ ehk ™' y—), siis teeme vea,

.aga see viga on vahem kui 0001 (— F’ —).
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Jirjelikult ongi 0,618 ja 0,619 (— ™ja ™' —) ER ja IK
vahekorra ligikaudsed véartused, peened kuQi 0,001-ni (— :;
kuni —). ‘

Naitused: Ruudu diagonaali ja kiilje ligikaudne vahek:c;..\
on 1,4142135...; korraparase kolmnurga ja tema Gmber kujun-
datud ringi raadiuse ligikaudne vahekord on 1,7320508.. .;

korraparase kiimmenurga ja tema {imber kujundatud ringi

raadiuse ligikaudne vahekord on 0,6180339. .. /
Kahe iihisméeduta joonléigu vahekorda véime otsida ka

niiviisi nagu me kahe joonl6igu iihist méetu otsime. Aga ka

niiviisi otsides ei ole véimalik leida tépipealset vahekorda ja

‘ peenuse ettedramaaramine teeb raskusi. Saadus ilmub nénda-
nimetud ,ahelmurruna®.

Leiame sel teel, naituseks, ruudu diagonaali ja kiilje vahe-
korra meeles pidades, et ruudu kiilg tema diagonaali sisse ma-
. hub 1 kord iilejadgiga, see iilejaak mahub kiilje sisse 2 kord
iilejaagiga- ja iga jargnev Ulejadk mahub eelmineva ilejaagi
sisse 2 kord iilejadgiga. [Joonestus § 140].

BD . T B i i 1— (5 1
an—=1+m=1 SHER 1+ z.h;p=]+¢'+"i s
£ 3 FD FD FD. 2 PD
! LD LD
=l+lzi Kui me hisméeduliste joonléikude juures.
w0 3 e ~ . sefi'e P i
41 nende iihise méedu ja hisméeduta joon-
R

16ikude juures ~r', -diku teisest joonldigust
méet-iiksuseks vétame, siis on nende joonléikude vahekorda

esitavad arvud nende méetarvud ja me véime Utelda: joonldi-
kude vahekord on nende moetarvude vahekord. /

144. Joonldikude vahekordade vérdus. Uhismieduliste
joonlotkude kohta on iseenesest selge, et nende vahekorrad on
vordsed, kui neid vahekordi iiks ja seesama arv avaldab. Uhismde-
duta joonléikud vahekordade kohta tdestame jargmise teo-
reemi: Kaks irratsionaalset vahekorda on isekeskis vordsed,
kui on vérdsed nende samaloomulised ligikaudsed vaartu-
sed, mis voetud iihe ja seesama peenusega.

- g S ktt AB k - k-1 RAB
Toestus : l‘(l{l on, == Py sl v mg
. k41 OoP k k op
ja o oo e Y Y e e

i . 1 RB op

Siit leiame maha arvates, et: NS e
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. . o . 1
Kui arvu n piiramata suurendada, siis viheneb murd =

piiramata ja saab muutuvaks, 16pmata viikeseks suuruseks,
AB . QP AB oP

kuna vahekorrad = ja s Ja nende vahe 5 — 5 muutumata,

jaadavateks suurusteks jasvad. Kéigist jaddavatest suurustest

‘on oma absoluutse véartuse poolest ainult O vihem, kui [6p-
1 B AB _ op
mata vaike suurus —. Jarjelikult on b T =0
Sellest jargneb, et ELS == %;’ :

Proportsionaalsed joonlsigud.

145. Proportsionaalsed suurused. Kui meil on kaks
suurust A ja B, ja '

-suurusest A on meil rida vaartusi a, ay, ay, . .. @n, Anty ... ja
-suurusest B rida vastavaid vaartusi b, ba, s s Wy bniy,. .. ja
kui siis suuruse A kaks vaartust annavad sellesama vahekorra, °
sy = a; b] % A
nagu suuruse B vastavad vaartused, nii et 3 B, Slis nime- .
n n

takse suurusi A ja B proportsionaalseteks,

Suurused A ja B nim. proportsionaalseteks ka siis, kui
suuruse A kahe vaartuse vahekord on seesama, mis suuruse
B vastavate véértuste vastupidine vahekord, nii et :—; = ?. Et
vahet teha nende kahte liiki suuruste vahel, nimetakse viima-
seid suurusi vastuproportsionaalseteks ja esimesi pariproportsio-
naalseteks ekk lihtsalt proportsionaalsetels.

Kui markide ay, ay, a;... a,; by, by, bg ... b, all méista
suuruste arvulisi vadrtusi ehk méetarvusi, siis véib nendega ta-
litada nagu nimeta arvudega ja proportsioonid, mida need suu-
rused annavad, kdivad kSigi arvuliste proportsioonide seaduste
alla. Pariproportsionaalsetele suurustele leiame siis:

PN O e e :

A R T i o gy i bk

Shiog e B T e R ; .

By, o’ b wbal By B »+ ehk llefidse:
SV M £l SRR (R
bl—_b2_b3—..._.bn_b—

K on siin ilmunud vahekord, ehk, nagu raagitakse, pro-
portsionaalsuse koeffitsient,

Vastuproportsionaalsetele suurustele leiame :
Bl r Dl O | g Sy, ; :
Ba TR e v e T by e 8 (DK
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a;-by = a5.bn, 33.by = an. bn, 8y by apy By 0 ehk
iletildse: @;.b; — ay. by = a3 . by = ... =ay.by =a.b=p
kus p on jaadav arv.

Seepirast deldakse: pariproportsionaalsed suurused an-
navad jaadava vahekorra, vastuproportsionaalsed suurused
annavad jaadava kasvatise.

146. Teoreem. Kaks paralleeljoont 1) I6ikavad ara
nurga harudest proportsionaalsed joonldigud ja 2) jaota-
vad nurga harud proportsionaalseteks joonldikudeks.

“Oletus: CD || EF

A o e OF OE
Vaide: 1)@—‘: oc;:
DF CEy 4
2) o5 = oc Ia
Ll Sndss
OF: ¥I OE

Toestus: Et toes-
tada kahe vahekorra
vordust, peame leid-

A ; g ma iga vahekorra
S : eraldi. Selle juures
on’véimalik 2 juhust: 1) joonldigud on ithismdedulised, ja 2)
joonldigud on ithisméeduta.

> 3 |
e WRKORRY T R

7-ne juhus. Kui joonlsikudel OF ja OD on olemas ihine
méet, siis mahtugu see ithine moet OF sisse 14 korda (— m
korda —) ja OD sisse 9 korda (— n korda —), jarjelikult DF
sisse 5 korda (— (m — n) korda —); siis leiame jargmised
vahekorrad [143, 1] i

OF DF 5 DF %
Viap= N 25 = 48 3 oF = 1%

OF m DF m-—n . DF m—n
Doas™~ % ios ow PIAwET w

Et]OE ja OC wvahekorda leida, on ainult vaja OF ja oD
jaotuspunktidest labi paralleeljooned témmata EF-le ja CD-le;
siis jaguneb OE 14-ks (— m —) ja OC 9-ks (—n —) vordseks
jaoks [87]; iga niisugune jagu on OE ja OC (ja CE) tihine
mé&et ja%nende vahekorrad on jargmised [143, I]:

- NE Y D =tEIE="1r

OE m CE m—n .- CR. . oodmeen
Noe =57 ddeec® = 5 18 S S

Et vahekorrad vordsed on, kui neid iiks ja. seesama arv
avaldab, siis on

OF OE BE e CE DE-5: . CE
)55 = o5c: dDop=oc ia3or = ok -
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2-ne juhus. Kui joonléigud OD ja OF ihisméeduta on,
siis lelame nende ligikaudse vahekorra peenelt kuni :‘ -kuni.
Selleks jaotame OD n vordseks jaoks ja iihe niisuguse jao
asetame OF peale. Ta mahub, iitleme m korda iilejadgiga,

a e oD
mis vdhem on kui —- .

& m OF m+41 .
Siis on S <55 <EE ja
% Ao OF: m. e % 1 E
ligikaudne vaartus vahekorral g5 = -, peen kuni - -kuni,

puudusega [143, 1I].

Témbame ntiiid 1abi OD ja OF jaotuspunktide paralleel-
jooned CD-le ja EF-le; siis jaguneb OC n vérdseks jaoks ja
iks niisugune jagu aseneb iseenesest OE peale m korda iile-

I jadgiga, mis yvahem
I S

on kui %S, nii et

e

Seepéarast on ligi-
kaudne vaartus vahe-
korral g%: <. peen
kuni :; -kuni, puudu-
sega [143, 1.

Nende irratsionaal-
sete vahekordade g—D
ja oc samaloomuhsed ligikaudsed vaartused, voetud the ja sel-
lesama peenusega, on vordsed, seeparast on ka nende vahe-
korrad isekeskis vordsed [144]: ‘

Qb ea08
1 oD oeT
& 7 5 e vy DF G e e
Niisama on véimalik téestada, et G5 == 5¢ ja 57 = -

Ulesanded. 1. Wastupidine teoreem formuleerida ja tées-
tada (vastu vaiteliselt). :

2. Paralleeljooned CD ja EF l6ikavad Z-a RAOB harud
Jabionil; et OF == 20 m., OC =12 4n.; OF:== 24 & [Sida
OD, DF ja CE! _

3. Paralleeliooned LS ja GK léikavad Z-a AOR harud
fabi nii, et OL =26 “iolli,. OG. == 85 tolli; SK =5 6. tolli.
Leida LG, OS ja OK! :

4. Paralleeljooned AB ja CD jaotavad Z-a EFG tihe haru
osadeks FA = 13 cm. ja AC = 7 cm., ja l6ikavad teise haru
peal &ra joonldigu FD = 30 ecm. Kui pikad on FC, FB ja BD?
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5. Z-a ABC harud on labildigatud paralleeljoontega
DE | FG nii, e¢ BF > BD, BD = 9 cm,, DF = 6 cm.
ja EG = 9,6 cm. Leida BG, BE ja BF. ]

¢. Taisnurkses A-gas BAC on kateedile BA témma-
tud perpendikulaar hiipotenuusi BC peal olevast punktist M,
mis hiipotenuusi jagab vahekorras 3: 7. Missugusteks osadeks
jaotab see perpendikulaar kateedi BA = 24 m.?

7. /\-gas DEF on DF = 18 m. ja EF = 27 m. Punk-
tist-P, mis DE-d jagab vahekorras 4:5 tipust D arvates, on
témmatud PQ || EF ja PR | DF. Leida DQ, QF, ER, RF,
PQ ja PR.

8. L-a MOAR harud on lébi ldigatud paralleeljoontega
BC | DE | FG (tipust arvates) nii, et OC = 6 cm,, CE —
4 cm., EG = 8 cm., OF 36 cm. Leida OB, BD ja DF.

9. A-ga kilied on jaotud 8-ks vordseks jaoks ja .labi}
jaotuspunktide on témmatud paralleeljooned teisele kiiljele. Kui |

pikad on kolmanda kiilje osad, kui see kolmas kiilg on 20 m. ?

147. (llesanne. Antud joonldik AB jagadn kaheks, propor-

tsionaalselt m ja m-le.
Lahendamine: 1) m ja n on antud joonldigud. Punktist A
P SR tdmbame mistahes kiire RC.
=7 Selle kiire peale, A-st alates,
asetame AM = m ja M-st eda-
si MN = n. N ja B iithenda-
me sirgjoone abil ja labi M
tombame MP || NB.
Siis on: 52 = T,

2) m ja n on arvud, nait. 5 ja 3. HAC peale asetame
esite 5, ja sealt edasi weel 3 mistahes iihesuurust jagu. Muidu
edasi on konstrueerimine endine. : ‘

Harjutus. Joonléik AB jagada neljaks, proportsionaalselt
joonlgikudele (arvudele) k, I, p, q.

148. 1-ne iilesanne. Kolmele antud joonldigule @, b ja ¢
konstrueerida 4-jas proportsionaalne, See tahendab konstrueerida
joonlsik x, mis rahuldab proportiooni § = .

Lahendamine : Mistahes £Z-ga MON iihe haru peale ase-
tame esimese vahekorra liikmed OA = a ja OB = b ehk OR
= a ja AB = b; teise haru peale asetame OC = c.

Proportsioonis vahekordade eesliikmetena esinevate joonlGi-
kude a ja c otsapunktid A ja C tihendame ja tagaliikme b otsapunk-
tist B témbame BX || AC. Siis on [146] OX = x ehk CX == x.

Nathing-Perli. Ruumi algdpetus Il 2
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Il-ne ‘lilesanne. Kahele antud joonloigule a ja b konstrueerida
g-as proportsionaalne.
- See tdhendab konstrueerida joonléik x, mis rahuldab pro-
portsiooni a: b = b : x. Konstrueerime nagu eelminevas
ilesandes, kui vétta ¢ = b.

149. -Teoreem. Nurga harud ldikavad paralleeljoontest
ara joonldigud, mis proportsionaalsed on nurga harude ldikudele.
arvatud nurga tipust kuni vastava parallecljooneni.

A 7 R
Oletus: BD j CE
Viide: 35 = RS = AE

Toestus: Témbame BF || AE, 'siis on t-ga C harud 13bi 16i-

gatud kahe paralleeljoonega ja jarjelikult
CE Ch

FE — Bn, s ¢t aga BFIDE ja BDI FE, siis on
FE = BD;

CEC e T

e T S

Sellel teoreemil pShjeneb transversaal-maasstaabi sisseseade.
. . &
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(llesanded. 1. Ziestada teoreemid: 1) Kaks paralleeljoont
jaotavad kiirte kimbu proportsionaalseteks osadeks ja jaotatakse
ise ka selle kiirte kimbuga proportsionaalseteks osadeks.

2) Kolme paralleeljoone vahel olevad joonléigud on pro-
portsionaalsed. ;

3) Trapeetsi alustele paralleelselt ja tema diagonaalide
16ikpunktist 1abi minev joonléik jaguneb selles punktis pooleks.

I1. Konstrueerimise dlesanne. 4) /\ -gas tommata alusele
paralleeljoon, mis oleks alusega vahekorras m : n.

III. Viljaarvamise dlesanded: 5) (ks /\-ga killg on
jaotatud 5-ks vérdseks jaoks ja labi jaotuspunktide on tdmma-
tud paralleeljooned teisele kiiljele, mille pikkus on 10 tolli.
Leida nende /\-ga seesolevate joonldikude pikkus!

6) Kui, pikk on hiipotenuusi keskkohast iihe kateedi
peale tdmmatud perpendikulaar, kui teine kateet on 6 m.?

7) Kui kaugele peab pikendatama trapefsi mitteparal-

leelseid kiilgi, et nad l6ikuksid, kui nende kiilgede pikkus on

b= 15cm. d = 10 cm., ja alused on a = 18 cm.c =8 cm.?

150. Definitsioon. Punkt O jagab joonloiku MK seest-
poolt, kui O on M ja K vahel; punkt O jagab joonldiku MK
valjastpoolt, kui O on MK pikenduse peal [9]; osadeks arva-
takse OM ja OK.

Teoreem. Kolmaurgas jagab sisenurga poolitaja vastaskiilje
seestpoolt ja valjasnurga poolitaja viljastpeolt joonldikudeks, mis
proportsionaalsed on oma ldhiskiilgedede. X

A

Qletus: o = LB ja Loy = L}

DA BA' . FA BA
Viide: = = 3¢ @ ©€ = Bc
Toestus: Pikendame AB-d ja AC-d ja témbame CE | DBja

. DA BA. /. FA BA
CE, | FB. Siis on 5z = ¢ J@ ;¢ = &,

‘»'

'l

=
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Et aga L8 = Lo = /4B = Ly ja L3 = Loy = LB, =
Zy, siision BE = BC'ja BE; = BC.

Proportsioonides BE ja BE; asemele BC pannes saame:
DA BA . FROGD YBR
D .0 BC I3 e T B G

Ulesanded. 1) /\-ga kiilied on a = 20 ¢m., b = 25 m,,
¢ = 30 m. Kui suured on iga kiilje osad milleks neid jagab
vastasnurga poolitaja? 4

v 2) /\-ga kiillled ona =13 m, b= 14m, ¢ = 15 m.

Kui pikad on kiilie osad, milleks jagab neid vastasnurga poo-
litaja?

3) Kiilgede a = 14 m. ja b = 6 m. vahelnurga pooli-
taja jagab kolmanda kiilje osadeks, millest vdhem osa on 3 m.
Kui pikk on kolmas kiilg?

Definitsioon. Punktid O ja P jagavad joonldiku harmoonili-
selt, kui O jagab teda seestpoolt selles samas vahekorras, mil-
les jagab teda P viljastpoolt.

Jareldus: /\-ga sama tipu juures olevate sise- ja valis-
nurkade poolitajad jagavad vastaskiilge harmooniliselt.

: Toestada teoreem: Kui O ja P jagavad MK—d harmoonili-
selt, siis jagavad ka M ja K OP—d harmooniliselt.

~ 151. Teoreem. Uhes ja sellessamas ringis ehk kongruent-
setes ringides on tsentrinurgad proportsionaalsed vastavatele
kaartele.

Viide: 282 ‘= 22

Tbestus: I-ne juhus: Kaared AB
jaDE on ilihisméedulised. Asetame
kaarte AB ja DE peale nende
iihise méedu nii palju korda kui
véimalik. Mahtugu (hine moet
— BB sisse 12 korda ja — DE
sisse 5 korda. Siis on = gf:"“ =

Et Z-kade ACB ja DCE vahekor-
da leida, ithendame kaarte jaotus-
punktid tsentriga. Siis jaguneb
£RCB 12 vérdseks jaoks ja .DCE — 5 niisama suureks jaoks,
sest vordsetele kaartele vastavad vérdsed tsentrinurgad. Jarjel,

SERERL ¢ 0 At R i
on 5 = 5 = 24

Neid vahekordi avaldab iiks ja seesama arv 24, seepa-
rast on nad isekeskis vérdsed: foop = = 1%

REBICR i CADE
L
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- II-ne juhus. Kui kaartel Gihist méetu ei ole, siis leiame
nende vahekordade ligikaudsed vaartused mistahes, aga iihe ja
sellesama peenusega. Selleks jagame teise kaare DE n vérd-

/ seks jaoks ja iihe niisuguse jao ase-
tame — AB peale nii mitu korda
kui véimalik. Mahtugu *-. DE kaare

n

ABsisse k korda, mille juures iile jaab

- FB < %2
Siis on < ¥ i << “E (143,11}

Et vahekorra —nce- ligikaudset
vaartust leida sellesamma peenusega,
on ainult tarvis kaarte AB ja DE

D jaotuspunktid ithendada tsentriga.

Siis jaguneb . DCE n vordseks jaoks ja iiks niisugune
jagu aseneb iseenesest L ACB peale ja nimelt k korda, mille
mille juures ile jaab LFCB mis véahem on kui 1. 4DCE
Siis on & < 283 < P [143,l1].

Et isekeskis vordsed on nende irratsionaalsete vahekor-
dade samaloomulised ligikaudsed véértused, mis viélja arvatud .
on olgu mistahes, kuid ithe ja sellesama peenusegda, siis on

i . ~ +«ACB “AB
need vahekorrad isekeskis vordsed; s. t. Zggé‘ == =

152. Nurkade moetmine kaarte abil. Ring jaotatakse
360-ks vordseks jaoks ja iga jagu nimetatakse kaare kraadiks.

Kui jaotuspunktid ithendada tsentriga, siis saame 360
vordset tsentrinurka [98] ja iga niisugune nurk on murga kraad.

Ft mingit nurka méeta, vetakse tema tipp tsentriks, ku-
jundatakse mistahes “raadiusega kaar ja mdoedetakse ara
nurga harude vahel olev kaar. Mitu kaare kraadi selles kaares
on, nii mitu nurga kraadi on md&edetavas nurgas, sest moede-
tav nurk on tsentrinurk ja tsentrinurk on nurga-kraadi kohta
nii nagu tem ale vastav kaar on kaare-kraadi kohta [151].

Sel péhjal loetakse eelmineva paragrahvi teoreem veel
jargmiselt: Zsentrinurka maedab kaar, mille peale ta toetab.

I-ne jdreldus. Piirdenurka moedab pool sellest kaarest, mille
peale ta toetab.

2-ne jireldus. Piirdenurk, mis toetab diameelri peale, on
taisnurk.

3-as jareldus. Pingjoone ja riivaja sinnitatud nurka . moe-
dab pool tema harude valel olevast kaarest.
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4-as jareldus. Kahe Ilvikuva pingjoone svimnitatud nurke
moedab tema harude ja nende pikenduste vahel olevate kaarte pool-
summa, ’

5-es jareldus. ZLaiikajate, ehk ritvajate, ehk loikaja ja rii-
vaja sinnitatud nurke moedab pool tema harude vahel olevate kaarte
vahest. [108, 109, 111, 112].

Nimetud péhjusel tarvitatakse nurkade moéetmiseks ja
asetamiseks mall’i ja kéigi nurgaméetmise riistade sisseseade
péhjeneb sellel, et nurki méedetakse kaarte abil.

1 kraad = 60 minutit ja 1 minut — 60 sekundit.
1° = 60/, 1 = 60". '

Prantsusmaal on katsutud veerand ringi 100-ks vérdseks
jaoks jagada ja iga niisugust jagu veel 100-ks jaoks; aga nii-
sugune jaotamine on vdhe poolehoidmist leidnud.



VII. peatiikk:

Trigonomeetrilised suurused.

153. Teoreem. Kui muutub projekteeritav, aga ei muutu
tema kallakus, siis ei muutu ka 1) projektsiooni ja projekteeri-
tava vahekord, 2) projekteerija ja projekteeritava vahekord ja
3) projekteerija ja projektsiooni vahekord.

M

Toestus : Paragrahvides 146 ja 149 tdestatud teoreemide
pohijal leiame: :

AB’ AB BB’/ AB S

) i = a2 o = ap’ 3) by = RO’
Paigutame sisemised liilkmed iimber, siis saame:

AB’ AD’, BE.GE. DDA BB .. DD

D aen = fp; 2 As = Ap> O) Aw = Ao’

mis tarvis oligi toestada.

Me teame [104] et nurga suurenemisega kuni 90° vaheneb
projektsioon, aga projekteerija suureneb. Jérjel., kui kallakus
suureneb (tdisnurga piirides),
siis: 1) projektsiooni vahekord projekteeritavaga véheneb;

2) projekteerija vahekord projekteeritavaga suureneb;

3) projekteerija vahekord projektsiooniga suureneb seda

enam. .

Sellest on naha, et nimetud vahekorrad on muutuvad
suurused, mis olenevad kallakuse suurusest nad on kallakuse
Sunktsioonid.
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154." Definitsioonid. 1) Projekteerija vahekorda projekteeri-
tavaga nim. ka llakuse sirus’eks ja kirjutatakse: o — sin A.
2) Projekteerija vahekorda projektsiooniga nim. kallakuse

tangens’iks ja kirjutatakse : % = tg A.

Mo N

Kui me kallakuseks vétame LB, see tidhendab kui me
RB-d projekteerime PQ peale, mis MN-le perpendikulaarne on,
siis on projektsiooniks BC ja HCA?n projekteerija ja me lei-

JAC AC

ame: 5 = sin B 3 = 1t9 B

LB tdiendab (A-d ja (A téiendab (B-d tdisnurgani.

Kahte nurka, mille summa on taisnurk, nim. tiiendusnur-
kadeks teineteisele, ehk iiht nurka nim. teise taienduseks
(90°-ni). ;
Vahekord g—g— on nurga R tdienduse sinus; vahekord gﬁ
on nurga R tdienduse tangens.

»laiendus® on ladina geeli »complementum¥; seepdrast
kKirjutati endistel aegadel, kui teaduse keeleks veel ladina
keel oli:

:% == sinus complementi A. g% = tangens complementi A-

Séna ,complementi* kirjutati lithendatult »C0“.  Parast-
poole kirjutati see lithendus sénade |, sinus* ja ,tangens“ ees

nii: ,co. sinus* ja ,co. tangens, kus ta nende s6nadega iihte
sulas Hréimetusteks »Cosinus“ ja »Cotanges“ nii, et

AB = cosinus A ehk liihendatult Qg = cos A ja
g% = cotangens A’ ehk liihendatult 3¢ = ctg A.

Niiviisi on meil 4 kallakuse A funktsiooni: 1) sinus;
2) tangens; 3) cosinus; 4) cotangens.
3) Projekisiooni vahekord projekteeritavaga nim. kallakuse ceo-

sinuseks ja kirjutatakse —’,}—,ﬁ = cos A.
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4)  Projektsiooni vahekord projekteerijaga nim. kallakuse co-
tangensiks ja kirjutatakse g% =& oty B

Need 4 vahekorda nim. nurga A (kallakuse) trigomomeetri-
listeks suwrustehs ehk trigonomeetrilisteks funkisioonideks ja iga

funktsiooni nimetuse jarel peab tingimata olema aratahenda-
tud nurk, mille trigonomeetriline funktsioon véetakse.

155. Eelmineva paragrahvi definitsioonidest jargneb :
1) antud -ga sin==tdiend. L-ga cos; Sin e ?‘%—1 cos B = cos (90°-R).

2} , cos= , , sn;cosA =%§—= sin B = sin(90°-A).
3) » ” : ty e » Ctg, tg A= gg‘= Ctg i e Ctg (900-1:\).
4 ., . ocg— , . tgctgA=g— tgB= 1g(o0*A).

156. Taisnurkse kolmnurga kiilgede ja nurkade vastas-
tikkune olenevus. Kui me tdisnurkses kolmnurgas ABC vo-
tame hiipotenuusi BC projekteeritavaks
" ja kateedi BA projekteerijaks, siis on ka-
teet CA — projektsioon ja .C on kalla-
kus ja § 154 jargi leiame:

[ ‘1) s5 =2vsine € 2)2—;—=cosC
A S = sin C 2 == cos C
¢c=a.8mC b=ua.co8C/
i, A L3 e = tg'C % ek Ctgy'C
4 c=tg 2 =2 g
¢ =bitg C b= c.ctg C

I. Kateet on hiipotenuusi kasvatis I) oma vastasnurga-f/,__‘(' )

sinusega, ehk 2) oma lihisnurga cosinusega.

1l. Kateet on teise kateedi kasvatis 3) oma vastasnurga
tangensiga, ehk 4) oma lahisnurga cotangensiga.

Jareldus: Pro]el/(tsioon on projekteeritava kasvastis kalla-
kuse cosinusega.

157. Trigonomeetriliste suuruste tabel. Jargnevas ta-
belis on esitatud trigonomeetriliste funktsioonide arvulised vaar-
tused niisugustele nurkadele, mida méedavad téisarv kraadisid.

Kui kraadisid lugeda pahemalt poolt, siis tuleb nimetusi
lugeda iilevalt; kui kraadisid lugeda paremalt poolt, siis tuleb
nimetusi lugeda alt [155].
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Kraad| Sinus | cosinus tangens c&angens i
: |
0| 00000, | 1.0000, | 0.0000, | oo 90
1} 00174, | 0.9998, | 0.0174, [ 57.2899; | 89
21 00349, | 0.9993, | 0.0349, | 28.6362, | 88
3| 00523, | 0.9986, | 0.0524: | 19.0811. | 87
4] 00697, | 0.9975, | 0.0699, | 14.3006, | 86
51 0.0871; | 0.9961, | 0.0874, | 11.4300, | 85
6| 01045, | 09945, | 0.1051, | 95143, | 84
7| 01218; | 09925, | 01227, | 8.1443, | 83
81 0.1391; | 09902, | 0.1405, | 7.1153, | 82
91 01564, | 0.9876, | 0.1583, | 6.3137, | 81
104 01736, | 09848, | 0.1763, | 56712, | 80
11 | 0.1908, | 0.9816, | 01943, | 5.1445; | 79
: |
12§ 02079, | 09781, | 0.2125, | 4.7046, | 78
13| 0.2249; | 09743, | 02308. | 43314, | 77
141 0.2419, | 09703, | 0.2493, | 4.0107, | 76
v |
151 02588, | 0.9659, | 0.2679, | 3.7320, | 75
16 | 0.2756, | 0.9612; | 0.2867; | 3.4874: | 74
17 | 0.2923, ‘[ 0.9563, | 0.3057, | 3.2708, | 73
: | [
18 | 0.8090, ‘ 0.9510;, | 0.3249, ! 3.0776, |.72
191 0.3255; | 09455, | 0.3443, | 29042, | 71
20| 03420, | 0939, | 0.3639, | 2.7474, | 70
l
|
21| 03583, | 09335, & 0.3838, | 2.6050, | 69
22| 037461 | 092715 | 0.4040, | 24750, | 68
| i
— cosinus sinus lkraad.

cotangens ; tangens




Kraad| sinus | cosinus | tangens |cotangens| —

231 03907, | 09205, | 04244, | 23558; | 67
24 | 0.4067, | 09135, | 04452, | 22460, | 66
25 | 04226, | 090631 | 0.4663; | 2.1445. | 65

26 | 0.4383;, | 0.8987, | 0.4877, 2.05030 | 64
27 | 0.4539, | 0.8910: ; 0.5095, 1.96261 | 63
28 | 0.4694, 078829, | 0.5317: 1.8807; | 62

29 | 0.4848: | 0.8746, | 05543: | 1.8040; | 61
30| 05000, | 0.8660, | 05773, | 1.7320, |60
31| 05150, | 08571, | 0.6008, | 1.6642, |59

32| 05299, | 0.8480, | 0.6248, | 1.6003,. | 58
33| 05446, | 08386, | 064941 | 15398, |57
34| 05591, | 0.8290, | 0.6745: | 1.4825, | 56

35 | 05735 | 0.8191, | 0.7002: | 1.4281; | 55
36 | 0.5877, | 0.8090, | 0.7265, | 1.37634 54
37 | 06018, | 0.7986, | 0.7535, | 1.3270; | 53

38 | 06156, | 078801 | 07812, | 1.2799, | 52
39| 06293, | 07771, | 08097, | 1.234% | 5!
40 | 0.6427, | 0.7660, | 083910 | 1.1917; | 50

41| 0.6560, | 0.75471 | 0.8692, | 1.1503; | 49
42 | 0.6691, | 0.7431, | 0.90040 | 1.1106: | 48
43 | 0.6820, \ 0.7313; | 0.9325: | 1.0723; | 47

44 | 06946, @ 07193, | 09656, | 10355; |46
45| 07071, | 07071, | 1.00000 | 1.00000 |45

|

|
e cosinus sinus |cotangens| tangens | kraad.
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I-ne juhus: Antud hiipo-
tenuus ja liks terav nurk; leida
teine terav nurk ja kateedid.

Antud: a = 28,47 cm.;

B=37% . Leida* C, b, &
Lahend.: 1) C=90°-B
C = 539,

2) b=a.sin B
3) c=a.sinC=a.cos B
b=28,47sin37° c=28,47c0s37°

28,47 28,47
81060, 689 70
17 08%2 19 92"9
28 25612
16 22(7
17,12l6 61

b = 17.13 cm. c=22,7§fti cm.

a

158. Tdisnurkse kolmnurga
lahendamine. ,Kolmnurka la-
hendada“ tdhendab — an-
tud kiilgede ja nurkade
kaudu leida teised kiiljed ja
nurgad.

II-ne juhus: Antud iiks
kateet ja iiks terav nurk; leida
teine terav nurk, kateet ja hii-
potenuus.

Antud: b = 327,46 m.
B = 259, Leida: C, c, a.
Lahend.: 1) C = 90"- B
C = 65°.

2)c=b.tgC3)b=a.sinB
c=327,46 .tg65% a — >

sin B

327,46/ o s _ 32145
544 12! sin 25 0,4226
654 92| 327,46/0,4226
32746 B
13098 3274,6/4,226
1309 29582774
o A6 3164
702236 2958
206
= 702,24 m. 16 8
: 38
= 72049 m. 38



III-as juhus. Antud hii-
potenuus ja kateet ; leida teine
kateet ja nurgad.

Antud: a — 814,53 m.;

b = 382,34 m. Leida: B, C,c
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IV-as juhus. Rntud on ka-
teedid: leida hiipotenuus ja
nurgad.

Antud: b = 494,28 m,;
c¢= 705,88 m. Leida: B, C, a.

Lahend : 1)b = a. sin B. Lahend: 1) b = c.tg B.

3 c=a sinC 3 b . ="asinB
sin B= > =32 1) tgB =2 = =
¢ — 81453, Sin €3¢ g
3,8234/8,1453 814,53 494,28705,88 o= 142
32581|0,4694 928 80 494 12/0,7002
5653 651 62/4 16
4887 65162 14 494,28/0,57358
766 1629 458 86/861,8
733 33 tgB — 07002 3542
33 719,14)8 3441
32 101
B-=35°(tabeli jarel). 57
sin B = 0,4694 ¢ = 719,15 ‘ e
B — 28° (tabeli jarel). & =
2) C — 62° ki i
a — 861,8m,

Kui saadused peenemalt peavad vélja arvatama, siis peab
logaritmisid tarvitama, nagu seda harilikult ka tehakse.

Harjutused. 1. 1) a = 7,82, C = 38°%; 2) a = B8,
C — 29°; 3) a = 13,46, B = 57°; d)'a == P8 C = 60°.

I 5 b = 1248, B = 39%(6) b =792, C = 24
7 ¢ =574, B = 18°;:8) ¢ = 20; C = 30%;

l. Qya — 37,624, b = 18,240; 10) a = 825,47, ¢ =
241,34; T) a — 90463, b — 593,44; 12) a — 28494, €=
12436, o b

IV. 13)/b = 23,731, ¢ = 33892; 14) b = 48,720, c =

. 54,109; 15) b = 43,30, ¢ = 25; 16) b = 42,370, c = 30,785.

Zng. Trigon. suuruste iileiildistamine. Kallakust muu-
Aame selle |4bi, et me projekteeritavat pd6rame tema ihe
~ otsapunkti timber. Selle juures kujundab teine otsapunkt
kaare ja tiispoérde jooksul — taie ringi. Me véime projektee-
ritavat veel edasi pdorata, siis saame veel suuremad nurgad
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ja kaared. Nurgad ja kaared, mis siinnivad kiire pooramisel
vastu pdeva, loetakse — positiivseteks, piri Dpiieva — negatiivseteks.
Sellest selgub, et nurgad ja kaared véivad olla kui suured
tahes, paositiivsed ja negatiivsed..

Vétame ringi; tema raadiuse vétame projekteeritavaks.

Témbame 2 vastastikku per-
pendikulaarset diameetrit AC jaBD-

# AC nimetame esimeseks diamee-
triks ja A — esimeseks alguspunk-

1 tiks ehk alguseks; BD nim. teiseks

¢ A diameetriks ja B — teiseks algus-

\ 3 punktiks ehk alguseks. Need dia-
\ v

meetrid jagavad s66ri ja ringi 4-ks
veerandiks: AOB ja — AB on | vee-
rand, BOC ja _BC — Il-ne veerand,
COD ja — CD — lll-as veerand,
DOA ja—DRA —IV-as veerand..

Témbame ringile riivaja esimeses alguses AT — see on

a
0
a
D

esimene riivaja, ja teises alguses BK — see on teine riivaja.
' \ Kallakuse ehk nurga @ sinu-
B Ne seks nimetame projekteerija vahe-
4 korda projekteeritavaga ja nurga «
J s cosinuseks— projektsiooni vahekor-
£ i da proiekteeritavaga sin ¢« = g“% ja
- A A 2
& 0 i jacos a = g%.

Nuid dtleme:

Nurga a sinus on see vahekord,

0. mida annab litkuvat raadiust esimese

diameetri peale projekieerija perpen-

a@ikulaar ja raadius, ehk mida annab litkuva raadiuse projektsioon
teise diameetri peale ja raadius, sest sin ¢ = ‘g,g = g;;—‘.

Nurga a cosinus on see vahekord, mida annab liikuva raadiuse

projektsioon esimese diameetri peale ja raadius, ehk 'mida annab

lilkuvat raadiust teise diameetri pealemgrojekteeriia perpendi-

. . s OP gt
kulaar ja raadius, sest cos @ = L

Nurga a tangensiks nimetasime projekteerija ja projekt-
siooni vahekorda tg a = g‘;. Et aga g‘f- = 50—% [153], siis on

kil iy
19 ¢= &g ja me Utléme:
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Nurga a tangens on see vahekord, mida annab esimese riivaja
lotk, arvatud riivaspunktist kuni loikumiseni liikuva raadiuse ehk
diameetri pikandusega, ja raadius.

Nurga a cotangensiks nimetasime projektsiooni ja projek-

teeritava vahekorda <= ST'; Joonestusest on aga néha, et
%PF = %:“ g0 B, ehkctg 0—073 ja me itleme:

Nurga a kotangens on see vahekord, mida annab teise riivaja
loik, arvatud riivaspunitist kuni loikumiseni litkuve raadiuse ehk
diameetri pikendusega ja raadius.

Need trigonomeetrilised suurused, kui vahekorrad, on ni-
meta arvud.

60. Trigon. suuruste négelik kujutamine ja nende mérgid.

eed joonléigud MP ehk ON, OP ehk MN, AT ja BK,

[joon § 159] mille vahekorrad raadiusega on trigonomeetrilised
suurused, nim. trigonomeetrilisteks joonteks.

See raadius, mille kohta véetav vahekord annab trigono-
meetrilise suuruse, modeldakse ikka positiivseks. Nimelt oel-
dakse ikka, et see raadius on 1%*); s.t. raadius kujutab abstrakt-
set 1 nagelikult.  Kui raadius on 1, siis on trigonomeetrilised
jooned — Gigemini nende méetarvud — vastavad trigonomeet-
rilised suurused, s.t. nad kujutavad trigonomeetrilisi “suurusi
nagelikult. Seda tingimust silmas pidades métleme edaspidi
trigonomeetrilistest Joontest radkides ikka nende all trigon.
suurusi. :

Kui need trigonomeetrilised jooned lahevad iiles véi pa-
remale poole omast algusest, siis loetakse neid positiivseteks;
kui alla véi vassakule poole, siis negatiivseteks. Sellest jérg-
neb:

Sinus on I-ses ja II-ses veerandis positiivne;

III-ndes ja IV-ndas negatiivne. -

Cosinus on 1-ses ja IV-ndas veerandis positiivne,

I1-ses ja Ill-ndas negatiivne.
Tangens on I-ses ja Ill-ndas veerandis positiivnme
II-ses ja IV-ndas megatiivne,
Cotangenson I-ses ja IIl-ndas veerandis positiivne,
[I-ses ja IV-ndis negatiivne.

)

*) Ring, mille raadius on 1, nim. trigonomeetriliseks ringiks.
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)<3‘61. Trlg. suuruste muutumine.
/ aatleme niiid trig. joonte abil trig. suuruste muutumlst.
1. Sinus. Kui nurk on 0°,

siis on tema sinus O. sin 0° =0.
Kui nurk kasvab, kuni

e 90°-ni, siis kasvab tema sinus
U] ka kuni 1. sin 90°=—-1.

Kui nurk edasi kasvab, siis

hakkab tema sinus vahenema;

kui nurk saab 180° suureks, siis

«vdaheneb sinus kuni O-ni. sin 180° = 0.
Kui nurk edasi kasvab, siis vdheneb tema si-

nus edasi; nimelt ta saab negatiivseks, kuna tema

absoluutne vaartus kasvab.

Kui nurk saab 270° suuruseks, siis on tema si-
nus vahenenud kuni —1-ni. : sin 270°=—1.

Kui nurk edasi kasvab, siis hakkab tema sinus

kasvama: ta jaab kiill negatiivseks, kuid tema abso-

luutne vaartus vaheneb.
Rui nurk saab 360° suureks, siis on sinus kas-

vanud kuni O-ni. sin 360° = 0.
Kui nurk edasi kasvab, siis hakkavad sinuse

-endised vadrtused endises jérjekorras korduma.

Sellest on naha, et nurk on argument ja sinus tema
funktsioon, ja nimelt niisugune funktsioon, mille vaartused kot-
duvad, mille vaartused ei muutu, kui argument teatava hulga
— 360° — vérra suureneb (ehk vaheneb). Niisugust funktsi-
ooni nim. perioodiliseks ja see argumendi hulk, mille tagant
funktsiooni véartused korduma hakkavad, on funktsiooni peri-
ood. Sinuse periood on 360°. Sinus muutub piirides —1-st
kuni -1-ni katketult. Sinuse absoluutne vaartus ei véi iialgi
olla suurem kui 1.

Il.  Cosinus.
Kui nurk on 0° siis

on tema cosinus 1. eos ()°=—1.
Kui nurk kasvab

kuni 90°, siis véheneb tema

cosinus kuni 0-ni.

cos 90°=0,



Kui nurk edasi kasvab, siis viheneb cosinus
edasi; nimelt ta saab negatiivseks, kuna tema
absoluutne vaartus kasvab.

Kui nurk kasvab kuni 180°-ni, siis on tema
cosinus vahenenud kuni —1-ni.

.Kui nurk edasi kasvab, siis hakkab cosinus
kasvama; nimelt ta jadb kiill negatiivseks, aga
tema absoluutne vaartus vaheneb.

Kui nurk saab 270° suureks, siis on cosi-
nus kasvanud kuni O-ni.

Kui nurk edasi kasvab, siis kasvab ka cosi-

nus edasi — ta saab positiivseks ja ta abso-

luutne vaartus kasvab.

Kui nurk saab 360° suureks, siis on cosi-
nus kasvanud kuni --1-ni.

Kui nurk edasi kasvab, siis hakkavad cosi-
nuse endised vaartused endises jarjekorras kor-
duma.
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cos 180°= —7.

cos 270° =" 0.

sco 360°= 1.

Jérjel. : cosinus on nurga funktsioon ja nimeit perioodi-

line; tema pericod on 360°. Cosinus muutub

piirides —1-st

kuni —-1-ni katketult ja tema absoluutne vairtus ei véi iialgi

olla suurem kui 1.

Ill. Tangens.

Kui nurk on 0, siis
on tema tangens ka O.

Kui nurk kasvab, siis
kasvab ka tema tangens.

Mida suuremaks nurk
kasvab, seda pikemaks la-
heb tangensi joon, seda
kaugemale  alguspunktist
nihkub selle joone Isike-
punkt raadiuse pikendu-
sega. Kui nurk saab 90°
suureks, siis saab piken-

seks I-sele riivajale, I5ike-
punkt nihkub  I6pmatusse
ja tangens saab I6pmata
suureks tg 90° = ¢n.

Nathing-Perli. Ruumi algdpetus M.

datud raadius paralleel-

tg 00 = 0
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Niipea kui nurk véahe suuremaks saab, ei
ole see sirgjoon, mille 16iguks on liikuv raadius
ehk diameeter, mitte enam paralleelne I-sele
riivajale, nende iilemised otsad lahevad lahkuy,
alumised pooled aga peavad 16ikuma, 16ikepunkt
hiippab - I6pmatusest—Iépmatusse. Nii on siis
tg (900 —¢) = + @, tg (90° +¢) = — w,
kus ¢ on lvs.*) ja me kirjutame: tg 900 = T,

Kui nurk edasi suureneb, siis hakkab 16i-
kepunkt altpoolt lahenema alguspunktile, tangens
jaab negatiivseks, ta absoluutne vaartus vaheneb;
s. t. tangens kasvab.,

Kui nurk saab 180° suureks, siis on tangens

kasvanud kuni O-ni. ' tg 180° =0,
Kui nurk edasi kasvab, siis hakkavad tan-

gensi endised vaartused endises jarjekorras

korduma.

Jarjel: Tangens on nurga funktsioon, ja nimelt perioodi-
line; tema periood on 180°. Tangensi muutumisel ei ole piiri;
tangens v6ib omandada kéiki vaartusi — coo-sest kuni -{- «o-ni.
Tangensi muutumisel on aga katke olemas 90° ja 270° kraadi
juures; seal on ta * w.

IV. Cotangens. Kui nurk on 0% siis on ll-ne riivaja pa-
ralleelne raadiuse pikendusele, mida me 0° juures paremale
poole tdmbame; I6ikepunkti ei ole, radgitakse aga, et nad 16i-
kuvad 16pmatuses: ctg (° = .

\ Niipea kui nurk viahe suureneb, ei ole nimetatud jooned
enam paralleelsed, ilmub 16ikepunkt, ehk ta kill veel véga
kaugel on. Mida enam nurk suureneb, seda ligemale Il-sele
alguspunktile tuleb 16ikepunkt, cotangens véheneb.

*) lvs = I6pmata vdike suurus.
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Kui nurk saab 90° suureks, siis 16ikuvad liikuv raadius ja
11-ne riivaja ll-ses alguspunktis ja cotangens on 0: ctg 90° = 0.

Kui nurk edasi suureneb iile 90° siis nihkub l6ikepunkt
edasi vassakule poole, cotangens saab negatiivseks ja ta ab-
soluutne vaartus suureneb;s. t. cotangens vaheneb. Mida enam
nurk suureneb, seda kaugemale li-sest alguspunktist vassakule
poole nihkub I6ikepunkt; cotangens véheneb, ja kui nurk saab
180° suureks, siis on jooned paralleelsed, 16ikepunkt on vassa-
kule poole dra kadunud, I6pmatusse ldinud: etg 180° = — oo.

Niipea kui nurk vdhe iile 180° suureneb, 16peb joonte
paralleelsus, IlI-se riivaja vassakpoolne osa ldheb lahku lii-
kuva raadiuse pikendusega, tema parempoolne osa aga peab
I6ikuma liikuva raadiuse pikendusega ehk kiill vidga kaugel.

See tdhendab: I6ikepunkt hiippab — I6pmatusest -+ 16p-
matusse. : ;

Seesama juhtub ka, kui nurk 360°-st iile laheb, ehk nurga
tleminekul, negatiivse véaartuse pealt positiivse vaartuse peale
0° juures. Seepdrast kirjutatakse:

ctg 0° = Too, ctg 180°= +oo, ctg 360° = +oo,

Kui nurk edasi suureneb, siis hakkavad cotangensi endi-
sed vaartused endises jarjekorras korduma. ¢ty 270° = 0.

Jarjelikult: Cotangens on nurga funktsioon, ja nimelt
perioodiline; tema periood on 180°. Cotangensi muutumisel
ei ole piiri; cotangens v6ib omandada kéik vaartused — co-sest
kuni ~f-<c-ni. Cotangensi muutumisel on katke olemas 180°
ja 0° (ehk 360°) juures.

Miirkus ;- Negatiivsete nurkade trig. funktsioonid muutuvad niisamuti

ainult vastupidises jadrjekorras.

Ulesanne.  Uurida negat. nurkade trig. funktsioonide
muutumist.

162. Redutseerimise valemid. Iga trig. suurus kdib {ihe
veerandi sees labi koik need absoluutsed vadrtused, mida ta
ilepea omandada vGib. Seeparast on tarvis trig. suuruste voi
nende logaritmide tabelid kokku seada ainult iihe veerandi
jaoks. Et aga ithe nurga trig. suurus vérdub omatdiendus-
nurga sarnase nimega suurusele, siis on ka kiillalt, kui meil
on trig. suuruste tabel nurkade jaoks 0° kuni 45%ni. Valemid,
mille pdhjal me suuremate nurkade trig. suurusi viljendame
90° -st kraadist (v6i koguni 45°-st kraadist) vahemate nurkade
trig. suuruste abil, nim. redutseerimise (taandamise) valemiteks.

3%
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Joonestusest on otsekohe naha, kui L AOP=a,
siis on: sin (90° — a) = M;P, = OP = cosa
cos (90° — a) = OP; = MP = sina
tg (90° — a) = AT; = BK =ctga
ctg (90° — a) = BK; = AT = tga

sin (90° + a) = MyP,= OP =  cosa

cos (90° + a) =0OP; = —MP = — sina
tg (90° + a) = AT, = — BK = —ctga
ctg (90° -+ a) = BK, = — AT = — tga.
i
fe B K 1"
T, ] M :
D /
/
‘NPt
Ms D Ma
g

L]

sin (270° — a) = MyP;=— OP= — cosa
cos (270° —a) = OP, = — MP= —sina
tg (270° —a) = AT, Bls=:/ ictga
ctg (270° — a) = BK; Al=  clga

sin (270° -+ a) = M,P;=— OP = — cosa
cos (270° +a) = OP, = MP=  sina
tg (270° +a) = ATy = — BK = —ciga
ctg (270° + a) = BK, = — AT =— tga.

I

Kui redutseeritava nurga koosseisus ette
tuleb liigarv veerandid, siis on trig. suuruse
nimetus ainult sarnane; mérk pannakse selle
veerandi jarele, milles redutseeritav nurk 16p-

peb.



sin (180° — a)=M;P,= MP = sina
<os (180° — a) = OPy = — OP = — cosa
tg (180° — a) = AT; = — AT = —tga
ctg (180° — a) = BK; = — BK = — ciga.
sin (180° + a) =MgP; = — MP = — sina
<os (180° 4 a) = OPy = — OP = — cosa
tg (180% -+ 'a)\— AT = :iga

<tg (180° 4 a) = BK ="' ctga

Ks

sin (360° — a) = M,P — — MP — — sina
cos (360° — a) = OP e cosa
tg (360° — a) — AT — — AT — — tga

ctg (360° — a) = BK; — — BK — — ctga.
sin (— a) = sin (360° — a) = — sina

cos (— a) = cos (360° — a) =  cosa

tg (= a) = tg (360" —- a) — — tga

ctg (— a) = ctg (360° — a) = — ctga.’
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Kui redutseeritava nurga koosseisus ette
tuleb paarisarv veerandid, siis on trig. suuruse

nimetus

seesama;
randi jarel, milles

méark pannakse selle vee-
redutseeritav nurk I6ppeb.

Joonestuse abil on véimalik dra ndidata, et need valemid
on oGiged itksk6ik kui suure nurga a jaoks.



VIII. peatiikk.

Hulknurkade sarnadus.

163. Sarnaduse moiste. Sarnasteks nimetasime kahte
kujundit [43], millel iiks ja seesama kuju on, mis aga oma
suuruse poolest lahku ldhevad. Nait. mingi pilt ja tema foto-
graafiline suurendus.

Definitsioon. Kahte hulknurka *) wimetame sarnasteks, kui
nende samas jirjekorras voetud nurgad on vastavalt vordsed ja hui
adrdsete nurkade lihiskiiljed on proportsionaalsed.

Sarnastes hulknurkades nimetame vordsete nurkade [&-
his kiilgi vastavateks (samapaikseteks, homoloogseteks) ja fit-
leme: Sarnastes hullnurkades on vastavad Liljed proportsio-
naalsed. Nende kiilgede iihist vahekorda nim. sarnaduse
ko_eﬁ‘itsiendz'ks. Niisama nimetame sarnastes hulknurkades
proportsionaalsete kiilgede vahelnurki vastavateks ja itleme:
sai‘nastes hulknurkades on vastavad nurgad vérdsed.

 ldreldus: Korrapdrased samanimelised hulknurgad on sar-
nased. i

Kolmnurkade sarnadus.

164. Definitsiooni jarele on ko]mnurgad ABC ja DEF

sarnased, kui tdidetud on tmglmused Ll — D L B—21E

i A R DR

DE EF FD

*) l-ses andes tarvitatud nimetuse ,paljunurk“ asemel vétame tarvi-
tusele nimetuse ,hulknurk®.
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Parastpoole [166, 167] ndeme, et on kiillalt, kui iiks nen-
dest taidetud on, sest siis on tdidetud ka teine.

Teoreem: Uhele kiiljele /\-gas tommatud paralleeljoon
lgikab dra kolmnurga, mis on antud kolmnurgale sarnane.

Oletus: DE || AC
Viide: /\ DBE < /\ ABC
Toestus: LD— LA, LE= 1 C, LB=LB.
it s |~
D £ §149 pohjal on ¢ = &5 =
/\ DBE <« ABC;

165. Esimene kolmnurkade sarnaduse teoreem. Kaks
kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks kiilge on propor-
tsionaalsed teise kolmnurga kahele kiiljele ja kui nende vahel-
nurgad on isekeskis vordsed.. 5

B E

Oletus's < RB:DE = RC: DF, tD ="tR
Viide: /\DEF o= ARBC.
Toestus: RAsetame AB peale Al = DE

ja tombame IK | BC. Siis on [164]

LAY ARBCY

AB:Al = AC:AK [definitsiooni jarel]

AB:DE = AC:DF [antud];

Et Al = DE, siis on ka RK—DF. Peale selle tA==¢D
ABIK © ADEF. [k kt] -
/A RIK © A ABC
A\ DEF < /\ ABC.
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166. Teine kolmnurkade sarnaduse teoreem. Kaks kolm-
nurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt
vordsed teise kolmnurga kahele nurgale. (Joonestus v. §165.)

Oletus: LD =_LR,LE=LB; jarjel. katF = 1C,

Viiide: /\ DEF o /\'ABC.

Toestus: Rsetame AB peale Al — DE ja t5mbame
IK || BC. Siis on [164]
ARIK o AABC.
Ll = LB, kui vastavad .-gad; 2]-—‘.E ARIK « ARBC
LE=— 1B PR —ID ARNE S N DER
L= LE Al — DE ADEF «w /ARBC.
AR e A DEF.

Ulesanne: Antud kolmnurgale konstrueerida sarnane kolm-
nurk, millel iiks kiily on antud.

B E

Lahendamine: Rntud kiilie DF peale konstrueerime punkti
D juures LtD— LR ja punkti F juures LF — LC. Nurkade
D ja F teised harud I6ikuvad punktis E ja /\DEF coAF\BC [166].

Ehk: AC peale asetame AK = DF ja témbame KI || CB.
ARIK «o ARBC [164].

167. Kolmas kolmnurkade szrnaduse teoreem. Kaks
kolmnurka on sarnased, kui koik kiiljed on proportsionaalsed.

Oletus: RB:DE — BC: EF — CA : FD. [Joon.v. § 165].
Viide: /\DEF <« ARBC.
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Tgestus: Asetame AB peale Al — DE ja témbame
IK | BC. Siis on [164]

ARIK «o ARBC.
AB: Al = BC:IK = CA:KA. Peale selle on antud:
AB:DE —BC:EF = CA:FD.
Et Al — DE, siis on ka IK = EF ja KA — FD.

ARIK £ ADEF [l k. k. t.]
ARIK « ARBC.

ADEF ey ARBC

/
/

168. Neljas kolmnurkade sarnaduse teoreem. Kaks kolm-
nurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks kiilge on proportsionaal-
sed teise kolmnurga kahele kiiljele ja suuremate kiilgede vastas-

nurgad on isekeskis vordsed.

Oletus: AB : DE — BC: EF; BC >> AB, EF > DE; LA — .D.

Vaide: /ADEF «o A ABC.
— DE ja tdmbame

Toestus: RAsetame RAB peale Al =
IK |  BC Siis ‘on [164]

ARIK cm /A RBC.

AB:Al — BC:IK. Peale selle on antud, et

AB : DE = BC:EF

Et Al — DE snsféiia IK — EF. Peale selle A~ /D.

ARIK © ADEF. [IV. k. k.t].
ARIK o /RBC

/\DEF « /\RBC.
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169. Teoreem. Sarnastes kolmnurkades on vastavad kor-
gused proportsionaalsed vastavatele kiilgedele.

B E

LG S F
H

Oletus:  ADEF.«o ARBC, El |1 DF, BH | AC.
Viide. BH __ BB BC ~ CA

TE) SRR DES L B e

Toestus: LA= D, sest et 2DEF «w ~ABC;
LH = 1] kui taisnurgad.
~BAH « ~EDI [166],

BH _ BRB B 0o

T BE TR Y

170. Teoreem. Kolmnurgas ja parallelogrammis on kérgused
vastu proportsionaalsed neile kiilgedele, mille peale nad tommatud.

B » i

/

Oletus: BH | AC, Al | BC.
Viide: B"—BS s 0. AC.BH —BC. Al

AL 7 R

: Toestuss: LG == C,; | Bhine? mukks
LH = L], kui taisnurgad.
AHBC o 2AIAC

8H B siit leiame AC.BH=BC.AI.

Al = RO

'
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171. Ptolomaéause teoreem. Igas
sisseku jundatud nelinurgas on diago-
naalide kasvatis niisama suur, kui
vastaskiilgede kasvatiste summa.

Viide: e. f. — a. c. -+ b -d.
Téestus: Rsetame AB kiilge LRABE — L DBC; siis on's

15 L ABE ==L DBC ja 2) LABD=_LEBG;
L BAE = ¢ BDC (toet.~BCp.) LBDA =12 BCE (toet._AB p.)
~BRE o 2BDC ABDA o ABCE
BA __ AE BD __ DA
BOE O BC BE 7 39CE
ni d
ehk = f‘cE T s

b
Siit. leiame : BRE..F = a.ici (1) ja CE £ ='b. d. {2).

Neid kahte vordust kokku arvates leiame:
(RE + CE). f —a.c. + b. d.

Et aga AE+CE— AC —e, siis on e. f=a. ¢ +b. d.
mis oligi tarvis toeks teha.

Hulknurkade sarnadus.

172. Teoreem. Kaks hu'knurka on sarnased, kui paarist
vastavast tipust tdommatud diagoraalid neid jagavad paari kaupa
sarnasteks ja sarnaselt asendatud kolmnurkadeks.

o
Ar

o«f §
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Oletus: » ABC o» A;B,C;; » ACD o » AiCiDs; » ADE «o 2A;D,E;.
Viiide: HBCDE w HlBlchlEl'

RB BC /SRR 5 ) RD RE =i R

Toestus: w5 == 5t == \Aie, —C.b; = ADr— DiE. —EA,
ARBCeo 2RB,C;; jarjel. La=,a;,LB= LBy, LE=1§,
2ACDw AHIC]_Dl; w LO=16, LY — LY 1 LSZLBI,
ARDE @ aR;D;E;; chladtictr ==Ly, 1 Bt Ry

AR 2R, .B=4B, 1€=—1C;,tD=1Dy, .F =L Eg
5 AB BC €y = DE 2 EA

BBy =7 BiCe . GDy DB~ 0T CFif

ABECDE e BCE, - oo

Ulesanne. Antud hulknurgale konstrueerida sarnane hulknurk,
millel iks killg on antud.

Lahendamine: Jagame antud hulknurga ABCDE kolmnur-
kadeks diagonaalidega, mis tipust A valja ldhevad.

Antud kiilje AE, peal konstrueerime ~AE,D; o ~AED [166].
» » HDl ” ” AHD1C1 w AHDC P
» ” . Hcl » » A_Hcl Bl w AHCB »

Siis on  AE,D;C;B, «o REDCB.

173. Definitsioon. Kahes sarnases hulknurgas nimetakse
haht punkti vastovateks (homoloogseteks), kui nende punktide iihenda-
mise ldbi ihe vastava (homoloogse) kiiljepaari otsapunktidega stinni-
vad Sarnased jo sarnaselt asendatud kolmnurgad.

Sarnastes hulknurkades wim. kaks joomloiku vastavatels (homo-
loogseiels), kui dihe joomioigu otsapunliid on teise joonldigu otsapunk-
. tidele vastavad (homoloogsed) punikiid.
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Teoreem. Kui sarnaste hulknurkade vastavad punktid Uhen--
dada kéikide tippudega, siis snnivad paarikaupa sarnased kolmnurgaw.

o

D

Oletus: RBCDE wo RA,B,C;D,E; ja APRAE «o 2PAE;.

. Viide: 1) sPED «wo aPED;; 2) APDCeo 2PD,Cy;
3) aPCB «w 2P,CB;; 4) APBA «w 2PB/A,.

Toestus :
RE ED
]) Et HBCDE CQHIB]CID‘ED siison L HED ==1 HlElDlja H E ~E——-6-1
1 ¢ o

RE EP
et APAE «w 2P AE;, RSN 1k E s LF\1E1P1 oy T RE . EP

PE ED
L PED e P1E1D| ]a l;"E; s E1D1

APED o APiEiDs. [l k.s.t] jne;

Jircldus: Vastavatest tippudest tommatud_ diagonaalid jagavad
sarnased hullnurgad paarikaupa sarnasteks kolmnurkadel:s.

174. Teoreem. Sarnastes hulknurkades on vastavad joonldigud
proportsionaalsed vastavatele kiilgedele.
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Oletus: RABCDE «o A1BiCiD1E;;
ARME ¢ AR1ME1, AAPE «o AR1P:E; ;

... MP _ AE
Vazde g m_ﬁl—E; .
Toestus:
‘Et AAME o aRiMiE,, siis on LMAE =—1MAE, ja /v% bl _ﬁ".:%
et ARPEw ARP:E,, , , LPRE—.PAE, , %‘1 picd %‘%
L MAP— L MiAiP1 ja o — Ao
~MAPw aMAP; [Lk.s.t]
MP . “MA MY "AE. MP _ AE

MP, — MR, P,A, RyE’ SO MP;, T RE
Jireldus. Korrapir. samanimeliste h-rkade. apoteemid ja nende
vimber kujundatud ringide raadiused on proportsionaalsed Fiilgedele
ja isekeskis. i

175. Teoreem. Sarnaste hulknurkade perimeetrid on proport-
-sionaalsed vastavatele kiilgedele. -~ 2

Toestus : Et hulknurk ABCDE on «» hulknurgale A;B,C,D,E,,
siis on
*BA BC ERY. v BE EA k2L — 2 as __ @an

R BI OB o Gy T DER TRA; by a o PR AT

Et aga igas vordsete vahekordade reas on eesliigete
summa tagaliigete summa kohta, nagu iga eesliige oma taga-
lilkkme kohta, siis leiame siit:

BB EBCACDFDELER L o AR BC . Gl i B
AB+BCHCD+DE+ER AR BG b, I
?1+ag+ ...... “an ¥*a_‘1 __a_zv‘ —EL‘_ }’___an_ o i
TR g s Wy by by T AR ehkplgbn- »kus tahen
davad a;, a2, a3...a, esimese h-rga kiilgi ja P tema perimeetrit,
by, by, bs ... b, teise 5 P T L5

1-ne fareldus: Korrapdir. samanim. h-rkade perimeetrid on
proportsionaalsed oma kiilgedele, apoteemidele ja dimberkujundatud
ringide raadiustele, :

2-ne jircldus: Soori dmber- ja sissekujundatud samanim. hor-

rapér., h-rkade perimeetrite vahekord vordub raadiuse ja apoteemi
vahekorrale.
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Sarnaduspunktid ja sarnaduskiired. (Homothetia).

176. Teoreem. Kui mingi punkt 0 vwhendada hulknurga tippudega ja
siis dikskoik mis punktist B iihe tihendusjoone peal tommata paralleeljoon hulk-
nurga vastavale kiljele kuni loikumiseni jirgmise iihendusjoonega, ja sellest loi-
kepunktist jille tommata paralleeljoon teisele vastavale kiiljele jne., siis on nii-
wiisi saadud hulknurk esimese sarnane.

Toestus; Need paralleeljooned jagavad kéiki ithendusjooni iihes ja
sellessamas vahekorras; seepérast [dheb viimasest jaotuspunktist tbmmatud
paralleeljoon l&bi esimese jaotuspunkti ja kéik paralleeljooned siinnitavad
kinnise murtud joone, mis piirab hulknurka A;B,;CD;E;.

A,B,C,DsE, «o ABCDE-le, sest tema nurgad on vastavalt vérdsed
ABCDE nurkadele ja vastavad kiiljed on proportsionaalsed, nimelt nende
ithine vahekord on seesama, milles {ihendusjooned on jagatud.

Jireldus :  Kui mingi punkt O iihendada hulknurga tippudega, neid
iihendusjooni jagada iihes ja sellessamas vahekorras ja jaotuspunktid jérgi-
midda iihendada teineteisega, siis siinnib wus hulknurk, mis esimese sarnane
on — sest et jaotuspunkta. iihendavad joonldigud on paralleelsed h -rga
vastavatele kiilgedele [146, 1-ne iilesanne, vastupid. teor.].

177.  Vastupidine teoreem. Kahte sarnast hulknurka viib niisugusesse
seisandisse asetada, et iga paar vastavaid kiilgi paralleelsed on, ja siis loiku-
vad koik vastavaid tippusid ihendavad sirgjooned tihes punktis, mis malematele
hulknurkadele sarnaselt aseneb.
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Téestus : HRsetame A;B; nii, et A;B;||AB. See on alati v6imalik.
Et ;B=1tB; [AB;G;D;E; «w ABCDE], siis on ka nurga B; teine -haru
B;C; || BC. [36]. Selle juures ldheb B,C; sellessamas sihis nagu BC, kui
A;B, ka sellessamas sihis ldheb nagu AB; ehk B;C, ldheb BC-le vastassihis,
kui A;B; ka ldheb AB-le vastassihis. Niisama aséhevad ka koik teised
HA;B,C,DE, kiiljed paralleelselt ABCDE vastavatele kiilgedele.

Témbame niitid 1&bi A ja A,, l&bi B ja B, sirgjooned, siis 16ikuvad
need jooned ehk nende pikendused punktis O, sest A,B, ei ole = AB.

Uhendame niiiid punkt O kéigi teiste tippudega. t6mmates jooni
0O¢, OD, OE, 0C,, OD,, OE,.

Et LOCB=t OCB; ja tOBC = L OB,C,, siis on ka BOC = ¢ B,0C,.
Et OB, tihte langeb OB-ga, siis langevad ka OC ja OC; tihte {iheks
sirgjooneks.

Selsamal p&hjusel langevad (ihte tiheks sirgjooneks ka OD ja OD,,
OE ja OE;. See tdhendab, et vastavaid tippusid iitendavad sirgjooned 16i-
kuvad iihes punktis.

Sellejuures siinnitatud kolmnurgad on paarikaupa sarnased, sest nende
nurgad on paarikaupa vordsed. Seetéhendab et O on nendes hulknurkades
iseenesele vastav (homoloogne) punkt; teiste sénadega—punkt O aseneb
sarnaselt mélema hulknurga kohta.

Definitsioonid. Kaks hulknurka, mis on teineteise kohta eelpool
kirjeldatud seisandis, nimetatakse sarnaselt asendatuiks [homotheetilisteks]
ja punkt O on nende hulknurkade sarnaduspunkt [homothetia tsenter].
Sarnaduspunkt on iihendusjoonte peal ja nimetatakse sisemiseks, kui paral-
leelsed kiiljed vastassihis jooksevad; sarnaduspunkt on iihendusjoonte
pikenduste peal ja nimetatakse wvalimiseks, kui paralleelsed kiiljed jookse-
vad samas sihis. Iga sirgjoon, mis l&heb l4bi sarnaduspunkti on sarna-
duskiir.

178.  Teoreem. Sarnaselt asendatud hulknurkade wvastavad punktid lei-
duvad vike sarnaduskiire peal ja nende kaugused sarnaduspunktist on propor-
tsionaalsed vastavatele kiilgedele.

Toestus : R; on A-le ja O on iseendale vastav punkt sarnastes hulk-

nurkades BCDE ja B,C,D,E, [173]. Seepérast on /\B,OA, «wo /\BOA. Jar"
i OA OB _ ARB B oy
]ehkult on 6’;‘— o 68—1‘ = hl_B_{ e 61_8_1 ja [_H‘ OBx = L AOB



Et nende nurkade harud OB ja OB, iihte langevad, siis langevad
ka harud OAR Ja OR, iihte. See tdhendab, et vastavad punktid A ja A,
on iithe sarnaduskiire peal.

Vastupidine teoreem. On kahes sarnaselt asendatud hulknurgas kaks
punkti iihe sarnaduskiire peal ja on mende kaugused sannaduspunktist propor-
tsionaalsed vastavatele kiilgedele, siis on nad vastavad punktid.

179. Teoreem. Sarnaselt asendatud hulknurkades on vastavad joonldigud
paralleelsed.. Joonistus §178.)

Téestus: On RAB ja A;B; vastavad joonléidqud [173, 174] ja O
A

o : 2 oB . i
sarnaduspunkt, siis on eelmineva teoreemi jérele OR, 0B, 12 sellepérast
RAB A,B;.

Toestada teoreem: Kui kahes sooris tommata paralleelsed raadiused sa
mas sihis (vastassihis), sits liheb nende raadiuste otsapunkta iihendav sirgjoon
libi tsentrijoone ja iihise vilimise (sisemise) riwvaja loikepunkti. Seda punkti
nim. ringide sarnaduspunktiks (homothetia tsentriks).

Sarnaste kujundite metood.

180. Ulesanne. /\ konstrueerida, kui antud on 2 murka ja perimeeter.

G C & e
Analiizis:  Kahe antud nurga ia vabalt véetud kiilje abil konstruee-

rime esialgselt /\-rga, mis nurkade vérduse parast on otsitava sarnane.

- Seepérast on konstrueeritud ja otsitava /\-rga perimeetrid proportsionaal-

sed nende vastavatele kiilgedele ja me v6ime otsitava /\-rga kiilje kon-
strueerida kui 4-nda proportsionaalse 3-le tuntud joonlGigule. [148, I].

Pérast seda on kerge konstrueerida /\ leitud kiilje ja kahe nurga
abil. :

Nathing-Perli. Ruymi algbpetus Il 4
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Konstrueerimine. ~ Konstrueerime mingi /\-ga ABC, millel 2 antud
nurka on. AC pikenduse peale asetame jargimééda CB ja BA nii, et
AD=RC+CB+BA. Peale selle asetame RD peale antud perimeetri
.. PR=RE. Siis témbame EF || DB ja viimaks FG | BC. ARAFG on otsitav.

On abikolmnurk leitud, siis on kasulik otsitava “\-ga leidmiseks tar-
vitada Spetust sarnaduspunktidest. Nait. kui A\ABC on ‘konstrueeritud, siis
véime A vétta sarnaduspunktiks. Siis on AB ja AD sarnaduskiired, E on
D-le, F on B-le vastav punkt. .

181. Sarnaste kujundite metood. Modnede konstrueerimis-iilesan-
nete lahendamiseks tarvitatav sarnaste kujundite metpod seisab. selles, et
me iithe osa andmete abil konstrueerlme otsitavale kujundile sarnase ja
teise osa andmete abil valime vélja abikujundile .sarnaste hulgast selle,-
milles see teine osa andmeid esineb. Viimasel otstarbel on kasulik tar-
yitada sarnaduspunktide opetust. ~ Jarjelikult Jangevad andmied’ kahté liiki :
esimesesse’ liiki kuuluvad need andmed, mis kujundi kuju kindlaks maéa-
ravad, nimelt nurgad ja joonlsikude vahekorrad; teise liiki kuuluvad joon-
16igud, mis kujundi suuruse kindlaks maédravad ja seeldbi véimaluse an-
navad sarnaste hu]gast otsitavat leida. Mitte lga kord ei ole tarvis kon-
strueerida otsitavale kujundile sarnast; ménikord on ka kiillalt, kui me
konstrueerime ‘kujundi, mis sarnane on otsitava kujundi osale.

I-ne nditus. Konstrueerida /\, kui antud on hp:a, o, r.

Lahend.: Et L R=o antud on, siis
véime konstrueerida /\ABH vabalt véottes
BH. Siis konstrueerime /A HBC mii, et
BH : BC=hpb: a ja et C on AH pikenduse peal.
Ehk: Konstrueerime tdisnurkse A\ CBH nii
et BH:BC=hp: a. See lébi leiame otsitava
"\-ga teise nurga y = ¢t C. Niid konstru-
eerime /\BHA kateedi BH ja nurga « abil.
Sellega oleme konstrueerinud /\ABC, mis
otsitavale sarnane on.

Et niiiid koigist /\-le ABC sarnastest
C. niisugust vélja valida, mille sisse kujunda-
tud ringi raadius on antud r, leiame /\ABC
sisse kujundatud ringi tsentri O. Sellest
tsentrist témbame- ringi raadiusega OK;=r. Punkti O. sarnaduspunktiks
véttes témbame sarnaduskiired OAR, OB ja OC. Niiiid. tdmbame : riivaja
punktis K;, mijs sarnaduskiired OR ja OC l6ikab punktis Ay ja C;. Punk-
tidest A; ja C; .tdmmatud riivajad l&hevad paralleelselt AB-le ja CB-le ja
16ikavad sarnaduskiirt OB-d iihes punktis By. /ARB,C; on otsitav.

A

 1l-ne nditus. AdAntud nurga haru peal punkt leida, mis leisest’ har ust
ja uhest nurga sees antud punktist vihekaugel on. :
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Anahitis: Olgu X otsitav ja P antud punkt, nii et XYIAE ja XY=XP;
siis on APXY
{ sarikkelmnurk.
! Vétame antud
t 3
nurga tipu A
! . sarnaduspunk-
{ tiks, siis on AE,
i AF ja AP sar-
- naduskiired ja
; meil ei ole ras-
i Lp ke - koristruee-
Y. rida ABCD w
IXXYP.

Konstrueerimine: 1) Témbame kiire AP ; 2) AF peal vabalt voetud
punktist B tdmbame RAE peale perpendikulaari BC|AE. 3) Punkti B tsent-
riks vottes tdmbame raadiusega BC kaare, mis sarnaduskiirt AP 15ikab
punktis D (kahes punktis D ja D,). 4) D ithendame C-ga; DC on sarik-
kolmnurga alus. 5) Punktist P tdmbame paralleeljoone CD-le, mis 16ikab
RE-d punktis Y. " 6) Punktist Y témbame perpendlkulaan RE-le, mis 16ikab
AF Punktis X, nii et XYLAE.

Toestus: Et CBIAE ja YX | AE, siison YX [|CB;

XV RY

' BOLT/RC

et PY || DC, siis on HYE R
DETETRE

XY _ PY

BE . 7DC

peale selle on  LXYP= LBCD
NXYP «w /ABCD.

Et AXYPw A BCD ja /\BCD on sarikkolmnurk, BC=BD, siis on ka
/\XYP-sarikkolmnurk ja XY=XP.

Uurimine. Et punktist B raadiusega BC t6mmatud kaar alati 16ikab
sarnaduskiirt AP kahes punktis D ja D,, siis on iilesandel alati 2 lahen-
dust. $

III-as néitus. Antud /\-ga sisse ruut kujundada nii, et ks ruudu kilg
/\-ga aluse peal aseneb.

Lahend. Olgu RABC antud kolm-
c---=-w==s=--=-=--2P nurk ja DEFG otsitav ruut. Kui me
Y niitid tipu A valime sarnaduspunktiks,
siis on iilesanne lahendatud nii pea, ku
meil korda ldheb punkti D leida. Sel-
leks konstrueerime otsitud ruudule sar-
naselt asendatud ruudu tema kiilieks
vottes kas /\-ga kérgust BH vbi mingit
teist joonlsiku MK ; see l&bi leiame sar-
S naduskiire AP, mille I&ikepunkt kiiljega
A KFH G C BC ongi punkt D.

o e e G S e A
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T7lesanded. Konstrueerida A\, kui antud 1) a, &, b:¢; 2) a:b, o, hps
3) «, 8, mc; ‘4)%, 8, atha; 5) B, hithb; 6) o b:¢ rai 7) ha, hb, he.

Konstueerida sarik A-nurk, kui antud on: 8) a:b, r; 9) h:hy, R;
10)'h:r,a; 11) hy :r, p.

Konstrueerida nelinurk, kui antud on: 12) «, B 1, a:b, p;
13) a, «, B, b:c:d. :

14) Kolmnurga sisse kujundada taisnelinurk, mille killgede vahekord
on m:n.

15) So6ri sektori sisse kujundada ruut. 16) So66ri segmendi sisse
kujundada ruut.

17) /A\-ga sisse kujundada vérdkilgne A, mille kiilg alusele paral-
leelne on.

18) Ring témmata, mis sirgjoont Sriivab ja labi punktide P ja Py ldheb.

19) Ring tdmmata, mis sirgjooni S ja S! riivab ja ldbi punkti P ldheb.

20) Sirgjoone S peal punkt leida, mille kaugused sirgjoonest S;
. a punktist P on antud vahekorras. :



IX peatiikk:

Proportsionaalsed joonl6igud taisnurkses
kolmnurgas ja sodris.

182. Teoreem. Tiisnurk-
ses /\-rgas on katest keskmine
proportsionaalne kogu hiipote-
‘'nuusile ja oma projekisioonile

B hiipotenuusi peale.

1. toestus:

ARBCw ADAC [ B = (8,1C = +C] ARBCw ADBA. [, C= v, LB =LB.
suurem. A hiipot. _ suure Asuurem kat. = suurg Ahiipot. _ suureAvah. kat.
keskm. 4 hiipot.  kesk.A suurem kat.’ vdikseAhiipot. ~ védikse Avéh kat.

8w AC o
RC.T:DC BB D
ehk:4C*= BC. DC. AB*<CB.DB
kust AC = V'BC.DC. AB =V CB. DB.
IT-ne toestuse viis:
b= a cosC c = a. cos B
b?=b. a. cos C c?=c. acosB
2=a (b. cos Q) ¢2=a. (c. cos B)
b2=a, p. C3 =g i
B g st

Sénades: Kateedi ruutarv on tema projektsiooni ja hiipo-
tenuusi kasvatis.
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Jareldus ©  Kateedi ruutarvud on proportsionaalsed oma pro-

jektsioonidele hiipotenuusi peale :
CRE: + =CBXD 5 7 CD b? ap

BA2 CB.BD BD g

183. Teoreem. Kateetide ruutarvude summa annab hii-
potenuusi ruutarvu. (Joonest. § 182).

Toestus: § 182 jarele on:

CA2—CB .CD; bP=a.p
BR2=BC.BD; c?=a. q
CA24-BR2—BC. (CD+-BD); b?+-c?>=ap--aqg=a(p+q)
et CD-+BD=CB; siis on €424 BA?=B(2, et p+q=a,siis on: b2}c?=a?

Siit leiame: CA2— BC2—BA? ja BA2—= BC*—CR2 b?= a’—c® c?= a?—b”
' ehk CA —VBC?_BA?ja BA =VBCG—CRz b ="a>—c ="a’—b*
Peale selle veel: BC=}/ CRA2-+BR2 , a=} b+
Markus. Valjaarvamiste kiirendamiseks on tarvilik meeles
pidada need viimased vormelid ja nende suusc')nalinefvéljendus:-
1) Hiipotenuus on ruutjuur kateetide ruutarvude summast.
2) Kateedi ruutarv on hiipotenuusi ruutarv ilma teise ka-
teedi ruutarvuta. ] 1
3) Kateet on ruutjuur hiipotenuusi_ruutarvu ja teise ka-
teedi ruutarvu vahest.

184. Teoreem. Kateetide kasvatis on niisama suur kui
hiipotenuusi kasvatis kdrgusega.

I-ne toestus. (Joonist. § 182)

ARBC e ARDC
T suure A hiipoten. suure 2 vdhem kat.
; keskm. & hilipoten. ~ keskm, A vahem kat.
BC BA
BT R

kust AC. AB = BC. AD.
ehk b. ¢c=a. h.

Il-ne toestus: _ l I11-as toestus :

See teoreem on erijuhus teoreemist: ¢=ra sin C

,Kolmnurgas on kérgused vastupro- b.c=b.a sin C.

portsionaalsed neile kiilgedele, mille  b.c=a.(b.sin Q)
peale nad témmatud.“ [169]. b. c==u. h.

Kui AB votta aluseks, siis on AC
vastav kérgus ja AB. AC = BC. AD.
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185. Teoreem. Taiisnurkses kolmnurgas on tdisnurga ti-
pust hiipotenuusi peale tommatud korgus keskmine proportsio-
naalne kateetide projektsioonidele hiipo‘enuusi peale. (Joo-
nest. § 182).

I-ne toestus : il B Il-ne toestus:

{ .
ARDC«w ARDB [=1LB, y=11Cl..| ARADB: q=h.tg 8;aga: L8 =:¢LC, jarj.
kesk. & suurem kat. - -kesk. A vah. kat.

vaiks.O suurem kat. ™ vaiks. A vih. kat. _g=h.tgC; jarjel. tgC=1,
cD _AD Pl h
i SOt e AU / G — . ———
BB o h .4 A ADC: h=p.1gC; , tgl="
AD2=CD. BD , &2=pq R 8 g
s e ,— q;.h ehk P
AD =VCD.BD,, h="pq | h ' p
Siit leiame: f=p. q
i ja h =¥p. q.

186. Teoreem. Uhe kateedi kasvatis kdrgusega on nii-
sama cuur kui teise kateedi kasvatis esimese kateedi prolektm-
ooniga hiipetenuusi peale. (Joonest §.182).

1-ne toestus: II-ne toestus:

A ADCwo ARDB; jarjel. =p. tgC
keskm. & hiipoten. _kesk. Asuur. kat. b.h=b.ptgC
vdikse A hiipoten.” védikseAsuur. kat. . b. h= (b.tgC). p; aga b.tg C=c3:
RE! 2D b+ up O h:=cip,
AB=AD "¢ ¢ =h:

Siit leiame: AC . AD=AB . CD ehk b. h=c. p.

Ulesanne : Téestagu 6Gpilased, et 1) c. h=b. q;
2) Mma = R:;

187. Harjutused. Teised tdisnurkse kolmnurga elemendid leida,
kui antud on:

L. 1) a-50 m., q-=3,92 m. 2) a=26- m., p=227 m. 55 a=15 m., g=54 m.
4) a-75 m.,p-48 m.v5) R=2} m,q=1¢{ m.X6) R-15 m.,p=108 m
'7) R=5 m.,q=3,6 me 8) R=35 m, p=448 m. 9) ma=26m., p—4,5 m.

. &ma -25m., p—46,0m *11) ma-—40m., q-288 m, 12) ma—=10m., q=72 m-

1. 13) b=54 m, c-72 m. ‘lﬂ b=24 m.c=7 m.15). b=36 m., c=27 m.
16) b--48 m, ¢-64 m. >

Leida teised tdisnurkse kolmnurga elemendid, kérguse aluspunkti
kaugus kummagist kateedist ja kdorguse projektSIoomd kummagl kateedl
peale, kui antud on : el

1.17) a=5 m, b-3 m. 18) a—41 m, b=9 m. 19) a--104 m., =56 m.
20) a=117 m, c=108 m. 21) R=30 m., c=36 m. 22) R—39 m, b-72 m.
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23) R=15 m., c=18 m. 24) R=50 m., b=28 m. 25) ma=5 m., b—8 m.

26) ma=40m, c=48 m. 27) ma=12{m., b=20 m. 28) ma=20 m., c=24 m.

iV, 29) p=1,8 m., q=3,2 m. 30) p=142 m., =25} m. 31)q—17T§m p=99%m.
32) p=3,6 m.,, g=6,4 m.

V.33) b=15 m., p=13;4m. 34)c=60 m., q=23%ym. 35) b=44 m., p=352 m.
36) c=45 m., q=27 m. :

V1.:37) c—65 m., h=60 m. 38) b—255 m.,h—=120 m.'39)c=20 m., h=12 m.
+40) b=30 m., h=24 m.

VI.41) p=3,2 m., h=24m. 42)h-3 m., q=4 m. 43)h—48 m, p=64 m.
44) q=23,04m., h=6,72 m.

VIIL 45) ma=2,5m., h=2,4 m. 46) ma=30 m., h=28,8m. 47) a=50 m., h=24
48)a—10 m.gh=4,8m. 49)RZ74 m., q=74 m. 50)R=50 m.,, c=48
51)a=25 m., h=6,72 m. 52) a=30 m., h==14,4m.

IX. 53) b=6 om., q=6,4 m. 54) c=7 m., p=23.4m. 55)b~—15 m., g=16 m.
56).c=5 . m;, p=2}. m.

33

Proportsionaalsed joonldigud s&dris.

188. Teoreem. Ringi punktist diameetrile tdmmatud per-
pendikulaar on keskmine proportsionaalne tema siinnitatud dia-
meetri loikudele, ja pingjoon, mis seda punkti diameetri otsapunk-
tiga iihendab, on keskmine proportsionaalne tervele diameetrile
ija oma projektsioonile diameetri peals.

Téestus. (Ihendame A l-ga, siis on

/\ DAI taisnurkne ja seepérast on

DP _ AP DA
A — 7p 11891 ja 5r=pp 1182}

ehk AP’=DP.IP ja DH2—DI.DP

-,

189. Pingjoonte teoreem. Kaks sdo-
ris Idikuvat pingjoont jagunevad Idikepunk-
tis vasiuproporisjonaalseteks osadeks,
ehk: iihe pingjoone 16ikude kasvatis on
niisama suur, kui teise pingjoone 6i-
kude kasvatis. [145].

Toestus. NCAPw> ABDP, sestet L A=.D ja L C==. B[166].

0o siit leiame, et AP . BP = CP . DP.

Jérje!. BP " DP f



57

See kasvatis on teatavas sdéris antud punktile jaddav suu-
rus; ta on nimelt selle sd6ri raadiuse ruudu ja selle punkti
tsentrist arvatud 'kauguse ruudu vahe; ehk ta on niisama suur
kui selle pingjoone poole ruutarv, mis nimetatud punktist 1abi-
minevale diameetrile perpendikulaarne on ja ise ka sellest
punktist 1abi laheb; nimelt:

AP .BP—CP.DP—KP.LP—EP.FP—EP?—IP.MP —
(R—d).(R-+d)=Re—d.

190. Riivaja teoreem. Kui sodri vilimisest punktist on
tommatud ringile riivaja ja l6ikaja, siis on riivaja keskmine pro-
portsionaalne tervele ldikajale ja tema vélimisele osale.

Téestus : Kui T ihendame A-ga
ja B-ga, siis on /\ APTwo A\ TPB,

P 3
v sest et LA = LBTP, mdlemaid

B méedab ; w T8y jadP = "LP
(dhine nurk). Jérjel-?g i ;%;
s. t: AP . BP = TP2.
A

191. Loikajate teoreem. Kui sodri ~vélimisest punktist

T on tommatud ringile mitu ldikajat,

- siison need 16ikajad vastu proportsio-

naalsed oma vilimistele osadels,

s. t. ithe Ioikaja kasvatis oma

valimise osaga on niisama suur,

kui teise I6ikaja Kkasvatis tema

vilimise osaga, sest et see kas-
vatis vérdub riivaja ruudule.

Téepoolest: AP . BP=IP .DP=CP.FP=1P . EP=TP?

192. Ulesanne. Kahele antud joonlsigule a ja b keskmime
proportsionaalne konstrueerida. ;



1-ne lahendamise viis. Kui me
otsitava joonldigu x vGtame tdis-
nurkse kolmnurga hiipoteenusi
o peale témmatud kérguseks ehk
moénest ringi punktist diameetri
peale tdmmatud perpendikulaariks,
0 "B siis on antud joonléigud a ja b
kateetide projektsioonid hiipote-

nuusi peale ehk diameetri osad. Seepédrast: Sirgjoone peale
punktist O alates asetame iihele poole OR = a ja teisele poole
OB=b. Joonléiku AB = a-}-b diameetriks véttes tédmbame
AB iile poolringi ja punktist O seame perpendikulaari diameetrile,
kuni see perpendikulaar 16ikub ringiga punktis X. Siis on
OX =x= ¥ ab. {188]. ' ]

N
\
\
>0 !

I1I-ne lahendamaise viis: Kui'me otsitava 1joon|6_igu x votame
pingjooneks ehk tdisnurkse kolmnurga
kateediks, siis on pikem antud joon:
I6ik a selle pingjoone otsapunktist
labiminev diameeter ehk kolmnurga
hiipotenuus ja lithem antud joon-
16ik b. on selle pingjoone ehk kateedi
projektsioon diameetri ehk hiipote-
nuusi peale. Seepérast: '

Pikemat joonléiku OR==a diameetriks vottes témbame tema
ile poolringi, asetame tema peale OB -= b ja punktist B tom-
bame OR-le perpendikulaari BX + OR, mis I6ikab ringi punktis
X. Uhendame O ja X pingjoone OX abil. OX — x= V/a. b. [188].

IT1-as lahendamise viis: Kui me otsitava joonldigu vétame
riivajaks, siis on pikem antud joon-

X 16ik a IGikaja ja liihem joonl6ik

/\ " b on tema vilimine osa; sisemine
0 5 A osa on jarjelikult a—b. ;

Seepérast: Pikema ' joonloigu

ORA=a peale asetame OB = b; tom-

bame mingisuguse ringi, mis punkti-

dest A ja B labi laheb ja siis punktist

O sellele ringile riivaja OX. See riivaja OX ongl otsitav joon-

16ik: x=y"a, b [190].




A

193. Ulesanne. Kahele antud joonloigule a ja b konstrueerida
kolmas proportsionaalne.

Otsitav joonléik peab rahuldama proportsiooni a:b=b:x.

I-ne lahendamise viis: Vaata § 149, I1.

II-ne lahendamise viis . Konstrueerime x-i kateedi projek-
tsioonina hiipotenuusi peale, mille juures a on teise kateedi -
projektsioon ja b on taisnurga tipust hiipotenuusi peale tmma-
tud korgus. Selleks konstrueerime
» ROB tema kateetndest OR=a ja
OB==b. AB peal Bj juures konstruee-
rime taisnurga ABX, mille teine haru
16ikab RO pikendust punktis X.
Joonloik OX==x ongi otsitav, sest

[185] OA:OB=0B:0OX ehk a:b=b :x.

X

111-as lahendamise viis: 1) On a>>Db, siis konstrueerime
x-i diameetri I6iguna, mille juures
a on diameeter ja b on diameetri
ja x-i otsapunktist tommatud ping-
joon. Selleks tombame OA = a
iile poolringi. Selle poolringi sisse
. S 4 kujundame pingjoone OB == b.
Punktist B témbame BX | OA.
Siis on joonléik OX = x otsitav, sest a:b = b:x [188, 182].

2) On a < b, siis esineb x diameetrina ehk hiipotenuusina

ja a tema osana, mis on b projektsioon x-i peale. Et x leida

konstrueerime taisnurkse o AOB

hiipotenuusist OB=—>b ja katee-

dist OA=a. OB peal punkti B

juures konstrueerime taisnurga

% OBX, mille teine haru l6ikab OR

X pikendust punktis X. Joonl6ik

OX =1x on otsitav, sest et [182]
a:b==b:x.




IV-jas lahendamise viis : Vabalt vetud raadiusega tombame

ringi C. Ringile C tdmbame riivaja

8 0 Ppunktis B. Selle riivaja peale ase-

tame riivaspunktist B alates BO=—=b.

Punktist O tombame kaare raa-

diusega OR—a. See kaar I6ikab

ringi C punktis A. Punktist O vélja

minnes témbame labi A sirgjoone,

mis 16ikab ringi C veel iihes punk-
s K.

Joonldik OX==x on otsitav, sest et OA:OB=—=0B:0X
ehk a:b=>b:x [190].

1) Kui a>>b, siis on a kogu 16ikaja ja x on tema vélimine osa;

2) kuia<lb, , ,x , L. B " %

194. Kuldloéige. Antud joonldik jagada kaheks nii, et tema
suurem osa on keskmine proportsionaalne kogu joonldigu ja tema
+vihema osa vahel (ehk: antud joonldik ahelproportsioonis jagada).

Niisugust jagamist nimetatakse kuldl6ikeks.

Lahendamine : 1) RAntud

joonlSigu AB otsapunktis tom-

N R bame temale perpendikulaari.
LA 2) Selle perpendikulaari

A

peale asetame BO — »%F\B,*)
3) Punktist O toémbame
ringi raadiusega OB = JZ—HB.
4) Labi A ja O tombame
I18ikaja A E, mille valimine
_ osaon AD.
5) Raadiusega AD t6mbame punktist A kaare, mis.AB-d
{6ikab punktis C.
Siis ;jagab punkt C joonléigu AB, nii et’ ABj: AC— AC: CB.

{

Testus : Et ,,riivaja on keskmine proportsionaalne tervele

16ikajale ja tema valimise osale“ [203], siis on . -

‘ARB AD
i S AE—AB RAB—AD
Siit saame tuletada proportsiooni: G et

*) Punkt O tuleb iihendada B-ga, mis joonestuse peal eksikombel
tegemata jaetud.



61

Et raadius OB = % AB, siis on AB = diameeter DE;

RE—DE RB—ARD
peale selle on AD -~ AC. Sellest jargneb: BT = TRB
so . AD ‘B
% AB ~ AD
) AG . CB AB  AC
AD asemele AC pannes saame: gg == g¢ ehk b @
Algebraline viljaarvamine. Kui antud joonldigu pikkus on
\

% o a X . . \
a ja tema suurem osa x, siis on - = Siit leiame

3 \
a—Xx )
x?=a (a—x) ehk x>—a?—ax. Lahendame selle ruutekvatsiooni: |

x>}-ax —a? = o. ‘ ‘

x=—§n&VC;$’+a2 !

/

Negatiivset juurt kérvale jéttes leiame x— —21—}'- Vi a /

a
ehk x = 3 (y5—1). '//



X. peatukk :

Trigonomeetriliste suuruste vastastikkune
olenevus.

195. Uhe ja sellesama nurga trigonomeetriliste suuruste

vastastikkune olenevus.

_ Joonestusest on naha, et
igas veerandis on maksvad jarg-
mised valemid: I-ses valemis

* tulevad ette ainult sin-e ja cos-e
ruudud ja sin-e ja cos-e margid
ei m6ju valemi peale.

I-ses ja lll-ndas veerandis
on tg ja ctg positiivsed ja sin-e
ja cos-el on ka iihesugused
mérgid; ll-es ja IV-ndas veeran.

dis on tg ja ctg negatiivsed ja sin ja cos on vastasmérkidega.

1) o MOP: 2) o0ATOw oPMO:
’ P AT MP
2 i 2 A S
MP?2 4+ OP> = OM ‘ 55 ™ “5p
gk tgo sin o
sinfa—t cos?a = 1. (1) —lg~ W ey
sinfa = 1— cos?a. tg o= :‘ZZZ ©
cos’a = 1—sin?a. tge. cosa =sin a.
3) ABKO w pPOM. 4) 2-st ja 3-ndast
O valemist jargneb:
OB MP jarg :
cfga  cosa SR o a_gg_m cos o
1T sin'y gt cos o sina
cos o ” —_—
Ctga == SE\; ( ) tg o, (,tga, == 1. (4).1
. ] . —_—
ctga. sina = cosa. tga - aw ] ctg “’“tg e

. Neid teisendid on kasulik meeles pidada.
1. Cosa, tga, ctgo leida sin o abil, kuilsin o =m—P,.

1) Cos a=1Y1—sinfa=t)Y1— m"“+l/1——( WS

sin a sin o il (] 45
@2 o == == i‘ S = e
) tg cos o ¥V 1=sin’o Vl-—m* —12
. V1<sin%a ’ =m3 12 ¥
Shaighc b pNI=de R Vivel o £ 100 g

e sina R o BT i
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n = 08

I1. Sina, tga ja ctg.a leida cos o. abil, kui cos o

{ehk n = — 0,8, kui « on niirinurk).

1—0,8 = 10,6.

=+

=+Vi-n

V1 —cos 2

=+

1) sin a

V 1—n?

sin o
Ccos «

2) tga

ja ctga, leida tg o abil, kui tg

I1I. Sin a, coso,

)

oc]

B

{ehk k

-
3T

2, 5k
I

» B3
1

= pBp

v By

% B (€

;

»ﬂ_ S S 0D

m.A%v A — pso»
===l

mv.n_..—ﬂ\‘. — = %s0>

A s

A oxad SRR % 7S0d

I

I
0 -S0D
e M

© 7SO % £S0D |T % ZS0D

0 zS0D © guls

[ == 2,500 + 2UIS (z

~

Ll e S — = us
s ey . :
NVTI\».H = e
b| .
-0
il — = p uis
» By
» 6141
s = Peuls

2B} = (] 42 ,6)) "o uis

% B} = w0 ;uis 4 x .uis .6y

0 (D10 4800 2 &P+ 2 Juis % By

‘L= ©;800 4 =w us(]
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7
24

IV. Sina, cosa jatga leida ctg a abil, kur clga = p —

2% -

(ehk p

ve

== 0B

. ¢ T = #s0d

R
s ) e
5 .ll&' + = % SOD
DI e s
0bp =
SINM..I*II'— = % ,5S0D
0 P &

2B = (i Bp+1)% 503

080 = 0,500 ° B 4 0,500

©» By 0 ;B> =2,503 * p By>{-0 uis * » b

i smmo.u -+ »uis (2

o
=57 = » US
e :

d+1 A -
g ~> &= = wuis
E = me i Q15

2P o ouis

ch_l_m! = 2P 4 |

nguls __ »guls 4+ % gUIs
I 05502 % gUIS

‘Il = 04800 4 wguis (]
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196. Kahe nurga summa ja vahe sinus, cosinus ja tangens.

B'wN

M Olgu , AOM = « L AOM = a
MON = B8 L MOL = 8
L sison AON =«+B LAOL =« — B

sin (# + B) = NQ cos(a 4 B) =OQ

: sin (@ — B)=1LS cos(x — B) = OSee
Qg \ s & {;f"”-

(&)
>

Témbame perpendikulaarid :

NL!OMEIIOHEFINQLD!EI.‘“-':
Siis on: L LED = :ENF — :ROM = a [37] ja f%E % EN;

jérj. /\ LED @ A ENF ja NF = EDUVEF S diD:T W “,» /
NG.= HF+FQ -NF 4+ El =EI 4+ NF 0OQ=0Ol—IQ \ =é91}4‘ e 4
LS = DI = El—ED=EI —NF OS =0I1+41S=0Il+4LD &?Q.{:i-tf(
El = OE .sin a; OE = cos B; jarj. El = sin«.cos f. P
NFE="NE tosa; NE = sin 83 =, NF== ¢osa, sin B’

Sin (o + B)=NQ = EI4+NF=sin «.cos B8 + cosa. sin B.
sin (& — B)= LS = El—NF=sin o .cos B — cos o . sin B.
Ol ='OE . cos« = cosa.cos B.}_,_
EF = NE.sin « = sina.sin B.J

cos (a+4B)—0Q=OI—EF = cos o .cos B—sina.smB. |
cos (x—B)=0S=OIH-EF = cos «.cos B-}sin «.sin B%
Naitame niiiid, et need valemid on maksvad ka siis, kui
2 ja B on ikskéik kui suured, positiivsed vo6i negatiivsed
suurused.

. 90° "€ a- B < 180° mille juures a2 < 90°, ja B < 909
olgu @ = 90° — a1; jérj. a1 = 90° — «a
B=90°— Bs; , Bt =90 —8B
a -+ B=180° — (2; -+ B,); mille juures
a -+ B> 90° ja (a1--B1)=180°— (a—|B).
a +B; < 90°
Et a1 -+ Bt < 90° siis on Gige:
sin (@1 -} Bi) = sin a1 . cos Bi -} cos a1 . sin Br;
cos(a1 - Bi) = cosai . cos Bi—sin a1 . sinB1;
sin [180° — (a+f)] = sin (90°—a) . cos (90°—B) + cos (90°—a) . sin(90°—RB)
cos [180° — (a+4B)] = cos (90°—a) . cos (90°—B) — sin (90°—c) . sin(90°—B)
sin (# + B) = sina.cosB -} cosa.sinB
—cos(x 4+ B) = +sinz.sinB — cosa.cosB
~-cos (2 + B) = cos« . tosB — sin « . sinB.
]

Nathing-Perli. Ruumi algdpetus II. 5
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Il. Teoreem. Kui kahe nurga summa sinuse ja cosinuse
valemid on 6iged mingisuguse kahe nurga m ja n jaoks, siis jaa-
vad nad ka &igeks, kui iiht nurka suurendada 90° vérra.
Olgu: sin (m—n)=sin m.cosn - cosm . sinn

jacos(m-n)=cosm .cosn — sin m . sinn.
Olgu: mi=m-}90° ...siisonm=mi: —90°, ja meie leiame
sin (m; — 90° + n) = sin (m; — 90% cos n + cos (m; — 909 sinn;
— sin [90° — (m; + n)] = — sin (90° — m,) cos n + cos (90°—my) sinn;
—cos (my + n) = — cosmy cosn <+ sinmy sinn;
cos (m; + n) = cosmy .cos n — sin m;.sin n;
cos (m; — 90° 4+ n) = cos (my — 90°) cos n — sin (my — 90°).sin nj
cos [90° —(m; + n)] = cos (90° — my) cos n 4 sin (90° — my). sin n;
sin (m; + n) = sin m; .cos n -+ cos my.sin n. .

Kui nurgad « ja B on véhemad kui 90°, siis véime iht
kui teist nurka jarkjargult 90° vérra suurendades saada iiksksik
kui suured nurgad a=p .90°+ 2 jab = q .9 4 B ja ikka
jadvad Gigeks nende nurkade summa sinuse ja cosinuse va-
lemid.

lll. Kui 2 ja B on negatiivsed nurgad, mille absoluutne
vaartus on iiksk6ik kui suur, siis véime ikka leida nii suured
taisarvud p ja q, et oleks p . 360° 4 « ja q . 360° B posi-
tiivsed. Siis on:
sin [(p.360° 4+ «) 4 (q.360° + B)] = sin(p.360° + &) . cos (q.360° + B) +-

+ cos (p.360° + a) . sin (q.360° + B)
cos|(p.360° 4 «) 4 (q.360° + B)] = cos(p.360° + «) . cos (q.360° + B) —

— sin (p.360° 4 o) . sin (q.360° + B)

Ehk redutseerimise valemite pdhjal:
sin (& 4+ B) sin @ .cos B + cos a .cos B

cos (@ + B) = cosa.cos B — sin. «.sin B :

tg (P = sin (2+4-f) __ sin 2. cos B+cosa.sin B

cos (@+B)  cosa.cosB—sin «.sin B

sin (@—B) __ sin «.cosB—cos a.sinB
cos (x—B) ~ cos . cosB+sin «.sin B

tg (a—f)=

Jagame lugejat ja nimetajat cosinuste kasvatisele cosa . cos 8, mil-
lest murru védartus ei muutu, siis leiame :

sina.cosﬁ+cosa.sinﬁ sina,cosﬁ_cosa.sinﬁ
_cosx.cosB ' cosx.cosB _@y_Cosx.cosB cosa.cosB
tg(a+B) cosa.cosB_sina.sinB tg(a ﬁ) cosa.cosB+sina.sinS
cosx.cosB cosa.cosB cosx.cosB ' cosa.cos®
tgaeJtgB tga—tg B
tg(a4B) = s tg (c—B) =

I—iga.tgB 14+ tge.1gB
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Harjutused. Leida sin (at B), cos (7 B), tg («+ B), kui:

: il 0 i e G o

1) sina = 7, snnB\= 55 2)sina = 21 cosB=0,6
24 A 11 12

3) Cos & =55, cosB=—;; 4) tga = —; tg B— &

Ulesanme.  cig (2+B) ja ctg (x—B) avaldada ctgx ja ctg B
funktsioonina.

197. Kahskordse nurga sinus, cosinus ja tangens. Olgu
eelmineva § valemites B = «, siis leiame:

Sin 2a=sin (24-2) = sin a. cos a-sin . cos « =2 sin «. cos a.
cos 2a =cos (a+) = cos a. cos «—sin «. sin 2 = cos? a—sinZa.
A MKkt gy 2ig
9 2z=1tg (#}s) — 1—tgatge — 1—tg2a °
sin 2o — 2 sin « . cos .

€08 2 o == ¢08? o — sinZ a.
2tga
I—tg? e,

tg 2o

198. Poolnurga sinus, cosinus, tangens. Vétame kahe-
kordse nurga cosinuse valemi jargmisel kujul:

Cos 2 B = cos?B—sin? B ja olgu seal 2B = «; siis on B — %

ja me leiame: COS a = C0OS? % = SIN® ; Siit leiame :

SRR o DS O i P LR g e
cos 2 = (1— sin ) '—sin 5 cos & = cos® 5— (1—cos 5)
cosa= 1—2 sin2; cos a = cos® %—~ 1-}-cos? ;—
2 sin? ; = |l—cos a. cos @ =2 cos? %—1

¥ 1—cos
sin? % - __A,EM‘ 14cos @ = 2 cos? %
P VAT g% s e
sin _.V.A_zmd cos® & = 5
cos Itcos a
2 2



tg %= sin %_V 1—cos « : “/H—cos o
cos
tg }——_—:l/ I——cos_oc § t E o V(l—cos a)(1+cosa) sin «
2 I+cos o’ 93 (4+cos )2 1-tcos o.
tg 5= (1—cos a)? iCos .
2 (1-+cos =)(1—cos a) sin o

199. Kahe nurga sinuste ja cosinuste summa ja vahe aval-
damine kasvatisena., ’

E'_*'Sjag_____q

Olgu a8 = p jaa—B=q; siis on a = 5

sln («-}-B)=sin «.cos f+cos «.sin B) . cos (x—B)=cos a.cos B-sin «.sin B4
sin (a—B)=sin a.cos B—cos a.sin Bf— cos(«-}+B)=cos «.cos B—sin «.sinB)
sin («4-B8)+sin (a—B)=2sina.cos B cos (x—B)+cos («+ B)=2 cos a.cos B.
sin (@4 B)—sin (e —B)==2cos z.sin 8  cos (a—B)—cos (a+B)=2 sin o.sin B.

sinp -+ sin q=2 sin—— p+q - cos P_;_q cos g+ cos p=2 cos m cos p—;q
sin p — sin =2 cos p-;—q sin -')—-2:—“ cos q—cos p=—2 sin E? sin p—;—q

Kahe nurga sinusfe summa on nende nurkade poolsumma Sinase ja paslvahe cosinuse kahekordng kasvafis.

el R 4 o upsimuse ' i, . sinmse ” é
., Cosinusfte-summa , A i ja  poolvahe cosinuste »
W T A e e R e e T DAY N S 5

e



-XlI. peatiikk.

Uleiildise kolmnurga lahendamine.

200. Kolmnurga nurkade vastastikkust olenevust avaldab
tuttav teoreem: ,Kolmnurga nurkade summa on sirge nurk.”
Seda kirjutatakse jargmise valemina :

A-|-B-4-C=I180°. . .
201. Sinuste teoreem. Kolmnurga kiiljed on proportsio-
naalsed vastasnurkade sinustele ja iga kiilg jagatud oma vastas-
nurga sinussle annab iimberkujundatud ringi diameetri.

Tgestus:  (leiildsuse pérast
vétame niirinurkse A ABC. Kujun-
dame /\-rga iimber ringi ja tsent-
rist tdmbame kiilgedele perpendi-
kulaarsed raadiused OM, OM,, OM2
OMs on OM: pikendus, nii et dia-
meeter M, M; | AB. Joonestusest
on ndha, et ’

<= Sach = gi = of BOC = et . <il P L
oM R 5g — sin MOB = sin —~- = sin A; siit on: P 2R

nA
Cpl = P./2 | b = o} 7 COA = <} . _,_b_ R
oM, R 5 — Sin COM,;= sin e 4R B 2R

= & = = =sin BOM,=sin (180°—BOM,) = sin BOM, =

c —_
smc = 2R
a b c

sin A~ sinB—sin ¢ 20 ()

sin C; siit on:
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202. Teoreem. Kolmnurgas on kahe kiilje summa nende vahe
kohta nagu vastasnurkade poolsumma tangens on nende pool-
vahe tangensi kohta. 2

Toestus: § 201 jarele on

A : i i P & £ A
oy gy 3 Paigutame sisemised lilkmed iimber, siis saame:
a T Hsin R
5 = sinp Votame tuletatud proportsiooni:
a+b; _ sinA+sinB B S :
e e § 199 pohjal leiame:
; AR B iR A—B
aihi LGP M s sl SR nHE chp
a—b . 3cos ﬁsgn BB T G BEE ey, bt 551
2 2 2 2
—+—C
a-t+he. tg a btc tg
hk——~— = ("' ) Anoloogiap&hjalon ——E oy werd ¢ BB T—c
T g 5 g -

203. Teoreem l. Kolmnurgas on teravnurga vastaskiilje
ruut niisama suur kui kahe teise kiilje ruutude summa ilma iihe
kiilje ja tema peale projekteeritud teise kiilje kahekordse kas-
vatiseta.

Olgu: BC = a, CA = b, AB = ¢, kérgus’ BD =y ja
AD = x — kiilie b peale projekteeritud kiilg c. Tarvis téestada,
et a’>=b>}c>—2bx.

Toestus :  /\-st CBD leiame: a’=y’+(b—x)*
ehk niirinurkses A-as: a%=y*-4-(x—b)>.
A-st ABD leiame: y?=c?—x?%;
jarjelikult, -a*=c>—x*--b>—2bx--x*;
ehk a%=b>4c>—2bx.
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- Teoreem II. Kolmnurgas on niirinurga vastaskiilje ruu¢
niisama suur kui kahe teise kiilje ruutude summa, suurendatud
ithe killje ja tema peale projekteeritud teise kiilje kahkordese
kasvatise vorra,

Toestus .
/\ -st CBD leiame: a?=(b-4x)%}y>
/A -st RBD Yrs-
a?=b2-}-2bx4x2-+4c2 x2
ehk a2=b?}-c2}-2b.

Trigonomeetrilisi suurusi tarvitades
on voéimalik mélemaid teoreemisid tthendada jargmiseks teo-
reemiks: Kolmnurgas on iihe kiilie ruut niisama suur, kui kahe
teise kiilje ruutude summa vdhendatud nende kahe kiilje ja nende
vaheloleva nurga cosinuse kasvatise vérra. Toepoolest, kui
a on  teravnurga A vastaskiilg, siis on x = c.cos A ja
a%? = b?+4 c>—2bccos A; kui a on niirinurga A vastaskiilg,
siis on x=c . cos BAD =c . cos (180° — A) = — c.cos A
[162] je valem a* = b%? 4 c* 4 2bx muutub valemiks
a? = b? -+ ¢ — 2bc.cos A, mis sisuliselt seesama on, sest
cos R on negatiivne ja koik kasvatis (— 2bc cos A)  on
ikkagi poositiivne; nii et igatahes on maksev valem

42 =Dp-+c¢>—2b.c.cos A (IV)

See valem on maksev ka tdisnurkse kolmnurga kohta,
sest kui tA = 90° siison cos A = 0, koéik kasvatis
2bc.cos A=0ja a® = b 4 &

Vastupidine teoreem: Kolmnurga nurk on
1) taisnurk, kui vastaskiilje ruuton niisama suur kui kahe teise

kilje ruutude summa;

2) niirinurk, kui vastaskiilje ruut on suurem kui kahe teise kiilje
ruutude summa;

3) teravnurk, kui vastaskiilje ruut on vdhem kui’‘kahe teise kiilje
ruutude summa. )

Harjutused : Missugune kuju on kolmnurgal, kui tema kiil-
jedon 1)60 m., 11 m.,, 61 m; 2)7 m.,, 8 m.,, 9 m,; 3) 11 m,,
I5m,20 m; 415 m, 17 m, 8 m;; 5) 13 m,, 16 m., 19 m.;
6) 9 m., 14 m.,, 17 m.?
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B  C 204. Teoreem. Parallelogrammis
on kdigi nelja killje ruutude summa
niisama suur kui tema diagenaalide
ruutude summa.

===

Téestus : /\- as ABD on: BD2 = RAB? 4+ ADZ — 2. AD . AE.
A-as ACD on: AC? — CD? 4 DA® +2.AD.DF. T

Et DF = ARE ja AD = BC, siis saame parast kokkuarvamist

BD® 4- ACZ — AB® + BC? + CD? -+ DA

205. Ulesanne. Kolmnurga mediaan leida, kui amtud on
tema kolm Fkilge.

Lahend.: Témbame BD || AC ja CD || AB,
siis on ABDC parallelogramm, BC ja AD tema
diagonaalid, mis teineteist poolitavad, nii et
BM = MC ja AM = MD = ma oisitav
mediaan,

Seepdrast leiame:
(2ma)? 422 =c2+4 b2 f & + b?
4ma 2 = 2b%2 + 2c2 — a2
—_— 1 2 2
Ma = — ]/2])2 + 2c2 — a2

206. jUlesanne. /\-ga, korgus leida, kui
[

antud on tema kolm FKiilge.

Lahend.: /\-gast ABD leiame: BD?=AB®— AD? ehk h =c* —x*
x leiame A- st ABC : a® == c% -} b2 — 2 by ; jarjel. x = __—t-_;_;_—_—_af_
Niiiid on:

hh e e

Wity b ok o

b P (fb-zy o

S V4bzc2—-(c2 + b2 — a%?
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hp == %V{Zbc+c2+bzfa2] [2be — ¢ — b% + a?;
2bc+ 2+ b?—a?=(c+b)—a’=(c-t+b-+a) (c+b—a)
2bc—c? — b%?+4 a%? = a? — (¢ — 2bc + b?)

=a?— (c—bP=(a+c—10b) (a—c—+b).

1
= 55 VicFbFa)(cb—a) (alc—b) (a—|—b—c)
Olgu a+ b+ c=2p R T
sisont:c +b —a=a-+b+ c—2a=2(p — a)
a+c—b=a-+b-+c—2b=2(p—Db)
a+b—c=a-+b-+c.—2 =2(p — 0

hb = % V2p.2(p—a).2(pFb) . 2(p—0 ehk
; 2
hb = TVp.(p—2a) (p—Db) (p— 9 :

207. Tangensite teoreem. Kolmnurga poolnurga tangens
on ruutjuur murrust, mille lugejaks on poolperimeetri ja iihe
ldhiskiilie vahe kasvatis poolperimeetri ja teise ldhiskiilie vahega,
ja nimetajaks on poolperimeetri kasvatis poolperimeetri ja vastas-
kiilje vahega.

Toestus : a*=b?-}-c?—2b.c. cos A.

2b.c. jcos A ==Db%{c>—a®
cos A — S3E

| Ay L Bl L
1—cos A= %IL_";'J—Tczif 14 cos A — ,2bc+b;:c—c2. -a?
1 —cos A = 32"(b2;l‘)3cbcji.c_2) §id cos il (b +2cgi — a?
Fi s Ben - % :_2(%(_,‘)2 N COSH—Q)+C+;)SZ+C -a)
1 - cos A=t *'b—;)é:"b-i*c) TR 2p ;ZZ(BPC:Q
b cnf— SRR Rl R

siis leiame § 206 voetuid tdhendusi tarvitades:

A — i B )
Ta>—-1/ (®—c)p—b)(y. i4 &bt Tao—=1/ (P—a¥p—©)
P D (V.) Analoogia phjal on ; Tg5 -5

o SR (p—a)(p—b)
JaTg V plp—c)



74

Kujundame a-ga ABC sisse ringi ;
a-st ROD leiame: @—tg OAD, s.o.

Tg A — L oehkTgh — L [132,72]

#ut
p—b
: C

ja 145 €

RAnaloogia péhjal :Tg %z

208. Kolmnurkade lahendamine trigonomeetriliste suuruste
abil. Kui A-ga 6-st elemendist, — 3-st kiiljest ja 3-st nur-
gast — on antud 3 elementi, mille hulgas kéige véhemalt iiks
on /\-ga kiilg, siis on ta kuju ja suurus kindlaks maératud ja
me véime /\-ga leida kas teda konstrueerides [44, 45, 46, 51, 53]
vGi tema osasid vélja arvates §§-des [200, 201, 202, 203, 207] esita-
tud trigonomeetrilisi valemid tarvitades. Kummagil puhul on ole-
mas 4 alusiilesannet, nagu on olemas 4 kongruentsuse ja 4 sar-
naduse teoreemi. Lahendamise juures tarvitatakse trigonomeet-

riliste suuruste ja kiillgede méetarvude logaritme, aga mitte
neid suurusi endid.

1-ne tilesanme. Antud: a=247,5m.b=189,8 m. / C=62°17'46""
Deida: R, B, c.

Lahendamine:
{118 n+s
1) Vétame llI- nda valemi: a+b
a-—b tg B
C
£t BB 180°—C atb_ 1 (9°° 3) . adb sSa 5
—_— = ——— SIIS saame —_— " @ ~
2 2 a—b tg 5__ B a—b tg EfB
2 2
f ;
_ Siit leiame:
A e 0T oL
Vs A biogs 2

Logaritmimine:

; - C
lgtg%3 = lg (a—b) — Ig (a-+b)-lgctg =

Neid véaljaarvamisi logaritmidega toimeta-

Z A

§ 2 AR—B .,
des leiame I6puks nurga —5—

" %) OD = r ei ole joonestuse peal dra tdhendatud.
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Ofgu "= Blenk 8B e Wl on oo i ’l+§ L
Olgu — ﬂ+ ehk ——+ >=L- 3_*_3: 900— %

Niiiid leiame kergesti, e¢e A = L -~ KjaB = L — K
Kui nurgad A ja B leitud, siis leiame kergesti kiilje cll-se

2y nimelt ¢ = 250,
sin A sinA

. . C
valemi abil : fre” e

Meie naituses ona b =437,3; a—b = 57,7ja90° — —5 —
— L= 58°51"7". ,
Ig (@a—b)"= Ig 57,7 = 1,76118 Ig (a—b) = 1,76118
1g (a-L-b) = |g 437,3 = 2,64078 —Ig (a--b) = 7,35922—10

igtg (90°—+)=lgtg 58'51,=0,21865  Igtg(90°—5)= 0,21868

d—_—29. gl a0 3 199 P=B 933008 10

Iq tg 58° 51/77-0,21868 120 18", . . . 853

42605 " Be 0\ h
lga —Ig2475 — =2393%8 5 — B — 155K
igsinC=1gsin62°17" = 9,94707 % < g’ — 58951/ 7r—L

Aoy, M AT
6% 07 A=L+4K=71010r 2
Igsin62°17" 46"= 9,94712. @ B—=L—K=46°32/ 12"
Ig sin A = Ig sin 71°10" 2"--9,97610-10; -1g sinA—10-9,97610-0,023%,

s aé:ri,nnc Igc = Iga--Igsin C —Igsin A*
Ig a = 1g247,5 — 2,39358
Vastused : Ig sin C = Igsin62° 17/ 46" = 9,94712

— Ig sin A =—Igsin 71°10" 2" = 0,02390

A= 710100 2"

lgc = 2,36460
B — 460 39" 12" LG 7 SRR NG ‘11_5_5
d = 19. 5

¢ = 231,63 m. 3 8 4
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II-ne dilesanne.
Antud: a = 223,82 cm., B=73°14"28", C=48°40" 15” Leida: A,b,c.

Lahendamine: 1)A=180°— (B-L-C)
A =180° - (73°14/28"4 46%40'15")
A=6005"17".

2) a . :a_sinB )7c_= ._’a_‘; CZa:sin(l
sin B sinA sin A sinC  sinA sin A
lgb—Iga-Hgsin B—Igsin A lgc=Iga-}lg sin C—Ig sin A
lga=1g223,8 —2,34986 Ig sin C=Ig sin 46°40" =9.86176
d=—19 s e 308 d=12 ;1 A B
iga =g 223,82 = 2,34990 : P\l
lgsin B=lgsin73°14" =9.98113 Igsin C=lgsin 46°40'15"-9.86179
d=4 20" . . ..1sIgsinA=lgsin60° 5° =9.93789
BN ks d=8 e PRI g
IgsinB=Igsin73°14'28"-9.98115 7= . . Ogs
—lgsin A=-Igsin60°5"17"~0.06209 lgsin A=1gsin60°5'17"-9.93791
Ig a 2,34990 Ig a | 2,3499C
lg sin B | 9,98115 Ig sin € | 9,86179
—lg sin A | 0,06209 —lg sin A | 025209
g b, = 2393147 4 lgc = 221378
d— 17 o 305 Saiger Dadn d =28 & 370450 o BTG
BT 8
"o R G B X 3
b =1 2470,25 m. i 187,83 m. e

I11-as tilesanne.
Antud: a=17m., b=19m:, 'c=22m. Leida: R, B, C.

Lahendamine :

tﬂ_“//@—*b)(P—C)_.t B_1/G-a6e—9 ., c_1/G-ak-b.
2 g p(p—a) ' ' p-(p—b) ' 97TV pip—o

- [lg (p-—b) +1g (p—c) —Igp — Ig (p—a)];
-[lg (p—a)-1g (p—<c) —Ilgp — lg (p—b)] ;

- [lg (p—a)+1g (p—b) —lg p — Ig (p—<)].

A
lgtg 5=

&
[
[(a)
[2%]

~z~ ~|~ ~:



77

a—17|p—a=—12 |Ig (p—a)=lg 12=1,07918 —lg(p—a)=8,92082-10
b—19{p— b=10 {Ig (p — b)=Ig 10==1,00000|~1g(p—b)=9,00000-10
=22 p—c—= 7 |lg(p—c)=lg 7-0,84510|—Ig(p—<)=9,15490-10
2p—58/P =29 |lg p —I1g 29—1,46240|—1g p  =8,33760-10

lg (p—b)|1,00000 Ig(p—a) |1,07918 Ig (p—a)| 1,07918
Ig (p—c)[0,84510  lg(p—¢) |0,84510  Ig(p—b) 1,00000
—lgp 8,53760-10 —Ig p 8,53760-10 —Ig p 8,53760-10
—Ig (p—a)|8,92082-10 —Ig (p—b) |9,00000-10 —Ig (p—¢)| 9,15490-10

lgtg R —1930352  Igtg;—=7946188 lgtg =29,77168
lgtg7= 9,65176 g tg=— 9,73094 Ig tg§:7 9,88584

2400 . . . 164 28%17" . .084 37033 . . .577
d—33..207 oK 0 di=30 20" . 100@a=26 107 . 4
: Bl Boog v 20, A e Bl 2
229 22 Bo560 34’ 407 ~ 5==31°33 16"
A— 48°18" 447 C=75° 6 32"

Jarelkatsumine :

Viga on 4. Niisugune viga véib
A= 48°18 44"  ette tulla, sest nurkade pooled leiame
B=— 56°34'40” ka peenelt kuni 17-ni. Jaotame
C—= 75° 6 32" selle vea nurkade vahel &ra, siis

A-+B-}+C=179°59 56"  votame vastuseks:

A=—48% 18" 457 ;' - B=—56° 84 4113\ C=757 6" 3&".

IV-as idilesanme. Rntud: a, b, A. B, C, c.

Lahendamine : —>~ — ,P _ . siit leiame sin B= by S
sin A _sin B a

Et aga véimalik on ainult sin B < 1, siis ei ole see iiles-

anne mitte igal tingimusel véimalik ja me peame teda uurima [118].

Uurimine. 1. Kui A on niirinurk, A > 90°, siis on B terav-
nurk ja a> b ja ammugi on a> b. sinA. Seepéarast on
sinB << 1, iilesanne on véimalik ja tal on 1 lahendus.

IIl. Kui A on taisnurk, A= 90° siis on niisamuti B < 90°,
a> b ja sin B <1. (lesanne on véimalik ja tal on 1lahendus.
[118 u)
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lll. Kui A onteravnurk, A < 90°, siis véib olla kas 1) a> b
v6i 2) a=—Db, véi 3) a < b. '

1) Kui a>"b, siis on ammugi a> b sinA ja sinB <1.
(lesanne on v&imalik ja tal on 1 lahendus. [118, m. )
A RB, C,

2) Kui a= b, siis on ka A= B; sellega on AABC —
sarikkolmnurk. Ulesanne on véimalik ja tal on 1
lahendus [118, y.2] 2 AB,C.

3) Kui a < b, siis on véimalik, et I) siiski on a > b. sin A,
ehk a> he, sest et b.sinA = he. Niisugusel korral
sinB < 1. (lesanne on véimalik ja tal on 2 lahendust :
B < 90°ja Bi> 90° sest B 7 A. Selle juures o
B;*)=180°—B. [118, 1. 3]

I, On a <bjaa—
b. sin A ehk a = he,
siis on sinB =1 ja
B = 90°. (ilesanne on
vGéimalik ja tal on 1
: lahendus / ACE.

i \ i lll. Kui a < b ja

N . BT—~—Ef—8 B, tihtlasi ka a < bsin A,

siis  peaks olema

3 sinB> 1. Seeeiole

voimalik. Ulesanne on

véimatu; tal on O lahendust.

Vétame naituseks: a=—17,45 m., b—26, 48 m., A —35°28'37"".

1) sinB—="3"R; 1g6in B—Igb-Hgsin A-Iga.

lg sin A=Igsin 35°28’ ==9,76360 lgb |1,42292
d=18. —+30". ;.90 g sinA}9,76371
AL —lg a[8,75820

Ig sin A ==Ig sin 35°28'37"-—=9.76371. lgsin B=9,94483
Igb  —Ig 26,48 —1,42292 61°43 . . 479,
Iga =g 17,45 =1,24180 &5 40 .. 4!
—Iga = ==8,75820 B = 61°43'40"
—IgsinA —0.23629. B,~180°—B; B,—118°16'90"

* Joonestuse peal peab olema B; punktide A ja E vahel.
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2) C=180°—(A-+B)-=B,—A. C,=1800—(A-+4-B;)=B—A.
C—82047'43" C,— 26°15°3"
in C : 3
3) sincC == Si: < c::%; lg c==Ig a-}-Ig sin C—Ig sin A.
IgsinC=Ig sin 82°47°43"-9,99656. lg sinC,--lg sin26°15’3"--9,64572..
Ig a 1,24180 ; Ig a 1,24180
lg sin C|9,99656 Ig sin C,| 9,64512
—Ig sin A|0.23629 —Igsin A|0,23629
Ig ¢ == 1,47465 igc, e 1,12381
2983\ .1 G M05 1829 5 PRy
¢ = 29,83m. ks S PR 29.1 '

¢,—13,299 m. ehk ¢;—13,3 m..

6@?@



XIl peatiikk.

Korraparased hulknurgad.

209. |I-ne ulesanne. Leida korrapdrase sissekwjundatud kuus-
nurga kily raadiuse funktsiooninu. § 126 teame, et a;—R.

2-ne ulesanne. Korrapdrase sissekujundatud kolmnurga kilg
Adeida raadiuse funktsioowina.

B

: /
nii et BD O e R.
:Siis on L ABD = 90°
ja AB?= AD?—BD?
ehk a% = 4Rz — R?
323 b 3R2
as= Ry 3.

Lahend. Korrapar. 3-nurga sé6ri sisse
kujundamiseks jaotame ringi kuueks
ja ithendame jaotuspunktid, ikka iiht
vahele jattes.

Olgu AB=a3g. Témbame diameetri AD;
ta laheb kahest jaotuspunktist labi [91],

Témbame OB, OC, CD ja BD.

Siin on: OB=0OC =CD=BD= R,
OBDC con romb ja

BC?4-OD%— OB?4-0C?+4-CD?+-BD?[204.]
a%+R?= R*4-R>4-R*>4-R?

a%y =r3R® ja‘#y = RY3

3-as Ulesanne. Sisse kujundatud korrapdrase nelimurga (ruudu)
Kiilg leida raadiuse funktsiocnina.

B

Lahend : Témbzame diameetrid BD | AC ;

/‘h siis on AB==a, [126,5] ja AB?*= OA>{-OB?
A ehk a?, = R2’4-R2

N/

D

a42= 2R2
a‘ e RV—Z
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4-as Ulesanne. Soori sisse korrapdrane kimmenurk kujundade
ja leida tema kilg raadiuse fumktsionina,
Lahend. Olgu AB = ayq, siis on ~AB =1
ringist ja .AOB = 36°.

Jérjel- L OAB =1 0OBA — 1858 __ 4

5 =

Témbame .-ga B poolitaja BD, siis on:
LDBO =.BOD = 36°; tADB= /. DAB =720

@by = DB DB = AB
ARB=—0B.
OB ... OD i : st
Pedle selle: 70 = == [150], et aga OB OA ja AB=O0OD,
siis’on:© CZE S, ehk b — Pu Siit leiame

a =+ R.(V3 _”! ; [194] See tdhendab, et korrapirase sissekujunda-
tud kiitmmenurga kiillg on swurem osa kuldloikel jagatud raadiusest.

Konstrueerimise viis on joonestusel naha.

5-es illesanne.  Soori sisse korra-\
D parane 15-nurk kujundada jo leida tema

kitllg raadiuse fumktsioonina.

Lahend : % ring. — ilﬁring. e ;3- ring.
Olgu AC — 60°, _AB =36 siis on _BC=24°=—7,
AC== a, AB— ai; BC— 2,5, CD'—a, Ja
BD = }J/4R*—a%o. Ptoloméuse teoreemi [171] pohjal
leiame: BC.AD -+ AB.CD =— AC.BD
a;5. 2R 4 ay9. 85. =25 .V 4R? — a7,

2R. 2+ R. L2ZLRY3=R. Va R —R 2y

2
2a= 1 §(16 R* — 5 R+ 2 R)/5—R®) — | R/ 3 ()/5—1)
28, = 4R V101 2V/5— R V3 (V5—1)
a1 ={RIVZ. VE+VE —1/3(/5— 1))

Nathing-Perli. Ruumi algdpetus 1. [3
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Toestada teoreem. 1) 30°-lise nurga vastaskateet on pool hipoten.;

2y 45°-lise murga vastaskateet on pool hipotenwusi, kasvatatud V' 2;
3) 60°~lise

» ” ” ” ” » ” 1/5:
Kergemaks meelespidamiseks olgu valemid:
]"‘30=’-12‘“V1 ; kyy=1% al/2 ; koo =1a)/3 .

210.  Ulesunne. Korrapdrase  sissekujundatud hulbnurga

kilgede arv  hahekordschks teha ju saadud hulknurga kilg leida
raadiuse ja antud hulknurga kilje funktszoonma

Lahend. Konstrueerimiseks jagame
antud h-rga kiljele vastava kaare AB
pooleks ja saadud punkti K ithendame
joonléikude abil jarjekorras olevate hulk-
nurga tippudega.

Véaljaarvamiseks vaatleme terav-
nurkset /\ — a ROK. Tarvitades §203 [
+2oreemi leiame AK®> = OK®-{- OA? — 2.0K.OD.

Olgu AB= a,, OK = OA =R, m<éamja0D=

siis - on al, =R? 4-R?-—2Rr; aga OD— JOR?—
' Ve
ehk r — VR (7:) ;

seepérast leiame: al,=2R* —2R ‘/R‘ al"

RhHK. e V2 R2—2 RV R? — ‘jﬁ (kahendamise valem).
Harjutused : Leida 1) ag, vastus ag==R Voo v2

2 3 ———
) #is; vastusa s =— R]/ 2 —V 24 V2,

3)..agis vastius agg—R Y 2. V 2—H/2—F V2

analoogia péhjal leiame: azn—-Rl/Z ]/ 2+V§-J- +]/ 2

(n—2) k orda, kus n P
Leida: 4) 2,, - vastus: a;s —R V2 —1/3;

5) asy — vastus: 2y =R ]/'/2 =3 ‘l 8!



6) a,, — vastus: ag=—R ‘/2 1 sz_'_i_’—.l?-—z;_‘_ﬁ

analoogia péhjal véime (telda, et

ag.” — R ‘/2—]/2+V2+ ..... LV 7Ty

(n—2) korda, kui n = 2.
Umberpéordult, kahendamise valemist véime leida a,
kui teada on R ja a,,. Harjutus: leida a; raadiuse funktsioo-

nina. Vastus:a; =R |/ 5— V5
2

I-ne mdrkus.*) §§ 126, 209 ja 210 péhjal véime. kons-
trueerida niisuguseid hulknurki, mille kiilgede arv on 3.27
4.2 52" ja 3.5.2" ja nende kiilgede pikkust raadiuse funk-
sioonina avaldada.

II-ne markus. Et korraparast hulknurka tema kiilje abil
konstrueerida, kujundatakse enne samanimeline korrapérane
hulknurk mingi sé6ri sisse ja sellele hulknurgale konstrueeri-
takse sarnane, mille kiiljel on antud pikkus.

2. I-ne iilesanne: Soori sissekhujund. korrap. h-rga Fkiilje
ga ringi raadiuse abil leide samanimelise dmberkujund. korrap.
h-rga kilg. :

¢ M D Lahend.: Témbame korrap. iimber-
AL | T a kuj. h-rga kiillje paralleelselt sissekuj.
h-rga kiiljele, siis langevad iihte nende
h-rkade apoteemid ja nende {imber-

3 kujundatud ringide raadiused ja

g CcO OM ~viiBo 4R
4 COD «w a AOB. Siit leiame : 5= oprehk &= =

e R.an
2 T it s
Teades, et r = VR‘Z—(%") leiame siit: b,—= VRE"' a®n
28

Briline jubus. Korrap. 3-rga jaoks on?— == 2, [209,2] see-
parastby = 2a; = 2Ry/3.

*)1796 aastani osati konstrueerida ainult nimetatud h-rki. 1796-al a.
leidis tiles 19 aastane Gauss, XIX aastasaja kéigesuurem matemaatik, votte,
kuidas sirkli ja liineali abil konstrueerida 17-rka ja iileiildse h-rki, mille
kiilgede arv on 2m.(2n 4- 1), kus m ja n on tdisarvud ja 2n -+ 1 on algarv.
Tema vote avaldati 1801 teaduslises ajakirjas ,Disquisitiones Aritmeticae“.
Uhes sellega iGestas ka Gauss, et sirkli ja iiineali abil on v&ima'ik konstru-
eerida ainult piiratud arv korrapédraseid h-rki.

34
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2-ne filesanne : SG6ri iimber kujundatud

korrap. n-kiilgse h-rga kiilje b, ja raadiuse Age

r abil leida korrap. timberkuj. 2n-kiilgse h-rga

kiilg bap. 0
Juhatus : L ROC=LBOC, AC:CB=RO:OB.

Vastus . bys=rbn: (r+1 r’4-1b.2).

Harjutused : Véttes jargimoéda n — 3, 4, 6, 10,
leida:» 1) an, r, bn, asn, bon, kui antud on R.
2R avsiby - anas BE 2 S,
3 ceas; ibians i aad 5 % W -

212. Teoreem. Pingjoone vahekord raadiusega on sellele
pingjoonale vas‘ava tsentrinurga pocle kahekordne sinus.

"N Toestus: —O—ﬁ—«sm AON ) sest et NS=N—2lz
NP 2r PO & LPON
soN—Sih —— Jja LGN E=es
NP, . PON
N 2PNk

Selle teoreemi pohjal on véimalik korrap. sissekujund.
h-rkade kiilgede abil ménede nurkade trigonomeetrilised suu-
rused leida.

a—£=25in6—gf %=2$in2(23—0 % = %10
g—2sin30° RVZ_osind5®  RV3_ 2sin 60
1 = 2sin30° }/ 2= 2sin 45° 1/3 = 25sin 60°

sin 30° =1=c0s60°; sin 45°= V =0845°% sin 60°=~lV2—§=cos 30°.

Teades, et tga =
tg30°= 4 : V3 tg45°=1/2_2_;l/; tg60° =¥3 3

i
Ll 5 e by
w3

tg 30° =%___V_§, ty 45° = 1. tg60°=V'3.”

Harjutused: Leida sin 18°; cos 18°; tg 18°; ctg 18°;
sin 72°; cos 72%; tg 72% ctg! 72% sin 22)5% sin 15°; cos 22°.5;
cos:15%:tg 2205 1g " 159,



Xlll. peatiikk.
Ringi pikkus.

a) Teoreemid IGpmata vdikestest suurustest.

213. Suurust nimetasime l6pmata vaikseks, kui ta vdhe-
maks voib saada kui ilikski kindlaks maédratud suurus, olgu
see kui véike tahes [135, lI].

Lopmata vaikesi suurusi téhendame éara greekakeelsete
talftedega ja kirjutame lithendatult ,lvs“. -

Lopmata vaikesi suurusi vaadeldes v6tame arvesse siin
kohal ainult nende absoluutse vaartuse.

Teoreem. Kui lita puiratud arv lopmata viitkesi suurust,
8iis on saadud summa lopmata viike swurus.

Toestus: Olgu a, B, Y.... T I6pmata vaikesed suurused,
nende arv n— piiratud ja k miski kindlaks méaaratud iikskoik
kui vaike suurus, siis on meil definitsiooni péhjal véimalik ikka
teha nii, et oleks

niisama ka, et

arkB+1+..i 47 <k sest =.n=k
s. t. et summa a3+ v+ .....4 7 on lvs.

214, Teoreem. Kahe lopmata viikese suuruse vake on
lopmata vidike suurus.

Toestus : Olgu « ja p 16pmata vaikesed suurused, siis on
absoluutses méttes ikka « — B <« -+ 3; et aga a -} B on lvs,
siis on @ — B seda ammugi.
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215. Teoreem. Léopmata véikese suuruse kasvatis piiratud
arvuga on lopmata véike suurus.

Oletus : a on lvs, n on piiratud arv.
Véide : a.n on lvs.

Toestus : 1) Kui n on taisarv, siis on
#.n=a-+a-ta-+t....- a(nkord)jasee summa on lvs. [213].

2) Kui » on murd véi irratsionaalne arv, siis on meil
ikka véimalik leida tgisarvud m ja m—+-1 nii, et
AT < h <
Siis on aga n.z < (m- 1).a. ~
Et aga (m—1).2 onlvs. [215,1], siis on n.z seda ammugi.

216. Teoreem. Lopmata viikese ja piiratud suuruse vahe-
kord on lopmata vidike suurus.

= . 5 & st
Toestus : Kui n on piiratud suurus, siis on ka Tpnratud
2 e i F 1 o
suurus ja l6pmata vdikese suuruse o kasvatis T-kuga ehk o

on ka lvs, eelmineva teoreemi jarele.

217. Teoreem, Huildpmata vdikesitegurid on piiratud arv,
siis on nende kasvatis lopmata véike.

Oletus: o, B, Y. . . . 1T on l6pmata vdikesed suurused;
nende arv n — on piiratud.

Viide: « . B.y. . . . T on |6pmata vdike suurus.

Toestus : Kui k on mingi kindlaks méaaratud iikskéik kui
vaike suurus, siis on l6pmata véikese suuruse mdiste defini-
tsiooni pohjal alati véimalik teha, et

niisama ka B < Y &5

A
.
|
X

o Pl e K SeRk (V?)=k;r
sk ettal Bowlie SN anlvs;
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218. Teoreem. Lopmata viikese suuruse aste, mille nii-
tajaks on piiratud positiivne tdisarv, on I6pmata viike suurus.

Toestus:a" = o .. . . . . o on lvs. eelmineva teo-
reemi pohjal.

219. Teoreem. Lopmata viikesest suurusest véetud juur,
mille nditajaks on positiivne piiratud tdisarv, on [opmata viike
suurus.

TGestus : Definitsiooni jérele on meil alati véimalik teha

« < k™, millest jirgneb,et ¥V« < k, kus k on mingi kind-
laks madratud tUkskéik kui vdike suurus.

Jéareldus, Lopmata vdikese suwruse aste ja juwr, kui astme
ja juurenditajaks on piiratud positiivne murd, om lopmata vdike
SUUFUS. '

q .3
Fis AN R ST W
Toestus : Y & == aq =V aP.—Vlvs = lys.

220. Teoreem. Piiratud suuruse jagamissst lopmata suu-
rele suursse’e saadud vahekord on lépmata viike svurus.

= K 1 .- 3 2
Toestus. Kui murru 7 himetajat A —d suurendada, siis
vaheneb murd A Ja kui nimetaja A saab suuremaks kui iikski

ette kindlaks méaratud arv, siis saab murd ise iﬂvéhemaks kui

ukski ette kindlaksmddratud arv; s.t. kui A on I6pmata suur

o 1 2 T
suurus, siis on o I6pmata vdike suurus. Jarjelikult on ka
m

A ehkm. —:(, kus m on piiratud suurus, lvs [215].

221. Teoreem. Piiratud suuruse jagamisest lopmata vii-
kesele suuruse'e saadud vahekord on ldpmata suur suurus.

Toestus. Olgu m — piiratud suurus; siis peab leiduma mingi
jaadav suurus p, millest m véhem ollaeivéi, s. t. m > p. Et
murru nimetaja vdhenemisega murd ise suureneb, siis peab

murd ]; piiramatalt kasvama, kui tema nimetaja « piiramatait

kahaneb, ja v6ib suuremaks saada, kui iikski ette kindlaks-
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maaratud tkskoik kui suur suurus B, nii et al ~> B. Sellest

1
jargneb, et m . - ehk —':— > p. B, kus B.p on iikskéik kui
suur ette kindlaks madratud suurus, sest et p on jaadav suu-

. m ST
rus. See tahendab aga, et — on I6pmata suur suurus.

222. Teoreem. Kahe lopmata viskese suuruse vahekord
ei ole mitie alati lopmata viike suurus.

Toestus : Kui oleks —:i lvs,, s. t. kui oleks g- < k, kus

k on kui véike tahes ette kindlaks mairatud suurus, siis oleks
o <k. B. See juures véib ju alatiolla k = 1 ehk k< 1. Siis peaks
aga alati olema o < 3. DNiisugune oletus ei véi aga iileiildiselt
maksev olla. Seepérast ei voi ka kahe 16pmata vaikese suuruse
vahekord mitte alati |I6pmata véike suurus olla; ta vé6ib méni-
kord olla piiratud arv, vGib olla ka piiramata suur. Seepérast
radgitakse 16pmata vaikeste suuruste Juures nende isesugustest
jarkudest. Nait.

o2 o % & 2
—= = aon lvs. @2 on a-ga vérreldes kérgema jargu lvs.

: —2—§ — 2on piiratud arv. 2 & on &-ga vérreldes sama jargu lvs.

o % 1 = a ..
—=, = — on l6pm. suur suurus; « on a>ga vorreldes
o #4 o

alama jargu lvs.

Lopmata vaikeste suuruste vahekordade leidmine kuulub
Jdifferentsiaal arvamise“ alale.

b) Piiride teoreemid.
223. Muutuvad suurused, mis piiriks saada piiiiavad.

Muutuva suuruse piiriks nimetasime [135,q4] niisugust
jaddavat suurust, mis muutuva suurusega vorreldes ISpmata
viikese vahe annab. Edaspidi tdhendame &ra muutuvaid
suurusi ladina (prantsuse) keele téhestiku viimaste tahtedega
— X, ¥,Z ...t nende piirisid sellesama téhestiku esimeste
tahtedega — a, b, ¢ . . d, ja |6pmata vdikesi suurusi, nagu
ennegi, greekakeelsete tahtedega.
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Et a on x-i piir, kirjutatakse nii: a=lm z, kus ,lim“ on
lithendatud ladinakeelne séna ,limes“, ehk prantsusekeelne
Llimite* — piir. Muutuv suurus v6ib ldheneda oma piirivaar-
tusele — iialgi mitte selleks saades — kas kasvades, véi kaha-
nedes, nait. korrap. hulknurga vélisnurk I&heneb oma piirile O°
vahenedes, ja iihtlasi ldheneb sisenurk oma piirile 180° kasvades,
aga kumbki neist ei v6i omaks piiriks saada.

Kui muutuv suurus x léheneb oma piirile a kasvades, siis
on ta vihem kui tema piirivdartus, x = a — a ja kéik 4 vérdust
1) lim x—a, 2) a=x-0o, 3) a—zr—a ja 4) r—a—e valjendavad
itht ja sedasama matet, et ,a on x-i piir“.

Kui muutuv suurus x ldheneb oma piirile a véhenedes,
siis on ta suurem kui tema piirivdartus, x= a-}« ja kéik
4 vérdust 1) limx =a, 2) a=x—a, 3) x—a = «ja 4) x= a}«
véljendavad iiht ja sedasama motet, et ,a on x-i piir“.

Lopmata vaikese suuruse piir on O, sest a—0=a;
I6pmata suure suuruse piir on I6pmatus ,°°“, ehk, mis seda-
sama tdhandab, tal ei olegi iilemist piiri.

Furide vite, Monikord ei ole meil véimalik méne jaa-
dava’ suuruse olenevust teisest jaddavast suurusest ilmsiks
teha, kunia meil kiill véimalik on ilmsiks teha olenevust niisu-
-guste muutuvate suuruste vahel, millele need jaadavad suuru-
sed piiriks on. Niisugusel korral leiame nende muutuvate
suuruste vastastikkuse olenevuse ja nende omadused kanname
siis iile. ka nende piirivaartuste peale allpool ettetoodud teoree-
mide péhjal. Niisugust téestuse viisi nim. piiride votteks.

224. Teoreem. Kui kaks muutuvat suurust koigil ema
mcutumistel annavad jdddava vahekorra, siis on ka nende piirid
sellessamas vahekorras teineteisega.

X=c¢ Viide ; 1M X=¢,

y lim y

Toestus: Olgu lim x = a, nii et x = a—a ja
imy=5b, , , y=b—§.

Oletus :

If

ol um X ee a—o
Kui siis 7=c, siis on —g=c;
sellest jargneb: a—a = cb—cB,
: ja a—cb= a—cB, kus cB on lvs. [215].
Jaadavate suuruste vahe a—cb on jaadav suurus, kas vérdne
nullile véi mitte vordne ; I6pmata vaikeste suuruste vahe a—cB
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on l6pmata vaike, kas nullile mitte vérdne suurus, véi 0. Aru-
saadav on, et need vahed véivad iihesuurused olla ainult sel
tingimusel, kai kumbki nendest eraldi véetud on O.
Seepérast: a — ¢cb = 0
Jérjelikult: a = cb.

s s T heva I X
Siit leiame : Bocenl e o s
Jareldus ; Kui ¢ = 1, siis saame: % = | ehk x =y
ja o S Shic il — limy. See annab meile
lim y

teoreemz: Kui kaks muutuvat swwrust jadvad wvordseteks
kbigil oma muutumistel, siis on ka nende piirid isekeskis vordsed.

225. -Teoreem. Kui jaddav suurus on kahe muutuva suu-
ruse vahel, mille vahs on lvs., siis on sze jaddav suurus piiriks
mélemaile muutuvatele.

Oletus: x> a>y, x—yon lvs. Viide: lim x=a=Ilimy

Toestus: Et x> a> y, siis jargneb sellest otsekol >, et
X—a <X—y ja a==y < X—Yy; aga x—y=Ivs.; jarjel. an 'x-—a
ammugi lvs. ja a—y on ka ammugi Ivs. See tdhendab aga,
et limx=a ja a=limy; ehk limx = a=limy.

226. Teoreem. Kui muutuv suurus on teise muutuva
suuruse ja tema piiri vahe', siis on temal seesama piir.

Oletus: x> y > a, limx =a. Viide: limy = a. ;
i
Toestus: y—a < x—a; aga x—a on lvs.; jarjel. on y—a
ammugi lvs.; s.t. et limy = a.

227. Teoreem. HKui muutuvaid liidetavaid on piiratud arv,
siis on nende muutuvate summa piiriks nende piiride summa.

Oletus: limx=a, limy=b, limz=c¢, . ... limt=d.

Viide : lim (xy4z+4 . . . -Ft) =lim xHlim y-+Him z-+ . . .
~lim t. :
Toestus: Uleiildine vote selle tGestamiseks, et jaadav suu-

rus on muutuva piir, seisab selles, et leitakse jdadava ja muu-
fuva vahe ja ndidatakse &ra, et see vahe on I6pmata viike.
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Siin seda votet tarvitades leiame:

byt - - — [t . . d] =

— [ a+a)+(b+BH{c+Y)+ et o=
=a+ta+b+B+4cty+ . . . FdFt—a—b—c— ...
T R N :

aga see viimane summa on lvs., kui liidetavate arv on piira-
tud [213]; jarjel. lim [xy-t+z+ ... Ht]=atbtc+ ... Fd=
= lim x+lim y+limz} . . . —{—hm t.

228. Teoreem. HKahe muutuva suui‘use vahe piiriks en
nende piiride vahs.

Toestus ; Kui lim x= a ja lim y = b, siis olgu x = a-t}-«
ja y = b-RB. Siis leiame: [x—y]—[a—b] =
= [(@+e«)—(b+B)]—[a—b] = ata—b—B—a+}b=0a—B = Ivs.
[21B]. See tdhendab, et lim (x—y) = a—b = lim x—lim y.

229. Teoreem. HKui muutuvaid tegurid on piiratud arv
siis on nende muutuvate kasvatise piiriks nende piiride kasvatis.

Téestus ;. Olgu lim x==a, limy ==b ja x=a-a, y ==b-|-B.
Siison: x.y—a.b=(a-+}2) . (b4B)—ab==ab-+{-aB+{bx-+«.8 —ab=
=aB-+be-fa«B. HAga aB on lvs., ba on lvs. [215]
ja «B onlvs. [217]; seepdrast on aB-+ba4 aB lvs. [213].
Sellega on xy—ab lvs. Jarjel. lim (x . y)=a . b==(limx) . (lim y).
Oletame, et see teoreem on 6ige, kui tegurid on piiratud arv n
ja naitame é&ra, et ta on ka oige, kui tegurid on n--1.

Olgulim(x.y.z...t)=(limx) . (limy) . (lim z) ... (limt)
ja u=e--= (n-1)-ne muutuv suurus.

Kasvatis (x . y . z. . . t) on, tletildiselt véetult, méni muu-
tuv suurus, mille piiriks on (limx) . (limy) . (limz) . . . (limt);
tdhendame &ara selle muutuva suuruse tdhega F. Siis on tar-
vis @ra ndidata, et lim (F.u)= (limF). (lim u). Aga kahe
muutuva suuruse jaoks on see teoreem juba téestatud. Jarjeli-
kult on lim (F . u)=(lim F) . (lim u), ehk: lim [(x .y -z ...t).u]=
==llim. (x .y zioar. B)s lia s
= [(lim x). (lim y) . (lim 2z). . . (lim t)] . lim u it
im&.y.z...t.u)=(limx) . (limy) . (limz)...(limt) . (limu),
Et meie teoreem Gige 2-he muutuva teguri jaoks, siis on ta ka,
bige 3-e,jarjel. ka 4-ja, ja 5-e jne. teguri jaoks — kui, tegurite
arv on piiratud. "
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230. Teoreem. Kahe muutuva suuruse vahekorra piiriks
on nende suuruste piiride vahekord.

Téestus :  Kui lim x=a jalim y=b ehk x=—=a-}a ja y=Db-}B8,
a ato a ab-}+ba—ab—aB  ba—aB

X

y BT bR B b2 +bB P O
RAga b.& on lvs, a.B on lvs. [215] ja b.x—a.B on ka lvs[214];
b2 on piiratud, jaddav suurus, b.B—lvs., ja jérjel. on b’>-bB—

Siis leiame:

4 - ba—aB lvs.
piiratud muutuv suurus. Seepérast on BAIbB  pliratsuur.
Ivs. [216]. See tihendab, etlim X — 2 — Imx,

y b lim y

231. Teoreem. Muutuva suuruse jdddava tdisarvulise astme
piiriks on selle suuruse piiri seesama aste.

m kord
Toestus: lim (xm) = lim (x.x.x. . .X) =
m kord .
fitn o i ok Bt s len s 12291 jdrel
lim(xm)= (lim x)™. Teoreem on -Gige ka siis, kui m on
negatiivne arv; olgu m=—p. Siis on:

; 3 i 1 1 1 i bg
lim (xm)=lim (xP)=Ilim (X—P)z o i =(l—iﬁ1—x);=(hmx)=p(hm)m.

232. Teoreem. Muutuva suuruse jiidava tiisarvulise astme
juure piiriks on sellesama astme juur selle muutuva piirist.

o i m m
Toestus : Votame samasuse : (Vx_) ==rx

Siit saame § 224. jéreld. pshjal: lim [(}}‘T)m]
" ” § 231 » ” [hm (";‘x-—)]m ==m X

Mdélemist pooltest juurt véttes saame: lim{}*x— = ;nrm

lim x

Il

- Mdrkus. Viimased kuus teoreemi vGime iiheks ithendada
jargmisel kujul: Kui muutuvate suuruste kallal tdide saata
piiratud arv algebralisi tehteid, siis on nende tehete saaduse
piiriks see saadus, mis ilmub, kui me muutuvate suuruste
piiride kallal toime paneme niisamasuguse rea tehteid.

(lleiildine téestamise vote seisab selles, et leitakse vahe
F(x, y ... t—F(@, b, c ... d) ja ndidatakse &ra, et see vahe
on lvs.



¢) Ringi pikkuse md&etmine.

233. Et iikski kéverjoone osa ei lange .ihte iihegi sirg-
joone osaga, siis véime kdverjooni méeta sirgjooneliste méet-
iiksuste abil ainult kaudselt ja sedagi ligikaudselt.

Kéverjooni vGib méeta kéverjoonte abil ainult siis, kui nad
ithte langeda vdivad, mis aga ainult harukordadel siinnib, sest
igal kéverjoonel véib isesugune ,kéverus® olla.

234. Teoreem. Kaht punkti iihendav sirgjoone ldik on
liihem kui iikski neid punkta iihendav murtudjoon.

Toestus :
(lhendame A D-ga ja E-ga,*) siis
saame: AD < HC+CD Liites ja mélemalt
AE <AD-}- DE !poolt &ra vottes
AB <RAE-}-EB|AD + AE leiame:

AB <AC - CD - DE - EB..

235, Kinnine véi piiratud murtud joon véi kéverjoon orr
kumer, kui sirgjoon teda ainult kahes punktis I6igata véib.

Olgu meil kaks iihiste otsapunktidega teineteist mitte 16i-
kavat joont, mis asenevad iihel pool lébi nende otsapunktide
minevat sirgjoont. Kui me niiid mingist otsapunkta iihen-
dava )oonlmgu punktist tdmbame kiire, mis mélemaid jooni 16i-
kab, siis nimetame d#mberhaaravaks jooneks seda, mille ISiker
punktid kiirega kiire lahtepunktist kaugemal on, kuna me teist
joont #mberhaaratavaks nimetame.

Teoreem. HKumer murtudjoon on lithem kui iikski teda iim-
berhaarav murtudjoon miliel temaga iihised otsapunktid on.

Toestus: Pikenda meAC—d
jaCD —d kuni 16ikumiseni
AKLMB —ga.
Siis naeme, et
AC + x <AK - KN
g CDty <x+ NL+LM{+MP
DB <y +PB

Liites ja mé&lemilt poolt &ra vottes x - y leiame :
AC+ CD-+ DB < AK + KL+ LM - MB.

*) Joonestuse peal eksikombel tegemata jddnud, tuleb parandada.
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236. Archimedese *) printsiip: Kui kahest punktfst tomma‘a
mitu kumerat kbverjoont, mis iihel pool Iibi nende punktide mine-

vat sirgjoont asenevad, siis on iimberhaaray kdverjoon pikem kui
iimberhaaratay.

Eelminevat [235] teoreemi ja Archimedese printsiipi iile-
iildistame jargmises aksioomis:

lga kumer (imberhaaratav joon on liihem, kui iikski teda
timberhaarav joon, millel temaga iihised otsapunktid on.

E L B

Q Seda aksioomi toetavad jérg-
K1 mised jarelkaalumised, mida m=
aga toestuseks nimetada ei véi.
c Kujundame kumera kéverjoone ACB
sisse ja imber murtud jooned A CB ja
[ ADEB nii, et neil thised otsapunktid
oleks.
1
D H A

Suurendame murtudjconte kiilgede arvu sel teel, et me
iga kaare kaheks jagame, iga jaotuspunkti ithendame jarjekorras
_olevate joonte Uhiste punktidega ja labi iga jaotuspunkti tém-
bame kéverjoonele riivajad kuni l6ikumiseni enne témmatud
riivajatega. Seda kiilgede arvu suurendamist kordame nii mitu
korda kui tahame, Siis on ndha, et mida suuremaks me teeme
murtudjoonte kiilgede arvu, seda enam iihiseid punkta nad
kéverjoonega omandavad ; seda enam vaheneb iimberkujundatud
ja suureneb sissekujundatud murtudjoone pikkus, kuna kéver-
joone pikkus muutmata jaab ja tmberkujundatud murtudjoon
ikkagi pikem on kui sissekujundatud [235], ja - seda enam
ldhenevad koéverjoonele mélemad murtudjooned; nimelt kui
me kdéik need jooned labiléikame iihe sirgjoonega, siis on uute
murtudjoonte 16ikepunktid kéverjoone 16ikepunktile ldhemal
kui endiste murtudjoonte 16ikepunktid, nait. P on O ja M vahel,
N on O ja Q vahel.

¥) Archimedes — Greeka matemaatik elas a. 250 iimber e. Kr.; prin-
tsiip = p6himdéte.
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Et kéverjoon ruumiliselt nende murtudjoonte vahel on,

siis saame mulje nagu oleks kéverjoon see piirseisand, millesse
asuda piiiavad mélemad murtudjooned, kui nende kiilgede

arvu piiramatalt suurendada, ja nagu oleks ka kéverjoone pik-
kus nende murtudjoonte pikkuste vahel ja nende pikkuste piiriks

237. Teoreem. Sissekujundatud korrap drase hulknurga
kiilg on lopmata véike suurus, kui hulknurga kiilgede arvu
piiramatalt kahendada.

Toestus. Olgu AB ringi

it_M-ic sisse ( kujundatud korrapa-
A - -0 ~= rase hulknurga kiilg ja
: m — ette kindlaksmaé&aratud

% iikskéik kui vaike joonléik.
Asetame joonléigu m ping-
/ joonena ringi sisse nii, et

tiks otsapunkt iihte langeb

A-ga: AM = m. Kui me
niiid korrapdrase hulknurga kiillgede arvu hakkame kahe-
.kordseks tegema selleks kaart AB pooleks jagades ja
saadud pooli ikka jalle pooleks jagades, siis on selge, et
me niikaugele jouda véime, et iiks jaotuspunkt K langeb A ja M
vahele, sellega ka « AK < _ AM ja hulknurga kiilg AK on
véhem, kui ette kindlaks maératud iiksksik kui vaike joonlsik
m s. t. ta on lvs.

B B 238. Teoreem. Ringi raadiuse ja

sissekujundatud korrapidrase hulknurga
apoteemi vahe on lopmata viiike suurus,
kui hulknurga kiilgede arvu piiramatalt

kahendada.
Toestus.
. A-gas AOC on: OAR—0OC <AC IJ. s-gasDCR on:DC | CA;
ehk OR—0C < ®  jarel. DC < DA
£ R s th s. t. R—r <ay; ja a2, on lvs.
e 3

Et a, on lvs. [237], jarjel. ka ?2" lvs, siis on R—i ammugi lvs.
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239. Teoreem. Horrap4raste Umberkujundatud ja samanime-
lista sissekujundatud hulknurkade perimeetrite vahe on Iopmata viike
suurus, kui hulknurkade killgede arvu piiramatalt kahendada.

Toestus: Teada on, et korrapéraste
samanimeliste imberkujundatud ja sisse-
kujundatud hulknurkade perimeetrid
on proportsionaalsed raadiusele ja apo-

R

teemile [175,2]; jarjel l;— =

Vétame tuletatud proportsiooni: P—;—P = B%r

[Esimese vahekorra liikmete vahe on oma eesliikme kohta,
nagu teise vahekorra liilkmete vahe on oma eesliikme kohta].

Siit leiame P—p = % . (R—r).

Kui hulknurkade kiilgede arvu piiramatalt suurendada, siis
on P — muutuv piiratud suurus, R— on jdddav suurus jasellega

% on muutuv piiratud suurus; R—r on lvs. [238] ja sellega

on % . (R—r) lvs. [215]. s. t. et P—p on lvs.

Mirkus: Korraparased hulknurgad ei tarvitse mitte sama-
nimelised olla: Kui P, — pn, = lvs, siis on Pojy — pn = lvs,
sest Pny1 < P, ja ikkagi Pania > pn .

240. Teoreem. Ring on korra-
paraste Umberkujundatud ja sisseku-
jundatud hulknurkade perimeetrite piir,
kui hulknurkade killgede arvu piira-
matalt kahendada.

Toestus: Tahendame dra ringi
M 1 pikkuse C-ga, amberkuj. hulkn.
F € perim. P-ga ja sissekuj. hulkn.

¥ perim. p-ga.
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§ 236 aksioomi pohjalon: AGBHC> — ABC > ABC g
ja CIKLMA > — CDEFA > CDEFA

GHIKLM > ring ABCDEFA > ABCDEF
SEEE P »C> p.
aga P—p on lvs. § 239 jarel;

jarjel. § 225 pohjal on: limP = C = lim p-

241. Teoreem. Ringi ja tema diameetri vahekord on jdddav
suurus.

Toestus: ~ Votame kaks

/ \ ringi, mille raadiused olgu
R ja R, ja nende sisse ku-

jundatud korrapéraste sa-

\ / : manimeliste hulknurkade
perimeetrid olgu P a Py

Korraparaste samanimeliste hulknurkade perimeetrid on -
proportsionaalsed nende iimber kujundatud ringide raadiustele

R 2R "
s Pt~ Kui bulknur-
kade kiilgede arvu piiramatalt kahendada, siis saavad P ja Py
muutuvateks suurusteks, aga 2R ja 2R, jadvad muutmata.

R

ehk diameetritele [175,1]; seepérast g—

Seepiérast on vahekord T,P—, mis vérdub vahekorrale 3R jaa-
1 1
Z ek y lim P 2R
dav suurus ja § 224 péhjal fleiame im P, — 2R
- . A ¢ 2R
lim P=C ja lim P; =C; [240]; seep. o
siit leiame : PANER AL
iit leiame : on g

See vordus naitab, et tihe ringi vahekord oma diameet-
riga on niisama suur, kui iga teise ringi vahekord oma dia-
meetriga, ehk et see vahekord on iiks ja seesama kéigile

ringidele. See jaddav vahekord tdhendatakse &ra greekakeelse

A m o <
téahega =, nii et Sp = T,
Siit jargneb, et C=RnRS

s. t. ringi pikkus on tema diameetri ja arvu = kasvatis.

242, Arvu = leidmine. Valemis 'C=2zR vétame R==1
ehk 2R=1, siis saame G=1m.

Sénades’: © on niisuguse ringi pikkus, mille diameeter on 1.

Nathing<Perli. Ruumi algépetus i} 7
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Et ring on korrap. timberkuj. ja sissekuj. h—rkade peri-
meetrite piir,. kui viimaste kiilgede arvu piiramata kahendada,
véime ka nii iitelda : ,ringi (s66ri) véime vaadelda kui korra-
parast hulknurka, millel l6pmata palju kiilgi“. Seepdrast, et
leida ringi ligikaudset pikkust, on tarvis ainult véljaarvata
moéne korrapar. iimber- v6i sissekuj. h-rga perimeeter ja teda
ringi pikkuseks vétta. Selle juures tehtud viga on seda véhem,
mida enam kiilgi on véetud h-rgal. Et vea suurust teada, on
tarvis véljaarvata nii Gimber-, kui ka sissekuj. h-rkade peri-
meetrid.

Mitmes kiimnendkohas leitud perimeetrid tihte stinnivad,
nii mitu Giget kimnendkohta on meil ringi jaoks ja iihtlasi ka
n jaoks, kui 2R=1.

Tarviliste perimeetrite leidmiseks arvame vidlija nende
h-rkade kiiljed tarvitades valemid :

R.a,

s I/ZRZ-ZR]/ Rz—a" [210] ja b,= V = [211] ja
2
e 4

kasvatame neid vastava kiilgede arvuga.
Viljaarvamise saadusi néitab jargmine tabel [2 R=1]:
n p

p “
6 | 3,464100 | 3,000000
Jd2 | 3,215390 | 3,105828

Harilikult tarvitatakse jarg-
misi © ligikaudseid vaartusi :

24 | 3,159660 | 3,132628 2
. 48 | 3,146086 | 3,139350 g 4
96 | 3,142715 | 3,141031 7=3,14
192 | 3,141873 | 3,141452 n=3,1416
384 | 3,141662 | 3,141556 7=23,14159.

768 | 3,141610 | 3,141583
1536 | 3,141597 | 3,141590

Vana aja kdige suurem matemaatik Archimedes (250 a. e. Kr.) leidis
et on 34% ja 31¢ vahel. Seep. nim. #=3? Archimedese arvuks. Holland-
lane RAdrian Metius XVI aastasajal leidis n=4}} (kui n=256), mida kerge
meeles pidada, kui kirjutada 11 3/3 55 ja siis imberpéorda.

Hollandlane Ludolf (XVI a.) leidis =n-le 32 kiimnendkohta.

Tema arv on tema hauasambasse Leydenis kahe reana sisseraiutud,

3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 50

3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 51.
Pérast on n kiiremaks véljaarvamiseks kérgema matemaatika votteid
tarvitatud. 1873 a. avaldas Shankes omad véljaarvamised — ta oli leidnud =-le
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707 kiimnendkohta. Rutherforth on 411 numbrit jérele katsunud. Sagedasti

1
tuleb ette -+ Teda on kerge iiles kirjutada lause abil: ,Kooli alguse esi-

meste kuude*) pdevade arvud, 8-ndamast alga!“

; 1
See annab: T=0,3183098.

243. Kaarte moetmine. 1) Ringi kaart moéetsime kéige
1

'3% -kku
jagu ringist, s. o. kaare kraadi ja tema jagusid — minutit ja sekun-
dit. See on kraadiline méetmine.

esiti [151] sellesama ringi kaarte abil, liksuseks véttes

2) Nild voime kaare pikkust méeta sirgjooneliste iiksuste
abil, kui meil teada on kaare kraadide arv.
360°-le vastab 2=R

2 2nR
0. forst e
1%le ? 360
27R.n + 2nRn nRn
0_ ’ e e _
B v et e SN D,

3) Trigonomeetrias ja kérgemas matemaatikas tarvitatakse
niisugust moéetmist, mille juures iiksuseks véetakse sellesama
ringi raadiuse pikkune kaar, mida nim. radiaaniks. Seda mébet-
mist ‘nim. radiaalseks. Selle juures on ikka R=1, jarjel. C=2r.
C-le ehk 2=-le vastab kaar 360° 360°le kraadile vastab 2w

360° 4
1-le ” » _2;-,;_ ] Olle e » T&T(-)
& 01 72/AAY e 0 "_t_n
Talern o DDV FAA 8. h » » 180

I{a)y'utused.
1) Radiaalselt méeta kaar, milles on 180°, 90°,45°, 60°, 30°, 229,5.

4 5 s i
2) Kraadides mdéeta kaar, milles on gradlaam, z " radiaani.

b auéusti ja septembri.
7!



XIV-es peatiikk:

Pinnasuurused.

244. Kujundite summa. Kui me kaks kujundit iihel ta-
sapinnal nii teineteise kiilge liidame, et neil méned piirde osad
ithte langevad, ilma et neil iihiseid sisemisi punkta oleks,

kui me siis tihised piirde osad ara havitame, siis saame uue
kujundi M, mida me antud kujundite M; ja M, summaks nime-
tame: M; -+ My = M; antud kujundid M; ja M, on uue ku-
jundi M osad ja igailks nendest on uue kujundi ja teise antud
kujundi vahe: M; = M — My ja My = M — M,

Selge on: 1)et kahe kujundi summal vdga mitmesugune
kuju v6ib olla, mis oleneb antud kujundite kujust ja sellest
kohast, kus nad teineteisega liituvad: 2) et kujundite summa
perimeeter on vahem, kui antud kujundite perimeetrite summa,
sest {ihised osad kaovad ara.
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245. Pinnasuuruse mdiste. Kujundi pinnasuurus (pindala
on ,omapérane’ suurus, suurus ,sui generis’.

Pinnasuuruse moéetmise aluseks vétame jargmised pohi-
laused :

1. Kongruentsete kujundite pinnad on isekeskis iihesuwurused.

11. Kahe kujundi summa pind on mende kujundite pindade
summa.

Neist péhilausetest jargneb:
1) Kujundi pind on suurem kwi tema osa pind.

2) Kahe hulknurga pinnad on iihesuurused, kui meid h-nurki
on voimalik lahutada tihepaljusteks vastavalt- kongruentseteks
kolmnurkadeks.  Niisuguseid h-rki wim. lahutusvordse-
teks (zerlegungsgleich).

3) Kahe hulknurga pinnad on iihesuwrused, kui me saame lahu-
tusvordsed h-rgad selle labi, et me kummagile h-rgale
Juurde lisame lahutusvordsed h-rgad. Niisuguseid h-rki
nim. tdaiendusvirdseteks (inhaltsgleich).

4) Kuwi kahe kujundi pinnad eraldi niisama swured om kuwi
kolmanda kujundi pind, siis on nad isekeskis ithesuurused.
Sellest selgub, et ka mittekongruentsetel kujunditel voi-

vad (hesuurused pinnad olla.

Kujundid, mille pinnad on vérdsed, nim. z'ihesum‘u.steV
(vérdseteks).

246. Pinna (ksuseks voetakse niisuguse ruudu pind, mille kilg
on joontlksus, ndit. ruutmeeter, ruutjalg jne.

Arv, mis kujundi pinna mdéetmise tagajédrjena ilmub, on
selle pinna maetarv.

Pindade ja nende méetarvude kohta vétame péhilausena
t6estamata vastu: , Uheswurustele pindadele vastavad mende pim-
dade ithesuwrused moetarvud* ja Gmberpdérdult: ,zihesuurustele
pindade moetarvudele vastavad iihesuurused pimnad®.

" [Zestus on olemas: D. Hilbert — Grundlagen d. Geo-
metrie, Kap. 1V].
Kujundi. pinda moeta tihendab teada saama mitw teist, tiksu-
seks voetud pinda temas olemas on chk kui swureks osaks ta on
tiksuseks voetud pinnast.
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247 Teoreem. Tdisnelinurga pinna mdetarv on tema aluse
ja korguse moetarvude kasvatis, kui alus ja kdrgus on moedetud ruut-
iiksusele vastavates jooniiksustes.

&) 1 ¢ Oletus: Olgu alus AD=a meetr.
‘ ja kérgus AB=F/ meetr. ja pind
’ @ ruutm.
Véide: Q =gl
A : D Ttestus: Esineda voib 3 juhust.

I-ne juhus: RArvud a ja h on taisarvud (nait. a = 8, h=5).
Jaotame kérguse AB meetriteks, neid saab h. La&bi jaotus-
punktide témbame paralleljooned alusele AD. Sellega jaotame
taisnelinurga ABCD h ribadeks, mille laius on 1 m. Siis jao-
tame aluse AD meetriteks; neid saab a. L&bi jaotuspunktide
témbame paralleeljooned kérgusele AB. Sellega jaotame iga
riba ruutudeks, nimelt ruutmeetriteks. Igas ribas on a ruutm.;
taisnelinurgas on h riba; sellega on taisnelinurgas h kord a
ruutm. ehk (ah) ruutm. Jarjelikult on @ = ah.

¢ IIne juhus: RArvud a ja h on murrud. Olgu a=— —r:— ja
h=—-P (ndit a — 2 K — —7—) . Paneme need murrud
q 5 4
: i : 6 i
ithise nimetaja alla: a =r—n‘% — 2_0) jah — “n_z (: % :

Votame niilid abiks uued méetitksused. Uueks joon-
iiksuseks votame — — kku (—L) endisest jooniiksusest, meet-
nq / 20

rist; temale vastavaid uusi ruutiiksusi endises ruutiiksuses,
ruutmeetris, on siis (nq. nq.) (ehk 20. 20).

Alust, kérgust ja pinda uutes iiksustes méetes saame
nendele uued méetervud, mis on taisarvud, nimelt: a; = mq,
hi = np ja jérjelikult, I-se juhuse jarele, Qi = mq. np.

Endiste méetiiksuste peale iile minnes leiame:

B N eR L UMG R SR D |
nqg .nq ng.nq nq nq B g d

Jérjel. Q=4 . h




103

—/I-II-as juhus: Arvud a ja h on irratsionaalsed.

R Sap Olgu Tm ja *mnjarvu a ligikauds.
3 : ' ST ? P .o ptl

védrtused ; ja — ja —— arvu h

ligikauvds. vaartused.
: : Vastaku neile aluse ligikaudsed
§ -4l vaartused AG ja AL ja koérguse -
{ _ 6|||, ligikauds. vaartused AE ja AK, millele
— D jallegi vastavad taisnelinurgad REFG
ja AKIL oma pindadega.

Joonestusest on ndha, et pind AEFG < pind ABCD <
pind AKIL. Mida peenemalt me alust ja kérgust mdedame,
seda véahemaks laheb vahe pinna AKIL ja pinna AEFG vahel ja
seda vahet véib nii vaikeseks teha kui iganes soovitav;s. t. see
vahe onlvs., Et pind ABCD see.juures ei muutu, siis on pind
ABCD piiriks pindadele REFG ja AKIL. [225]. Sedasama v&ime
siis ka pindade méetarvudest iitelda:

lim QAEFG = QARBCD = lim QAKIL, {[k:jiskc} téprendgib
indeksiga dra nai-

ehk lim(=- - -2 )=QnBcp = ("‘+’ +1 11 ) |datud pinna moet-

arvu];
RAlgebras nimetatakse kahe 1rrat51onaalse arvu kasva-
tiseks seda piiri, milleks saada piitiavad nende irratsioonaalsete
arvude vastavate ligikaudsete véadrtuste kasvatised, nii et

lim (% . E) = ah = lim (“Lrtl . P—tl—). [Vérdle § 232, mérkus.]

_p_.m-f}-l.p-|-

Et kasvatistel —r: . Ja iiksainus iihine piir

n n
véib olla, siis on pinna ABCD otsitav moetarv QARBCD = ah, ehk
Q= ah. m——

Mdirkus. Seda teoreemi loetakse liihemalt, ehk kiill mitte
taiesti Gigelt nii: Zdisnelinurga pind on tema aluse ja korguse
kasvatic:“ Ka edaspidi tarvitame niisuguseid lithemaid, ehk
kill mitte tapipealselt 6igeid konekdanusid, selle juures ikka
joonte ja pindade all nende méetarvusid méistes.

1 -me jareldus. Ruudw pind on tema kilje ruutarv.
2-me jareldus, — Tdis nelinurkade pinnad on proportsionaalscd
oma kbrgustele, kwi neil dhepikkused alused om, ja cma alustele,
kur meil vordsed korgused on.”
Q a.hy -y Q3 az.h ag

Toestus ; ey ja X
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248, Teoreem, Parallelogrammi pind on tema aluse ja kér-
guse kasvatis:

Toestus : Tombame alusele tema
otsapunktidestperpendikulaarid kuni
I6ikumiseni vastaskiiljega ehk selle
pikendusega. Siis saame tdis neli-

~nurga AEFD, millel on p -grammiga
ABCD tihine alus AD = aja kdrgus

A

DE —h’ ja /5 REB 2 A-BEC fk KLE]
Q RABCD -+ Q REB = Q RECD; | Jarj. ABCD pind on taien-
Q REFD 4 Q DFC =— Q RECD dusvérdne AEFD pinnale.

Q ABCD = CLAEFD v i @=ah

Jareldus: Vordsete aluste ja korgustega parallelogrammid on
tihesuwrused.

Ulesanme. Parallelogramm muuta vérdseks téis nelinurgaks.

E C B
249, Ulesanne. Antud
/D p-gramm muuta temaga
R A

ilhesuuruseks  p-gram-
miks, millel on antud
alus a.

I K r

Lahendamine : Pikendame kiljed CB, AD, BA ja CD; BC
ja AD pikenduse peale asetame CE = a ja DR = a. Tém-
bame ER ja pikendame teda. L&bi E ja D témbame sirgjoone,
mis I6ikab BA pikendust punktis F. L&abi F témbame paral-
leeljoone AD—le; ta 16ikab CD pikendust punktis K ja ER
pikendust punktis I.

# RIKD on otsitav. Téestagu Gpilased!

250. Teoreem. Kolmnurga pind on pool tema aluse korguse
kasvatisest.

Toestus : Tombame BD || AC ja AD | BC.
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Siis on ADBC — par-gramm, /\ ADB = /\ ACB ja

D B QABC=Q ABD — 5 QHDBC A ah

o e = ol T b ————— S

| Ehk: CE=~;—CB,LM= 1 BM, EF | cA,!
6 L AF || EC, jarjel. A ARFG 2 A GBE.

/\.ARC pind on lahutusvordne#F\FEC

iF : 7 E"' 1

' |
/‘ |  Seepédrast: QABC — QF\FEC —//l

v/ foo

[A c“"“JM F\C.LM::a«é‘h:“—z— ah.

3

1-ne Jareldus: Vordsete aluste ja vordsete korgustega /\-gad on:
tihesuurused.

2-ne jareldus. Uhise alusega iihesuwruste /\-ade tippude geomeet-
riliseks kohaks on kaks alusele paralleelset joont, mis alusest
tihe /\-ga korguse kaugusel on.

3-as jireldus. Taisnwrkse /\-ga pind om pool tema kateetide kas-

vatisest.
0 4-jas jareldus. Vordkilgse /\-ga pind on
1 tema kiilje ruutarvu kasvatisest V3-ga.
£ Ku1 RO = OT =RT =ajaOB:| RT,
siis on RB= % ja OB= 3}/3 [211].
= =% .3V 3=1a2/3.
] g - Q=4ah=%.5%)/3=412a%3

b-es jireldus. /\-ga pind tema kolme kiilje kavdu viljaarvatud on
runtjuur kasvatisest, mille tequriteks on : poolperimeeter, pool-
pervmeeter Wma tihe, poolperimeeter ilma teise ja poolperi-
meeter ilma kolmanda kiljeta. Tdepoolest, kui me valemisse
Q =} ah, paneme h, asemele tema vaartuse § 206 siis
leiame

Q=ia. i‘VP- (p—a)(p—b) (p—<) ehk
Q@=V p. (r—a) (p—b) (1—0).
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6-es jdreldus. Perpendikulaarsete diagonaalidega nelinurga, jarjel.
ka rombi, pind on pool tema diagonaalide kasvatisest,
Téestagu opilased !

7-es jareldus. Xahe /\-ga pindade vahekord vordub nende aluse
Ja korguse kasvatiste vahekorrale, sest tegur 4+ koondub.

251. Ulesanded. 1) A muuta vordseks p -grammiks, millel
-seesama a) alus b) korgus — on.

2) P-gramm muunta vordseks /\-gaks, millel scesama a) alds,
b) korqus — on.

3) A\ muuta vordseks tiisnelinurgaks, millel scesama a) olus,
b) korgus on.

4) N\ muuta vordseks A-gaks, millel antud alus a on.

Lahend. Rluse RC peale ase-
tame uue aluse AD = a, D ithendame
B-ga ja labi C témbame BD-le pa-
ralleeljoone, mis I6ikab AB-d punk-
tis E. /\ AED on otsitav.

Toestus: A RED == A REC4-ACED =AREC+ACEB=
= ARBC; sest ACED = ACEB.

5) Hulbnurk muuta vordschs hul kvwrgaks, millel kilyi dihe
vorra vdihem on.

0 T Lahend.  (lhendame A ja

/ T ja labi M témbame paral-

/" leeljoone AT-le: see joon IGi-

/! kab RA pikendust punktis B.

BRGOT = MARGOT, sest

/ A BRT — A MAT.

R A B Mirkus. Seda viisi véib
h-rka muuta vordseks /\-gaks

kiilgede arvu ikka iihe vdrra vahendades. Saadud /\-ga véime
muuta taisnelinurgaks.
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252. Teoreem. Trapeetsi pind on tema keskjoone ja kdrguse
ehk aluste poolsumma ja kdrguse kasvatis.

] é Testus : Olgu F\K‘——-:KBf“), DR
= MC  ja NPS{-DG: -Sijs: on
A\ BKN = A BPK ja trapeets
RBCD on lahutusvérdne f-ile
NPCD. Sellega on QABCD —
— QRNPcp = ND.CH = KM.CH

ehk Q ABcD =m.h zlﬂz'-tfh [85].

o

Nenmenccee cnaean

>
%
o

.

253. Teoreem. Umberkujundatud hulknurga pind on tema
poolperimeetri ja ringi raadiuse kasvatis.

Toestus : (Uhendame h-rga tipud ja
riivaspunktid tsentriga; siis jaguneb
h-rk /\-kadeks, mille alusteks on h-rga
kiiljed ja kérgusteks ringi raadiused.
Siis leiame:

" QABCDE = QAOB -+ QBOC -+ Qcob -
+ @poc + QeoR — T+ + 5 +
+%_}__eé5= (a+b+C;-d_+jir

Téhendame &ra: a-+ b-+c-|d-+e =P = 2p, sils on

Q—"27 ehk Q — p.r.
1-ne jireldus: /\-rga pind om tema poolperimeetri ja sisse-
kujundatud ringi raadiuse kasvatis. Q =7p.r.

2-ne jireldus : Korrapdrase h-rga pihd on pool tema peri-
meetri ja apoteemi kasvatisest. il

254. Kolmnurga pinna trigonomeetrilised valemid.
A

o e

C D@ B

I. Vétame valemi: Q=—1}aha.
/\-gast ACD, kus AD | BC leiame:
h, — bsinC.véi . ... h=—>bsin ACD==bsin (180°—C)==bsin C.

*) Tipp B on P ja C vahel; joonestuse peal eksikombel vélja jadnud.
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Jiirjel. Q= 1ab sin C. (1). Kolmnurga pind on pool tema
kahe kiilje ja nende vahelnurga sinuse kasvatisest.

e 3 1 :
IIl. Kui valemis Q= - absin C paneme b asemele tema
aart lemist LR Ly e ltb*aSinBv siis -
védrtuse valemist o —n = o ¢ e b saame:

a2 sin B .sin C

g = 2sin A (2).

b2 sin B.sin C. cZsin A.sin B
LSS A SO (W LU B A, oL 4 o

. Bnaloogia p&hjal leiame Q== W s

lll. Vétame valemi Q:ﬁ;z%ng IV.Vétame valemi tg?ﬂza—i—a [199]-
Et ha==bsin C, siisonb 2;:%, Siit leiame: r= (p—a) . tg —';
Sedab vaartustvéetud valemis b Et Q==p . rsiissaame:
asemele pannes saame : Q—p.r—p(p—a)tg %1 ().
&— s wag (P chkQ  —p(p—b)tg

C
@ = pip-<)ig -5

V. Vétame valemid :

o e

2 p.(p—a)
b B _ Vp—alp-9l Voame nende
2 _p.(p—b) kasvatise :
fgcm o V(P -2) (p—b) :
2 p-(p—9)
tg . tg g g5 — Ve DED ey
A B € p{p—a)(p—b)(p—
g g .ty e — Ve a)(g2 )(p—<)
Siit leiame
A B C
p>.tg = . tg-5 . tg > =Vp . (p—a)(p-b) (p-0)

4 B ;
ehk @ —p2tg 5 . tg 5 . iy L ).
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255. Piithogorase *) teoreem. Ruudu pind, mille killjeks on
hupoteenus, on niisama suur kui nende ruutude pindade summa, mille
kUlgedeks on kateedid.

Oletus: LCAB= 90°; AR,
AN ja BD on ruudud; (jarjel.
CAM ja BAS on sirgjooned). R:

Vaide :
BCDE pind = ACRS pind -
—+ ABNM pind.

Toestus : Témbame AP |
DE,/l'ihendame sirgjoonte abil
BjaR, A ja Dja vaatleme
/A-tki ACD ja BCR.

L RCD = BCR, sest kumbki seisab koos taisnurgast ja

L gast ACB;
AC = CR Selsamal teel leiame :
Cb =CB OBEP pind — ABNM pind.
/\ACD @ A BCR. ;
/\ ACD pind = ]3 OCDP pind Kui meie niiiid liidame :
1

{ = 5 CD. AG)
ABCRpind = - ACRS pind  OCDP pind—RCRS pind] siis
( saa-

- CR. BF)  OBEP pind=RBNM pindJ me:
1 OCDP pind =

ACRS pind BCDE pind = ACRS pind
ehk OCDB pind= ACRS pind.

— N{"‘

2 + ABNM pind.

Ulesanne : Zdisnelinurk muuta iiheswuruseks ruuduks.

*) Greeka matemaatik ja filosoof, elas a. 550 timber e, Kr.
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Lahend. Pikendame Ilithemat
kilge AB-d ja asetame tema peale
E pikema kiilje AF=AD.

AF ile témbame poolringi ja
B pikendame CB—d kuni ta I6ikab pool-
A i 2 3 il ;
ringi punktis E.
Punkti E tthendame R-ga. Siis

on AE iile konstrueeritud ruut iihe-
suurune antud taisnelinurgaga.

D Ve o

ITI-ne #estus. Olgu a hiipotenuusi ja b ja ¢ kateetide
mobetarvud; siis on meil teada, et a®?= b%>}c2 [183]

Aga a® on ruudu pinna méetarv, mille kiiljeks on hiipo-
teenus a ja b? ja ¢ on ruutude pindade méetarvud, mille kiilgedeks
on kateedid b ja c. Et iihesuurustele pindade méetarvudele

vastavad {ihesuurused pinnad [246], siis on teoreem sellega
téestatud. ‘

Piithagorase teoreemil on véga palju téestusi. Toome
moéned joonestused, mille jirele Gpilased ise seda teoreemi

téestagu !
T Ay
q
M
4 9
e B a M
P
%
N:
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Kolmnurkade ja sarnaste hulknurkade pindade
vahekord.
256. Teoreem. Kui kaks /\-a iihte sunnivad tihe nurga podt

lest, siis vordub nende pindade vahekord vérdseid nurki piiravate kiil--
gede kasvatiste vahekorrale.

E
h
Dirmrc—ets F
(lesies LR — 1D
Fde s onec o b
e T
o QHBC b.H QABC B
Toestus : Teada on [250,7], e ARk e e

EE2 8 —17 Djal BKH:L EID (= 900) siis on A BAK = a EDI.

’ ‘ . QaBc b bc
Seepérast on ka o e f ja me leiame: o T

QABC 4+ bcsinA  be

Teine toestus : Qoer— f sin D—ef’ sestet LA=.D jasinA=sinD.

257. Teoreem. Sarnaste /\-kade pinnad on proportsionaalsed
vastavate kiilgede ruutarvudele.

2 Testus : Sarnastes a-kades
L on vastavad kérgused pro-
Y Hl\« portsionaalsed vastavatele
d kiilgedele :
i ol B o
A e CD R WL AT e
Seepﬁrast leiame :

Qazo_bH _b. H_b b_ SRR AN e
QoEF e.h e h e'e ) ( ) e2 ~ q2 f2
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258. Teoreem. Sarnaste hulknurkade pinnad on proportsio-
Maalsed vastavate kligede ruutarvudele.

{173, jéreld.]. Nende A-kade pinnad on Proportsionaalsed vasta-
vate kiilgede ruutarvudele [257]:

el e e S Qi
T e L qn "\ RHE

b B RO Fizee jelikultonka 2 — b __ ¢ e o
. _-bl *Cl =i . jarj ulto alz—blz—qz— ...... i
2
Sellest jargneb aga, ot L Q—“"=Q~3=--~---=91:—a—2.
: 91 qz qs qdn ay

Vérdsete vahekordade reas on eesliigete summa tagaliigete
Summa kohta nagu iga eesliige oma tagaliikme kohta.

; - U+ Q... 4@y a2 Q. a2
Jarjel. leiame : 123\-——, ehk = }

: %+ Getqgf-..... +4n a;* R
I-ne jéreld,: Korrapiraste samanimeliste h-rkade pinnad o

proportsionaalsed nende apoteemide vgi umberkujundatud ringide raq-
diuste ruutarvudele, :

2-ne jéreld. : Korrapiirase wmberkugundatud h-rga pind on
Samanimelise sissekujundatud korrapirase h-rga pinna kohta nagu
(rz'ngi)_ raadiuse yruutary on apoteemi ruutarvu kohta,

 Téestade teoreem: Kui taisnurkse N\-rga kiilgede iile Fon-
Strueerida sarnased h-rgad, siis on ipotenuusi iile konstrueeritud

h-rga pind niisama Suur kui kateetide jife konstrueeritud h-ykade
vindade summa.




s

So6ri pind.
259. Teoreem. HKorrapiraste samanimeliste Umberkujundatud

ja sissekujundatud h-rkade pindade vahe on lopmata viike suurus, kui
h-rkade killgede arvu piiramatalt kahendada.

e Toestus: Korrap. iimberkuj. h-rga pind Q
\ on samanimelise sissekuj. h-rga pinna q kohta,
) nagu raadiuse ruutarv R® on apoteemi ruutar vu

& a R
\ / r2 kohta [258, 2-ne jareld.]: o
7 Vétame tuletatud proports. : 9@_—‘] = ngzf.

Siit leiame: Q—q = % . (R+r) . (R—1).

Kui h-rkade kiilgede arvu piiramatalt kahendada, siis on
R ja R? jaadavad suurused, Q ja R+4r muutuvad piiratud suu-

rused; sellega on ka % . (R+r) piiratud suurus. HAga R—r on

siis lvs. [238]. Jarjel. on § 215 jérele [% - (R+D] . (R—r)—lvs.

Sellega on ka siis Q—q I6pmata védike suurus.

260. Teoreem. Sddri pind on korrapdraste samanimeliste
iimberkuj. ja sissekuj. h-rkade pindade piir, kui h-rkade kiilgede arvu
piiramatalt kahendada.

7
N\

261. Teoreem. Soori pind on pool ringi pikkuse ja raadiuse
kasvatisest, ehk : sbdri pind on arvu = ja raadiuse ruutarvu kasvatis.

s

; Toestus: Silmnahtav on, et s66ri pind
K on osa iimberkuj. h-rga pinnast Q ja
sissekuj. h-rga pind q on osa s66ri pin-

/ nast; seepérast on: Q>Ks q.

Antud tingimistel on téest. [259]: Q—q=lvs.
lim @=K=lim q[223]

) Tgestus: (Umberkujund. korrapér. h-rga
pind on pool tema perimeetri ja raadiuse
) kasvatisest Q= Eég
S Q K
R i o~ Siit leiame: =75 -

Nathing-Perli. Ruumi algdpetus Ii. 8
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See vahekord jaéb piisima ka siis, kui me h-rga kiilgede
arvu piiramatalt kahendame ja kui sellepérast Q ja P muu-

tuvateks suurusteks saavad, kuna ; muutmata jaab.

Seepérast voime siin tarvitada teoreemi § 224 ja kir-

jutada: ::: §=%.
Aga lim Q=K [260] ja lim P=C [240] jerjel. & =%
Siit leiame: . e CZR.
Et C=2=%R, siis on K=2"%R  ch K=nRe

Jareldus: Sooride pinnad on proportsionaalsed oma raadiuste
ruutarvudele,

Ulesanme : Leida sektori ja segmenti pind, millele vastav
kaar on n°.

Méned arvulised olenevused kolmnurgas ja neli-
nurgas.

262. (Ulesanne. Rolmnurga imber kujundatud ringi raadius leida.

Lahend. 1. A RBD v A EBC, sest
ER =R LD LG

A BD BA, 2R S . ac
Jal‘jel. BC —-BE ehk?zh—b ja R_ZTN) (1).

'c . Valemis R——— kasvatades lugejat ja
nimetajat b-ga saame: R_Zal:)l’::b
“abe
Et aga 5 bhb=Q, ehk 2bhp=4Q, siis on R= 750

lll. Enne [201] oli meil juba teada: R_?fs‘i?ii (3)-
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263. (Ulesanne. Kolmnurga sisse
kujundatud ringi raadius leida.

o ¢

Lahend. 1. Vérdusest [253,] Q=p.r leiame: r=§—' 1)

r
p-a

A
I o [199] Tg 5 w - r=(p—a)Ty 5 ().

IIl. A-gast ODC leiame: x=rctg %
LNigast ODB: " = y=rctqg %
C B
x+y=a= r.(ctg? —+ctg 7)

a

ctg §+ ctg EB

r =

coss cosB I icos Sl ok 2
v #3 SHE- 7 18052 2 2 . ehk
ctgz—l—ctgz_.c_}. : = e
sin 5 sin 5 sin 5 - sin 3
B4C R PR e
sin —— DOS asin — s —o
2 2 AR 2 2
Ctgz Ct92 R e 2 A e el €))
sin> 5-sinz  sin—.sing cos 5

264. Kolmenurga kilje a kilge kujundatud ringi raadius leida.
Lahend. 1. Qac = Qnos + Qaoc — Qsoc

Q= C.la b.ra + a.ra

%2
Py Gl=br=a | 2p—2a
Q_ra‘ 2 i 7. 2
Q=ra.(p—a).
3 DA i, . Q Q0
A b 0 g s o p—a )Ty = p—c

Il. OG=AG.tg OAG; AG=p, £ ORG =7 [132,7b—f].

Jérjel. 7a_ptg 5 (2) rb==ptgz, c—p.tgzE .

8%
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¥ .o y1 4,1  p—a, p—b ; p—c  3p—(atbitc) Lop ey
ol a+rb+rc_ Q i Q s Qo Q ey Pty
1

1 1 1
Sok a—"rb—‘—';:r

265. Ulesanne. Leida sissekujundatud nelinurga diagonaalid, kui

kiljed on antud.

5 : abc abc |
Lahend : Tarvitame valemit R — 10 kust-Q = R’

Qnec + Qapc = Q@nep + Qcep (= Qascp)-

abx cdx 7 ady bey - .. .
R TR = @R T o Jdrel.

x (ab 4 c¢d) = y (ad -+ bc). Siit leiame
x __ ad +bc.]
y  abtcd Usiitjejame kergestixja y
Ptoloméuse teor.jarele [205]: xy=ac--bd.

; : § a b Lo ;
266. Moliweide valemid. Valemist m—m—m]elame
B0k e e R
sinA-+sinB ~ sinC sinA—sinB ~ sinC
a+b__sinA4-sinB a—b_ sinA—sinB
c . TiiSine g R T G
2si R—B o RA L AT 0
atb sin——cos— a=b cos—5—.sin—
c Ca e e C
25m2 cos; 25|n2 cosy
BLA e 05
at b cos— a—b Sin—3
S g
in cos5

Rlgebra tarvitamine geomeetrias.

267. Avalduste konstrueerimine. Kui a, b, ¢ . .. tdhendavad antud
joonléika, on nende méetarvud iihe ja sellesama iiksusega moetmisel, siis
on nad nimega arvud ja jérgmist.e algebraliste avalduste geomeetriline
moéte ja konstrueerimine on kergesti arusaadav: ;

l. a+4b on kahe joonlsigu a ja b summa, on joonlsik x = a-b.
II. a—b , ,, 2 a ja b vahe » » X =a—b.
Il. n.a on a mitmekordne. kui n on nimetu arv: x=n . a.

v. 73 on a osa, kui n on nimetu arv ¥ %
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W % voib ka joonlSik olla, sest kahe joonléigu vahekord
-2 on nimetu arv. Olgu ac—b = X, siisoncta=Db:xjax on
neljas proportsionaalne a-le, b-le, ja c-le. Teda konstrueeritakse
§ 148 1. jarele.
VL Ebf on kolmas proportsionaalne b-le ja a-le, sest Kkui %:x,
siis on b : a = a : x; x konstrueeritakse § 193 jarele.
VI V7ab on keskmine proportsionaalrie a-le ja b-le, sest kui
Vab = x, siis on ab = x2 ja a:x = x:b. x konstrueeritakse
§ 192 jarele.
Viil. Va2+b2 on tdisnurkse /\-ga hiipotenuus, mille kateedid on a ja b.
P ]
IX. Va®—b? on tdisnurkse /\-ga kateet, mille hiipotenuus on a ja
teine kateet on b.
Keerulisemate valemite konstrueerimine mahutatakse nende pd&hi-
valemite konstrueerimise alla.
X abe ie e A D, O Lo
Olgu G s Sllsonx—T.T_T.y,kusy =
Esite konstrueeritakse y = Z_ch%irele, siis x = % ka V jarele.
Niisama konstrueeritakse 20¢de _a b ¢ ~d o _ 4
fghi f g h i

1y I_d_.e=y; 2) % by =75 8) % .'z=u;4).‘:_. =X

& o £
£ 9
e e 3
d RS
: -

l)i.e =y;de =ji.y;i:d=e:y; Ol :0D=O0OE : OY; OY=y.
2)_;_ sy =g y=h.Z h:y=c1z;0OH: Q¥=0C: O0Z;-OZ= ¢
: 5 u;b.z=g.u;g:z=b:u; 0G+0Z=0B : OU; OU=u.

e
|
N
I

4)%.u= L ousE T M=a i OF " OU=0R { OXOX=X.

XI. Kui murru nimetaja on poliinoom, siis peame teda monoomiks muutma,

tegurid klambrite ette tuues nii, et klambritesse jddks valem, mida
pdhivalemite jarele konstrueerida saab.
2a’bc +m?n? —3mb% 2 a’bc 4 m?n2 — 3 mb%
5m®—2mnp AR m2 (5m — 2np)
m

L 2—:,—" = y konstrueeritakse IlI, V ja 1l jérele.
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Sifs saanie 2a2bc+m2r212——-3 mbfc o 2afbe - - pfs 3
mZy m?y y my
Siin on iga liige X jérele konstrueeritav; siis I ja Il jérele x.
Xil. V"3 == V332 = V3a . a (VI jsrele) vsi ¥ (2a—a? (IX jarele).
Xl Va2 fp— @ = x Olgu a? + b% = y2; siis konstrueeritakse
y = Va2 1 b2 VIl jirele ja pérast x — V2@ IX jarele.

XIV. an———?c?:'/ m (n — M)sz (n—y) :'lfm = X.

Tng =y konstr. V jirele n—yz=1lj. ja Vm.z=x Vil jarele.

4 —
XV. ¥V m®b—3p%cd zl/]/mZ(mb i Pz;") :
m

V ]/ bm—3P2Cd_ X
mZ

3.:Padc .
Siin konstrueeritakse enne mb — — =y XIV jérele ja
m

i

siis ¥V my — x VIl jarele.

Markus. ]rr’atsionaalseﬁest avaldustest saame konstrueerida ainult
neid, mille juurengitaja on 2 ehk 2-e aste.

Hurjutused : 1) 4a; 2) =b¥);3) 232, 4 a Ly

4ab?—5 a?h ES e e e G
5) m 6) Vgarip2— 9c+d—e2:7) V12a (b—c)

8) 1¥53 9 (a=q) ]/—; 10) ]/“—a—“ab .

11) Vb’c—i—ac”—ab?’ 12) Va*‘b 2ab3+c4 : 13) i/m

mn—p2

M) ealid & 15) Vabi @ ; 15)V 22 — V 4fimt,

268. Valemi mbede. Jooned on ithe méetega suurused,
pinnad — 2-e méetega ja kehad — 3-méetega suurused [§ 11.
Selle jarele on algebralised avaldused 1-e, 2-e, 3-e mdetelised
sedaf mééda, kas nad joonl6ika, pindu, véi kehasid tahen-
davad.

Igas [terves ithemdetelises algebralises avalduses véib ette
tulla iksainus téht, mis joonlsigu méetarvu — nimega arvu
tahendab, teised tegurid véivad ainult nimetu arvud ollz, néit.
4a, ib, 1V2, 2xr. Kahe fjoonlGigu mdetarvu kasvatis ab
tahendab juba téisnelinurga pinda, mille kiiljed — méeted —

*) ligikaudselt.
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a2V3'

4
1ab Y2 Kolme joonléigu méetarvu kasvatis tahendab keha
ruumala. Sellest jargneb:

on a ja b ja on sellega kahemdéeteline, nait. a% =r?

1) Terve algebralise avalduse moede on tema joonloikusid tihen-
davate (lincaarsete) tegurite arv [astme nditajate summal.
Rédgitakse ka 4-ja ja 5-e jne. moetelistest avaldustest,
aga neil ei ole geomeetrilist téhendust.

- 2) Murtud avalduste moede on tema lugeja ja nimetaja moedete

am an BT a\n 33
vahe, sest avalduses e 1 5 iy (T) atIhton
a \n ¥ s -
tegur (——b) — nimetu arv. Nimetu arvu modede loe-

takse O-iks.

3) Radikaali moete saame, kui me jnurealuse avalduse (radikandi)

n
moete jagame juure niitajale, sest avaldusesVaP bd ¢cm —

n

g +
S Vam+P+q. pusd o.M P'*”q Vbq < ‘on tegur

ad-am aq.am

n

ba cm : ’ . m-+4p+tg
n

A nimetu arv ja teguri a

m+p+aq

n

moéede on

269. Valemi homogeensus. Poliinoom vo6i ekvatsioon on
homogeenne, kui kéigil liikmetel on iiks ja seesama moéede.
Et algebra tarvitamisel geomeetrias jooned joontega ja
pinnad pindedega liidetakse v6i vorduse margi abil tihen-
datakse, v6i teine teisest lahutatakse, siis peai/ad koik
selle juures saadud valemid ja ekvatsioonid homogeensed
olema. Niisugusteks peavad nad jaama ka pérast teisenda-
mist. Ainult sel korral v6ib homogeensus havineda, kui moni
tegurina esinev méetarv iiksuseks voetakse, nait. C=2nR;
kui R=1 siis on C=2xn. Et homogeensust jélle jalule seada,
tuleb 1 peale vaadata, kui méetarvu peale ehk tema asemele
moéni taht, mis siis moetiiksust tdhendab, panna neis liik-
metes, kus méede védhem on kui teistes liikmetes. Nait.
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by = s ii =1 1 1
2n 1+ VIt Gbn ) no paneme l1-e asemele r,

r.bn ]
r+ V24 (bn

siis saab valem homogeenseks: b,, —

270. Ruutekvatsiooni juurte konstrueerimine. Geomeetriliste
tlesannete lahendamisel algebra abil saadavad ruutekvatsioonid
on homogeensed; nende iileiildine kujuon x?+p+mn =0, kus
m, n, ja p on antud joonlSigud ja x— otsitav. Nende ekva-
tsioonide juuri v6ib konstrueerida ettetoodud valemite jarele ;
aga kiiremalt v6ib neid konstrueerida jargmiselt :

I. Ekvatsiooni x?+px+mn=0 juurte konstrueerimiseks

tombame ringi, mille diameetriks

X “on MP=p. Selleringi sisse ase-

T tame pingjoonena MN = m-ln.

Labi punkti O, mis jagab MN osa-

deks OM = m ja ON=—=n, témbame

: diameetri X; X,. Siis on otsitavad

juured OX;=x; ja OXy=x,. Neid

tI juuri tuleb lugeda positiivseteks,

£ 4, ' kui p on negatiivne ja negatiivse-
teks, kui p on positiivne.

Toestus: x5 — OXi+OXp — X;Xo — MN — wp.
X; - X3 = OXi . OX9=OM .ON=m . n.

1. Ekvatsiooni x? + px—m . n = o juurte konstrueerimiseks
tombame ringi, mille diameetriks

on MP =p. Selle ringi sisse ase- X, '
tame pingjoonena MN= m—n ja :
pikendame teda punkti O-ni, niiet a c itk 4

sis OM=m ja ON= n. Labi

punkti O ja tsentri témbame 15i-

kaja OX,X,. Siis on otsitavad juu- X N nJ
red OX; = x, ja OXy=1x,. Kuip on 0

positiivne, siis tuleb lugeda x, negatiivseks ja X9 — poositiivseks
ja iUmberpdordult.

Toestus: absol. vaartus (x, -} x,) = abs. Xy — abs. xy = -
OX;—0X,= X;X; = MP= p; absol. vdartus (X1 - )= OX; . OXy3 =
=OM.ON= m. n.
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271. Ulesanne. A pooleks jagada alusele paralleelse sirgjoonega.

Lahendamine.
Olgu /A-ga kiilied a, b, c. Meie
llesanne on lahendatud, kui me
% leiame punkti D, mille labi paral-
i~ leeljoon tuleb témmata, kauguse
tipust A. Seepdrast olgu AD = x.
8 C . Et ED jagab 4 RABC pooleks, siis on
QADE : QABC= 1 : 2ehk § 257 péhjal :

x*: b?= 1:2. Sellest jargneb: x= V'%

Seda avaldust konstrueerime § 267, VII jarele : x '=Vb ; %
P N, TR
véi VIII jérele x= V(g)z—-}-(%) Selleks poolitame AC=b

punktis K, témbame AC iile poolringi ja témbame KF’| AC.
Siis on F\F=V %‘ Siis asetame AC peale AD = AF ja t6m-
bame DE || BC.

Toestus : A RED wo A RABC; seepérast
QAED : QaBC =AD? AC?. EtAD? = AF? — AK. AC = + AC.AC,
1

siis jon QARED: QABC = —; AC2: AC?2 = & L5 B E

272. Metoodi seletus. Et konstrueerimise iilesannet algebra
abil lahendada, téhendame &ra antud joonlSigud tidhtedega
a, b, ¢ ... ja valime tundmatuteks x, y ... ithe ehk mitu nii-
sugust joonlSiku, mille abil kéige kergem oleks néutud kujun-
dit leida.

(lesande tingimustest ja teoreemide pohjal seame tarvilise
arvu ekvatsioona kokku, neid lahendame ja saadud juured
konstrueerime.

Selle l&bi, et me otsitava joonldigu konstrueerime mitte
otsekohe, vaid ekvatsiooni juurena, leitakse sagedasti kergem
lahendamise viis, kui puhtgeomeetrilisel teel ja ménikord saab
alles selle labi lahendamine véimalikuks.

Teine algebra tarvitamise paremus geomeetrias seisab
lilesande uurimise kergendamises. Juurena leitud algebralises
valemis on olemas tema iileiildsuse parast mitte ainult ké&ik
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lahendused, millel geomeetriline méte on, vaid ka need, millel
geomeetrilist métet ei ole, sest ekvatsioonide kokkuseadmisel
ei saa me arvesse vétta koiki tingimusi, millele otsitav joonlik
peaks vastama, et tal geomeetriline méte oleks.

Niisugused tingimused on:

1) juur peab reaalne olema;

2) juur peab positiivne olema, kui otsitaval joonléigul kindlat
sihti ei ole;

3) juur peab teatavatesse piiridesse jaama.

Kui kindlaks on mé&ératud need tingimused, mille tait-
misel leitud valem ettetoodud néuetele vastab, siis on ka
geomeetrilise lahendamise véimaluse tingimused leitud. (les-
ande geomeetrilise uurimise asemele astub algebralise valemi
uurimine. :

Niiviisi on konstrueerimise iilesande lahendamisel algebra-
lisel teel 4 osa:

1) analiitis: ekvatsioonide kokkuseadmine ja lahendamine;
2) leitud juurte wwrimine;

3) leitud juurte konstrueerimine ;

4) toestus.

273. I-ne illesanne. Antud kolmnurga sisse kujundada taisneli-
nurk, mille perimeeter on 2 p.

Analiiiis: Ulesanne on lahendatud,
8 kui me leiame tdisnelinurga kiilje kau-
guse IH alusest AC. Seepérast olgu
IH =EK=DF =x; siis on ED=p—x.

) 1 \¢g Olgu AC=b, BH=h. A DBE» /\ ABC;
jarjel. ED : CA=BI : BH, ehk P%" —_—h;’f
A F H K¢ s

Siit leiame : x=h.—.

Uurimine: x peab olema 1) reaalne, 2) positiivne, 3) <h.
1) x on alati reaalne, sest juure marki ei tulegi ette.
2) Et x positiivne oleks, selleks on tarvis, et '—b)—:-% oleks > o.

See néue on tdidetud,
kui b—p>>o0 ja iihtlasi b—h > o0; s.t. kui b> pjaiihtl. b > h;
ehk kuib—p <o , v belpeley St ‘bidwp oo il h.
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3) Et oleks x<h, ehk et oleks h. :::—E - h

b—P _1ehkb—p<b —h.

peab olema £t
Sellest jargneb, et peab olema p>h.
Kokkuvite :
Kui kujundis on véetud b > h, siis peame v6tma b> p>h..1 lah.
» » » Sagcank By 4 .  b<h<p..llah-
siis on b—=p=h

Kui aga vétame b —p=o ja tihtl. b—h=o0,

ja x=h .%; s. t. x saabl] m&aramatuks ja igast BH punktist

voib labi témmata DE || AC, sest ikka saame —;i(:?;—
Konstrueerimine. Et antud /\-gas B
on b>h, siis peab valitatma p> h ja /
p<b. Olgu OP=p. : 3
ihg lpep E L K\K

Y B—‘_T_‘ 2
ehk x.(b—h)=h.(b—p) : L

ehk (b—h):(b—p)=h:x BPA MDEOLC

I-ne konstr. b—h=d=0D, sest et OB;=b ja B;D=h ;
IIl-ne b-—p=e=OE =, +, OB=bjaBE=0P=p;

[l-as x=h. ——OX ehk d:e=h:x.
Siit témbame lébi punktl XIK*) || AC, IM__LF\C ja KL _| AC.

IKLM on otsitav téisnelinurk.
> Rr

Toestus: 1K: AC—BX:BO; jarj. IK—"c" ja IK+KL—
BN RS L TR s T e % __(b h).h.(b—p) __
==X bynelvaenb ol

=b —{(h—p)=p:
274. ll-ne iilesanne.
nelinurk, mille pind on m2

Antud kolmnurga sisse ;kujundada tdis-

8 Analiitis: (llesanne on lahendatud,
kui meie leiame HF=DI. Sellepérast olgu
DI=HF=x, DE=y, BH=h, RAC=b.

(llesande tingimuste jérele on xy—m?;
e ¢ ADBE«®ARBC; jarjel. hx_ ¥,

O/ i s

Al H

*) Joonestuse peal on KX-i pikendus XE, peab olema XI.
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1

2)

Péarast nende ekvatsioonide siisteemi lahendamist leiame
ik V(i)g_ h 2
X= =7t 2 Bt

Uuwrimine. x peab olema 1) reaalne, 2) poositiivne, 3) < h.

2
Et x oleks reaalne, on tarvis, et (—;) >—2—. m? ehk%zm‘2

Jarjelikult peab olema m< V—Zb— - %ehk m < 1}/bh.

Mélemad juured on poositiivsed, kui nad aga reaalsed on

h B R Foea :
sest et T>V(Th) —%.m“’. See on niha ka Vieta

teoreemi p6hjal saadud ruutekvatsjooni x>— hx—f—Th m°>—06

koeffitsientide ja vaba liilkme maérkidest.

3) Médlemad juured on ka vdhemad kui h, sest et x; >x, ja
ja x; saamiseks liidetakse %-le juure vahem kui %
Kokkuvote. Selles iilesandes on b ja h — jaaddavad suu-

Tused, m — muutuv péhisuurus ja x — muutuv jarelsuurus.

Muutes m katketult + @ kuni O-ni, ndeme, et

1) nii kaua kui m > ,/ <4 Th..on juured imaginéérsed...O lahend.

5>
2) kui m= % : 121 ..X]_"—-_XQ:%... L
’ sy h_(s_ee on m?... maximum)
3) kui m<VTb.—;—...%<x1<h ja x2<—%--2
Konstrueerimine.

I-ne konstr. { ¥V bh=p=—CP,
sest et CA=b, CH=h.
Il-ne konstr. p>m = CM.

llas , -~m=n=CN,
sest et HN | AM.
IV-as konstr. ekvatsiooni

x* —hx 4+ m.n=o0 juurtena [270)

konstrueerime DT, —RX; = x, ja DTy =RX, = x,
BD

sest et BO==T= —g—, BR=BMi1=m, RS=M;N;=n.
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V-es konstr. Niiid témbame

tabi, Te'EiF: | AC ja Fdi 1l AC, E,G: ! AC,

labi Ty EqFy | AC ja Faly | AC, E:Ge | AC.

Toestus, Et EiF1l1G: pind = m? ja E:Fol:G: = m? tbes-
tagu Opilased ! :

275. 1ll-as Ulesanne. Antud sdoris tdmmata pingjoon paralleel-
selt antud riivajale nii, et see pingjoon, tema otsapunktidest riivajale
tommatud perpendikulaarid ja riivaja ise stinnitavad tdisnelinurga, mille
diagonaalil on antud pikkus m. ;

Analiisis.  (lesanne on lahendatud,
kui me leiame ET=RAC=BD. Selleparast
olgu AC=BD=ET=x ja AB=CD=y;

0]
eale selle olgu antud ringi raadius OT=r
A % P g
8 ja BC=m.
c _ B Siis leiame: x>+ y*=m?
i i _1 - / (Z)‘z ity e 5

Siit leiame ruutekvatsiooni: 3x2—8rx -+ m? =0
8 m2
2 L5 S
ehk x 3 x -+ 3 0,

16 m?>
mille juured on: x=__r+ V P — 5

Uunrimine. x peab olema ) reaalne, II) poositiivne, ja
) < 2r

I. Et juured oleksid reaalsed, selleks on ainult tarvis, et

olks g 1= > 0 e (§- 4 MJF) - (=Y ) >0

4»r-—{—--r2—]/§ on alati > 0, siison air . tarvis, et oleks

4—3r— M Y3 5 0, ehk et oleks m < —r V3
Selle jarele on vonmahk 3 pea]uhust
1) Kui valida m > rV3 siis on mélemad juured ima-
gindérsed ja ulesandel ei ole lahendusi.
2) Kui valida m =%r1/3‘, siis on mdélemad juured reaal-
sed ja lihesuurused :xi=x2 == %r; peale selle on nad
mélemad positiivsed ja vdhemad kui 2r. Ulesandel on

4 g
1 lahendus. EFV3 on m — vaartuse maximum.
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3) Kui valida m <%rV§ siis on kiill mélemad juured
reaalsed ; aga nad peavad olemaka poositiivsed ja < 2r.
Mélemad juured on poositiivsed; see on néha esiteks
-ekvatsiooni markidest ja teiseks sellest, et véetav

6 4
lg—r —5"3— on vahem kui vahendatav 3 Kas on
nad védhemad kui 2r?
4 /16 o - m? R ;
Kprmg ey ot — 3 on alati vahem kui 2r. Et

4 2 T
x1 oleks vdhem kui 2r, on tarvis et 3T+ l/%srg =

3
2 2
oleks < 2r, s. t]/ —r2—— = <§2—r ehk %rh—ﬂ <——r2

3
2
Siit leiame, et peab olema %rz s m?
ehk g » : w25

Seepérast, kui me valime

a) m> 2r, siis on mélemad juured vdhemad kui 2r.

Ulesandel on 2 lahendust.
2

b) m = 2r, siis on x1 = 2r ja x3=31. (lesandel on 1 lah.
c)m‘<2r, n » X1 > 2r ja Xy < 2r. % 15

Rokkuvétte. Selles iilesandes on r — jaadav suurus, m
on muutuv péhisuurus ja x on m-i funktsioon. Muutes m—i

katketult 4~ o -st kuni O-ni, — negatiivseid vdartusi m-il olla
i v6i — ndeme, et '
P s ol ;
1) niikaua kai m > §—r AT on juured imaginddrsed ... 0 lahend.
, s 4
2) kui m = ?T K e X =Xp= 3T ..... 2 , (m max).

4 o 4 4
3) . m e V5 jaadm>2r...2r5 x> 3NX% <3 T .. 2 lah.
2
bym=2r Xt or o LT
2
3

<) m <2r Xy> 2T Xa <
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[
RNINAS
PR TN
E To 1A
[ T-\¢
e {
: X

S S b DDy
Konstrueerimine. Konstrueerimiseks anname ekvatsiooni
juurtele kuju x=—‘;—r_ .1-]/(4—3 r)2 et (? V3—)2
ja valime m nii, et }3— r¥V3 > m>2r :
l-ne konstr.3 1 — a = OT = OR [0C— 1k
llne , ot V3=aV3 =i—RI[EA=2a El=a]

[ll-as valime'%n—=ﬂ(.l nii, et

Al=2a> m=AM> 2r = AR.
Vas , V3 —k= AK[AN=Z2 m, NK= 5 m].
Vees , Va?—k?=g=0G[AO= a, AG=K].
Vi-es -, atg =x1=TX; [OT=a,0X1 = 0G = ¢].
a—g = Xg=TX, [OT =a, OX, =0G = g].
Niiiid tbmbame ldbi punktide X1 ja X, BP|| ST ja By Py | ST ja
punktidest B, P, B, T, BD | ST,PS | ST, B D, | ST jaPy S, | ST.
Siis on PD=m ja By S;= m.
Téestus. PD= VPS}-SD* = VpPs+XB? =
Vxl’—+—4m (2r—x,) = V8rx1—3x1‘ e

RGN Gy

Niisama téestatakse, et By Se = m.

276. (Ulesanded. 1) Lzbi P ja P, ring témmata nii, et
ta S-d riivaks. [136].

. 2) Labi P ja P1 mineval sirgjoonel leida punkt X nii, et
XP24-XP1? = m2,
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3) Lébi P ja P1 ring témmata nii, et Py-st tema kiilge
témmatud riivaja pikkus oleks a.

4) Antud ruudu sisse kujundada ruut, mille kiilg a on.

5) A poolitada sirgjoone abil, mis S-le paralleelne on.

6),/\-ga perimeeter ja pind sirgjoone abil poolitada.

7) Trapeets poolitada alustele paralleelselt tmmatud sirg-
joone abil. . :

8) A\ muuta vérdkiilgseks - /\-gaks.

9) Taisnelinurk, mille q) perimeeter, b)-pind on antud,
kujundada antud 1) s66ri sisse, Il) poolsé6ri sisse.

10) P-st O-le t6mmata I6ikaja nii, et tema IGikudest saaks.
tédisnelinurk, mille pind on a2

11) Ringi diameetri AB otsapunktist A tSmmata 16ikaja nii,
et tema vélimine osa ringi ja B-st tdmmatud riivaja
vahel oleks a.

12) Antud sé6ri sisse kujundada sarikkolmnurk, mille kér-
duse ja aluse summa oleks a.

13) Antud poolringi diameetri AB" peal leida punkt X nii,
et dleks AXXC=a, kus XC on témmatud | AB
kuni I6ikumiseni ringiga.

14) Vérdkiilgse \-ga sisse kujundada tdisnelinurk nii, et
tema diagonaal oléks a.

15) Antud s66ris témmata pingjoon paralleelselt antud
riivajale nii, et selle pingjoone otsapunktidest riivajale
tommatud perpendikulaarid siinnitaksid taisnelinurga,
mille perimeetril on antud pikkus 2 p.

16) Antud on ring ja valjaspool teda punkt A; sellele rin-
gile témmata riivaja nii, et AX--XY =m, kus X on
punkti A projektsioon riivaja peale ja Y on riiva o .nkt.

17) Konstrueerida taisnurkne /A, millel on antud perimee-
ter ja pind.

18) Antud poolsééris t6mmata pingjoon paralleelselt dia-
meetrile nii, et otsapunktide iihendz 1isel siinniks tra-
peets, mille perimeeter on antud.

T. 47.20. — 7.45.

o
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