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МОРИТА-КОНТЕКСТЫ И МОНОИДЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ полигонов 

НАД НОНОИДАШ 

А.Г.Григорян 

Задача исследования моноидов эндоморфизмов свободных по-, 

лигонов над моноидами была поставлена Л.А.Скорняковьм в его 

докладе на X Всесоюзном алгебраическом коллоквиуме в г. Но

восибирске (см. [5]). 

В этой работе рассматривается вопрос о характеризации 

различных классов полугрупп с помощью свойств моноидов эндо

морфизмов тех или иных полигонов. В отличие от теории моду

лей над кольцом, где имеется довольно большое количество ре

зультатов подобного рода, полученных разными методами (см., 

например, (I, I4J), в случае полигонов'над моноидом известно 

лишь несколько теорем в этом направлении. А именно, в рабо

тах [5,12,13] фактически доказано (точнее, из этих работ 

следует), что: 

1) полугруппа R регулярна и всякий левый идеал в R 

главный тогда и только тогда, когда моноид эндоморфизмов лю

бого свободного левого £-полигона регулярен ([5], теорема 
U; 

2) всякий левый идеал моноида R с нулем порождается 

идемпотентом тогда и только тогда, когда моноид эндоморфиз

мов любого свободного левого R-полигона регулярен ([13], 

теорема 3.8); 

3) моноид R с нулем является бэровским слева (соот

ветственно, бэровским справа, рикк&ртовым слева) тогда и 

только тогда, когда моноид эндоморфизмов любого свободного 

левого R.-полигона обладает тем же свойством ([12], теоре/ 

ма 4.1); 

4) моноид R с нулем является бэровским справа тогда и 

только тогда, когда моноид эндоморфизмов любого свободного 

левого R-полигона риккартов справа ([12], теорема 4.1). 
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Заметим, кстати, что эти результаты отличаются от своих тео-
ретико-кольцевых аналогов (см. [I]). 

В §1 настоящей заметки, вводится понятие Морита-контекста 
для полугрупп (ср. [7J) и приводятся различные примеры Мори-

та-контекстов. Абстрактный класс полугрупп % называется 

нормальным, если X вместе с каждой полугруппой R содержит 

и любую полугруппу S, связанную с R некоторым "хорошим" 

Морита-контекстом. Далее доказывается метатеорема, утверж

дающая, в частности, что если - нормальный класс полу

групп, то моноид R с нулем принадлежит % тогда и только 

тогда, когда в X лежит моноид эндоморфизмов любого (или 

некоторого) свободного левого R-полнгона. В §2 указан ряд 
примеров нормальных классов полугрупп и развита теория нор

мальных полугрупповых радикалов, имеющая и самостоятельный 

интерес. Полученные в 5§1 и 2 результаты используются в §3, 
где из вышеуказанной метатеоремы единым образом выводится 

ряд конкретных результатов о характернаации различных клас

сов моноидов с нулем с помощью моноидов эндоморфизмов свобод 

бодных (и некоторых других) полигонов. 

Условимся под полигонами над моноидом понимать унитарные 

полигоны, под полигонами над моноидом с нулем - унитарные 

полигоны с единственным нулем.> 

Наконец, мы будем пользоваться следующими обозначениями: 

О - нуль полугруппы или полигона; \ - единица моноида; _ц -

символ копроизведения (в категории полигонов); если ЛС(RW)-

правый (левый) полигон над полугруппой R, то VeRW = 
= V* W/v где rv - наименьшее отношение эквивалентности 

на VxW такое, что (v*v> WJ~ (S *"tV, ̂ W, 
x, e R • (», V, =>, <—,V, 3 - обычные логические символы. 

§1. Морита-контексты, полигоны без кручения в смысле 
Басса и метатеорема 

Морита-контекст (в случае полугрупп) состоит из двух1 по

лугрупп R и 5, двух биполигонов и,WR и двух бипо-

лигонных гомоморфизмов (,): Ve^W —*• R и С , J : W®RV-» 
—*• S удовлетворяющих условиям ассоциативности: 

[U, vjtuv iv(v,ur4) 

для V-, V i  с  V  и iv( W; € W (ср. [7]). В дальнейшей мы 
часто для удобства будем писать просто v-iv и uftr вместо 
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(v, v*") и L v, tr] соответственно. 

Примером Морита-контекста может служить стандартный Мо-

рита-контекст (R; V, HomR(V, R)f End^V), определен

ный с помощью левого полигона V над полугруппой R, где • 
гомоморфизмы (,) и [ t ] задаются так: (v, и KJCf 

= (v-л ,<f)v, где 1Г, fcV, <f 6 HomR (V, R). 

Частным случаем стандартного Морита-контекста является 

контекст ( R, Re,е R, е ReгДе е - идемпотент полу

группы R и умножения совпадают с умножением элементов в 

R. Корректность этих утверждений проверяется так же, как 

и в случае модулей над кольцом. 

Скажем, что левый полигон V над полугруппой R не 

имеет кручения в смысле Басса. если для любых различных эле

ментов V-,, 1/1 е V найдется такое Нои^ (V, R J, что 

jt vj if. В отличие от кольцевого случая не для любого 

моноида к всякий свободный R-полигон не имеет кручения 

в смысле Басса. Например, если R - тривиальный (т.е., од

ноэлементный ) моноид, то свободный R-полигон Ruß,оче-
- видно, не является полигоном без кручения в смысле Басса. 

Тем не менее, справедлива 

Лемма I. Если R - нетривиальный моноид с нулем, то 

все свободные левые R-полигоны не имеют кручения в смысле 

Басса. х 

Доказательство. Пусть V=„llR;,, R'L= R - свободный 
левый R -полигон с нулем О, & R- , t Rt [j # k. e I), 

t V*., ФО. Если J-t,TO для f=4L ldlR. Vj = 

_ \n ̂  . Если же I f Цто пощадим если 

vfc Rj и если V€ R^.Тогда = 0. 

Лемма доказана. 

Замечание. Лемма I не верна для произвольного нетриви

ального моноида с левым нулем. Например, пусть 
R = {<,3t,^l х1 =ас, £ ш у ,  х у = х ,  

Тогда легко убедиться, что свободный левый R-полигон RkR 

не является полигоном безкручения в смысле Басса. 

Назовем Морита-контекст (R, V, W, 5 j S-точным (ср. 
[I5J), если полугруппа 5 неодноэлементна и из того, что 

vs< iv = для всех ve V", vrtW" (где s, (s.. е S ) 

следует Si - S*. Легко видеть, что стандартный Морита-кон-

текст, определенный с помощью левого R-полигона V, не 

имеющего кручения в смысле Басса, является S-точным, где 

2 
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S = BtadgV. 

Абстрактный (т.е., замкнутый относительно изоморфизмов) 

«класс полугрупп X назовем нормальным, если из того, что 

R 6. X , следует S fc. X для любого S -точного Морита-

контекста (R, V, W, S j. 
Лемма 2. Если X - нормальный класс полугрупп, R е 

<?"- е е R, то е R е е X. 

Доказательство. Легко видеть, что Морита-контекст 

IR, Re,eR, в R е) является е Re-точным. В самом 

деле, пусть п/в • ехе • es * п.е • eye • es для любых 

•vs е R (где х, у е R ). Тогда для >v = s = е. имеем 

e x e  =  e z •  е х е  •  е г -  е 2 •  е у й  -  е  =  e y e .  
Поэтому е R е е X в силу нормальности класса X. 

Следствие. Если X - нормальный класс полугрупп, монои

д ы  R  и  S  М о р и т а - э к в и в а л е н т н ы ,  R  e  X  >  т о  и  5 б Х -

Доказательство. В силу теоремы 6.1 из LH] S = е Ре для 

некоторого 6lste й. 

Метатеорема. Пусть ^ - нормальный класс полугрупп. 

Тогда для моноида R с нулем следующие утверждения эквива

лентны: . 
(1) Re*-; 

(2) S € X для любого S-точного Морита-контекста 
(R.V.W.Sj; 

(3) Snd yV е X для любого левого R-полигона V 

без кручения в смысле Басса; 

(4) Bnd^V ь X для любого свободного левого R-по

лигона V • 
(5) End С X для любого проективного левого R-по

лигона V: 
(6) Bnd^Ve X для некоторого свободного левого £-

полигона V-
Доказательство. (I) =£(2). Непосредственно следует из 

нормальности класса Х-

(2)=#(3). Ясно, так как для любого левого R-полигона 

V без кручения в смысле Басса стандартный Морита-контекст 

(R.V, Нот R(V, R)j End̂ V) является End ̂ /-точным. 

(3)=Ф(4). Вытекает из леммы I. 

(4).=>(5). Поскольку любой проективный левый- R-поли

гон Р является ретрактом некоторого свободного R-полиго

на F ([II], предложение 3.2), то PsFe,rAe ег= ее snd F. 
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Следовательно, End g P ~  e (End" F )e и осталось приме

нить лемму 2. R 

(5) =>(6). Очевидно, так как любой свободный полигон 

проективен. 
(6 )=rv(I). Пусть Bndg V с X для некоторого свободного 

левого ^-полигона V. Тогда ß Ssnd(Rßj % e.fejdR VJe 
для некоторого els е 6BndR V *. следовательно, R € X 
в силу леммы 2. 

§2. Нормальные радикалы и нормальные классы полугрупп 

Как известно, в теории полугрупп радикалы можно рассмат

ривать в двух различных аспектах: либо радикал полугруппы 

определяется как некоторый ее идеал (см. С2]), либо - как 

некоторая ее конгруэнция (см., напрмер, [16]). Определения 

и свойства различных полугрупповых радикалов можно найти в 

работах Г2,3,4,8,16]. 

Полугрупповой радикал определяемый как идеал, назо

вем нормальным, если для любого Морита-контекста (R, V, W, $) 

справедливо V (̂S)VV £ ̂(R). Если же радикал опреде--

ляется как конгруэнция, то будем говорить, что |> нормален, 

если для любого Морита-контекста (R,V, W, 5) яз того, что 

(Х.,^)£ ̂  (5)) x.-u £ S следует (vx v, <} (%) 

для любых V е V", tu- е w. 
Прежде чем привести примеры нормальных радикалов докажем 

несколько лемм. 

Лемма 3. Пусть - нормальный радикал полугрупп и е -

идеюют^нт полугруппы R. Тогда ^ (eße) = е ̂(R)e . 
Доказательство. Если (? определяется как идеал, то 

лемма доказывается так же, как и в кольцевом случае (см. L9J, 
теорема 1.9). 

ПУСТЬ теперь Р определяется как конгруэнция и пусть 

(Я1^) €. 5 (RJ, х, ̂  е R. Тогда ехе •= еех е8- с. eßxRc, 
eye € е ßy Re, |и поэтому для Морита-контекста 
(R, Re , е R) eße.j имеем (ехе, ьуе)е ? (c-ReJ в силу 

нормальности ^, т.е. е.^ (R)e С ̂  (с Re). 

Обратно, пусть (х, ̂ )е. ̂ (еRе), где X, у <Е eße . 
Тогда х - ехе = е3хе3е e-Re -х • eR -е, аналогично, 

V| е е ße у е R • е и, поскольку (е^хе?1, еу е1) е ̂  (Rj 
в силу нормальности ^, то (x,y)ee^(R)e,, 5 
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Лемма 4. Полугрупповой радикал нормален тогда и 

только тогда, когда класс всэх ^-полупростых полугрупп 

нормален. 

Доказательство аналогично кольцевому случаю (см. [10], 

теорема 10), но для полноты изложения приведем его здесь, 

например, для случая, когда у определяется как конгруэнция. 

Необходимость прямо следует из определений. 

Достаточность. Пусть (R ,V, W, S) - произвольный Мори
та-контекст. Определим бинарные отношения 8, уИ , V на, 

множествах V, W и S соответственно, полагая 
6 <b>V-ureW (vjur, y^w)«s ? (£), 

€ V , VK4)6 ? (К), 
(s4| SZ)<E V<S=5>Vv € V, irsz w)€ ?(R). 

Легко проверяется, что 0, /-1, V - конгруэнции на биполиго-

нах , S"W"^ и полугруппе S соответственно, и, что 

(R/?(R)j V/9, W/ч , S/y ) является S/v» -точным 
Морита-контекстом. Тогда по условию из ^-полупростоты 

полугруппы R/y CR) следует -полупростота полугруппы 

S/P. Но, так как S/V - гомоморфный образ полугруппы 5) то 

3(S)Q V по определению радикала, т.е. для любой пары 

(ос,у) е f (S) и любых veV, W£W справедливо 

(va v, v-yur) € ̂  (R), иначе говоря, радикал ^ нор

мален. Лемма доказана. 

Полугруппа R называется: наследственно редуктивной 

слева (справа) [4], если для всякого ее идеала А из тог<% 

что х.уеА и cut-(ха - для любого at А 

следует, что х=^ ; первичной слева (справа) [4Д, если для 

всякого ее идеала А из того, что зс,^е R и эса e^a 

(а.х =• <ху) для любого а € А следует, что х-^ или R. 

содержит 0 и А я 0; квазипервичной [4], если для любых ее 

идеалов А и в из того, что AB =0 следует, что А -О 

или 6-0, 

Лемма 5. Следующие классы полугрупп нормальны: (а) класс 

всех наследственно редуктивных слева (справа) полугрупп; 

(б) класс всех первичных слева (справа) полугрупп; (в) класс 

всех полугрупп без нильпотентных идеалов; (г) класс всех 

квазипервичных полугрупп. 

Доказательство. Пусть ( R ,V, VV S}- произвольный S-
точный Морита-контекст. 

(а) Пусть далее А - идеал полугруппы S, x А  и  
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ax. = GWf4 для любого' o.e. А. Тогда VAW - идеал в R 
причем для любых v, ̂  е V, <*>*, е W и любого <-€ А 

V-, 4»МЛ VA IV- = П ̂  

так как tw,irx •. Отсюда следует, что O'CC'W» 
= v-^ur в силу наследственно редуктивности слева R. Но 
тогда JC»у- ввиду S-точности контекста (R,V,W, 5)1 

т.е. полугруппа S наследственно редуктивна слева. 
(б) Цусть теперь R - первичная слева полугруппа, А -

идеал в S, ac,ueS и xa-^a. для всех ae А. Тогда 
VA W - идеал в R и для любых V, •v, е V, <r€ A, w,v>;feW 

mc wv4 Vttf,, = 

так как a. ну = u ivv-^ i-. Отсюда в силу левой пер
вичности R следует, что или v-x*^ = или R со
держит Og и VAW = 0R. Если R содержит 0R и 

VAW = Og, то и 5 содержит нуль С^, равный WQRV, и 
А = Од в силу S-точности контекста (^,V, W, S/если же 
VXV »Д^ИГ ДЛЯ любых IRE V, АЛГ Е W, ТО опять 

в силу S-точности контекста (R,V, W, 5). Таким обра
зом, S первична слева. 

(в) Пусть полугруппа R не содержит ненулевых нильпо-
тентных идеалов. Тогда, если А = О для какого-то идеала 
А полугруппы S# то для идеала VAW полугруппы R 
справедливо: -

(VAVVre VCAfWV)] AWfiVA W«0 
и, поэтому, TAW'O, Следовательно, A»0 в силу 5~ 
точности контекста (R,V, W}5). 

(г) Пусть теперь полугруппа R квазипервична, Aß-O, 
где А, 6 - идеалы в S. Тогда Y AW и V 6W - идеалы в 
R и vAW'VBW £ VA bW= 0. Отсюда VAW= 0 или 
VBW =• О в силу квазипервичности R и, значит, А "О 

или 6-0 ввиду S-точности контекста (R,V)W,S). 
Лемма доказана. 

Теорема I. Следующие полугрупповые радикалы нормальны: 
(а) радикал Джекобсона; 

(б) левый (правый) нижний радикал Хенке; 
(в) радикал Клиффорда (объединение всех нильидеалов) [3]; 
(г) радикал Шеврина (объединение всех локально нильпо-

тентных идеалов) [6]. 

Доказательство. Нормальность радикалов (в) и (г), опре
деляемых как идеалы, доказывается аналогично кольцевому 

3 9 



случаю (см. С73, теорема 20). Докажем нормальность первых 

двух радикалов, определяемых как конгруэнции. 

(а). Воспользуемся следущей внутренней характеризацией 

радикала Джекобсона J (5) полугруппы 5 (см..„например, 
[163): (Х,У)6 3(S)'<-*Vse5 3n,-[(acs),,,ac-(xs) (ySfjjr 

= (уs)ivjc]. Пусть (R,V,W, Ъ) - произвольный Морита-кон

текст, (х,у)е J(S), veV, KfcW, *«€ R . Тогда для 

WVV-£ S . найдется такое натуральное число И/, что 
(xvvvj^x = (x-wvir)"1^ и (*«^ЧГЧ/v)^ - (-^кГгЦГ^Х. 

Умножив каждое уз этих равенств слева Hä V и справа на 

VV, после^перегруппировки получим: (VTC-̂ "'1') V-JCW-

= (v-aw-ч,) -u-^ur и •v^tvs (v-yurx) trxw. 

Поэтому Ivxw, v<^iv) 6 J (R), что и требовалось доказать. 

(б) Докажем теперь нормальность правого нижнего радикала 

L в смысле Хенке (в другой терминологии - радикал Бэра) 

(определение см. в [83 или в [16]). Для этого в силу леммы' 4 

достаточно доказать нормальность класса всех L-полупростых 

полугрупп. Но, как показал А.В.Тищенко, L-полупростота 

полугруппы равносильна ее наследственно редуктивности слева 

([4], предложение 2). Осталось применить лемму 5(a). 

§3. Характеризация моноидов с нулем с помощью моноидов 
эндоморфизмов полигонов 

Теорема 2. Цусть X - один из следупцих классов полу

групп: 

- класс всех J-полупростых полугрупп, т.е. таких по

лугрупп R, что Vx.we R R V"» 

f (х-иГу Vty-vJV (учГх); 

- класс всех наследственно редуктивных слева (справа) 

полугрупп; 
- класс всех полугрупп без ненулевых нильидеалов; 

- класс всех полугрупп без ненулевых нильпотентных иде

алов; 

- класс всех полугрупп без ненулевых локально нильпотент

ных идеалов; 

- класс всех первичных слева (справа) полугрупп; 

- класс всех квазипервичных полугрупп. 

Тогда следующие свойства моноида ß с нулем разнос иль-' 
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(1) RfcX; 

(2) $€. УС дня любого S-точного Морита-контекста 
(R)V,W,5); 

(3) aidftVe X для любого левого R-полигона V без 

кручения в смысле Басса; 

(4) aid0V&X Д*я любого свободного левого ^-полиго

на V; * 

(5) aidдУ для любого проективного левого (^-поли

гона V; 
(6) BadgVcX для некоторого свободного левого R-по

лигона V. 
Доказательство следует из метатеоремы, поскольку все 

указанные классы нормальны в силу результатов 62. 

В заключение автор благодарит Л.А.Скорнякова и А.В.Ти-

щенко за ценные замечания. 
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ТРЕУГОЛЬНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

ЛИНЕЙНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ПОЛУГРУПП 

У.Кальплайд 

Кафедра алгебры и геометрии 

Сплетения групп играют важную роль в изучении групповых 

многообразий, [4]. В теории многообразий представлений групп 

имеется аналогичная в свойствах и роли сплетению конструкция 

треугольного произведения, введенная Б.И.Плоткиным [6]. При
менение этой конструкции оказалось плодотворным в изучении 

полугрупп многообразий групповых пар; см. [7], а также в 

[Ю]. Предметом данной работы служат треугольные произведе

ния линейных представлений (над полем К ) полугрупп. Эта 

конструкция может быть введена и многие ее свойства доказаны 

для любого ассоциативно-коммутативного кольца с единицей К. 
Ограничение, что К - поле, существенно начиная с §3; воз
можности, вытекающие из понятия проективной пары, не разви

ваются. Мотивом для настоящей публикации является возрастаю

щая роль излагаемой конструкции в изучении линейных полу

групповых пар и в алгебраической теории автоматов, [8J, [9] 

и др. Излагаемые ниже результаты кратко изложены в {Ч], . а 

также содержатся в [3]. Предполагается знакомство читателя с 

элементами теории пар; язык пар описан во второй и четвертой 

главах книги [5J, в нужном здесь контексте также в [2].. 

§1. Треугольные произведения представлений групп 

Цель этого вводного параграфа состоит в том, чтобы опре

делить понятие треугольного произведения групповых пар, ибо 

оно служит моделью для введения аналогичной конструкции для 

полугрупповых пар; подробнее см. [6]. 

I. Для групп Д и ß множество А® всех функций из 
В в А - группа, на которой действует ß согласно фор

4 
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муле 

V x , £ c ß ,  / е Л в  ,  ( f . e ) c * ) =  - f f x f 1 ) .  

Сопровождающее возникающую здесь пару (ASjßJ полупрямое 

произведение А® Aß называется (полным) сплетением групп 

А и ß и обозначается АиъВ 

Фиксируем ассоциативно-коммутативное кольцо с единицей 

АС,например, К= Ж и пусть Г - произвольная группа. 

Если задано представление группы Г автоморфизмами некото

рого К -модуля G , то говорят о (групповой) паре CGj Г). 
Пусть (АД J и С 8,2~Л) - две групповые пары, а Ф = 

-Нотк(В,А) - модуль всех К -гомоморфизмов из ß в Л 

Определим действие групп Л, и 2ЕГ4 в Ф соответственно, 

с помощью формулы 

Vxeß, ft*?, (4>°Vi)(x)=4>(x)°6'1 и 
формулы 

V X €  В  ,  ^ 6 < Р ,  С ф о е - л ) С х )  =  

Приходим к парам (Ф^,) и (^). При этом, перестановоч

ность действия групп 21, и в Ф позволяет опре

делить пару С Ф, IE, * 2Г Л ЕЙ соответствует группа Г7 = 

- ФАС^хЖДв которую вкладываются исходные Ф и 

<Р -> 9 = f = ff, О I <fe<P } <=• Г, 
а группа * 21А отождествляется с ее образом в У при 

отображении 6",q -»• (£, j). Полупрямому произведению 

) соответствует пара С <Р, Zf *J - пред

ставление группы 2, х внутренними автоморфизмами 

группы . Легко убедиться, что 

С <Р, 2, 
Пусть 5 = А © ß ; определяем пару (Q}<p) Для этого 

рассмотрим в (5 ряд подмодулей О с. А e.G. В группе 

Jut G выделим централизатор этого ряда, т.е. все 

автоморфизмы, которые действуют тождественно в А ив &/А, 
Отображение / : £ -* Ф , которое при всех 4 с В, 

б с задается формулой 4̂  - ё°<г ~ 4> , будет как легко 
проверяется, изоморфизмом групп и <Р . Следовательно, 

имеем правый изоморфизм пар CG, СР) и (G, 3). 

Поставим теперь следующий вопрос. Пусть даны пары (С,ф) 

и CGjZ),& Г = ФХИ. Каковы необходимые и достаточные ус

ловия для существования пары CG, Г) ? Оказывается, что 

если выполнено требование 
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VGEGJ УЕ.Ф, «Z , ($,*). 

то действия групп 9 и X можно продолжать до действия 

группы Г в G. Применяя ато в рассматриваемой ситуация 

МЫ приходим к паре ( А&В , Нотк (Ä, А) Д С^Г)} 

в которой действие задано формулой 

V a e A ,  6 б  ß,  Я > ,  ,  ( г л б ^  , ( Q + t j < > =  

- aofff +4»б^ +€»&х . 
Эта пара (G,P) называется треугольным произведением дан
ных пар (AJ%I) и С 6, Ж* J и обозначается С А, 5^ А (&^ХЛ) 

52. Треугольное умножение представлений полугрупп 

I. Пусть даны полугруппы Ф, 211 и 2Г*.; операцию в 9 
условимся записывать аддитивно. Предполагаем, что ЯГ, 

действует справа в „9 и 2Г*, действует слева в "Р , при
чем требуем поелементную перестановочность этих двух дейст

вий. 

На множестве троек1 

Г = {(?,*<,<%) I Ч>е 9) е } ел с Тх j 
определяем умножение, полагая 

( У /  < * i '  & ' ) = ( ( « у  Г + ? • $ ' ) >  * * / »  < * < |  
Можно проверить ассоциативность такого умножения, и поэтому 

множество троек Г приобретает структуру полугруппы, кото

рую назовем тройным произведением полугрупп** и обозначаем 

ФДСГ, * $ Л  
Для данных пар С А,X,) и С5>2ДГде 5Г, и 2Г* - полу

группы, действующие в К -модулях А и 8 , соответ

ственно, полагаем Я3 = Нот* С В, А) с End̂  CA ®ßJ. Естест
венное действие полугрупп IT, и в Ф приводит к по

лутруппе . Действие Г в <S«A*ß, 
определенное правилом 

(  а +  4 ) '  ( < f ,  ъ )  6 ~ х )  ~  4 , ^  +  а » < ^  ,  

согласовано с умножением в полугруппе Г, и мы приходим к 

паре (Gj Г) г которую обозначим fA, CBĵ ±) И назо

вем треугольным произведением двух данных пар. 

^Тройку С у, <rv ffi) будем в дальнейшем обозначать также у<» 

См. также в £3], стр. 142. 
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2. На полезную роль этой конструкции в изучении много

образий представлений полугрупп указывает, в частности, 

следующее наблюдение. 

Если пара СА,Т<) содержится в многообразии 6# , а па

ра - в многообразии 6^ , то треугольное произ

ведение (G}R)=CAJZ1)v(ß;Zx) содержится в многообра

зии в, • ©1. 
Для доказательства заметим, что А является Г-под

модулем в G и поэтому имеем пары С AJ Г) и ( g/Aj Г). 

Рассмотрим диаграмму 

где "старание" fJ задается формулой (У, <$>,<йJ'"-•<<<%.^отоб
ражение pii: 2, —>• 5-t является естественной 

проекцией и -» yU .уцг^ , L = 4, JL , Легко понять, что 

kk ус/, и действуют тривиально в Л и = ß 
соответственно. Для всех ае А , уеГ имеем « 
- а./*, откуда следует существование правого эпиморфизма 

С Aj г) —* ( А) Тч ) , а это влечет (АуГ)е 6,. Далее, 
определяя /ft : G -* В как естественное проектирование, 

приходим к эпиморфизму пар //4 : fG, Г) —*• ( 5j Хл). При 
этом, ядром в G- является Л . Следовательно, воз

никает диаграмма 

CG, Г) —• С в, 2J 
А 

1 S 
с % г , >  — ( в , D  .  
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существование которой дает (&/а  > Г ) е $ х -  Таким образом, 

имеем С А, Г) eft, и (G/a , Г) 6 вл , откуда согласно опре
деленно следует CG, Г J € В,- 9* . - Утверждение до

казано. 

3. Исследуем связь группового и полугруппового случая. 

Двышдвниа. т- Пусть даны представления полугрупп 

С A,Z<z) и (В,1л),а. CGjD - их треугольное произведение. 
Действующая полугруппа Г = ФЛС2Г,*2Д) будет группой 
в точности тогда, если 2, и 2* являются группами и 

полугруппа Ф-Нот̂  С ßy AJ трактуется как группа. В 

случае выполнения отмеченных условий пара С G, Г) изоморф

на паре CG, являющейся треугольным произведением груп

повых пар^ (Ajiüt) и С. 
Доказательство. Сделаем сначала одно наблюдение. 

Пусть 5Ü* и 51д, - группы, и трактуем Ф- Нотк(&уА) 

как аддитивную абелеву группу. Покажем, что тогда группой 

является и Г = ф А х 21л) Для этого заметим, что эле

мент (<f') 6"/ у 6"z) 6 Г будет единицей в Г" в точности 

тогда« когда для любого элемента С (f>) <r,, из Г1 имеем 

С б"* J = О < -КЬ • f<г, <г/ , е-, О и 

С У, *4 , (Г4) <Г, + Qf.tp, <r/ffv О 
Из этих соотношений следует, в частности, что где 

6; - единица группы 2Tt t- 4, jt, Учитывая это, равен

ство первых компонент в тройках соотношений (* ) примет вид 

+ =- f'• <r< +  B x - f  = < (  .  
Равенство у - if -e^ и произвольность выбора элемента <£е 
е 51 я, влекут теперь ср + ел. у' = у , т.е. ср'^о. Сле

довательно, единицей в Г может быть тройка (о, ^ ел_)7 

где О - нулевой гомоморфизм в Нотк С В; А ) ? что подт

верждается непосредственной проверкой. 

Аналогично решается вопрос об обратных элементах. Имен

но, чтобы тройка ( (р/) tf/j ) была обратной к С % 61)> не

обходимо и достаточно выполнение равенств 

( < ? • * / 1 - Ь - Ч " )  =  ( о ,  е < ,  а г )  и ^ 

+ <.<?, <r/d> rz) =Со} е„, ez) ( } 

Из (** ) следует, что <$"/= 6"«"' и = 6"4~f, Из равенства 

% смысле определения из §1. 
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первых компонент троек в (** ) выводим теперь у. 
ж if'- ff", = - ffj"'. if - равенства, равносильные <f'=~бг'-щ'. 
Видим, что обратным к тройке б у, может служить 

£-<5"i'•cfff'i' ; sy' j * J ; непосредственное вычисление 

убеждает, что это действительно так. На основании этого на

блюдения доказательство первого утверждения предложения не

медленно получается проведением стандартных рассуждений в 

обе стороны импликации.) 

Переходим к доказательству второго утверждения. Во-пер

вых ясно, что джя подгруппы 5Г » Г подпред-
ставление (G,5L) расщепляется, С G,Z.) * СА&В , *2^ А 

Во-вторых, для любых (<f>, Si,Sz) ь Ф и fy,, <rf, <$*.)£ Л 
имеем 

»Л )"• (Ъ £*) •(<{>,*,, Ъ) = С- ®Г SI-<, CFV. 

• = faT'-P6« , £<, £aJ, 
показывающее инвариантность подгруппы Ф в Г Кроме то

го, непосредственно проверяется точность пары CG, <Р), а так

же тот факт, что образ Ф в совпадает с центра

лизатором ряда О с А с G. в третьих, введем отображение 

f : (Gj Г) —* CGj Г*), которое тождественно ва области 
действия G , а как отображение f: Г -*• Г* определяется 

по формуле 

л*;. 

Проверка показывает, что рассматриваемое отображение 

f. CG, Г)-* CG, Г*J, является морфмзмом групповых пар и 

биективно. 

Этим доказано второе утверждение, а тем самым и все 

предложение. 

$3. Свойства треугольных произведений полугрупповых пар 

I. Как и в предыдущем параграфе, здесь пара f A, Zj -

это действие полугруппы ZL на К-модуле А ; при этом, 
полугруппа Z моноидом быть не обязана. 

Начиная с этого параграфа считается, что К - поле. 
Предложение 2. Если пары СА,5Г1у) и (ß, 2Ду) являются точ

ными, то точной будет также пара ( G, Г) = СВ, 

Доказательство. Допустим противное. Тогда существуют 

различные элементы jf - , Saj и /' = Су', <г/; tr/J, 
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которые одинаково действуют в G = A&ß j имеем 

- для всякого G. В сиу точности пар (А, 2", J и 

CB,Zx) отсюда легко выводится у-/' , что противоречит 

допущению. Предложение доказано. 

Предложение 3. Пусть и CßjZj- две пары, и 

(G,r)=(A,Zi)A. С0,Ил) их треугольное произведение. Дм 

любого Г -подмодуля Н в G выполняется либо Н .̂ A j 
либо Ас N. 

Доказательство. Если А -Э А/ , то все доказано. Поэтому, 

пусть Л yi>/Y, Тогда существует элемент /б// такой, что 

Это означает существование таких 

4 to} что А~.4 + <*1. Выберем в 6 базис, содержащй 

элемент ^ и рассмотрим произвольное такое отображение f 

этого базиса в А } при котором if' = Q. Продолжим ф' 

до элемента из <Р ~ Rom (ßyA)t который тоже обозначим у'. 
Далее нам потребуется следующее замечание. Пару (A,X,J 

можно "достроить" до пары CA, 2Г*)} внешне присоединяя к 

полугруппе 51, единицу действие которой в А до

определяем формулой «о£ = а, для всех ае <4. Аналогич

но получается С S, и мы приходим к паре С G; Г*). =• 
). Легко понять, что из Г-инвариантности 

подмодуля HcQ следует f-инвариантность модуля И и 

наоборот. / 

Возьмем теперь Г" , где ^ f о е Je £«</(? * 
применим его к элементу . Имеем 

• (*>*<)(% Т) = ("*•£ 1-аг.о, €-?'+of.O = 

Для каждого ае А удалось найти fe Г*, что I +а} 

откуда следует а =• < е Н в силу сделанного 

выше замечания относительно модуля AV. Поэтому,.«««лдим 

А<= Н, что завершает доказательство. 
2. Функтор*альные свойства треугольного произведения по-

лугрупповых пар хорошо отражены в следующих двух предложе

ниях. 

Предложение 4. Пусть имеется гомоморфизм v.- С4,х.< )-* 

-*СА'',̂ ) и произвольная пара С 8,^), Тогда существует го
моморфизм пар 

^(А^ОдСв^^-^СА^ГГ)^ ( 6,Z 

совпадающий с у на С АД,,)и тождественный на ( В, Zz). 

Более того, если у - мономорфизм (эпиморфизм), то р бу
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дет также мономорфизмом (эпиморфизмом). 

Доказательство. Введем обозначения: CG,Г)= CA,Z4)& Cß,Zj 
CG', r')^(A',Z;)A (ß,Tx) , Ф ~ C3,A) И Ф '=• Ном/ Cß /  А')' 
Морфизм полугрупп fj; Ф -> Ф' задаем формулой 

V i f€<P ,4eß ,  
а затем "поднимем" его до морфизма полугрупп д<: Г -> Г^ 
полагая 

(% ̂  ЛаУ - С У'*, er* , о-х). 

Далее, определяем морфизм К -модулей /*•" G-*G' формулой 
V а&А , 6g В , Catб)*1 = а" •+&. 

Для любых а + 4 еД®3 = G ; <r,e Z, ; в*, е 51*. и ср 

имеем тогда 
CCoL+t)'^^,,^))^ = Г»«"? + £ -у-&х) = 

+  а * .  < т ? + в 1 * +  е ° Ъ ~  
= Со* +1)'С^Н

) (Г," $U, ̂(a+ty^CfyFtjGi)* 
Видим, что исходный морфизм V продолжен до морфизма пар 

/и: (Gj Г) -> CG', Г'). Очевидно, что yU тождественен на 

СВ,Тз.). Непосредственно проверяется, что если У - мономор 

физм (эпиморфизм), то /и определяется парой мономорфизмов 

(эпиморфизмов) ft: G -> G' и Г -* Г' и поэтому также яв

ляется мономорфизмов (эпиморфизмом). Предложение доказано. 

При фиксированной левой паре треугольное произведение 

С А, ) А С ß, ) представлений полугрупп можно рас

сматривать как функтор, но в категории замен. Перед тем, как 

уточнить результат, напомним определение этой категории. 

Объектами рассматриваемой категории замен будут те же 

пары, но морфизм jj • Св,Г) -* CG', Г') в категории замен - это 
два морфизма (Л: G -*• G' и Г' -> Г } связанные 

"условием согласованности" „ ,„ 
V  g > e  , Г ' е Г  ,  f - f  •  f r  г ' У .  

Чтобы различать морфизмы пар в категории замен от обычных 

морфизмов пар, будем их обозначать CG, Г) —* CG', Г7'). 
Предложение 5. Произвольные объект (А, и морфизм 

V: С ß, ^ С £>', 2/) в категории замен представлений 

полугрупп индуцирует морфизм , о/ 
Л ,  С  А C A . Z J A  С В ,  T j )  

в той же категории. 

Доказательство. I) Пусть j (G'j и <Р/ 

обозначают то же, что и в доказательстве предложения 4. Оп
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ределяем отображение yv- р'—хр следующей формулой 

Далее, гомоморфизм v 2/ -»•ST*, продолжим до гомоморфиз

ма прямых произведений /и.-ST,*2:/ ^ *1г , доопреде

ляя V тождественным образом на 2:,. Согласно определению, 

имеем пары (ф'Д^Х^) и CP , JET, Л Докажем, что оп

ределенная выве пара гомоморфизмов Ф'-> Ф и 57, 

—51, х 51г индуцирует морфизм указанных пар в (обыкно

венной) категории пар. Действительно при всяком 4е& имеем 

-((')**•* [(S-tWJ*'",* 
= (€»  v i y i ' . e ,  аР**' л , 

Мы видим, что C&z-f. 6>У =<5^/Л. (f/f .eri . Аналогично можно 

доказать, что C.<si-f'y -e-̂ -tf'f" и f = f"*. <r,. 

2) Задаем отображение // .• Л'—* Л формулой 

С У» е; > = бУ/А >6^ , б'/'*; . 

Оказывается, // является морфнзмом тройных произведений, 

jj: ГГ. Это следует из выкладок: 

С W) Ъ) *л)'(<Г',Ъ ,Ъг)1Н'(<Ь' , ЧГ, > 0з.'СхУ~ 

=  ( С К - Г ' + Ч ' - Ъ ) * ,  Ъ Ъ  , Г ^ г У )  -
= CC -̂rV-t- «Р'ъ Г, , «*/А- t," -

=0/'. f//1 + t'P.tf , Gf% J = 
- (б-//*.f/A Г, , , бд'̂ 'АJ = 

= , «г 'fiHftfiftpHf, W'f-Cr'W?. 
3) Далее, формулой ( а  +  4 У  =  a + 4 v  ,  е  ß'  мы задаем 

морфизм /<.• А eß -* А»В' . Покажем теперь, что опреде

ленные выве отображения ^ задают морфизм 

A'-' f А СЕ>,%А) О—* (AJ 2Г< JA С 2Е\  ̂.) 

в категории замен. Действительно, при произвольных аеЛ 

-6 б ß, <р/е<Р/ 
} бг^ € и б-/ 6^' имеем с одной 

стороны ^ +4уо у̂/ <ri)e-£)^(a^4У'С?',*,,=0.6-^4 »)*'+ 

+ е°<гг'= T-eV" + (€°<ra.'»)v. 
/ 

С другой стороны, имеем /, 
Е C« + О • ̂  «""у < У J* - С Cai-6)' (*ф, <rf, »/"Л= 
=Се. ev +<*"•+*•> г = fa.6-1+<v'A) V- г в • »/y jvy-

воспользуемся здесь тем, что отображение у на ' сов

падает с v. Резюмируя, имеем 

(а*<у. ftfz,6-4, М = ( С л + е ) ' ^ ) ^ ,  
Утверждение доказано, а тем самым и предложение 5. 
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3. Предложение 6. Пусть даны пары и С  ß, Т Х ) } 

a (GJT) - их треугольное произведение. При всяком Г -

подмодуле Н * G , содержащем А > существует правый эпи

морфизм 
( Н 3 Г )  - > •  C A j Z j A C õ f i H , ^ ) ,  

Доказательство. Обозначим ßz= ЬПИ } ф=Но»* С В, А) 
и Ф' = Нот+Cb'j А) . Имеем G =A-i-ß , а из А^Н сле

дует Н-А + &Имеем также Г= <РЛ (ZixZi) Пусть 

Г ' =  9 ' А  ;  т о г д а  ( А С  

°  ( Н ,  Г ' Х  
Всякий элемент у еФ действует также из ß/ в Л; 

соответствующий элемент в Ф/ обозначим fr Возникает 

отображение in Ф Ф' . Заметим, что всякий элемент 

(f /е Р' можно рассматривать как ограничение на S' не

которого гомоморфизма f е Ф ) это вытекает из хорошо 

известных фактов о векторных пространствах. Следовательно, 

ОС • Ф Ф/  является эпиморфизмом. Оказывается, он ин

дуцирует правый эпиморфизм пар С И, Г) —*• (Н}ГО. С целью 

это доказать определяем отображение ЛГГ-*• Г/ следую

щей формулой 

,026Z* , 0,»b<$V 
Сюръективность ff очевидна. Более того, fir является го

моморфизмом полугрупп. Действительно, пусть у =Cf)G'i>G*.) 

и Ц'-Су', <г/) бд,'J - любые элементы из Г*. Легко понять, 
что для равенства JTr • $/Г достаточно, чтобы 

элементы S ~ - f  6 i y ' ) r  и Д= C<fr-6-/+s-x • tf'r) в 
Нотбыли бы равными. Однако, это вытекает из то

го очевидного факта, что при всех 4 е В' имеет место ра

венство 4* =lX. I 

Полагая еще <г= 4. при всех £е Ч, мы имеем пару 
гомоморфизмов Л" И-* hf , П-+Г . Перестановочность 

отображения ä- с действием в соответствующих парах про

веряется непосредственно развертыванием определений, и 

поэтому опускается. Предложение доказано. 

Предложение 7. Пусть даны две пары ( А,Т*) и С0,51 г) 

и пусть CG, /~V - их треугольное произведение. Для всяко

го радикала ¥, удовлетворяющего условию <: А , 

имеет место равенство РТ6, Г,) » 5^64, Х^). Если же 
вербал, для которого то r ) - A - t -¥(&;  

Доказательство, состоящее в повторении аргументов, с 

помощью которых устанавливается соответствующий факт в 
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групповом случае (см. [6], ле«ша 2), опускается. 

4. В нижеследующих предложениях отражена связь между д-

операцжей и операцией декартового умножения пар, в частности, 

возведения пар в декартовую степень. 

Предложение В. Пусть дан произвольный набор пар 

и пара CßylO. Тогда пару (TTCAtjJ:'i))A ) можно 

вложить в пару Д((А1} ̂ )л С &,ТО). 

Если в это* предложении полагать все пары (Ас, 

равными M,5L), то из него вытекает полезное 

Следствие 9. Пусть даны произвольные пары (А, Z) и 

CBjZO. Тогда при любом множестве (индексов) I пару 

CAYZ/Д ( ß, Z') можно влоежть в паду (СА/£)А Г0)Г 

Мы ограничимся здесь доказательством следующего пред

ложения 10; добавим лишь, что предложение 8 доказывается 

сходным же рассуждениями. 

Предложение 10. Пусть даны произвольные пары С A и 

( 6,2*.). Тогда при любом множестве (индексов) I пару 

(A;Z<)&можно вложить в пару С(А,̂ )лСВуХл)) , 

Доказательство. Введем три отображения 

* ) с о :  А  +  В 1  - *  С А  +  В ) \  

3 ) > > :  Н о / г ,  ( В *  А ) - *  С  Н о т  C & j A ) ) 1  

Их определения таковы. ^ 

Во-первых, при всех аеЛ и е В определяется 

С о . +£)ш формулой (cu-g)* = & + 4 } где а (£) = о, для 

всех te J, Очевидно, а является постоянной функцией 

Г -# А , принимающей на всей области Г одно и то же 

значение ае А- при этом, & + €> является функцией 

I А + В • как и требуется. j. 

Во-вторых, пусть даны любые s; е Т1 и 5к € 5Г* . По
лагаем ( 8 ^  ) r  = •?!, где б> ftj« б", д л я  всякого с е  Г ,  

В-третьих, для всякого «ре Нот СВГ, А) определяем 

tfv б ( Нот. С В А))г следующим условием 

V e e  Г  ,  Т б  ß 1 ,  С  l ( i ) 3 ' p V C £ )  =  I * .  

Легко понять, что v - изоморфизм, отображения с<з 

и f - мономорфизмы. 

Пару отображений "С и V можно объединить в гомомор

физм полугрупп 
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/ / :  И ш С Ь 1 ,  A ) \ ( Z , * Z . * )  -> СИ** СВуА) А fr, хГ4))Г, 

если задать отображение уи формулой 

о,*> >»i/ = ,ч;: 
Следует проверить, что отображение р совместимо с умно

жением в тройном произведении. Так как . Зу" 

очевидно, то сравнение элементов С (V,»>> §#X1? /б"//^0 J^ и 

У- (у', , г/ У сводится к проверке того, что 

выражения (6а •<fz>y- и представ

ляют один и тот же элемент в (НомСВ/А))1. С этой целью 
возьмем произвольные 4 ё Br 

} С , и вычислим 

-  4 е * - Г + < ? • * / )  = 

*ff(i)'*xc03*'*cv+ С*ЮР'б) .*/ » 
= <*/ )(C) 

Таким образом, приходим к условию 

Vt-еГ, 

которое, очевидно, равносильно требуемоцу равенству. 

Остается устновить, что морфизмы' ̂ и и> определяют 

мономорфизм пар -

-fß1, Ht>" (fß^ A j A (I, X г/Jj ~>(fA f ß) , (Н>м(В/)\&,*1г)) l 

Единственная не вполне очевидная часть в доказательстве это

го утверждения - проверка совместимости отображения //*, 

определенного в помощью он и /•< с действиями пар. 

В самом деле, для произвольных «е А, € € ß*, yeНощ(В,t) 

в-,е Z< чмвв"  ̂_ 

(<*л4)юос<е> *< д у - r« + ек?>< >1«*; -

=ТУ + а* <rj + 0 * ^ 1 ) +  &  °  —  
=1Y-fQoa7 + ITffij, . • » [ ( £ * + < *»0 i )+1  •6i3"' = 

= С О + F > FF, CF/ >3^ 

Следует лишь добавить, что здесь мы воспользовались равенст

вом элементов f -f-ü»6i и 1^+о7ёгл ) которое вытекает 

из соотношений 

V e e l  - С Г Ч а . е г , ;  с о  « =  < C V  +  «• « *  =  
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= С йоУ а )  + ̂  СО = 

= (£У" + КО. 

На этом доказательство предложения 10 закончено. 

$4. Аналог теоремы Калухнхна-Краснера 

Изучение вложений точной пары в треугольные прокзведения 

пар, в том шли ином смысле более просто устроенных, может 

существенно прояснить строение данной пары. Возможность та-

ic его подхода гарантируется следующим результатом. 

Предложение И. Пусть дана любая пара (G,r) }  и пусть 

А - некоторый Г -подмодуль в G, а - полу

группы эндоморфизмов, индуцируемые полугруппой Г в А * 

в G/д соответственно. Тогда пару CG,Г) можно вложить в 

качестве подпары в треугольное произведение (А} Z,)а (G/̂  тл) 

Доказательство. Воспользуемся точностью пары (G }r) и 

заменим полугруппу Г отвечающей ей подполугруппой в 

EnctG) так приходим к паре, (справа) изоморфной исходной 

паре (G, Г). Поэтому можно считать дальше, что Г содержит

ся в EnolG. 

Для любого элемента уеГ символами  ̂и обозна

чим, соответственно, эндоморфизмы пространств А я &/А , 
индуцируемые у. При этом, пусть f -ZT/ и /~v= 2̂ ', 

Далее, в G найдем дополнительное к А К-подпространст
в о  ß .  Э т о  д а е т  д л я  G  п р я м о е  р а з л о ж е н и е  G  " А  + В  
которое сопровождается естественным эпиморфизмом =/ : £-» ̂  
и проектированием /3 ; G —>• ß . Отображение <* можно рас

сматривать также как изоморфизм и: Е> -*• G/д и это при

дает однозначный смысл обозначению <~1 ; в частности, при 

любом де G имеем ($*)"'' ~ . Пара (G/\; J и 

отображение «: индуцируют пару б ß, ST/J • для ̂  g и 

УеГ,У*'1' **еем 

/K.j/r" -ft-г/. 

Исходим от разложения G = А + ß и сопоставим всем эле

ментам 5Г1 и в/ е 57/ соответственно, элементы 
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* - ( 1  <) - *•(?': )  
из EUG , чем устанавливаем вложения -̂ Ẑ £nofg 
При атом, для всякого элемента G,  ̂= а+ 4 имеем 

9* = = It а»сг/ и /*- (М*2 - &6-V-4. 

Далее, заметив, что из l*1, = (>ocr{= вытекает 

б А , определяем отображение cf'-ß-*A со

гласно формуле 4*"- 1»у — •£ «с/ ; легко непосредственно 
проверить, что у/б Hon С В, А). Полугруппу Иоп,(в  ̂ А) 
также будем рассматривать как подполугруппу 9> a £»<* G, 
сопоставляя всем элементам <f' 6 /Vom f ßy AJ эндоморфизмы 

f - (о & ) пространства G. Имеем при этом а?= (a + i ) f  

— а+4*+6 , 

Пусть Г'=ФЛ f2T, хХ2 j. Согласно нашему построению, 

С6,Г)= (A.TJaC ß,rj. 
Отображение <г# -> С V , <г,, <г, ) индуцирует изомор

физм подполугруппы из E-nJ-G с полугруппой 

ФЛ ( И, * 5̂  ) и обозначим этот изоморфизм яг. Действи

тельно, так как в Cnd.G выполняется равенство 

то имеем 

l)Y-
,(*& 6 х-Ч / + { f  • f  (?*&.) '  C^y-i-V-

V О < / V о ' О, «,)' I = 

=(fa -<f+<p-«i ьЪ.}*1 ( *)•(?)*, 
Биективность йг очевидна. 

Оказывается, что полугруппу Г" рассматриваемую как 

подполугруппу в END G можно вложить в Z1 Ф!ЕЛ . Для до

казательства возьмем любой элемент уеГ и пусть У* = б? 

и Xv--=&*. Далее, пусть у', У , и  ̂прлучены описан

ными выше способами. Докажем, что J' = . Левая и 

правая части этого предполагаемого равенства являются эле

ментами из £Vu< G и поэтому для их отождествления доста
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точно для всех JJ = A + T> £ G доказать, что 

Имеем, с одной стороны а*><г/еб/. 

С другой стороны, 

$'««. [te,.)(Z ?,•)]"'-

' [( t ,"<XS l ' )г  -  Ih  
= (4 «баГ у а»Л ) ; тв 

ровно a»*/4>*б%  ̂выражению, совпадаю

щему с полученным ранее выражением для . Нужное равенст

во установлено. 

В результате построено вложение (G, Г) —» (G, Г') Г что 

вместе с изоморфизмом с g, г') ~ с a, z"f/) а с ßy 23г.) —* 
-9 Ti)а С̂ А j žj.) дает требуемое вложение. 

Предложение доказано. 
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POOLRÜHMADE LBTCAABESITÜSTB KOLMTORKKORRUTIS 

* 0.Kaljulaid 

H e e u ш e e 

Rühmade esituste muutkondade uurind.ee 1 on osutanud kasu

likuks esituste kolmnurkkorrutamine, [6]» Käesolevas tõõs 
defineeritakse таstar konstruktsioon poolrühmade esituste 

korral ja uuritakse eel teel saadava esituse omadusi. Muu

hulgas, tõestatakse poolrühmade lineaareeltuete jaoks Kaluž-

nin-Krasneri teoreemi analoog. 

TRIASOULAR PRODUCT OP LUTBA.R SBÖGROÜP ACTIONS 

U.Kaljulaid 

S u m m a r y  

Triangular product of group representations, introduced 

by B.I.Plotkin [6], has been a useful tool for investiga

tion of varieties of representations. In the present paper 

the corresponding construction for semigroup actions and 

some of its properties are considered. It is the 'semigroup 

part* of the author's manuscript f3]. The motivation for 

this late publication is continuing interest in this const

ruction £8,10] and so it may be useful to have a detailed 

version of semigroup case available. 
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КЛАССИФИКАЦИЯ моноидов ПО СВОЙСТВАМ 

ИХ ФАКТОРПОЛИГОНОВ РИСА 

М. Кильп 
Кафедре алгебры и геометрии 

Известно много результатов, позволяющих судить о свойст

вах моноида по свойствам полигонов над ним (см., например, 

статьи 3,̂ ,5,7,8,9]). В [9] Кнауер и Петрич дают классифи

кацию моноидов по свойствам "быть без кручения™, плоскостно

сти (в смысле Штенстрема fioj, сильной плоскостности по тер

минологии статьи [4З), проективности и свободы полигонов. 

Так как понятия сильной плоскостности и "быть без кручения" 

являются весьма далекими друг от друга, мы рассматриваем три 

промежуточных понятия. Это понятия плоскостности, слабой 

плоскостности и специальной слабой плоскостности. В этой 

статье мы дадим описание моноидов, над которыми все левые 

факторполигоны Риса являются плоскими (слабо плоскими, спе

циально слабо плоскими). 

Пусть S - моноид. Множество '' называется левым по
лигоном моноида S или левым S-полигоном, если для любых 
• s е 5" л т е М определено произведение s е М } причем 
(st)sn = s и 4 для всех 5,V е S и 

теМ. Аналогично определяются правые 5"-полигоны. Пусть 

теперь А - правый S -полигон и М - левый S-поли
гон. В [з] следующим образом определяется тензорное произве
дение /\ 9 М полигонов Л и П. В прямом произведе
нии Л х Л7 множеств А и М задается отношение 9' 

> гАе е А' г"*,™*- , тогда 

и только тогда, когда найдется такая конечная цепочка пар из 

А f что первая пара цепочки совпадает пос

ледняя пара совпадает <4* л, а переход от каждой пары 

цепочки к последующей осуществляется при помощи переброски 

элемента из S . т.е. от пары (л $,/я/у где А s» е- Л?, 
s €rS, переходят к паре {a, s*), или наоборот. Отношение 
0 оказывается отношением эквивалентности. Фактормножество 
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XZ//# называется тензорным произведением /4 

полигонов А и /V Класс эквивалентности, в который вхо

дит пара (а,т) обозначается через а <»т 

Если левый $ -полигон М зафиксировать, то 

оказывается функтором из категории всех правых $ -полиго

нов в категорию множеств. Будем говорить, что левый S-по

лигон М является плоским, если функтор e>sM сохраняет 

мономорфизмы. Другими словами можно сказать, что левый £ -
полигон М называется плоским, если из того, что А - под-

полигон правого -̂полигона В у а'элементы я./ и 

üi e>f"A (где л,,в1 е- A, т«,™, е М ) различны в тензорном 

произведении А всегда следует, что элементы а,»/", 
и я г »/"л. являются различными в тензорном произведении 

(см. £зЗ). 
Будем говорить, что левый S -полигон М является 

слабо плоским, если функтор <%М сохраняет все включения 

J S S, гДв 1 - правый идеал моноида S. Левый S -поли
гон М является специально слабо плоским, если ®SM сохра
няет все включения л S £ Sy где aeS. 

Очевидно, каждый плоский полигон является слабо плоским, 

а каждый слабо плоский полигон - специально слабо плоским. 

Левый S-полигон М называется полигоном без кручения 

(см. L93), если из равенства sx = s<̂ , где х, Л/ и s 

является сократимым слева элементом моноида S , всегда 
следует равенство a »I. 

Следующие три вспомогательных результата оказываются 

нам полезными в дальнейшем. 

Лемма I ([3]). Пусть М - левый S -полигон. Тогда 
между S^M и SM существует взаимно-однозначное соответ

ствие (заданное правилом 5 е/л <-* $#» для всех se S* и 

/и е Af ). 

Лемма 2 (fe]). Пусть М - левый 5*-полигон. Если 

функтор сохраняет все включения подполигонов с не 

более чем двумя образующими в некоторый правый. S -полигон 
ß) то ®£М сохраняет все включения подполигонов в &. 

Напомним, что правый $ -полигон Л является инъек-
тивным относительно включения с : ß —9 С. если для любого 
S -гомоморфизма •ß ; ß —> где В и С - правые 5-по

лигоны, существует гомоморфизм С—? А, так что /= 

Если А является инъективным относительно всех включений 
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правых -̂полигонов, то А является нньективным (см. £бЗ). 
Пусть М - левый 5 -полигон, и К = /̂ -̂множе

ство. Цусть А/* = //о/» f/% - множество всех отображений 

из М в К. Определим (fsK*-)-- f(SCL) для всех 

f € Al* и s е $ . Тогда М* оказывается правым S -по
лигоном, который называется полигоном характеров полигона 

М (см. [I]). ____ 

Теорема 3 (теорема 8 в [i]). Левый $ -полигон М яв

ляется плоским тогда и только тогда, когда его полигон ха

рактеров М* является ютьективным. 

Из этой теоремы получается полезная в дальнейшем 

Теорема 4. Пусть М - левый S -полигон. Если функтор 
$уА/ сохраняет все включения во все циклические полигоны, 

то М является плоским. 

Доказательство. В [Г] и (в более общей ситуации)в [23, 

теорема 2, доказано, что функтор esM сохраняет включение 

с А -у 6 правых -̂полигонов тогда и только тогда, 

когда М* иньективен относительно включения I • Предполо
жим теперь, что сохраняет все включения подполигонов 

во все циклические правые полигоны. Тогда М* является 

нньективным относительно всех включений в циклические поли

гоны. По теореме 1 из [б] М'является иньектевным. Из 

теоремы 3 следует теперь, что М является плоским. 

Покажем теперь, что свойство "быть без кручения" следует 

ид специальной слабой плоскостности. 

Предложение 5. Каждый специально слабо плоский полигон 
является полигоном без кручения. 

Доказательство. Пусть М - специально слабо плоский ле

вый 5" -полигон. Пусть sx* sy, где х, w * Мч и se S -

сократимый слева элемент. По лемме I sex = в тен

зорном произведении *5/V. Так как М является специально 

слабо плоским, то функтор S*sM. сохраняет включение sSsS 
и мы имеем равенство ь" ®'х = s * ̂ в тензорном произведении 

sS® М . Это означает, что существует такая цепочка пар 

элементов в s S * М и перебросок элементов из кото

рая приводит нас от пары (s, х) к паре (s, ч) . Пусть этой 
цепочкой будет 

Г"') -> Cs,%). 

Легко доказать, что для всех пар имеет место 

равенство -к£/»,- = У у . = у, а.,. )Л. Действительно, 
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чтобы получить пару из пары (st х) мы должны 

иметь л =• u i/»,. Чтобы получить третью пару (su^,m x )  из 

пары (s*t,,/*,) мы должны иметь = 5Ч/Ж / и 

~t/r\A 1 тх для некоторого з̂ е S\ Но тогда, сокращая на s, 
получим се* = . Следовательно, их тг = -6т* =<̂ /п,-

- Л . Продолжая, получим х - для всех с , Начи

ная с другого конца нашей последовательности, полупим 

 ̂ для всех пар (i«- tm-), Из этих равенств получим 

•X-V. -

Определим теперь о -полигоны, по свойствам которых мы 
классифицируем моноиды в этой статье. Пусть / - некоторый 

левый идеал моноида S Факторполигон левого 5"-полигона 

S по левой конгруэннии, один класс которой состоит из 

всех элементов левого идЗала J а все остальные классы -

одноэлементны, называется факторполигоном Риса моноида S" 

по левому идеалу J и обозначается через $/j. Как обычно 
Š обозначает класс факторполигона /̂j-, содержащий эле

мент s Класс, состоящий из элементов левого идеала J 

обозначается через Õ (даже тогда, когда 5 не содержит 

нулевого элемента). 

Выясним теперь, когда факторполигон Риса моноида .9 яв

ляется специально слабо плоским. 

Предложение б. Факторполигон Риса моноида S по 

левому идеалу J является специально слабо плоским тогда 

и только тогда, когда для каждого элемента a el сущест

вует такой элемент ( £ I , что 
Доказательство. Необходимость. Пусть включение 1 с $ 

является строгим и пусть - специально слабо плоский 

полигон. Из этого следует, что для всех л eS функтор 

<а S/j сохраняет включение a S е S_. Пусть л -

произвольшй элемент из J . Тогда а 4 - о. 5 и в тензор

ном произведении aS* s/j должно выполняться,ра

венство а * У" = а «о , Следовательно/ существует ко

нечная цепочка перебросок элементов моноида s] приводящая 
нас в aS х sZj от пары (л, 7) к паре (а, о). Без 

ограничения общности мы можем предполагать, что последней в 

нашей цепочке будет первая пара со второй компонентой Q, 

Пусть (АИ,У) fe AS Х S/J - пара предшествующая 

последней паре. Легко показать, что для всех пар ( a s , * )  
из нашей последовательности, за исключением последней пары, 
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имеет место равенство a = a.s£. Следовательно, * = 

Чтобы получить последнюю пару, мы должны иметь 

для некоторых <s S и последняя пара имеет вид 

(as*, л* v). По предположению /-jv ~ О. Значит, 

" 7 Теперь 
У* е  <*.' = - аС*у*) ,  4 •* xyv *  I ,  
и, следовательно, a.i = а.. . 

Достаточность. Пусть I - левый идеал моноида  ̂• 
Предположим, что для каждого & е I существует 4*1, 

так что аЛ Пусть s & S" - произвольный элемент и 

пусть для некоторых х, у е s/j имеет место равенство 

sx s sy . Мы должны показать, что s в л  ̂s »j в тен

зорном произведении s 5' » . Если s х. £ J то 

5Х«лу и _ _ 
А' • х - s х * У — sm » 4 - s «у • 

Если 4-  еХ, то $ * -SJ ~ и нам будет достаточ

но показать, что s 9 л * s «о в a.S в> $jr . Пусть 

 ̂€ J такой элемент, что sx -sxi?-. Тогда 

5" ер х" = sx & 1 - Ух -6 я 4 - s х. » — 
- sx <t> i. - xx ф О - s я> я о = s ф О . 

Следующее предложение показывает, что на уровне фактор-

полигонов Риса понятия плоскостности и слабой плоскостности 

совпадают. 

Предложение 7. Пусть 1 - левый идеал моноида S. 
Тогда следующие условия равносильны: 

(1) s/x является плоским, 

(2) s/j_ является слабо плоским, 

(3) для каждого элемента л с I существует элемент 

f е X , так что л /= л., и для любых nS сущест

вуют элементы * е , так что * •**- =-у. 
Доказательство. Импликация (I) =5> (2) очевидна. Докажем 

импликацию (2)=5> (3). 

Пусть X - собственный левый идеал моноида 5*. Цусть 
факторполигон является слабо плоским и пусть « sl. 
Так как слабо плоский полигон является специально слабо 

плоским, то 5/j- является специально слабо плоским и, по 

предложению 6, существует / е J t так что  ̂а.. Пусть 

теперь Xi у е? 1 . Тогда х У =г у ̂  Так как функтор 

es должен сохранять включение» XS (J У S s то 

8 (Х S Ü У S) ® должно выполняться равенство 
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X*4 . Ho x.f, х.О в »5*^ 
и у a -i •= & õ в у S ф . Следовательно, в 

(ж S U у £) • s/j имеет место равенство л • о* у » о. 
Если кS sуS или у S £ xS /  то нужные элементы s.teS, 
конечно, существуют. В общем случае существует конечная це

почка перебросок, приводящая нас в (х S U у S) * от 

пары (ж, 5) к паре (у, о) Цусть (х<*,*) - последняя пара 
цепочки до того, пока мы в первый раз попадем в  ̂S * Vj-. 

Тогда должны существовать к, t er S такие, что хчк.*у1. 
Так как X - левый идеал моноида 5̂  то вторая часть ус

ловия (3) имеет место для всех х, у е- S". 
Докажем теперь импликацию С з) 
Пусть a. S - циклический правый S' -полигон, и 

i,c Пусть J - такой левый идеал моноида для ко

торого удовлетворяется условие (3). По теореме 4 мы должны 

показать, что функтор ® •*/£. сохраняет включение 

t SUсS a aS. Пусть / - д х , с = лу f . х, у & S, и 

пусть о-х * š ~ едГ в тензорном произведении a 
Тогда существует конечная цепочка пар в a S * s/£ и пере

бросок, приводящая нас от пары х, i"J к паре (Ау ,*"/ 

Если все вторые компоненты пар нашей цепочки отличны от 

то #xs =• и _ 

л к aa s = txfxij » 7 =• л f-yt) <* 1 - а> t 

В противном случае имеют место равенству 

ex х « š - a & О •= a-y ф . 
Тогда, конечно, ох » у = «.х • о" и *° 

в тензорном произведении aSe>s£ , Мы покажем, что эти ра
венства имеют место также и в тензорных произведениях 

а х f» ̂  и ol*j s , соответственно, а равейство 
и* <6 õ * ö выполняется в тензорном произведении 

(пх S U ду s ) т % Отметим, что все пары (ли,*) с начала нашей 
последовательности до последней пары с» второй компонентой,не 

равной 0 , обладают свойством axŝ  aus. Чтобы получить 
следующую пару мы должны иметь А « - л rrt svе I. Теперь 

для с - rsv el имеем «хг-»«'. По первой части свойства (3) 

существует элемент t* tr 11 так что ci, - с. Из *- xs -»< сле
дует nxsi,;* Следовательно, __ 
Л X в J - <*-* S » -Г = Si,** - А ><• ̂ = А- * ® ° 

в тензорном произведении <xxS » • Аналогично можно 

доказать, что # cf в тензорно! ' роизведении 
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S © S/j . По второй части условия (3) существует 

элементы *л.,v е S1, так что х**.= ̂ iz. Тогда _ 

<vx е Õ = «-Х. ®tiÕ = <*-* ö »«.yfeo "**5-* VO ;<7*° 
в тензорном произведении (A.*S U АУУ SJ & . 

Следующие две теоремы дают описания моноидов, все фак-

торполигоны Риса которых специально слабо плоские (плоские) 

Теорема 8. Все левые факторполигоны Риса моноида 5" яв

ляются специально слабо плоскими тогда и только тогда, ког

да моноид s регулярен. 

Доказательство. Необходимость. Пусть все левые фактор-

полигоны Риса моноида 5* являются специально слабо плоски

ми. Пусть a-eS - произвольный элемент. Тогда, по предпо

ложению, является специально слабо плоским. Из пред

ложения 6 мы получим, что для а. существует такой элемент 

ê-Se/iTO <*-=*£• Пусть /» ХА для хе 5\ Тогда а-«-х«. 

Следовательно, моноид s регулярен. 
Достаточность. Пусть s - регулярный моноид, j - левый 

идеал моноида 5* * л&1 • Из регулярности моноида S1 сле
дует существование элемента х &S такого, что <*. = А х« . 
Теперь f б Г«- с Z и <к-а( По предложению 6 

S/j является специально слабо пловким. 

Теорема 9. Следующие свойства моноида 5* эквивалентны: 

(1) все левые факторполигоны моноида S1 являются 

слабо плоскими, 

(2) все левые факторполигоны моноида S являются 

плоскими, 

(3) s - регулярный моноид и для любых е- s су

ществуют такие s,-t e-S t что xs = 

Доказательство. Эквивалентность условий (Пи (2) сле

дует из предложения 7. Докажем импликацию (2)«̂ (3). Если 

все левые факторполигоны Риса моноида s являются плоскими, 

то они являются специально слабо плоскими, и, по теореме 8, 

S является регулярным моноидом. Из условия (2) следует, 

что нулевой полигон является плоским, откуда по пред

ложению 7 следует, что для любых x,ye-S существуют такие 

элементы 5,1 е- £ ,  что х s = yt  
Докажем, наконец, импликацию (3)«=J>(2). Пусть s/j -

факторполигон Риса моноида S по левому идеалу J и 

пусть a Учитывая предложение 7 нам достаточно покачать, 

что для существует элемент  ̂I такой, что « f . 
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Так как S - регулярный моноид, то существует х е та

кой что АХ«.= «-. Теперь и =а. , Следо

вательно, факторполигон 5/j является плоским. 
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мо»овш>в KLissöiiitsioce 
HKHDE EBBS'I PAKTOBHB OMADUSTN JIRGI 

К. Kilp 

R e s ü m e e  

_ Monoid! S Reea'i faktoriks S/j. vasakBoolse ideaali 
J- Järgi nimetatakse vasakpoolse S"*Polngooai faktorpola-

goonl, mille üheks klassiks on J", teised klassid aga nhe-

elemendilised. Tõõe antakse selliste aonoidide kirjeldjia, 

mille kõik Bees'1 faktorid on spetsiaalselt nõrgalt lameda*. 

CHARACTBRIZATICB OF MONOIDS 

BY PROPHETIBS OF THBIR LBFT BBSS FACTORS 

M. Kilp 

S u m я a г у 

A left S -act M is weakly flat if the functor ® M 
preserves all Inclusions Г S S where J is a right ideal 

of S, A left S -act M is principally weekly flat if the 
functor 0 M preserves all inolueione a. S £ S where 

л e-S. A left 5' -act M is torsion tree if so.»s t̂ with 

and 5 a left cancellable element of 5', implies 

a - 6. 
It is shown that every principally weakly flat act is 

torsion free. 

Let X be a left ideal of a monoid S'. The factor act 
of 5 by a left congruence one class of which consists of 

all elements of I and the other classes consist of sing

le elements of S is callee a left Rees factor of S' by 

the left ideal I . 
Theorem 8. All left Rees factors of a monoid £ are 

principally Weakly flat if and -only if S* is regular. 

Theorem 9. All left Rees factors of a monoid S' are 

weakly flat It and only if S is regular and for all 

X,y*S there exist s.-ieS such that x t =• у-? , 
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АНАЛОГИ КВАЗИФР0БЕНИУС0ВЫХ КОЛЕЦ ДЛЯ МШОИДОВ II 

П.Нормак 

Таллинский пединститут 

Настоящая статья является непосредственным продолжением 

работы [4]. Покажем, именно, что нет "хорошего" моноида, ко

торый мог бы служить аналогом квазифробениусово кольца. 

Все рассмотрения в дальнейшем введутся в категорий ле

вых 5-полигонов, где 5 - фиксированный моноид. Для 

необходимых определении ссылаемся на работу [4]. 

Полигон С называется конечно связанным, если сущест

вует точная последовательность К =*F „С, где к 

конечно порожденный и F - конечно порожденный свободный 

полигоны. Обозначим через Е одноэлементную группу. Поли

гоном характеров А левого 5-полигона А называется 

правый S-полигон НотЕ (А , £), где 2 - двухэлементный 
Е -полигон. Полигон А называется сильно плоским, если 

функтор•& А сохраняет уравнители и коуниверсальные квад

раты. Моноид 5 называется совершенным слева, если любой 

сильно плоский левый S-полигон проектавен. Моноид S 

называется нётеровым (аргоновым) слева, если любая возрас

тающая (убывающая) цепочка левых конгруэнций на моноиде 5 

стабилизируется. Назовем полигон А простым, если он под-

прямо неразложим и его подполигонами являются только сам А 

и, может быть, еще одноэлементный полигон 0. Левый S-
полигон А называется образующим (кообразующим), если 

для лйбых различных гомоморфизмов <*,;}> ; X У су

ществует гомоморфизм if-; А >Х (f I У > А ), такой 
что t>- £ 5* (bjc- (  ̂jf- С> ). Полигон А называется 

вполне проективным (вполне инъективным), если А - проек

тивный образующий (иньективный кообразующий) в категории 

левых 5-полигонов. 
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Лемма I (Г9J, теорема 5.3). Следующие свойства S-по

лигона А эквивалентны: 

1) Полигон А сильно плоский. 

2) Любой гомоморфизм 6—+А , где Ь - конечно связан, 

можно пропускать через конечно порожденный свободный 

S -полигон. 
3) Если 40. •= "tl", ( где е S, л,4-€А( то су

ществуют элементы õ',Ь е 5 и с € А такие, что <и' = -it, 
а е а'с и 4- =-tc; кроме того, если а, *4", то У и 

t' можно выбрать так, что Vst . 

Лемма 2. Следующие свойства моноида 5 эквивалентны: 

1) Любой циклический конечно связанный 5-полигон 

вложим в проективный 5-полигон. 

2) Любой циклический конечно связанный S-полигон 

вложим в сильно плоский 5-полигон. 

3) S - либо единичная группа, либо единичная группа 

с нулем. 

Доказательство. Импликация I) =>-2) следует из того, 

что любой проективный полигон является сильно плоским ([3], 

лемма 3). 

2)-=̂ 3). Если 5 - единичная группа, то все доказано. 

Пусть теперь 4,"fc £ S, <4 #•£., и  ̂ - левая конгруэнция 

на S, порожденная парой (<V(-Ь). По теореме 2 работа [5] 

полигон является конечно связанным и, следовательно, 

вложим в некоторый сильно плоский S-полигон А. Посколь

ку в полигоне 5Д мы имеем д? = tT, где 5 

обозначает класс эквивалентности  ̂ в 5, содержащий 

элемент 4 е S, то по лешсе I существуют элементы «.€ 5, 
ае А, такие, что /Ш-iu, и 7 = шх,. Если 1 ̂  S-iüSt, 
то класс 7 не содержит элементов, отличных от единицы А 

моноида S ([?], §10, теорема 3). Тогда шх,?Л и -4 = 

- ouucx. »tuxx-t. Полученное противоречие показывает, что 
S = So uSt для всех пар (4,-Ь) е S х S, где Л 

Если теперь S 4 = S для всех элементов & , то S -

группа, что противоречит существованию элемента <ле S 

такого, что 4U. »-tu,. Итак, Sx с S для некоторого един

ственного элемента хе S. Если jvx -üf х для некоторо

го элемента fveS, то, учитывая равенство S ® Sx USa, 

получим S = Sa - Sp-xc SxC S. Следовательно, Soe = а.. 

Пусть 4-е 5 \ {*}. Так как S = S4-, то существует элемент 
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се 5 такой, что Если С € S \ {х)( то Sx = Set's 
= S4> - S, что противоречит условию Sx с Ь. Следователь

но, х . - внешни* нуль моноида S и & « S\ {*} - груп
па. Но тогда из равенств = u.a.-7 мы получим, что 

«.я их«?, т.е.  ̂ является единичной левой конг

руэнцией на моноиде 5 для любых двух различных элементов 

4,4 б 5- Следовательно, 6 - единичная группа и S -

единичная группа с нулем. 

Теперь мы в состоянии привести аналог условия 10, приве

денного в работе [4J. 

Предложение I. Любой циклический левый и любой цикличе

ский правый S-полигоны содержатся в некотором проектив

ном S-полигоне тогда и только тогда, когда либо S ̂ еди

ничная группа, либо S - единичная группа с нулем. 

Доказательство следует прямо из леммы 2, поскольку опи

санные там моноиды - кощутативные. 

Предложение 2. Лрвый S-полигон А является кообразу-

пцим в категории S-полигонов тогда и только тогда, когда 

А содержит иньективную оболочку любого простого 5-поли-

гона. 

Доказательство. Необходимость. Цусть В - простой левый 

S -полигон. Тая как ß не имеет собственных подполиго

нов, то либо В»{61Уили 6:(в„ j ©Д где 6, , öj_ - одно
элементные полигоны, либо существует элемент 4-б Е> такой, 

что В = S4-. Пусть В = ,6^ и пусть *,А : Б—*E(Ö) -
гомоморфизмы, такие, что <t(öt )= 9; , А (6;, )=й', ̂ ' Поскольку 
f[b} то существует гомоморфизм у- .Б (6)—г А такой, что 

(Я. IfP" Если Кег f Кег t\(f лй> поскольку 
Е (В) - существенное расширение полигона 8 • Следова
тельно, ^*(Qt) = g- (<=У, что противоречит условию у-А f • 
Таким образом, Кег f =ДВ̂ . Пусть теперь существует 

• элемент k е В такой, что = Ь, Поскольку полигон 6 

подпрямо неразложим, то существуют элементы V, ,4̂ 60 такие, 

что 4-, (%_ для любой собственной конгруэнции <у на В. 

Пусть элементы 4,4.6.5 такие, что 4̂ „--Ц и -14-0 = 4-t. Пусть 

гомоморфизмы —»£(6) и —> д такие, 

что А-(̂ ) = 44-, (1 (4-) =44-, 4-Е В И g"d. Y(B. ДЛЯ любо

го элемента 4-е Ь существует элемент u.feS такой, что 

u.4j, = 4-, Имеем fl-'* (k) - ̂.у-(о4г,) = 

= [La ) и ff (V) = ff, Н„) = v-f 'Л). Если теперь 
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Кег ДЕ(0), то Kerjf-|ß ф Д6 и, следовательно  ̂)екю̂  

Тогда (V,)» up- ЦО*||>С̂ ч*о противоречит условию 

pt ?t Следовательно, Кег|и = д, то есть у - моно

морфизм. 

Достаточность. Пусть нам заданы гомоморфизмы <х,/Э :Х—*У 

такие, что <л.?р>. Тогда существует элемент х£ X такой, 

что (ос). Рассмотрим на У максимальную конгруэн

цию у такую, что о(. (х)̂  р (ос) и пусть X ; У—" ест~ 
ественный эпиморфизм. Покажем теперь, что существует просто* 

подполигон Рс У/̂  такой, что 9C<n.(x), TC(H*J6 Р. Действи

тельно, если У/j не прост, то существует ненулевой подпо

лигон У/f. Если теперь зсл (xj, vt(bfx)e y/f>Z или 

x<x(x)eZ, тср(*)е У/р<£ или •ю*(х)еУ/уxz, х/ь(х)е2, то, 

рассмотрев полигон (̂ /f)/ft,где тогда и только тогда, 

когда либо либо и_естественны* эпиморфизм 

"ic; у—* (y/j)/̂ , мы получим üitaC*} ̂ *x̂ S(xJ. 
Это противоречит выбору у как максимальной конгруенци*, 

разделяющей <х(%; и ßl*). Следовательно,<для любого не
нулевого подполигона £ с У/j мы имеем *«.(*), тер 3.. 

Пересечение Л Л; = Р всех ненулевых подполигонов полигона 

y/<j является, очевидно, простым полигоном, содержащий 

элементы at* (а) и xß(*)- По предположению имеем вложе

ние и : Е (Р)-»А.Рассмотрим теперь диаграмму 

f /Z 
/ 

/ 
/ 

<—i-

Е(Р) 

А 

где I/ и  ̂ - естественные вложения. Поскольку полигон 

С(Р) - иньективен, то существует гомоморфизм у :У/̂  —#.£(0 
такой, что *f !=(.'. Так как зг«(х>, Kfi(x)e PS УД> и 

JLoc (х) ̂ arp (х)х то имеем «р1Сл(эс).̂  ̂ 7Ср(*)и, следова

тельно, поскольку и - вложение, получаем nf 1La(*.) ̂  

£ uup7L̂ >. (х), Следовательно, полигон А - кообразующи* в 

категории S-полигонов. 

Лемма 3. Все циклические вполне проективные S-полигоны 

вполне иньективны тогда и только тогда, когда моноид 5 
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самоинъектнвен и любой простой S-полигон изоморфен некото
рому левому идеалу моноида S. 

Доказательство. Необходимость следует из предложения 2 и 
жз того, что моноид 5 как левый S-полигон является 
вполне проективным. 

Достаточность. Пусть А- циклический вполне проектив
ный S-полигон. Тогда по предложению 4.1 работы [8J сущест
вует эпиморфизм if : А —*- S „ Полигон А как проективный 
полигон является ретрантом 5 и, следовательно, иньекти
вен. Пусть теперь X - некоторый простой S-полигон, 
Можно взять X £ S. Рассмотрим коммутативную диаграмму 

где и и j- - естественные вложения. Поскольку £ (X) -
существенное расширение полигона X и 5 иньективен, 
то существует вложение у. Следовательно, £(X) - будучи 
ретрактом в 5 оказывается проективным. Тогда существует 
гомоморфизм 1  такой, что диаграмма 

А 

коммутативна. Поскольку у - вложение, то и "X - вложение. 
Таким образом, E{X)S А. По предложению 2 полигон 4 яв
ляется вполне иньективным. 

Теорема I. Следующие свойства моноида 5 эквивалентны: 
1) Все свободные 5™ПОЛИ1,0ны вполне инъективны. 
2) Все вполне проективные S-полигоны вполне инъектив

ны. 
3) S - самоиньективен с нулем и любой простой S-по

лигон изоморфен некоторому левому идеалу моноида S, 
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Доказательство. Импликация 2) =>I) очевидна, поскольку 

по предложению 4.1 работы [8J любо* свободны* 5-полигон -

вполне проективен. Импликация 15=̂ 3) следует *8 леи« 3 ж 

теоремы I работы [4]. 

3)=Ф2). По теореме I работы [4J любой вполне проектив

ный S-полигон иньективен. По следствию 4.5 работы [8] каж

дый образующий содержит циклический образующий. Теперь усло

вие 2) следует из леммы 3. 

Имеет место следующая очевидная 

Лемма 4. Ретракт сильно плоского полигона - сильно плос

кий. 

Пусть теперь 5= |о, 4-\ - единичная группа с нулем и 
пусть М - конечное множество, содержащее не менее двух 
элементов. Определим на множестве М = М U {*} структуру 

S-полигона: 

/ ос .если 4 e/j 

^*"1 * ,если 4 ~о. 

Пусть 1*4, f иг̂  е N. Тогда имеем Отч«=* • Огл̂ _. Если по

лигон R вложим в сильно плоский S-полигон А, то по 
лемме I существуют элементы 4Л , 4̂ 6 S и а.€ А такие, 

что ггц = <ŝ q, и -rvL=42a, Ясно, что Следователь

но, = 4̂ =-!, откуда яьц — что невозможно в силу выбора 

элементов и т,г, Таким образом, учитывая лещу 2, мы 

получили следующую 

Лемма 5. Если все конечно связанные / S-полигоны вло

жи мы в сильно плоские полигоны, то S - единичная группа. 

Лемма б ([8], предложение 3.3). Копроизведенме L̂Ai 

S-полигонов Al , Lei, проекта вно тогда * только тогда, 

когда каждый полигон , Lei, проективен. 

Теорема 2. Следующие свойства моноида S эквивалентны: 

1) Все иньективные $-полигоны проективны. 

2) Все вполне иньективные $-полигоны вполне проектив

ны. 

3) Все вполне иньективные S-полигоны проективны. 

4) Все иньективные S-полигоны сильно плоские. 

5) Иньективная оболочка любого конечно связанного S-

полигона сильно плоская. 

6) Любой S-ПОЛИГОН вложим в свободны! S-ПОЛИГОН. 

7) Любой конечно связанный S-полигон вложим в свобод

ный S-n0JD,r°H. 
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8) Полигон характеров А* любого свободного правого 

S-полигона А является сильно плоским. 

9) Любой S-полигон вложим в сильно плоский S-поли
гон. 

' 10) 5 - единичная группа. 

.Доказательство. Ясно, что из условия 10) следуют все 

условия I) - 9). Эквивалентность условии I) и 10) доказана 

в работе [2J (следствие к теореме 4). Импликации 2)=»3) 

и б)=Ф9)̂ 4) очевидны. Импликация 9)=̂  10) следует из 

леммы 5. 

3)=*1). Пусть (2г) - множество всех попарно неизоморф

ных простых S-полигонов и пусть A = ̂l2.l. Пусть К -

множество индексов, для которого IKI> ISI. Рассмотрим 

полигон С =ECjLAK)) ке К, А. По предложению 2 

полигон С является вполне нньективным и, следовательно, 

проективным. По лемме 4 работы [8 J имеем С — iL 
для некоторого множества -̂ Поскольку иньектАный поли

гон С всегда содержит нулевой подполигон, то моноид S 
содержит правый нуль 0 . Поскольку, очевидно, I 'I | > 4} 
то по предложению 3 и лемме 2 работы [4J моноид 5 содержит 

нуль О. Если теперь 6 - произвольный инъективный S -
полигон, то &JLC* вполне иньективен по предложениям 3 ра

боты [4] и 2 и, следовательно, проективен. Тогда по условию 

и по лемме 6 полигон ß проективен. 

5) =̂ 7). Пусть А - некоторый конечно связанный S-

полигон. Тогда по лемме I существует свободный S-полигон 

F и гомоморфизмы <*: А —*• F и (Ь : F —*-Е (А) такие, 

что диаграмма 

EfAJ 

коммутативна. Поскольку и - вложение, то и <*. - вложение. 

4)—>8). Импликация следует из того, что полигон харак
теров любого свободного полигона иньективен (CIJ, теорема 8). 

8)̂ 4). Пусть 1 - инъективный $-полигон и F—* J -
эпиморфизм, где F - свободный правый S-полигон. Тогда 
J**—> F* мономорфизм. Поскольку I С I , то I - рет-
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ракт полигона F* и, следовательно, сильно плоский по лем

ме 4. 
7)=̂ 4). Пусть I - инъективный S-полигон и : К-» 

—> I - гомоморфизм, где К - конечно связанный S-полигон. 

Пусть и: К—> Г - вложение, где F - свободный $-

полигон. Тогда существует гомоморфизм эе. .* F—*• I такой, 

что IF = X.L. По лемме I полигон 1 - сильно плоский. 

Примечание. Заметим, что в категории R-модулей усло

вия, соответствующие условиям I) и 2) теоремы I, условиям 

I)-3) и 6) теоремы 2, а также условию предложения I, экви̂  

валентны квазифробёниусовости кольца R . Все перечислен

ные условия имеют гомологический характер. Кроме того, из

вестны также условия, описывагаре строение квазнфробениусо-

вых колец. Их аналогами в случае моноидов служат: 

1. Самоинъективные слева и нётеровы слева моноиды. 

2. Самоинъективные слева и артиновы слева моноиды. 

3. Самоинъективные справа и нётеровы справа моноиды, 

4. Самоинъективные справа и артиновы справа моноиды. 

Пример I работы [4] дает самоинъективные нётеров слева 

и артинов слева моноид, который не является самоиньективю* 

справа, поскольку не содержит левых нулей. Следовательно, 

класс самоинъективных слева и нётеровых (артиновых) слева 

моноидов не совпадает классом самоинъективных справа и нёте

ровых (артиновых) справа моноидов. Следующие примеры покажут, 

что последние четыре класса моноидов, а также классы монои

дов, описанные в теоремах I и 2, в теореме I работы С4] и в 

предложении I, попарно различны. 

Пример I. Пусть S * @ U 6., где С (р,°°) - полицик

лическая группа и 9 - внешне присоединенный нуль. Посколь
ку G. - коммутативная группа, то конгруэнций на ней нахо

дятся во взаимно однозначном соответствии с её подгруппами. 

Ясно, что моноид S не нётеров. Так как любая собственная 

подгруппа Gl конечна, то моноид 5 артинов. Самоинъек-

тивность моноида следует из леммы 2.6 работы [6J. Ясно так

же, что моноид 5 не принадлежит классу моноидов, описан

ные в теореме I. Действительно, единственными идеалами мо

ноида 5 являются 5 и 6 в то время как, например, 

двуэлементный S-полигон М = {*.,<*},где 4JC»JC, S. * 
Г х , если 4 = 6, 

Ä \ а, если 4 е 6., 
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является простым. 

ДШМВР 2. Пусть 5 » 6 U Z, где Ж - аддитивная группа 

целых чисел & - внешне присоединенный нуль. По [6, лемма 

2.6] моноид 5 является самоннъективным. Ясно, что мо

ноид 5 нётеров, но не артинов. 
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R e s ü m e e  

Artikkel on jätkuks artiklile [4]. Näidatakse, et ei 
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ANALOGIES OF Qf-RHOS FOB МОЖОПЗЗ. II 

P. Nora&k 

S u m m e r y  

Ihle paper continues the Investigations begun In [4]. 

For a monoid S we consider left S-eete satisfying cer

tain properties. All of these properties in the case of 

rings are equivalent to the ring to be a Q F-ring. It is 

proved that these properties define different classes of 

monoids and therefore it is impossible to define 6 F -mo
noids in natural way. Cogenerators in the category of S-
eet8 are also described. 
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ГЛАВНЫЕ ЛЕВЫЕ ИДЕАЛЫ И £-ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
ГРИНА В ПОЛИКАТЕГОРИЯХ 

Э. Ради ! 

Таллинский Педагогический институт 

Главные идеалы и эквивалентности Грина в полугруппах 

хорошо изучены Г2, гл. 23. Я.А.Хенно С47 рассматривал ана

логичные понятия для систем Менгера. В настоящей работе мы 

исследуем главные левые идеалы и £-эквивалентность Грина 
для поликатегорий Г31.- Отметим, что в работе СЗ] автором 

описаны все односторонние идеалы симметрических поликатего

рий над слабо полными полиграфам. 

Напомним понятия полиграфа и поликатегории. При I * Ф 

элементы из jh,+'* обозначаются через Lm;j) и 

называются m -мерными гранями над X . Введем обозначение 

I для совокупности всех граней над I . Пусть П 

есть сигнатура, состоящая из символов бинарных операций. 

Операция х определяется в I формулой 

X  ( j i t . .  •  ,  J n  \ к ) ~  

Пара (г,3), где Ф4 JCI и J замкнуто относительно опе

раций из П , называется полиграфом над I. а множество 

р-называется спектром этого полиграфа. 

Определение I. Набор* . . 
A = fr,3, А.?,П) 

называется поликатегорией над (1,3), если 

I) всякой грани из j однозначно сопоставлено 

непустое множество AJtm причем эти множества попарно не 

пересекаются. 

*Будем пользоваться кратким обозначением последователь

ностей t,"- Ч W"1*> I если , и если f>m. 
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2) операция х сопоставляет любым ае А̂ « и be Aj* при 

«6» определенный элемент ox b из так, что вы

полняются равенства̂  

ах(Ьхс) = Ь"е"(ахс) щж {tu-<.v&nf (I) 

(dx Ыхс = c/lftbxc) при </&и, v*r (2) 
д!Г|Г дб I дЛ» 

для всех ае At?, b е Aj« , се Atr , of е Ri? . 

Введем обозначение 

В = и &7 
h™ij)̂ 3 I  . j  

для объединения системы подмножеств Dt,y 4= Mt« поликатего

рии А. j 
Определение 2.Если ае At«, то грань &";]) называет

ся носители«, а число m - ашостью элемента Q и обоз

начается через lal . Обозначим через V отображение, со

поставляющее каждому элементу его носитель. Таким образом 

В V означает носитель подмножества ß с Д . Из этих 
обозначений вытекают формулы 

(ах b)v =-(av)x (by), loir b| = |<xl® 1Ы. (3) 

Определение 3. Поликатегория В над (Х', У) называет

ся левым идеалом поликатегории 4 над (I, J), если I'CI, 

J' Q J у В С А и для любых a е Л , be В, <м-Л£$>), 
« ef4,..., л} выполняется ax b e В . 

Нетрудно проверить, что если пересечение левых идеалов 

поликатегории А как подмножеств из А непусто, то оно 

является левым идеалом поликатегории А . Поэтому мы можем 
главные левые идеалы определить обычньм образом. 

Определение 4. Главным левьм идеалом 1(a) , порожден
ным элементом a . называется пересечение всех левых идеа
лов поликатегории, содержащих элемент a . Два элемента a 
и fa из ! называются -̂эквивалентными. если порожден

ные ими главные левые идеалы совпадают. Определенные этим 

отношением классы эквивалентности называются -̂классами, 

причем «£-класс, содержащий элемент а , обозначается че

рез L- . 

о 
Мы вводим обозначение m®v = m + v-<f для всех 

целых чисел ш ъ. О , v > 0 . 
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Полиграфы можно считать тривиальными поликатегориями (с 

одноэлементны« основными множествами). Тем самым, опреде

лены и их левые идеалы. Однако нам удобнее изложить опреде

ление и для этого частного случая. 

Определение 5. Полиграф называется левым идеалом 

полиграфа (Г, 3) , если I'Ql,3'QJ и для всех U?;-j u )6 
еЗ, 05;k)6 D', «*и и грань (j?'\ С, у "-м \k) = 

= (t7ija)x (j?; к) принадлежит J'. 

Главный левый идеал, порожденнный гранью (}?;  обозна
чим через (I, Llj?;lr)). 

Лемма I. Носитель (главного левого идеала поликатегории 

является (главны«) левым идеалом носителя этой поликатего

рии. 

Доказательство. Пусть В над tl',3') является левым иде
алом поликатегории А" над (1,3). Носителем для В являет
ся Ву = У. Для произвольных (l7iJu) € 3, jj"\к) е У 
Uid существуют такие элементы a е К, be В, что 

йУ» bv» (jj?,' *). Так как, £$ есть левый идеал, 

то ах be В. Теперь, в силу формул (3), имеем FAW х (Ьу)= 
* (л ж Ь)У € By = У Значит, (Г', J') является левым идеалом 
полиграфа (Г,Э). 

Докажем аналогичное утверждение для главных левых идеа

лов, точнее, докажем равенство 

Оа) V = Lfftv). (4) 

Образуем набор С над (Г, L(&v)), состоящий из полных мно

жеств с индексами, принадлежащим» главному левому идеалу (г, 

|_(&У) ) полиграфа (Г,3). Набор С является левым идеалом по

ликатегории А , содержащим элемент a . Поэтому Ila)С С 
и тем самым üte.) V С Cv L(ftv). 

С другой стороны, в силу непустоты всех основных мно

жеств поликатегории, в 0.(&.) все множества с индексами из 

L(üv) тоже непусты. Значит, L(&у) С 2.(4) у. Этим равенст
во (4) доказано. 

Следствие 2. Носитель £-класса поликатегории содер
жится в соответствующем j?-классе основного полиграфа, 

т.е. имеет место включение 

UV С L a v  . ©) 
Доказательство.^Пусть b е L„ . Тогда lit) = Ka), кро

ме того, ШУ = ila) У. Значит, 

ЬУ€ Üb»)« ИЛЬ) V = LL«)v-L(«Y). 
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Аналогично, av е L tbv),  . . (ay) Jf (bv). Следовательно, 

bv e L f t V  и L f tv с L 0 |,. 
Следствие 3. Множество элементов поликатегория, индексы 

которых принадлежат данному õf-классу основного полиграфа, 
распадается неполные об-классы поликатегории, т.е. 

С * { с е %  l c v * L ( j n k ) i  -  i i  L c  , (6) 

Доказательство.Пусть Cef. Покажем, что тогда LcC С. 

Действительно, джя be Lc имеем 

BV £ T-CV T-EY *) L- UF;T) • ^ 

Значит, fee С и этим показано, что Lc  Q С . 
Этим установлена важность изучения главных левых идеалов 

полиграфов. Однако мы проведем такое исследование только джя 

слабо полных СЗ] полиграфов. Полиграф (1,3) называется сла

бо полным, если он содержит всесозможные одномерные грани 

над I (т.е., если =» 1А ). Как известно [3], слабо 

полный полиграф полностью определяется своим ЪпекФром Р и 

состоит из всех граней над I , размерности которых принад

лежат Р . При этом Р является в-полугруппой в ti* (в 
© -полугруппе положительных целых чисел), или совпадает с 

одним из множеств и N . 
Пусть в дальнейшем Р есть Ф-подполугруппа в IN* и 

тем самым 04 Р. Для любых re Р и kel введем обозна

чение 

L[I,P, K,R]*F 'T)LN*F*R» Р*Р, (7) 

Предложение 4. Полиграфы (I, L[I,P,Ar,f\l), где reP, kel, 

и только они являются главным* левыми идеалами слабо полного 

полиграфа U; Р] над I со спектром Р. 

Доказательство. Действительно, джя любых граней (с*; J«), 
и чисел теР, n*s0r, seP про

изведение (j"-"1, <-7) к) принадлежит L[I,P,k,rj посколь

ку men = (m©s)er и m® 's e P . Все идеалы fl, L[I,P,lr,r3) 
являются главными поскольку они порождаются любой гранью 
размерности г с концом к. Действительно, для любого числа 
п = 5®г грань U7;fc) из L CI,Р, k,г] представила в виде про

изведения 

и тем самым принадлежи* главному левому идеалу, порожденному 
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гранью (jj?; к) . Значит, fl, LCl,P, fc,rj) = (I. Hj"',k)).  
Следствие 5. При О 4P £-классы полиграфа fi;P3 

состоят из всех граней с одинаковой размерностью и равными 

концами. 

Доказательство. Действительно, для любых (с*;к), (/. 

в силу предложения 4, имеем L(tJjO = LCl.PAti = L 

Наоборот, если L(t";k) * L(tf.L), то k = L, h = s»r, г*роп, 
причем s? p 94. Следовательно, г = п. 

Определение б. Элемент etе А\ называется < - единицей 

поликатегории 4 , если 

ах e t  = а, еь  х Ь = Ь (8) 

для всех а, b б А, a y = ( i ? ; i ) ,  b y  =  (j" 
Пусть A't не содержит единицы поликатегории А . Поло

жим тогда А"! = A^Ufe^, где элемент et не содержится 

t множестве Д. Во всех остальных случаях положим А^<,~ = 

А* . Введем также обозначение J tel). Тогда 

A А^»,П) является поликатегорией, если операции из 

П доопределить по формулам (8). Мы будем говорить, что 

А получена из А присоединением единиц. 

Отметим, что совокупность левых идеалов поликатегории А 

и совокупность таких левых идеалов поликатегории А, кото

рые не содержат присоединенных единиц, совпадают. 

В дальнейшем предположим, что поликатегория А- содер
жит полный комплект единиц. _ 

Предложение 6. Пусть Of - (jj? ;к). Элемент Ь из Д 

принадлежит 1(e) тогда и только тогда, когда существуют 

такие грани ft*,,.«.,*»«,,; j„) и такие эле

менты с c„eÄ (c*vt*„4}Jt> ), что 

b = с-,х ... cn5 а. (97' 

Доказательство• В силу определения, произвольному лево
му идеалу В поликатегории А , содержащему элемент а, 

принадлежат и все произведения вида (91. Остается показать, 

что набор множеств, состоящих из элементов вида (9), сам 

является левш идеалом поликатегории А . Сперва заметим, 

что элемент а представим в виде (9). Действительно, а ~ 

я eJi х .. „ eJn х а, где элементы eJt являются единицами по

ликатегории А. 
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Пусть Ь =. с^х... С пх а , de А, причем произведение 

dx Ь определено. Преобразуем произведение di Ь к виду 

(9). Поскольку tax...с„хаI» 1с<1+ ...+1ся1» то существует та
кое s , что 

1с4| + ...+ |с,.,| < V ž М + ..,+ ICSI  .  

Далее ведем рассуждения индуктивно по числу s . Если 

5 = 4, то ввиду формулы (2), имеем , 
d% [с„5(с181..с„х<1Л » (<4хС<)х (ciх ...е„х ob 

Пусть для s«< уже показано, что произведениеdxb при-

ведимо к виду (9) и пусть s» £+4. Пользовав формулой (I), 
получим 

, к , л г а «.vi 
d х Гс< к ... ch X о)] * [dx. (сях...сп*&и. 

Поскольку 1сгк.. + 1с<|< V-+..Л1Сщ I,то, ввиду пред

положения индукции, выражение в квадратных скобках приводи

мо к виду с** ... ctx (dx'c^Vx1... с„х #. Значит, имеем 

d х (с,*.„с в *а) = ...с,хtdi'cH4)*...с„хе. 

Предложение 7. Элементы а и b поликатегории А над 

CljP] являются £-эквивалентными тогда и только тогда, 
когда av>*(jf;k), bv= (t?;Ar) и существуют такие элементы 

с $, cf 5  е А, c,v * (<$;Js)> х  0i> I п), что 

b = c^x ... cnx в, a-ef,x... dhx а. (Ю) 

Доказательство. Пусть «V = (j";*) и a J6b. Тогда, в си

лу следствий 2 и 5, носитель элемента fr имеет вид (<-3;А). 

Поскольку Ь€ 1 (») и ae Lib), то из предложения 

6 следует существование таких элементов c1,...,cn,<y<,...,<i#€Ä, 
что выполняются равенства (10). Кроме того, при помощи фор

мул (3), мы получаем отсвда, что c$v =» 
Предложение 8. Отношение является правой конгруэн

цией подикатегории А над полиграфам СХ;РЗ т.е. если 
О if b и ах/ определено, то определено и bxf, причем 

(ax-f) £ (bi-f). 
Доказательство. Пусть а£ b и av = (jj ; *). Тогда, в си

лу предыдущего предложения, bv± (tl?; к), существуют такие 

элементы е 4 )с( 5еД, что и tf 4v= (j s;t s) (s,h), 

причем выполняются равенства (10). Пусть -f б Ä , И 

и k v~ к. Тогда произведение a 5 f определено, а также оп

ределено и произведение bxf. Покажем, что (a&f)<£(bxf) 
Действительно, применив п раз равенство (2), получим 
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bx f*  ( с ч х  . . . C „ x a ) i f  -  C i  x  C(cJ... c n  X e ) x  i f ]  =  
(V 

. „ V y+4 •••"/-V,. 
C' X C«* • * • c" x  t ° XT' 

Аналогично имеем 

а х /  =  r f „ x  . . .  r f n " x " ( < b x / ) .  
Если ввести обозначения c ŝ=c, и d'^s=d, при s*4,...,n, 
а с^-ets и при е-v>n,...,n»r, то имеем равен-

ства ьцшc:i...c^T(a${), aif*d:L.d:«?(Mv. 

В силу предложения 7, это означает, что (ах/^ <£ ( b x f ) .  
Предложение доказана. 

Применим подученные результаты для симметрических поли

категорий 5Сг.р-}1з1 над фиксированной системой множеств М-

- и над слабо полным полиграфом CljPl. Напомним, что 

SfttPj есть поликатегория над Cl; РЗ с основными множествами 

= ff: Mi? ' М, х... х , в которых операция х опре

деляется формулой 

*-« ('f*9^ = *•»•• *m®n 9 (II) 

А" 5£ЕХ T6 *Hĵ *М ' Л " . * М < * К • К M J A '  
reStj, 9 6 5j) , 

Следствие 9. Две функции f и j симметрической по

ликатегории S„.rt являются £-эквивалентными тогда и 
только тогда, когда feS t« и де S^«, причем существуют 
такие одноместные функции с $е 5'Д и с^е 5£ (s-Y,что 

•f-c4j...chx9, д«^х...</п3 4-

Доказательство. Утверждение есть частный случай предло

жения 7. 

Определение 7. Если существуют такие обратимые функции 

с, е S£ ($«•(,...,")> что ^ » с<х ... е**9, то мы говорим 

что функции je 5*; и g б S являются JE-изотбпными 

Cl, стр. 103. 

Предложение 10. <£-изотопные фунгащи является -Sf-экви-
< валентными. 

Доказательство. Пусть функции f,д, с, (s«*,..., л) удов

летворяют требованиям определения 7 и пусть суть 

обратные функции для с4,...,с„, соответственно. Тогда 
с ,4 . . .  c „ i j  *  f ,  x . , . ? n 8  (с ,х . . .  с„5  g )  = 
e(f4xt,)x ... (chx с„)5 g = Cj,*... eJn5 9 • g . 
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Теперь утверждение вытекает из предыдущего следствия. 

Если для функции f  € S tn существуют такие элементы ас,е 

еНс,,-, H,n,x't*Hh,4T0 кМ* *ГЧх,"Л, *«> говорят, 

что s-тый аргумент является существенным для функции j . В 

противном случае говорят, что з-тый аргумент Дмктивен для 

функции * * 

Предложение II. Если функции je  бщ и geSj j  £-
эквивалентны в Sri;P3, то у них одни и те же существенные и 

фиктивные аргументы. 

Доказательство. Пусть j = с,* ...с„* g, где 

с„ в ST, и для функции 9 s -тый аргумент фиктивен. Тогда 

для любых х.,е Htj,..., хп€ Mln, x's€ М() имеем 

хЭД=» х?(с,х...с„хз) = . ••• fXnC«)9-(*A)... 

» ». (Х»*С»,)Х 9 X» X**4 x... С #| к 9)a X$ X**4 •/. 

Значит, для функции f также s-тыЯ аргумент является фик

тивным. Теперь утверждение вытекает из следствия 9. 

Для примера будем рассматривать позиционную алгебру Г1 , 

стр. 127] логики S(£z) т.е. поликатегорию всех ненульмест-
ных функций, определенных и принимающих значения в множестве 

Ег = {ОИ>. 

Следствие 12. В 5(£21 две функции £-эквивалентны 
тогда и только тогда, когда одна получится из другой отри

цанием некоторых аргументов. п 

у Доказательство. Пусть Тогда f = с, к ...chх g * 

Q « di х... d„ х f для подходящих одноместных функций. Ес

ли в обоих функциях s-тые аргументы фиктивны, то можно -

считатй Cs-cfs* е, ' где 6 - тождественная функция. Если 

s -тые аргументы существенны, то или cs*ds='e или с,= 

=d5= <?, где е - функция отрицания. В силу предыдущего 

следствия, все аргументы £-эквивалентных функций одно
временно или существены, или фиктивны для обоих функций. 

С другой стороны, если функция { получается из функ

ции g отрицанием некоторых аргументов, то можно на ос

тальные места вложить тождественную функцию. Значит, -f  =  
= ... сп% д, где все функции с4,...,с„ обратимы. 

В силу предложения 10, имеем, что j £ q. 
Поскольку в S(£2) нет других одноместных функций кроме 

константных и обратимых, то утверждение доказано. 
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Следствие 13. Всякий <?-класс п-местных функций из 

S(Ед) содержит 2" функций, где >п< $, причем s есть 

число существенных аргументов функций данного класса. 

Доказательство. Утверждение следует из предыдущего, 

ввиду того, что отрицание фиктивного аргумента сохраняет 

функцию. Кроме того может оказаться, что одновременное от

рицание нескольких существенных аргументов сохраняет функ

цию. 

Пример I. Введем для двуместных функций логики обозна

чения следующим образом: В двух первых столбцах таблицы 

укажем значения аргументов, а в остальных столбцах значе

ния самих функций. 

Таблицв I. 

Нумерация двуместных функций логики 

*1 *2 0 А 2 3 4 5- 6 > 3 10 11 12 13 14 4? 

I I 0 0 0 0 0 0 0 0 I I I I I I I I 

I 0 0 0 0 0 I I I I 0 0 0 0 I I I I 

0 I 0 0 I I 0 0 I I 0 0 I I 0 0 I I 

0 0 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 1 0 I 0 I 

Составим таблицу, которая показывает какие функции по

лучаются из данной функции отрицанием первого, второго и 

обоих аргументов: 

Таблица 2. 

Отрицание аргументов 

0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 15 
_ -f 
ex 0 4 8 12 I 5 9 14 2 6 10 14 3 7 II 15 

6х 0 2 I 3 8 10 9 II 4 6 5 7 12 14 13 15 
ežex 0 8 4 12 2 10 6 13 I 9 5 13 3 II 7 15 

Обозначив £-классы наименьшим номером функции, вхо
дящей в его, получим следующие £ -классы. 

Le ={о}, lf-{l;2;4;el, L,-{S;I0>, i,- {з;12}, 

U-{6;9}, ^.{7,11,13,14). fl5}. 

Изложим описание -классов еще и через ретрактов 

6, стр. 9]. Приведем определение специального вида ретракта 
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Определение 8. Назовем (u>m)-ретрактом функции /б 
sS*S~4i?jZ*' всякую функцию j'(a?) € , опреде

ленную формулой 

= хГ»7х:,^ as) 

для всех (х"'", *"*„) <г Mj4x..*MJl(_x MJeMх... х Mj„ . 

Множество всех (м,т)-ретрактов функции ^ обозначим через 

Тй,*( + ) • к к 

Лемма 14. Для функций Sjfi*и Q€ bjn сущест

вует в Sj-j-.pj такая функция h, что -f=hxg, тогда и толь

ко тогда, когда X,m ff) С Tu,i 19) • 
Доказательство. Утверждение является частным случаем 

лешш 4.1 из статьи 3, для поликатегорий над слабо полным 

полиграфом. 

Предложение 15. Две функции | и } кз StJ,p̂  являются 

<£ -эквивалентными тогда и только тогда, когда существуют 
такие функции f4 и gt (s=2,...,"X что 

lõ,<(-f) С ТиИ ('/г)) 1Г.1 ("fz)СHt,-ff/э))•• •; "fn.l(4п) СтХ,-| (9)/ 

Tü^t)) С Te,<(9z)> T#i,i (•f). 

Доказательство. В силу следствия 9 функции -f  ид яв
ляются JC -эквивалентными тогда и только тогда, когда 

f е 5(" и g€ 5j« , причем существуют такие одноместные 

функции Cj е 5^ и of$€ , что ^ ̂ с, х . С„*9 и 9 = 

= cf^x ... Воспользовавшись обозначениями/,-с$х..,сйкд 

и 9» =oftx..,c(n5f при s«2,...,n, мы получаем требуемое 

утверждение из предыдущей леммы. 

Следствие 16. Если f = с„х ...cnx g и все одномест

ные функции с.,, обратим», то существуют такие 

функции что 

Тм(|г)=Тм(Ы,..., ZM'XM (13) 

Доказательство. Введем обозначения •/, = с$х ,емх g 
(s»2,...,n). Тогда имеем равенства /»c„*/av ..,/„«cnxg 
и д ~ Поэтому из леммы 14 следу

ют включения тм<л£"адгкт;,т^уст^ст;^). 
Значит, выполняются равенства (13). 

Следствие 17. В 5 (£*) две и-местные функции f и 

9 являются -эквивалентными тогда и только тогда, ког

да существуют такие и -местные функции fn , 
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что выполняются равенства (13). 

Доказательство. Утверждение вытекает непосредственно из 

следствие 12 и 16. 

Пример 2. Применим последнее следствие для двуместных 

функций логики. Приведем множества "П^ Ц) и T24(f) в виде 

таблицы. . 

Таблица 3. 

Системы ретрахтов 

0 1 Z 3 Ч s й ? 8 9 40 41 11 4г 1ч <г 

\а 0 Оё Об 04 еО е еб еУ еО 5е ff $< 40 4е 1ё -f 

71,1 0 Ое eß е Оё Of ei & tO 40 ё t< 4i 4 

Здесь 0 , -f означают одноместные константы, е - тождест

венную функцию, а е - функцию отрицания. 

Сразу видно, что {о} и i15i образуют отдельные -клас

сы. Имеем fl;2;4;8}, поскольку выполняются равенства 

ЪМ-Ъ,*), T^Z)=X.M 
Аналогично доказывается и состав остальных «С -классов. 
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VASAKPOOLED PEA IDEAALID JA GRBBHI 

<&-EKVIVALBlJTS POLÖKATBOOCBIATSS 

B.Redl 
R e s ü m e e  

Tõõe eeitateUcse üks tarvilik ja uks piisav tingi nn ele

mentide £ -ekvivalentsuseks ühikutega poluketegoorlas. See

järel tuuakse £ -klasside niide loogik» positsioonele al

gebras. Suasaeetrlllste polükategoorlate korral antakse 

funktsioonide £ -ekvivalentsuse tunnus nende retraktlde 

süsteemide kaudu. -

LEFT PRIHCIPAL IDEALS AUD GREEN'S 

<£ -RBIATICB nr POLYCATBOORIBS 

E.Redl 

S u m m a r y  

Left Ideals snd -relation are defined for polycate-

gorles. A necessary and a sufficient conditions are given 

for elements to be -related. An example of £-classes in 

position algebras Cl] of logic Is presented. Connection 

between £-relation for functions end their systems of ret

raction is pointed out. 
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ИЗОТОПИЯ В ПОЛИКАТЕГОРИЯХ 

Э. Реди 

Таллинский педагогический институт 

В настоящей работе исследуются отношения £-изотопии, 
Я -изотопии и- изотопии в поликатегориях. Отметим, что изото

пия является обобщением изотопии в позиционных алгебрах Бе-

лоусова Cl, с. 143] на многоосновную систему. Отношение jf-

изотопии является притом обобщением главной изотопии Белоу-

сова Cl, с. 12]. 

Обратим внимание еще на то, что термин "группоид" пони

мается в смысле Эресмана и его определение можно найти в 

книге Гб, с. 81], а термин " -группоид" означает группоид 

Брандта [б, с. 83]. 

Цусть Д - (I,J, AJ,m,n) является строго унитарной поли

категорией Г3,4], хотя будем ее называть просто поликатего

рией. 

Определение I. Элемент Q6 A t  называется обратимым в по
ликатегории А, если существует элемент (обратный для д ) 

деА". так, что „ _ 
Qxg = e t, gх g = ( I )  

где eteA( и еибА^ соответствующие единицы поликатегории 

А. 
Пусть GtJ= fg€ AJt I g - обратим в А} и GJ

t 

Тогда набор Сд = (ГД,6',1) называется группоидом обратимых 

элементов или, аналогично работе С?, с. 40], фундаментом по

ликатегории А.  
. Лемма I. Фундамент поликатегории Ä является ее под

группоидом. 

Доказательство. Равенства 4 f 

~-ТдТм*7Щ) = 9*^*^хд = 9* *,хд - 9*9 = ес 
( h i g ) i  ( д  i h ) s  ( t i i g i  Я )  5  h  =  d x  А  =  h i h -  е к  

для любых 06 , heG* показывают, что набор СА замкнут 

относительно х-умножения. Отметим, что e LeQ' tU*l) и gf=g 
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при любом g€ Gl. Значит, 6А является подгруппоидом в А. 

Определение 2. Элементы о и b поликатегории Л назы

ваются t к 

1) <£-изотопными и пишется О А b . если OeA L*,beAj» 
и существуют обратимые элементы g^e g„e 1Q^ так» 
что 

b»g 4x...g мХй; (2) 

2) ^-ИЗОТОПНЫМИ и пишется о У B . если Q Е At J , Ь € А 
и существует обратимый элемент g е б£ так, что 

* Ь = QX 9; t ( (3) 

3) изотопу*"* и пишется avb* если Q € At« , бе Aj* и 

существуют обратимые 9<еС,'» • • •»9л6так' что 

Ь * 9^х . дпх а х g. (4) 

Лемма 2. Изотопия, -изотопия и £-изотопия являются 
эквивалентностями на' А, причем изотопия является объедине
нием of—изотопии И Л-изотопии. 

Доказательство. Покажем, что of-изотопия является экви

валентностью на А. Сперва заметим, что Q X Q} в силу равен
ства е, 4х... e t  х а = О, для всякого q е A t» . 

Если о X Ь, то а е Atn и ЬеАул, причем выполня

ются равенство (2) при подходящих обратимых элементах 

9<CG^,..., е Gj" . Пусть £, е G£,..., g€ их 

обратные элементы. Тогда, ввиду законов ассоциативности и 

частичной коммутативности поликатегории, имеем 

9ч х ... длх b = gif х... хf х... дл х а) = 

»(§!,х &)•*... (gn ig„)* о »e,4x ... elnxa - а. 

Значит, bxo и <>f-изотопия симметричное отношение. 

Если oXb и bXc, то д^х... д„х а и 

...hnxb. Но, тогда 

с • h1x... h„x Iу . •. 9nx < ,) = 9<)x.,.(h n xg«)x q , 

причем элементы g<f..., >)nx gn обратимые, ввиду леммы I. 

Этим доказано, что /-изотопия является эквивалентнос

тью на А . Аналогично доказывается и факт, что $-изото

пия и изотопия являются эквивалентностями на А. 
ef—изотопия ( А-изотопия) является подотношением изо

топии, поскольку равенство (2) (равенство (3)) равносильно 
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равенству h * д<х... д„х ахet (равенству <?t-|x.. <ttxахд X 
Для доказательства второго утверждения мы покажем, что 

£ -изотопия ж Ж-изотопия комцутирувт на А т.е. а 1\$Ь 
тогда и только тогда, когда a(px)b. t 

Пусть аfxp)b, т.е. ае Atn , be Aj" * существует 
ceAjj так, что вХе и cpb. Тогда1 cl g4x ...g„x а и 

b * с х g. Введем обозначение d-ахд . Теперь имеем 
apd, а из-за равенства 

4 И , 4 <1 у 1 х / 4 И * 4 /4 -
g<x...g„xd* 9^x...9nx(ox^)=fgt,x...g;xa)xg = Cxg = 6, 

имеем также отношение d\b. Следовательно, выполняется 
a(fX)b и тем самым выполняется включение отношений Аре рХ. 
Поскольку отношения X ж р симметричны на А, то это 
включение введет [2, с. 341 за собой равенство Ар =рХ, а 
также равенства р VX = X Vp = рХ « Хр. 

Непосредственно из определения 2 следует, что т с Хр. 
Этим доказан факт, что х =Х Vp, т.е. изотопия является 
объединением jC-изотопии и $-изотопии в структуре экви

валентно с твй на А. 
Лемма 31. Jf-иэотопия является правой конгруэнцией поли-

категории А, т.е. если aXb и axf определено, то опре
делено и bxf, причем (axf)X(bx/). 5£-изотопия является 
левой конгруэнцией поликатегории Д, т.е. если apb и 
dха определено, то определено и dx bf причем 
(dxa) f (dxb). Изотопия является как левой так и 
правой конгруэнцией поликатегории 4 . 

Доказательство. Покажем, что -изотопия является^ 

правой конгруэнцией поликатегории А . Пусть^ аХЬ и axf 

определено. Тогда a € А<« , beAjf, /«At-J» <r u=»& 
и выполняется равенство (2). Теперь ввиду ассоциативности я 

частичной коммутативности выполняются равенства 
Л «-< И «•*.< и«» B+r-Y , и , X 

е*Л ••• е*-<х 9Л-..9ях ... et|rx ( a x f ) '  
A u--f, < " И . г , 

= е*4х ... etk <х (ъ*...дп*а)х et„>4х ...х f - j 

4 к-4 , « и-И г , 
= V/ Ьх efcet<x ...efcrx f -

= bx (ek„i*... x4etew"x'„„x/ ) =» bx /. 

Значит, (üxf)X (bxf) и jf-изотопия является правой конг

руэнцией. 
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Два последнего утверждения доказываются аналогично. 

Класс /-изотопии (Ä-изотопии, изотоп*«), содержащий 
элемент а , обозначим через , Т,). Поставим далее 

цель найти порядки, этих классов. Это удается нам при помощи 

теории группоидов. Это вполне естественно, поскольку фунда

мент GA~ поликатегорни А является группои

дом. t 

Отметим сперва обстоятельство, что все тожества 6, (eel) 

являются группами относительно х-умножения. Обозначим юс 

через $t (t€l). 
Пусть Jj ={isl| G;1 Ф 0). Тогда набор G,,x) 

является B-группоидом [б, с. 83] и назовем его максималь

ным B-подгруппоидом поликатегории А. пмиаялеиаим ин
дексу I (или единице е, ). Поскольку I»£^Х,, прячем раз
ные множества I, и It не пересекаются, то группоид бд яв

ляется суммой [б, с. 84] максимальных 6-подгруппождов 

6 A j  0«1). 
Из теории В-грутшоидов [5] нам известно, что в G^ 

для вех itk€lj имеем fG*| • IGjl'fj, причем это общее 
число fa называется порядком 6 -группоида 6Aj, а число 

9j - Ii I, т.е. число разных единиц В-группоида 6Aj 
называется рангом его. 

Пусть j4,... f jn € X. Возьмем максимальные В-под-
группоиды, принадлежащие этим индексам,и образуем их прямое 

произведение 

GAj» = 6Ал,х ... х G4jn . 

Набор GAj4 является' В-группоидом [6. с. 84]. Этот 

В-группоид GA;* имеет порядок и ранг9*9ц" ?>• 
Одной из его подгрупп является группа , т.е. 

прямое произведение указанных групп. ' 

Пусть X является подгруппой в группе 'Sj» и пусть yt-

*1*1.По работе [5] мы знаем, что разных комплексов вида 

в 6-группоиде GAj« существует итук. Также 

известно, что все эти комплексы равномощны подгруппе И и 

тот факт, что разные комплексы попарно не пересекаются. От

метим еще обстоятельство, что понятие комплекса является об

общением на В-группоиды понятия смежного класса по под

группе в группе. 
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Определение 3. Группой of -инвариантности элемента а € Aj« 
поликатегории А называется подгруппа 

Jhv
Q*- {(9")5 I g 4 x . . . q „ Y a  =о}. (5) 

Лешю 4. Множество 3nv' всякого элемента а б А*« поли

категории А является подгруппой группы . 1 

Доказательство. Сперва заметим, что множество Jn к-' не 

пусто,,тая как eJn) б Jm у', в силу равенства 

е^к... ejRx а - а. . 
Пусть (9;) и Ch") принадлежат Jnv„ ; Тогда имеем 

(9„хА,)х . . .  (Q„ Z h „ ) Z a = Q < i . . .  Q n < ( h i i . . . h x  o j =  
=9<*... 9„х а = а. 

Значит, (д") х (h^eJnvf и множество замкнуто отно

сительно х -умножения. 

Пусть (g?) € Jhf' и (9") его обратный элемент в груп

пе . Тогда имеют место равенства 

9,х... 9„ха(= ... 9Ax(g,x...g„5a) = 

=(§<* е е^х.„е7|1хо = а. 

Этим доказано,'что множество Jnv' замкнуто относительно 

взятия обратного элемента. Следовательно, Jby* является 

подгруппой в $jn . 

Обозначим через /te порядок этой группы, т.е. положим 

/<е= |Jnvf|. В силу теоремы Лагранжа число является де

лителем порядка всей группы 'Sj«, т.е. числа р = . 

Теорема 5. Порядок класса =? -изотопии Л.е, содержащего 

элемент о е Aj", поликатегории А равен числу $>у //<а, где 

Uhy'l, f - ранг и у - порядок прямого произве

дения GA j„ максимальных ß-подгруппоидов поликатегории А, 
п р и н а д л е ж а щ и х  и н д е к с а м  J t , . •  

Доказательство. По работе [5] нам известно, что число 

Ptf^o показывает число разных комплексов вида (gD* Jn к' 

в В-группоиде б^т., Покажем, что существует биъекция меж

ду множеством" таких комплексов и классом А0. Определим 

соответствие у следующим образом: 

V? 9„х... gnZa . (6) 

Покажем сперва, что у определив корректно, т.е. другому 

представителю (j*) этого комплекса (q?) х Jnva соответст
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вует этот же левоизотоп элемента а . Действительно, набор 

(£) представим в виде (£)* где (h") eJnvf. 

Поэтому 

/<*••• /л* о =• ( Q , x h < ) x  . . .  l g „ x h „ ) x  а  =  

»0<х...дпх(Л<х.../7Лха)(- ...9«ха. 

Непосредственно из правила (б) понятно, что <f является 

сюрьекцией на класс -Аа . 

Покажем, что <р является инъекцией. Пусть д4х... д„ха» 

= fi х ... /л х а . Надо убедиться в том, что в этом случае 

комплексы (g^)xJhk* и (/<)•<совпадают. 
Из заданного равенства вытекает, что 

94,х...9пХ^х...9йхо) = 54х...9„х ff,x.../nxo). 

Ввиду ассоциативности и частичной коммутативности, имеем 

равенство 

(5л 9,)х...fg„xg„)x а - (д,х£) х ... (g „xf„)xa.  

Как вьше, можем получить равносильное равенство 

а »(i.x-fi) х ... (д-х^)х а. 

Значит, (g?)x(f?)* (hDeJnrf.  Но последнее равенство равно

сильно равенству (f*)= (£)к Ih"), которое показывает, что 
(j") € (g")i Jnvf. , Поскольку разные комплексы не пересе
каются, то имеет место равенство комплексов 

Следовательно, <р является биъекцией и |А61 = ?У//<4 • 
Определение 4. Группой &-инвариантности элемента 

а е А j» поликатегории А называется подгруппа 

= {дб^.1<1Х9 = о>. 

Аналогично лемме 4 можно проверять, что множество 

на самом деле, является подгруппой группы <%tc. 

Точно также как теорема 5 доказывается следующее утверж

дение . 

Теорема б. Порядок класса % -изотопии Ра, содержащегс 

элемент а е А*,;, поликатегории А равен числу /\, 

где va = 13nv» 1, 9^ ~ ранг и - порядок максимального 

В -подгруппоида 6At поликатегории А, принадлежащего индек

су к. 
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Определение 5j Группой инвариантности элемента о е А*« 

поликатегории А называется подгруппа 

(8) 

Аналогично лемме 4 доказывается, что множество Ллга. 

действительно, образует подгруппу группы 

Пусть GAj»it есть прямое произведение максимальных В- -

подгруппоидов Gajv..., 6дуя, 6Дк поликатегории А, при

надлежащих индексам j4) jn и к соответственно. Прави

лом 

fg;)xJhvaxg t-* g,K...g#xQ уд 

определяется биъекция между множеством комплексов вида 

(g?)x .7hvü х g в 6-группоиде и классом изотопииТе. 

Ввиду работы [5], таких комплексов всего ру /<иа, где 

= 13иц,1 штук. Поэтому, аналогично теореме 5, доказывает

ся последнее нале утверждение. 

Теорема 7. Порядок класса изотопии , содержащего эле

мент а € Aja, поли категории А равен числу 9уА)е, где соа-

= iJnvrJ, 9 - ранг и jf - порядок прямого произведения 

максимальных В-подгруппоидов поликатегории А, принадлежа

щих индексам j4v..,jÄ и /г.. 
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ISOTOOPIA POLÖKiTBQOORIATSS 

B. Redl 

Be s u m e e 

Toos käsitletakse jf-isotoopiat, $-isotoopiat ja iao

toopia t polSkategooriates [3,4]. Siinjuures iaotoopia ( 

ieotoopia) cm V.Belouaeovi LIJ poolt positsloonsetes algeb

rate* vaadeldud (pea-) Iaotoopia äldistus mitaealaselistele 

süsteemidele. Artiklis saadakse valemid jC-iaotoopia, J2-

isotoopla Ja iaotoopia klasside vöiaeuate määramleeke. Sel

leks kasutatakse invarlantsuarühaa mõistet ning kempleksite 

teooriat Brandt! rühmoidides [5,6J. 

I50T0PI IH A POLYCATBOQBIB3 

В. Redl 

S u m m a r y  

In this paper -isotopy, $-isotopy end isotopy in po-

lyoategories [3,4] are oonsidered. There iaotopy ( of-isoto

py) is a generalisation of (main) Isotopy investigated by 

V.Beloueov [13 in positional algebras to the case of mahy-

based systems. Formulas for finding cardinalities of classes 

of of- isotopy, $-iaotopy and isotopy are given. Bor this 

the concept of the invarianoe group and the theory of comp

lexes in Brandt grupoide [5,6] are used. 
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РЕГУЛЯРНЫЕ В НУЛЕ МНОГООБРАЗИЯ АЛГЕБР 

В. Фляйиер 

Кафедра математического анализа 

В настоящей статье рассматриваются многообразия абелевых 

9-алгебр с нулем. Алгебра А сигнатуры Q называется 

абелевой, если любые две операции из Q перестановочны на 

А . Если, кроме того, множество 2в нульарных операций из 

Я непусто, то все нульарные операции из 2„ отмечают в 

А один и тот же элемент Ое А, являющийся найменыцей под

алгеброй в А (см. [2], стр. 87-88). В этом случае мы гово

рим, что А есть абелева Q -алгебра с нулем. 

Элемент а, принадлежащий 52 -алгебре А , называется 

регулярна! (см. [5]), если всякая конгруэнция на А одно

значно определяется классом, содержащим элемент а . Алгеб

ра А называется регулярной в нуле (или О -регулярной), 

если элемент О* А является регулярным. 

Пусть (X - произвольное многообразие, состоящее из регу

лярных в нуле абелевых S2 -алгебр. Основным результатом 

настоящей статьи является описание таких многообразий 01 в 

которых, все 52 -алгебры проективны, соответственно иньек-

тивны. Мы покажем, что в многообразии Ol регулярных в 

нуле абелевых 52 -алгебр все алгебры проективны (или все 

алгебры иньективны) тогда и только тогда, когда многообразие 

Ol полиномиально эквивалентно многообразию модулей над 

прямой суммой конечного числа полей. 

Всюду в дальнейшем через OL обозначено произвольное 

невырожденное многообразие регулярных в нуле абелевых Q -

алгебр. Как и в работах автора [6], [7], изучение многооб

разий абелевых Я -алгебр с нулем мы будем вести на языке 

Q -колец и полигонов над ними, используя понятие полиноми

альной эквивалентности. 

Лемма I. ([4], лемма 10). Всякое невырожденное многооб

разие абелевых Q -алгебр с нулем полиномиально эквивалент
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но многообразию полигонов над подходящим коммутативным ft -

кольцом * (т.е. Л-кольцом, у которого Si-алгебра (* • ̂ ) 
абелева и полугруппа (А,^коммутативна) с нулем О и едини

цей 1. 
В дальнейшем, на основании леммы I, мы будем рассматри

вать многообразие OL как многообразие полигонов над не

которым коммутативным Q -кольцом А с нулем 0 и еди

ницей I. Напомним, что 52 -кольцо А называется простым, 

если на А отсутствуют нетривиальные конгрувнции. 

Лемма 2. Пусть А является простым 52 -кольцом,и пусть 

все А-полигоны из многообразия ОС проективны (иньек

тивны). Тогда 52 -кольцо А полиномиально эквивалентно 

полю, а многообразие Ol полиномиально эквивалентно много

образию векторных пространств над этим полем. 

Доказательство. В работе С6] показано,что если в многооб

разии <& полигонов над простым коммутативным ^-кольцом 6 

все полигоны проективны (иньективны), то 5Ь-кольцо В поли

номиально эквивалентно либо полю и тогда & - многообразию 

векторных пространств над ним, либо двухэлементному моноиду 

[1,0J и Л - многообразию множеств с отмеченным элементом.Для 

доказательства леммы остается лишь заметить, что в многооб

разии множеств с отмеченным элементом любое и. -элементное 

множество при а >2. не является О-регулярной алгеброй. 

Для произвольного элемента <хе А через 6^ обозначим 

конгруэнцию на 52 -кольце А , порожденную элементом а, 

т.е. 

(S , с)с Са тогда и только тогда, если аб = ас 

для произвольных 6, с 6 > . 

Доказательства следующих двух лемм для Q -колец анало

гичны соответствующим доказательством джя полуколец. Послед

ние приведены в работе [6] (см. леммы 4 и 8). 

Лемма 3. Если все А -полигоны из 01 проективны, то 

всякая конгруэнция _р на А порождается некотором идемпо-

тентом е из А , т.е. р . ere t где еа - е. . 
Лемма 4. Если все А -полигоны из OL иньективны, то 

всякий идеал R в Q -кольце А порождается некоторым 

идемпотентом е е А,  т.е.  R • еА , е г  = е.  
Заметим, что на 52 -кольце А существуют максимальные 

конгруэнции, как максимальные конгруэнции, разделяющие эле

менты 1 иО из А (см. [I], стр. 103). 
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Теорема I. Цусть все Л-полигоны из Ol проективны, 

соответственно иньективны^ Тогда пересечение всех макси

мальных конгруанций на А есть тождественная конгруэнция 

Доказательство. Предположим вначале, что все А -поли

гоны из многообразия OL проективны и пусть конгруэнция 

J3 есть пересечение всех максимальных конгруэнций на А 

Предположим, что р ̂  6",. По лемме 3 имеем, что р • 6е для 
некоторого идемпотента е Ф i . Так как *-полигон А яв

ляется регулярным в нуле, то ввиду р i нулевой класс[о]? 
конгруэнции f состоит не только из Об jt. Другими слова

ми, найдется элемент а * О из * такой, что а £ [оЗ^. 
Последнее означает, что (а ,0) е р , т.е. еа.еО-О. 

Рассмотрим теперь конгруэнцию са jпорожденную элемен

том ае Д и пусть х - максимальная конгруэнция на * , 

для которой 6^ < г. Из ае » а О следует (е,0)е cv 

и значит (е ,0)6 г. с другой стороны, поскольку х есть мак

симальная конгруэнция, то г . А значит из (е,1) е 5Гй - р 

следует (е,Ч)ег. Но тогда необходимо (1 >о)е х , что про
тиворечит нетривиальности конгруэнции t . Полученное про

тиворечие доказывает, что р *6i. 

Предположим теперь, что все А-полигоны из OL явля

ются иньективными и пусть, как и прежде, р есть пересече

ние всех максимальных конгруэнций на А . Ясно, что R = 

»[О]у является идеалом в Q -кольце А . Если р + ̂  то 

из регулярности в нуле А-полигона А следует R * 0 . 

По лемме 4 отсюда вытекает, что R =» еА для некоторого 

и д е м п о т е н т а  е ф о  .  Р а с с м о т р и м  м а к с и м а л ь н у ю  к о н г р у э н ц и ю  х  
на А , для которой % > 6е . Из ее »el вытекает (е,0ебе 
и значит (e,i)€ г. Однако, ввиду (е>0)€ р и p^t мы 

имеем (е,0) « г и, следовательно, (4 ,o)6t,что противоре

чит нетриаиальности конгруэнции х . Полученное противоречие 
доказывает, что j> =• 6^ . Теорема доказана. 

Следствие I. Если все А -полигоны из многообразия 01 

проективны, соответственно иньективны, то Q -кольцо А 

разлагается в подпрямое произведение простых Q -колец 3; 

3 ) , каждое из которых полиномиально эквивалентно полю. 

Доказательство. Пусть (U, У) - совокупность макси

мальных конгруэнций на Q -кольце * . По теореме I полу

чаем, что Q -кольцо А разлагается в подпрямое произве
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дение 2 -колец 3; - A/pi (^3), которые, ввиду макси

мальности р: являются простыми. Поскольку всякий 3ä;-по
лигон естественным образом может быть рассмотрен, как * -

полигон, и при »том всякий Q-гомоморфизм является и Л -
гомоморфизмом, то все 3S;-полигоны являются проективными, 

соответственно иньективнши. Отсюда на основании леммы 2 

следует, что 2 -кольцо ®• полиномиально эквивалентно 

полю при любом iе 3. 

На основании следствия I элементы Q -кольца Л можно 

отождествлять с | DI -мерными вектрами С t где 

6i.€ Л/р. для каждого <16 Л , причем операции из{2,-) опре

делены на этих векторах покомпонентно. Для каждого U3 че

рез et обозначим единицу Q -кольца %i . Нулевой эле

мент Q -кольца 35; обозначим через О (это не должно 

вызвать путаницы, ибо из контекста будет ясно, о нуле како

го 2 -кольца идет речь). Для произвольного через 

fe. обозначим вектор, у которого г тая компонента равна 

> а все остальные компоненты равны нулю. Для произволь

ного вектора ае Д будем обозначать его L-ус компоненту 

через a(i>. 

Замечание I. Отметим, что если в разложении Q -кольца 

Jt в подпрямое произведение для некоторых 

е D каждому Ъг соответствует ровно один 

так, что из х - a(i) следует у»ay) при любом at £ , то 
2 -кольцо ffi; можно без ущерба исключить из подпрямого 

произведения . Поэтому далее, без ограничения об-

общности, будем предполагать, что уже ни одно 2 -кольцо 

3&L нельзя исключить из подпрямого произведения . ГГ . 

Другими словами, это значит, что для любых " най

дутся элементы st е Sj (у ^ г) и векторы 

ü,6« i такие, что 

ж - a (6 , - а ф , =с = fefõ , г - feg j. 
Леша 5. Пусть все Л -полигоны из OL проективны. Тог

да множество 0 в разложении A конечно, причем 

для каждого 1е 0 вектор принадлежит А. 

Доказательство. Для произвольного ic 0 через 

обозначим конгруэнцию на векторах из к , определенную сле

дующим образом: 

(&,£>)« pL тогда и только тогда, если a(i) • feo 
Для произвольных a , ß е А . По лемме 3 конгруэнция рс по
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рождается идемпотентом с е А f т.е. а (о - 6(1) тогда и 

только тогда, если с а -cß. Поскольку с является ндемпо-

тентом, то для любого je а элемент с ф является идем-

потентом в Jäj . Однако, ввиду следствия I, мультипликатив
ная полугруппа Q -кольца Sj есть группа с нулем. Поэтому 

либо сф -ej , либо ) * о б Sj. Покажем, что с (i> . ес и 

сф - о для любого j ̂ L . Действительно, на основании 
замечания I для любого j Ф £ найдутся элементы ^ 

у ,а е (В; (я * z> и векторы а, 6 е Д такие, 
что 

ос - Ü(L) , ^ - о ф 
х - 6(О , г - ft Q). 

Так как <x(i) - 6ft>,TO (а,6)< J>I и значит с.а - с &. Тогда 

c-Q g> - cfe <j) , т.е. с (j) 9 - сф г . Отсюда, ввиду 

следует cQ)-О« 05:. Теперь ясно, что с (с) -в; ,ибо в про

тивном случае с (и =» О <• 3; и значит С »o« А , что про
тиворечит нетривиальное™ конгруэнции р£ __ порождаемой эле

ментом се*. 

\ Таким образом, мы показали, что с * ё„ « А . Остается 
доказать, что множество 3 конечно. Предположим Противное 

и определим на Jt конгруэнцию р следующим обра

зом: для произвольных а , 6  6  А  
(а,В)е р тогда и только тогда, если множество 

^ = { U 3! а (i) * 6(0 j конечно. 

По лемме 3 конгруэнция р порождается некоторым идемпо-

тентом се i . Из определения р следует, что(ё^,^)ер 

для любых L,j G О . Следовательно, должно выполняться 

сё- - C6j или, что то же самое, ccõ » сф.Отсюда следует 
c(L) « О <- Зс , с (j) * О б 3j и значит с - 0 е А . Но 
тогда конгруэнция р должна быть тривиальной, склеиваю

щей все элементы из- А в один класс, т.е. G,0)« j> . Это 
противоречит определению конгруэнции р . Леша доказана. 

На основании лешы 5 мы можем считать в дальнейшем, что 

Я -кольцо А разлагается в подпрямое произведение Q -ко

лец 3; , число которых п. fn.>i) f т.е. A . Каж

дое Я -кольцо ®; , как отмечено в следствии I, полиноми
ально эквивалентно полю. Обозначим аддитивную операцию сло

жения в поле через ©} тогда из полиномиальной экви
валентности Q -кольца $i, полю (33;,©, •) следует, что для 
любой т. -арной (т >2) операции из е Q найдутся такие 
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•«•ii., Г. . , ot„t € »i. , ЧТО 

х, ... JCm u> - зс, ctlt Ф ... Q 

джя произвольных x,,..., Хм € Sl . 
Лемма 6. Если все А-полигоны из 01 проективны, то 

А-полигон А порождается элементами (ё, 

Леша 7. Пусть все А -полигоны из OL иньективны. 

Тогда множество 3 в разложении А конечно, 

джя каждого U 3 вектор е£ принадлежит А и А -поли

гон А порождается элементами 1 5; I L е 3} . 

Доказательство. Определим на векторах из * конгруэн

цию следующим образом: для произвольных а,бе А 

(а,q(t) = 6(i) для всех сеО\ф. 

Если конгруэнция pj совпадает с тождественной конгруэн

цией с; , то Q -кольцо Sj ' можно исключить из подпрямого 

произведения J]*3i . На основании замечания I мы можем 

считать, что Ф . Ввиду 0 -регулярности А-полигона 

А класс конгруэнции fj у содержащий 0 « А, является не
одноэлементным правым идеалом R в S-кольце А . По 

лемме 4 идеал R порождается идемпотентом е , причем 

е Ф  О  . Поскольку ( е , 0 ) е  > то все компоненты вектора е 

кроме j-ой, равны нулю, а j-ая компонента ввиду идемпо

тентности е и е Ф О равна е j . Таким образом 

Рассмотрим теперь подполигон С в А-полигоне А, 

порожденный элементами (в; | ie3} . Ясно, что С - идеал в 

Q -кольце А и по лемме 4 выполняется С = $ * Для неко

торого идемпотента f е Но тогда jet « для любого 

It О откуда следует, что L-ая компонента вектора f есть 

Ci при любом с® 3 , т.te. j • 1 е А . Так как fe С уто 
найдется некоторый п.-арный полином р(эс4)...,хк) в 

с и с т е м е  о п е р а ц и й  Q  и  ( - a  f  а е  Л }  и  в е к т о р ы  А  

такие, что 1 = р(ё;,,. Но это означает, что |3| = п. 

и тем самым лемма доказана. 

Теорема 2. Если все А-полигоны из многообразия OL 

проективны, соответственно иньективны, то Q-кольцо Л по

линомиально эквивалентно прямой сумме конечного числа полей. 

ДоказательствоНа основе лемм 6 и 7 мы имеем, что Q -
кольцо А разлагается в подпрямое произведение конечного 

числа Q -колец (i - 4,.,п.) полиномиально эквива

лентных , соответственно полям ($;, G), •) причем i - p>(et,.. ,е„) 

73 



для некоторого п.-арного полинома р (х, xj в системе 

операций Q U {-а | а е >}„ 
Отметим, что ввиду полиномиальной эквивалентности Q -

кольца !Вс полю С®;, Ф, •) при произвольном 

операция © является бинарным полиномом в системе опера-

раций й и {*6 I fee SL} . Если все операции вида - 6; 

(fe;е 13l) , встречающиеся в полиноме © заменить соот

ветственно на операцию . В: (<к«= А), то мы получим бинарный 

полином в системе операций Q U {-а | а6 Aj у который 

будем обозначать„ +{". ' 
Определим теперь бинарный полином "+* в системе операций 

Q U {*а las AS следующим образом: 

зс+у - уё е,...хё„+„уё„). 

Тогда в Q -кольце А имеем 

1 * 0 -  р О - ё 4 + ,  0 , . . . , 4 ё ж ^ 0 )  -  £ & , . . . , « * ) »  1  j  
О* j - р ( О »11- »,..->О+.!•§,)- р(ё,, ..,ё.)*4. 

Как показано в доказательстве теоремы 3 из [б], из равенства 

1*0 »0*1 »1 следует, что (А^*,-) является KOM-S 
мутативным полукольцом и Q -кольцо Л полиномиально 

эквивалентно полукольцу (А,+ , •). При этом каждый А-полигон 

В полиномиально эквивалентен полумодулю (в,+) над по

лукольцом (А,*,-), 

В работе [3] полностью описаны полукольца, над которыми 

все полумодули проективны, соответственно иньективны. Из 

результатов этой работы и из того, что полученное полуколь

цо (А,*,-) является полукольцом с аддитивно нейтральным 

нулем и коммутативной полугруппой следует, что А есть 

прямая сумма конечного числа полей и значит полумодули над 

кольцом (А,*,-) суть А -модули. Теорема доказана. 
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NULLIS REGULAARSED ALGEBRATE «ГОТКОЖШШ 

V. Pljaišer 

В e в ü m e e 

Artiklis vaadeldakse nulleiemendiga Abeli Ä-elgebrate 

muut konda 01, milles kõik algebrad on regulaarsed mallis, 

s.t. iga kongruents suvalisel algebral muutkonnast 01 ЫШ-

ratakse klaasiga, ais sisaldab nullelementi. Antakse sellis

te muutkondade täielik kirjeldus, allies kõik algebrad on 

kas projektiivsed või kõik injektiivsed. 

REGUIAR IH ZERO VARIETIES OP ALGEBRAS 

V. Fleischer 

S u m m a r y  

Varieties OL of Abellan S^algebras with zero in which all 

&-algebras are regular In aero, i.e. every congruence on an 

arbitrary algebra from OL is determined by the class con

taining the zero , are studied. It is proved that in a 

such variety Ot all S-algebrae are projective or all 

ones are injective iff Ot is polynomlally equivalent to 

some variety of R-modules, where R. is a direct sum of 

finitely many fields. 
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