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I. LAUSEARVUTUS

1. Lause

Lausearvutuse pohiliseks moisteks on | au s e.
Selleks vdib olla mistahes grammatiline lause, mille
puhul vdib raakida selle sisu vastavusest tegelikkuse-
le. Kui lause sisu vastab tegelikkusele, siis nimeta-
takse seda lauset t 0 e s e ks, kul aga lause sisu
el vasta tegelikkusele, siis nimetatakse lauset v & & -
r a k s. Lause tegelikkusele vastavuse maar (tbéene,
vaar) on lause tdoevaartus . Iga lause on kas
téene vOi vaar, kuid mitte tdene Ja vaar samaaegselt.

Lausearvutuses vaadeldakse lauseid kui tervikuid
ja neid tahistatakse ladina tahestiku vaikeste tahte-
dega, nagu a, b, ¢, ..., p, q, r. Téese lause tdevaar-
tuse téhiseks on t, vaara lause tdevaartuse tahiseks
v (kasutatakse ka tahiseid vastavalt 1 ja 0).

Nai bed
1. Lause "Kolmnurga sisenurkade summa on 360°" on tde-
ne.
Lause "2 .4 = 8" on tdene.
Lause "2 > 5" on vaar.

"Korrutage arvud 2 ja 4" ei ole lausearvutuse lause.
"3 + x = 10" ei ole lausearvutuse lause.

o s e

LLLe sanded

1. b'illised jargmistest valjenditest on laused ning mil-
lised on nende tdevaartused:
1) "Koosinusfunktsioon on paarisfunktsioon";
2) "(2 +5)(4 . 7) =56"
3) "1969.a. astus inimene esmakordselt Kuu pinnale";
4) "lga reaalarvu korral x|sin x|~1";
5) "Kolmnurk ABC on voérdhaarne";



"Leidub tasandiga oC paralleelne sirge a";
"Arv ~ on paarisarv";

"x|x2 —2x =3 =0} = (-1; 25

"Sulgege raamatud.';

10 "x < 0 iga x korral";

11 "Jx|] >0 iga x korral";

© 00 ~N O

12 "Mistahes arvude a ja b korral a ¢b = b & a";
13 "Mis on Teie nimi?";
14 "Leidub selline x, et x + 3 < 6";

15 "lga x korral x + 3 < 6";

16 "(sin x)1 = cos x iga x korral";
rn N+l .

17 " J x dx = .J + C iga x korral"?

2. Loogilised tehted

Loogiliste tehete abil moodustatakse lausetest I i 1 t -
l auseid . Lauseid, millest liitlause moodustatakse, ni-
metatakse komponentlauseteks. Liitlause voib olla kas tdene

vOi vaar, kusjuures liitlause tdevaartus sOltub uUksnes kom—
ponentlausete tdevaartustest, mitte aga komponentlausete si-
sust. lga lauset vdib vaadelda ka liitlausena. Liitlauseid
tahistatakse gooti tahestiku tahtedega, nagu Oi , , £ Jne.

Kahe lause ajab konjunktsiooniks ni-
metatakse liitlauset a1 b (loetakse: "a ja b"), mis on
téene siis ja ainult siis, kui mdlemad komponentlaused on
toesed.

Konjunktsiooni tdevaartustabel on jargmine:

a b aA b

t t t

t \% \Y

\% t \%

v v v

Naited

Olgu antud laused:
"10 on suurem kui 7"
"7 on suurem kui 10" = v;
"6 jagub 3-ga" = t;

I
il

"5 jagub 3—ga" = v.



Neist saame moodustada jargmised liitlaused:
1) "10 on suurem kui 7 ja 6 jagub 3-ga" = tAt
2) "10 on suurem kui 7 ja 5 jagub 3-ga" =t/ v
3) "7 on suurem kui 10 ja 6 jagub 3-ga' mvA t
4) "7 on suurem kui 10 ja 5 jagub 3—-ga’ = VA v

I
<<=+t

Kahe lause ajab disjunktsiooniks ni-
metatakse liitlauset aV b (loetaksej "a v3i b"), mis on vaar
siis ja ainult siis, kui mdlemad komponentlaused on vaarad.

Disjunktsiooni tdevaartustabel on jargmine:

a b aVb

t t

t \% t

\% t t

v v v

Naited
1) "10 on suurem kui 7 v8i 6 jagub 3—ga" =tV t=t
2) "10 on suurem kui 7 v8i 5 jagub 3—ga' = tV v =t
3) "7 on suurem kui 10 vBi 6 jagub 3-ga" =vV t =t
4) "7 on suurem kui 10 vdi 5 jagub 3-ga" = vV v =v

Kahe lause ajab implikatsi O0Oni«ks

metatakse liitlauset a =£>b (loetakse; "kui a, siis b"), mis

on vaar siis ja ainult siis, kui esimene komponentlause a on
tbéene ning teine komponentlause b on vaar.
Implikatsiooni tdevaartusStabel on jargmine:

a b a=>bhb
t t t

t \ \%

\Y t t

Y \% t
Naited

1) "Kui 10 > 7, siis 6 « 3" t=>t-=t;
2) "Kui 10> 7, siis 5 : 3" =t vV =V;
3) "Kui 6 >10, siis 6 j 3" =v=>1t-=rt;
4) "Kui 7 > 10, siis 5: 3" =v=> v =t.

Kahe lause ajab ekvivalentsiks nimeta-
takse liitlauset a<f=b (loetakse: "a siis ja ainult siis,
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kui b"), mis on tdane siis ja ainult siis, kui mdlemad kom—
ponentlaused a ga b on samaaegselt kas tdesed vOi vaarad.
Ekvivalentsi tdevaartuStabel on jargmine:

a b a”b

t t t

t % %

% t v

% % t

Naited
1) MO > 7 siis ja ainult siis, kui 6 3" = t<=*t = t;
2) "10 > 7 siis ja ainult siis, kui 5 3" = t<mV = V;
3) "7 > 10 siis ja ainult siis, kui 6 3" = v<=>1t = V;
4) "7 > 10 siis ja ainult siis, kui 5 3"z v<=v =t

Lause a ei1 tuseks nimetatakse liitlauset la

(loetakse: "pole tdsi, et a" vdi "a eitus"), mis on tdene

siie, kui lause a on vaar.
Lause eituse tdOevaartusStabel on jargmine:

1la

t
\%

Naited

1) "Pole tosi, et 10 > 7"
2) "Pole tdsi, et 7> 10" =1 v = t.

Ulesanded

2. Lausetest a = "2 = 3" ja b = "22 = 4" moodustada
1) konjunktsioon, 2) disjunktsioon, 3) implikatsioon,
4) kahekordne implikatsioon, 5) eitus ning maarata nen-
de liitlausete tdevéartus.

3. Jargmistes liitlausetes eraldada komponentlaused, maa-
rata loogiline tehe, kirjutada liitlaused ules sumboli-
tes ning leida nende tdevaartused:

1) "15 jagub 7-ga ja 12 jagub 2-ga";

2) "15 jagub 7-ga vdi 12 jagub 3—ga™,

3) "1 / 5 vbdi mistahes nurga siinusfunktsioon on paa-
risfunktsioon"”;



4) "Roopkuliku vastaskuljed on paralleelsed ja rombi
diagonaalid on risti";

5) "5 > 3 vBi 5 < 3"i

6) "8 : 2 Vvai 8 : 4";

7) "1 on algarv v6i 1 on kordarv";

8) "Kui 2 = =2, siis 22 = (-2)2"»

9) "Kui 22 = (=2)2, siis 2 = -2

10) "Punkt M on kolmnurga ABC nurgapoolitaja AD punkt
siis ja ainult siis, kui punkt M asub nurga L BAC
haaradest vordsel kaugusel";

11) "2 . 6 > 11 siis ja ainult siis, kui 5 < 2".

4. Esitada jargmised liitlaused konjunktsiooni voi dis-

junktsiooni kujul ning leida tdevaartused:

1) "2~ 37

2) "2 > 3"

3) "tan 45° > 1H;

4) "0 <2 <1";

5) "Murru vaartus suureneb lugeja suurenemisel v6i ni-
metaja vahenemisel”;

6) "Ristkiliku pindala vaheneb 2 korda ristkiuliku alu-
se vBi korguse vahenemisel 2 korda".

5. Koostada jargmistest lausete paaridest tdesed liitlau —
sed, kasutades selleks kas konjunktsiooni vdi disjunkt-
siooni:

1) "Null on vaiksem mistahes positiivsest arvust",
"Null on suurem mistahes negatiivsest arvust";

2) "Murru lugeja margi muutmisel murru mark muutub vas-
tupidiseks"”,
"Murru nimetaja méargi muutmisel murru mark muutub
vastupidiseks";

3) "VZ< 2", '72 > 1";

4) "T< yX.

5) "Arv a on suurem kui arv b",
"Arv a ei ole suurem kui arv b".

6. Jargmistes liitlausetes kirjutada punktide asemele si-
desdna "ja" vOi "vOi", nii et liitlause oleks tdene:
1)"*'a/i0O... b~0 korral a . by 0",

kus a, b - arvud;



2) "a> o korral ... 5> o korral a . b > o0i;

3) “Kai ab < O, siis a<O0O ... >0 ... a>0... b<OH;
r AU
4) "Kui n e Q, siis J xn dx on vdrdne M~ + C
In|x] & C".

7. Kas jargmised lausete paarid on teineteise eituseks:
1) "5 < 6", "5 > 6"
2) "a on algarv", "a on kordarv";
3) "a on positiivne arv", "a on negatiivne arv";
4) "Sirged s ja t ldikuvad", "Sirged s ja t on paralleel-
sed”, kui a) sirged s ja t on tasandil, b) sirged s
ja t on ruumis?

8. Moodustada jargmiste lausete eitused ning maarata nende

tdevaartused:
1) "2 < 37;
2) "5 > 77;
3) "5 =5";

4) "Rombi diagonaalid ei ole vdrdsed".

9. SOnastada jargmised teoreemid implikatsioonina:
1) Pythagorase teoreem;
2) Eukleidese teoreem;
3) teoreem taisnurkse kolmnurga kérgusest.

3, Liitlausete tdevaartused

Kui komponentlausete tdevaartused on ette antud, siis
liitlause tdevaartuse leidmiseks tuleb komponentlaused aseo—
dada nende td8evaartustega ning arvestada vastava loogilise
tehte definitsiooni.

Naited
1. Olgu p=v ja q=t, siis
(p=*>1q) A (1p VQ) = (V="V)A(tyt)
2. Olgu p=v, g=1t r=t, siis

1CpV Ig)A="r =1 (v V 1 1) t =
=1 (VVV)<?=>v = 1w?2>V = t<=>V = V.

tAt

I
i

Kui komponentlausete tdevaartused pole ette antud,siis
on liitlause tdevaartuste leidmiseks otstarbekas kasutada
tdevaartustabelid . Selleks kirjutame lause®
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mille tdevaartustabelit asume koostama, veidi suuremate ta—
hevahedega. Tabeli esimestesse veergudesse kirjutame kompo—
nentlaused ning nende tdevaartused. Vajaduse korral vOib
lisada veel tabeli 16ppu tUhe rea, kuhu paigutame tehete jar-
jekorranumbrid etappide kaupa. Liitlause iga komponentiause
alla kirjutame selle tdevaartused, vastava tehteméargi alla
samuti vastavad tdevaartused.

Naited

1. Liitlause (p=8$>~fqg)A (IpVQg) tdevaartustabel on jarg-
mine:

2. Liitlause 1(pV "lq)-¢="r tdevaartustabel on jargmine:

Liitlausete tdevaartustabelid saab kasutada ka tekst-
ulesannete lahendamiseks, koostades uUlesande pdhjal uUksiku-
test komponentlausetest liitlause, Kkirjutades selle ules
suimbolites. Tdevaartustabelist saab leida vastuse uUlesandes
pustitatud kusimusele.

Naide

Uhes perekonnas on I6unas66gi suhtes kujunenud ta-—
vakfe, et kui sulakse suppi, siis sulakse ka praadi, ja
kui suppi el sodda, siis sllakse magustoitu, ja kui



stlakse salatit, siis ei sOoda praadi. Kas ldunasddgiks
on ka magustoit, kui salat on juba laual?

Tahistame komponentlaused jargmiselt: "Suuakse suppi”
= s, "Suuakse magustoitu” = m, "Suudakse praadi" = p,"Sutak-
se salatit" = a. Antud liitlause Kirjutame sumbolites jarg-
miselt:

(s=*p)A( 1s=»m) A(a=»1p),
mida luhiduse mdttes tahistame tdhega b. Kuna Ulesandes on
antud, et salatit suuakse, siis lause a on tdene. Ulejaanud
komponentlausete s, p ja m kohta pole teada, kas nad on tde-
sed vOi vaarad, seepérast tuleb nende suhtes vaadelda ko&iki
vdimalusi, mida on kokku 8. Koostame liitlause b tdevaartus—
tabeli:

a s p M (s =>p) A(1L s = m n (a => 1 %)
t t t t t t t t v t t t Y t \Y \% t
t t t Vv t t t t v t t v \Y t \Y \% t
t t v t t v v v v t t t \Y t t t Vv
t t v v t v v v v t t v \Y% t t t \Y
t v t t v t t t t v t t \Y t \% \% t
t v t v v t t v t v v v \Y t \Y v t
t v v t v t v t t v t t t t t t \%
t v v v v t v v t v Vv v \% t t t \%
1 3 1 a4 2 1 3 1 5 i 3 a 1

Siit ilmneb, et vaadeldav liitlause on tdene ainult thel ju-
hul ja nimelt siis, kui a=t, s=v, p=v, m=1t, s.t. kui
stilliakse salatit, siis sllUakse ka magustoitu.

Ulesanded

10. Leida jargmiste liitlausete tdevaartused komponentlause-
te etteantud tdOevaartuste korral:
a)lg”r[(pVr)Aq], P=t, g=1t, r =v;
b) (p Ar) V(1qVr), p=v, gq=t r=v;
)lrs»(lpAQgl p=t g=v, r =t
d) p=5(p ="q), p=v, g=t
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11.

12.

13.

14—

15.

Koostada jargmiste liitlausete tdevaartustabelid:

a) P A lq, ) @pva)r(p=>q).
b)I(pAQ), g)l(pV la)<*>(pVa),
c)l(lpva). b) [(p =>a) V(PAr)]=""1(pVr).

d (pVg)A1lpP»

e) (p=»>aV (p=>~Ip),

Pioneerilaagrist naasnud Peeter vastab sOprade kusimus-
tele toidu suhtes jargmist:

"Kui ei antud kartuleid, siis anti hapukapsast, ja
kui anti kartuleid ja hapukapsast, siis ei antud lill-
kapsast, ja kui anti lillkapsast ning ei antud kartu-
leid, siis ei antud ka hapukapsast.”

Milliseid nimetatud produkte anti koos; mitu vdima-
lust on?

Perekond on puhkuse suhtes otsustanud, et kui nad ei
sdida Moskvasse, siis sdidavad nad Riiga, ja kui nad
sOidavad Moskvasse, siis sOidavad nad ka Leningradi, ja
nad ei sdida Riiga ega Leningradi, v0i sdidavad Mosk-
vasse.

Mitu reisivbimalust on? Kas on vdimalik kulastada
kdiki kolme linna? Kas sdidavad nad ainult Riiga? Kas
sOidavad nad ainult Leningradi?

Kaitises on kolm tsehhi A, B ja C. Uue toote valmista-
mise suhtes lepiti kokku jargmist:

1) kui tsehh B ei vOta osa uue toote valmistamisest,
siis el vOta sellest osa ka tsehh A;

2) kui tsehh B vdtab osa uue toote valmistamisest,
siis vOtavad sellest osa ka tsehhid A ja C.

Kas selle kokkuleppe kohaselt peab ka tsehh C votma
osa uue toote valmistamisest, kui sellest vdotab osa
tsehh A?

Kui ulidpilane laheb puhapaeval kontserdile, siis ei la-
he ta teatrisse, ja kui ta ei lahe suusatama, siis is-
tub ta tunnikese kohvikus. On teada, et ulidpilane laks
kontserdile. Kas ta oli ka kohvikus?
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16.

Kokkuleppe kohaselt on asutuste A, B ja C poolt valja
tootatud uue projekti kinnitamise kord jargmine: kui
projekti Kkinnitamisest vOtavad alguses osa asutused A
ja B, siis peab nendega Uhinema ka asutus C. Kui Kin-
nitamine toimub asutustes B ja C, siis peab nendega
uhinema ka asutus A. Kas on vdimalik, et projekt Kkin-
nitatakse ainult asutustes A ja C ning asutuse B osa-
vott pole vajalik?

4- Jarelduvusseos

Liitlauset nimetatakse jarelduvaks liit

lausest OC ((9th&), kui liitlause (% tdesuse korral on
tdene ka liitlause <&.

Kui liitlausest 64, jareldub liitlause «fr', siis O0Oel-

dakse, et liitlausete (% ja vahel kehtib j arel -
duvusseos

on

Liitlausest 01 jareldub liitlause & , kui
téene komponentlausete tdevéaartuste koigi kombinatsioo-

nide korral.

Naide

Kas liitlausest (pV r) /1(p =£»q) jareldub liitlause
p=>(qV r)?

Ulesande lahendamiseks koostame liitlause
[(pVI)A(@mE=>q9] =Ip (CRN N

tdevaartustabel!.
p g ' Up V DN 9)] U => (@ V
t t t t t t t t t t t t t t t t
t t \Y t t V t t t t t t t t t \%
t \Y t t t t V t V V t t t \Y t Tt
t \% \% t t V V t V V t t \Y v \Y \%
\% t t vV t t t V t ¢t t \% t t - t
\% t \Y vV V. VvV VvV V t t t \Y t t t \Y
\Y \% t \% t t t V t Vv t \Y, t \Y t Tt
\% \% \Y V V V V V t V t \Y t \Y v v
1 221 3 1 2.1, 4. 1. 3 1. 2. 1
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Neljanda veeru pohjal [.(pv r) n(p =£-q)] b- £p =4> cqv N] .

Jarelduvusseose kontrollimiseks on olemas ka lihtsam,
vahem toomahukas vOte. See poOhineb vastuvaitelisel kontrol-
lil. Et tdestada seose Oi £ =& kehtivust, tuleb naidata, et
ei leidu komponentlausete selliseid tdevaartusi, mille kor-
ral & = v, kuid Gt = t. Toestuseks eeldataksegi, et <&= v,
ning kui sel juhul Ot ei saa olla tdene, siis ongi tdesta-
tud, et Ot ~J&.

Naide

Olgu Oi= (p Vr)A(p =>0q)

ning & = p = (qV r).

Et tbestada seose Otb-& kehtivust, oletame, et <& —v . Sel
juhul peab olema p = t, q =V ning r = v. Siis aga liitlau-
ses Oi p => g = v ning jarelikult ka Ot = v. Seega ei lei-
du komponentlausete selliseid tdevaartusi, mille korral

on vaar, <% aga tdene. Jarelikult Oi

Ulesanded
17. Milliste liitlausete paaride korral Uks jareldub tei -
sest:’
1) PAQq, 01 PVaQq,
2) p 1q, 5 P N1 1qg?
3) 7p V Iq,
18. Jarjestada jargmised liitlaused nii, et igast liitlau-
sest jarelduksid kdik temale jargnevad liitlaused:
1) 7p<*=~q, 4) PV

2) P=»(lp =>q)i 5)1P nq.
3)1[p =>(q =>p)J,

5. Samavaarsed laused

Liitlauset nimetatakse s amaselt tde -
seks (vaaraks), kui ta on tbene (vaar) kompo —
nentlausete tdevaartuste kdigi kombinatsioonide korral.

Liitlauset nimetatakse ke h testatavaks |,
kui ta on tdene komponentlausete tdevaartuste véahemalt Uhe
kombinatsiooni korral.



Liitlauseid Oi ja nimetatakse s amavaarse-
teks (0tSJ&0* kui nad omavad Uhesuguseid toevaartusi
komponentlausete samade tdevaartuste korral.

Liitlaused Oi ja £ on samavaarsed siis ja ainult siis,
kui <9u<F>&=t,

Et kindlaks teha, kas liitlause on samaselt tbene, sa-
maselt vaar vO6i kehtestatav, kasutatakse tdevaartustabelid.

Naited
1. Kontrollida, kas jargmised liitlaused on samaselt tdesed,
samaselt vaarad vdi kehtestatavad:
1) (a==>b) 1 aNn1ib, 3)1(1 PVg)<”> (p V q),
2) (aA 1b)=s>l (a=>hb), 4) [(p/1g)V 1d <= (p V 1q).
Ulesande lahendamiseks koostame antud liitlausete t&e-
vaartustabelid.

a b (a by 1 a A7 b (a A1l b =2 1(a b)
t t t t t t t v v t t v v t t v t t t
t v tv v v t v t v t t t v t t ¢t v Vv
v t v t t v v v t v v Vv t t v v t t
VvV vV Vv t v VvV VvV Vv et V v v t v t-v v t v
P ai¢1 PV W<=p Vayp 1 IVl vlig
t t v v t t tv t t t t t t tv t t ttv t
t v t v t v Vv t t vV t V V ttv t t t Vv
vV t vV t Vv t t v v t t Vv V t Vvt t VVV1t
vV V. V t Vv t v V V V V V V ttvyv t Vv v

Nendest tabelitest ilmneb, et
(a =~b)/1 aAlb = v, 1 (1 pvqg)d=~(p Vg - kehtestatav,
(an 1 b) =>1(a=*>b)=t, [(pPAQ)V 1ldq<==(pV 1q) = t.

Et otsustada, kas liitlause on samaselt vaar vdi sama-
selt tdene, vOib kasutada ka teist votet, mis tugineb vas—
tuvaitelisel tdestusel.

Olgu vaja tdestada, et 01= v.

Oletame vastuvaiteliselt, et leidub komponentlausete
toevaartuste selline kombinatsioon, aille korral CH = t.
Kui see oletus viib vastuolule, siis jarelikult ei leidu
komponentlausete tdevaartuste Uhtegi sellist kombinatsioo-
ni, aille korral t. Seega &Cs v.
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1* Naidata, et

line kombinatsioon, mille korral

Naited

oC= (a

Bb)1T allb= v.

Oletame, et leidub komponentlausete tdevaartuste sel-
t. PUdame leida sel-

le kombinatsiooni.
Et 6i = t, peab a=>b =t, a=t
aga a=t jab =v,

b = v. Kui

siis ei

oC

ning 7 b = t ehk
saa a =$%$>b

tbéene. Seega JOudsime vastuolule. See tahendab, et ei

du komponentlausete tdevaartuste sellist

mille korral &L = t. Jarelikult OC=v.
(an1b)=pl (a =b) = t.

2. Naidata, et

Oletame, et leidub komponentlausete tdevaartuste sel-

line kombinatsioon, mille korral
t ehk a

1 (a mbHb)

Et aga juhul,
siis tekib vastuolu. Seega ei
vaartuste sellist kombinatsiooni,

relikult J&= t.
Liitlausete, samavaarsuse uUle otsustamiseks vOib kasu-

tada tdevaartustabeleid.

3. Kas
on samavaarsed?

tdevaartustabelid.
N Vv Hare(p A <Qv

S < << A+ """ T
S < A+ < < = =
< = < = < m» <

o}

kui

liitlaused

a =

v ning a/llb

t, b

= v, on implikatsioon a="b
leidu komponentlausete

pPA(QVr),

&

Kombinatsiooni,

v. Siis peaks

b

:t'

a

mille korral Oy

(PAQ) VT

ja

olla

lei-

olema
=t, b=v.

toe-
v. Ja-

=V’

(p AQ) V (pAr)

Ulesande lahendamiseks koostame liitlausete

r

pA(QVr)«=> (pAqQ)V r

ja

PA(qQVr) <=0 (pAQ)V (pAr)

xe]

> < < < < A+ A+
S < € € < < = =+

-

-+

QS < < A+ M < < m

t

< A o < = =
P < m < = < = <

~+

g M+ < o < = ~+

p < < < < A+~
N < < € < < <

~+

P < < A = < < = =

t
t
t
\Y
t
\Y
t
\Y
3

< o < = < # < = -
P < < < < A+ ™ = =
b < < < < < = = =

=

15

< < - < < M+ =

-

< m A < = = =

N < o < = < = <

l

~+

s A A AR

~+

A < < < < oM

N € < < < < < m

P < < A+ < < # =
W< < < < < A4 o

kr < < < < = = + =
P < < < < < = < =

pn@O VvVp<EPANVEp AT

D < A < = < = < =



Liitlause pA(qVr) 4= (pAq)V r tdevaartustabeli 4. veerg
sisaldab ka tBevaartusi "v". Seega pA(gVr)” (pAQ)V r.

Kuid liitlause pA(qVr) (pAQ) V(PA r) = t, jare-

likult

p1(avr) = (pAQ) V(PAT).

Ulesanded

19» Otsustada, kas jargmised lausete paarid on samavaar—

sed:’

1) (@Ab)Vr ja aA(bVc)*,
2)1(x =v7y) ja 1lxVly;

3) pod-Iq Ja 1(aV 1p);

4) 7 =-7q ja 7(PVa);

5) pPAlg ja (Ip =»qV 7q;

6) pA(@Vr) ja (pVag) ="r;

7) (pVr) =or ja (PAQV((PATr);
8) 7(aAbA 7¢c) ja cA(7 b=>a);
9) KpVag) ja 7pA 7q;

10) pv(gnr) ja (pVa)A(pVr).

6. Pdhisamasused

Rida liitlausete samavaarsusi, mida kasutatakse liit-

lausete teisendamiseks, nimetatakse pdhisamasus -
teks.

Pdhisamasused:

1°77P= P;

2° pvg = qVp;

3 PVgVrs pv(gVr) = pVvqVr;
4° pAg= qAp;

5° (PA AT = pJ/I(qAr) = pAQgAr;
6° pA(qVr) = (pAqQ) V(pPATr);

7° pV(gAr) = (pVa)A(pVr);

8° 7(p Vg) = 1lp Alq;

9° 7(pAqgq) = 1P VIiq;



10e pAp S p;

11° pvp = p;

12e p ===q = 1p Vq;

13e P«=»q — (p 1 q) V (1pAlag)=(pVIg)A (4P V q);
14° p1t = p;

15e P 1V = v;

16e p VvV t= t;

17* pV v = p;

18e pV Ip = t;

19° P J11p = V.

7. Liitlausete teisendamine

Kasutades pdhisamasusi vOib liitlauseid teisendada,
asendades kogu lause voi selle osa temaga samavaarse lau-
sega. Siin on.analoogia algebraliste avaldiste samasus—
teisendustega.

Samasusteisendusi vOib kasutada liitlausete lihtsus-
tamiseks vOi samavaérsuse naitamiseks.

Naited
1. Lihtsustada liitlause 1 (p => q) V (g =t>p).
1(P =>q)V(q =>P) (1PVg) V(1qVp) =s/
= (nigvIigvp (pVv1igvp) nclqgViqvp)= 5
=(@VigAa(lgvp u)pV 1g-

2. Teisendada liitlause (p=$>q)A 4 (1 p =~q)Vr nii, et
mark n esineks ainult komponentlausete ees.

(P=5>qQAL1(1P=>q)VTr ApVQAT(P Vg Vr ==
= (Ipvg) AUpA lqgVr,

3. Toéestada, et pV(pAQ) = 1pVaq.
7pV(pAQ) ss( 1pVvp) A(1 pVqg)E Kk N(i pVo) 4=

= Ip Vg



Ulesanded

20. Lihtsustada jargmised liitlaused:

1) 1 (1 aVvb) =*>(@ V B &

2) 1(1pA 19)V(p=»qg)Ap;

3) (ah=>b) A (aVh);

4) [(a =® b) A(b ===c)] =?> (c => a);
5) (p =>q) A (9=>p);

6) 1[(a =@ b) A (b=?>N a);

7) (p=">"1q) V 1(p V q);
8)1[pAgA(p=»1q]"

21. Teisendada jargmised liitlaused nii, et mark "—j" esi-
neks ainult komponentlausete ees:
DKI1IP V)

2) 1 [Cp AQ)V 4rJ;

3) 7C(pPA q)Vr ]=*KpAr);
N7 A(@avinnrl;

5 1[(PV agA(1PV IqQ)Vr].

22* Teisendada jargmised liitlaused nii, et nad sisaldak-
sid ainult marke " 1 " ja "=)e*
1) 1Ip Ag=»I1gA p;

2) P l/q => (1 P =fmq) %

3) (la =%>b) =v>Ca V b);

4) I(p =»q) V (Ip =>1q);
5 (p~a) Vop.

23. Teisendada jargmised liitlaused nii, et nad sisaldak-
sid ainult marke " V " da "1
) p=0r)=>@" r);

2) (1pAQ) (1 gA p);

3) (p =£mq) A p;

4) (p<=»q) /1 p;

5) (a =b) N(b=>!Ic) => (c =t>I a).

24. Toestada jargmised samavaarsused:
1) p =>»>>q = 1Iq P,

2) p="q = KpAlQg);
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3) aVb=1 (7alllb);
4D allb=1(7 aV 1lb);
5) Bl (a 1 c) = g

6) aJl (a Vb)= a;

7) 1 (a=""b)= aAlb;
8) (a=£>b) => b= alb;
9) (a/1b) V(aA7b)= a;
10) a<£~b =7 a<=*7b;

11) (aVb) A (aV lb) 2 a;
12) (a/lb)V(laAb)V(laAlb)sa=»b;
13) aV (1 aAb)s aV b;
14) aA (1 aV b)= aA b;
15)Ma Vv (a A b)=="1 a A b.

8. Normaalkujud

Komponentlausete v8i nende eituste disjunktsiooni ni-
metatakse el ementaardisjunktsioo -
niks.

Komponentlausete vOi nende eituste konjunktsiooni ni-
metatakse elementaarkonj unktsioo-
niks.

Liitlause disjunkt jivseks (kon -
junktiiv s ks) normaa 1l kKuju K s nime-
tatakse temaga samavéarset "liitlauset, miskujutab endast
elementaarkonjunktsiooid.de disjunztsiooni (elementaardis—
junktsioonide konjunktsiooni).

Iga lause jaoks eksisteerib nii disjunktiivne kui ka
konjunktiivne normaalkuju. Normaalkujud pole Uheselt maa-
ratud.

Naited

1. Teisendada jargmised liitlaused disjunktiivsele normaal-—
kujule:
a) pV [(qV N (pV 1a)];

b) 1 (7 aV b) (a V b).
. <«

~19 _



Lause teisendamisel normaalkujule kasutame pohisamasu—
si:
a) pvV (V) eV Iigl= 1"V (g AP(q/\1q)(V)
(v(r A4 p)Jji(r/\lq).
See ongi antud lause disjunktiivne normaalkuju, Kkus
esimesel kohal asuv elementaarkonjunktsloon koosneb vaid
Uhest komponentle]l‘usest p.

b)l(TaVb)~(aVb)=[1(laVb)A(aV b)]Vv
V(1 aVb)ynl(avb)] = [(@nib) N (aVvbhb)]Vv
V [( lavb) N (laAlb) = (aAlbA a)Vv
V(aAlbnb) vV_(laAlaAlb) V (bn1a/lb)=
Tulemus ongi antud lause disjunktiivne normaalkuju.Ta-
valiselt aga lihtsustama seda tulemust veel vaid pdhisama—
suste 10°, 11®, 14° - 19° pdhjal. Antud naite korral:
= (aAlb) Vv V(1 aAlb) Vv =
s'(aAlb) V (1 aAlb).
2. Teisendada jargmised liitlaused konjunktiivsele normaal-
kujule:
a) (a="b)A I(aVv b);
b) 1(1 aV (a VvV b).

Kasutame po6hisamasusi:

a) (@a=»b)ynl(aVvb)y=(1avb)yn (la)A(lb).
Saadud tulemus ongi antud liitlause konjunktiivne normaal-
kuju, milles kaks viimast elementaarkonjunktsiooni koosne-
vad kumbki vaid uUhest komponentlausest.

b) 1 (1aYb)d=»(a V b) =
= [1 (1 avb) A (aVb)l V[d aVb)/\I(aVb)] =

= Ca/ll IbA(aVvb)] V[(la Vb)yn(lanlp]=

= (aAlb NnNa) VvV (aAlbAb)V(l aAlaAlb)V

V((bAlaAlb) = (aAlb) V (laAlb)s

= (aVla)A (aV1lb) A(1 bVlia)A ( bVib)
Tulemusena saimegi antud lause konjunktiivse normaalkuju.
Lihtsustame vaid veel:
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...St N(@avl b A(TaVIib)Albs
= (aVIib) A (1 aVlb) Alb.
Selleks, et liitlause oleks samaselt tdene, on tarvi-
lik ja piisav, et tema konjunktiivse normaalkuju iga ele—
mentaardisjunktsioon sisaldaks vahemalt Uhte koapoaeat—

lauset ja selle eitust.
Selleks, et liitlause oleks samaselt vaar, on tarvilik

ja piisav, et tema disjunktsiivse normaalkuju iga eleaen—
taarkonjunktsioon sisaldaks vahemalt Uhte komponentlauset
ja selle eitust.
Naited
1. Selgitada, kas jargmised laused on samaselt tdesed:
a) PNq=»q Np;
b) (aAb)V(lail c)V(IbA c).
Teisendame liitlause konjunktiivsele normaalkujule:
a) pAg=2>q/lp=I1(p /1q) V (q T1P)=
= 1PVIqV(g 1p) = (1 pVvV IgVQg)A ClpVIiqVp) = t;
b) (aAb)V(la Ac)V(IbA1lc) =
= (aVla\/Ib) A (aVlaVic)1(aVcVlb) A(aVvceV lc)/l
A(bViliaVvVib)A(b V1ia Vic) A(bVcV1ib)A
A( V cVilc) g. t.

Et saadud konjunktiivses normaalkujus 2 eleaentaardis—
junktsiooni (aV cV1b ja bV l1aVlic) ei sisalda koB-
ponentlauset ja selle eitust, siis el ole antud liitlause
samaselt tdene.

2. Selgitada, kas jargmised liitlaused on samaselt vaarad:
a) 1[(a V b) =¢ (b V a)J;
J>) (a«=9b) A [(aAlb) V (laAbjj,
Selleks teisendame liitlause disjunktiivsele normaal-
kujule:
a) I[(a Vb)) ==(b Vad=I[l(a Vb) V (bV a]=
= (@aVb)AlbAla =(@AlbnlayVv
V((bAlbala)= v?
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Bb) (@a<S=t>b) 1 N@/11b) V (1la Nb) =
= [(aABV (laAalb)]A[(aAlb)V (1 al bl=
= (@A b AaAlb) V(anbAlla NbV
\/(lajlb A aNll1b) V(laAlbNllaA b)s v.

Ulesanded

25. Teisendada jargmised laused disjunktiivsele normaal-
kujule:
1) [a A (a =£»Db)] = bl
2) pA 1(1 AN A« Vt),
3) anl (a=? b),
4) @V b N [(aNn b))V clVic,
5) 1(a A b) V (a =*'1b),
6) (a<=>1b) N (a =>c),
7) KlpVvqg) =~(P VvVq)»
8) (pVg) N r=>-1pV r,
9) (pV q) => (4PAg)I
10) 1(-1 a V b)<=> (a V Db).
26. Teisendada jargmised liitlaused konjunktiivsele nor-
maalkujule:
1) [aA (a =Pb)] ="b,
2) (aV b) =pl aj b,
5) PV (gAr),
4) aV (aAb)V (laAlb),
5) pV@A NV (1 pV a),
6) (a=x=b)V aVlbh,
7y IpV (pAlg)V q,
8) avbV (1 cA aAhb),
9) (@ AP)A 1(PV q),
10) [@=£ b) A (b”rc)] —= (a c).
27. Toestada, et jargmised liitlaused on samaselt vaarad:
1) (a == b) A aAlb,
2y aAl(b~a),
3) (a<3hH A [(a Alb) V (1 aA b)j,
4) bA aAl(aV b),
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28.

29.

30.

31.

5) 1Dp (p =* o)l ™

6) aApNnl@EVa,

7 (1P Q) A 1V aq),

8) "L C(a b) A (b c) (a ~ o)l.

TOestada, et jargmised laused on samaselt tdesed:

1) a=* (b =* a),

2) (a Alb) ="~1(a=2?hb),

3) 1(a A "lb)<=> [la V (a1 b)],

4) Cp=>q) A pl] =>q,

5) Ca=» b) A Ib]l=»1 a,

6) [(a=> b) A (b =>¢c)3 =* (a => c),

7) 1P =» (p => q),

8) I(a<=>b)V [I(a Alb)A(aVvl b))l

Neli tudrukut Mare, Niina, Olga ja Piia kaisid vdoist-
lustel ja said ubel alal esimesed neli kohta. Enne
vOistlusi ennustati, et

1) Olga tuleb teiseks, Piia kolmandaks;

2) Olga tuleb esimeseks, Niina teiseks;

3) Mare tuleb teiseks, Piia neljandaks.

Osutus, et igas ennustuses Uks osa taitus, teine mit-
te. Millisele kohale keegi tuli?

Arno, Sergei, Peeter ja Tiit pidid koristama 7., 8.,
9. ja 10. klassiruumi, igaiks uhe. Uldkorrapidaja lei-
dis, et 10. klass oli lohakalt koristatud. Kusimusele,
kes millise klassi koristas, vastasid poisid jargmist:
Arno: "Mina koristasin 7. klassi, Tiit 8. klassi”,
Peeter: "Mina koristasin 9» klassi, Arno 8. klassi",
Sergei: "Mina koristasin 8. klassi, Peeter 10. klassi".
Tiit oli juba ara lainud.

Edasisel kusitlemisel selgus, et iga poisi vastu-
ses oli Uks osa tdene, teine mitte.

Kes millise klassi koristas?

Perekond koosseisus isa A, ema B ja kolm tutart C, D
ja E ostis televiisori.Otsustati, et esimesel Ohtul
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32.

33.

vaadatakse televiisorit jargmise kokkuleppe alusel:

1) kui saadet vaatab isa A, siis vaatab ka ema B;

2) saadet vaatavad tutred D ja E mblemad vdi Uks
neist;

3) kahest perekonnaliikmest — ema B ja tutar C -
vaatavad saadet Uks ja ainult Uks;

4) saadet vaatavad kas tutred C ja D molemad voi ei
kumbki neist;

5) kui saadet vaatab tutar E, siis vaatavad seda ka
isa A ja tutar D.
Ees perekonnaliikmetest vaatasid televiisorit sel-

lel dhtul?

Oppejdud esitas Ulidpilasele 5 kiusimust, millele tuli
kirjalikult vastata kas "ja" vdi "ei”, ulidopilane tea-
dis vastust vaid teisele kiUsimusele. Kuid ta teadis
veel, et
1) vastused esimesele ja viiendale kisimuseleon vas-
tupidised;
2) kusimusi, mis nduavad vastust "ja", on rohkem Kkui
kidsimusi, mis nduavad vastust "ei";
3) Oppejbud ei anna kunagi jargemooda kolme kisimust,
millele tuleb vastata "ja".
ulidpilane vastas koikidele kusimustele digesti.
Milline oli teise kusimuse vastus ("ja" voi "ei"),
mida ulidpilane teadis?

Vahetunnil 1dhuti klassi aken. Suudlane oli tUks nel-
jast poisist, kas Toomas, Kalev, Laur v&i Mart. Opi-
laste kusitlemisel vastasid nad jargmist:

Toomas: 1)"Akent ei I6hkunud mina", 2) "Marti ma
ei tundnudki enne kooli tulekut", 3) "Akna 1061 Kkatki
Kalev";

Laur: 1) "Ma pole suudi”, 2) "Ma isegi ei kainud ak-
na juures", 3) "Mart teab, kes akna 1dhkus";

Kalev: 1) "Ma pole suudi”, 2) "Akna ldhkus Mart",
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34.

35.

3) "Toonias valetab, kui utleb, et ma Idhkusin akna";
Mart: 1) "Ma pole suudi”, 2) "Akna Idhkus Laur",
3) "Toomas vOib vastutada minu eest, sest tunneb mind
lapsepblvest saadik".
Edasisel uurimisel selgus, et iga poisi kolmest vas-
tusest on kaks tdesed, Uks mitte. Kes oli suudi?

Kuus Opilast Kaste, Tamm, Ehin, Hang, llves ja Luts vot-
sid osa olumpiaadist. Kaks neist lahendasid ara koéik
Ulesanded. Kusimusele, kes need olid, vastati, et kdik
ulesanded lahendasid ara

1) Kask Ja Ehin,

2) Tanm ja Luts,

3) Luts ©da Kask,

4) Tamm ja llves,

5) Hang ja Kask.

Neljas vastuses on Uks nimi 0ige, teine mitte, UUhes
vastuses pole aga kumbki nimi dige. Kes lahendas ara
kéik ulesanded?

Mingi  zooloogia—aia lindude kohta kehtivad jargmised

vaited;

1) laululinnud on kas suured v0i teatava omadusega Y;

2) linnud, kellel pole omadust Y, on kas mittesuured
vOi neil pole omadust X;

3) laululinnud Ghes suurte lindudega hdlmavad kdik
linnud omadusega X;

4) iga mittesuur lind on kas laululind vo6i lind omadu-
sega Xj

5) lindude hulgas, kes on omadusega X, pole neid, kel-
lel on omadus Y ja kes on Uhtlasi suured ning pole
samaaegselt laululinnud.

Selgitada, kas linnud omadusega X on laululinnud vOIi

mitte vOi kas nad on suured v6i mittesuured linnud. Sa-

masugused kusimused selgitada ka omaduse Y puhul.



36. Mingil ballil viibinud neidude kohta kehtivad jargmi-
sed vaited:

1) iga neid oli kas hasti kasvatatud, 18bus, noor voi
ilua;

2) kdik mittetantsivad neiud olid mitteilusad ja iga
tantsiv neid oli kas hasti kasvatatud, I6bus vOoi
noor;

3) kui eraldada mittenoored neiud, vdis ulejaanud nei-
dude kohta &elda, et nad on kas ilusad, I8busad vOi
hasti kasvatatud;

4) kui eraldada koOik mittenoored ja seejarel koik mit-
teilusad neiud, siis jaid jarele hasti kasvatatud
vOi Idbusad neiud;

5) kui eraldada kdik mitteldbusad neiud, jaid jarele
kas hasti kasvatatud vOi noored vOi ilusad neiud;

6) ballil ei olnud neide, kes olles noored ja lI&busad,
polnud samaaegselt ilusad ja hasti kasvatatud;

7) noorte neidude hulgas polnud selliseid, kes olid ilx—
sad ja I6busad, kuid polnud héasti kasvatatud;

8) iga hasti kasvatatud neid oli kas noor, ilus vdi 16-
bus;

9) iga hasti kasvatatud ja uhtlasi ilus neid oli kas
I16bus v&i noor;

10) iga mitteldbus neid polnud kas noor, ilus vdi héas-
ti kasvatatud,

11) kdik hasti kasvatatud ja Idbusad neiud, kes polnud
noored, olid ilusad;

12) mittenoored neiud olid kas mitteldbusad, mitteilu-
sad vOi mitte h&sti kasvatatud;

13) mitteilusate neiude hulgas polnud neide, kes olid
samaaegselt hasti kasvatatud, noored ja Idbusad;

14) kui lahkusid kd&ik mitte héasti kasvatatud neiud, koik
mittenoored neiud, kdik mitteldbusad neiud ja kdik
mitteilusad neiud, siis Uhtegi neidu enam ballile ei
jaanud.

Selgitada ballil viibinud neidude riuhmade vahekorrad.
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9. Taielikud normaalkujud

Liitlause taielikuks disjunk -
tiivseks normaalkujuks nimetatak-
se selle liitlause disjunktiivset normaalkuju, mis ra-

huldab jargmisi tingimusi:
1° selles ei esine kahte Uhesugust elementaarkon—
junktsiooni;
2° iga elementaarkonjunktsioon sisaldab iga kompo—
nentlauset tapselt uUks kord.
Viimane tingimus tahendab, et:
1) ukski elementaarkonjunktsioon ei sisalda kahte
Uhesugust komponentlauset;
2) ukski elementaarkonjunktsioon ei sisalda kompo—
nentlauset ja selle eitust;
3) igas elementaarkonjunktsioonis esineb iga kom—
ponentlause (vOi selle eitus).

Liitlause taielikuks konjunk —
tii.vseks normaalkujuks nimetatak-
se selle liitlause konjunktiivset normaalkuju, mis rahul-

dab jargmisi tingimusi:
1° selles ei esine kahte Uhesugust elementaardis—
junktsiooni;
2° iga elementaardisjunktsioon sisaldab komponent—
lauset tapselt uUks kord.

Samaselt vaaral liitlausel ei ole taielikku dis-
junktiivset normaalkuju, samaselt tdesel liitlaiisel ei
ole aga taielikku konjunktiivset normaalkuju.

Naited
1. Teisendada jargmised liitlaused taielikule disjunk-
tiivsele normaakujule:
a) a V[b n (aVv1lb),
mb) (aAlb) =~I(a =»b),
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c) 1(a 4="b) A (la VB) /1 (a V Ib).
a) aV [bA(aVIb)l = aV (bJ/la) V (b/1b) =

Et siin esimene elementaarkonjunktsioon koosneb vaid

Uhest komponentlausest a ning ei sisalda komponentlauset
b, siis, arvestades, et a/Jlt = a ja ka aA(bVIb) = a,
asendame a temaga samavaarse lausega aA(b V 1b):
= aA(bVv"lb)V(b A a)Vv =
(aAb) V(aA Ib)V(bAa) = (aAb) V (aA 1b).
b) (a Alb) =~1(a="b) s laVbV (a/llb) =
= [laA(b VIb)]V [bA(aVla)] V (aAlb) s
= (fanb) V (laAlb) V(bAa)Vv (bAla)V (aAl b) =
= (laAb) V(1 aAlb)V (aAb) V (aAlb).
c) 1(a €5>Db)J1(1 aVb)A (aVilb) s
=1[(1 avb)n (1 bv a)] N[(1a Aa) V (laAlb) V
V (b Aa) V (bAlb)I 3
= [ (@aAlb)V (bnla)]n [(1 aAlb)V(bAa)] =
s(aAlbAlaAlb)V(aAlbAbAa) V
V(bAlaAlaAlb)V (bAlaAbAa) = vVv = v.

Markus: Vaadeldaval liitlausel

puudub taielik dis-
junktiivne normaalkuju,

sest liitlause on samaselt vaar.

2. Teisendada jargmised liitlaused taielikule
tiivsele normaalkujule:

a) Ca b)A 1 (a V b),
b) (aV b) &= (a & c),
c) I(aAb)V (a b).

konjunk—

a) (a ="b)A I(aVv b) = (laV b) Al aAlb =
s (1 aVb)A [I av (bAIb)IA [I bV (aAla)l =
(1 aVb)A (1 a\/b)AftaVlb)A (1 bV a)A(lbVla) =

=(1 aV b)A (1 aVIb)A (aVlb).

b) (aVvb) =7 (a c) = (laAlb)V (1 aYc)a
= (1 aVlaVv c)A (1 bVlaV ¢) =
=N aVv cV (b/11b)1 A (L bVla V c) =
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s (“lavbvcM N aVIibVc)A (“lbv 4.aVc)5
= (lav bVc) A(N aVlbV c).

c) I(aAb) V(a4 b) alaVIbV 1aVb H t.

Et vaadeldav liitlause on samaselt tdene, siia puudub
tal taielik konjunktiivne normaalkuju.

tlesanded

37. Teisendada jargmised liitlaused taielikule disjunktiiv-
sele normaalkujule:
1) a=5 (b == a),
2) C(a=>b) N1 (b =» c)] (a ="lc),
3) (ao* b)V a,
4) (aVb) => (a=>c),
5 I(a«xb)A(laV b)A(aVvlb),
6) 1(aAlb) == (1 b c),
7) (a~b)A[(aAlb)Y (laAb)].

38. Teisendada jargmised liitlaused taielikule konjunktiiv-—
sele normaalkujule:
1) (a <=hb)V a,
2) (a b) A aAlb,
3) (@ =?b)A (IbV Cc)A (a =» c),
4) (aV b) (a c),
5 1(1 aV b)<=> (aV b),
6) PVI[(aVr)A (pVia)l,
7y (PAQ = (qdA p).
39. Teisendada jargmised liitlaused taielikule disjunktiiv-
sele ja konjunktiivsele normaalkujules

1) aA b, 3) a =* b,
2) aV b, 4) a b.
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10. Liitlausete moodustamine etteantud
téevaartuste .iargi

Liitlausete moodustamiseks nende etteantud tdevaar-
tuste jargi kasutame kas taielikku disjunktiivset voi
konjunktiivset normaalkuju: téaieliku disjunktiivse nor-
maalkuju koostamisel arvestame kd&iki vdimalusi, millal
liitlause on tdene; taieliku konjunktiivse normaalkuju
koostamisel arvestame kdiki voimalusi, millal liitlause
on vaar.

Naide
Koostada liitlause ®LUa, b, c) tdevaartustabeli

pdhjal selle liitlause nii taielik disjunktiivne kui ka
konjunktiivne normaalkuju.

Liitlause b, c) taielik disjunktiivne nor-
maalkuju on —

(aAbnl1c)v(ah 1bAc) V(1 an'i bAc)VvV (1 aAl bAlc)
ning taielik konjunktiivne normaalkuju
(“CaVIibVIc)A("l a\/bVc)A(aV"IbVIc)A(aV IbV c).

Ulesanded
40. Koostada liitlaused nende etteantud tdevaartuste jar-
gi:
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&0(p.q.r) A(p.g»r) ~(p,q,r) /04p.q,r)

°
Ke)

r 1
t t t \Y \4 t
t t \% t \% \% \%
t \% t t \ \Y t
t \% \% \% \Y \Y \%
\Y t t \% t t t
Y t \Y \Y% t \% t
\% \% t t \Y \% \Y
\Y \% Y \% t Y \%

41. Matkaja asub Uhes linnadest A v6i B, kuid millises, ei
ole teada. Selle teadasaamiseks vOib esitada ainult
the kiusimuse, millele saadakse vastuseks kas "ja” VvOi
"eil", kusjuures see vastus vOib osutuda tGeseks vOi

vaaraks. Milline peab olema kiUsimus, et selle vastuse
pbhjal otsustada, kus asub matkaja?

42. Loogik sattus vangi. Ta heideti keldrisse ning mdiste-
ti surma. Vaenlaste pealik pakkus aga vangile paasemis—
vOoimalust. Ta uUtles: "Sellest keldrist on kaks valja-
paasu. Uks viib sind surma, teine vabadusse. Valida
vOid neist Ukskdik kumma. Valikut teha aitavad sul mi— —
nu kaks s@jameest. Nad jaavad siia, et vastata sinu
Uhele kusimusele. Kuid hoiatan sind, et Uks sdjamees-

test raagib alati, tdtt, teine valetab alati.” Pealik
lahkus, arvates, et oli vangile andnud .vaid véhest loo-
tust juhuslikuks paasemiseks. Moelnud hetke, esitas
loogik Uhe kisimuse ning paases vabadusse. Milline

oli see kusimus?
o

11. Liitlausete rakendusi kontakt—
skeemide analuusimisel .Jja sunteesimisel

Kontaktskeemide t66d on vdimalik kirjeldada lausearvu-
tuse mobistete abil.

Tahistame lause "Kontakt A laseb voolu labi" tahega a,



selle lause eitust aga vastavalt 1 av Kontaktid tahistega
naiteks B ja Br on alati vastupidises asendis (s.t. kui
Uks laseb voolu labi, siis teine mitte).

Naited

1. Koostada liitlause, mis vastab antud skeemile, ning
uurida selle skeemi t66d.

Et koige ulemises harus on P ja Q* jarjestikku, siis
kirjeldab selle haru té6d liitlause p ATq. Kogu voolurin—
gi tood aga kirjeldab liitlause

C(PAIg)VrlVv (pA a

Et selgitada, kas klemmide ja T2 vahel tekib ildse
vool ning kontaktide milliste asendite korral tekib vool,
selleks kasutame moodustatud liitlause tdevaartustabelid

p g ' re n l1agq)VrlV (P AQq
t ot ot t V Vit tt t t tt
t t Vv t v«8Bvv t t 88
t vV ot t t tVv tt t t VYV
t VvV Vv t t tVv tV t t VV
vV ot ot V V Vt tt t V Vit
\% t V' V V. Vt VV<V- V V t
(VAR t V V tV tt t V VYV
vV VvV v V.V £tV VYV 9 vV VYV
Koostatud tabelist ilmneb, et klemmide j.a T2 vahel

ei teki voolu vaid kontaktide asendi kahe kombinatsiooni
korral: 1) kui P ja R ei lase voolu labi, Q aga laseb voo-
lu labi; 2) kui uUkski kontaktidest P, Q ja R ei lase voolu
labi.



2. Joonestada skeem, mis vastab liitlausele
CeV g Alp)V (IpA 1)

Arvestades seda, et lausete disjunktsioon Kkirjeldab
paralleelset lulitust, konjunktsioon aga jarjestikust lu-
litust, siis vastavalt eespool tehtud kokkuleppele saame
jargmise skeemi:

Ulesanded

43. Koostada liitlause, mis vastab antud skeemile, ning
uurida skeemi tod6d.

1) p R *
* 9’,
Ti
= e p* —0
Q -l
2) A B _
C A
r L
_____ W ———- T2
BETel—-—-LfTn

44. Konstrueerida skeemid, mis vastavad jargmistele liit-
lausetele:
1) (r1p)V (1rAp)V (rAp),
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2) PN1g)V (1pA g V (1pAlaq),
3) [T rA(av p)lV [(Ip A )V (pA 1],
4) [(pAIr)V (IpAlqgq)]V(IpAr).

12. Seoa liitlausete .ia nende téehulkade
vahel
Liitlause tdehulgaks nimetatakse hulka,

mille elementideks on tdevaartuste kombinatsioonid, mille
korral liitlause on tdene.

Tahistades lausete p ning q tdehulki vastavalt P ja
Q, saame liitlausete tdehulgad Ules kirjutada jargmiselt:

liitlause tdehulk
PAQ PIMQ
PV Qq PU Q
p=*q PUQ
p<=*q PUQMN (PU
1p P
PAlq P4Q

Samaselt tdese liitlause tdehulk on universaalne hulk,
samaselt vaara liitlause tdehulk on aga tuhihulk. Samavaar-
sete lausete tdehulgad on vordsed.

Seos liitlausete ja nende tdehulkade vahel vdéimaldab
lahendada

1) lausearvutuse ilesandeid hulgateooria abil;

2) hulgateooria ilesandeid lausearvutuse abil.

Naited
1. Otsustada Venni diagrammide abil, kas jargmised liitlau-
sed on samaselt tdesed, samaselt vaarad voi kehtestata-
vad:
a pVv (lpVa),
Ib) (91 p) Al (PV q),
c) (p=+1q)A P
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a) Liitlause pV (1 pV q) téehulk on

PU (P UQ).
Kujutame selle tdehulga Venni diagrammi.l:
P —-17171
| LA
PUQ —-~"~=

PU(PUQ) = U.

Jarelikult pV (1 PV g) H t.

b) Liitlause (g 4 p)A 1 (p V gq) tdehulk on
@npPyn (P UQ).

Kujutame selle Venni diagrammil:

Qn P —-/171
PUQ —\\\
@nepP N (PUQ) =0
Jarelikult (A ppAHd(PEV Qg = v.

c) Liitlause (p =~~]9Q) A p téehulk on (P U Q) N P.
Kujutame selle hulga Venni diagrammil:

P — 71/
Q — N\ \
PUQ- ~
PUQMN P —1III,
Et PUQMNP®U ja
PUQMNPEOD , siis

on liitlause (p ="1g)A P kehtestatav, k.uid mitte sama-
selt tdene lause.

2. Kontrollida Venni diagrammide abil jargmiste samavaar-
suste kehtivust:

QY PV@AnrN=EVPA (pVr),
b) PAag)” (1 pAqg =1PVaq
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*) Liitlause pV (q Ar) tdehulk on A =PU(Q N IO
ning liitlause (p VvV g 4 (pV r) tbéehulk on B =(PUQ)H
0 (PUH). Kujutame hulgad A ja B Venni diagrammidel:

Et 1 s B, siis
pV(@NArN=EVvVaspEVr),
b) Liitlause (p A Q) (IpA g) toéehulk on A =

=PMN QU (PN Q ning liitlause 1 p Vg tdehulk on
B=PUQ.

Kujutame hulgad A ja B Venni diagrammidel:

(pAQg)”™ (IpAg) ~ 1PVaq

3. Kasutades Venni diagramme, otsustada, kas jargmiste

liitlausete paaride vahel kehtib jarelduvusseos:
jo>

b) (pV ) r
a) Liitlause (p VvV r) 4 (p % q) tdehulk on
A=(PUR MNP UQ
ning liitlause p (g V r) tdehulk on

B=PUQU R
Kujutame hulgad A ja B Venni diagrammidel:
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Vermi diagrammidelt ilmneb, et AC B, siis jarelikult

(PVr)A (p D= p=>(@Vr).

6) Liitlause (p V r) r téehulk onA = PURUR
ning liitlause (p 1 q) V (p /1 r) téehulk on B = (P N Q)U
Uu (P N R).

Kujutame hulgad A ja B Venni diagrammidel:

Venni diagrammidelt selgub, et A <£ B ning ka B A. Ja-
relikult ei kehti liitlausete
/)y~ r ja (PAQV (PAT)
vahel jarelduvusseost, s.t.
PVr)y=>rw— PAQV (P
ja ka
PAQV PN ru- (pVvor) r.

4. Toevaartustabelite abil otsustada, milline jargmistest
hulkadest on universaalne hulk, tuhihulk voi univer-
saalse hulga mittetuhi osahulk:

a (PUQ M (PUQ,
b) PUR N (PUQ U PUQUR,

___c)(PUQ)n(PU Q).

Hulgateooria Ulesanded, mida k&esolevas paragrahvis la-
hendatakse lausearvutuse abil, on lahendatavad ka otse-
selt hulgateooria mdistete ja seoste pdhjal.
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a) Hulka (Pu Q) 1 (PU Q) vOib vaadelda liitlause

(p Vg)A (Ilpv/q) tdehulgana.
Koostame selle liitlause tdevaartuStabel!:

P a9 ® V @ A @@ p V 9
t t t t t T \% t t t
t \% t t \% \% \Y t \" \Y
\ t \Y t T Tt \% t t
\ V. \Y \ \Y \% t \% t Vv

Et vaadeldav liitlause ei ole samaselt vaar, siis
vastav hulk ei ole tuhihulk, s.t.
PUQMT (PUQ *O0
Et ka (pV q A (Ip V g~fe t, siis ka
PUQN (PUQ i U
Vaid (PU QTN (PUQC U.

b) Hulka (PUR)N (PUQ U P UQUR vdib vaadel-
da liitlause

1[(pV A (IpVqg)]l]VIipVvqgVr

téehulgana.
P g © I[(p V r)ACIp V O]V-b V.q Vv r
t t t V t t t t Vv t 8 ¥ v t t t t
t t V V t t VvV t VvV t t VvV V t t t V
t vV t t t t t VvV VvV V 4 V t V ot t
t vV V t t t VvV VVvVvg 4 VvtV otV
V t t VvV V t t t t t t t t t t t t
V t V t V V V V t t t t t t t t V
V V t V V t t t t t VvV t t t VvV t t
VVV t VvV VvV VYV t tvVv t t t Vv t V

m
-+

IBp Vr)A(1PVvg)lV1ipV gV I'5 t, siis
(PUR)OA(PUQ UPUQUR = U.
c) Hulgale (P U Q)N (P U Q) vastab liitlause
Kp V.q) Al(p VIq).



P g 1Cp V g A 1 (p VIO
t T \% t t t \ \Y T t \%
T \% \% t t \% Y, Y, T Tt t
v t v v t t v t v Vv Vv
% v t v Vv Vv v vV oV t t

Toevaartustabelist nahtub, et
Kp Vg Al(pV 1g)= v.
Jarelikult
<P U-Q)fl (PUQ) -0

5. Kasutades lausearvutusteisendusi otsustada, milline
jargmistest hulkadest on universaalne hulk, tihihuHc

vOi universaalse hulga mittetuhi osahulk:

a (PUQMN (PUQ),

b) (PUR)Yn (PUQU PUQUR,
c)CP U Q)0 (P U Q).

a) Et antud hulgale (PU QO (PU Q vastav
liitlause (p V g) N1 (Ip V €0 on konjunktiivsel nor-
maalkujul, kuid elementaardisjunktsioonid ei sisalda

lauset ja selle eitust, siis jarelikult vaadeldav liit—
lause ei ole samaselt tBene. Seega
(PUQMN (PUQ) t U.

Teisendame vaadeldava liitlause disjunktiivsele
normaalkujule, et otsustada, kas liitlause on samaselt
vaar:

PV a1 pVag= (pAlp) Vi(pPAa)V gAl pV (qAQ).

Et saadud disjunktiivse normaalkuju iga elementaar-
konjunktsioon ei sisalda lauset ja selle eitust, siis
pole liitlause samaselt vaar:

PVadDA@RPVAADV.

Jarelikult

(PUQ) M (PUQ £0
Seega
(PUQ) N (PUQ)C U
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b) Teisendame hulgale

(PUR)yMPUQ UPUQUR

vastava liitlause konjunktiivsele normaakujule:

I[(pV ) (Ip\/ @3VIipVvgVr?2

ST Vr)VI(lpV gq)VIpV gVr s

=(lp AIr)V(pAlq)V IpVqgVr=

=(lpVp'Y7lpVg<dr)n (lpvigVvip'/qVr)A

A(lrVpV'lpVvVqVr)A (IrVvigVIipVvVgVr)= t
Jarelikult

PURYMN (PUQ @pUgNR=U
c) Teisendame hulgale

(P UQH (P UQ

vastava liitlause disjunktiivsele normaalkujule:
1(P Vgni(pViqg = IpAlgAlpAq = v.
Jarelikult
(PU PUQ=0

6. Tdevaartustabelite abil otsustada, milline hulk on
teise osahulk:

a) PUQUR ja (PUR)M (P UDQ),
b) (P9 Q U (PMR) ja PUR UR.

a) Koostame hulkadele P U QU R ja

(PUR)T) (P UQ)
vastavate liitlausete

l1pvagVvVr ja (pVr)AdpVa
tdevaartustabelid:
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ﬁ,qu)v"<er)A(|PVq)

q r

p

ilmneb, et

(PpVr)y Adp Vo ©

Tabelitest

t

(Ip Ya\Nn

likult

jare

(pVr)A (Ip Vvg) - 0pV q V r)

Seega

(PUR) M (P UQ)C PUQUR.

b)
vastavate

ja PURUR

(PN Q U (PN R)

Koostame hulkadele
liitlausete

(PN ag Vv (pnr

toevaartustabelid:

I(p V)V r

ning

\%

r

r)y 1 (p V

® 1 g v cr A

r

a

et

ilmneb,

Tabelitest

PAQ N (p4Arn)b/-1(pV )V r

ka

ning

PV IV Irw-(p/qgV (pAT).

Jarelikult
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(PO Q m((pnR<EPURUR
ja ka
PUR UR<E€ (P MNQ U (PO R).

7. TOevaartustabelite abil otsustada, millised jargmistest
hulkadest on vdrdsed:
A=PNQUCPOQ), B=PURQ,
C=(@N\NP)UQ.

Kirjutame hulkadele A, B ja C vastavad liitlaused
1P A Q) V (“lIp /1 gy
1PV q,
(@ Alp) Vigq
ning koostame nende tdevaartustabelid:
P a 1 n vV (Ip A > V. 4 « A lp)Viq
t t t t t v Vv v t v t t t v v Vv V
tv t tv v t VvV VvV VvV V VvV V V VvV t t
v t t v v t t t t t t t t t t t t v
v v t v v v t t v v t t Vv v v t t t
Tabelitest ilmneb, et
Kp AagV (1 pJ/lqg) #1 pVa,
1PV ql (g Alp) Vliaq,
kuid

I(PA gV (IpA g)= (gAlp)Vigq.
Jarelikult

PN QUM MQ = QN\NP)U Q.
Ulesanded

45« Venni diagrammide abil otsustada, millised jargmistest
liitlausetest on samaselt tdesed, millised samaselt
vaarad ning millised kehtestatavad:

1) (a —>b) A aAlb,

2) a Al(b =» a),

3) (aAl b) V1a,

4) 1 [(p A (Ip VvV a)l.
5) Ip => (@ =~ Pl



6) (PA ag)=0¢ (pV a),

7 (P AQ)/\I(p V ),

8) (a V b) A (a V—|b).

46. Venni diagrammide abil otsustada, kas jargmised liit-

laused on samavaarsed:

1) a=?1lb ja laVlb,

2) I(a="1b) ja laVvlb,

3) (p=>qg)<"lpv g ja q=»P,

4) KgAlp) ja [(p=>q)=*IpV qa]lA
A(LPVa =>(P=20a],

5 1(aAlb) => (lb=> a) ja ~|@=»b)V aVb,

6) (aNnNb)VvV (laAb)Vv (1 anlb) ja a=? b,

7) (aA b)V (aAl b) ja a

8) (L avlb) N c ja 1[(anl b) VNcil-

47. Venni diagrammide abil otsustada, kas jargmiste liit-
lausete vahel kehtib jarelduvusseos:
1) PA(@QV * OGa PV (qN1r),
2) PAlg ja pA (qQVr),
3) IpAlqg ja (PAQ V (PA ),
4) PAlqg ja (1p=?lq)«=>(pViqg),
5) (a Ab) VIb ja aV 1b,
6) la~ (aAb) ja aV 1b,
7) 1 (a1l b))V a ja a 1b,
8) 1 [(aAla) =2 (aNlhb)y3 ja 1 aVv 1lhb.

48. Toevaartustabelite abil otsustada, milline jargmistest
hulkadest on tuhihulk, milline universaalne hulk ja
milline universaalse hulga mittetiuhi osahulk:

1) PUQN (PUAQ),
2) 1 UuB N (AU B),
3) (1UB n (AUB),
4) C(A\B) mn al] 0 B,
5 An B\ Au B,

6) AN (B UA),

7) AU (AN B),

8) B\ AT A.



49. Lausearvutuse samasusteisenduste abil lahendada ules-
anne nr. 40.

50. Tdevaartustabelite abil otsustada, milline hulk on
teise osahulk:
1) TUB ja (B\ A) U B,
2) ANB ja u\rrz7zmn,
3) P1Q UMHNP) da PN QMNR,
4) PUQ da P U QUR,

5 PN QMR 8a (P\ Q) \ R,

6) QN RMNP &a R UNQ,

7) (RUP)Nnq da PUQ,

8) PUQUR da (PN QAR)MRN\P.

51. Toevé&artustabelite abil otsustada, kas hulgad on

vordsed:
1) PN Q da (P UQ \Q,
2) PN$ o6a P4 Q,

3) AUB &a B\ A,

4) P“\Q &a PUQ,

5) (AUB)\C & (A\C) U (B \Q),
6) AnNBNC &a [(AUC)\ B],

7) (A1 B) U
8) T\ B 6a A UB.

da ATTi,
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K, PREDIKAATARVUTUS

1. Predikaadi mdiste

Predikaatarvutuses vaadeldakse lause kahte osas
1) indiviid v&i indiviidid ja 2) predikaat. Indiviidid
on objektid, mille kohta lauses midagi vaidetakse, pre-
dikaat valjendab aga indiviidide teatud omadust vdi nen-
devahelist seost.

Olgu naiteks indiviidide hulgaks naturaalarvude
hulk N. Siis predikaat "... on algarv" valjendab arvu-
de iihte omadust — olla algarv. Kuid predikaat "... on
suurem kui ..." valjendab indiviidide, antud juhul na-
turaalarvude omavahelist seost. Indiviidide omavahelist
seost valjendab ka predikaat"... ja ... suaaa on ...".
Punktide asemele Kkirjutatakse indiviidi uldtahis x, y
vdi z, mis on muutujaks vastavas indiviidide hulgas,
predikaate aga tahistatakse tahtedega A, B, ..., P, Q,
R, S ..., ning nende jarele kirjutatakse sulgudes indi-
viidide uldtahis. Indiviidide hulki t&histatakse vas-
tavalt indiviidide uldtahisele X, Y, Z. Vaadeldud pre-
dikaate tahistame naiteks jargmiselt:

A(X) = "x on algarv", kus x X = N;

S(X, y) =s "x on suurem kui y", kus xeX * N,
yeyY =N,

B(X* ¥» z) = "x ja y summa on z", kus xeX = N,

yeY =N, ze z =N.

Predikaadis esinevate muutujate arvu jargi nimetatakse
predikaate Uhe—, kahe—, kolme— jne. kohalisteks predi-
kaatideks.

Kui indiviidide hulk pole ette antud, siis vaa-
deldakse sellena koige laiemat hulka, mille elementide
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korral predikaadist aaadav lause omab métet.

2. Predikaadi té&ehulk

Predikaadi P(x) tdéehulgake nimetatakse
hulka P, mille elementideks on indiviidid, mille kor-
ral predikaat muutub tdeseks lauseke. Seega

P =[x IP(x) = t).

Predikaadi QCx”, x2, ..., xQ) tdehulgaks on hulk,
mille elementideks on korteezid (x”, x2, ..., xQ),mil-
le korral predikaat muutub tdeseks lauseks. Jarelikult

Q = » Xg, ..., Xn) 1 Q (X3 X2» eee» xn) =

Predikaadi tbéehulga leidmiseks on otstarbekae ka-
sutada tdevaartustabelid, kui indiviidide hulgad on
diskreetsed.

Naited
1. Leida predikaadi P(x) = "x on algarv", xe X =
=~1; 2; j; ...; 9; O j téehulk.
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Px) v t t v t v t v v Vv
Tabelist ilmneb, et
P(1) =v, P(2) =t, P(B) = t, P(4)
=v, P(7) t, P(8) =v, P9
Seega, antud predikaadi P(x) tdehulk
P = [xix on algarv }=[2; 3; 5; 7].

v, P(5) = t, P(6)=
v, P(10) = v.

2. Leida predikaadi Q(x, y) = "x < y" toehulk, kui

46 -



Seega
Q = [(x, y) Ix<y}=
= (C1, 2); (1, 3); (1, 4); (1, 5);(2,3);(2,4);
(2,.5); (3, 4); (38, 5); (4. 5)].

tlesanded

52. Millised jargmistest valjenditest on laused, milli-
sed predikaadid:

1) 2 + x = 4, 3) x2> 0, 6) z> 5,
2) 2° =1, 4) X + 2< — 3» 7) sirge x on
1\8 _ 5/ garalleelne
85 — d% irgega vy,
8) x2 =y2,
9) 3~ 372
53« Leida jargmiste predikaatide tdehulgad:
1) P(x)="x on paarisarv", X=(I; 2; 1o\;

2) Q(x)s "x2> O», X =[x]-2 < x < 3]i
3) R(x, y) = "x +2=y",
x =y =[o; i; 2; 3; 6; 775
4) S(x, y)= "x >y + 1",
X =(0; 1; 2; 3; 4}, Y =1-2*, —-1; 0; 1; 2}.

3. Tehted predikaatidega

K3ik lausearvutuse tehted on uUlekantavad predikaat-
arvutusse. Neile lisanduvad veel ainult predikaatarvutu-
sele omased tehted— kvantorid. Ul disuse kvan—
t or i rakendamine predikaadile P(x) on loogiline te-
he, mis muudab selle predikaadi lauseks "Koikidel x-—del
on omadus P(x)" ehk "lga x korral on P(x) tdene" vOoi
lahidalt "lga x korral P(x)".

Uldisuse kvantorit, rakendatuna predikaadile P(x),
tahistatakse kujul

V x P(x).
Olemasolu kvantori rakendamine
predikaadile P(x) on loogiline tehe, mis muudab selle
lauseks "Leidub selline x, millel on omadus P(x)" ehk

"M6ne x korral on tdene P(x)" vdi luhidalt "Mdéne x kor-
ral P(x)". Olemasolu kvantorit, rakendatuna predikaadi—
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le P(x), téhistatakse
3x P(x).

Kvautori rakendamine predikaadile seob selles vasta-
va muutuja. Lauseid vOib vaadelda nullkohaliste predi-
kaatidena.

Kasutades kvantoreid ning teisi predikaatidega teos-
tatavaid tehteid, saab matemaatilisi lauseid luhidalt,
tapselt ja ulevaatlikult kirja panna. Esitame olulisemad
neist jargmises tabelis.

Lause
sOnastatult sumbolites
1. 16ik A on B V x [a(x) => B(x)]
2. MGni A on B 3x [A(X) A B(x) 3
3. Mitte Ukski A ei ole B Vx CA(X) =*IB(x)] *
4. Mobni A ei ole B 3x [A(x) NIB(x) 3
5. Leidub vahemalt Uks
(mitte vahem kui uks) 3x A(X)
element x, mille kor-
ral A(x)
6. Leidub ulimalt ks
{.mitte enam kui UKks) VxVy [AX) T A(y)="(x=y)]
element x, mille kor-
ral A(x)
7. Leidub Uks ja ainult
Uks element x, mille 3 X A\VX Yy FTA(X) A A(y)=»
korral A(x)

=*(* = y)]

8. Leidub vahemalt kaks
Quitte vahem kui kaks) 3x3ya(x) N A(ly) A (x*y)3
elementi x ja y, mil-
le korral A(x) ja A(y)

9. Leidub udlimalt kaks
{.mitte enam kui kaks) VXVy vz [A(X) A Aly) ]I
elementi x ja y, mille AA(z) =P (z = x)V z =vy)]
korral A(x) ja A(y)

10. Leidub kaks ja ainult 3x 3y {A(X) A A(y) A(x"y;4
kaks sellist elementi AVz [a(z) (z =%V

X jay, et A(X) ja A(Yy)
V(z =y)l

*Aristotelese (klassikalises) sullogistikas mdistetakse
otsustusi 1. ja 3. veidi teisiti. Seal eeldatakse, et

selline A leidub, s.t. 1. V xla(x) B B(X)]JA 3 x A(X),
3. V X[A(X)=MB(x)]N3 * A(X).
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Ulesanded

54. Millised jargmistest valjenditest on laused, millised
predikaadid:
1) milline ka poleks arv x, ikkagi leidub selline arv
y, et x +1 =vy;
2) leidub sirge x, mis on paralleelne sirgega y;
3) leidub arv x, mis jagub arvuga y;
4) kui X < vy, siis leidub arv z nii, et x < z?

55. Leida jargmiste lausete tdevaartused:
1) leidub vahemalt tks selline arv x, et x + 3 = 5;
2) leidub dUlimalt ks selline arv x, et x + 3 > 5;
3) leidub Uks selline arv x, et x + 3 > 5;
4) leidub mitte vadhem kui Uks selline arv x, et

ax = b;
5) leidub ainuke selline arv x, et ax = b; 2
6) leidub ulimalt kaks sellist arvu x, et x = 4;
7) leidub kaks ja ainult kaks sellist arvu x, et

X2 = 4;

8) leidub kaks ja ainult kaks sellist arvu x, et
ax~ + bx + ¢ = 0;

9) leidub vahemalt kaks sellist arvu x, et
ax” + bx + ¢ = 0;

10) leidub kaks ja ainult kaks sellist arvu x, et
x2 —5x + 6 =0;

11) leidub uks ja ainult iUks selline sirge a, mis
labib kahte antud punkti;

12) sirgel ja ringjoonel leidub mitte enam kui kaks
uhist punkti?

56. Leida jargmiste lausete tdevaartused:
1) Vxvy (X2 =)
2) VX 3y (x2 = y)
3) Vy VX (X2 = vy)
4) Vy 3x (X2 = y)
5)3x Vy (x2 = Y)
6) 3x3y (X2 -
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7) 3yVx (x2 Y),
8) 3y 3x (x2 =vy).

57. Leida jargmiste lausete tOevaartused, kui
X, Y £ 50 1; 2; 3; ...J:

1) VxVy (x ? vy),
2)Vxly (x >vy),
3) Vy Vx (x >vy),
4) Vy 3x (x ™ y),
5) 3xVy (x > V),
6) 3x3 y (x >vV),
7)3YVX (X My),
8)3Y3x (X > VY).

58. SOnastada jargmised laused ja maarata nende tdevaar-

tused:
1) 3x (X + 1 =X), kUS X € R;
2)Vx (x| = -x), kus x €R;

+

3)Vx Vy (x =y + 1), kus X, ye R;

4)3 xVy (x +y =vy), kus x, yer.

5)3 xVy (x =y 1), kus X, ye R,

6) VXVy3x (Xx +y =12z), kus X, y, z€ R;

7) Vx3y Q(x; y), kus x ja y on tasandi suvalised
sirged, Q(x; y) = "sirge x ldikab sirget y";

8) Vy [a(xj y) “U(x ly) . kus x ja y on
tasandi suvalised sirged} Q(x; y).= "sirge x Idi-
kab sirget y";

9)VXVyY [a(x: ¥) V (x[ly)3, kus x ja y on tasandi
suvalised sirged, Q(x; y) = "sirge x ldikab sir-
get y*;

10) VX VY [Q(x; yY) A3z (x y) Q(z, x)], kus

X, Yy, z on tasandi suvalised sirged, Q(x; y)=

= "sirge x lbikab sirget y";
11)Vy3x Q(x; y), kus Q(x; y) = "x on y—i isa";
12) 3xVy Q(x; y), kus Q(x; y) = "x on y—i isa".



59. Kirjutada jargmiste predikaatide ette vastavad kvan-
torid, et saadav lause oleks tdene:

1)
2)
3)
4)
9)
6)
7
8)
9)
"10)

(X + y)z= xz + yz,

3* =6,

x + 1> 5,

IxI » O,

x2< 0,

1CoS X I1-21,

log x > O,

X =y)V xX<y)V (x>y),

X w Yy, kus x ja y on suvalised sirged,
xQy) Ny~ z) =0 (x « z), kus X, y ja z on su-
valised sirged.

60. Kirjutada lause kvantorite ja predikaatide abil ning
maarata lause tdevaartus:

D
2)

3)
4)
5)

6)

leidub selline x, et mistahes a korral ax = a;
mistahes arvude a ja b korral leidub selline x,

et a+ b = x;

mistahes arvude a ja b korral leidub selline arv
X, et a+ x = b;

leidub selline arv x, et mistahes arvu a ja mista-
hes arvu b korral x = ab;

mistahes arvude a ja b korral leidub selline arv
X, et x = ab,

ei leidu sellist ratsionaalarvu x, et xp = 2.

61. Kirjutada jargmised laused kahe— v6i kolmekohaliste
predikaatide ning kvantorite abil:

)
2)

3)

4)

kui esemed on Uhesugused, siis on ka nende omadu-
sed Uhesugused,;

iga nullist erineva arvu korral leidub temaga ja-
guv arv;

igale naturaalarvule jargneb naturaalarv, kusjuu-
res kaks erinevat arvu ei saa jargneda Uhele ja
samale arvule;

tasandi mistahes kaks sirget kas omavad Uhist punk-
ti voi ei oma



62.

63.

5) sirge mistahes kahe erineva punkti vahel asub va-
hemalt Uks punkt, mis ei Uhti antud punktidega;

6) kahte erinevat punkti labib vaid (ks sirge;

7) kui naturaalarvude korrutis jagub algarvuga, siis
jagub selle arvuga vdhemalt Uks tegureist;

8) kolme mitte uhel sirgel asuvat punkti labib ainult
Uks tasand.

Formuleerida jargmised liitlaused:
1) Vx [e(x) B>1S(X)],
kus X = [x]|x .on elusolendJ, E(x) = "x on inimene",

S(x) s "x on surematu olend";
2) 3 x [R(x) N Ax)].,
kus X = [xix on vOrrand], R(x) = "x on ruutvdrrand",
A(x) 2. "x—il on reaalsed lahendid";
3) 13 x Lr(x) A(x2 = 2)],
kus X =[x)x on reaalarv], R(xX) s "x on ratsionaal-

arv";
4) 3x [N(x) A1A(KX) A 1 K(r)],

kus X = [xix on reaalarv}, N(x) = "x on naturaal-

arv", A(x)s ”x on algarv"', K(x) = "x on kordarv";
5) V x £k(x) S(xX)J A 3 x [s(X)A 1K(x)S3,

kus X = |x]|x on geomeetriline kujund],

K(x)= "x on korraparane kujund",

S(x) = "x on summeetriaine kujund".

Kirjutada jargmised laused kvantorite ja uUhekohaliste

predikaatide abil ning naidata indiviidide hulgad:

1) iga murd on reaalarv;

2) mdéned murrud on taandatavad;

3) mitte Ukski ulidpilane ei hilinenud tana loengule;

4) mdned maleringi liitkmed ei vOtnud turniirist osa;

5) mistahes ristkulik on rodpkulik,

6) mdningad hulknurgad on korraparased, moéningad
mitte;

7) leidub trigonomeetrilisi paarisfunktsioone, kuid
iga trigonomeetriline funktsioon on perioodiline;
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8) igal positiivsel reaalarvul eksisteerib logaritm;

9) ei leidu naturaalarvu, mis vahetult eelneks arvule
1;

10) mistahes reaalarvu ruut on positiivne.

4. POhisamasused

Predikaati P(x) nimetatakse s amasel t todoe-
seks (samaselt vaaraks), kui ta muutub
téeseks (vaaraks) lauseks iga indiviidi korral indiviidide
hulgast. Jarelikult samaselt tdese predikaadi P(x) tdehulk
P on vOrdne indiviidide hulgaga X, samaselt vaara predikaa—
di tdéehulk on aga tuhihulk.

Predikaati nimetatakse ke htestatavaks,
kui ta muutub tdeseks lauseks vahemalt ilhe indiviidi Kkor-
ral. Seega, kehtestatava predikaadi tdehulk on indiviidide
hulga mittetuhi osahulk.

Predikaate nimetatakse s amavaarseteks |,
kui nad omandavad samu tdevaartusi samade indiviidide kor-
ral. Seega, predikaadid on samavaarsed, kui nende indivii-
dide hulgad ja tdehulgad on vOrdsed.

K&ik lausearvutuses kehtivad pOhisamasused on tlekan-
tavad predikaatarvutusse:

1° 1 1A(X) = A(X);

2° A(X) V B(X) » B(X) V A(X);

3° [A(x)V B(X)] V C(x) = A(x)Vv[B(x)V C(x)];

4° A(x) T B(x)53 B(x) 4 A(X);

5° [a(x) A B(X)} A C(x) = A(X) ALB(xX) O COx)I;

6° A(X) A[B(X)VC(x)I=[a(x)AB(X)IV [A(x) n C(X)}:

7° A(X) V CB(X) A C(x)A= [a(x) VB(x)] N[A(X) Vc(x)]s

®8° 1[a(x) VB(x)]=1 A(x) Al B(x);

9° 1[A(X)NNB(x)]=1A(x) VIB(x);

10° A(X) A A(X) = A(X);

11° A(X) V A(x) = A(X);

12° A(X) B(x) = “1A(X)V B(x%);



13e A(X)4=*B(X) =[a(x)a B(X)3V [1a(x) /1 1B(X)];
14° A(X) A ts AX);

15e A(X) A v= v;

16e A(X) V t*t;

17e A(X) V v 3=A(X);

18° A(X) V1IA(X)= t;

19e A(X) T"TA(X)= Y.

Esitatud p&hisamasusi vdib tOestada predikaatide sa-
mavaarsuse definitsioonist lahtudes.

Naited

1. Tdestada pdhisamasus 9e
1a(x) A B(x)] =1la(x)V 1 B(x).
Oletame, et samasuse vasakul poolel olevast predikaa-
dist saame X = xq korral vaara lause, s.t. et "a(x0)A
A B(xQ)] = v. Sel juhul A(XQ)A B(xQ) = t. Viimasest ja-
reldub, et A(xq) = t ja B(xQ) = t. Siis aga "la(xq) =V j*
4B(xQ) = v ning ka la(xq)V 4B(xQ) = v. Seega, kui teatud
indiviidi x korral predikaat samasuse vasakul poolel muu-
tub vaaraks lauseks, siis muutub sama indiviidi x korral
vaaraks lauseks ka predikaat samasuse paremal poolel.
Oletame nlud, et samasuse parem pool muutub vaaraks
lauseks x = xQ korral, s.t. et 1a(xq) VI B(xQ) = v.Siis
1 A(xq) =v Ja 7B(XxQ) =v. Siit tuleneb, et A(x ) =t
ja B(x ) =t ning A(xq) A B(xQ) = t. Siis aga 1[A(X0O"
J1 B(x0)J= v. Seega, kui teatud x korral samasuse parem pcxi
muutub vaaraks lauseks, siis muutub selle x korral vaaraka
lauseks ka samasuse vasak pool.
Jarelikult omandavad predikaadid
1b(x) A B(x)] ning ITA(X)V 1 B(x)
samade indiviidide korral samu tBevaartusi. Seega
1[a(x) T B(x)] ="1la(x)V "l B(x).
P&hisamasusi 1° — 19° saab aga tOestada ka lihtsamat,
lahtudes lausearvutuse pdhisamasustest ning tehes nendes
vastavad asendused. Naiteks predikaatarvutuse pdhisamasuse

12° A(xX) B B(Xx) =1A(x) V B(X)



saame lausearvutuse pohisamasusest

122 p q =1pVvVa,
asendades viimases lause p predikaadiga A(x) ning lause q
predikaadiga B(x).

Et sellise asenduse teel saame predikaatide samavaar-
suse, tuleneb lausearvutuse liitlausete samavaarsuse defi-
nitsioonist.

Rida predikaatarvutuse po6hisamasusi on seotud kvanto-—
ritega:

20°Vx A(X) AVx B(x)sVx tA(x) N B(X)J;

21° 3x A(X) v3x B(xX) = 3y/[A(X) s1 B(X)] ;

22° 1 Bx A(x)= X/xl A(x);

23° 1 Vx A(X) = 3x1AX);

24° 1V x 1A(x)=3 x A(X);

25° 15 x 1A(X)= Vx A(X);

26° VxVy A(X, y)=Vy Vx A(X, Vy);

27° 3 x3y A(X, y) = 3y 3x A(X, Vy);

28° Vx A(X) V c=Vx [A(X)V ", kus c on lause;

29° 3 x A(X) A c=3XEk(x)Ad kus c on lause;

Esitatud p&hisamasused tdestatakse loogilise arutelu
teel, tuginedes predikaatide samavaarsuse definitsioonile.

Naited

1. Toestada samasus 20°
Vx A(X) AVX B(xX)= Vx Ca(x) A B(X)"I.

Oletame, et samasuse vasakul poolel on tdene lause
See tahendab, et Vx A(x) on tdene ja ka tfx B(x) on toe-
ne. Siis on téene ka A(x) A B(x) iga x korral. Seega,
kui samasuse vasakul poolel on tdene lause, siis on toe-
ne lause ka samasuse paremal poolel.

Oletame nuud, et samasuse paremal poolel on toene
lause. See tahendab, et iga x korral on A(x) A B(x) tde-
ne lause. Siis peab nii A(X) kui ka B(x) muutuma tdeseks
lauseks iga x korral. Seega, kui samasuse paremal poolel
on tdene lause, siis on tdene lause ka vasakul poolel.



Jarelikult
V X A(x) AVX B(x) =Vx [a(x) J1 B(x)].
2. Toestada samasus 29®
3 X AX) 1 c=9x A(X) A c3Il kas c on lause.

Oletame, et samasuse vasakul poolel on tdene lause
Sel juhul c s t ning leidub selline indiviid XQ, et
A(xq) = t. See aga tahendabki, et leidub selline indiviid
x, mille korral A(x) A ¢ muutub tdeseks lauseks. Seega,
kui samasuse vasakul poolel on tdene lause, siis on t0e-
ne lause ka paremal poolel.

Oletame nlld, et samasuse paremal poolel on tdene
lause. Siis leidub selline indiviid xQ, mille korral
A(xg) 1 ¢ =t ehk A(xQ) =t Jja c = t. A(xq) = t aga
tahendabki, et 3x A(x) = t. Et aga 3x A(x) on tdene ja
c on téene, siis on samasuse vasakul poolel tbéene lause.

Jarelikult

3Xx A(x) N1 c =1x[a(x)Ac3.
ulesanded

64. Tdestada pdOhisamasus 21®.

65. Toestada pdOhisamasused 22° ja 25°.
66. Toestada pdhisamasused 24® ja 25®.
67. Tdestada pOhisamasused 26® ja 27®.

Analoogiline seos p6hisamasusega 20® disjunktsiooni
korral ei kehti, s.t.

V X AX) VVXBX)d Vx [AX) V B(Xx)J,
kull aga kehtib jarelduvusseos:

30V x A(X) VYx B(X) - Vx [a(x) V B(X)] .

- - 1
J X LA(X) 1 B(xX)IJ"™ 3 x A(X)A J x B(x),
kuid kehtib jarelduvusseos:

31® g X L-AX) A B(X)]1— 3x A(X)A 3 x B(x).
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Mittesamavaarsuse tdestamiseks piisab Uhest naitest,
kus vaadeldavad laused ei oma samu tOevaartusi.

Naide

TOestada, et
Vx AX)V VX B(X) =+ VX [a(x) V B(x)3,
kuid
Vx AX) VVXx B(x)» Vx La(x) V B(x)}.

Jarelduvusseose kehtivuse kontrollimiseks tuleb néai-
data, et kui
V x A(X)V V x B(x)
on tbene, siis on tdene ka
V x [AX) X B(X)] .
Kui  V x A(X) VVx B(x) = t, siis kas
VXxA(X) =t vdi Vx B(x) =t voi
Vx A(X) =t ning V x B(x) = t.
Olgu Vx A(x) = t. Siis on ka A(x) V B(x) 1iga x
korral tdéene, s.t. V x La(x) V B(x)lI = t.
Seega kehtib
VXx AX) V Vx BX) & Vx [AMX) V B(XxX)"N.
Olgu V x B(x) = t. Siis onka A(X) VB(X) s t iga
x korral, s.t.
Vx [a(x)V B(xX)] = t.
Naitame niud, et
VX [a(x) V B(X)] W—VXx A(X)V V x B(x).
Oletame, et
Vx [A(X) V B(x)] = t.
Siit aga ei jareldu, et iga x korral kas A(x) vOi B(x)
vOi molemad oleksid tdesed.
Olgu naiteks
A(x)s "x on paarisarv",
B(x)s "x on paarituarv",
kus x€ X =N=1[I; 2; 3; 4, ... ].
Siis A(x)V B(x) on tdene iga x korral. Kuid
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VXx AX) =« ja thix B(x) = v ning ka Vx A(X)VV x B(x)=
= V.

Eituse rakendamine matemaatikas sageli kasutatavate-
le otsustustele (Uldjaatav, osajaatav, uUldeitav., osaeitav)
annab jargmised samavaarsused:

32e 1 X[s(xX) == P(X)I = 3X[S(X)A “IP(xX)I;

33e "I3 x"S(x) A P(xX)lI = Vx [I_S(xX) V IP(x)I;

34e 1V x[s(x) =>1 P(x)] s 3x[s(x) N1 P(x)3;

35° 13 X[s(xX) A ~IP(X) 3 = Vx [IS(x) V P(X)].

Ulesanded

68. Millised jargmistest lausetest on lause "K&ik A on B"
eituse erinevad formuleeringud:
1) pole tési, et kdik A on B;
2) koik A ei ole B;
3) mitte iga A pole B;
4) moni A pole B;
5) leidub selline A, mis ei ole B;
6) mitte iUkski A pole B?

69. Kirjutada jargmised laused predikaatide ja kvantorite
abil ning moodustada nende eitused ja m&aarata viimas-
te tdevaartused:

1) kbik naturaalarvud on paarisarvud;
2) méned irratsionaalarvud ei ole reaalarvud;
3) iga korraparase hulknurga diagonaalid on vd&rdsed;

4) iga diferentseeruv funktsioon on pidev;

5) leidub trigonomeetrilisi paarisfunktsioone;

6) mitte kdik vdrrandid ei oma reaalarvulisi lahendeid;

7) mdéned kolmnurgad on vdérdhaarsed ja taisnurksed;

8) igal korrapéarasel hulknurgal on Uimberringjoon ja
siseringjoon;

9) iga arv, mis jagub 2-ga ja 3-ga, jagub ka 6-ga;

10) mistahes arvude a ja b korral leidub arv c nii, et
c = ab.



70. Kae jargmistes lausepaarides on Uks teise eituseks:
1) iga rombi diagonaalid on risti,
iga ronbi diagonaalid ei ole risti;
2) méned naturaalarvud on paarisarvud,
moned naturaalarvud on paaritud arvud;
3) mistahes kolmnurga kdérgused on vdrdsed,
mitte iga kolmnurga korgused pole vdrdsed;
4) on olemas mittekorraparased hulktahukad,
on olemas korraparased hulktahukad?

71. Leida jargmiste lausete eitused ning sOnastada need: .

1) VX'(x >0Xx < 0)V (x =0)];

2) 3x(x2=2 N X ¢. Q)]

3) Ix3y[(x/0) A(y/0)=» (xy = 0)3;
4) Vx 3y (x +yi X), X, ye Z

72. Moodustada igast jargmisest teoreemist Vx [a(x) ="B(x)]
vastandteoreem V x[1 AX)=?-"I B(x)l algul sumbolites,
seejarel sdnastada ning leida tdOevaartus:

1) kui kahest tegurist vahemalt Uks on vordne nulli-
ga, siis ka korrutis vordub nulliga:
Vx Vy [(x =0V (y =0) =2 (xy = 0)3;
2) kui kaks arvu ei ole vordsed, siis leidub kolmas
arv, mis asub oma suuruselt nende vahel:
VX Vy{(x:y)A (x <y)=»3z[(x < 2)A (z<Y)i];
3) kui tasapinnal ot leidub sirge a ning temaga paral-
leelne sirge b, mis ei asu tasapinnal ot , siis sir-
ge b on paralleelne tasapinnaga <£€:
Vo~VbjraljCafeot.) /1 (a | B)1 (b~ <N] (b k9] ;
4) kui iga liidetav jagub 5-ga, siis jagub ka nende
summa 5-—ga:
Va VbJ[(aIlI5A (M I|5)~(a +b?5)];
5) mistahes arvude a (a / 0) ja b korral leidub arv x,
mis rahuldab voérrandit ax = b:
Va Vb C(a » 0)=r>3x (ax = b)J
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6) kui tasandi kaks sirget a ja b on risti mingi kol-
manda sirgega c, siis on nad omavahel paralleelsed

VaVb(3cEai c) A1 c)] = (a w b))}
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