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1. SIDEMETE REAKTSIOONIDE MARKIMINE JOONISTEL

Staatika uurib joudude mdju all olevate kehade tasakaalu. Tasakaalu all mdistetakse keha paigalseisu
teiste kehade suhtes. Tasakaalu Maa vdi Maaga jédigalt seotud kehade suhtes nimetatakse
absoluutseks. Vaadeldavaid kehi késitletakse kui absoluutselt jdikasid, st kui kehi, mille mistahes
kahe punkti vaheline kaugus on muutumatu.

Jaigad kehad on vabad kui neid saab antud asendist {ile viia mistahes uude asendisse.

Keha, mille litkumist ruumis takistavad teised, temaga kokkupuutuvad kehad, nimetatakse seotuks.
Keha litkumist piiravaid tingimusi nimetatakse sidemeiks.

Sideme reaktsiooniks nimetatakse joudu, millega mojub antud kehale see keha, mis moodustab
sideme.

Sideme reaktsiooni suund on vastupidine sellele suunale, kuhu side ei luba kehal liikuda.

See on reegel, mis iilesannete lahendamisel aitab reaktsioonijoudude suundi digesti méiérata.
Reaktsioonid on passiivsed joud, kuna nad takistavad kehade litkumist. Joud, mis pdhjustavad voi on
voimelised pohjustama kehade litkumist, on aktiivsed joud. Nende joudude hulka kuuluvad
raskusjoud ja muud motoorsed joud.

Niiteid sidemete reaktsioonidest.

Kehale 1 mojuv raskusjoud Wi (joonis 1.1a), paneks keha litkuma allapoole, kuid temaga sidemes
olev noor 2 ei luba sellist litkumist. Sideme reaktsioon on suunatud vastu voimaliku litkumise
suunale, seega iilespoole (joonis 1.15).

Joonis 1.1. Noériga sidemes olev keha
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Kéesoleva oppevahendi tekstis on joud kui vektor tihistatud suure tdhega paksus kirjas. Joonistel
tahistab vektorit tema téhise kohale tommatud kriips. Opikutes on jou kui vektori téhise kohale
tavaliselt pandud nool v&i kriips. Jou mooduli tihisena kasutatakse suurt tihte tavalises kirjas.

Sidemete aksioomi kohaselt voib vaadelda iga seotud keha vabana, kui jdtta dra sidemed ja
asendada need reaktsioonijoududega.

Rakendame seda aksioomi kehale 1 (joonis 1.15) ja vabastame ta sidemest ndoriga 2. Sideme
asendame reaktsioonijouga Ry; , mis iseloomustab drajéetud sideme moju kehale 1.
Reaktsioonijou tdhises kasutame kahest numbrist koosnevat indeksit. Esimene neist nditab milline
keha avaldab reaktsioonijoudu ja teine néitab, millisele kehale ta seda avaldab. Niisiis antud juhul
reaktsioon Ry; tdhendab reaktsioonijoudu, mida ndor 2 avaldab kehale 1.Tasakaalu aksioomi
kohaselt on ta moodulilt vordne kehale 1 mdjuva aktiivse jou — raskusjou mooduliga R»; = W .

Jargnevalt rakendame sidemete aksioomi kehadele, mis on teiste kehadega viga mitmesugustes
sidemetes. Erinevatele sidemetele omaseid reaktsioonijoude késitlevad pohjalikult dpikud (niiteks
T.Liiva Opikus lk 11 — 14), mistdttu neid koiki siinkohal iiksikasjalikumalt ei vaatle.

Ulesanne 1.1
Kaks rasket keha on kitsas ruumis ja toetuvad vastu seinu ning porandat (joonis 1.2a). Kehade
tasakaalu uurimiseks vabasta nad sidemetest ja mérgi kdik kehadele mdjuvad joud. K&ik kontaktis

olevad pinnad on siledad, st hodrdejoude pole vaja arvestada.

Joonis 1.2. Kahe keha tasakaalu uurimine
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Keha 1 on sidemetes kehaga 2, seinaga 3 ja porandaga 4. Kdik sidemed kujutavad endast toetumist
siledale pinnale, mille reaktsiooni siht on risti pinnaga. Kehade 1 ja 2 vahelise reaktsiooni sihi
leidmiseks tdombame kdigepealt neile puutepunktis {ihise puutuja p ja siis sellega risti oleva
reaktsiooni sihi. Kd&ik reaktsioonide sihid on markeeritud joonisel 1.2a .

Vabastame niiiid keha 1 sidemetest ja joonistame vilja talle mdjuvad joud (joonis 1.2b). Et keha on
raske, siis mojub talle aktiivne joud — raskusjoud Wi, mis on rakendatud raskuskeskmes C; .
Sidemest porandaga 4 mdjub kehale reaktsioon punktis 4 . Selle reaktsioonijou Ra; siht on risti
porandaga ja suunatud iilespoole, kuna side ei luba kehal litkuda allapoole.

Sidemest seinaga 3 mdjub kehale reaktsioon punktis B . Selle reaktsioonijou Rs; siht on risti seinaga
ja suunatud paremale, kuna side ei luba kehal liikuda vasakule.

Sidemest kehaga 2 mojub kehale 1 reaktsioon punktis D . Selle reaktsioonijou Ry; siht on risti
kehade iihise puutujaga p ja suunatud alla vasakule, kuna side ei luba kehal liikuda tiles paremale.

5



Need neli joudu, millest {iks on aktiivne joud ja kolm passiivsed reaktsioonijoud, mojutavad keha 1
tasakaalu. Reaktsioonijoudude védrtuste leidmiseks tuleks jargnevalt koostada ja lahendada
tasakaaluvorrandid. Sellega tegeldakse kidesoleva dppevahendi kolmandas osas.

Vabastame niiiid keha 2 sidemetest ja joonistame vilja talle mdjuvad joud (joonis 1.2¢). Et keha on
raske, siis mojub talle aktiivne joud — raskusjoud W, , mis on rakendatud raskuskeskmes C .
Sidemest seinaga 5 mdjub kehale punktis E reaktsioon risti seinaga. See reaktsioonijoud Rsp on
suunatud vasakule, kuna sein ei luba kehal liikuda paremale. Sidemest kehaga 1 mdjub kehale 2
reaktsioon punktis D . Selle reaktsioonijou R siht on risti kehade iihise puutujaga p ja suund iiles
paremale, kuna keha 1 ei luba kehal 2 litkuda alla vasakule. Need kolm joudu, millest iiks on
aktiivne joud ja kaks passiivsed reaktsioonijoud, mdjutavad keha 2 tasakaalu.

Paneme tdhele, et reaktsioonijoud Ri, on suunalt vastupidine reaktsioonijoule Rp1 ning suuruselt
sellega vordne moju ja vastumdju aksioomi kohaselt.

Ulesanne 1.2

Kaks rasket tala, millest 1 on miiiiritud seina 4 (joonis 1.3a), on ithendatud omavahel liigendiga B.
Tala 2 on otsast C toetatud kerge vardaga 3. Uurida kehade 1, 2 ja 3 tasakaalu vabastades nad
sidemetest ja markides neile kdik mdjuvad joud.

Joonis 1.3. Toetatud talad

a)%

Tala 1 on koormatud raskusjouga W ja on otsast 4 absoluutselt jdigalt kinnitatud seina. Selline tugi
votab vastu joudu igas suunas, mistdttu reaktsioon Ra vaib olla suvalise suunaga, ja teda tuleb otsida
kahe komponendi Raxja Ray (joonis 1.3b) kaudu. Oletame, et need komponendid on suunatud
koordinaattelgede x ja y positiivses suunas. Millised on nende suunad tegelikkuses, see selgub pérast
tasakaaluvorrandite koostamist ja lahendamist. Sellega hakkame tegelema Sppevahendi kolmandas
peatiikis. Esialgu lepime sellise oletusega. Lisaks sellele takistab tugi 4 tala podrdumist ja seetdttu
tuleb eeldada ka poordemomendi Ma olemasolu, mille suunaks oletame péoramist vastupéeva.
Tegelik suund selgub samuti parast tasakaaluvorrandite lahendamist.

Teisest otsast on tala 1 liigendiga B seotud talaga 2. Et liigend votab vastu joudu igas suunas, siis
tuleb siingi reaktsiooni Ry; otsida tema kahe komponendi Ryixja Ro1y kaudu. Nendelgi
komponentidel oletame koordinaattelgede positiivsete suundadega kokkulangevaid suundi.
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Tala 2 on koormatud oma raskusega W5 ja seotud liigendiga B (joonis 1.3c¢) talaga 1 ning liigendiga
C kerge vardaga 3. Reaktsioon liigendis B oli vaatluse all juba tala 1 tasakaalu uurimisel. Moju ja
vastumdju aksioomi kohaselt on reaktsioonid liigendis B Ry;, mis mdjub talale 1, ja reaktsioon Riz,
mis mojub talale 2, vordsed ja vastassuunalised. Mdlemat reaktsiooni tuleb otsida nende
komponentide kaudu. Talale 1 mojuvate reaktsiooni komponentidel Rz1x ja Ro1y oletasime suundi
koordinaattelgede x ja y positiivses suunas. Talale 2 mdjuvate reaktsiooni komponentidel Ry ja
R12y tuleb seega oletada suundi x ja y telje negatiivses suunas. Kuna vastavalt moju ja vastumdju
aksioomile peavad nad olema vastassuunalised.

Liigendis C, nagu punktis B, voiks samuti otsida reaktsiooni kahe komponendi kaudu. Et aga selles
liigendis teine osapool on kerge varras, siis pole see ratsionaalne. Kerges vardas, mis on koormatud
vaid oma otspunktides, mdjub joud nende otspunktide sihis. Seega mdjuvad nii punktis C kui ka
punktis D reaktsioonid sihis CD . Seega on reaktsiooni siht punktis C teada ja teda pole vaja otsida
kahe komponendi kaudu. Jaib iile médrata vaid reaktsiooni suund. Arvestades talade asendit, vdib
eeldada, et reaktsioon liigendis C on suunatud iiles punkti D poole. Reaktsioon R3; takistab tala 2
otsal C litkumast alla.

Kergele vardale 3 ei moju iihtegi aktiivset joudu, mistottu tema tasakaalule avaldavad moju vaid
otspunktides mdjuvad reaktsioonid. Punktis C mojub talle tala 2 poolt reaktsioon R,3, mis on vordne
ja vastassuunaline dsjavaadeldud reaktsioonile Rs, . Liigendiga D on kerge varras 3 kinnitatud
seinale. Selleski liigendis pole motet otsida reaktsiooni kahe komponendi kaudu, sest tegemist on
kerge vardaga, milles mojub joud tema otspunktide CD sihis. Seega voib eeldada, et punktis D on
seina reaktsioon vardale 3 Rp suunatud iiles, vastassuunas reaktsioonile Rys.

Koik kolm keha, mille tasakaalu oli vaja uurida, on sidemetest vabastatud ja kdigile on méargitud
koik neile mdjuvad joud. Jargnevalt on voimalik koostada kehade tasakaaluvorrandid ja nende
lahendamisega leida reaktsioonijoudude védrtused. Sellega hakkame tegelema kéesoleva
oppevahendi kolmandas peatiikis.

KODUULESANNE NR. 1

Materiaalsetest kehadest koosnev silisteem, mille skeemi annab dppejoud, toetub alusele.

Uurida skeemil mérgitud kehade tasakaalu, mérkides neile kdik mdjuvad joud.

Moned skeemil ndidatud kehad on rasked, st neile mdjuvat raskusjoudu tuleb iilesande lahendamisel
arvestada, teised kerged. Neile mojuva raskusjou voib jétta arvestamata.

Vabasta kehad, mille tasakaalu on vaja uurida, sidemetest ja joonista nad eraldi vélja.

Kanna nendele joonistele kehale mojuvaid aktiivseid joude tdhistavad vektorid. Need on joud F; ,
kui neid on tilesandes antud, ja rasketele kehadele mojuvad raskusjoud.

Kanna samadele joonistele sidemetest teiste kehadega ja alusega tingitud reaktsiooonijoude
tahistavad vektorid. Viimaste tihistamisel kasuta kahekohaliste indeksitena kehadele omistatud
numbreid.

2. JOU PROJEKTSIOON TELJEL

Joudude projektsioone koordinaattelgedele vajame edaspidi tasakaaluvdrrandite koostamisel ja
lahendamisel.
Joud on teatavasti vektoriaalne suurus, mida iseloomustavad suurus ehk moodul ja suund. Jou
projektsioon teljel saab olla vaid teljesihiline ja pole seetdttu mitte vektoriaalne vaid skalaarne
suurus.
Jou F;1 (joonis 2.1) projektsiooni F, teljel x leiame insenerigraafikast tuntud projekteerimise
vottega.
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Joonis 2.1. Joudude projekteerimine koordinaatteljele

X

e

=0
Selleks laseme objekti iseloomulikest punktidest, milleks on vektori otspunktid, 14bi
projekteerimiskiired risti ekraaniga, milleks on koordinaattelg x . Saame jouvektori alguspunkti
projektsiooni teljel a ja 1dpupunkti projektsiooni b (joonis 2.1). Ldik nende vahel ab ongi jou F;
projektsioon F, teljel x.

Jou projektsioon teljel loetakse positiivseks kui liikumine jou alguspunkti projektsioonist a jou
16pupunkti projektsiooni b poole toimub telje positiivses suunas.

Seega on joonisel 2.1 olev jou F; projektsioon positiivne F;, > 0, sest liikudes jou alguspunkti
projektsioonist a 10pp-punkti projektsiooni b poole liigume telje x positiivses suunas.

Jou F; (joonis 2.1) projektsioon teljel x , mille leiame analoogselt eelkirjeldatule, 18ik cd on
negatiivne F, < 0, sest litkudes jou alguspunkti projektsioonist ¢ 1dpupunkti projektsiooni d poole
liigume teljel negatiivses suunas.

Jou F3 (joonis 2.1) projekteerimisel teljele x projekteeruvad jou alguspunkt ja Idpupunkt telje iihte ja
samasse punkti e . Seega F3,=0 .

Projektsiooni pikkuse arvutamiseks on vaja teada jouvektori moodulit ehk suurust ja suunda.
Moodulit vdljendab valitud maastaabis vektori pikkus. Suund on méairatud nurkade abil, mille
jouvektor moodustab koordinaattelgedega. TOdmmates jouvektori algus- ja 1dpupunktist
koordinaattelgede sihte mirkivad sirgldigud (joonis 2.2), voime vektori F; suuna méérata kas nurga
a abil, mille ta moodustab x teljega, voi nurga f abil, mille ta moodustab y teljega. Joud F; asub
koordinaatelgedega jaotatud tasandi I veerandis.

Joonis 2.2. Jou projektsiooni pikkuse arvutamine
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Jou F; projektsioonide pikkuste arvutamiseks kasutame tiisnurkse kolmnurga abi, milles x teljega
paralleelse kaateti pikkus on vordne projektsiooniga F, ja y teljega paralleelse kaateti pikkus on
vordne projektsiooniga F, . Hiipotenuusiks selles kolmnurgas on jouvektori F1 moodul F; .
Trigonomeetriliste funktsioonide definitsioonide kohaselt tdisnurkses kolmnurgas vdime kirjutada

. 1 . 1
sinag =—2,sin f == cosa =%,cosﬂ=—y.

1 1 1 1
Siit otsitavate projektsioonide pikkused avalduvad kui
F,,=F, -cosa=F, -sinf,

F,, =F -sina=F|-cosf.

Need on mdlemad positiivsed, sest litkumine jouvektori alguspunkti projektsioonist 1dpupunkti
projektsiooni poole toimub nii x kui ka y telje positiivses suunas.

Jouvektor F;, (joonis 2.2) asub koordinaattelgedega x ja y jaotatud tasandi II veerandis. Jou suund on
médratud nurkadega y ja 0 , mille jouvektor moodustab koordinaattelgedega. Jouvektori F;
projektsioonid koordinaattelgedel on arvutatavad tdisnurksest kolmnurgast, mille x teljega
paralleelne kaatet on vordne projektsiooniga F,, ja y teljega paralleelne kaatet vordne
projektsiooniga F, . Trigonomeetrilised funktsioonid on tdisnurkses kolmnurgas defineeritud kui

. W . . F F ]
siny =—>,sind = —X,cosy = —>,c080 = ——.

F.
2 2 2 2
Siit vaib avaldada jou projektsioonid teljel, kuid seejuures tuleb lisada mérk ,,+ ” voi ,,- ,, , et votta
arvesse jou projektsiooni mérki vastavalt eeltoodud definitsioonile.
F, =-F,-sind =-F, -cosy,

F, =-F, siny =—F, -cos 0.
Antud juhul on mdlemad projektsioonid negatiivsed, sest liikumine jou alguspunkti projektsioonist
jou Idpupunkti projektsiooni poole toimub molemal koordinaatteljel negatiivses suunas.
See, et joud asub tasandi teises veerandis ja tema projektsioon x teljel />, asub tervikuna x telje
negatiivsel osal, ei oma projektsiooni margi mdaramisel tdhtsust. Oluline on vaid see, mis suunas
toimub litkumine jou alguse projektsioonist jou 1dpupunkti projektsiooni poole. Kui see toimub telje
positiivses suunas, on projektsioon positiivne. Kui negatiivses suunas, on projektsioon negatiivne.

Joonis 2.3. Jou suuna mdrkimine
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Kui kasutada jouvektori suuna madramiseks nurka o , mille ta moodustab x telje positiivse suunaga
(joonis 2.3), siis on jou projektsioonid alati arvutatavad iihtviisi
F. =F-cosa,
' (1

Fy =F -sinca.



Ei ole tarvis lisada mirke ,, +,, voi ,, —,,. Projektsiooni mérk tuleneb no ,,automaatselt” vastava

trigonomeetrilise funktsiooni mérgist. Teatavasti on need seotud nurga suurusega nii nagu tabelis 2.1

toodud.

Tabel 2.1. Trigonomeetriliste funktsioonide mérgid olenevalt nurga suurusest.

Veerand Nurga suurus sin cos
I 0° kuni 90° + +
II 90° kuni 180° + -
III 180° kuni 270° - -
1\ 270° kuni 360° - +

Vaatleme kolme jouvektorit F;, F;, ja F3 (joonis 2.3), mille suuna méadramiseks kasutame nurka o,
mille nad moodustavad x telje positiivse suunaga. Nurga mirkimiseks joonestame joudude
alguspunktidesse abiteljestikud x " ja y’, mis on koordinaattelgede x ja y suunalised.

Kdikide jouvektorite projektsioonid on arvutatavad tihesuguste valemite (1) jargi.

Seejuures on jou F; projektsioonid F;, > 0 ja F;,> 0, sest nurk a on esimese veerandi nurk 0° < a <
90° ja tabeli 2.1 jérgi on nii sin o > O kui ka cos a > 0.

Teise jou F> projektsioonid on F», < 0ja F»,> 0, sest nurk a on teise veerandi nurk 90° < a < 180°
ja vastavalt tabelis 2.1 toodule on sin a > 0 ning cos a. <0 .

Samale tulemusele jouame kasutades tdiendnurkade mdistet (tabel 2.2). Avaldame jou F, (joonis
2.3) projektsioonid telgedele tdisnurksest kolmnurgast DEG ja asendame seejérel nurga ff = 180° - o
Téiendnurkade véartused on toodud tabelis 2.2 .

Tabel 2.2. Tdiendnurgad

Funktsioon p=90°+a p=180°*a p=270°*a L =360°-a
sin f + cos a +sin o - Cos o - sin o
cos B + sin o - cos a + sin o + cos o

Fy=F; cos p=F, cos (180°-a ) =-F,cos a,
Fy,=Fysin f =F>sin (180°-a ) = Fsin o.

Kolmanda jouvektori F3 projektsioonid arvutame valemite (1) jérgi ning /3. < 0 ja F3, <0, sest
nurk a on kolmanda veerandi nurk ja tabeli 2.1 jérgi on nii siinus kui ka koosiinus negatiivsed.
Sama tulemuse saame tdiendnurka kasutades. Avaldame jou F3 projektsioonid tidisnurksest
kolmnurgast LKM ja asendame seejirel nurga y = 270° - o .
Fs.=Fssiny =Fs;sin (270°-a ) =-F;3 cos a,
F3,=Fscosy=Fscos (270°-a) = - F3sin a .
Kdikide nende jouvektorite projektsioonid said oma diged mérgid no ,,automaatselt” tdnu
trigonomeetrilistele funktsioonidele. See on voimalik vaid siis, kui jouvektori suund on méairatud
nurga kaudu, mille ta moodustab x telje positiivse suunaga. Mddrates jouvektori suunda mistahes
muu nurga abil, tuleb projektsiooni mirk kirjutada ise arvestades jouvektori alguspunkti ja
10pupunkti projektsioonide asukohta teljel.

Kui kehale on rakendatud p66rdemoment, siis voib seda esitada joupaarina. Joupaari moodustavate

joudude projekteerimisel koordinaattelgedele saame kaks vordset, kuid vastassuunalist projektsiooni,
mille summa on null.
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Joonis 2.4. Joupaari projekteerimine koordinaattelgedele

F' <0

Mobjugu joonisel 2.4 kujutatud kehale podrdemoment M , mille pdérav toime on sama kui joupaaril
FF ,sest M =Fd=F'd.Projekteerides jdupaari moodustavad joud koordinaatteljele x , saame
projektsioonid F, ja F'’, . Nad on vdrdse pikkusega, kuid esimene on positiivne ja teine negatiivne.
Projektsioonide summa on kokku null ja seega ei avalda nad moju keha tasakaalule. Jarelikult pole
neid motet teljele projekteerida. Samale tulemusele jouame projekteerides joupaari moodustavad
joud y teljele.

Ulesanne 2.1

Neli jouvektorit F1, F, , Fzja F4, mille moodulid on teada, paiknevad tasandil, mille
koordinaatteljed x ja y jaotavad neljaks veerandiks (joonis 2.5). Arvutada jouvektorite F1 , F2 , F3
F4 projektsioonid koordinaattelgedele x ja y . K&ikide projektsioonide pikkuste arvutamiseks anda
kaks varianti.

Joonis 2.5. Joudude projektsioonide arvutamine

y A

oT

Q
1]
QO

Jouvektorite suunad midrame nurkade abil, mille nad moodustavad koordinaattelgedega '(jgc')'nis 2.5).
Jou F1 projektsioonide pikkuste leidmiseks tdombame jou alguspunktist ja 1dpupunktist
koordinaattelgedega paralleelsed sirgldigud. Konstrueerime tiisnurkse kolmnurga, milles nurk
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jouvektori ja x telje vahel on tdhistatud a ning nurk jouvektori ja y telje vahel S . Selles kolmnurgas
x teljega paralleelne kaatet on vordne projektsiooniga F';, ja y teljega paralleelne kaatet vordne
projektsiooniga F;, . Hiipotenuusi pikkus on vordne jouvektori mooduliga F; . Mdlemad
projektsioonid on positiivsed ja nende pikkused on arvutatavad valemitest

F, . =F, -cosa=F, -sinp,

F,, =F, -sina =F, -cosf.
Joud F;, paikneb tasandi I veerandis ja tema nurk x teljega olgu téhistatud y ning nurk y teljega o .
Nurk y on seejuures nurk jouvektori ja x telje positiivse suuna vahel, mistdttu jou projektsioonide

pikkused on arvutatavad valemite (1) jargi
F, =F,-cosa,
' F,, =F, sina.
Teise variandi jou F, projektsioonide arvutamiseks kirjutame nurga 0 ja tdisnurkse kolmnurga abil
ng: —nginé,
F>,=F>cos 0.
Siinkohal on projektsiooni F, ette kirjutatud mérk ,, —,, , kuna litkumine jou alguspunkti
projektsioonist Idpupunkti projektsiooni poole toimub x telje negatiivses suunas ja seega Fo, < 0.
Valemite (1) alusel kirjutatud jou projektsioon F, saab ,, —,, mérgi trigonomeetrilise funktsiooni cos
o abil. Et nurk a on joonise 2.4 kohaselt teise veerandi nurk, siis tabeli 2.1 jérgi cos a < 0 .

Joud F3 asub tasandi kolmandas veerandis ja on paralleelne x teljega. Erilise asendi tottu
(paralleelne x teljega ja seega risti y teljega) on niha, et tema projektsioon x teljel on vordne jou F3
mooduliga ja on seejuures positiivne F3. = F3. Projektsioon y teljel F3, = 0, sest nii jou alguspunkt
kui ka 16pupunkt projekteeruvad iihte punkti.
Teise variandina jouvektori F3 projektsioonide arvutamiseks voib kasutada valemeid (1). Nendes
olev nurk jouvektori suuna ja x telje positiivse suuna vahel p = 0° ning projektsioonid vorduvad
Fs=Fs;cosp =F; cos 0°=Fj
F3,=Fs3sinp =F3 sin0°= 0.
Joud F4 asub tasandi IV veerandis ja tema suund olgu méiratud nurgaga u , mille ta moodustab y
teljega. Jou projektsioonid telgedel leiame tdisnurksest kolmnurgast PRS , milles x teljega
paralleelne kaatet on vordne projektsiooniga Fy, ja y teljega paralleelne kaatet vordne
projektsiooniga £, . Hiipotenuusiks on jouvektori moodul F,. Nende projektsioonide pikkuste
arvutamisel kasutame dra trigonomeetriliste funktsioonide definitsioone tdisnurkses kolmnurgas
F

4x . _ 4
—;COS UL = .

4 4
Siit jou F4 projektsioonid koordinaattelgedel, arvestades ka projektsioonide mérke, avalduvad kui

F, =—F,sinu; F, =—F, cos i

sin i =

Teise variandina jou F4 projektsioonide arvutamiseks kasutame nurka o , mille jdud moodustab x
telje positiivse suunaga. Sel juhul v3ib projektsioonid arvutada valemitega (1)
F,, =F, -cosa,

F,, =F, -sina.

Need projektsioonid on negatiivsed, kuna nurk o on III veerandi nurk ja nii siinus kui ka koosiinus
on selles veerandis negatiivsed (vt tabel 2.1).

Oleme saanud nelja jou kahe projektsiooni pikkuste arvutamiseks kaks varianti, seega 4 x 2 x 2 =16
valemit.

Nii tuleks iilidpilasel toimida ka kodu- ja kontrolltdo tilesannete lahendamisel. Seejuures voib vabalt
valida jouvektori suuna midramiseks vajalikke nurki — kas x voi y telje suhtes, kas telje positiivse
vOi negatiivse suuna suhtes.
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KODUULESANNE NR 2

Tasand on jaotatud koordinaattelgedega x ja y neljaks veerandiks (vt skeemi, mille annab dppejoud).
Igas veerandis on antud iiks jouvektor. Leida nende jouvektorite projektsioonid koordinaattelgedele.
Vektorite suuna méadramiseks kasutada nurki, mille nad moodustavad koordinaattelgedega. Kdikide
vektorite projektsioonide pikkuste arvutamiseks anda kaks varianti. Niisiis on vaja leida nelja
jouvektori projektsioonid kahel koordinaatteljel igaiihest kaks varianti, seega 4 x 2 x 2 = 16 valemit
jouvektorite projektsioonide pikkuste arvutamiseks.

3. KEHA TASAKAAL

Keha on tasakaalus kui temale mdjuv jouhulknurk on kinnine ehk jousiisteemi peavektor F ja
peamoment M vorduvad nulliga

F=0,M=0.
Sellest jérelduvad skalaarsed tasakaalutingimused:

i}?ix = O’iF'iy = O’EF;z = 05
i=1 i=1 i=1

DM (F)=0.3 M, (F)=0.3 M.(F)=0.
i=l i=1 i=1
Tasapinnalise jousiisteemi korral on skalaarseid tasakaalutingimusi kasutada vaid kolm.
Niiteks need ZFix = O,ZE.y = O,ZMiZ (F;)=0.
i=l i=1 i=l1

Esimesed kaks tingimust tihendavad, et tasakaalu korral on kdigi mdjuvate joudude projektsioonide
summa koordinaattelgedel x ja y null. Kolmas tingimus tdhendab, et tasakaalu korral on kdigi
mojuvate joudude momentide summa z telje suhtes null. Seejuures on z telg risti xy tasapinnaga,
milles joud mdjuvad, ja voib paikneda selle tasapinna suvalises punktis.

Ulesanne 3.1

Tala ADKB, mille mddtmed on toodud joonisel 3.1, on koormatud koondatud jouga mooduliga F = 6
kN, pddrdemomendiga M = 4 kNm ja jaotatud koormusega, mille intensiivsus on q =1 kN/m . Tala
toetub kahele toele, millest iiks on liikumatu liigendtugi 4 ja teine liikuv liigendtugi B . Leida joud,
mida tala avaldab tugedele ehk toereaktsioonid.

Joonis 3.1. Tala ADKB skeem ja talale mojuvad viliskoormused

2m = 7)
D | Ll/K
_’r_ql BEEE

Am

€0°

2m




Tala toereaktsioonid leiame tala tasakaalutingimustest. Nendes peavad olema arvesse voetud kdik
talale mdjuvad joud, sealhulgas ka toereaktsioonid. Millised need on?

Tugi A kui liikumatu liigendtugi ei luba tala otsal kuhugi liikuda. Oeldakse, et ta votab vastu joudu
igas suunas. Ukskoik kuhu reaktsioon Fa (joonisel ei ole nididatud) ka suunatud ei oleks, ikka on
teda voimalik lahutada kaheks komponendiks. Leides need komponendid ja liites nad
geomeetriliselt, voime saada toereaktsiooni Fa . Praktiliselt puudub selleks vajadus ja nii
piirdutaksegi vaid reaktsiooni komponentide vairtuste leidmisega. Valides koordinaatteljed nii nagu
joonisel 3.1 ndidatud, véime otsitava reaktsiooni lahutada kaheks koordinaattelgede suunaliseks
komponendiks Fax ja Fay (vt joonis 3.2).

Joonis 3.2. Tala ADKB arvutusskeem

©
le—
poiz———{
pur 11
o
|
VAN
]
"
o

Tugi B kui liikuv liigendtugi lubab talal liikuda piki tugipinda, kuid ei luba litkuda tugipinnaga
ristisuunas, st votab vastu joudu iihes suunas. Seetdttu on voimalik vaid toereaktsioon Fg
(vtjoonis 3.2).

Niisiis on otsitavaid toereaktsioone kolm. Et tegemist on tasapinnalise iilesandega, siis on meil
iilesande lahendamiseks kasutada kolm skalaarset tasakaaluvorrandit ja iilesanne staatikaga
médratud.

Koostame tasakaaluvorrandid. Projekteerime kdik mojuvad joud koordinaattelgedele x ja y ning
koostame momentide vorrandi punkti 4 suhtes.

Y. F, =F, +F-sin60°+F, -sin30° =0,

D F,=F, —F-cos60°—F, +F, -cos30° =0,

M, =-F-d —F,-dy~M+F,-d, =0.
Nendes vorrandites on F', jaotatud koormuse resultant, mille vairtus on

Fy=q-2=1-2=2kN.
Momentide vOrrandis esinevad joudude dlad d; , d> ja ds;, mis on joudude mdjusirgete kaugused
punktist A, mddrame joonisel 3.2 esitatud konstruktsioonide abil. Tdisnurkses kolmnurgas CAD on
jou F dlaks punkti A4 suhtes kaatet CA4 , mille pikkuse d; leiame nii
sin 60° = “ = %,

d;=2sin 60°=2- 0,866 =1,73 m.
AD
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Jaotatud koormuse ¢ 6lg punkti 4 suhtes d>= 1 m . Kuna koormus on {iihtlaselt jaotatud, siis voib
lugeda tema resultandi F, rakendatuks koormuse keskkohas e raskuskeskmes.
Toereaktsiooni Fg 0la pikkust punkti A suhtes d; on geomeetrilise konstruktsiooni abil tiilikas
arvutada. Holpsam on jou Fg poolt arendatav moment leida nii, et lahutame ta kaheks
koordinaattelgede sihiliseks komponendiks Fgy ja Fgy, mis asendavad joudu Fg . Nende
komponentide dlgade pikkusi ehk mojusirgete kaugusi punktist 4 on hdlpsam arvutada.
Komponendi Fgy 0lg punkti 4 suhtes, nagu jooniselt 3.2 niha, on d3,= 1 m . Teise komponendi Fgy
ola pikkus d3, on arvutatav kui 16ikude NL = DK = 2 m ja LB summa. Loigu LB pikkuse leiame
taisnurksest kolmnurgast BLK

KL KL 1

tan30°=—,BL = = =1,73m.
BL tan30° 0,5774

Ola pikkus on seega ds3,=NL + LB=2+1,73=3,73 m.

Kirjutame niitid momentide vorrandi uuel kujul asendades jou Fg tema komponentidega
M, =-F-d —F,-dy~M~F, -d, +F, -d; =0,

Komponentjoudude moodulid F'zja Fp, on arvutatavad tiisnurksest kolmnurgast BST

: F .
sin30°= 25 _ B F, =F, -sin30°=0,5F,;
BT F,
F
cos30°=£—ﬂ Fy, =Fy-c0830°=0,87F,.

BT F,’

Paneme momentide vorrandisse 1dhteandmed ja vahepealsed arvutustulemused
ZMA =—6-1,73-2-1-4-0,5F, -1+ 0,87F, -3,73=0

ja avaldame sellest vorrandist jou Fi
_6-1,73+2+4 16,38

L = = 7" = 596kN.
~0,5+0.87-373 2,73

Niiiid on voimalik leida esimesest tasakaaluvorrandist toereaktsioon Fy, ja teisest toereaktsioon Fy,
F, =-F-sin60°-F, -sin30°=-6-0,87-5,96-0,5 = —8,2kN,

F, =F-cos60°+F, —F,-c0s30°=6-0,5+2-5,96-0,87 = —0,19kN.

Toereaktsioonid on leitud ja iilesanne seega lahendatud.

Kas aga lahendus dige on? Sellele kiisimusele vastuse saamiseks teeme kontrollarvutuse. Selleks
koostame veelkord momentide vOrrandi, kuid mone teise punkti (mitte A) suhtes. Pannes sellesse
leitud toereaktsioonide viirtused, peab vorrand olema rahuldatud. Seda muidugi juhul kui
toereaktsioonid on diged.

Kirjutame momentide vorrandi niiteks punkti K suhtes. Seda punkti ei 14bi {ihegi toereaktsiooni
mojusirge ja seega annavad nad kdik momendi punkti K suhtes.

Vorrandi kirjutamisel on jou F 0lg punkti K suhtes d, leitav tdisnurksest kolmnurgast DOK. Nagu
jooniselt 3.2 ndha on nurga ODK véirtus 30° ja jarelikult

d
sin3O°:K—0:—4,a’4 =2-0,5=1.
DK 2

DK
> M =F -AD-F, -DK+F-d,+F, M+ F, KB =

=-8,2-2+0,19-2+6-1+2-1-4+5,96-2 =-20,4+20,3=-0,1~0.
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Vorrandi voib lugeda rahuldatuks. Et trigonomeetriliste funktsioonide véartusi votsime tépsusega
kaks kohta pérast koma, siis on tulemus iimardamisest tingitud vea piires. Seega on toereaktsioonid
leitud digesti.

Kontrolliks oleks sobinud ka momentide vorrand punkti B suhtes. Et jou F mdjusirge on paralleelne
varda osaga KB, siis on jou 0lg punkti B suhtes sama, mis punkti K suhtes — d,.

YM,=F,-AN-F, -NB+F-d,+F, -(LB+%]—M =
=-82.-1+0,19-3,73+6-1+2-2,73-4=12,17-12,2 = -0,03 = 0.

KODUULESANNE NR 3
Leida skeemil (skeemi annab dppejoud) toodud tala voi raami poolt tugedele avaldatavad joud e
toereaktsioonid. Saadud tulemust kontrollida.

4. SORESTIK

Sorestikuks nimetatakse jdika konstruktsiooni kergetest varrastest, mis on otstest iihendatud. Varraste
ithenduskohti nimetatakse so/medeks. Vardad on kerged selles mottes, et nende omakaal on viike
vorreldes mojuvate koormustega ja seetottu seda ei arvestata. Koormused on rakendatud sdlmedes.
Sorestike vardad voivad olla iiksteise suhtes véga erinevate asenditega. Sdrestiku iilemised vardad
moodustavad iilemise voo, alumised vardad — alumise voo. Voodevahelised vardad moodustavad
sorestikuvorgu. Vorgu vertikaalseid vardaid nimetatakse postideks ja kaldvardaid diagonaalideks.
Horisontaalse vo6 kahe naabersdlme vahekaugust nimetatakse paneeli pikkuseks.
Sorestikke liigitatakse mitmete tunnuste alusel:

e iilesande jargi — katuse-, silla-, kraana- jne sorestikud;

e toercaktsioonide jargi — tala-, konsool-, konsoolidega tala, kaar-, raam-, ripp-, kombineeritud

sorestikud;
e kuju jirgi — paralleelvoddega, kolmnurk-, kdvera voodga sorestikud;
e vOrgu jédrgi — diagonaalvorguga, post-diagonaalvdrguga sorestikud.

Jargnevalt vaatleme sorestikke, mille kdik vardad on sirged, paiknevad iihes tasapinnas ja tootavad
pikkele. Sellised vardad moodustavad sorestikskeemi.

Kolmest vardast koosnev varraskonstruktsioon 4BD (joonis 4.1 a) on jiik olenemata sellest kas
vardad on iihendatud liigenditega, poltliidetega, keevisliidetega voi muul moel. Kolmnurka seatud
kolm varrast on sorestike baaselemendiks. Lisades sellele uusi vardaid, nii et tekiksid jarjest uued
kolmnurgad, vdib moodustada keerulisemaid varraskonstruktsioone.
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Joonis 4.1. Sorestikskeeme

B

by
o

Neljast vardast koosnev varraskonstruktsioon 4BCD (joonis 4.1 b) ei ole jaik kui vardad on
ithendatud liigenditega. Tema kuju vOib modjuva jou toimel muutuda. Tegemist on
varbmehhanismiga.

Tema muutmiseks jiigaks varraskonstruktsiooniks tuleb lisada iiks diagonaalvarras (joonis 4.1 c¢).
Nii moodustuvad skeemis kaks kolmnurka ABD ja BCD, mis on jdigad sOrestike baaselemendid.

Kui lisada kaks diagonaalvarrast (joonis 4.1 d) saame varraskonstruktsiooni, mis on iilejdik ja
staatiliselt médramatu.

Sorestikud toetatakse tavaliselt kahele liigendtoele, millest iiks on liikumatu (tugi 4 , joonised 4.1 a
kuni d) ja teine liikuv (tugi D, joonised 4.1 a kuni d). Uhe liikumatu liigendtoe iimber voib sdrestik
poorduda. Selle viltimiseks lisatakse teine tugi. Selline toetusskeem on kasutusel ka paljude talade
puhul.

Ulesanne 4.1

Sorestikule sdlmedega A4, B ja C, mis koosneb kolmest kergest vardast (joonis 4.2), mojub joud F ,
mille vdirtus on teada. Vardad 2 ja 3 on tdisnurga all. Varraste 1 ja 3 vaheline nurk on teada ja
vordne a —ga. Varda 1 pikkus on samuti teada ja vordne a meetriga.

Joonis 4.2. Kolmest vardast koosnev sorestik
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Lahendamist vajavad probleemid:
1. Leida toereaktsioonid
2. Leida varrastes mojuvad joud
3. Millised vardad on tdmmatud, millised surutud ja millised tilearused?
4. Millises vardas on joud suurim?

Et lilesande ldhteandmed on antud tildkujul (puuduvad konkreetsed numbrilised arvviirtused), siis
saavad ka vastuseks olla vaid iildkujulised valemid probleemide lahendamiseks. Sellisel kujul
iilesande piistitamisel ja lahendamisel on see eelis, et saadud valemid kehtivad koigi antud kujuga
sorestikskeemide puhul olenemata varraste mdotmetest. Nende abil voib arvutada joudude
konkreetsed arvulised véértused, kui ldhteandmed F, a ja o ette anda numbrilisel kujul.

Sorestik on toetatud kahele toele — litkumatule liigendtoele A ja kergele tugivardale B . Viimane ei
ole sorestiku osa, vaid ainult néitab dra toereaktsiooni Fg sihi. Arvestades tugede tiilipe, on joonisele
kantud voimalikud toereaktsioonid Fax , Fay ja Fg . Oletatud on koordinaattelgede positiivsete
suundadega iihtivaid reaktsioonide suundi. Tasakaaluvorrandite lahendamisel saame positiivsed
vadrtused nendele toereaktsioonidele, mille tegelik suund langeb kokku oletatuga. Saadud
negatiivsed vairtused néitavad, et nende toereaktsioonide tegelikud suunad on oletatule vastupidised.

Enne iilesande lahendamisele asumist leiame iilejddnud sorestiku varraste pikkused. Tdisnurksest
kolmnurgast ABC, mille moodustavad sorestiku vardad, on antud hiipotenuusi AC ehk varda 1
pikkus, mis vordne a meetriga. Varras 2, kui tdisnurkse kolmnurga iiks kaatetitest on arvutatav nii
AB = a sina . Teine kaatet, milleks on varras 3, avaldub kui BC = a cosa .

Ulesande lahendamiseks leiame kdigepealt sdrestikule mdjuvad toereaktsioonid. Selleks vaatleme
kogu sorestiku tasakaalu ja kirjutame vilja tasakaaluvorrandid sorestiku, kui terviku kohta

XF =F, +F,-sina=0,
LF, =F, —F;-cosa—F =0,
M, =-F,-a-sina—F-a-cosa =0.

Kolmandast vorrandist saab koigepealt leida reaktsiooni Fjp , seejdrel esimesest vorrandist
reaktsiooni Fy, ja teisest reaktsiooni F 4, . Toereaktsioonide véértused on

F-cosa
Fp=-rsi—,

sin” o
F, :M =cota, 2

sina

2
F,=F-( l—cf)sza )=F-(1-cot’a )
sin” a

Miinusmark reaktsiooni Fp ees viitab sellele, et tema tegelik suund on vastupidine joonisel 4.2
niidatule.

Enne iilesande lahendamise jatkamist kontrollime leitud toereaktsioonide vadrtuste digsust. Selleks
kirjutame veelkord vélja kogu sorestiku tasakaaluvorrandi, nditeks momentide vorrandi sdlme C
suhtes

_ - 2, =
XM, =F, -a-sina-F, -a-cosa+F;-a-cos”a=0.

See vorrand peab olema rahuldatud kui leitud toereaktsioonide védrtused on diged. Paneme need
vorrandisse
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2 2

F -cosa ) cos’ a cosa
>M,=—"""-a-sina-F-|1- a-cosa+F-|— -a-cos’ a =

sin o sin” o sin“ a
a-cos’ a a-cos’ a
=F-a-cosa—F-a-cosa+F -—————-F-—— =0.
sin” a sin” «

Saadud tulemusest jdreldub, et toereaktsioonide vairtused (2) on tdesed. Niilid voib asuda iilesande
lahendamise teise etapi juurde.

Sorestiku varrastes mojuvad joud leiame s6lmede eraldamise meetodil. Selle meetodi rakendamisel
eeldatakse, et kui kogu sorestik on tasakaalus temale mdjuvate koormuste ja toereaktsioonide toimel,
siis peavad olema tasakaalus ka koik sdrestiku sdlmed. Selleks vaadeldakse iikshaaval iga sdlme
tasakaalu. Solmede vaatlemise jérjekord on vabalt valitav. Oluline on, et vaadeldavas sdlmes ei oleks
ithendatud iile kahe tundmatu jouga varda.

Joonis 4.3. Eraldatud solmed

AL A, - 2

Vaatleme solme A tasakaalu.

SAlmes on iihendatud vardad 1 ja 2 ning seal on rakendatud ka toereaktsioonid Fax ja Fay. (joonis
4.3 a). Varrastes mojuvate joudude F; ja F; suunad pole algul teada. Eeldame, et koik vardad on
tommatud, st vardad tdmbavad molemas otsas olevaid sdlmi. Seega suuname joud F; ja F; sdlmest
eemale. Kui varras tegelikult on surutud, st varras surub mdlemas otsas olevaid sdlmi, siis saame
sellele joule tasakaaluvorrandite lahendamisel negatiivse vaértuse. Joudude sellise méarkimise korral
saame tOmmatud varrastes mojuvatele joududele positiivsed vairtused ja surutud varrastes
mdjuvatele joududele negatiivsed vairtused.

Kirjutame vélja solme A4 tasakaaluvorrandid

YF =F, +F -cosa=0,

XF,=F, +F sina+F,=0.

Esimesest vorrandist leiame jou esimeses vardas F;

F——FA" __ F-.cosa = F
1= =T =7 .
cosa sina -cosa sina

Pannes leitud vairtuse teise vorrandisse, leiame jou teises vardas F

. F-cos’a F . F-cos’ a
F,=-F, —F -sma=-F+—— +— -sma=T=F~cot2a..
sin” a sina sin”
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Vaatleme jirgnevalt solme C tasakaalu.
Sdlmes on tihendatud vardad 1 ja 3 ning sinna on rakendatud véliskoormus F . Samuti nagu eelmises
vaadeldud sdlmes eeldame, et joud F; ja F3 mojuvad sdlmest C eemale (joonis 4.3 b). Et eelmise
sOlme tasakaalu uurimisel oletasime joudu vardas 1 vastassuunas, siis muudame niitid jou tahistust
lisades korrektsuse huvides jou téhisele tilakoma — F; .
Koostame tasakaaluvorrandid

2F =-F,—F -cosa=0,

3
2F, =-F~F sina=0. @)

Esimesest vorrandist leiame jou vardas 3

F,=-F,-cosa = -cosa = F -cota.

sin o

Oleme leidnud joud koikides varrastes. Seejuures ei ole me kasutanud iihte vorranditest (3) ega ole
meil vaja olnud vaadelda s0lme B tasakaalu. Veendumaks, et joud varrastes on odigesti leitud,
paneme leitud véértused vorranditesse ja kontrollime, kas need on rahuldatud. Pannes néiteks
vorrandisse (3) jou F; vadrtuse, saame

ZFy:—F+ sina=-F+F =0.

sinx
Vorrand on rahuldatud, mis niitab, et joud esimeses vardas on digesti leitud.

Kirjutame kontrolliks ka sdlme B (joonis 4.3 c¢) kohta tasakaaluvdrrandid. Paneme nendesse
vorranditesse varrastes 2 ja 3 mdjuvate joudude F, ja F3; leitud véirtused. Kui vorrandid on
rahuldatud, on tulemused diged.
Solme B tasakaaluvorrandid

2F =F,+F, -sina=0,

LF, =-F,—F;-cosa=0.

Paneme vdrranditesse leitud toereaktsiooni F ja varrastes mdjuvate joudude /', ja F; vdirtused.

F-cosa . F-cosa F-cosa
2LF =F-cota————sina =— e =0,
’ sin” o s ao sina
F-cosa cos’ a cos’ a
YF,=—F-cot’a +————-cosq =—F - ——+F - ——=0.
sin” o sin” o sin” a
Et vorrandid on rahuldatud, siis on joud varrastes digesti leitud.
Esitame saadud tulemused tabeli kujul.
Fyx Fyy Fp Fi F Fs
Fcota F(1-cot’ a) _ pLosa _F Fcot’ o Fcot a
sin’ & sina

Vastus kolmandale iilesandes piistitatud kiisimusele selgub tabelist, kus on niha, et joud on
positiivsed varrastes 2 ja 3 ning negatiivne vardas 1. See tdhendab, et varras 1 on surutud, vardad 2
ja 3 aga tdmmatud.

Vastuse neljandale kiisimusele, millises vardas on joud kdige suurem, saame analiilisides valemeid
joudude F;, F, ja F; arvutamiseks. Méddravaks on trigonomeetriliste funktsioonide sin ja cot
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vadrtused nurga a mitmesuguste véirtuste puhul. Viikeste nurga a viirtuste korral (< 38°) on
enamkoormatud varras 2. Suuremate nurga a véértuste korral osutub enamkoormatuks varras 1.

Ulesanne 4.2

Viiest vardast koosnev sorestik sdlmedega 4, B, C ja D (joonis 4.4) on koormatud jouga F , mille
védrtus on teada. Vardad 2, 3 ja 5 (joonis 4.5) on vordse pikkusega a meetrit. Varraste 1 ja 5 vahel
on taisnurk.

Nurga o véirtus on 60°, sest kolmnurk 4BC on vordkiilgne.

Téisnurkses kolmnurgas CAD on sdlme D juures olev nurk 30°. Seda vdib lihtsalt arvutada. Et
kolmnurga sisenurkade summa on 180° ja kahe nurga viirtused teada - 60° ja 90° , siis saamegi
arvutades 180° - (60° + 90°) = 30° sellise tulemuse.

Joonis 4.4. Viiest vardast koosneva sorestiku skeem

Lahendamist vajavad probleemid:
1. Leida toereaktsioonid
2. Leida varrastes mojuvad joud
3. Millised vardad on tdmmatud, millised surutud ja millised {ilearused?
4. Millises vardas on joud suurim?

Leiame sOrestiku varraste 1 ja 4 pikkused. Téisnurksest kolmnurgast CAD saame leida varda 4 kui
hiipotenuusi CD pikkuse
sin3oe=4¢_ @ _1
CD CD 2
CD =2a.

Samast kolmnurgast leiame ka varda 1 kui kaateti AD pikkuse

AD AD 43
cos30°=—=—=—,

CD 2a 2
AD = a+/3.

Leiame sdrestiku poolt tugedele avaldatavad joud — toereaktsioonid. Arvestades tugede tiilipi on
need joonisel 4.5 tdhistatud kui Fax, Fayja Fs.
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Joonis 4.5. Sorestiku arvutusskeem

Kirjutame vélja sorestiku kui terviku tasakaalutingimused
XX =F, —F,-cos60°,
XY =F, +F;-sin60°
>M,=-F,-AE—F-HD.
Kolmandast vorrandist on vdimalik leida toereaktsiooni Fp védrtus. Selleks arvutame joudude

Olgade AE ja HD véirtused. Tdisnurkses kolmnurgas AEB (joonis 4.5) on teada hiipotenuusi pikkus
AB = a . Kaateti AE pikkuse arvutame nii

. AE  AE 3
sin60° ="~ =22 = N2
AB a 2
AE =43
2

Ola HD pikkuse leidmiseks vaatleme tiisnurkset kolmnurka 4HD . Selles kolmnurgas on teada

hiipotenuusi 4D pikkus, mille leidsime eespool AD = a+/3. Kaateti HD pikkuse leidmiseks
arvutame nii

HD HD 3
cos30°=——=—==—,
AD a3 2
HDzzazl,Sa.
2

Niiiid avaldame tasakaaluvorrandist
F-HD :_F-Sa-Z __F.

AE 2-a\3
Tasakaaluvorranditest leiame niiiid ka tilejddnud toereaktsioonide vaartused

F, =F, -cos60°=—F\/§%:—§F,

Fy=-

F, =F-F, -sin60°:F+F\/;§:F(l+%):2,5F.

y

Kontrollime leitud toereaktsioonide vairtuste digsust. Selleks kirjutame veel iihe tasakaaluvorrandi,
néditeks momentide vorrandi sdlme C suhtes. See vorrand peab olema rahuldatud kui panna sinna
leitud toereaktsioonide véértused.

XM =-F,-CG-F-CD+F, -AH.

Vérrandis olevatest joudude dlgadest leidsime varem CD = 2qa . Olg CG on ilmselt vordne varem
leitud 16igu AE —ga, sest AC // BE ja seega ka CG // AE . Ola CH pikkuse saame arvutada nii
CH=CD-HD =2a-1,5a = 0,5a.
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Ola AH pikkuse leiame juba varem vaadeldud tdisnurksest kolmnurgast 4HD
§in30° = AH _ AH _ 1

AD a3 2
NE)
n

AH =a—

Paneme leitud toereaktsioonide ja dlgade vddrtused tasakaaluvorrandisse

5 5. B

Y M, =FA3. aT—F 2a+2,5F-0,5a ——F ; —Fa(——2+125——) 0.

Et vorrand on rahuldatud, siis on toereaktsioonid 61gest1 leitud.

Niitid voime alustada varrastes mdjuvate joudude arvutamist uurides tliksikute sdlmede tasakaalu.
Millisest s0lmest alustada? Sobivad need sdlmed, kus on iihendatud kaks varrast. Seega sdlmed D
vOi B . Mdlemas sd0lmes mdjuvad kaks tundmatut joudu varrastes ja molema kohta saab kirjutada
kaks tasakaaluvdrrandit, millest on voimalik nende joudude vaartused leida.

Sdlmedes A4 ja C on ithendatud kolm varrast ja nendes mdjuvad jérelikult kolm tundmatut joudu
varrastes. Paraku saab nendegi s6lmede kohta kirjutada vaid kaks tasakaaluvdrrandit, millest kolme
tundmatut leida ei saa.

Joonis 4.6. Eraldatud solmed

ALl
06 j

60°

1@"\!Yr

Alustame sdlme D tasakaalu vaatlemisest. SOlmes on {ihendatud vardad 1 ja 4 ning seal mdjub
véliskoormus F (joonis 4.6 a). Oletame, et varrastes mojuvad joud F; ja F4 on suunatud sdlmest
eemale. Kirjutame sdlme tasakaaluvorrandid

2X=-F,—F -cos30°=0,

2Y=-F—F, -sin30°=0.
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Teisest vorrandist saab kohe leida jou vardas 1 ja seejérel esimesest vorrandist jou vardas 4
__F
' sin30°

= -2F,

V3

Fy=—F,-c0s30°=2F -~ = F4/3.

Et joud kahes vardas on leitud, siis voime jargnevalt uurida suvalise sdlme tasakaalu.
Vaatleme néiteks sdlme C tasakaalu. Siin on {thendatud kolm varrast — 3, 4 ja 5 (joonis 4.6 b).
Oletame jéllegi, et joud varrastes mojuvad sdlmest eemale. Et eeelmise sdlme tasakaalu uurides
oletasime joudu vardas 4 vastassuunas, siis lisame korrektsuse huvides niiiid selle jou téhisesse
tlakoma — F4" .
Kirjutame sdlme C tasakaaluvorrandid
!

XX =F, +F,-cos60°—F, -cos60°=0,

2 Y =—F, -sin60° - F, -sin 60° = 0.
Teisest vorrandist saame F’; = - F's. Paneme selle tulemuse esimesse vorrandisse ja avaldame sealt
jou vardas 5

F, +F;-cos60°+ F; -cos60° =0,
F~3+2F, é:o,

F, =—F43,

F, = F:3.

Vaatleme sdlme B tasakaalu (joonis 4.6 c), kus on {ihendatud vardad 2 ja 3 ning kus mdjub
toereaktsioon Fg.

Oletame, et varrastes mojuvad joud on suunatud sdlmest eemale. Seejuures joud vardas 3 on seekord
varemoletatule vastupidine, mistottu lisame tema téhisesse iilakoma.

Kirjutame s6lme B tasakaaluvorrandid

2X=F,+F, -cos60°—F, -cos60° =0,

XY =F,-sin60°+F, -sin60° =0.
Jou vardas 2 leiame esimesest vOrrandist

F, =—F, -cos60°+ F, -cos60°=—F\/§-%—F\/§~%=—F\/§.

Oleme leidnud kdikides varrastes mojuvad joud. Seejuures ei vajanud me sdlme B
tasakaaluvorrandit 2'Y = 0. Seda vorrandit nagu ka sdlme A4 tasakaaluvorrandeid voime kasutada
saadud tulemuste kontrollimiseks. Need vorrandid on rahuldatud kui joud varraste on digesti leitud.
Paneme vdarranditesse varrastes mojuvate joudude véértused ja arvutame

ZY:—Fﬁ-%+F\/§-§:O.

See vorrand on rahuldatud. Sellest voib jareldada, et joud vardas 4, mille véartuse sellesse
vOrrandisse panime, on digesti leitud.
Kirjutame s6lme A (joonis 4.6 d) tasakaaluvorrandid

YXX=F, +F -cos30°—F, — F, -cos60° =0,
2Y=F, +F sin30°+F; -sin60° = 0.

Paneme ka nendesse vorranditesse leitud joudude véirtused ja arvutame
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ZX=—F%§—HW%§+F$EJKE-I_AFXC 3FJ§

ZY:2§F—NW%—FJ§%§:25F—F—FV%=Q

Et vorrandid on rahuldatud, siis on varrastes mojuvate joudude vairtused digesti arvutatud. Esitame
tootulemused tabeli kujul

Fux Fy Fp F F F3 Fy Fs
B I N A -2F —FJ3 | F\3 F3 | —-Fy3
2

Joud varrastes 3 ja 4 tulid positiivsed, seega need vardad on tdmmatud.

Joud varrastes 1, 2 ja 5 tulid negatiivsed, mistottu need vardad on surutud.

Et kdikides varrastes mdjuvad mingid joud, siis iilearuseid vardaid, kus joud vorduks nulliga, ei ole.
Kodige enam on koormatud varras 1, kus mdjub viliskoormusest F' kaks korda suurem survejoud.

KODUULESANNE NR 4

Leida skeemil (annab dppejoud) toodud sorestiku varrastes mojuvad joud. Millised vardad on
tommatud ja millised surutud? Kas on tilearuseid vardaid? Milline varrastest on kdige enam
koormatud?

5. RASKUSKESE

Raskuskeskme asukoha teadmine holbustab jdiga keha teisaldamist. Néiteks, rakendades tdstejoudu
raskuskeskmes, ei hakka keha poorduma raskusjoust tingitud péérdemomendi toimel kuna jou 0lg
on null.

Raskusjoud on gravitatsioonijou ja Maa pdorlemisest tingitud tsentrifugaaljou resultant, mis on
suunatud Maa keskpunkti. Arvestades aga Maa modtmeid voib delda, et vertikaalselt alla.
Raskusjoud on oma olemuselt jaotatud joud, mis mdjub keha igale osakesele. Keha osakeste
raskusjoudude resultanti nimetatakse keha raskusjouks. Inertsiaalsetes, so paigalseisvates voi
iihtlaselt ja sirgjooneliselt liikuvates siisteemides on see vordne keha kaaluga.

Jdiga keha raskuskeskmeks nimetatakse sellist kehaga muutumatult seotud punkti, mida libib keha
osakeste raskusjoudude resultant keha mistahes asendi puhul ruumis.

See punkt ei pruugi olla keha enda punkt, vaid ainult temaga seotud. Néiteks asub ronga raskuskese
ronga keskel, so viljaspool keha. Kui keha poorata, siis mistahes podrde korral 14bib raskusjoud
ikkagi raskuskeset.

Seega kui kogu kehale mdjuva raskusjou moodul on W ja igale osakesele mojuva raskusjou moodul
W; ning osakesi on n , siis

w=3w,
i=1
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Joonis 5.1. Raskuskeskme asukoha mddramine

7

a He

Kogu keha raskusjou W (joonis 5.1) moment koordinaatide alguspunkti O suhtes vordub keha
osakeste raskusjoudude W; momentide summaga sama punkti suhtes

W ' rc = Z VV: : rz b
i=l

kus rc on keha raskuskeskme raadiusvektor ja r; keha osakeste raskuskeskmete raadiusvektorid.
Keha raskuskeskme C asukohta me veel ei tea (seda alles otsime), kuid osakeste raskuskeskmed on
meile teada. Nimelt jaotame me keha sellisteks osadeks, mille raskuskeskmed on tdnu siimmeetriale
histi teada: kuup, kera, risttahukas, koonus, piiramiid jne. Seega on teada ka raadiusvektorid r;.
Teada on nii kogu kehale W kui ka kdigile osakestele mojuvad raskusjoud Wi (méadratud néiteks
kaalumise voi arvutuste teel). Nii et ainsaks tundmatuks jaib raadiusvektor r¢, mille avaldame
eelmisest vordusest

2,

i=1

Te =
w
Raadiusvektori leidmiseks avaldame tema projektsioonid koordinattelgedele:
ZWi'xi ZWi’yi ZVVi'Zi
xC:ile ’yC:ile ,ZC:i:IW .
Raadiusvektori projektsioonid ongi raskuskeskme C koordinaadid.

4)

Saadud valemeid v3ib kasutada keha raskuskeskme koordinaatide arvutamiseks vabalt valitud
koordinaatsiisteemis. Koordinaatide alguspunkt O on otstarbekas valida nii, et ta oleks voimalikult
paljude keha osade stimmeetriateljel. See vidhendab arvutuste mahtu.
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Homogeensele kehale ja tema osakestele mojuvate raskusjoudude madramiseks arvutuste teel peame
teadma nende ruumala V ja materjali eriraskust (erikaalu) y . Raskusjou arvutame siis kui
W=V-y.
Kui on antud keha materjali tihedus p , siis iileminek eriraskusele toimub nii
y=p8
kus g on raskuskiirendus.
Kui tiheduse iihikuks on kg/m’ ja raskuskiirenduse ithikuks m/s”, siis eriraskuse iihikuks saame
B kg m N
TP E
Homogeensete kolmemdodtmeliste kehade raskuskeskmete arvutamisel voib valemit (4) taandada
eriraskusega y . Siis pole vaja arvutada keha ja tema osakeste raskusjoude, vaid ainult ruumalasid

ZVVi'xi ZVi'xi ZVV,")/[ zVi'yi ZVVi'Zi ZVi'Zi
X, = i=1 — i=1 , — i=1 — i=l1 2, = i=1 — i=1 . 5
‘ w o e w v ‘ w v ©)
Mittehomogeensed kehad tuleb jaotada sellisteks osadeks, mille ulatuses kehad on homogeensed.

Homogeense iihepaksuse plaadi korral on keha ja tema osakestele mojuvate raskusjoudude

moodulid arvutatavad kui
W=V-y=A4-t-y,
kus 4 on plaadi pindala ja ¢ plaadi paksus.

Joonis 5.2. Plaadikujulise keha raskuskese

Z

>
g

X

Stimmeetria tottu on raskuskese C (joonis 5.2) plaadi poole paksuse peal z. = #/2 ja méérata on vaja
vaid raskuskeskme kaks iilejddnud koordinaati x. ja y..

Analoogselt kolmemoddtmelisele kehale jaotame plaadi osadeks, mille raskuskeskmed meile
siimmeetria tottu teada on. Kogu keha ja osakeste raskusjoudude momentide vordsuse tingimusest
voime kirjutada eeltooduga sarnaselt valemid raskuskeskme koordinaatide arvutamiseks

iVVi"xi i:Ai'xi iVVi'yi iAi'yi
_ = _ il _m = .

w4 T w4

(6)

Xc
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Siin on vordust (5) taandatud lisaks eriraskusele y veel ka plaadi paksusega ¢ . Siis pole vaja arvutada
ei kogu plaadi ega tema osakeste raskusjoude ega ruumalasid, vaid piisab pindalade arvutamisest.

Homogeense tihesuguse ristldoikega 4 vardale ja tema osakestele mojuvate raskusjoudude moodulid
on arvutatavad kui
W=A4-1-y,

kus / on varda pikkus voi tema osakeste pikkused.

Joonis 5.3. Vardakujulise keha raskuskese

P

—

¢ W
Vardakujulise keha raskuskese (joonis 5.3) asub tema ristoike 4 raskuskeskmes. Seega on keha
raskuskeskme iiks koordinaat teada. Ulejddnud koordinaadid saab arvutada plaadikujulise keha

analoogia pdhjal
ZVVi'xi ZLi'xi ZWi’yi zLi'yi
— i=1 — i=1 , — i=1 — i=1 . 7
W I Ye W I (7)
Siin on vordust taandatud eriraskuse y ja pdikpinna pindalaga 4 . Niilid saame raskuskeskme
madramisel piirduda vaid varda ja tema osakeste pikkuste arvutamisega.

Xc

Vaatleme jirgnevate ndidete varal nende valemite praktilist kasutamist raskuskeskmete asukohtade
leidmiseks.

Ulesanne 5.1

Olgu tarvis méérata joonisel 5.4 kujutatud homogeensest materjalist keha - hulktahuka raskuskese.
Keha modtmed millimeetrites on esitatud joonisel.
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Joonis 5.4. Hulktahk

X%

20

Zr= 20

I~

Et tegemist on kolmemdotmelise homogeense kehaga, siis tuleb raskuskeskme arvutamiseks
kasutada valemeid (5). Keha tuleb jaotada osadeks, mille ruumalasid ja raskuskeskmete koordinaate
oskame madrata. Otstarbekas on jaotada keha kolmeks osaks: kuup I, risttahukas II ja silinder III.
Nende ruumalade arvutamine ei valmista raskusi:

Vi=50x 50 x 50 = 125 000 mm’,
Vi=80x 30 x 30 =72 000 mm”,
V= 3,14 x 10> x 30 = 9420 mm” .

Koordinaatide alguspunktiks valime hulktahuka tipu ja koordinaatteljed suuname nagu joonisel 5.4
nididatud. Sellise koordinaatidesiisteemi puhul on kdikide osade raskuskeskmete koordinaadid

positiivsed.

Jargnevaid arvutusi valemite (5) jirgi on otstarbekas esitada tabeli kujul

Keha Ruumala Raskuskeskmete Vahepealsed
(mm’) koordinaadid (mm) arvutustulemused (mm*)
Xi Vi Zj Vixi %% Vizi
Kuup Vi 125000 25 25 25 3125000 | 3125000 | 3125000
Risttahukas Vi 72000 90 15 15 6480000 | 1080000 | 1080000
Silinder Vin - 9420 90 15 15 -847800 | -141300 | -141300
Hulktahk 4 187580 8757200 | 4063700 | 4063700
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Arvutame kogu keha raskuskeskme koordinaadid valemite (5) jargi:

3
ZVz X
< 8757200 _

xc = - - ) mm’
v 187580
3
V.
2; Y 4063700
yC = = = , mm’
% 187580

3

2z,

& 4063700 _
v 187580

Ze = B

Vastus: hulktahuka raskuskeskme C koordinaadid valitud koordinaatidesiisteemis on
C(46,7;21,7;21,7)

Ulesanne 5.2
Maiérata joonisel 5.5 kujutatud plaadi raskuskese. Plaadi mdotmed millimeetrites on toodud joonisel.

Joonis 5.5. Tasapinnaline plaat

Y
\ |
|
|
S |
i vl
y I (,ﬁL z
0 X
B 30 b
N I
30

e

Plaadi raskuskeskme koordinaatide arvutamiseks sobivad valemid (6). Nende rakendamiseks on vaja
arvutada plaadi pindala, milleks tuleb ta jaotada osadeks. Otstarbekas on jaotada plaat kolmeks
osaks: kolmnurgaks I, ristkiilikuks II ja poolringiks III. Liites kaks esimest ja lahutades neist
kolmanda, saamegi plaadi tegeliku kuju.

(30+2-20+30)-50 100-50
2
Ristkiiliku pindala 4, =30-20 = 600mm”.

Kolmnurga pindala 4, = =2500mm”.
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a-20% 314400
AIIT = =
Poolringi pindala 2 2

=628 mmn” .

Koordinaatide alguspunktiks valime poolringi tsentri ja koordinaatteljed suuname nagu joonisel 5.5
néidatud. Selles koordinaatidesiisteemis méddrame nii kogu kujundi kui ka tema osade
raskuskeskmete koordinaadid. Geomeetriast on teada, et kolmnurga raskuskese asub kdrguse
kolmandikul, ristkiiliku raskuskese tema diagonaalide 16ikepunktis ja poolringi raskuskese
diameetrist kaugusel 4r/3n. Kujundi raskuskeskmete koordinaadid on toodud alljargnevas tabelis.

Kogu kujundi raskuskeskme koordinaatide arvutused esitame tabeli kujul

Kujund Pindala Raskuskeskmete Vahepealsed
(mm”) koordinaadid arvutustulemused
(mm) (mm®)
X Vi Ax; Ayi
Kolmnurk Ay 2500 0 16,7 0 41750
Ristkiilik Ay 600 35 -10 21000 -6000
Poolring A | -628 0 8,5 0 -5338
Terve kujund A 2472 21000 30412
Arvutame kogu kujundi raskuskeskme koordinaadid
3
Z; A7 51000
o= = =38, 5w
A 2472
E
= g4 = o 3
eI T T o

Vastus: kujundi raskuskeskme C koordinaadid on C ( 8,5; 12,3).

Ulesanne 5.3
Maiérata joonisel 5.6 kujutatud painutatud varda — , kapsaraua” - raskuskese.

Joonis 5.6. Painutatud varras

M

Lo Q| |«

10
[\

IS

31



Et tegemist on siimmeetrilise kujundiga, siis on tema raskuskese kindlasti siimmeetriakeskmes O .
Paigutades sinna koordinaatide alguspunkti, vdime kohe delda, et raskuskeskme C koordinaadid on
x.= 0 jay.= 0. Seega voib lugeda iilesande lahendatuks. Et see tdepoolest dige on, selles veendume
arvutuste teel.

Et tegemist on homogeense tihtlase ristldikega vardaga, siis tuleb raskuskeskme koordinaatide
arvutamiseks kasutada valemeid (7). Nende rakendamiseks arvutame kogu varda pikkuse ja nende
osade pikkused, milleks me varda jaotame. Jaotame varda kaheks vordse pikkusega sirgldiguks L; =
L, =10 mm ja kaheks poolringjooneks, millest kummagi pikkus on

Ly=L,=r-r=314-10 =31L4mm.
Sirgldikude raskuskeskmete médramine raskusi ei valmista, kuid poolringjoonte raskuskeskmete
leidmiseks kasutame geomeetriast tuntud seost, mille kohaselt poolringjoone raskuskese asub
diameetrist kaugusel 2r / w .

Arvutustulemused esitame tabeli kujul.

Varras Pikkus Raskuskeskme Vahepealsed arvutustulemused
(mm) koordinaadid (mm?)
(mm)
Xi Vi Lix; Liy
Sirgloik L, 10 -20 -5 -200 -50
Sirgloik L 10 20 5 200 50
Poolringjoon L; 31,4 -20 6,4 -628 201
Poolringjoon Ly 31,4 20 -6,4 628 -201
Terve varras L 82,8 0 0

Rakendades niilid valemeid (7) saame raskuskeskme koordinaatideks

4
_;Li-xi 0

x = = = ,
¢ L 82,8
4
L v
_Zl R
e L 828

Tulemus kinnitab juba teadaolevat.
Vastus: varda raskuskeskme C koordinaadid on C (0 ; 0 ).

KODUULESANNE NR 5

Leida kehade, mille kujutised annab dppejoud, raskuskeskmete koordinaadid vabalt valitud
koordinaatsiisteemis.
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