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1. TRIGONOMEETRILISTE AVALDISTE
TEISENDAMINE.

1.1. TRIGONOMEETRIA EELMISE OSA
KORDAMISEKS.

. a) Kui tdisnurkses kolmnurgas hiipotenuus vordub pikkus-

ithikuga ja {ihe teravnurga suurus on a (joon. 1), siis selle
teravnurga vastaskaateti pikkus on sina ja ldhiskaateti pik-
kus cos a (jeon. 1). Pohjenda seda!

1+tan’a

Joon. 1. Joon. 2. Joon. 3.

b) Tuleta joonise 1 abil trigonomeetriliste funktsioonide
vahelised jargmised seosed (nn. pohiseosed):
sin o

sin? q+cos2a=1;
cos a

=tand; “tanig+cota=1.

. a) Téaisnurkse kolmnurga teravnurga o lahiskaatet on vali-

tud pikkusithikuks. Néita, et teise kaateti pikkus on siis tanc
ja hiipotenuusi pikkus y/1+tan?a (joon. 2).

b) Tuleta joonise 2 abil jirgmised valemid:

tana | 1

sina W et o COS (&% e .
Vi+tan’a Vi+tan’a

. a) Nadita, et kui tdisnurkse kolmnurga iiks teravnurk on a

ja selle nurga vastaskaateti pikkus on 1, siis ldhiskaateti pik-
kus on cota ja hiipotenuusi pikkus v/ 1+cot?a (joon. 3).



b) Tuleta joonise 3 abil jargmised valemid:
sina=———l_—; cosa= _c_°tL_
Vi+cot?a Vi+cot?a
4. Avalda:

a) nurga siinus selle nurga koosinuse kaudu;

b) nurga koosinus selle nurga siinuse kaudu;

¢) nurga tangens selle nurga siinuse kaudu;

d) nurga tangens selle nurga koosinuse kaudu;

e) nurga kootangens selle nurga siinuse kaudu;

f) nurga kootangens selle nurga koosinuse kaudu.

4 ; 3 Rl
5. Teades, et tana=z, arvuta sin a, cosa ja cota viirtus.

6. Teades, et cosa= 2a\/ab ja a>b>0, avalda nurga a iile-

jdanud trigonomeetriliste funktsioonide vaartused.

7. Kui suured on trigonomeetriliste funktsioonide vaartused
1) nurkade 30° 45° ja 60° puhul?
2) nurkade 0° 90°, 180° 270° ja 360° puhul?

3) nurga %, %, %n-, i} ja 2x puhul?

8. Nurk x kasvab 0°-st 360°-ni. Kuidas muutub samal ajal
1) sin x? 2) €osx? 3) tanx?

9. Ndita, et pole olemas niisugust nurka, mille siinuse ja koo-
sinuse summa on \/—i

10. 1) Arvuta cos 150°.
2) Lihtsusta antud avaldis:

(sin a+cos a)2+ (sin a—cos a)2.

1.2. KAHE NURGA SUMMA JA VAHE SIINUS,
KOOSINUS JA TANGENS.

1. Kahe nurga summa siinuse vordlemine nende nurkade
siinuste summaga.

Kui tahame niiteks arvutada 75°se nurga siinust, siis
peame oskama avaldada sin(30°+45°) liidetavate nurkade funkt-
sioonide kaudu.
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Et kahe nurga summa siinus ei vordu liidetavate nurkade sii-
nuste summaga, seda néitab jargmine ndide:

sin(30°+60°) =sin 90°=1,
kuid

sin 30°+sin 60°= 3 + %2 £ 1.
Seega,

sin(a+ ) #sin a+sin p.

Samal viisil veendume, et néiteks

cos (a—B) 7~ cos a—cos P.

2. Kahe nurga summa siinus.

Olgu antud teravnurgad « ja B nii, et ka nende summa on
teravnurk. Niisiis 0<‘a<§, 0<ﬁ<—g ja 0<a+p< -’21

Joonestame nurgad a ja B xy-teljestikus voetud iihikringi
kesknurkadena (joon. 4):

a=«ZDOB, = ZLEOD, a+p=ZEOB.

Joonestame nurga B loppraadiuse otspunktist E 16igu EA
risti nurga o algraadiusega ja loigu ED risti nurga a 10pp-
raadiusega.

y
HE
a
A
8 <
N N
™\ ; .
e 5 S
3 3
o .
B 3
a (A yal:l
0] costa+p) |sina-sinf | ’
Joon. 4.
csa - cosf




Seega
EA10B; ED10OD ja DC1EA.
Siis kolmnurgas DCE nurk CED=aq.

Et iihikringi raadius r=0E=1, siis saame:
kolmnurgas OAE 16ik AE=sin(a+p),

kolmnurgas ODE 16ik ED=sin B ja 16ik OD=cos B
kolmnurgas ECD 16ik EC=cosa-sinp,
kolmnurgas OBD 16ik DB=sina- cos .

Et DB=AC ja AE=AC+CE, siis

’

sin(a+p)=sin a - cos B+cos a - sin B

(1)

Seega oleme saanud valemi (1) kahe teravnurga summa
siinuse avaldamiseks antud nurkade siinuse ja koosinuse kaudu,

kusjuures see summa ise on ka teravnurk.

Valemi (1) kehtivust sel korral, kui antud nurgad ei ole

teravad, selgitame jargmisel viisil.

Kui iiks nurkadest on terav- ja teine tdisnurk, niiteks kui

6=-2’1 , siis taandamisvalemite rakendamisel saame:
. 11 . 14 . k11
sin (a+ —) =sIin [n— (a+ —) =sin (— —a) =COS a.
% 2 2
Valem (1) annab:
sin (a+ %) =sina cos% -+ cos a sin % == C0S a.

Siit ndeme, et ka sel korral valem (1) kehtib.

Kui nurkade a ja B asemel votta % vorra suuremad nurgad,

s. 0. nurgad a-+ g— ja p+ g—, siis taandamisvalemite kasutamisel

saame:

sin[(o.+%) +(p+ %)]r—sin [(a+B) +al=

=—sin(a+p) = —sin a cos —cos a sin .



Valem (1) annab sel korral:

sin [(a+ ) + (p+ )] =sin (a+ 3) cos (p+3) +
+cos (a+ %) sin (f}+ %)= —cos a sin p—

—sin a cos f= —sin a cos B—cos a sin B.

Siit ndhtub, et valem (1) kehtib selgi korral.

Nurkasid a ja p niiviisi samm-sammult suurendades veen-
dume, et valem (1) kehtib igasuguste nurkade korral.

3. Kahe nurga summa koosinus.

Valemi kahe nurga summa koosinuse avaldamiseks antud
nurkade siinuse ja %oosinuse kaudu saame analoogiliselt eelne-
vaga joonise 4 abil:

cos(a+B)=0A=0B—AB=0B—-CD=

=C0S a cos B—sin a sin .

Seega

cos(a+p)=cos a cos B—sin a sin p (2)

Ka valemi (2) kehtivuses igasuguste nurkade korral saame

. . 14 -~
veenduda nurkasid « ja B samm-sammult 5 vorra suurendades.

4. Kahe nurga vahe siinus ja koosinus.

Valemid kahe nurga vahe siinuse ja koosinuse avaldamiseks
antud nurkade siinuse ja koosinuse kaudu saame, kasutades nega-
tiivse nurga siinust ja koosinust:

sin(a—p) =sin[a+ (—p)]=sina cos(—B) +cosasin(—p) =.

=sin a cos p+cos a+(—sin B) =sin a cos p—cos a sin B.

Seega

sin(a—p) =sin a cos B—cos a sin § (3)

Samal viisil saame:

cos(a—B) =cos[a+ (—PB)]=cosacos(—pB) —sinasin(—p) =
=co0s a cos B—sin a-(—sin B) =cos a cos B+ sin a sin .



cos(a—p)=cos ¢ cos B+sin a sin B (4)

Valemeid (1), (2), (3) ja (4) nimetatakse trigonomeet-
riliste funktsioonide liitmislauseteks.

Eespool tuletatud valemite abil saame ka valemid tan(a+ B)
ja tan(a—p) avaldamiseks tan a ja tan g kaudu.

_ sin(a+pB) _ sinacosB+cosasinf
tan(a+p) = cues(a+p) cos acos f—sinasinf °

Jagades viimase murru lugeja ja nimetaja avaldisega
cos a cos f, saame avaldise:

sinacos B , cosasinB

COS @ COs COS @ COS tan a+tan
tan(a+p) = B : : P - .

cosacosB sinasinff l—tanatanf

cosacosf cosacosf

Niisiis,

tan ¢ +tan §

tan(a+p) = I—tanatanp

Kasutades seost
tan(—a) =—tana,

saame

V¥ i _ _tano+tan(—B) _ tana—tanB
tan (a—B) =tan [a+ (—B)]= l—tanatan(—p) I1+tanatanB

_ tana—tanp
tan(a—p) = 1+tan g tan f
Ulesandeid.
11.: Arvuta: 1) ‘sin.75% 3) tan75° 5) cos 15°
2) ‘cos 78° 4) sin 15° 6) tan 15°

ol o

12. Arvuta cos(a—p) vidrtus, teades, et sin a='§ ja cos B=
ja et a ja B on teravnurgad.

13. Arvuta sin(a+p) véartus, teades, et @ ja B on teravnurgad

12
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

<

Arvuta cos(a+p), teades, et sina=
on teravnurgad.

, sin B=z ning a ja B

x
3

N -

Arvuta tan(a+p), teades, et tan a=% ja tan 5=% ning a ja
B on teravnurgad.

Arvuta SL":%"(I—B)—, kui @ ja B on teravnurgad ning sina=

= % ja cos p= g ;
1) Niita, et sin(45°+x) +cos(45°+x) =V/2 - cos x.

2) Naita, et sin(45°+x) —cos(45°—x) =V/2-cos x.
Kolmnurgas on kahe teravnurga koosinused vastavall g
ja 4—9[. Arvuta nurkadega mitte korvuti asetseva vilisnurga
siinus.

Kolmnurga kahe teravnurga siinused on vastavalt 2% ja %.
Arvuta kolmanda nurga koosinus.

Kolmnurga ABC sees olevast punktist O on kiiljed AB, AC
ja BC ndha niirinurkade all. Teades, et sin AOB= VLE ja

cos BOC= - arvuta sin AaC.

1
3>
Lihtsusta avaldised:

1) sin(a+30°) —sin(a—30°)
2) cos(a+45°) —cos(a—45°)

Arvuta:

1) sin 20° cos 40°+ cos 20° sin 40°
2) cos47°cos 17°+sin 47° sin 17°
3) tan 70°—tan 40°_

1+4tan 70° tan 40°
tan 70°+tan 80°
1—tan 70° tan 80°
tan -] +tan S_a

2
a 5a.’
1—tan ? tan ?

6) sin 60° cos 30°—cos 60° sin 30°

4)

5) kui g=15°



23. Lihtsusta avaldised:
1) sin 45° cos 30°+ cos 45° sin 30°
2) cos %cos %—+ sin% sin %
24. On teada, et a ja B on teravnurgad ja et tana= % ning

tan p= -,17 . Toesta, et a+p=45°
25. Toesta, et
o S sin 14°
1) tan 2°+4tan 12°= N e T

sin5° _ tan 10°—tan 5°
sin 15° ~ tan 10°+tan 5°
26. Lihtsusta avaldised:
1) sin 10° cos 50°+ cos 10° sin 50°

3n L1 e SR
2) COs —g~ cos g +sin—g-sin &

27. Kahe nurga tangensite summa on 2, kuid nende nurkade
summa tangens on 4. Leia nende nurkade tangensite korrutis. _

28. Kahe nurga summa koosinus on 0,3 ja nende nurkade vahe
koosinus on 0,8. Leia nende nurkade siinuste korrutis.

1.3. KAHEKORDSE NURGA JA POOLNURGA SIINUS,
KOOSINUS JA TANGENS.

Valemid kahekordse nurga siinuse, koosinuse ja tangensi
avaldamiseks iithekordse nurga funktsioonide kaudu saame, kui
kahe nurga summa siinuse, koosinuse ja tangensi valemites
votame liidetavad nurgad teineteisega vordseks.

Vottes p=a, saame

sin(a+a) =sin 2a=sin a cos a+cos a sin a=2 sin a cos a.

sin 2q=2 sin a cos a

cos(a+a) =cos 2a=cos a cos a—sin a sin a=cos? a—sin? a.

cos 2q=cos? ¢ —sin? ¢
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~tana+tana _ 2tana

+ = = e
tan (a+a) =tan 2a l—tanatana  l—tan’ ’

2tan a

ata= T

Valemid poolnurga siinuse ja koosinuse avaldamiseks antud
nurga funktsioonide kaudu saame jargmiselt.
Esiteks kasutame pohiseost

o ¢ o
cos? 5 +sin? 7 =1. (n

Teiseks asendame kahekordse nurga koosinuse valemis nurga

o
@ nurgaga 3 , saame
o

B Ll
Cos a=cos* 5 —sin’ 3

ehk

cos? %— —sin? % =CO0s . (2)

Lahutades niiiid vorduse (1) pooltest vorduse (2) vastavad
pooled, saame

2 sin? %= 1 —cos a, (3)

- l—cosa
Y T

Sellest saamegi poolnurga siinuse valemi:

o
in2
sin®

R 1—cosa
PradC oot
sm2 __V 3

Liites vorduste (1) ja (2) vastavad pooled, saame

2 cos? % =14cosa, (4)
millest
9@ l—cosa
COs? 5 = sy

Siit

a 14+cos a
o
cos 5 __l/ 3 |

H



Et tangens on siinuse ja koosinuse jagatis, siis

s el O L G l4+cosa ,|/l+cosa
tani—smz.cos2—-j_-l/ 3 V 5

ehk

a 1—cosa
tan7 e [/l+cosa

Mirgi poolnurga valemites oleva radikaali ees madrab mui-

dugi see, mis veerandis nurk % 16peb.

Poolnurga tangensi saab nurga siinuse ja koosinuse kaudu
avaldada ka ratsionaalselt (s.o.radikaalivabalt). Selleks
korrutame vorduse

S
sin ?

a
tan? =

cos 5~
2

paremal pool oleva murru lugejat ja nimetajat avaldisega 2 cos g
ning arvestades vordust (4), saame

sina
l4cosa

a

25in = cos =
sin D) cos 2
tang = =

2 cos? -%-

Korrutades vorduse

sina

o
tan 2 " 1+cosa

parema poole lugeja ja nimetaja avaldisega |—cosa, saame
parast taandamist

o I—cosa
tan Ty
sina
Seega
a sina
n———————
ta 2 1+4cos a
a 1—cos
tan-§- — —(l_
sina
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Kahekordse nurga ja poolnurga siinuse, koosinuse ja tan-
gensi valemeid kasutame avaldiste teisendamisel ja mone nurga
funktsiooni vaartuse arvutamisel.

@len

Niaide 1. Vordhaarse kolmnurga alusnurga siinus on
Leia tipunurga siinus ja koosinus.

Lahendus. Tédhistame alusnurga tdhega a ja tipunurga
tahega B, siis

B=180°—2a
ja
sin B=sin(180°—2a) =sin 2a=2sin a cos q;
5\2 12
cos a= Vl _(ﬁ) = 13°
Seega,
g 125 120
sin ﬁzQ’ﬁ'ﬁ=ﬁ’
cos B=cos(180°—2a) = —cos 2a=

E b 5\2 122 119
s v R 2 = Bl S v I n CERY (e S T g b
= — (cos?a—sin? @) =sin? a—cos?a= (13) (13’ 169 -
Naide 2. Arvuta tan 2221°.

Lahendus. Vottes valemis

o sina
tan =
2 l14cosa
a=45° saame

V3
2 2 —1=0414.

1o o sindh®
tan 222 " 14cos45° N
&% B

OUlesandeid.

29. Rombi kiilje ja diagonaali vahelise nurga siinus on 0,2. Leia
rombi nurkade koosinused.

30. Vordhaarse kolmnurga alusnurga koosinus on g . Leia tipu-

nurga koosinus.
31. Ringjoone veerandist vdiksemale kaarele toetuva kesknurga

g 1 ¥ & b
koosinus on g- Leia samale kaarele toetuva piirdenurga sii-

nus, koosinus ja tangens.
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32.

33.

34.
35.

36.

Kontrolli vordust
sin 35° sin 55°= _ cos 20°.

Avalda x ja y vaheline seos, milles ei esine nurka a:

x=sina-+cos a x=sina
1) y=sin 2q y=cos 2a

. Leia sina, cosa ja tan a.

N

On teada, et tan %=

Lihtsusta avaldised:

1) 2sin 40°-cos 50°
2) (sin 10°+sin 80°) (cos 80°—cos 10°)
3) sin(60°+a)cos(60°—a) —¢0s(60°+a) sin (60°—a)

Arvuta avaldise vairtus:
1) cos(38°+a)sin (52°—a) +sin (38°+a) cos (52°—a)

) sin2a __sina
2sina  tana

3) cos? (%—a) —sin?(; —a) —sin 2a

1.4. KAHE NURGA TRIGONOMEETRILISTE FUNKT-
SIOONIDE SUMMA JA VAHE TEISENDAMINE
KORRUTISEKS.

Kasutades kahe nurga summa ja vahe siinuse ning kahe

nurga summa ja vahe koosinuse valemeid:

sin(x+y) =sin x cos y+cos x sin y, (1)
sin(x—y) =sin x cos y—cos x sin y, (2)
cos (x+y) =cos x cos y—sin x sin y, ' -~ {8)
cos(x—y) =cos xcos y+sinxsiny, : (4)

saame tuletada valemid kahe nurga siinuste summa ja vahe ning
“ koosinuste summa ja vahe teisendamiseks korrutiseks.

Kahe nurga siinuste summa valemi tuletamiseks lndame

vorduste (1) ja (2) vastavad pooled:

14

sin(x+y) +sin(x—y) =2sin x cos y. (5)



Tahistades nurgad x+y ja x—y vastavalt tihtedega o ja B, saame
nurgad x ja y avaldada @ ja B kaudu jargmisest vorrandisiistee-

mist:

Xt+y=a
x—y=8
Siit
=45 jay- 5
Tehes niiiid asendused, saame vordusele (5) anda kuju
sin g +sin =2 sin ‘E_';E = ﬂ_;_ﬁ
Seega,

kahe nurga siinuste summa vordub nende nurkade pool-
summa siinuse ja poolvahe koosinuse kahekordse korru-
tisega.
Kui kahe nurga siinuste summa valemis asendame nurga g
nurgaga —fp ning peame silmas, et
sin(—p) =—sin B,
siis saame valemi kahe nurga siinuste vahe jaoks:

sina+sin{—fB) =2 sin a—;Ecos (i;
ehk
sin a—sin =2 cos a-';ﬁ sin 9_7@
Niisiis,

kahe nurga siinuste vahe vordub nende nurkade pool-
summa koosinuse ja poolvahe siinuse kahekordse korru-
tisega.

Kahe nurga koosinuste summa korrutiseks teisendamise
valemi saamiseks liidame vorduste (3) ja (4) vastavad pooled:

cos(x+y) +cos(x—y) =2 cos x cos y.

15



Tehes siin asendused, nagu eelmiselgi korral, saame valemi:

et+B s 2B

€os a+cos =2 cos —, 5 9

Jarelikult,

kahe nurga koosinuste summa vordub nende nurkade pool-
summa ja poolvahe koosinuste kahekordse korrutisega.

Kirjutades viimases valemis nurga B asemele 180°—B ja

pidades silmas, et cos(180°—pB)= —cos B, saame:

cos a+cos (180°—B) =2 cos &F 18200_5 cos a—lgo°+ﬂ
ehk

cos a—cos p=2cos (90° L B)cos (QH'6 90°)

Et

cos(90°+ 258) = —cos (180°—90°— 43) =

=/—C0s (90°— a;B)=—sm o

ja
cos(a+B 90°) cos(90°— a‘;B)—sma';B
siis saame
€os a—cos p= —2 sin a';ﬁ sin —2—5
5. 1.

kahe nurga koosinuste vahe vordub nende nurkade pool-
summa ja poolvahe siinuste kahekordse korrutise vastand-
arvuga.

Trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe korrutiseks
teisendamise valemid voimaldavad avaldisi lihtsustada ja kergen-
davad avaldiste vaartuste arvutamlst Toome selle kohta moned
néited.

Nidide 1. Arvutada avaldise sin 75°+sin 15° vaartus.

16



Lahendus.
W18 NP

sin 75°+sin 15°=2sin 5 cos —

—25in 45° cos 30°=2- 52+ 5 V3= 5. V6 ~1,224.

Nédide 2. Teisendada iiksliikmeks avaldis
sin(60°+x) —sin(60°—x).
Lahendus.

sin(60°+ x) —sin (60°—x) =

L D 60 +x;—60 —x sttt 60 +x2~60 +x i

=2c0s60°sinx=2- ;_—, sin x=sin x.
N dide 3. Lihtsusta avaldis

2 sin a—sin 2a
2sin a+sin2a °

Lahendus.

2sina—sin2a _ 2sina—2sinacosa  l—cosa Y
2sina+sin2a 2sina+2sinacosa l+cos a 20

Nidide 4. Teisenda korrutiseks avaldis 142 cosa.
Lahendus.

14+2cos a=2(%+cos a) =2(cos 60°+cos a) =

=2.2cos (30°+ %)cos (3-0°— %):

=4 cos(30°+ %) cos (30°— %) ’

Niide 5. Taandada murd lcos.Qx :
—sin 2x
Lahendus. Taandaja selgitamisel esitame murru lugeja
ja nimetaja korrutistena.

Teisendame nimetaja korrutiseks:

1—sin 2x=sin 90°—sin 2x=2 cos (45°+ x) sin (45°—x).
Teisendades lugeja korrutiseks, saame:

cos 2x=cos? x—sin? x= (cos x+sin x) (cos x—sin x) =
=[sin (90°—x) +sin x] - [sin (90° — x) —sin x]=

2 Matemaatika X kl. i7



37.

38.

39.

40.

41.

42,

18

=2 sin 45° cos (45°—x)+ 2 cos 45° sin (45° —x) =
=2 cos(45°—x)sin (45°—x).
Niiiid on
cos2x _ 2cos(45°—x)sin(45°—x)
1—sin2x ~ 2cos(45°+x)sin(45°—x)

__cos(45°—x) _.sin(45°+x) - #
" cos(45°+x)  cos(45°+x) =tan(45°+x).

Ndide 6. Teisendada korrutiseks avaldis sin a+cos.a.

Lahendus.
sin a+cos a=sin a+sin(90—a) =
=2sin45° cos (—45°+a) =V 2 cos (45°—a).

Ulesandeid.

Tuleta kahe nurga siinuste vahe valem p. 1.4. alguses leiduva
vorduse (1) pooltest vorduse (2) vastavate poolte lahuta-
mise teel. ;
Tuleta kahe nurga koosinuste vahe valem p. 1.4. alguses lei-
duva vorduse (3) pooltest vorduse (4) vastavate poolie
lahutamise teel.

sin B

- sina . §Y ~
Kasutades seoseid tana= e tan = ok f toesta, et
_ sin(a+p) . %
a) tana+tanp= iy T
sin(a—B)

b) tana-—tan = iz
Tuleta p. 1.4. alguses leiduvate seoste (1) ja (2) abil valem

sinxcosy= S'"(x+y);-sm(x_y) :

mis voimaldab ithe nurga siinuse ja teise nurga koosinuse
korrutise teisendada kahe nurga siinuste summaks.

Tuleta p. 1.4. alguses leiduvate seoste (3) ja (4) abil kahe
nurga koosinuste korrutise summaks teisendamise valem:

COS X COS Y= cos(x+y);—cos(x—y) :

Kasutades p. 1.4. alguses leiduvaid seoseid (3) ja (4), tuleta
kahe nurga siinuste korrutise vaheks teisendamise valem:

cos(x—y) —cos(x+y)
3 .

sin xsiny=



43.

44,

45.

46.

47.

o*

Teisenda korrutiseks ja arvuta
tades tarbe korral tabeleid):

1) sin 75°—sin 15°% 5)
2) cos48°+cos 12°% 6)
3) cos 135°+cos 45°; T
4) cos 135°—cos 45°%; 8)

siis avaldise vdiartus (kasu-

cos 5°—cos 35°%;

tan 20°+tan 70°;
sin 80°+sin 10°%;
cos 58°+cos 32°.

Lihtsusta avaldis ja seejarel arvuta ta véartus (kasutades

tarbe korral tabeleid):
1) s?n 55°+s?n 35" :
sin 55°—sin 35°
2) cos 54°—cos 36° |
cos 54°+cos 36°’
3) Sin30°+sin24°
sin 36°—sin 24° ’
) sin 24°+sin 6° | )
cos 24°+cos 6°’
) sin 29°—sin 9°
sin 29°+sin 9°°

6)

8)

Teisenda korrutiseks.

sin 100°—sin 80° |

sin 100°+sin 80° ’

7) sin250°—sin240°%
cos 5°—cos 25° |

sin 5°+sin 25° .

cos 65°+cos 35°

sin 65°—sin 35° ’

10) sin?70°—cos250°.

1) sina-l-% 6) %+cosa

2) sina— 33 7) V3+tana

3) l+sina 8) 1—4sin2a

4) 142sina 9) sin?2a—sin? B

5) V3—2sina 10) cos? a—cos?p

Lihtsusta.

) sin a+sin 3a 3) sfn(a+ﬁ)+sin(a—ﬁ)

cos a+cos 3a sin(a+p) —sin(a—B)

e 0 g et
cosz a-+sin §a

Teisenda korrutiseks.

1) sin(45°+4x) +sin(45°—x)

2) sin(30°+x) +sin(30°—x)
3) sin(45°+4x) —sin(45°—x)
4) cos(30°4x) —cos(30°—x)

9



48.

49.

50.

51.

2
on 3

20

Toesta samasus.
1)

g) lsin2e 4. 102(45°+q)

cos 3a—cos a 1
2sinasin2a

1—sin2a
3) i=sinfe i .0045°--a)
14+sin2a "
14sin2a o @
4) 1—sin 2a =tan (45 B 2)

cosa+sina o
%) cos a—sin a =tan(45°+a)

6) 14cosa=2 cos"’%E

7) 1—cosa=2 sin2—g—

Toestada, et

1) sin 10°+sin 50°—cos 20°=0;

2) cos 85°+cos 35°—cos 25°=0.

Rombi liihema diagonaali pikkus on 4 c¢cm ja teravnurk on
68°. Arvuta teise diagonaali pikkus.

Joud R=600 kG lahutatakse kaheks absoluutvaartuselt vord-
seks komponendiks, mis moodustavad teineteisega 126°-se
nurga (joon. 5). Kui suured on need komponendid?

Joon. 5.

1.5. NURGA LEIDMINE TRIGONOMEETRILISE
FUNKTSIOONI ANTUD VAARTUSE JARGI.

1. Nurga leidmine antud siinuse jargi.

Olgu lahendada iilesanne: konstrueerida nurk, mille siinus

. Selle iilesande lahendamiseks jaotame iihikringjoone raa-



Joon. 6.

diuse (joon. 6) kolmeks vordseks osaks ning votame siis y-teljel
16igu OD= % r. Punktist D joonestame x-teljega paralleelse sirge

CB. Nurk AOB=aq ongi nurk, mille siinus on ;
Kuid koikidel nurkadel, mille loppraadiuse otspunkt asub

punktis B, on siinuse vaartus g Seetottu rahuldavad meie iiles-

ande tingimust nurgad a, a*=360°, a#+2-360°, a=*3-360° ...,
a+tn-360°, mis jareldub ka sellest, et siinus on perioodiline

funktsioon perioodiga 360°.
Peale nurga AOB=a (joon. 6) leidub ka teises veerandis

nurk, mille siinus on%; selleks on nurk AOC=180°—a.
Jarelikult, meie iilesande tingimust rahuldavad siis veel nur-
gad 180°—a, 180°—a+360° 180°—a=+2-360°...,180°—a+n-360°
Seega on 16pmata hulk nurki, mille siinus on § Neid nurki
viljenidavad avaldised
a+n-360°
ja
180°—a+n - 360°,
kus n on mistahes tédisarv.

Neid kaht avaldist saab asendada iiheainsa avaldisega, pan-
nes tihele, et

a+n-360°=2n-180°+aq (1)
21



ja
180°—a+n-360°=2n-180°+180°—a=(2n+1)-180°—a. (2)
Need teisendamisel saadud avaldised véib kirjutada {ihe
avaldisena
k-180°+ (—1)%-aq, %) e
kus k on mistahes taisarv.
Toesti, kui avaldises (3) kon paarisarv 2n, siis saame aval-
dise (1), kui % on paaritu arv 2n+1, siis saame avaldise (2).
Niisiis, vordsete siinustega nurkade iildavaldiseks on
k-180°+ (—1)%-a,
mii et
sina=sin[k - 180°+ (—1)%-aj,
kus k& on mistahes tdisarv.

Antud siinus voib olla ka negatiivne arv, niiteks _2 Sel

korral on iiheks nurgaks, mis {ilesande tingimust rahuldab, nega-
tiivne nurk AOB;=—a (joon. 6).
Eelmise arutluse eeskujul leiame iildavaldise koikidele nur-

kadele, mille siinus on — %:

k-180°+ (—1)%- (—a).

Leides siinuste tabelist nurga, mille siinus on §z0,6667,
‘saame:

a=41°49"
Ja

—a=—41°49
ning iildavaldisteks on siis

R-180°+ (—1)%- (—41°49")
ehk

k-180°— (—1)k-41°49",

Uldiselt, kui antud arv m tdidab tingimust, et |m| <1 (sest
siinuse absoluutvdirtus ei voi olla 1-st suurem), siis on I6pmata

hulk nurki, mille siinus on m. Kuid iiks neist nurkadest on v 4 ik-
seima absoluutvddrtusega.
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Nagu jooniselt 6 ndha, on vidikseima absoluutvairtusega
nurk vahemikus —90° kuni 90° (need kaasa arvatud).
Naiteks vdikseima absoluutvdartusega nurk

& (5% 1
a=30° kui sin a=3;

a=—30° kui sina=— %;
a=60°, kui sina=3>;
a= —45° kui sina=— -‘212 :

a=0° kui sina=0. ,
Viikseima absoluutvddrtusega nurgale, mille siinus on m, on: .
antud nimetus arkussiinus m ja teda tdhistatakse siimboliga
arcsin m.
Seega,
arcsin m on viikseima absoluutvdirtusega nurk, mille sii-
nus on m.
Siimbolites:
sin(arcsinm) =m ja —90° < arcsin m < 90°.
Naiteks,

¢x B BUandy Y
arcsin z =30°= T

I L RSP
arcsm( 5] = 45 i

arcsin(—1) =—90°=— % -

arcsin 0=0°.

Kui 0 <m <1, siis leiame nurga arcsin m otse siinuste tabe-
list, nditeks arcsin 0,6667 =41°49".

Kui —1<m<0, siis avaldame antud arkussiinuse positiivse
arvu arkussiinuse kaudu.

Néditame joonise 6 varal, et

arcsin(—m) = —arcsin m.
Jooniselt 6 ndeme, et nurk, mille siinus on ;, on LAOB, ja

nurk, mille siinus on — ?:i’ on ZAOB,, kusjuures
£A0B,= — /AOB.
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s. t. arcsin (_2) = —arcsin2

3 3

ehk iildiselt

arcsin(—m) = —arcsin m.

Niiiid saame koikide nurkade, mille siinus on m, ildavaldiseks

ehk radiaanides

k- 180°+ (—1)*- arcsinm

k.n+(—1)%-arcsinm

Nidide 1. Leia nurk, mille siinus on 0,83.

Lahendus. Nende nurkade iildavaldis on
k-180°+ (—1)*- arcsin 0,83.
Tabelist leiame, et arcsin 0,83=56°06". Seega otsitavate nur-

kade iildavaldis on

k-180°+ (—1)%-56°06".
Nidide 2. Leia nurk, mille siinus on (—0,3535).
Lahendus. arcsin(—0,3535) = —arcsin 0,3535=—2042".

Otsitavate nurkade iildavaldis on seega

52.

53.

54.

24

k- 180°— (—1)%-20°42".

Ulesandeid.

Selgita, mida tdhendavad siimbolid:

1) arcsinl?—; 2) arcsin—v2—3; 3) arcsin(—0,75).
Konstrueeri nurk ja leia nende vaartused, kui
1) arcsin 0,8; 2) arcsin (——%); 3) arcsin g—
Anna iildavaldis nurkadele, mille siinus on
1) 0,3156; 2) 0,0087; 3) —0,4051.



2. Nurga leidmine antud koosinuse jirgi.

Et ehitada nurka, mille koosinus on niiteks %, selleks ehi-

tame iihikringjoone (joon. 7) punkti, mille abstsiss on % poolita-

des selleks abstsissteljel asuva raadiuse. Otsitavaks nurgaks on
ZAOB=q. Koosinuse perioodilisuse tottu rahuldavad meie iiles-
ande tingimust ka nurgad

n-360°+a,
kus n on mistahes tdisarv.

Joon. 7

Jooniselt 7 ndeme, et leidub veel nurki, mille koosinus on %
Uheks niisuguseks nurgaks on negatiivne teravnurk

ZLAOB,= —a,
sest kolmnurkade AOB ja AOB, vordsuse tottu on nurkade AOB
ja AOB, absoluutvdirtused vordsed.

Seega tdidavad iilesande tingimust veel koik nurgad kujuga

n-360°—aq.

Avaldisi n-360°+a ja n-360°—q saab viljendada iihe aval-
dise abil:

n-360°+aq.

See on iildavaldis nurkadele, mille koosinus on %
Antud juhul a=60°.
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Seega, iildavaldiseks koikidele nurkadele, mille koosinus

1
-on 2 on

n - 360°+=60°.

Antud koosinus, mille jargi noutakse nurga ehitamist, voib
olla ka negatiivne, naiteks — % Sel korral on otsitavateks nurka-
deks nurgad AOC=8 ja AOC,= — B ning seega koik nurgad, mida
valjendab avaldis

n-360°%p.

Uldiselt, kui antud koosinuse vadrtus m on vahemikust

—-1<m<1

ehk lithemalt |m|<l (koosinuse absoluutvdartus ei saa olla suu-
rem kui 1), siis niisuguse koosinusega nurki on 16pmata hulk.
K&iki neid nurki saab avaldada iihe nurga kaudu. Selleks nurgaks .
kasutame viikseimat positiivset nurka, mille koo-
sinus on m. Selleks nurgaks ei kdlba niiiid vdikseima absoluut-
viirtusega nurk, nagu antud siinuse korral, sest kui ]ml< I, siis
igale m véirtusele vastab kaks nurka, mille absoluutvaartused
on vordsed, nditeks kuim= é, siis need nurgad on 60° ja —60°.

Kui m>0, siis vdikseim positiivne nurk on esimesest vee-
randist, kui m<0, siis teisest veerandist, s. t. vahemikust 0° kuni
180°, need kaasa arvatud.

Viikseimat mittenegatiivset nurka, mille Roosinus on m,
nimetatakse arvu m arkuskoosinuseks ja tdhistatakse siimboliga

arccos m.
Seega,

arccos m on viikseim mittenegatiivne nurk, mille koosinus
on m.

Seesama definitsioon siimbolites:
cos(arccos m) =m ja 0°<arccos m<180°.
Niiteks,

Julonlvi g PR ki@
arccos 3 b= 35 arccos-—5- =45 = i

arccos 1=0°=0; arccos 0=90°= 12'— ;
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Selgitame joonise 7 varal, et kehtib valem
arccos (—m) =180°—arccos m.
Jooniselt 7 ndeme, et vdikseim positiivne nurk, mille koosi--

nuson — % ,on ZAOC. Seega arccos (— %) = ZAOC; viikseim posi--

tiivne nurk, mille koosinus on% ,on ZAOB, niiet arccos%= ZAOB.
Kuid ZAOC=180°~ ZAOB, niisiis

1
arccos (- 5) = 180°—arccos %

Kui arvu% asemel votta iildiselt arv m, saamegi
arccos(—m) =180°—arccos m.

Positiivse m korral leiame arccos m viirtuse otse koosinuste
tabelist, negatiivse arvu m arkuskoosinuse avaldame positiivse-
arvu arkuskoosinuse kaudu, kasutades viimast valemit.

Niiteks,

arccos (— %) =180°—arccos % =180°—60°=120°=

arccos(—1) =180°—arccos 1 =180°=n;

arccos(—0,4955) = 180°—arccos 0,4955=180°—60°18’ =

==119%49"

Niiiid voime anda iildavaldise nurkadele, mille koosinus on m,
kujul

2n
ok

n - 360°+ arccos m, ,

kus n on mistahes tiisarv.

Ulesandeid.

55. Selgita, mida tdhendavad siimbolid:

ol

3) arccos (— VT) )

1) arccosv??’; 2) arccosg;
4) arccos 0,9673; 5) arccos(—0,4848),

ja leia nende véartused.
66. Konstrueeri nurk:

1) arccosé; 2) arccos(—0,25).
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57. Anna iildavaldis nurkadele, mille koosinus on:

1) 04; 2) —=: 3) 0,8616; 4) —0,342.

3. Nurga leidmine antud tangensi jirgi.

Et iga arv m voib olla tangensi vdartuseks, siis tangensi
igale etteantud vaartusele leidub vastav nurk a.

Kui on leitud iiks nurk @, mille tangens on m, siis tangensi
perioodilisuse tdttu (periood 180°) rahuldavad iilesande nouet
ka nurgad

a+180° a*+2-180° a*3-180°...
ehk iildiselt nurgad
a+n-180°

kus n on mistahes téisarv.

Nurga konstrueerimiseks, mille tangens on niiteks 2, paigu-
tame tangensteljele (joon. 8) 156igu pikkusega 2 ja iihendame selle
otspunkti iihikringi keskpunktiga. Nagu jooniselt 8 ndeme, vasta-
vad tangensi véirtusele 2 nurga Iopphaara kaks asendit OB ja
OB,. Nurgad AOB ja AOB, erinevad teineteisest 180° voi seile

arcian 2
| SIS

k.arctane2)

Joon. 8.
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kordse vorra, s. o. tangensi perioodi vorra. Seetottu saab iild-
avaldise koikide nurkade jaoks, mille tangens on 2, anda iihe
nurga kaudu. Selleks kasutame vidikseima absoluutvdirtusega
nurka. Kui etteantud tangens on —2, siis vastavaks viikseima
absoluutvdirtusega nurgaks on negatiivne nurk AOC.

Niisiis, vdikseima absoluutvdartusega nurgaks, mille tangens
on m, on nurk vahemikust —90°-st kuni 90°-ni, need vilja arvatud,
sest neil nurkadel tangensid puuduvad. Seda vdikseima absoluut-
vddrtusega nurka nimetatakse arvu m arkustangensiks ja tdhista-
takse sumboliga

arctan m.
Seega,

arctan m on vidikseima absoluutvdirtusega nurk, mille tan-
gens on m.

Seesama definitsioon siimbolites:

tan(arctanm)=m ja —90<arctan m<90°.

Jooniselt 8 ndeme, et negatiivse tangensi korral kehtib valem
arctan(—2) = —arctan 2.

Toesti, nurgad AOB. ja AOC on absoluutvairtuste poolest
vordsed, kuid teine neist on negatiivne, seega

ZAOC=— LAOB, s. o.

arctan(—2) = —arctan 2
ehk iildiselt

arctan(—m) = —arctan m.

Positiivse m korral leiame nurga arctanm otse tangensite
tabelist, negatiivse m korral kasutame saadud valemit.

Niiiid saame anda iildavaldise nurkadele, mille tangens on m.
Selleks iildavaldiseks on

n- 180°+arctan m,

kus n on mistahes tdisarv

29



58.

59.

€0.

61.

Niiteid.
1. Kui tana=1, siis a=n-180°+arctan 1=
=t 180°+45°=n-:z+i}.

2. Nurk, mille tangens on —2, védljendub valemiga
n-180°+4arctan(—2) =n-180°—arctan 2=
=n-180°—63°26’.

3. Uldavaldis nurkadele, mille tangens on —V/3,0nn-180°+
+arctan(—1/3) =n - 180°—arctan V3=n-180°—60°=

T
o r LSty

Ulesandeid.

Selgita siimboli tdhendus ja leia ta viirtus:
1) arctan2,5; 2) arctan(—3); 3) arctan 1%3
Konstrueeri nurk:

1) arctan 3; 2) arctan(—3); 3) arctan1,.

Anna iildavaldis nurkadele, mille tangens on:

1) 2;2) Vl“s 3) v2; 4) —1.

Arvuta:

1) arctanl+arctan V3; 2) arccos 142 arcsin %;

3) arctan %+arctan %; 4) 8 arctan 4§ + arctan 17;

5) arctan 1——::—; 6) sin(arcsin Ié +arccos %),

7) sin(arcsin 0,5); 8) tan(arctan 1,3).



2. TRIGONOMEETRILISED VORRANDID.
2.1. TRIGONOMEETRILISE VORRANDI MOISTE.

On iilesandeid, mille lahendamine viib niisuguse vorrandi
lahendamisele, milles otsitav esineb trigonomeetrilise funktsiooni
argumendis.

Nédide 1. Taisnurkses kolmnurgas on iihe kaateti projekt-
sioon hiipotenuusil kaks korda pikem kui teine kaatet. Arvuta selle
kolmnurga nurgad.

h

|
|
|
!
'E s ) !D Joon. 9.

Lahendamisel saame kolmnurgast ADC (joon. 9)
h=2a tan(90°—x)
ja kolmnurgast BDC
h=asin x.
- Seega saame vorrandi
a sin x=2a tan(90°—x)
ehk
sin x=2 tan(90°—x).
See on trigonomeetriline vorrand.
Trigonomeetriliseks vorrandiks nimetatakse niisugust vor-

randit, milles tundmatu esineb mingi trigonomeetrilise
funktsiooni argumendis.
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Meie vaatleme siin iiksnes niisuguseid trigonomeetrilisi vor-
randeid, milles tundmatu esineb ainult trigonomeetrilise funkt-
siooni argumendis.

Tundmatu x viljendab trigonomeetrilises vorrandis tavali-
selt nurga suurust kraadides voi radiaanides, monikord (soltuvalt
iilesande tingimustest) aga ka abstraktset arvu, nagu néiteks
vorrandis

x+sinx= %
Siin sinx tdhendab x-radiaanise nurga siinust, nditeks
sin 2,6 =sin 148°58’ =sin 31°02’=0,5155.

Trigonomeetrilise vorrandi lahendamisel piitiame vorrandit
nii teisendada, et see sisaldaks ainult {iht trigonomeetrilist funkt-
siooni, naiteks ainult funktsiooni sin x.

Eespool saadud vorrandit

sinx=2tan(90°—x) ehk sinx=2cotx
on kerge teisendada niisuguseks, et see sisaldaks ainult funkt-
siooni cos x. Teeme seda:

sin x=2. %,
sinx

sinf x=2cos x,

1—cos2x=2cosx,

cos2 x+2cos x—1=0.

Lahendades selle vorrandi, mis cos x suhtes on ruutvorrand,
leiame

cosx=0,414
ja

cos x=—2,414.

Saadud kahest uuest vorrandist teisel lahend ilmselt puudub,
sest pole olemas nurka, mille koosinus on —2,414. Seega jddb
niitid lahendada lihtne vorrand

cos x=0,414.

Et otsitav nurk on tdisnurkse kolmnurga nurk, siis meie
iilesande ainsaks lahendiks on .

x=arccos 0,414 =65°33".
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Kolmnurga teine teravnurk on
90°—65°33’ =24°27".
Niide 2. Kolmnurga iiks nurk on teisest kaks korda suu-

rem, kusjuures nende nurkade siinuste suhe on g Leia kolmnurga
nurgad.

Olgu iiks nurk x kraadi, siis teine on 2x kraadi. Ulesande
tingimuste kohaselt saame vorrandi

sindx ...

sinx 3
ehk
3 sin 2x=>5 sin x.

Selle vorrandi vasakul poolel on siinuse argumendiks 2x,
paremal poolel aga x. Teisendame vorrandit nii, et see sisaldaks
ainult ithe ja sama argumendi funktsioone, kasutades selleks
valemit

sin2x=2sin x.¢os x.
Saame

6 sin x cos x—5 sin x=0.
Tuues sinx sulgude ette, saame

sin x(6 cos x—5) =0.

Niiiid kas
sin x=0
voi
6 cosx—5=0,
millest
- 8
Cos X=¢.

Nieme, et ka selle iilesande lahendamisel saadud vorrand
taandus lihtsatele vorranditele:

7 a 5
sinx=0 ja cos x=¢.

Neist esimene vorrand meie iilesandele lahendit ei anna, ses!
kolmnurga nurk ei saa olla 0° ega 180°.
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Teisest vorrandist aga saame

x=arccos g=arccos 0,8333=33"33". :

Teine nurk on

2x=67°06"
ja kolmas nurk on

180°— (33°33"+67°06") =79°21".

Nende néidisiilesannete lahendamiskédigust selgub, et trigo-
nomeetrilise vorrandi lahendamise iildplaan vbiks olla jargmine:

1) antud vorrand teisendatakse niisuguseks, mis sisaldab
ainult ithe argumendi {iht ja sama funktsiooni;

2) saadud vorrand taandatakse iiheks voi mitmeks tngono
meetriliseks pohivorrandiks;

3) lahendatakse saadud trigonomeetrilised pohivorrandid,
milleks on:

sinx=m,
cos Xx=m,
tan x=m.

Vaatleme trigonomeetriliste pohivorrandite lahendamist.

2.2. TRIGONOMEETRILISED POHIVORRANDID.

1. Vorrandi sin x=m lahendamine.

Selle vorrandi lahendamise voimalus soltub arvust m. Vaat-
leme koiki voimalikke juhtumeid.

a) Kui |m|>1, s. 0. m>1 vdi m<—1, siis vorrandil lahend
puudub, sest ei ole olemas nurka, mille siinus on suurem kui 1
voi védiksem kui —1.

b) Kui m=1, siis vorrandi {iheks lahendiks on 90°.

Vordsete siinustega nurkade iildavaldise

k-180°+ (—1)*-arcsinm
jargi saame antud vorrandi iildlahendiks

x=Fk.180°+ (—1)%-90°=[2k+ (—1)#]-90°.

Vottes siin %2 véddrtuseks paarisarvu

&=2n,
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saame
x=(4n+1) - 90°;
juhul, kui 2 on paaritu arv

kR=2n+1,
saame

x=[2(2n+1) —1]-90°= (4n+1) - 90°.

Seega vorrandi

sinx=1
iildlahend on

x=(4n+1) -90°,
kus n on mistahes tiisarv.

Andes n-le tédisarvulisi vaartusi... —1, 0, 1, 2, ... , saame
vorrandi erilahendid —3-90°= —270° 90°% 5.:90°=450° 9.90°=
=810° jne.

Erilahendit arcsin 1=90° nimetatakse ka pealahendiks.
Seega juhtumil m=1 on vorrandil 16pmata palju lahendeid.

¢) Kui '|m|<l, s. 0. kui —1<m<1,siis vorrandil on 16pmata
palju lahendeid. Nendeks on nimelt koik nurgad, mille siinus on m.
Seega iildlahend on

x=n-180°+ (—1)"- arcsin m,

kus n on mistahes tdisarv.
Pealahendiks on arcsin m.
Niiteks vorrandi

sin x=v—22—
pealahend on arcsin\;—2=45° ja iildlahend on

x=n-180°+ (—1)"-45°
d) Kui m= —1, siis iiheks lahendiks on —90°, kuid perioodi-
lisuse tottu on lahenditeks ka nurgad
—90°+4-90°=3-90% 7-90% 11-90°%..., (4n—1)-90°
Seega iildlahendiks on
x=(4n—1) - 90°,
kus n on mistahes taisarv.
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Ulesandeid.

62. Lahenda vorrandid:

1) sinx=Y% 9) sinx=0

3) sin x=0,849 4) Sinxz_g

2. Vorrandi cos x=m lahendamine.

a) Kui |m|>1, siis vorrandil lahend puudub.
b) Kui m=1, siis iildlahend on
x=n - 360°
kus n on mistahes tdisarv. .
¢) Kui [m| <1, s. 0. kui —1<m<l, siis iildlahend on
x=n-360°=%arccos m.
d) Kui m= —1, siis {ildlahendiks on
x=n-360°+ 180°
ehk
x=(2n 1)~ 1802,
kus n on .mistahes tdisarv.
Seega juhtudel, kui m on vahemikust
—1<mL 1,
on vorrandil cos x=m lopmata palju lahendeid.

Ulesandeid.

63. lLahenda vorrandid:

o X Pt ©
1) Cos X= —— 2) cosx=—
3) cosx=3 4) cos x=0,9646
5) cosx=v2—3 6)- cos ¥ = %5—
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3. Vorrandi tan x=m lahendamine.

Et iga arv m voib olla tangensi vaartuseks, siis ka iga-
suguse m Korral on vorrandil tan x=m lahendid olemas; lahendi-
teks on nimelt koik nurgad, mille tangens on m.

Seega, vorrandi

tanx=m
iildlahend on

x=n-180°+arctan m.

Ulesandeid.
64. Lahenda vorrandid:

1) tanx=1 9) tanx=3 3) tan x= %

2.3. VORRANDID, MIS OTSESELT TAANDUVAD
POHIVORRANDEIKS.

Vaatleme niiiid vorrandeid, mis otseselt taanduvad pdohi-
vorrandeiks. Sddrasteks on vorrandid, mille vasaku poole kui tri-
gonomeetrilise funktsiooni argumendiks on mingi x funktsioon
ning paremaks pooleks on mingi arv.

Niisugused on nditeks vorrandid

. V3

1) sin 3x=—2~—;

11
2) cos (2x+ 3) =0;
3) tan4x=1.

Selliste vorrandite lahendamisel vaatleme vasakul poolel esi-
neva trigonomeetrilise funktsiooni argumenti abitundmatuna, sest
siis on antud vorrand abitundmatu suhtes pohivorrand. Néiteks
vorrand
V3
2
ont 3x suhtes pohivorrand; vorrand

Sin. 3y —

cos (2x+ %) —



on seda 2x+% suhtes ja vorrand

tan4x=1
4x suhtes.

Niisuguste vorrandite lahendamisel lahendame esmalt pohi-
vorrandi \abitundmatu suhtes ning seejdrel leiame abitundmatu
vaartuste jargi otsitava.

Niide 1. sin 3x=‘;—3.
3x=n- 180°t(—l)"-arcsin—v—3—

2
ehk

3x=n-180°%=(—1)"-60°.

Sellest vorrandist leiame niiiid x:

x=n-60°+(—1)"-20°

Kui saadud iildlahendi kirjutame kahe valemi abil, siis saame
lihtsamad avaldised ja ka lahendite kontrollimine on kergem.

1) Vottes n=2k, saame

=2k - 60°+20°=6k - 20°+20°= (6k+1) - 20°.

2) Vottes n=2k+1, saame

Xo=(2k+1) -60°—20°= (6k+3) - 20°—20°= (6k+2) - 20°.

Kontroll. i

1) sin3x=sin[3. (6k+1) - 20°] sm[(6k+l) 60°]=

=sin (k- 360°+60°) =sin G- 2.

2) sin3x=sin[3- (6k+2) - 20°]=sin[(6k+2)60°]=
=sin(k-360°+ 120°) =sin 120°=sin (180°—120°) =
=sin bl = V3

Mblemad lahendlte sarjad rahuldavad vorrandit.

Niide 2. cos(2x+g)=o.

E11
2x+§=n 2n+ R
r b1 11
2x=n-2x— 3L5)
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Selle iildlahendi voib kirjutada kahe sarjana:

£11 T 11
Xi=nx— '€'+T =nn+ 1—2;

14 11 ) 5n
kR R BT dade a4

Kontroll
1) cos (2x+ )—cos [Q(nn+ 32)-{-%] o
=cos(n-2:t+ —+—)=cos—’25=0-

2) cos [2(n— 35)+ 5] =cos(n-2n— 32 +.2) =

=cos(——;)=0.
Moblemad lahendite sarjad rahuldavad vorrandit.

Ulesandeid.

65. Lahenda vorrandid ja kontrolli lahendid:

x—45°
2

3) tan2x=—1 4) sin(3x—§)=0

1) tan4x=1 2) 3cos

=2

2.4. VORRANDID, MILLE VASAK POOL ON KORRU-
TIS JA PAREM POOL NULL.

Olgu lahendada vorrand
sin 2x - cos 3x=0.

See vorrand on rahuldatud, kui vasaku poole esimene tegur
on null, ja ka siis, kui teine tegur on null. Seega saame kaks vor-
randit:

sin2x=0 ja cos 3x=0.

Nende lahendamisel saame:

2x=n-180°% 3x=n-360°+90°

=n-90° x=n-120°+30° ehk
Xo=n-120°4+30°= (4n+1)- 30°;
xz=n-120°—30°= (4n—1)- 30°.
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Kontroll néitab, et koik kolm sarja rahuldavad antud
vorrandit.

Kui korrutises iiks tegureist vordub nulliga, siis ei saa aga
alati iitelda, et ka korrutis vordub nulliga. Seda ei saa iitelda siis,
kui ithe teguri nulliga vordumise puhul moni iilejddnud tegureist
kaotab arvu tihenduse. Niiteks, kui vorrandis

1
tan x - (l—m) =)
tan x=0,
S s
x—n-1807%
siis teine tegur kaotab arvu motte, sest kui
x=n - 180°

siis sin x=0 ja murrul $ puudub arvu tdhendus. Kui selle vor-
randi vasakul poolel teine tegur

1
sin x

ehk
sinx=1,
millest
x=n-180°+4+(—1)"-90°
siis esimesel teguril puudub arvu tdhendus.

Niisiis, kui korrutises iiks tegureist vordub nulliga ja teisiel
teguritel on sel puhul arvu tdhendus, siis vordub korrutis nulliga.

Siit saame juhise:

et lahendada vorrandit, mille vasak pool on korrutis ja parem
pool null, vérrutame nulliga iga teguri eraldi, lahendame saadud
vorrandid ja kérvaldame lahendite hulgast need, mille puhul
ménel teguritest puudub arvu tdhendus.

Naide 1. sin2x-tanx=0.

sin 2x=0; tan x=0;
2x=n - 180° Xo=n - 180°.
X1 =n-90°

Lahendite sari x, rahuldab vorrandit, kuna sel korral on
vasaku poole mdlemal teguril arvu tahendus. Kuid sari x, ei ole
vorrandi lahendiks paarituarvulise n korral, sest tan(n-90°) ei
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oma siis arvu tdhendust; paarisarvulise m korral annab see sari
samad lahendid mis sari xs.

Seega on antud vorrandi ainsaks lahendiks
x=n-180°.

Kui vorrandi parem pool on null ja vasak pool ei ole korru-

tis, kuid on korrutiseks teisendatav, siis teeme seda ning lahen-
dame edasi nii, nagu eespool kirjeldatud.

66.

67.

Nidide 2. 1+4sinx+cos 3x+sin xcos 3x=0.
Lahutades vasaku poole tegureiks, saame:

1+sinx+cos 3x(1+sin x) =0;
(1+sin x) (14cos 3x) =0.

Siit saame:

14sin x=0; 1 +cos 3x=0,;

R A cos3x=—1;
x1=(4n—1)-90°. =1 360 180"

X=—=pns 120060
x==(2n = Lye08.
Et sari (2n—1)-60° on samane sarjaga (2n+1)-60° siis
Xo=(2n+1)-60°.

Mbolemad sarjad rahuldavad vorrandit.

Ulesandeid.

Lahenda vorrandid:

1) cos?x=0,25

2) (4sinx—1)(2sinx+1)=0

8)-sin*2x—cos" %

Lahenda vorrandid:

1) (2tanx—1) (tanx+1)=0

2) (2sinx—1) (sinx+1)=0

3) sin?4x—sin4xsin 2x=0 :
Niadide 3. Leida vahemikust 0° kuni 360° koik nurgad, mis

rahuldavad vorrandit

sin 2x=cos x.
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Saame
sin 2x=sin (90° —x)
ehk
sin 2x —sin (90°—x) =0.
Teisendades selle vorrandi vasaku poole korrutiseks, saame

2x490°—x . 2x—90°+x ot
5 sin ) ==(),
x490° . 3x—90°

2 cos 5~ sin = =0,

Siit saame vorrandid

x+490°
2

2 cos

3x—90°
2

Neist esimese lahendamisel saame

230 — (2k+1)- 90°,

x+90°= (2k+1)- 180°,

x=(2k+1)-180°—90°:

x;=2k - 180°+180°—90°=

=2k - 180°+90°= (4k+1)- 90°.

3x—90°
2

cos =0 ja sin =0,

Teise vorrandi sin =0 lahendamisel saame

3x—290° =k g 1800.
3x—90°=Fk - 360°,
3x=Fk - 360°+90°,

Xo=Fk-120°4+30°= (4k+1)- 30°.

Samale tulemusele jouame, rakendades vordsete siinustega nur-
kade iildavaldist

n-180°+ (—1)". arcsin m.
Vorrandist sin 2x=sin(90°—x) saame
2x=n-180°+ (—1)"-(90°—x).

Juhul, kui n on paarisarv 2k, saame

2x=2k - 180°+90° —x,
3x=2k - 180°490°,
x=2k-60°+30° ehk
x1= (4k4+1)- 30°.
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Kui n on paaritu arv, s. 0. n=2k+1, siis
2x=(2k+1)-180°— (90°—x),
x=2k - 180°+90° ehk
xXo= (4k+1)- 90°.
Niisiis
x,=(4k+1)- 30°,
Xo= (4k+1)-90°.
Esimese tdispoorde ulatuses x; ja x» annavad
30°, 90°, 150°, 270°,
mis koik rahuldavad antud vorrandit, nagu ndha alljargnevast
tabelist

- 3 30° 90° 150° 270°
. V3 V3
2 b 0 e s 0
Sin 2x 3 B)
V3 V3
= Ak 0 AR 0
cos x B 5
Ulesandeid.

68. Leia vahemikust 0° kuni 360° koik nurgad, mis rahuldavad
vorrandit:

1) sinx—cosx=0

2) sin2x+cos x=0
69. Leia vahemikust —180° kuni 180° koik nurgad, mis rahul-
davad vorrandit:

1) sin3x=sinx

2) sin 2x=sin(x—90°)

Niide 4.

cos (2x+30°) =cos(60°—x).

Saame

cos (2x+30°) —cos (60°—x) =0,

—2sinx+g0 sin 3x_230 =0,
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sin"—“g'; i

=k -180°,

x+90°=~k - 360°,
x=Fk-360°—90°

x+90°
2

ehk
= (4k—1)-90°.
Kui

. 3x—30°
Sii=—pr— af),

siis

3x—30° .
3 =R-180°,

3x—30°=k - 360°,

3x=Fk -360°430°,

x=k-120°+10°
ehk

Xo=(12k+1)-10°.

Kontroll néitab, et molemad sarjad x, ja x, on antud vor-
randi lahendeiks.

Lahenda sama vorrand, rakendades vordsete koosinustega
nurkade iildavaldist.

Ulesandeid.

70. Lahenda vorrandid.
1) cos3x=cos(60°—x)
2) cos(x—60°) =sin 2x
71. Lahenda vorrandid:
1) sin(45°—2x) =cos x
2) sin(x+30°) =sin x
72. Lahenda vorrandid:
1) tan(2x—30°) =tan(x+60°)
Nédpunédide Rakenda vordsete tangensitega nurkade ild-
avaldist n-180°+ arctan m, mille jargi
2x—30°=n - 180°+ x+60°.
2) tan 3x=tan 2%
3) tan3x=cot(70°+x)
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2.5. SIINUSE JA KOOSINUSE SUHTES HOMOGEENNE
TRIGONOMEETRILINE VORRAND.

Trigonomeetrilist vorrandit nimetatakse homogeenseks
siinuse ja koosinuse suhtes, kui selle vorrandi koik liitkmed sisal-
davad iiksnes iihe ja sama argumendiga siinust ja koosinust ning
koik liikmed on iithe ja sama astmelised.

Niiteks vorrandid

2 sin x+3 cos x=0,

2sin? x—7 sin x cos x+6 cos? x=0,

8 sind x=2 sin x cos? x+ (cos? x —sin? x) sin x
on homogeensed.

Monda mittehomogeenset vorrandit saab kirjutada homo-
geense vorrandina, kasutades seost

sin? x+cos?2x=1.

Niiteks vorrandile

5sin2 x—7 sin x cos x+4 cos? x=1
saame anda homogeense vorrandi kuju:

5sin?2 x—7 sin x cos x+4 cos? x=sin? x+cos? x
ehk

4 sin2 x—7 sin x cos x+ 3 cos? x=0.

Samuti vorrand

9sinx cos x+5sin?x=7
on kirjutatav homogeense vorrandina

9 sin xcos x4+ 5 sin? x=7(sin? x+cos? x)
ehk

9sin x cos x—2sin? x—7 cos? x=0.

Homogeense vorrandi lahendamisel tuuakse vorrandi liik-
mete iihistegur sulgude ette voi, kui see iihistegur ei vordu nul-
liga, jagatakse vorrandi liikmed selle {ihisteguriga, mille tulemu-
sena saame tangensi suhtes algebralise vorrandi.

Naide 1.

Lahendame vorrandi

2 sin x+3 cos x=0.
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Siin cosx;éO, sest vastasel juhul oleks x=%ja 2 sin x=0,

mis atleb, et = ei ole vorrandi lahendiks.

Seeparast voime vorrandi liikkmed jagada arvuga cosx ja
saame

2 tan x4 3=0,
millest
3.
tan x= e, 1

siit

x=~Rn+arctan (—%) :

Ndide 2. Leia koik nurgad esimese talspoorde ulatuses,
mis rahuldavad vorrandit

sin2 x— 10 sin x cos x+21 cos2? x=0.

Lahendus. Et cosx#0 (miks?), voime vorrandi koiki
lilkkmeid jagada avaldisega cos? x. Saame: :

tan2x—10tan x+21=0,
millest

janx—=5=12-

tan x;=7; tan xs=3.

xy=n-180°+arctan 7=n- 180°+81°52’;

Xo=n-180°+arctan 3=n-180°471°34".

Seega, antud vorrandi lahendid on

71°34’, 81°52’, 251°34’ ja 261°52’.

Nédide 3. Lahenda vorrand

2 sin? x4 5 sin x cos x+cos2 x=4.

Lahendus.

2sin? x+5 sin x cos x+cos? x =4 (sin? x+cos? x),

2sin% x+5 sin x cos x4cos2 x=4 sin2 x 44 cos? x,

2sin?x—5 sin x cos x+3 cos? x=0,

2tan2x—5tan x+3=0,

51
tint= "

tan zi=15-"tan xa=1T.
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x,=nn+ arctan 1,5;

n
x2=nu+7 £

Ulesandeid.
73. Lahenda vorrandid:

1) 2sin?2x—cos?2x=0

2) sin?x—2cos? x+ é sin2x=0
3) sin?x—3cos?x+2sin2x=1
4) sin6x=sin4x

5) sin 3x=cos 2x

6) sin(8x+60°) +sin2x=0

7) cos4x—cos2x=0

8) cos8x+cosdx=0

9) tan(%—-x)—tanx=0
10) sin 2x=cos 3x
11) tanx=cotx

74. Lahenda vorrandid:
1) 2sin2x=3cosx
2) 2cos?2x=]1—sinx
3) 2cos?x—3cosx+1=0
4) cos x+sinx=1

75. Leia vahemikust 0° kuni 180° kéik nurgad, mis rahuldavad
vorrandit:
1) 3sin2x+2sinx—1=0
2) 3cosx+sinx=0
3) sin?x—sinx=1
4) 2cos? x+5cosx=3
5) 2sin?x=3cos x
6) cos?2x—2=cos x
7) sin x+cosx= —‘%2—
8) 2sin?x—5sinx—3=0
9) tan 3x+tanx=0
.10) tandx=38.
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76.

0L,

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

48

Jaota tdisnurk kahte ossa nii, et nende siinuste suhe oleks

I:v3.
Lahenda vorrandid:
1) 2sinx—1=0 2) sin 6x=0,5

Lahenda vorrandid:

1) 2cos(2x—60°) +1=0  2) 3tan2(x—%)=l
3) cosxsinx—0,25=0 4) sin{x+40°) =1
Lahenda vorrandid:

1) tan?x—tan x=0 L 2)-28int X =S x
3) tan®x=3tanx 4) sin2x—cos x=0
Lahenda vorrandid:

1) sin 2x=sin(x—90°) 2) cos4x+cosx=0
Téisnurkse kolmnurga nurkade siinused moodustavad geo-
meetrilise progressiooni. Leia kolmnurga nurgad. ;
Taisnurkse kolmnurga poolnurkade tangensid moodustavad
aritmeetilise progressiooni. Leia kolmnurga nurgad.
Téisnurkse kolmnurga tipust hiipotenuusile tommatud kor-

gus on vordne hiipotenuusil asuvate kaatetite projektsioo-
nide vahega. Leia kolmnurga nurgad.

Lahenda vorrandid:

1) 3sinx=2cos? % 2) tanx+43cotx=4
3) cos?x+3sin?2x=2 4) cos2x—1—c052x=%
5) 3cos?x—sin?x+3 cosx=0 6) 2cos2x—3cos x+1=0

7) cos 2x+cos x=0

Arvuta vordhaarse kolmnurga nurgad, kui alusnurga siinus
vordub tipunurga kahekordse siinusega.
Lahenda vorrandid:

1)y sin x=2¢cos ¥
2) sin® 3x=3 cos? 3x
3) sin3x=cos 3x

Ruudusse on joonestatud teine ruut. Arvuta ruutude kiil-

gede vaheline vdiksem nurk, teades, et ruutude pindalade

suhe on 1,5.



88.

89.
90.
91.

92.

93.
94.
95.

96.

97.
98.

99.

100.
101.

102.

103.

Lahenda vorrandid:

1) “c082x=0,25 2) cos(2x+45°) =0

3) sin2x+sinx=0 4) cos2x+cosx=0

5) cos3x=cos(60°—x) 6) sin4x=sin2x

7) sin2x+cos 2x= % 8) cos 2x cos x—sin2xsinx=0

g) ZSinxcosx _CoS¥  y0) Gsin?x—4 sinxcosx=1
Cos*X—SIn“ X sinx

11) sin®x+cos® x=0

Kordamisiilesandeid.

Lihtsusta avaidis sin*a+2cos? a—cos? a.
Toesta, et sin x-cot x=cos x.
Toesta, et cos x-sin x-tan x=1—cos? x.

Toesta, et S0¥—2)
: cos X

Lihtsusta avaldis cos* a—sin? a.
Lihtsusta avaldis sin* @ —cos* a:
Toesta, et

—ian X

cos® x+sin3 x= (cos x+sin x) (1 —sin x cos x).
Toesta, et
cos® x —sind x= (cos x —sin x) (1 4sin x cos x).

Toesta, et sin® x4-cos® x=1—23 sin? x cos? x.

Teades, et sin x= ,» avalda tanx+cot x suuruste a ja

b kaudu.

Va?+b?

sin a+sin B

. - , teades, et tana=1x"ja
sin a—sin f

Avalda x kaudu avaldis

1
tan = —-.
Kolmnurgas ABC on sin B=% ja sinC= % Leia sin A.

Kolmnurgas ABC on sin Bzg ja sinC= ;. Leia suhe

AB:BC.

Kuidas saab funktsiooni y=sinx graafikust funktsiooni
y=|sin x| graafiku? Kas viimane on perioodiline funktsioon?
Kui suur on periood?

Joonesta funktsiooni y={cos x| graafik.

M| -
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104. Arvuta peast:

. n 19 " . n n

1) sin Z-cos ;cosx 2) cos 5 sin & tan =
3) tan 60°sin 90° 4) cos gtan I sinm
T . n . n n n

5) cot &sin 3 6) sin g cos 5 tan &

7) arcsin(§)+arccos(%3-)
8) arcsin (%) +2 arccos(—1)

105. Arvuta:
1) x+cosx, kui x=1,295

2) x+cos %, kui x=n

106. Lihtsusta avaldised:

e & s
1) 2sin®? 5 +3cos® 3

2) (cos a+sina)2—sin2a

3) cos(a+B) +sin asin
cos(a—p) —sinasin B

4) sin(a+p) —cos a sin B
cos(a—f)+cos asin B

5) cos(a—pB) —cos a cos B
cos(a+p)+sinasinf

6) sin(a—p) +cos asin B
sin(a+p) —sin asin B

107. Toesta, et
1) cos(45°+a) —sin(45°—a) =0

®, al l-=sinag
2) tan (F+3)- e =!
108. Lihtsusta algul avaldist ja arvuta siis ta vaartus:

1) Snedsind i g—60° ja p=30°

sina—sin B’

2
2) (‘/‘*”5“— '”C°S“). kui a=30° ja p=45°

l—cos a 1+cos B
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109. Lahenda vorrandid:
1) 3(1—sinx) =1+4cos 2x

sog X e
2 sin 2+3cos ) 2 1

2) ; -
sin22x (1+cot?2x)
e
3) (cos x+sin x)2—sin 2x -9

cos* x+ % sin? 2x

4) cos x2=1
5) sin |x|=1
6) |[sinx|=1 ;
110. Taanda ja lahenda seejirel vorrand
COS2K . "
R L
111. Jaga vorrandi liikmed avaldisega cosx ja lahenda seejirel
saadud vorrand

1) sinx=—cosx
2) 2sinx—3cos x=0
3) 2sinx+3cosx=0

112. Lahenda vorrandid:

1) 1—cos x=sin %

2) sin(x—60°) =cos(x+30°)

g .5 ki : 2a
113. Leia niisuguse nurga siinus, mille tangens on 1—.

114. Tabeleid kasutamata néita, et
sin 50°+sin 70° /3 cos 10°
sin 35°—cos 125° ~ 2 sin 35°
115. Teades, et 0°<x<90° naita, et
| +sin x drise X
Vm =tan (45 + 7) g

116. Naiita, et

(cos x+cos y)2+ (sin x —sin y)2=4 cos2x;——y.
117. Niita, et

; 1,2 1}2
gragiiatl = i -
(sm x 2) (cos x 2) i

of 3 ' TARTY LikooLH
[TRU anmhn' RAAMATUKOGH



118.

119.

120.

121,

122,

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.
130.

131.

Niita, et
sin2x+sinx 3x
cos x+cos 2x g
Niita, et

(I —tan*x)cos? x+tan?x=1

Arvuta tabeleid kasutamata avaldise
cos 20°+cos 100°+ cos 140°

vaartus.

Niita, et

sin 85°—sin 55° o
cos 85°—cos 55° —tan 20°.
Niita, et

cos Xx—cos 3x
sin 3x—sin x

Leia kaks teravnurka, mis rahuldavad vorrandit

=tan 2x;

tan x+V3cot x=1+V3.
Lahenda vorrand
sin? 2x —sin? x=sin 2x sin x.

Lihtsusta avaldis

o o
tan ) tan 9

o &
1 +tan7 l—tan—f

Lahenda vorrand:

1) 1—cos2x=sinx; 2) 2sin2x=3cos x.

On teada, et tan a= i—. Arvuta tan 2a.

Vottes 3a=a+2a, avalda nurga a funktsioonide kaudu:
1) sin3a; 2) cos 3a; 3) tan 3a.

Leia nurk, mille siinus on 2 korda suurem kui koosinus.
Leia nurk, mille siinus on pool koosinusest. '

Leia nurk, mille siinuse ja koosinuse summa on V2.



3. FUNKTSIOONI PIiRVAARTUS JA PIDEVUS.
3.1. FUNKTSIOONI MAARAMISPIIRKOND.

Funktsiooni defineerime jargmiselt:

kui iihe muutuva suuruse igal€ viirtusele vastab teise muu-
tuva suuruse iiks kindel vairtus, siis viimast suurust nime-
tatakse esimese suuruse funktsiooniks ehk esimesest suu-
rusest soltuvaks muutujaks.

Iga funktsiooni definitsiooni saab alles siis lugeda taielikuks,
kui selles on Geldud voi sellest jareldub, milliseid védartusi saab
omandada argument.

Niditeid.

L

On antud funktsioon x2+43x, kus —1<x<3, s. t. et funkt-
sioon on mdadratud, kui argument omandab véairtusi
arvust —1 kuni arvuni 3, need molemad vaartused kaasa
arvatud.

On antud funktsioon i—:—; kus 0<x<2, s.t. et funktsioon

on maératud, kui argument omandab vairtusi arvust 0
kuni arvuni 2, need molemad véartused vilja arvatud.

On antud funktsioon v/1—=x. Siin pole lisatud tingimust
argumendi muutumise kohta, kuid antud avaldisest jarel-
dub, et argument omandab vidartusi, mis on véiksemad
kui 1 v6i vordub 1-ga, s. t. kui x<I1. Seega, antud funkt-
sioon on méiiratud, kui x<I.

On antud funktsioon x—i—z . See funktsioon on méaaratud,
kui x<2 ja kui x>2. Juhul, kui x=2, on funktsiooni vaar-

tuseksg, millel puudub arvu tdhendus.



5. On antud funktsioon 3x—5. Antud avaldisele saab leida
vaartusi, kui argumendiks on mistahes reaalarv. Seda
tosiasja saab iiles mirkida nn. [6pmatuse siimboli «co»
abil. See funktsioon on méadratud, kui — co<x< oo,

Vididrtuste hulka, mida argument voib antud funktsiooni
puhul omandada, nimetatakse selle funktsiooni méidramis- -
piirkonnaks.

Esimeses niites on maiiramispiirkonnaks kinnine vahemik
ehk 16ik —1<x<3, mida tdhistatakse ka siimboliga [—1, 3] (vt.
joon. 10).

S PR
d

2'
Qs ?

§° 2222222272222 72
01

4 T N .
Sy

5 Joon. 10.

Teises ndites on maaramispiirkonnaks lahtine vahemik eik
lihtsalt vahemik 0<x<2, mida tdhistatakse ka siimboliga (0, 2).

Kolmandas niites on méaramispiirkonnaks nn. poolkinnine
-vahemik ehk poolloik — co<x <1, mida tédhistatakse siimboliga
(— o0, 1]. :

Neljanda niite puhul koosneb madramispiirkond kahest
vahemikust (—oo, 2) ja (2,o)-

Viiendas niites on méiramispiirkonnaks vahemik (— oo, 0).
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3.2. NAITEID FUNKTSIOON! MAARAMISPIIRKONNA
LEIDMISE KOHTA.

ax2+4bx+c

dx24ex+f ,
Murruna avalduva funktsiooni médramispiirkonda ei kuulw

need véirtused, mille korral nimetaja saab vordseks nulliga.

1. Funktsiooni madramispiirkond.

Leiame funktsiooni y=:—ix72__227xf—f- madramispiirkonna.
Nimetaja nullkohtade leidmiseks lahendame vorrandi
3x2—2x—1=0.

Lahenditeks on xy=1 ja x,= —% . Seega,

antud funktsioon on mddratud: 1) kui x<—l;
9) kui —z<x<I;
3) kui x>1 (joon. 11).

Seega koosneb funktsnoonl%% méaaramispiirkond vahe-

mikest: (—oo, —%), (—5. 1) ja (1, c0).

/////////////////////////////

Joon. 11.

2. Funktsiooni \/ax?+bx-+c midiramispiirkond.

Et ruutjuurt saab leida ainult mittenegatiivsetest arvudest,
siis antud funktsiooni méairamispiirkonnaks on see x véirtuste
hulk, mis rahuldab tingimust

ax24+bx+c > 0.

Leiame funktsiooni y=1/2x2+3x—5 miiramispiirkonna.
Ulesande lahendamiseks tuleb leida ruutfunktsiooni

2x2+3x—5
positiivsuspiirkond koos nullkohtadega. Lahendades ruutvorrandi
2x%2+4+3x—5=0,



-4 oy

Joon. 12.

saame lahendeiks x;,= — g ja xp=1. Et ruutliikme kordaja on posi-

tiivne, siis saame positiivsuspiirkonnaks kaks piirkonda x< — g ja
x>1 (joon. 12). Seega koosneb antud funktsiooni madramispiir-
kond jargmisest kahest poolkinnisest vahemikust:

(~—00, —g] ja [1, o).

3. Funktsiooni méadramispiirkond juhul, kui argumendiks
on mingi konkreetne suurus.

Kui argumendiks on mingi konkreetne suurus, nagu kolm-
nurga nurga suurus, ruudu kiilje pikkus, korrapdrase hulknurga
nurkade arv jm., siis funktsiooni mddramispiirkonna moodustavad
(kui definitsioonis pole teisiti 6eldud) argumendi need vaartused,
mida antud konkreetne suurus voib omandada. Niiteks, kui argu-
mendiks on kolmnurga nurk, siis médaramispiirkonnaks on vahe-
mik (0, m).

Nadide 1. Tédisnurkses kolmnurgas on teravnurkade a ja
B summa g—,s. t. a+p= % Siit” = % —a ehk p=—a+ -:21
Seega on tdisnurkse kolmnurga teravnurgad lineaarses soltuvu-
ses. Tdhistame siin nagu tavaliselt funktsiooni tihega y ja argu-
mendi tdhega x, siis

k1
Yy=—x+ 5
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Et siin argument x tdhendab teravnurka, siis
n
0<x< ?1 i
mis ongi vaadeldava funktsiooni médaramispiirkonnaks.

Nidide 2. Meres siigavusel A on veesamba kaal p vorde-
line siigavusega:
p=ch, kus ¢ on konstant.

Kogurohk r samas kohas koosneb veesamba kadlust p ja
atmosfdari rohust b:

r=p+b
ehk

r=ch+b.

Seega on kogurohk lineaarselt soltuv siigavusest. Siigavust
moodetakse alates merepinnast ja seetottu

0< h <11 (Vaikse ookeani suurim siigavus on 11 km), mis
ongi vaadeldava lineaarse funktsiooni maaramispiirkonnaks.

Ulesandeid.

132. Leia jargmiste funktsioonide maaramispiirkonnad.

1 3 %243

G Sl i Lok ) V=55 Te

2) y=x—i% 5) y'=xz%x 8) y=x2%‘f;%5—

R T T = W
133. Leia jargmiste funktsioonide méaidramispiirkonnad.

1) y=Vx 5) y=(—2x+1)*  9) y=v—x2—2x+8

9) y=Vx+2 6) y=(2—9)T  10) y=y2r—dx—1

3) y=vax 7) y=(202—3x) ¥ 11) y=v —322—5

4) y=vVix+2 8) y—=(x2—4x+3)% 12) y=l/%x2—%x+fz

134. Avalda poja vanus p funktsioonina isa vanusest i, kui isa
vanus poja siindimisel oli s. Missugune on selle funktsiooni
méadramispiirkond?
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435. Pendelkella keti tilespoole liikuva osa pikkus on x, allapoole
liikuva osa pikkus y, ketti kandva hammasratta raadius r
ning kogu keti pikkus /. Avalda y funktsioonina x-st. Mis-
sugune on selle funktsiooni maaramispiirkond?

136. Avalda joonisel 13 esitatud kujundi pindala s suuruse x
funktsioonina. Missugune on selle funktsiooni méiédramis-
piirkond?

g Joon. 13.

437. Ringis raadiusega 5 cm on voetud keskpunktist 3 cm kau- |
gusel punkt P. Seda punkti 1dbib kool MN. Avalda koo6lu 16ik
MP =y funktsioonina 16igust NP=x, kui kool poorleb iimber
punkti P. Missugune on selle funktsiooni madramispiirkond?

138. Punkt P liigub modda 16iku AB, mille pikkus on a. Avalda
suurus y=AP24+PB? suuruse x=AP funktsioonina. Mis-
sugune on selle funktsiooni madramispiirkond?

3.3. FUNKTSIOONI! ULDTAHIS.

Teatavasti nimetatakse iiht suurust y teise suuruse x funkt-
siooniks, kui suuruse x igale vddrtusele tema méaramispiirkonnast
vastab suuruse y {iks kindel véartus.

Seda asjaolu, et suurus y on suuruse x funkt-
sioon, margitakse siimbolites kujul

y=[(x),
mida loetakse «igrek on f iksist». Selles vorduses paremal seisev
stimbol f(x) on funktsiooni {ildtahis, s. t. siimbol, mille
abil maérgitakse suvalist suurust, mis so6ltub suurusest x. Tahe |
-asemel voib selles esineda mistahes muu taht (vdlja arvatud
argumendi tdhis). Nii tdhistavad x funktsioone ka siimbolid

F(x), g(x), h(x), y(x) jne.
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Analoogiliselt tahistavad sﬁmbolid

fw), y(0), 2(v)
vastavalt suuruste u, ¢ ja v mingeid funktsioone.

Kui suuruse x funktsioonina f(x) motleme iihtkindlat funkt-
siooni, naiteks funktsiooni sin? x. siis kirjutame:

f(x) =sin? x.

Siin tdht f tdhistab neid tehteid (operatsioone), mida tuleb teha
suurusega x, et saada suurust f(x).

Funktsiooni f(x) véartusi, mis vastavad argumendi x konk-
reetsetele vaartustele

21 —4; a jﬂe.,
tahistatakse vastavalt siimbolitega
f(2), f[(—4), f(a) jne.
Naiteks, kui
x24-1
R e,

siis

2241 2
@) =55 =5 f(—0) =22 _ 32 o) =2,
Tulemusi loeme jargmiselt: funktsiooni f(x) vaartus kohal 2 on 5,

funktsiooni f(x) vairtus kohal —4 on —3% ja funl.{‘tsiooni f(x)

vadartus kohal a on g:-r_ll. Lithemalt aga: | kohal 2 on 5 jne.

Ulesandeid.
139. Antud on funktsioon
f(x)=2x2—3x+1.
Leia f(0); (3); f(—2); F(23): f (—3)-
140. Antud on funktsioon
F(u) =u3—1.
Leia F(1); F(a); F(a+1); F(a—1); 2F(2a).
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141. Antud on funktsioon
g)y=20+ =+ 2 45t

Niita, et g(t)=g(—;-) .

142. Antud on funktsioonid

-2 . 2
) =357 Ja o0 =71,

Leia f(—x); [(1); ¢(—=3); @(a); f(4) +o(1).

3.4. PAARISFUNKTSIOON JA PAARITU FUNKT-
SIOON.

1. Paarisfunktsioon.

Funktsiooni, mille vdirtused kohtadel —x ja x on vordsed,
nimetatakse paarisfunktsiooniks.

Kasutades funktsiooni iildtdhist voime sama definitsiooni
diles kirjutada jargmiselt:

kui

f(=x) =f(x),

siis funktsicon on paarisfunktsioon.
Niéiitame niiiid, et
paarisfunktsiooni graafik on siimmeetriline y-telje suhtes.

Olgu funktsiooni f(x) védirtused kohtadel x=—a ja x=a
vordsed (joon. 14), s. t.

f(—a)=f(a).

Siis neile vastavad funktsiooni graafiku punktid [—a, f(—a)] ja
{a, f(a)] on y-telje suhtes siimmeetrilised, sest y-telg on nende
ithendusldigu keskristsirgeks (pohjenda seda!). Kui see asjaolu
leiab aset x koikide vaartuste puhul, s. t. kui
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fF(—x)=F(x),
siis antud funktsiooni graafik on siimmeetriline y-telje suhtes.
Umberp6ordult, kui funktsiooni f(x) graafik on siimmeetri-
line y-telje suhtes, siis f(—x) =f(x).

Paarisfunktsiooni graafik on simmeetriline y-telje suhtes.

S P
X
1
Joon. 14. Joon. 15.
Niditeid.
1. Ruutfunktsioon y=x2 on paarisfunktsioon, sest (—x)2=x?
(joon. 15).

2. Koosinusfunktsiooni y=cosx graafik on siimmeetriline
y-telje suhtes, sest cos{—x) =cos x (joon. 16).

Y
008 x

. il “

Joon. 16.

3. Ruutfunktsiooni y=x2—2x graafik pole siimmeetriline
y-telje suhtes, sest (—x)2—2(—x)#x2—2x (joon. 17).
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2. Paaritu funktsioon.

Funktsiooni, mille viirtused kohtadel —x ja x erinevad
ainult mirgi poolest, nimetatakse paarituks funktsiooniks.

Kasutades funktsiooni iildtdhist voime sama definitsiooni
iilles kirjutada jargmiselt:

kui

f(—x) = —i(x),

siis funktsioon on paaritu funktsioon.

)
v oo
!
*
7
R
8 0 ¥ S
oINT? .
Joon. 17. Joon. 18. -

Niitame niiiid, et

paaritu funktsiooni graafik on siimmeetriline koordinaatide
alguspunkti suhtes.

Olgu funktsiooni f(x) védértused kohal x=—a ja kohal x=a
erinevad ainult margi poolest (joon. 18):

f(—a)=—f(a). g

Siis neile vastavad funktsiooni graafiku punktid [—a, f(—a)] ja
[a, f(a)] on koordinaatide alguspunkti suhtes siimmeetrilised,
sest punkt [—a, f(—a)] on siimmeetriline y-telje suhtes punktiga
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la, —f(a)] ning viimane on x-telje suhtes siimmeetriline punktiga
la, f(a)]. \

Kui koigi x-vdartuste puhul kehtib seos

f(—x)=—f(x),
siis antud funktsiooni graafik on siimmeetriline koordinaatide
alguspunkti suhtes.

Umberpéordult, kui funktsiooni f(x) graafik on siimmeetri-
line koordinaatide alguspunkti suhtes, siis f(—x)=—[(x).

Paaritu funktsiooni graafik on simmeetriline koordinaatide
alguspunkti suhtes.

L) gex?

Joon. 19.

Niditeid.

1. Kuupfunktsioon y=x3on paaritu funktsioon, sest (—x)%=
= —x3 (joon. 19).

2. Siinusfunktsiooni y=sin x graafik on siimmeetriline koor-

dinaatide alguspunkti suhtes, sest sin(—x)=—sinx (joon. 20).
<
4
| /\ /5;‘
i -270° ==-180° T (/] g0° 180° 270° 360° -
| \/

Joon. 20.



Y=x"sx

Joon. 21.

3. Kuupfunktsiooni y=x®+x? graafik pole siimmeetriline

koordinaatide alguspunkti suhtes, sest (—x)3+ (—x)2#% — (x*+x2)
(joon. 21).

143.

144.

Ulesandeid.

Missugused jargmistest funktsioonidest on paariﬁunktsioo»
nid, missugused paaritud funktsioonid?

Iy —x* 6) y=x*—2x245
o e TY y—tanx
S) U=xtFx 8) y=sinx4cosx
4) y=x3+x 9) y=x

1 3x?24-2
ik bl S o i

Missugustel jargmistest funkisioonidest on graafik

a) slimmeetriline y-telje suhtes,
b) siimmeetriline koordinaatide alguspunkti suhtes:

1) y=x-1 4) y=—x°
2) y=3—x* 5) y=—2x2
3) y=3—x° 6) y=—3x°

145. Selgita, kas funktsioonid
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Fi(x) =f(x) +[(—x) ja Fa(x) =f(x) —[(—x)
on paaris- voi paaritud funktsioonid, kui
1) f(x) on paarisfunktsioon;
{.2) f(x) on paaritu funktsioon.

3.5. SUURUSE TAHTSAMAD MUUTUMISVIISID.

Tutvume mone mdistega, mis on loodud suuruste muutumise
iseloomustamiseks.

Kui suurus u muutub nii, et tema absoluutviirtus ei iileta
iiht positiivset arvu T, s. t. kui *
u<T,
siis suurust u nimetatakse tokestatuks.
Naiiteks on sin x tokestatud suurus, sest
|sin x| <1
ehk
—1<sinx< 1,
argumendi x mistahes védartuse korral.

Kui suurus u muutub nii, et tema absoluutviirtus voib
saada kuitahes suureks, siis suurust u nimetatakse tokesta-
mata suuruseks.

Niiteks on tanx tokestamata suurus, sest tanx vidirtused
kasvavad iile iga médéra, kui x ldheneb 90°-le.
Nii tokestatud kui ka tokestamata suurus voib omakorda

muutuda mitmeti. Vaatleme esmalt tokestatud suuruse iiht tihtsat
muutumisviisi.

3.6. LOPMATULT KAHANEVAD SUURUSED.

Muutugu suurus u nii, et tema vadrtused moodustavad arvu-
jada

0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; ... (1)
ning suurus v nii, et tema vadartused moodustavad arvujada
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1 1 1 1 1 :
§o T TG TG TG v (2)
Punktide lisamine antud arvujada 16ppu tahendab, et antud suu-
ruse edasisel muutumisel omandab ta kuitahes palju vaartusi.
Toodud arvujadade jargnevad liikmed leitakse antud liikmetest
ilmneva eeskirja jargi. (Nimeta kummagi arvujada kolm jargmist
liiget!) Et nendele jadadele voime lisada veel kuitahes palju liik-
meid, siis nimetame neid jadasid 16pmatuteks arvujadadeks. Siin
toodud arvujadade (1) ja (2) jatkamisel saame arvud, mis jirjest
enam lahenevad nullile. Et |u| <0,1 ja ‘v"<l, siis on suurused u
ja v tokestatud suurused.

Anname niiiid ette iihe viga véikese positiivse arvu; niiteks
10-6. JatkateS jadasid (1) ja (2), voime leida liikme, millest ala-
tes antud suuruse absoluutvédartus saab ja edasisel muutumisel ka
jddb sellest etteantud arvust véiksemaks. Suuruse u viartuste
jada liikmed saavad arvust 10~ vdiksemaks juba 7. liikmest ala-
tes, suuruse v absoluutvdidrtused aga alles 20. liikmest alates.

_]; o

Kui suurus w muutub nii, et tema absoluutvdirtused saa-
vad ja edasisel muutumisel ka jadvad viiksemaks igast kui-
tahes viikesest etteantud positiivsest arvust, siis nimeta-
takse suurust w lopmatult kahanevaks ehk nullile ldhene-
vaks suuruseks.

Selles definitsioonis kirjeldatud muutumist margitakse liihi-
dalt kujul

w— 0.

Ka vaadeldud suurused « ja v on 10pmatult kahanevad suu-
rused ja seega

u—0jav—0.

3.7. LOPMATULT KASVAVAD SUURUSED.

Vaatleme niiiid tokestamata suuruse uht tahtsat muutumis-
viisi. Alustame jéllegi néditega.

Muutugu suurus nii, et tema vdartused moodustavad lop—
matu arvu1ada

-9, —99, —999, —9999, ...
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Seda muutumist iseloomustab asjaolu, et suuruse u abso-
luutvdédrtus saab suuremaks igast kuitahes suurest etteantud
arvust. Naditeks, kui etteantud arvuks oleks 10'%, siis alates 101.
liilkmest on arvujada arvude absoluutviirtused temast suuremad.
Toepoolest, vottes antud arvude absoluutviirtused, saame

9, 99, 999,,9999, ...,
kus jada jatkamisel saame leida kuitahes suuri arve.

Suuruse u sellist muutumist iseloomustatakse sﬁna({ega: u
kasvab lopmatult.

Uldiselt,

kui suurus u muutub nii, et tema absoluutviirtus saab ja
edasisel muutumisel ka jdib suuremaks igast kuitahes suu-
rest etteantud arvust, siis nimetatakse suurust u I6pmatult
kasvavaks suuruseks.

Kirjeldatud muutumist margitakse lithidalt kujul

=200,

3.8. MUUTUVA SUURUSE PIIRVAARTUS.

Muutugu niiiid suurus « nii, et tema viirtused moodustavad
jargmise lopmatu arvujada

0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...

Paneme téhele, et selle jada liilkmed ldhenevad jirjest enam
arvule 1. Lahutame antud arvujada koigist liikmetest 1, saame

-0,1; —0,01; —0,001; —0,0001; ...,

mis on suuruse u—1 véirtuste jadaks. Suurus u—1 on 15pmatult
kahanev suurus, sest andes ette kuitahes viikese positiivse arvu,
saame viimases arvujadas ikka nii kaugele minna, et suuruse u—1
véaartused saavad ja jddvad temast vdiksemaks.

Kui suurus u muutub nii, et tema ja mingi jiiva arva A
vahe osutub I6pmatult kahanevaks suuruseks, siis oeldakse,
et antud arv A on suuruse u piirviirtus.
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Arvu A nimetame ka suuruse u viirtuste jada piirviirtu-
seks.
Kirjeldatud muutumist margitakse lithidalt jargmiselt:

u—>A ehk limu=A,
mida loetakse vastavalt: u ldheneb arvule A ehk u piirvairtus on
arv A (siimbol lim on lithend ladinakeelsest sonast limes — piir).
Siimbolit lim kasutatakse ka I6pmatult kahanevate ja 16pma-

tult kasvavate suuruste iilesmarkimiseks. Kui suurus « on 16pma-
tult kahanev suurus, siis kirjutame

g =0

ja kui suurus u on 16pmatultskasvav suurus, siis kirjutame

lim u=oo,

Joon. 22.

Vaatleme joonist 22. Labi kolmnurga ABC tipu C on tomma-
tud kiiljega "AB paralleelne sirge s, millel on fikseeritud rida jir-
jest kaugenevaid punkte C;, C,, C; jne. Jilgime kolmnurga nur-
kade muutumist, kui tipp C hakkab liilkuma mo6da sirget s noolega
ndidatud suunas. Nurgad tipu A ja tipu C juures saavad kuitahes
vdikeseks, need on lopmatult kahanevad suurused. Nurk tipu B
juures ldheneb sirgnurgale. Seega lim £ZB=umx. Kiiljed AC ja BC
on aga lopmatult kasvavad suurused.

Ulesandeid.

146. Joonisel 23 on esitatud kahe kolmnurga muutumine tipu C
nihkumisel médda joonisel ndidatud sirget. Tee kindlaks, mis-
sugused elemendid osutuvad seal 16pmatult kasvavaiks, mis-
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147.

148.

149,

cl

cl

Joon. 23.

sugused lopmatult kahanevaiks ja missugustel neist on nul-
list erinev piirvdartus.

Missugusest n viartusest alates saab jé jaab avaldis 3n®
védartus suuremaks kui 3000?

Missugusest n véddrtusest alates saab ja jaédb

1) avaldise n+15 vdartus suuremaks kui 1000,
2) avaldise bn—3 vaartus suuremaks kui 18 007,
3) avaldise n2+48 viartus suuremaks kui 633?

1) Missugusest n vdidrtusest alates saab ja jdédb avaldise (g)n
védartus vdiksemaks arvust 0,0002?

2) Missugusest n vairtusest alates saab ja jadb avaldise
()" vaartus viiksemaks kui 0,005?

3) Missugusest n védrtusest alates korrapdrase n-nurga
valisnurk saab ja jaab vidiksemaks kui 17?
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150.

151.

3.9. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS.
Ulesandeid.

Koosta funktsiooni —2x+5 vidartuste tabel, kui argumendi
véaartusteks on

a) 0; 1; 1,5; 2; 2,2; 2,4; 2,6; 2,7; 2,8; 2,9; 2,95; 2,97; 2,98; 2,99;
b) 6; 5; 4,5; 4; 3,8; 3,6; 3,4; 3,3; 3,2; 3,1; 3,05; 3,03; 3,02; 3,01.
Kuidas muutub argument?

Kuidas muutub funktsioon? Selgita seda muutumist ka funkt-
siooni y=—2x+5 graafiku juures.

Koosta funktsiooni 3;2;21 vaartuste tabel, kui argumendi
vaartusteks on

a)-b: 4::3:.2::1.5:1F; 0;: 0552 0.8:0.2:0,15; 0.1

b) —-5; —4; —3; —2; —1,5; —1; —0,5; —0,3; —0,2; —0,15;
—0,1.

Kuidas muutub argument?

Kuidas muutub funktsioon?

*

Olgu muutuv suurus u funktsioon x-st, s. t.

u=f(x),

ning olgu veel antud, et x = a. Kasutades niiiid muutuva suuruse
piirvddrtuse definitsiooni, voime defineerida funktsiooni piirvdaar-
tuse jargmiselt: :

kui f(x) muutub nii, et tema ja mingi jddva arvu A vahe
osutub tokestamatult kahanevaks suuruseks, samal ajal kui
x—a on tokestamatult kahanev suurus, siis nimetatakse arvu
A funktsiooni f(x) piirvddrtuseks argumendi x lihenemisel
arvule a.

Tosiasja, et arv A on funktsiooni f(x) piirvdartuseks, kui

argument x ldheneb arvule a, kirjutatakse iiles jargmiselt:
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lim f(x) =A.

XxX—>a A
Nii voime iilesande 150 lahendusena kirjutada
lim(—2x+5)=—1

x—3



ja iilesande 151 lahendusena

x—>0 ¥+l ]

Funktsiooni piirvdartuse leidmiseks ei koostata tavaliselt
tema vastavat vdartuste tabelit ega joonestata selle funktsiooni
graafikut (vt. {iles. 150 ja 151), vaid teostatakse vastav arutlus.

Nidide 1. Leida lim(5x—6).

x—>2

Lahendus. Arutleme nii. Kui x— 2, siis 5x— 10 ja
(5x—6)—>4. :

Niide 2. Leida lim 2=L.

: x+1
=0
Lahendus. Kui x—0, x2—0, 5x2—>0 ja (5x2—1)—> —1

5x2—l __:_l____l
PR R e R o

ning (x+1)—>1. Seega lim
e

Leia samasuguse arutluse teel funktsiooni :—7.: piirvéartus,

s 0S X
kui x—>0.

AR i g (x—2)sin x
Nidide 3. Leida lli'l)] m—.

x>0
Lahendus. Kui x—0, siis (x—2)— —2 jasinx—0 ning
seega [(x—2)sin x]— 0. Kui x—0, siis x2—>0 ja —3x—0 ning

(x2—3x+5)—> 5. Siit jareldub, et F=2snX 4

x2—3x+5
Ulesandeid.
152. Leia jargmiste funktsioonide piirvaartused, kui x—0 ja kui
x4
4 2
L =
l 3 —x2—x+5
e o 10) 339
poes; 1 ¥, ]
3) x242x—3 7) 2 1) &2
iJc 6
K 0,14x—2,8\2
4) (2x—1) L 12) (Griasr)
3— 64\' o "
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153. a) Missuguseks suuruseks osutub funktsioon —;- kui x—>0?

b) Missuguseks suuruseks osutub funktsioon —}; kui x—>oo?

3.10. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUSE ARVUTAMINE.

1. Piirvédirtuse leidmisel kasutatakse lauseid:

1) summa piirvddrtus vordub liidetavate piirvdartuste sum-

maga,
siimbolites

lim [f (x) + g (x)]=1im f (x) +1im g (x);
x—>a x—a x—a

2) korrutise piirvddrtus vordub tegurite piirvadartuste korru-

tisega,

stimbolites

lim [f(x)- g (x)]=]lim f(x)- lim g (x);
X—>a X—a r—a

3) jagatise piirvddrtus vordub jagatava ja jagaja piirvddr-
tuste jagatisega, kui jagaja piirvddrtus ei ole 0,

siimbolites
' lim f(x)
‘ (%) . X"a s
lim ek e g kui lim g (x)#0.
x—a x—a x—>a

Samuti ilmneb eelnenud aruteludest, et

konstandi piirvddrtuseks on konstant ise,

stimbolites

limec=c.

XxX—>a

Selgita nende lausete rakendamist 1k. 71 tcodud ndidete juures.

Nende lausete rakendamisel eeldame, et liidetavatel, teguri-
tel ning lugejal ja nimetajal on piirvdartus olemas ja et nimetaja
piirvddrtus ei vordu nulliga. Kuidas toimub piirvdartuse leidmine
aga siis, kui nimetatud eeldused pole tdidetud, seda vaatleme
punktis 2.
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| Ulesandeid.

154. Leia piirvdartused.

& : 2 . 1 3
a) lim(2x—3) g) lim waes m) lim (1—_—x— T——_x)
x—>4 t—a : x— —1
3 AR | ! x2—1 2 A% 2x
b) lim(4—x2) h) lim %= n) lim (3_x+x,+l)
x— —1 x—>—2 1
]
2
o (et i) lim *tL : [_@:_’ﬂf_ﬁ]
c) llm(x._ x2+1) i) lim = 0) lim }—-= e
x—1 x—2 X
x-%;
d) lim(3x2—2x2—1) j) lim f%}— p) lim(3x2—4x3+1)?
x—0 x— —1 -39
. X245 ¢ x2—3 . x2—4x+1
e) lim 13 k) ]lm_m q) lim S
x—2 1—V3 x—>2
f) lim i+sin2x 1) lim sin x+4tan x r) lim cc?52x
—cos 4x cos X sin x
T x—0 7
=7 - vy

2. Vaatleme niiiid néiteid piirvddrtuse arvutamise kohta juhtu-
meil, kui moni eespool toodud lausetest piirvdartuse arvuia-
miseks ei kehti.

2l
1—x
x—1

Kui x— 1, siis (1—x)—>0; seega murru nimetaja laheneb nullile

ja lugeja iihele. Et praegusel juhul murru nimetaja. osutub tokes-

tamatult kahanevaks suuruseks, samal ajal kui lugeja jadb lopli-

kuks, siis on murd tokestamatult kasvav suurus. Seega puudub

temal 16plik piirvdirtus. Seda tdsiasja margime iiles jargmiselt:
lim —S—=o0

l—x
x—1

-

(loeme: argumendi 1ahenemisel 1-le kasvab funktsioon l—i—x tokes-

tamatult voi funktsiooni Ti—x- piirvdartuseks on lopmatus).

2° lim
X —>00

L 7
[ ER
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Et siin murru nimetaja on tokestamatult kasvav suurus (kui

x =00, siis ka (1+x?)—>00) ja murru lugeja on 16plik arv, siison
murd tokestamatult kahanev suurus:

lim — =0. ’

1+4x2
x—> 00

3° lim

x—> —3

x2—9
x+3°

Siin on nii murru lugeja kui ka nimetaja piirvdartus 0. Et
siin x ldheneb (—3)-le, s. t. x~—3, siis tuleb avaldist nii teisen-
dada, et saaksime taandada teguriga x+3, mis laheneb nullile nii
lugejas kui ka nimetajas.

A

P

/ Joon. 24.

Seega lahendame selle iilesande jargmiselt:

i i S0 L L s BT e R
lim TR =lim S ~11m:(3x, 3) =—6.

x—> —3 x— -3 X—>—

Saadud tulemust voime selgitada ka joonise 24 abil. Vordus

::;g =x—3 kehtib, kui x#—3. Seega funktsiooni ’;2%; graafi-

kuks on sirge y=x—3, mis katkeb kohal x=-3. Jilgides
antud funktsiooni muutumist, kui x— —3, siis on ilmne, et
x2—-9

o~y — —6, s. t. funktsiooni x—3 véirtusele kohal x= —3.

x2+41

x341°
X —> 60




Selles iilesandes pole lugejal ega nimetajal piirvddrtust —

nad mdlemad on tokestamatult kasvavad suurused. Et x omab 16p-
likke véaartusi, mis jirjest suurenevad, siis tuleb siin lugeja ja
nimetaja nii tegureiks lahutada, et saaksime x korgeima astenda-
jaga astmega taandada. Antud iilesande lahendame jargmiselt:

1 1 1 1
X e o
lim  ZH —jim & ’;3)_1im )
x—>00 x—00 x5(l+F) x~—>00 1+ =
Ulesandeid.
155, Leia piirvdartused.
WA St
a) lim 5—i d) lim 5%
x—0 X —00
¢ 5 2 x2
b) lim 7 e) lim e
x—0 X —> 00
¢) lim % h lim % A
e gkt x—> o0
156. Leia jargmiste funktsioonide piirvdartused, kui x = oo,
y 1
a) 3+x d) x2+5 gl <
1
b) 5x e) 16—x h) 3+ —
¢) x2 f) x—1 i) x4 =
157. Leia piirvdartused.
lim 2:=2 8 L. Zu2E28
a)x_)lx—l )x—>22 6x+8
; x+3 p x2—x—12
b)xll)m_a 2+4x f)xl;m_s 7_2x—15
&3 x2—x ¢ x2+3x—4
¢) lim e g) lim Prar—5
x— 1 x—>1
. x3+5x2 - x2—9
@ tim S5 h lim 2t
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158. Leia piirvaartused.

: x?—2x+1 - X2+ x—2
a) lim =i c) lim P s
T r—=>1
¥ x34+3x2+x . 8x3—1
b) xh_r? 9 x2—x—6 d) lim 16x2—5x+l
X'—)E
159. Leia piirvdartused.
d 3x—1 s 4xt—5x
a) lim Y c¢) lim P—3x+1
X — 00 X —> 00
g 3x—1 . 14 x—3x3
b) lim o d) lim T
X —> 00 X —> 00 .
160. Leia jargmiste funktsioonide piirvdértused, kui x =0 ja kui
X =200
2x—5 3x245x—2
a) x+3 b) 4x2—3x+1
161. Leia piirvdartused.
a) lim *Sn% ¢) fim xEanx
cos x 1—tanx
x—0 PR
2
3 l—cosx ; tan x—sin x
b) lim T sinx d) lim tan x+sin x
x—0 x—>

3.11. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUSE RAKENDUSI.

1. Ringjoone pikkuse mdiste.

Ringjoon on koverjoon, pikkusiihik aga sirgloigu pikkus (nii-
teks 1 mm, 1 ecm, 1 dm jne.), seetottu ei ole voimalik ringjoone
pikkust otseselt moota ja on vaja defineerida, mida moista ring-
joone pikkuse all.

Kui ringi sisse joonestada korrapirane hulknurk, siis tema
timbermoot, mida saab pikkusithiku abil moo6ta, on lithem ring-
joone pikkusest, sest hulknurga kiiljed kui kahe punkti vahelised
sirgloigud on lithemad igast teisest nende punktide vahelisest joo-
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nest, seega ka lithemad neile vastavatest ringjoone kaartest. Kui
hulknurga tippude arvu kahekordistada, saame uue hulknurga,
mille iimbermdot on pikem eelmise hulknurga iimbermo6odust ja
liihem ringjoone pikkusest. Miks? Seda kahekordistamise protsessi
jatkates saame hulknurgad, mis oma kujult ikka enam ja enam
ldhenevad ringile (joon. 25).

Joon. 25. Joon. 26.

Seda tdhelepanekut aluseks vottes defineeritaksegi ring-
joone pikkust jargmiselt.

Ringjoone pikkuseks nimetatakse ringi sisse joonestatud kor-
rapiraste hulknurkade imbermddtude piirvddrtust, kui hulknurga
tippude arv tokestamatult kasvab.

Olgu ringi sisse joonestatud korrapidrane n-nurk (joon. 26).
Uhendades hulknurga tipud ringi keskpunktiga, tekivad vordhaar-

sed kolmnurgad alusega a, ja haaraga r. Selle kolmnurga tipu-

nurk on ?.T()mbame hulknurga apoteemi, mis on ka vaadeldava

vordhaarse kolmnurga korguseks. See apoteem jaotab antud kolm-
nurga OAB kaheks vordseks tdisnurkseks kolmnurgaks OAC ja

OBC. Nendes kolmnurkades on iiks nurk ?’;i?—o jaselle nurga vastas-

kaatet 07". Taisnurksest kolmnurgast OBC voime kirjutada:

Q

n

e o
B e
i 2n
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ehk

;% =sin 3,
Korrutades niiiid vorduse mélemad pooled arvuga 2rn, saame
360°
205

Et n-a, viljendab ringi sisse joonestatud korrapérase hulk-
nurga imbermootu, siis on ringjoone pikkuseks

n-a,=2r-n-sin

: Mpe . 360°
lim (n-a,)=Ilim (2r- nesin o )
n— oo n—oo

2. Arv m.

Vaatame, kuidas muutub avaldis n-sin%oﬁ , kui n kasvab.
Selleks koostame alljargneva tabeli.

e 360° . 360° ., 360°
B sin 5 n-sin 5= -
3 60° 0,8660 2,5980
6 30° 0,5 3,0
12 15° 0,2588 3,1056
24 7°30 0,1305 3,1320
48 345’ 0,0654 3,1392

Selle tabeli jatkamiseks ei piisa enam neljakohalisest sii-
nuste tabelist. Kui aga kasutada jarjest suurema arvu kohtadega
tabeleid, siis voib tdhele panna, et peale 3,1, mis jdi juba antud

e IR0 L i
tabelis piisima 7 - sin 5, Vvadrtusena, jéddvad edaspidi n suurene-
misel piisima

3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; jne.

o

" Avaldise n- sin %piirvéértust tahistatakse kreeka tihega x.

Seega

[im (n . sin &ﬂ) Zo0%
2n
n— oo

n ldhisvdidrtusena on koige enam kasutusel arv 3,14.
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3. Ringjoone pikkus.

360°
2n

Et lim (n-sin
n—oco

)=n ja ringjoone pikkus on ‘

lim (2r-n-sin 326700), siis tahistades ringjoone pikkuse tdhega c,
n— oo i
voime kirjutada

c=lim(n-a,) =lim [2r . (n -sin 32630)] =
n— oo 71 =3 00
=lim2r-lim (n- sin3g—g =2r-n
n— 00 n-—>00
ehk, jattes vahepealsed kirjutused ara,

c=2nar

Et 2r=d, siis ka
c=nd.

Avaldades sellest vordusest x, saame

[
i L

mis iitleb, et iga ringjoone pikkuse ja labimoodu suhe on kons-
tantne ja vordub m-ga.

4. 'Ringi pindala.

Ringi pindala S all méistame ringi sisse joonestatud korra-
pdraste hulknurkade pindalade S, piirvddrtust, kui hulknurga tip-
pude arv tokestamatult kasvab, s. t.

S=HmM'S,,
n-—»co

Teades, et korrapdrase hulknurga pindala avaldub tema
iimbermo6odu ja apoteemi poole korrutisega, voime kirjutada
(joon. 25):

Sp=(n-a,) - 2



ja
=1i . ._k'll
e S

Et lim (n.a,)=2nr ja lim k,=r, siis
n—oo n—>oo

S=2nr- % =qr?

ehk, jattes dra vahepealse avaldise,

S=nr?

Avaldades saadud vordusest ;, saame

S
n= P
mis iitleb, et ringi pindala ja selle ringi raadiusele ehitatud ruudu
pindala suhe on konstantne ja vordub m-ga.

Enne leidsime, et = 7, seega

¢ S

i ok v

See tdhendab, et ringjoone pikkus on libimoodust nii palju
kordi pikem, kui ringi pindala on suurem tema raadiusele
ehitatud ruudust.

Ulesandeid.

162. Ringi raadius on r.
a) Kui suur on 1° kesknurgale vastava kaare pikkus?
b) Kui suur on 1° kesknurgale vastava sektori pindala?
163. Ringi raadius on 10 cm,
a) Kui suur on 15° kesknurgale vastava kaare pikkus?
b) Kui suur on 100° kesknurgale vastava sektori pindala?
164. Sonasta ringjoone kaare pikkuse leidmise eeskiri.
165. Sonasta ringi sektori pindala leidmise eeskiri.
166. Mis on ringi segment? Sonasta ringi segmendi pindala leid-
mise eeskiri.
167. Ringi raadius on 15 cm. Leia 25° kesknurgale vastava seg-
mendi pindala.
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168.

169.

170.

171.

172.

173.

Joon. 27.

1 . __ :
30000000 Maa {:mbermoodust, kui

Maad vaadelda kerana. Kui pikk on Maa raadius?
Kui pikk on meridiaani kraad, teades, et Maa raadius on
6370 km?

Meridiaani minuti pikkust nimetatakse meremiiliks. Leia
meremiili pikkus meetrites, kasutades eelmise iilesande and-
meid.

1 meeter on ligikaudu

Mitu pooret teeb vaguniratas minutis, kui tema diameeter on
0,85 m ja rong soidab kiirusega 80 km tunnis?

Poiss kéib iimber ringikujulise tiigi 7 minutiga. Kui suur on
tiigi pindala, kui poiss kédib 10 minutiga 900 m?

Sportlane ei jookse 100 meetrit mitte oma raja keskjoont
mooda, vaid joonisel 27 nididatud kolme vordse ringjoone
kaart mooda, kusjuures vastavate ringide raadiused on
231,8 m ja kaartele vastav kesknurk 8,25°. Kui pika maa jook-
sis sportlane tegelikult? Kui palju kaotas sportlane aega, kui
sirgjoont méoda joostes oleks ta ldbinud 100 m 11 sekundiga?

6 Matemaatika X Kkl. 81



174. Vordkiilgsesse kolmnurka, mille kiilg on a, on joonestatud
kolm vordset ringi, mis puudutavad iiksteist ja kolmnurga
kiilge (joon. 28). Leia nende ringide vahele jddva koverjoo-

nelise kolmnurga pindala.

Joon. 28.

3.12. FUNKTSIOONI PIDEVUS.

Joon. 29.

a) Jalgime funktsiooni 2x—1 muutumist, kui x— 2. Ndeme, et
soltumata sellest, kuidas argumendi vdartused ldhenevad
2-le, funktsiooni vdartus ldheneb ikka 3-le (vt. joon. 29).

b) Funktsiooni %véﬁrtused kasvavad tokestamatult positiiv-

ses suunas, kui x—>0 (paremalt), ja kasvavad tokesta-
matult negatiivses suunas, kui x—0 (vasakult) (vt. joon.

30).

c¢) Funktsiooni piirvdidrtuse késitlemisel selgitasime, et funkt-

x2—

sioonil ﬁ puudub véirtus, kui x=—3. Kiill on tal aga
piirvddrtuseks —6, kui x— —3 (vt. joon. 24).

d) Vaatleme funktsiooni f(x), mis on defineeritud jargmiselt:

kiFl= { x kui x>0.

1—x, kui x<0,

Jilgime selle funktsiooni muutumist graafikult (joon. 31).
Kui x— 0 (vasakult), siis f(x) =1, kui aga x— 0 (paremalt), siis

H(z) =0.

Juhul a) on funktsiooni graafik vaadeldava koha iimbruses
pidev; juhul b) kaob funktsiooni graafik vaadeldava koha {imbru-
ses meie vaatevidljast; juhul c) katkeb funktsiooni graafik vaa-
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Joon. 30. Joon. 31.

deldaval kohal; juhul d) toimub see katkemine koos funktsiooni
véaartuste ulatuslikuma muutumisega vaadeldava koha ldhimas
iimbruses.

Juhul a) nimetatakse funktsiooni antud kohal pidevaks, koi-
gil teistel vaadeldud juhtudel aga mittepidevaks ehk katkevaks.

Funktsiooni pidevuse analiiiitiline tingimus on sonastatav
jargmiselt:

funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks kohal a, kui

‘1) tal on kohal a vddrtus olemas, s. t. eksisteerib [(a),

2) talonolemas loplik piirvdadrtus, kui x— a, s. 1. eksisteerib
lim f(x), :

X—>a
3) limf(x)=f(a).
X—a
Kui need tingimuSed kehtivad argumendi koigi vadirtuste
kohta vahemikus c¢-st kuni d-ni, siis oeldakse, et funktsioon on
pidev vahemikus (c, d).

Kui need tingimused kehtivad koigi mdaramispiirkonda kuu-
luvate vaartuste korral, siis 6eldakse, et funktsioon on pidev oma
madramispiirkonnas.

Funktsiooni graafikul kajastub pidevus joone katkematuses.
Seni tundma oOpitud funktsioonidest on lineaarne, ruut- ja kuup-
funktsioon, samuti siinus- ja koosinusfunktsioon pidevad, s. t. et
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néditeks lineaarne funktsioon y=ax+b on pidev vahemikus
(— o0, o). Logaritmfunktsioon y=Ilog x on aga pidev vahemikus
(0, ).

Ulesandeid.

175. Leia jiargmiste funktsioonide katkevuspunktid:

3 1 2
a) et b) 755 c) Y=

Joonesta nende funktsioonide graafikud!

176. Leia jargmiste funktsioonide katkevuspunktid:

2—x | x—1
a) y= 4—x2° b) y= x?+2x—3 "

177. Leia jargmiste funktsioonide katkevuspunktid:

a) c)

{’,} Kui x72 {2 » kui |x|=2
Ui y={ 4—x% kui |x|<2
0, kui x=2, 4 , kui [x|>2..
b)
0,52, kui |x|<2
y= {2,5 , kui |x|=2
3. o kul 151>2,
Joonesta nende funktsioonide graafikud!
y

o

S

1
Nolta

)

)

2

1
~
Nls

1
Nl

)

N

)

Joon. 32.
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178.

179.

Kas funktsioon y= % on kohal
—a,0,a, 1,10
pidev voi katkev?

Kas tangensfunktsioon on kohal

14 n
-7, -——2_! O’?) k14

pidev voi katkev (vt. joon. 32)?



4. FUNKTSIOONI TULETIS.
4.1. FUNKTSIOONI TULETISE MOISTE.

Lineaarfunktsiooni y=ax+b pohiomaduse jirgi on lineaar-
‘Tfunktsiooni muutumise keskmine kiirus konstantne:

Ay
Ar - %

soltumata sellest, missugune on argumendi x v6i argumendi
muudu Ax véirtus. A
Vaatleme niiiid ruutfunktsiooni y=x2ja avaldame tema muu-

tumise keskmise kiiruse %. Valime argumendi vairtuseks x,

(joon. 33). Temale vastav funktsiooni vaartus olgu yy, s.t. y;=x2.
Kui niiiid argument muutub Ax vorra, muutub funktsioon Ay vorra

A Y

Y=x¢
o OB

$+ray

Y,
X
X X, 52X Joon. 33.

ja me saame, et

Y1+Ay= (x;+Ax)2

Siit

Yi1+Ay=x%+2x, - Ax+ (Ax)2.
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Avaldame esmalt Ay:

Ay=x2 +2x, - Ax+ (Ax)2—y,
ehk

Ay=x}+2x; - Ax+ (Ax)2—x?

e
ja parast koondamist

Ay=2x, - Ax+ (Ax)2.
Saadud vorduse jagame (Ax)-ga, saame

Ay
Ax —2x1 + Ax. .
Nieme, et ruutfunktsiooni muutumise keskmine kiirus %% ei’

ole konstantne, vaid soltub argumendi védartusest x, ja argumendi
muudu védrtusest Ax.

Jilgime ruutfunktsiooni keskmise kiiruse muutumist, kui
argumendi muut ldheneb nullile. Jargnevas tabelis ontoodud Ax-

ja temale vastavad %’c— vaartused, kui x;=3.
1 1 1 1
A 1 1 2 i £
% ) 4 10 1000
Ay 1 1 1 1
oo A 7 = ——
e i 63 | % | %6 | 7000

On ilmne, et kui Ax—0, siis 326, s. t. et

lim 4% =6.

Ax—0

Seda tulemust nimetatakse funktsiooni y=x2 muutumise-
hetkeliseks kiiruseks kohal x=3 ehk funktsiooni y=x2? tuletiseks.
kohal x=3.

Niéiteks, ruutfunktsiooni y=x2 tuletise vdartus kohal x=1 on
2.1=2, argumendi vdirtusel x=-—5 on tuletise vairtuseks.
2. (—=5)=—10, argumendi védartusel x=x; on tuletise vdartuseks
2x1.

Kui leiame tuletise argumendi mistahes viartusel x, siis.
saame antud funktsiooni nn. tuletisfunktsiooni. Seega on funkt-
siooni y=x? tuletisfunktsiooniks y=2x. Tuletisfunktsiooni nime-
tatakse ka lihtsalt tuletiseks ja teda tdhistatakse siimboliga y’ voi
f’(x). Niisiis,
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kui y=x2, siis y'=2x.
Rakenda sama arutelu funktsiooni y=x® suhtes ja ndita, et
kui y=x3, siis y'=3x2.
Uldiselt, olgu antud funktsioon y=f(x). Leiame tema tuletise.
Kui argument muutub Ax vorra, siis funktsioon muutub Ay
yorra ja saame, et &
y+Ay=f(x+Ax).
‘Siit

e

Ay=f(x+Ax) —y
ehk
Ay=f(x+Ax) —[(x).
Leiame funktsiooni muutumise keskmise kiiruse

Ay _ [(x+Ax) —[(x)
Ax Ax

ja seejdrel funktsiooni tuletise

lim & —jjm (A0 -T@)
X

Ax—0 Ax— 0

‘Seega,

kui y=F(x), siis y’=lim fx+249—f(x)
Ax—0 Ax

X ;
Funktsiooni tuletiseks nimetatakse funktsiooni muudu ja
argumendi muudu jagatise piirvddrtust, kui argumendi
muut ldheneb nullile.

-

Kokkuvote. Funktsiooni y=f(x) tuletis on argumendi x
junktsioon, mida tihistatakse kas y’ voi ['(x) ja leitakse antud
funktsioonist jargmise skeemi jargi:

1° avaldatakse Ay, tuginedes vordusele

Ay=[(x+Ax) —f(x);

2° moodustatakse jagatis i—z;

3° leitakse piirvddrtus lim %.
Ax—0
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Rakendame toodud skeemi funktsioonide y=-1;ja y=Vx tule-

tise leidmiseks. /
Niide 1. Leida funktsiooni y= — tuletis. ™~ S
1° Avaldame Ay: 3
Kijs 1 L LA Ax
Y= x¥Ax  x (x+A)x . (x+An)x
2° Moodustame jagatise %%:
Bl i Ax S 1
Ax - (2+Ax)x-Ax ~ (xpAx)x °

3° Leiame tuletise:

1
w2,

% Ay 2 1
lim 7 =lim [—(x+Ax)x]=_ x

Ax—0 Ax—0
Seega

kui y= % , siis y’=——%z-

Niide 2. Leida funktsiooni y=v/x tuletis.
1° Avaldame Ay:

Ay=Vx+Ax—V/x.

2° Moodustame jagatise %:

Alc Vx+Ax—Vx

Axr Ax

3° Leiame tuletise:
Vx+Ax—Vx

g Ax 3
lim i =lim
Ax—0 Ax—0

(o7

Et siin nimetaja piirvdédrtus on 0, siis ei saa rakendada teo-
reemi jagatise piirvdadrtuse kohta ja murdu tuleb nii teisendada, et
saaksime murdu nullile ldheneva teguriga Ax(#0) taandada. Sel-
leks laiendame murdu avaldisega Vx+Ax+Vx. »

lim (Vx+Ax—Vx) (Vx+Ax+Vx) _
N Ax(Vx+Ax+ Vx)
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prpr—x o % A

== im — S —
.Ax_)oAx(\/x+Ax+\/x) _)OAx(\/x+Ax+\/x)
. 1
=11m T > e g —.
Ax__).O\/Jc+Ax-l~\/x 2¥x

Seega,

; ol 1
kui y=v/x, siis y/=——.
g d y 2Vx

Ulesandeid.
180. Leia jargmiste funktsioonide tuletised.
a) ye=x d) y=x2+1
b) y=3x—2 e) y=—x%2+5
c) y=—2x+1 f) y=x24x
#81. Niita, et funktsiooni y=x®+x2+x+41 tuletiseks on funktsioon
y=3x2+2x+1.

4.2. FUNKTSIOONI TULETIS KIIRUSENA.

Selgitame, missugune tdhendus on funktsiooni tuletisel siis,
‘kui vaadeldavaks funktsiooniks on tee pikkus s, mis soltub ajast :
:8=5(1).

Jalgime nditeks iilesvisatud kivi liikumist, kolvi liikumist
-silindris voi monda muud sirgjooneliselt liikuvat keha. Olgu tee
.pikkuse valem s=1#2+42¢, kus 7 on aeg, mis on moodetud sekundites,
‘ja s on ldbikdidud tee pikkus sentimeetrites. Selle valemi abil saab
leida, et ajamomendiks #,=3 sek. on ldbitud tee pikkus s;=15 cm.

Jargnevas tabelis esitame rea aja muute Af, alates ajamomen-

-dist #,, ja lelame neile vastavad tee pikkuse muudud As. Suhe 2

cesitab keskmist kiirust aja muudu A¢ viltel. o
At R 0,5 02 0,1 0,05 0,01
As 20 | 9 4,95 1,64 0,81 0,4025 | 0,0801
%; 10| 9| 85 8,2 8,1 805 | 801




Paneme tdhele, et aja muudu vdhenedes liheneb keskmine-

kiirus suurusele 8'5?. Et leitud keskmise kiiruse védirtused aja

muudu vadhenedes iseloomustavad jirjest paremini vaadeldava
keha liikumise kiirust ajamomendil #,=3 sek., siis nimetataksegi

piirvdartust lim i—: keha liikumise hetkeliseks kiiruseks antud aja--

At—0

momendil. Et see piirvdartus on funktsiooni tuletis, siis seaduse-
§=s(?) jargi sirgjooneliselt liikuva keha hetkeliseks kiiruseks aja-
momendil #, on s’(f,) ja mistahes ajamomendil ¢ avaldub hetke-
line kiirus kujul s’(#) ehk, tahistades hetkelise kiiruse tihega o,

| v=s'(t)

Seega,

funktsiooni tuletise fiiiisikaliseks tihenduseks on liikumise-
hetkeline Kkiirus.

Niiteks seaduse s=#24-2¢ jargi sirgjooneliselt liikuva keha

kiirus ajamomendil 7 avaldub tuletisena s’=2¢+2. Siit saame leida,

et selle keha liikumise kiirus ajamomendil {=5 sek. on 12c—sIE A3
Siimbolites kirjutame seda jargmiselt:

182.

183.

§'(5) =12%% ehk v |, =12 .

Ulesandeid.

Punkt liigub sirgjooneliselt seaduse jargi
s=>5t+6.

Leia liikumise keskmine kiirus:

a) esimese kuue sekundi jooksul;

b) ajavahemikus kolmanda sekundi 16pust kuni kuuenda
sekundi 16puni.

Punkt M kaugeneb liikumatust punktist A nii, et kaugus AM

kasvab vordeliselt aja ruuduga. 2 minutit pérast liikumise

algust oli kaugus AM=12 meetrit. Leia liikumise keskmine:

kiirus:

a) esimese viie minuti jooksul;

b) ajavahemikus #,=4 min. kuni f,=7 min.
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184.

185.

186.

187.

188.

189.

92

Keha liigub sirgjooneliselt seaduse jargi
s=1+ —%.

Leia liikumise keskmine kiirus ajavahemikus #;=4 kuni
to=4+At. Kuisuur on keskmine kiirus, kui At=2; 1;0,1; 0,03?

Vabalt langev keha liigub seaduse jargi 1
12
s=g2—, kus g=980 C;T-

Leia liikumise keskmine kiirus ajavahemikus #;=5 sek. kuni
to=(5+At) sek. Kui suur on keskmine kiirus, kui Af=1 sek:;
0,1 sek.; 0,05 sek.; 0,001 sek.? Leia langeva keha kiirus:

a) 5. sekundi lopul;

b) 10. sekundi lopul.

Leia langeva keha kiiruse valem -mistahes ajamomendi ¢
jaoks. ;

Kui kova keha poorleb iimber telje, siis péordenurk ¢ on aja ¢
funktsioon: ¢=f(¢). Avalda:

1) poorlemise keskmine nurkkiirus ajavahemiku Af jooksul;
2) poorlemise hetkeline nurkkiirus ajamomendil ¢.

Soojushulk Q, mis on vajalik anda kehale, et kuumutada teda

mingilt algtemperatuurilt ©, temperatuurini ©, on tempera-

tuuri funktsioon: Q=g (0). Avalda:

1) keha keskmine soojusmahtuvus keha kuumutamisel tem-
peratuurilt ® kuni temperatuurini ©+A8;

2) keha soojusmahtuvus temperatuuril ©.

Kasutades teadaolevaid funktsioonide tuletisi, leia

a) seaduse jargi s=#2 liikuva keha hetkeline kiirus ajamo-
mentidel t=-2; 1; 3;

b) seaduse jargi s=¢3 liikuva keha hetkeline kiirus ajamo-
mentidel ¢=—1; 0; 2;

¢) seaduse jirgi s= —;— liikuva keha hetkeline kiirus ajamo-

mentidel t=—%; %; 23
Kaks maratonijooksjat 1dbisid esimese poolteise tunni jook-
sul distantsi vastavalt seaduste jargi s=15{+1 ja s=16¢
(s kilomeetrites ja ¢ tundides).



190.

191.

a) Kui pika maa oli kumbki voistleja ldbinud esimese poole
tunni ja esimese poolteise tunni jooksul?

b) Missugusel ajamomendil jooksid voistlejad korvuti?

¢) Kui suur oli voistlejate kiirus esimese poole tunni 16pul?
poolteise tunni 16pul? korvuti jooksmise momendil?

Siigavasse kraatrisse lasti kivi, mis langes -seaduse jirgi
s=>5¢%, kus s on moodetud meetrites ja ¢ sekundites. Kui
siigav oli kraater, kui kivilanges kraatri pohja 10 sekundiga?
Kui suur oli kivi liikumise kiirus pohja langemise hetkel?

Leia seniitkahurist otse iiles lastud kuuli kiirus 3 sekundit

parast lasku, kui kuuli algkiirus on 200 [:—

4.3. FUNKTSIOONI TULETISE GEOMEETRILINE
TOLGENDUS.

Olgu antud funktsioon y=f(x). Teame, et y'=Ilim i—i.

Ax—0
Joonisel 34 on kujutatud funktsiooni y=f(x) graafik. Selgi-

tame niiiid, mis vastab sellel graafikul funktsiooni tuletisele.
Valime argumendi mingi vdartuse x. Temale vastav punkt funkt-
siooni graafikul on P(x; y). Muutugu niiiid argument Ax vorra.

\y

UA%

ay

>

//0/ X X+4X

Joon. 34.
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Argumendi muutunud  véértusele vastab graafikul punkt
Q(x+Ax; y+Ay). Kolmnurgast PQR naeme, et

Ay
oo =tan q,

kus a on graafikuldikaja PQ tousunurk ja seega tan a selle 16ikaja
tous. Vaatleme niiiid suurust Ax muutuva suurusena, mis hakkab
lahenema nullile. Sel korral hakkab punkt Q lihenema punktile P.
Et

joone puutuja on joone ldikaja piirseis, kui iiks loikepunkt
ldiheneb teisele (joon. 35),

Joon. 35.

siis funktsiooni graafiku loikaja PQ laheneb graafikule punktis P

tommatud puutuja asendile PS (joon. 34). Siis ka loikaja PQ tou-

sunurk o ldheneb puutuja PS tousunurgale B ning loikaja tous
Y

tan a liheneb puutuja tousule tan p. Et tan a =42, siis
Ay

lim 7= =limtan a=tan .
Ax—>0 Ax—0

Seega,

funktsiooni tuletis antud kohal on vordne vastavas punktis
funktsiooni graafikule tommatud puutuja tousuga.

Nadide 1. Leida funktsiooni y=x3 graafiku puutuja tous
kohal x=1.
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Funktsiooni y=x*® tuletis on y’=3x? ja y’|,_ =3, mis ongi
otsitav puutuja tous (joon. 36).

Nidide 2. Missugustes punktides on funktsiooni y=x3graa-
fiku puutuja tousunurk 45°?

Kui puutuja tousunurk on 45°, siis puutuja tous on tan 45°=1.
Seega peame lahendama vorrandi !

3x2=1,
millest

x=:t

&
V3’

Joon. 36.

Vastava ordinaadi vaartuse leiame vorrandist y=x3, s. t.

Niisiis on funktsiooni y=x* graafiku puutuja tous 1 ja tousu-

nurk 45° punktides (—1—_, e 250 Y ja ( ) (vt. joon. 36).

V3 3V3 v3’ 3V3

Teame, et lineaarfunktsiooni y=ax+b graafikuks on sirgjoon

(joon. 37). Sirge puutuja iithtib aga sirge igas punktis sirge endaga,

s. t. et sirge ja tema puutuja tousud on vordsed. Sirgjoone
y=ax+b tous on a ja jarelikult

lineaarfunktsiooni y=ax+b tuletis on a.
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+
£ s y v
3 +
4
fana=2a ) y=C
7
,K 4 fana= tana=g .
7 " 0 " ]
Joon. 37.

Nii on lineaarfunktsiooni y=3x+7 tuletis 3, y=—5x+1 tule-
tis —5 ja y=ux tuletis 1.

Viimast tulemust rohutame eraldi lausena

argumendi tuletis on 1.

Et ka konstantse funktsiooni y=c graafikuks on sirge, mille
tous on 0 (y=0-x+c), siis

konstandi tuletis on 0.

‘Ulesandeid.

162. Leia parabooli y=x2 puutuja tous ja tousunurk

a) koordinaatide alguspunktis,
b)- ‘kotial: ¥=2,
¢) kohal x=—1.
193. Leia kuupparabooli y=x® puutuja tous ja tousunurk
a) kohal x=—0,5;
b kahal* ¥=13;

¢) kohal x= 2

5
194. Leia jargmiste funktsioonide graafiku puutuja tous kohal
x=0.
aj y=2x c) y=3—5%
b) y=—4x+1 d) y=—1-3x
195. Leia punktid, kus parabooli y=x2 puutuja tous on
18; ~32; 0; 1,4; 100.
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196. Leia kuupparabooli y=x2 punktid, kus puutuja téus on
O

’ .—1_6‘

~ Miks ei saa kuupparabooli y=x® puutuja tous olla negatiivne?

St Y La 2 Ut

197. Leia hiiperbooli y=—lx— punktid, kus puutuja tous on

9

-1, —4, —3, —0.25.

Miks ei saa hiiperbooli y=l—puutuja tous olla positiivne ega
null?

4.4. FUNKTSIOONIDE SUMMA, KORRUTISE JA
JAGATISE TULETISED.

1. Summa tuletis.

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x). Nende tuletised on
f’(x) ja g’(x). Ulesandeks on leida funktsiooni

y=F(x)+g(x)
tuletis.
1° Avaldame Ay:
Ay=F(x+Ax) +g(x+Ax) —f(x) —g(x).
2° Moodustame jagatise v .
Ay _[(x+Ax) +g(x+ Ax) —f(x) —g(x) )

Ax Ax
3 Ff
lim f(x+A;l_f(x) =f/(x)
Ax— 0
ja
; ] Ax) — ’
Ahm OW =g'(x),
X —>

siis teisendame eespool saadud %—Z— avaldist nii, et pédrast piirvaar-
tuse leidmist jouaksimegi nende tuletisteni. Selleks riihmitame
lugeja ja jagame kummagi rithma eraldi Ax-ga:

7 Matemaatika X kl.
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_f(x+Ax) —f (x)+g(x+Ax) g(x)
Ax Ax Ax v

Leiame tuletise:

y’=lim AV _lim

Ax—0 i Ax—>0

[f(x+Ax) f(x)+g(x+Ax)—g(x)]

Et summa piirvddartus on vordne liidetavate piirvaartuste
summaga, siis

A f(x+Ax) —f(x) g(x+Ax) —g(x)

. _y_ 2 .
lim =lim e +lim v
Ax—0 A&x =0 Ax—0
ja seega

y'=f"(x)+g(x)
ehk

[F(x) +g(x)I'=F(x) +g'(x)

Kui oletada, et kumbki liidetavatest funktsioonidest voi vahe-
malt iiks neist avaldub ise kahe funktsiooni summana, néiteks

[(x) =h(x) +k(x)
ja seega

y=h(x) +k(x) +g(x),
siis toestatu pohjai

P (x) = (x) +F' (x)

ja
y'=h(x) +k(x)+g'(x)
ehk
[h(x) +g(x) +k(x)I'=h"(x) +g"(x) + k' (x)
Niisiis,

summa tuletis on vordne liidetavate tuletiste summaga.

Niita, et kahe funktsiooni vahe tuletis on vordne nende funkt-
sioonide tuletiste vahega.
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2. Korrutise tuletis.

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x). Nende tuletised on
F(x) ja g’(x). Ulesandeks on leida funktsiooni

y=[(x)-g(x)
tuletis.

Rakendame siingi juba tuttavat eeskirja funktsiooni tuletise
leidmiseks

1° Ay=f(x+Ax)- g(x+Ax) —f(x)- g(x).

90 Ay _ [(x+Ax)- g(x+Ax) —f(x)- g(x)
Ax Ax i

3° Et siin jouda pérast piirvdartuse leidmist avaldiseni, mis
sisaldab antud tuletisi, selleks lahutame ja liidame lugejas
[(x)-g(x+Ax):

Ay _ F(x+Ax)-g(x+Ax) —[(x)- g(x+4x) +[(x)- g(x+Ax) —f(x)- g(x)

Ax Ax -
Niiiid rithmitame ja jagame kummagi rithma eraldi Ax-ga:

Ay _ [(x4Ax)—f(x)  8(x+Ax)—g(x)
= ol L g (x4 Ax) +f (%) A,

Leiame tuletise:
y'=lim 2x—y =lim &i—AZ—l:ﬁﬁ lim g(x+Ax) +
Ax—0 Ax— 0 Ax— 0

+1lim f(x)- lim 3 el L
Ax-=20." Ax—0 oo

Siit saame, et

y'=F(x) - g(x) +1(x) - g'(x)

Kahe funktsiooni korrutise tuletis on vordne esimese teguri
tuletise ja teise teguri korrutise ning teise teguri tuletise
ja esimese teguri korrutise summaga.

Niide.
(£ VE) = - Vitx- (V) =1+ Vxtx: L=
A o 2Vx
=Vx+gVi=3Vx.
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Olgu korrutises iiks tegureist konstant, siis

[ef(x)Y=c"-(x) +c- [ (x),

ja et ¢/=0, siis

lc- KX =c-F(X) A

Konstandi ja funktsiooni korrutise tuletis on vordne selle-
sama konstandi ja funktsiooni tuletise korrutisega.

3. Jagatise tuletis.

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x), kus g(x)#0. Nende
tuletised on ’(x) ja g’(x). Ulesandeks on leida funktsiooni

= [a

Y= g

tuletis. .
Korrutame vorduse molemad pooled g(x)-ga ja leiame funkt-
siooni
f(x)=y-g(x)
tuletise.
Korrutise tuletise valemi jargi

F(x)=y -gx)+y-g'(x).
Siit avaldame y”:
Fx)—u-g'(x)

AR
Asendame siin y= M, saame
g(x)
ey TLE) -
ylzf(X) TS g (x)
: g(x) :
millest

, ) - g()—1(x) - g'(x)
re 212

Jagatise tuletis on vordne murruga, mille lugejaks on jaga-
tava tuletise ja jagaja korrutise ning jagaja tuletise ja
jagatava korrutise vahe ning nimetajaks on jagaja ruut.
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Nédide.

ge r= g ~x2—9%. Vx
(ﬁ) (V) - BV (28 2Vx P

7%} (x2)? x* e
=x"’—4,\:2 A TEENS Rl Y

2tV x 2x2V x 2x3 °

4.5. FUNKTSIOONI y=x" TULETIS.

1. Funktsiooni x" tuletis, kui n on naturaalarv.

Eespool leidsime, et
x'=1=1-x

(x?)’ =211 7
() =322

Leiame veel funktsioonide x* ja x5 tuletise, kasutades korru-
tise leidmise eeskirja

(%)= (2% x)"=3x2- x+x3 - | =323+ 13 =4x5;
(X9) = (x5 x2)/=3x2 - x24 X3 . 2= 3xh + 24 = 54

Paneme tdhele huvitavat seaduspérasust:

(x0) =nxn-1 s =i 23] 4Ol 5

Analoogiliselt jatkates selgub, et valem

(xn)’ =nxn-1

kehtib iga naturaalarvu n korral.

kirja:

Naita selle valemi kehtivust, kui n=6, 8, 10.

2. Funktsiooni x" tuletis, kui n on negatiivne tidisarv.

Tihistame n= —m, kus m on naturaalarv. Saame

;i
N —yr—mn —
Pyl

Tuletise leidmiseks rakendame jagatise tuletise leidmise ees-

(xl) ke e Lt 12 ot EHRGIET PP S

xm ) 2 x2m
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Seega
(x7)'=(x~")'=—m-x""'=n.x*""!

ehk, jattes vahepealsed kirjutised dra, saame
(x*)’=n-x"-', kus n on negatiivne téisarv.

Astme tuletise leidmise eeskiri on ithesugune nii positiivsé kui
ka negatiivse tdisarvulise astendaja korral, s. t. tdisarvulise asten-
dajaga astme tuletis on vordne astendaja ja sama alusega, kuid
ithe vorra vihendatud astendajaga astme korrutisega.

Saadud valem kehtib ka siis, kui n=0. Kontrolli seda!

Seega

(x")’=nx"-1, kus n on mistahes tdisarv.

4.6. NAITEID FUNKTSIOONI TULETISE
ARVUTAMISEKS.

Nidide 1. Leida funktsiooni 2x3 tuletis.

Et c-f(x)=c-['(x) ja (x*)’=n-x""!, siis
(2x%)’ =2 - 3x2=06x2.

Nidide 2. Leida funktsiooni y=x*—x? tuletis.

Et summa tuletis on vordne liidetavate tuletiste summaga ja
(x*)' =n-xn-1, siis

Yy =4x3—2x.

Nidide 3. Leida funktsiooni

f(x) =x*43x3—2x24+x—5

tuletis kohal x=1.
Rakendame summa, korrutise, astme ja konstandi tuletise

leidmise eeskirju:
f(x) =4x3+3-3x2—2 - 2x+ 1 =4x34+9x? —4x+1;
ff(1)y=4-149-1—-4-14+1=10.
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198.

199.

200.
201.
202.

203.

204.

Ulesandeid.

Leia jdrgmiste funktsioonide tuletised.

a) 3x—7 e) mx+n ‘
b) x2—3x+5 f) c——%x

c) %x‘*—-5x2+x g) ax?+bx+c

d) 4x*43x2—5x+6 h) ax+%

Leia jargmiste funktsioonide tuletised: 1) avades enne
sulud; 2) sulge avamata.

a) x(x+1) d) x%(a?+ x2)
b) (x+2) (x—3) &) 5 (1=x)
¢) (x—5) (x+5) n x(2-2)

[(x) =22 Leia ['(5); ['(—2); ' (—3).
g(x) =x*—6x2+2. Leia g(0); g(2); g'(0); &'(4); g’(—3).
Leia jargmiste funktsioonide tuletised.

— e 5
a) Vx+v2 d) anil 8 73
i 55 0 L 2x!
b) Vx(x®—vx+1) ¢) = h)
P 1 1 : 3 pRts
c) 0,8y—Q—3+5—y; f) Brivl i) (1—x2) (1—2x%)

Keha massiga 3 kg liigub sirgjooneliselt seaduse jirgi
s=1+4+1+12,

kus s on avaldatud sentimeetrites ja ¢ sekundites. Leia keha
kineetiline energia (mQ—zﬂ) 5 sekundit pérast liikumise algust.
Ratas poorleb nii, et pdérdenurk on vordeline aja ruuduga.

Leia nurkkiirus o 32 sekundit pérast liikumise algust, kui
on teada, et esimese poorde tegi ratas 8 sekundiga.
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4.7. FUNKTSIOONI KASVAMINE JA KAHANEMINE.

Lineaarfunktsiooni y=ax+b pohiomaduse kohaselt on a=§%.
Lineaarfunktsiooni nintetatakse kasvavaks, kui %% >0, ning kaha-

nevaks, kui —i—i—<0 (joon. 38). Nende tingimuste kaudu defineerime

ka koigi teiste funktsioonide kasvamise ja kahanemise. Et iildiselt

Joon. 38.

-~

pole funktsioon kogu ulatuses kasvav ega kahanev, siis koneleme
funktsiooni kasvamisest ja kahanemisest vahemikus, kus eespool
nimetatud lingimus on tdidetud.

Vaatleme vahemikus (a, b) pidevat funktsiooni y=f(x).
Olgu selle funktsiooni graafikul punkt P(x; y), kus a<x<b. Kui
niiiid osutub, et selle vahemiku koigis punktides Q (x+ Ax; y+Ay)

on Ax ja Ay sama margiga, s.t. %Z—>0, siis on funktsioon y=[(x)

‘ >
“’
) \y
Y= ax.<0. -4
o P Ay, Ax,>00 a4 % Ay,’>0 A—&Xy<0
2 ay,>0 ax
4 X Y ) ¢ axs>0 A% 0
2%, <0 24 pAaY: <0 4%
a 2y, <0 ax; b 2%
lz 02
/ |4 X2
/ " R ; R \ g

Joon. 39.
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vahemikus (a, ) kasvav (joon. 39, a). Kui aga osutub, et Ax ja Ay
on selle vahemiku ulatuses erimérgilised, s. t. %‘—<0, siis on funkt-
sioon y=f(x) vahemikus (a, b) kahanev (joon. 39, b).

Joonisel 40 on kujutatud mingi funktsiooni graafik. Jooniselt
nieme, et vahemikus (a, b) on funktsioon kasvav, vahemikus
(¢, d) on funktsioon kahanev, vahemikus (e, f) pole aga funktsioon
kogu vahemiku ulatuses kasvav ega ka kahanev.

“y Joon. 40.

Funkisiooni kasvamist ja kahanemist mingis punktis selgi-
tame funktsiooni graafiku abil. Jalgime funktsiooni y=f(x) graa-
fikule tommatud puutujaid (joon. 40). Vahemikus, kus funktsioon
on kasvav, on tema graafikule tommatud puutujad kasvavate
lineaarfunktsioonide graafikud. Vahemikus aga, kus funktsioon on
kahanev, on tema graafikule tommatud puutujad kahanevate
lineaarfunktsioonide graafikud. Et funktsiooni graafikule mingis
tema punktis tommatud puutuja tous on vordne funktsiooni tule-
tise vadrtusega vastaval kohal, siis

kui funktsioon y=f(x) on kasvav kohal x=x,, on '(x,)>0
ja

kui funktsioon y=1f(x) on kahanev kohal x=x,, on '(x,) <0.
Samuti vastupidi,

funktsioon y=1f(x) on kasvav kohal x=x;, kui ¥(x;)>0
ja

funktsioon y=f(x) on kahanev kohal x=x,;, kui ¥'(x;)<0.

Nende argumendi véirtuste hulka, mille korral antud funkt-
sioon on kasvav, nimetatakse selle funktsiooni kasvamispiirkon-
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naks, ja nende argumendi vairtuste hulka, mille korral antud
funktsioon on kahanev, nimetatakse selle funktsiooni kahanemis-
piirkonnaks.
Antud funktsiooni y=f(x) kasvamispiirkonnaks on vorratuse
[(x)>0
lahendite hulk ja kahanemispiirkonnaks vorratuse
["(x) <0
lahendite hulk.

M iérkus. Kui funktsiooni kasvamispiirkonnaks voi kahane-
mispiirkonnaks on mingi vahemik, mis katkeb iiksiku argumendi
véairtuse korral, kus funktsiooni tuletis on null, siis loetakse funkt-
sioon sellel kohal vastavalt kasvavaks v6i kahanevaks (joon. 41
ja 42).

Y
2
b y
4 &‘\
%
_\
/ ; \
Z i SO e
Joon. 41. Joon. 42.

Naide 1. Kas funktsioon y=x2—3x+4 on kohal x=1 kas-
vav voi kahanev?
Avaldame esmalt funktsiooni tuletise:

y'=2x—3.
Seejérel leiame selle tuletise vdartuse, kui x=1:
Y|,y =2-1-3=-1<0.

Et antud funktsiooni tuletis on kohal x=1 negatuvne siis on
see funktsioon kohal x=1 kahanev.
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Niide 2. Leida funktsiooni y=x3—3x2+4x—5 kasvamis-
piirkond ja kahanemispiirkond.

Et
Yy’ =3x2—6x+4,

siis on funktsiooni kasvamispiirkonnaks vorratuse

3x2—6x+4>0
lahendite hulk ja kahanemispiirkonnaks vorratuse
3x2—6x+4<0

lahendite hulk. Et esimene vorratus on rahuldatud argumendi x
iga viirtuse korral, teisel vorratusel pole aga iihtegi lahendit, siis
on antud funktsioon kogu ulatuses kasvav. Tema kasvamis-
piirkonna voime iiles kirjutada nii:

== B0 £ K4 00,

N adide 3. Leida funktsiooni y= §x3—gx2——2x+l kasvamis-
piirkond ja kahanemispiirkond.

Et

y'=2x2—-3x-2,
siis on kasvamispiirkonnaks vorratuse

2x2—3x—2>0
lahendite hulk. See on: x<—% ja x>2

Kahanemispiirkonnaks on vorratuse
2x2—3x—2<0
lahendite hulk, s. o.

1
—§<x<2.

Nédide 4. Leida funktsiooni y=x® kasvamispiirkond ja
kahanemispiirkond.

Et y'=3x% siis y’| ,_, =0jay'|,,,>0. Seega on funkt-
sioon y=x2 kasvav, kui x<0 ja x>0. Et kohal x=0 on funktsiooni

tuletis 0, siis loetakse ka see koht funktsiooni kasvamispiirkonna
hulka. Kasvamispiirkonnaks on seega

— 00 LX< 00,
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4.8. FUNKTSIOONI EKSTREEMUMKOHAD.

Argumendiv vadrtusi, kus funktsiooni kasvamine laheb iile
kahanemisele vo6i vastupidi, kus kahanemine laheb iile kasvami-
sele, nimetatakse selle funktsiooni ekstreemumkohtadeks. Nii on

néites 3 (lk. 107) argumendi véartused —%ja 2 ekstreemumkoh-
tadeks.

Ekstreemumkohad liigitatakse maksimumkohtadeks ja mii-
nimumkohtadeks.

Argumendi véairtust, kus funktsiooni kasvamine ldheb iile
kahanemisele, nimetatakse selle funktsiooni maksimumkohaks ja
argumendi vairtust, kus funktsiooni kahanemine ldheb iile kas-
vamisele, nimetatakse selle funktsiooni miinimumkohaks. Vasta-
vaid punkte funktsiooni graafikul nimetatakse maksimumpunkti-
deks ja miinimumpunktideks. Nii on joonisel 43 punkt A maksi-

y

A

// X,ﬂo\ ":2// " Joon. 43.

8

mumpunkt ja punkt B miinimumpunkt. Maksimumpunkte ja mii-
nimumpunkte nimetatakse ka ekstreemumpunktideks.

Ekstreemumpunktis on puutuja paralleelne x-teljega, s. t. et
puutuja tousunurk on 0 ja seega puutuja tous on samuti 0. Seega,

kui x=x;, on funktsiooni ekstreemumkohaks, siis /(x;)=0;
s. t. et ekstreemumkohti tuleb otsida vorrandi f/(x) =0 lahendite
hulgast.

Nagu juba teame, on tuletise nullkoht funktsiooni ekstree-
mumkohaks siis, kui tuletis muudab sellel kohal oma marki, s.t.
kui sellel kohal funktsiooni kasvamine ldheb iile kahanemisele voi
vastupidi, kahanemine ldheb iile kasvamisele.

Nidide 1. Leida funktsiooni y=—3x2+4x—5 ekstreemuin-
koht.

Leiame funktsiooni tuletise y’= —6x+4 ja moodustame vor-
randi
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—6x+4=0.

Selle vorrandi lahend on x= §

Ety'| ,>0 ja y’| _, <0, siis leitud lahend on ekstree-
x<§- x>§

‘mumkoht. Et siin toimub {ileminek kahanemiselt kasvamisele, siis
on see ekstreemumpunkt miinimumpunkt.’ g

Nidide 2. Leida joone y=x3—2x2—4x+5 ekstreemum-
punktid. -
Otsitavate punktide abstsissid on vorrandi

3x2—4x—4=0
lahendite hulgas, s. 0. kas x;=2 v0i x,= —‘%f;v()i molemad.
Naiita, et molemad leitud lahendid on ekstreemumkohadi
Et leida ekstreemumpunktide ordinaate, asetame leitud
abstsissi vdartused joone vorrandisse:
Y=22—-2.22—-4.245=-3,

(D LB el

Seega on antud joone ekstreemumpunktideks

E\(2; —3) ja Es(—3; 25)-

E; on miinimumpunkt ja E, maksimumpunkt.

Ulesandeid.

205. Niita, et funktsioon y=x®4x on kogu ulatuses kasvav.
206. Missugustel x védartustel on funktsioon y=x%—3x2+7 kaha-
nev?
207. Leia jargmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemispiir-
konnad.
a) y=x3—5x243x—5
b) y=2x*—15x24+36x—24
c) y=2x>—6x2—18x+7
d) y=x*—2x2—-5
e) y=x5—5x*4+5x2+1
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208.

209.

210.

Selgita, kas funktsioon

y=sinx+cos x

on kohtadel x;=0, xy= — % ja{Xg= %kasvav voi kahanev:.

Selgita, kas funktsioon
y=sin 2x+cos 2x

n

on kohtadel x,=0, x,= 5, X3= — —1’12 Xg= — %, Xg=

~a

kasvav voi kahanev.
Leia jargmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemispiir-
konnad ning ekstreemumpunktid.

a) x2—x—2 f) x2—x3
1 5
b) —§x2+2x——§ g) x3—3x2+2
c) %x'~’+2x+g h) %x3—x2+%
d) x*—3x i) 0,1x*—1,3x24+3,6
e) zx'—8x j) —lgd4x—1

4.9. JOONE PUUTUJA VORRAND.
Olgu antud funktsioon y=f(x). Ulesandeks on leida funkt-

siooni f(x) graafikule punktis P (x;; y;) tommatud puutuja vorrand
(joon. 44). Selleks peame kindlaks tegema, missugused on sirg-
joone vorrandis y=ax+b konstantide a ja b viadrtused. Et a on
puutuja tous, siis .

io

a=["(x,).

x Joon. 44.




Sirgjoone vorrandisse jdab seega veel iiks tundmatu parameeter b:
y=f"(x) - x+0.

Selle saame mdiidrata teades, et puutuja ldbib punkti (x1; y1).
Seega peavad viimast vorrandit rahuldama véirtused x=x; ja
Y=y, s. t. et peab kehtima vordus

yi=["(x1)- x1+b,
millest
b=y, —['(x1)- x:.
Otsitav vorrand on
y=["(x1) x+y1—F (x1)- x1.

N dide. Leida parabooli y=2x2—3x+4 puutuja kohal x=1.
Kui x=1, siis y=3. Seega tuleb leida paraboolile punktis
(1; 3) tommatud puutuja vorrand y=ax+b.

Leiame a:
y'=4x-3 ja y'|,_, =1, seega a=1.
b leiame vorrandist:
3=1-1+b0b.
Siit
=2
ja otsitav puutuja vorrand on
Yy=x+2.

Ulesandeid.

211. Leia vorrand sirgjoonele, mis 1dbib punkti A (2; —3) ja mille
tous on 5.
212. Leia vorrand sirgjoonele, mis 1dbib punkti B(—1; —4) ja
mille tousupurk on 135°
213. Leia vorrand sirgjoonele, mis ldbib sirgete y=3x—1 ja
= —2x+3 loikepunkti ja on
a) paralleelne sirgega y=—0,3x,

b) paralleelne sirgega %4—% =1,

111



214. Leia vorrand sirgjoonele, mis l4bib sirge y=3x—2 ja ring-
joone x2+4y?=26 l6ikepunkti ja mille tousunurk on 100°.
(Kaks lahendit.)

215. Leia vorrand parabooli y=x2+2x—1 puutujale punktis, mille
abstsiss on 1.

216. Leia vorrand parabooli y=—3x2—6x+12 puutujale punklis,
mille ordinaat on 3.

217. Leia joone y= x3—x2—|—x puutujale vorrand punktis, mille
abstsiss on —1.

218. Leia punkt, milles joonele y=x2>—3x—1 tommatud puutuja
tous on 1.

Kordamisiilesanded.

219. Leia jargmiste funktsioonide nullkohad, positiivsus- ja nega-
tiivsuspiirkonnad, ekstreemumkohad ning kasvamis- ja kaha-
nemispiirkonnad.

1) y=x2—8x+12 3) y=—x242x+3
2) y=4x2—5x+3 4) y=—5x2+12x—9
Joonesta leitud andmete pohjal nende funktsioonide graafikud.

220. Leia jargmiste funktsioonide nullkohad, positiivsus- ja nega-
tiivsuspiirkonnad, ekstreemumkohad ning kasvamis- ja kaha-
nemispiirkonnad.

1) y=3x4—13x24+13x—3 3) y=x*—5x2+14
2) y=x*—x24+x—1 4) y=x*—24x2—25
Joonesta leitud andmete pohjal nende funktsioonide graafikud.

221. Tee kindlaks jargmiste funktsioonide maéaaramispiirkond ja
kas ta on paarisfunktsioon voi paaritu funktsioon. Leia null-
kohad, positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad, ekstreemumko-
had ning kasvamis- ja kahanemispiirkonnad.

3 2(x+2

) 4w 35 3) y=—)(c}+i:1—)
_ 3x47 MaE

2) ¥Y=573 4) y= 3(x+3)

Leia funktsiooni piirvdartus, kui argument ldheneb nimetaja
nullkohale paremalt ja kui argument ldheneb nimetaja nullkohale
vasakult. Joonesta leitud andmete pohjal nende funktsioonide graa-
fikud.



5. EKSPONENTFUNKTSIOON JA LOGARITM-
FUNKTSIOON.

5.1. EKSPONENTFUNKTSIOONI MOISTE.
1. Irratsionaalarvulise astendajaga aste.

Teame astme a™ tdhendust juhul, kui astendaja m on mis-
tahes ratsionaalarv.

Millega vorduvad jargmised astmed, kus m jan on naturaal-
arvud:

3|3

ara % s

Jargnevalt selgitame, mida moista irratsionaalarvulise asten-
dajaga astme all.

Olgu rirratsionaalarv ja ), ag,... , @, ... tema ratsionaal-
arvulised ldhendid puuduga ning By, Bs,... , Bn, ... tema ratsio-
naalarvulised ldhendid liiaga. Sealjuures

It L o) DD o
ja
6l>62> P >ﬁn> N o

. R
- fmpeiribored t = Joon. 45.
x &, A3%p BnB3 Bz A

Jélgides jooniselt 45 vahemikke (ai, Bi), (a2, PB2),
(an, Bn), ... ndeme, et iga jirgnev vahemik asetseb eelmise sees.
Irratsionaalarvule r vastav punkt R asetseb aga koigis neis vahe-
mikes, s. t. et

lima,=lim B,=r.
n—>o00 n_.y00 -
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Vaadeldes naiteks vahemikke

(15 2), (L4; 1,5), (1,41; 1,42), (1,414; 1,415),
(1,4142; 1,4143), (1,41421; 1,41422) jne.

paneme tihele, et iga jdrgnev vahemik on eelmise sees. Koigis neis

vahemikes asetseb aga irratsionaalarv 2 ja ta on piirvdértuseks.
arvujadadele

1::14; 1.41; 1,414; 1,4142; 1,4142};. .;
ja

2:.15; 342, 1.415; 141437 1.41422; ...

Moodustame niiiid kaks rithma ratsionaalarvulise astenda-
jaga astmeid

a o @
{ s WLk SRS . A
ja

Siingi on vahemik (a”, aﬁ“’) vahemikus (a”!, aﬂ‘), vahemik
(a“%, a*3) vahemikus (™2, a"2) jne. ja siingi eksisteerib piirviar-
tus, mis rahuldab tingimust

lim a*"=1im a

i3 OO n— oo

Seda piirvdartust nimetataksegi irratsionaalarvulise astendajaga
astmeks a".

2. Eksponentfunktsiooni moiste.

Vaatleme astmeid a*, kus x on mistahes reaalarv. Kui a>0,
siis astme definitsiooni jdrgi on astmel a* alati vdartus olemas.
Kui aga a<0, siis leidub astendajaid, mille korral astmel reaal-

arvuline vididrtus puudub. Nditeks kui a=-—4 ja x=l, siis
a*=v/—A4.

Funktisiooni a*, kus x on argument ja a>0 (vilja arvatud
a=1), nimetatakse eksponentfunktsiooniks.

Tingimus a71 on voetud definitsiooni seeparast, et ekspo-
nentfunktsiooni a* vdértuseks juhul, kui a=1, on konstant 1.
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Eksponentfunktsiooni @* méiramispiirkonnaks on kogu arv-
telg, s. t. —co<x<co. Kui eksponentfunktsioonini joutakse aga
mingi konkreetse iilesande lahendamisel, voib eksponentfunktsiooni
méaéramispiirkonnaks olla ainult osa reaalarvudest. Niitena vaat-
leme jargmist iilesannet.

Ulesanne. Paberipoognast valmistatakse viikesi kaardi-
kesi. Selleks murtakse poogen pooleks, saadud pooled omakorda
pooleks jne. Kokku poolitatakse 8 korda. Mitu kaardikest saa-
dakse? Mitu kaardikest saadakse parast x-kordset poolitamist?

1. poolitamise tulemusena saadakse 2! kaarti:

2' ”" ”"” ”» 22 ”» ;
3. i, 3 “ L SIGT A
8' . " ” » 28 ”» ;
x » ” ” 2x ”» *

Seega saadakse pirast 8-kordset poolitamist 28=256 kaarti
ja pérast x-kordset poolitamist 2* kaarti.

Siin saadud eksponentfunktsiooni médramispiirkonda kuulu-
vad ainult positiivsed tdisarvud.

5.2. VORRATUSE OMADUSI.

1° Olgu a, b, ¢ ja d positiivsed reaalarvud, kusjuures
a>b ja c>d.

Et vorratuse. poolte korrutamisel iihe ja sama positiivse arvuga
saame samapidise vorratuse, siis

ac>bc ja be>bd.
Siit jareldub, et
ac>bd,

s.t. positiivsete lilkmetega samapidiste vorratuste vastavate pooite
korrutamisel saame samapidise vorratuse.
Niiteks olgu antud® vorratused
3<5 ja 8«13,
siis
3-8<5-13.
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24 <65.

Jareldus. Korrutades vorratuste a>b ja a>b vastavad
pooled (a>0 ja b>0), saame

a’ehe
Saadud tulemust omakorda vorratuse a>b vastavate pooltega kor-
rutades saame
a3>b3
jne. Uldiselt
an>bn
kus n on positiivne tdisarv.

Niisiis, positiivsete liikmetega vorratuse molemat poolt ithe ja sama
naturaalarvuga astendades saame samapidise vorratuse.

Niiteks saame vorratusest

3<ch,
et

9<25, 27<125, 81<625 jne.

2° Olgu a ja b positiivsed reaalarvud ja sealjuures a>b. Vii-
dame, et

va> Vb.

Selle vorratuse kehtivuse toestamiseks nditame, et vastupi-
dine vorratus ega vordus kehtida ei saa. Niisiis, teeme vastuvéite-
lise oletuse, et

! n
va < Vb.
Omaduse 1° pohjal peab siis kehtima ka vorratus
' ' 25

(Va)" < (vb)»
ehk

a<b.

See vorratus on aga vastuolus eeldusega, s. 0. a>b. Seega
vastuviiteline oletus ei saa kehtida ja jdab ainus voimalus, et

va> Vb,
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s. t. positiivsete litkmetega vorratuse molemat poolt sama juurijaga
juurides saame samapidise vérratuse.

Siin vaadeldud kahest vorratuse omadusest jareldub, et posi-
tiivsete litkmetega vérratuse molemat poolt ithe ja sama positiivse-
ratsionaalarvuga astendades saame samapidise vorratuse.
Toepoolest, olgu a>0 ja 6>0 ning sealjuures

a>b.

Olgu m ja n positiivsed tdisarvud. Omaduse 1° pohjal _
an>pn

ja omaduse 2° pohjal
ag et bﬂ".
3° Olgu a ja b positiivsed reaalarvud ning
a>b.

Olgu r positiivne irratsionaalarv. Saab niidata, et ka niiiid
&>

Nii voime iildiselt 6elda, et

positiivsete liilkmetega vorratuse mdlemat poolt iihe ja sama
positiivse reaalarvuga astendades saame samapidise vor--
ratuse.

Siit jdreldub (kui x on positiivne reaalarv), et

kui a>0, siis a*>0,
kui a>1, siis a*>1,
kui 0<a<1, siis 0<a*< 1.

5.3. EKSPONENTFUNKTSIOONI UURIMINE.

Funktsiooni uurimisel tehakse kindlaks:

1) mddramispiirkond;

2) kas antud funktsioon on paaris- véi paaritu funktsioon véi
ei kumbki;

3) nullkohad;

4) positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad;

5) kasvamis- ja kahanemispiirkonnad;

6) ekstreemumkohad.
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Uurimistulemused annavad iilevaate funktsiooni muutumisest
ja seetottu saab uurimistulemuste pohjal ka kergesti skitseerida
funktsiooni graafiku. Ulesandeid 219—221 lahendades olemegi seda
juba teinud.

Uurime niiiid eksponentfunktsiooni y=a*.

1) Definitsiocni pohjal on eksponentfunktsioon a* maaratud
x iga reaalarvulise vaartuse korral, s. t. et

eksponentfunktsiooni ~médramispiirkonnaks on vahemik

— oo < X< oo,

%) B 4 a—x=% , siis ei kehti siin ei paaris- ega paaritu funkt-
siooni tingimus. Jarelikult
eksponentfunktsioon pole ei paaris- ega paaritu funktsioon.
3) ja 4) Et a*>0 x iga vadrtuse korral, siis

eksponentfunktsioonil pole nullkohti, positiivsuspiirkonnaks
on vahemik — co <x<co, negatiivsuspiirkond puudub.

5) Naiitame niiiid, et

eksponentfunktsioon y=a* on kasvav, kui a>1, ja kahanev,
kui 0<a<l1.

Kasutame selleks funktsiooni ja argumendi muutude kaudu
antud kasvamise ja kahanemise definitsioone (vt. lk. 105).
Avaldame Ay:

Ay=a*+**—g*=qa*(a"*—1).

Eksponentfunktsiooni definitsiooni jargi a>0. Et positiivse
arvu aste on alati positiivne arv, siis saadud korrutise esimene
tegur on positiivne, s. t. a*>0. :

Olgu a>1 ja Ax>0, siis a®*>1 ehk a®*—1>0, ja seega on
wvaadeldaval juhul ka teine tegur Ay avaldises positiivne. Siit Ay=
=a*(at*—1)>0 ja seega %% >0. Naita, et samale tulemusele
jouame ka siis, kui Ax<0.

Niisiis, kui a>1, on eksponentfunktsioon a* kasvav x iga
wvadrtuse korral.

Kui 0<a<1 ja Ax>0, siis a**<1 ehk a **—1<0, ja seega Ay=
—ax(a**—1) <0 ning 5 <0. -

Niita, et samale tulemusele jouame ka siis, kui Ax<0.
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Niisiis, kui 0<a<l, siis on eksponentfunktsioon a* kahanev x-
iga vddrtuse korral.

6) Et eksponentfunktsioon on kasvav, kui a>1, ja kahanev,
kui 0<a<1, siis

eksponentfunktsioonil pole eksﬁreemumkohti.

Eksponentfunktsiooni kasvamisest ja kahanemisest ning tosi-
asjast, et a®=1, saab veel jareldada, et

1° kasvava eksponentfunktsiooni korral peavad negatnvsetele
argumendi vaértustele vastavad funktsiooni vddrtused jdama 0 ja
1 vahele, positiivsetele argumendi védartustele vastavad funktsiooni
vaartused peavad olema suuremad kui 1, s. t.

kui a>1 ja x<0, siis 0<ax<1
ja

kui a>1 ja x>0, siis a*>1.

- Jéreldus:
kui a>1, siis lim ax=0 ja lim a*=co.
> —00 X—> 00

2° Kahaneva eksponentfunktsiooni korral peavad negatiivse-
tele argumendi vdértustele vastavad funktsiooni viirtused olema
suuremad kui 1 ja positiivsetele argumendi védirtustele vastavad
funktsiooni vdirtused peavad olema 1 ja 0 vahel, s. t.

kui 0<a<1 ja x<0, siis ax>1
ja

kui 0<a<1 ja x>0, siis 1>a*>0.

Jédreldus:

kui 0<a<1, siis lim a* = o« ja lim ax=0.

X—>—o00 X - 00

Joon. 47.
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Eksponentfunktsiooni omaduste pohjal on konstrueeritud
‘tema graafik juhul, kui a>1, joonisel 46, ja juhul, kui 0<a<1,
_joonisel 47. :

Suurema tdpsusega graafiku saamiseks tuleb leida selle graa-

fiku mone punkti koordinaadid. Jargnevates tabelites on see tehtud

‘funktsioonide y=27, y=3", y= (%)x ja y= (%)x jaoks.

3 -3 -2 <1 1 2 3
a® % y % % 2 4 8
x &9 =8 -1 1 2 3
ok A T ot alie
x o ) 1 1 2 3
O AR e O B
x e g =1 1 2 3
G bl o G Bt e

Joonistel 48—51 on esitatud nende funktsioonide graafikud.

Ulesandeid.

:222. Uuri funktsioone.

a); Y—2-3%

1
b) y=32*
c) Yy=—3-2*

d) y=—5-(5)"
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g ey W

Joon. 49.

y y=(3)

y-(3)"

4
A
2
! 1
X X

Jeon. 50. Joon. 51.
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223. Uuri funktsioone, mille graafikud on antud joonistel 52, 53
ja 54.

Joon. 52,

Joon. 53.

Joon. 54.
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5.4. KUMNENDLOGARITM.

1. Kiimne astmed.

Taisarvulise astendajaga kimne astmed on jarguihikud:
10'=10, 102-:100, 103=1000 jne.; 10°=1, 10-'=0,1, 10—2=
=0,01 jne.

Kasutades ruutjuure ja kuupjuure tabeleid, saame leida ka
monede murruliste astendajatega kiimne astmete ligikaudseid
vadrtusi.

Niiteks: 108=1/10=3,162,

SR

10 5=/ 107 =4,642.

Monikord on otstarbekas jarguithikuid kirjutada kiimne
astmetena: 1 000 000 asemel on lihtsam kirjutada 108; 0,00001 ase-
mel 10-5 jne.

Leia eeskiri, mille jargi saab jarguiihikut kirjutada kiimne
astmenal!

Ulesandeid.

Tty

3 ES
1 p)
,

; 3 . 1 -3 L
224. leia tabelite abil 104, 10 10 2, 103, 103%-

2. Kiimnendlogaritmi definitsioon.

Vérrandi
10*=a

lahendit x nimetatakse arvu a kiimnendlogaritmiks ja tdhista-
takse siimboliga log a.

Seega

arvu kiimnendlogaritm on astendaja, millega kiimmet asten-
dades saame antud arvu.

Niditeid. log 100=2, sest 10*=100;

log 0,1 =—1, sest 10-'=0,1;

log 2=0,3010, sest 1092010=2.1

! Kuigi siin ei kehti tdpne vordus, on kokku lepitud kasutada arvu loga-
ritmi ileskirjutamisel vordusmarki.
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Uldiselt,

log a=b, kui 10P=a

Et arvu a kiimnendlogaritm (lithidalt log a) tdhendab asten-

-dajat, millega kiimmet astendades saame arvu a, siis peab keh-
tima samasus : :

1

10loga=—3

Niiteid.

10108 100 100;
10108 0.1 =0, 1;
10e2=2 jne.

Miarkus. Negatiivsetel arvudel ja arvul 0 puudub kiimmendlogaritm, sest

ei ole olemas astendajat, millega kiimmet astendades szaksime negatiivse arvu
voi arvu null.

225.

226.

221.

228.

:229.

230.

231.
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Ulesandeid.
Leia jargmised kiimnendlogaritmid:
log 10 000, log 1000, log 10, log 1, log 0,1; log 0,01, log 0,001.

Sonasta eeskiri, mille jargi saab leida kﬁmnendlogaritmi jar-
guiihikutest.

Kasutades samasust 10°¢ ¢=gq, arvuta:
lolog 2, lolog 7’ lOlog l, ]Olog 2.5,

Kirjuta jargmised arvud kiimne astmetena:
3,5,07,0b, x ab, .

Teisendades antud astmed astmete korrutiseks, leia:
10Qlog 2+log 3’ 1Qlog 4+log 3, ] Qlog 5+log 2,
lOlog 3+log 5+1log 2, 101+log 3,

Teisendades antud astmed astmete jagatiseks, leia:
lolog 6—log 2' 1Qlog 12—log 4, lolog 8—log 2—log 2’
102—Log 5, lolog 8—log 2+log 2_

Teisendades antud astmed astme astmeks, leia:

102 logS, 10310g3, 102 log 4 10%10g4-



5.5. LOGARITMI DEFINITSIOON.

On antud eksponentfunktsioon a*, kus a>0jaa#1, ning posi-
tiivne arv b. Ulesandeks on leida argumendi x vdértus, mille puhul
funktsiooni vddrtuseks on b, s. t. tuleb leida lahend vorrandile

a*=b.

Selle vorrandi lahendit x nimetatakse arvu b logarit-
miks alusel a ja tdhistatakse siimboliga

log,b.
Seega,

antud arvu logaritmiks alusel a nimetatakse astendajat, mil-
lega alust a astendades saame antud arvu.

Niéditeid.
1. ""169525=2, sest 52 =25,
1 1
2. logs 57 = —3, sest 3-3= 57 -
1 X
3. logy 3——=§, sest 9° =3.
Uldiselt,

log,b=c, kui ac=b

Et arvu logaritm alusel a tihendab astendajat, millega arvu a
astendades saame b, siis peab kehtima samasus :

alogabzb
Naiteid.
1. 2log, 7=7,
i il P |
Hlog; 2 =§‘ .

810g2 i (23) log, 3 — (210g2 3) 3 =33=97.
Hlogs 4+log; 3 —Flog; 4. Flogs3—4.3=19.
qlog, 8—log, 2—=glog, 8 : glog, 2—-8 : 2—4,

oo W
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Ulesandeid.

232. Leia aste ja avalda saadud vordusest astendaja.

3 12
a9 d) (—=3)3 g) 4°
b) 25 e) (—2)6 h)y 27%
c) 5 f) (—4)3 i) 16%
233. Leia:
a) logs25 e) log, 16
1 1
b) 10g2§ f) logsﬁ
c) logy 81 g) logs 36
d) logn 121 h) 10g5 125
234. Leia: ,
a) log749  b) logzay ¢) 1ogs216  d) logs8l

e) logs 625 f) logss625 g) logse 729 h) logs 64
235. Leia x.

a) log3$=x d) log62]1—6=x
I 1
b) log4a= e) log7m=x
1
c) logg,f%5 =% f) loggsﬁ=x
236. Leia x. _
a) logs\/§=x d) logsl=x
S
b) logsV4=x e) loggl=x
c) logsb6=x f) logsl=x
237. Leia x, kui
a) logy x=35; b) log 4=x; c) log,2=2;
7
d) log x=—3; ¢ logs §=*; f) log,0,125= —2;
:
g) logs x=4; h) logos 10=x; i) log,8=1.
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238. Leia:
a) Qlog, 8; b) 3log, 9; C) 3610g62; d) 95log; 3; e) 8110g9 T

239. Kirjuta arv 5 arvude 3, 7 ja 2 astmena.
240. Kirjuta arvud 11, 8, 7, u, v, arvu a astmena.

241. Lihtsusta.

a) 310g3 5+log, 7 d) 9 log, 18-log, 3—log, 2
b) 510g5 12—logg 4 e) 22+log2 5
C) alogn 2+log, 3+log, 4 f) 4—log2 6

5.6. LOGARITMFUNKTSIOON.

Kui eksponentfunktsiooni y=a* vaadelda vorrandina, kus
tundmatuks on x, siis, nagu juba teame, saame lahendiks x=1log, y.

Et vorduses y=a* vastab x igale vdirtusele iiks kindel y
vaartus, siis y on x funktsioon. Antud juhul v6ib seost y=a* vaa-
delda ka sellise vordusena, kus igale lubatud y védartusele vastab
iiks kindel x vdartus. Nditeks, kui y=1, siis x=0; kui y=a3, siis
x=3 jne. Seega vo0ib Oelda, et ka x on y funktsioon.

Eelnevast selgub, et vordus x=1log, y kujutab x ja y vahelist
funktsionaalset soltuvust, kus argumendiks on y ja funktsiooniks x.
Kui kujunenud tava kohaselt tdhistada argument tdhega x ja funkt-
sioon tdhega y, saame

y=log, x,
mida nimetatakse logaritmfunktsiooniks.

Logaritmfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni log,x, kus
a>0 ja a#l.

Logaritmfunktsiooni y=1log,x saime eksponentiunktsioonist
y=a* sel teel, et vahetasime argumendi ja funktsiooni. Selliseid
funktsioone nimetatakse teineteise podrdfunktsioonideks. Seega on
logaritmfunktsioon eksponentfunktsiooni poérdfunktsioon ja vastu-
pidi — eksponentfunktsioon on logaritmfunktsiooni péordfunkt-
sioon. .

Koostame niiiid eksponentfunktsiooni y=10* ja tema poérd-
funktsiooni y=Ilog x vastavate véartuste tabelid:
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x .S i ) =5 0 ' 1 l 2 3
P PR ds 1.3 1 10 | 100 | 1000
o 1000 100 10

1 1 1
x o ‘ S5 G 1 10 | 100 l 1000
y=log x -3 | -2 —1 0 1 ‘ 2 l 3

Neist tabeleist ndeme, et kui iitht vordustest y=10* voi y=
=logx rahuldab arvupaar (1; 10), siis teist rahuldab arvu-
paar (10; 1). Uldiselt, kui eksponentfunktsiooni y=a* rahul-
dab arvupaar (m; n), siis logaritmfunktsiooni y=Ilog,x
rahuldab arvupaar (n; m). Kui votame funktsiooni y=a*
graafikul punkti P(m; n), siis leidub poordfunktsiooni y=Ileg,x
graafikul punkt Q(n; m). See tosiasi annab vbdimaluse kergesti
joonestada antud funktsiooni graafiku abil tema po6ordiunktsiooni
graafikut, sest

punktid (m; n) ja (n; m) on siimmeetrilised sirge y=x suh-
tes.

Toepoolest, punkt P(m; n) asetseb sirgel x=m ja punkt
Q(n; m) sirgel y=m (joon. 55). Need molemad sirged 16ikuvad
punktis R(m;m) ja seega PR=QR=n—m. Et nurk ZPRQ on tiis-

1Y

=M

L

=% .08
VA - Joon. 55
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nurk ja sirge y=x on selle nurga poolitaja, siis ZPRS=ZQRS.
Summeetriliste punktide pohiomaduse jargi on siis punktid P ja Q
sirge y=x suhtes siimmeetrilised.

Et igale punktile (x; y) eksponentfunktsiooni y=a* graafi-
kul leidub vastav punkt (y; x) logaritmfunktsiooni y=1log, x graa-
fikul, siis joonestame koordinaatteljestiku, kus on juba olemas
eksponentfunktsiooni graafik ja sirge y=x, ning konstrueerime
selle sirge suhtes eksponentfunktsiooni graafikule siimmeetrilise
kovera. Joonistel 56, 57, 58 ja 59 ongi nii konstrueeritud funkt-
sioonide y=logy x, y=log; x, y-—-logj_ x ja y=log,K x graafikud.

2 3

Y l=3x
Y e "o

I
y ,/ /y=x ! b
/

Joon. 56.

Joon. 57.
g Yy
11X
v v
\\ 8 18 Y=x
\ ol \ / :
\ \ / :
\ \
B \\ :
\\ \3
\\ \\
b e X d i x
2 /1 4 [] W e 8
/ -2 <21
Y=logy x
=I 5
y oyi" o
Joon. 58. Joon. 59.

9 Matemaatika X kl.
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242,

243.
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Eksponentfunktsiooni uurimise tulemuste ja logaritmfunkt-
siooni graafiku pohjal voime fikseerida logaritmfunkisiooni oma-

dused:

1)

2)
3)

4)

5)

6)

logaritmfunktsiooni mddramispiirkonna  moodustavad
koik positiivsed reaalarvud;

logaritmfunktsioon pole ei paaris- ega paaritu funkisioon;
logaritmfunktsiooni nullkohaks (s. t. vorrandi log,x=0
lahendiks) on x=1;

kui a>1, siis on logaritmfunktsiooni positiivsuspiirkon-
naks x>1 ja negatiivsuspiirkonnaks 0<x<1; Kkui
0<a<1, siis on logaritmfunktsiooni positiivsuspiirkon-
naks 0<x<1 ja negatiivsuspiirkonnaks x>1;

kui a>1, siis on logaritmfunktsioon kasvav xiga vdirtuse
korral;

kui 0<a<1, siis on logaritmfunktsioon kahanev x iga
véadrtuse korral;

logaritmfunktsioonil pole ekstreemumkohti.

Ulesandeid.

Leia jargmiste funktsioonide p66rdfunktsioonid.

a) y= %x-—S d) y=3x? ) y=$x2+ g-x-Z

2 13 : :
b) y=—3x+3 e) y=—4x2+6 h) =3

c)

3—x

y=352¢+176 1) y=20—3x i) y=o

Uuri jargmiste funktsioonide poordfunktsioone.

Ko
a) y=x° b) y=—2x2 c) y=vx?
Selleks: 1) joonesta antud funktsiooni graafik;

2) joonesta peegeldusteisenduse abil poordiunktsiooni
graafik;
3) uuri poordfunktsiooni tema graafikule tuginedes.




5.7. KORRUTISE, JAGATISE, ASTME JA JUURE
LOGARITM.

1. Korrutise logaritm.

Ulesandeks on avaldada korrutise logaritm tegurite logarit-
mide kaudu. Selleks kirjutame arvud u ja v arvu a astmena:

alogg 4 — u,
alogs =y,

Siit saame, et

uv=qlog, 4. glog, v=alog¢ u+log, v,

Seega,

log, uv=1log, a'°8. 4+log, *=]og, u+log, v.

Niisiis,

log,uv=Ilog,u+log,v

Korrutise logaritm vordub tegurite logaritmide summaga.

2. Astme logaritm.
El
un= (@logs u)n=qgn log, u,
siis
log, u"=1log, a® 1°8. “=n log, u.

Seega,

log,u"=nlog, u

Astme logaritm vordub astme aluse logaritmi ja astendaja
korrutisega.

3. Jagatise logaritm.

Et loga%=log.a (uv—'), siis, kasutades korrutise ja astme
logaritmi, saame:

log, % =log,u+log,v-'=log, u—log,v.
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Niisiis,

-~

log, —:- =log,u—log,v

Jagatise logaritm vordub jagatava logaritmi ja jagaja
logaritmi vahega.

’

4. Juure logaritm. A

Et juurt saab avaldada murrulise astendajaga astmena ja

astme logaritmi oskame juba leida, siis

n__ L logs u
logsVu=log,u” =7 logau=","*

Seega,

digsrAhie
log, \/u=;loga u

Juure logaritm vordub juuritava logaritmi ja juurija jaga-
tisega.

Teades, kuidas leitakse korrutise, jagatise, astme ja juure

logaritmi, saame lahendada mitmesuguseid iilesandeid.

244.
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*Niditeid. Teades, et log:8=3 ja logs4=2, leia

log, 32, log2 2, log; 64 ja log, V8.

a) logz32=1log:(8-4) =log;8+logs4=3+2=5,
b) log;2=logs(8: 4) =logs8—logs4=3—2=1,
¢) log,64=log,4°=3log,4=3-2=6,

d) log; V8=3logs8=1-3=15.

Ulesandeid.

Teades, et log,b=6 ja log, c=4, arvuta:

1) loga(be), 5) logab2

2) loga +, 6) log. Ve,

3) log,c?, 7) log.(a-b),
W L a2

4) log, Vb, 8) loga7.




5.8. AVALDISE LOGARITMIMINE JA
POTENTSEERIMINE.

1. Avaldise logaritmimine.

Avaldise logaritmi vailjendamist avaldises esinevate arvude

logaritmide kaudu nimetatakse avaldise logaritmimiseks.

Avaldiste logaritmimine toimub eelmises paragrahvis toesta-

tud nelja teoreemi rakendamisega.:

Nidide 1. log a—cb=logab—‘Iogc=loga+logb—log c:
Nédide 2. logZ:‘Z/T—C =loga€/—c—log b2d—loga+log\3/?——
—(logb2+logd)-—loga+ logc—(210gb+logd)
=loga+§logc—210gb—]ogd.

Murdavaldise logaritmi leidmine muutub Ilihtsamaks, kui

murdavaldise esitame tdisavaldisena, kasutades selleks negatiiv-
seid astendajaid. Ka juuri on soovitav kirjutada murrulise asten-
dajaga astmetena.

245.

246.

247.

Ulesandeid.

Leia jargmiste avaldiste kiimnendlogaritmid:

07a2 a+b e +5
§) — 6) avb® . 7) V;y—

. ok lasb)? .(a+b)d =2l 1St d%c

) abe 2) a%x 3) 2 4)

Leia jargmiste avaldiste kiimnendlogaritmid:

i 5 —
TN TP R V =
.4

a-! —% a%‘ -%'
. gl

5
X
6) _lg_;
c
Teades, et log2=0,3010, log 3=0,4771, log 5=0,6990 ja
log 7=0,8451, arvuta:
1) logl4 log 35; log14 log 0,4; log 25.

2) logs, log 125; log \/7 log 5%

4)

c
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248.

Kasutades iilesandes 247 antud arvude logaritme, arvuta:

1) log(2-3:7) 2) log 23 3) log(3?-V5)
< i
5. V7 1
4) IOgT 5) logzs.‘/E

2. Potentseerimine.

Alajaotuses 5.7. toestatud teoreemidest jareldub:
1) log, u+log,v=1log, uv.
Logaritmide summa vordub korrutise logaritmiga.

2) log,u—log, v=Ilog, s.
Logaritmide vahe vordub jagatise logaritmiga.

3) nlog,u=log, u

Arvu ja logaritmi korrutis vordub astme logaritmiga.

O0Za U

4) %logau=] .- =loga\/z

Logaritmi ja arvu jagatis vérdub juure logaritmiga.

Avaldise leidmist tema logaritmi jiargi nimetatakse potent-
seerimiseks.

134

Nidide 1. log, x=2log,m+3log,n—>5log, k.
Missuguse avaldisega vordub x?
Lahendus. log, x=log, m?+log, n®—log, k5,
log, x=1og, m2n®—log, k5;

m2n3
log. x= logakT ;

m2n®
== -—k—s———-_
Nadide 2. Millega vordub x, kui logx=loga+2logb—

—-%log(c+d)?

Lahendus. logx=Iloga+logb2—logyc—d,
ab?

Ve—

log x=1log

d
ab?

Ve—d

==




Nadide 3. Leida x, teades, et logx=2log3+3log2. -
Lahendus. logx=Ilog 32+ log 23=log 32 28=log 72.

x=72

Ulesandeid.

249. Potentseerida.

1) 5log2 5) log 5+log 2

2) 6log3+3log4 6) log12—log 4

3) %(2 log a+2 log b—log c) 7) 2loga+3logb

; 2

4) %log a+2logb—3logec &) %log 16+%log8
250. Missuguse avaldise logaritm on:

1) log,s+log,t, 5) 2log,k,

2) log,r—log, m, 6) % log,d,

3) 1+log,b, : 7) :;-log,,b,

4) log, b—2, 8) —log,c??

5.9. KUMNENDLOGARITMI OMADUSED.

Rakendades teoreemi korrutise logaritmist ja teades,
et log 2=0,3010, saame arvutada log 20; log 200; log 2000; log 0,2;
log 0,02; log 0,002 jne.

log 20=1og (10 - 2) =log 10+1log 2=1+0,3010=1,3010;
log 200=1og (100 - 2) =log 100+ log 2=2+0,3010=
=2,3010 jne.
log 0,2=1og(0,1 - 2) =log 0,1 +log 2= —1+40,3010=
= —0,6990.
—0,6990=—140,3010 asemel aga kirjutatakse 1,3010 (loe:
iiks miinusega koma 3010).

Niisugust kimnendmurdu, mille tiisosa on negatiivne, murd-
osa aga posiliivne, nimetatakse poolnegatiivse kujuga arvuks.
log 0,02=10g (0,01 - 2) =1log 0,01 +log 2= —2+0,3010=

=2,3010.
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Teades, et log 3,728=0,5714, voime samuti leida, et

log 37,28=1,5714; - log 0,3728=1,5714;
log 372,8=2,5714; log 0,03728 =2,5714;
log 3728=3,5714; log 0,003728=3,5714 jne.

log 37280=4,5714 jne.

Esitatust selgub, et arvu kimnendlogaritm on kiimnendmurd,
mille tdisosa soltub koma asukohast antud arvus ja alati posi-
tiivne murdosa soltub arvu tivest.

Kiimnendlogaritmi tdisosa ja murdosa nimetatakse vastavalt
ka tema karakteristikuks ja mantissiks.

Toodud néidete pohjal voime Gelda, et

a) arvust 1 suurema arvu kiimnendlogaritmi tdisosa on posi-
tiivne ja vordub (n—1)-ga, kui arvul on n numbrit koma ees;

b) arvust 1 vdiksema arvu kiimnendlogaritmi tdisosa on
negatiivne ja selle absoluutvddrtus vordub nullide arvuga tive ees
(koma ees seisev null kaasa arvatud).

Néiteks arvu 287,4 kiimnendlogaritmi tdisosa on 2, sest koma
ees on kolm numbrit. Arvu 0,00047 kiimnendlogaritmi tdisosa on

4—, sest tiive 47 ees seisab neli nulli.

Ulesandeid.

251. Maiidra jargmiste arvude kiimnendlogaritmide tidisosad:
1) 32,4; 300; 4,576; 6; 0,643; 0,0007; 1,008; 100.
2) 23000 000; 0,0080; 0,001; 682 397; 0,00006602; 1,5788.

5.10. TEHTED POOLNEGATIIVSETE ARVUDEGA.

Et kirjutada poolnegatiivse kujuga arvu negatiivse arvuna,
selleks lildame negatiivse tdisosa positiivse murdosaga.
Naiteks:

2,7409= —2+0,7409= — 1,2591,

'1,7880= —1+-0,7880= —0,2120,

'3,0336= —34-0,0336 =—2,9664 jne.

Kui tahame negatiivset arvu kirjutada poolnegatiivsel kujul,
toimime nii:
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—1,2591 = —1—0,2591 = (— 1 — 1) + (—0,2591 +1) =
= —2+40,7409=2,7409.

Siit selgub, et negatiivse arvu téisendamisel poolnegatiivseks
peame tdisosaga liitma —1 ja murdosa asemele kirjutama tema
tdienduse iiheni. Lithidalt kirjutame:

—I+1 ik

—1,2591 =2,7409,

I on
—2,4240=3,5760,
—I41 i
—0,6605=1,3395 jne.
Ulesandeid.

252. Teisenda alljdrgnevad poolnegatiivsed arvud negatiivseiks:
1) 1,4462; 2,0738; 5,6804; 1,2480; 3,0073. :
2) 1,0008; 1,6200; 4,7000; 2,2219; 6,3040.
3) 1,5999; 2,9990; 3,3001; 4,0048; 1,8548.

253. Teisenda alljargnevad negatiivsed arvud poolnegatiivseiks:

1) —3,7082; —2,0563; —1,8455; —0,6639; —0,0470.

2) —0,5861; —2,0009; —4,9991; —0,2; —5,76.

3) —3,408; —4,4000; —0,02; —1,0001; —4,4739.

*

Poolnegatiivseid arve saab liita ja lahutada nagu kiimnend-
murde, kirjutades need iiksteise alla nii, et vastavad jargud olek-
sid kohakuti. Siinjuures ei tohi aga unustada, et tidisosad on nega-
tiivsed!

Niaide 1.

2,8647
+1,7438

"2,6085.

Téisosade liitmisel peame silmas, et kiimnendike liitmisel
saime 16 kiimnendikku. Siit saame iihe positiivse iihelise,
mille lildame antud tdisosadega

I (=) + (=) ==2
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Nidide 2.

| 1,7608
—2,9462
0,8146

Téisosade lahutamisel peame silmas, et kiimnendike lahdta-
miseks oli vihendatavas vaja iiks iiheline peenestada kiimnendikeks
(seda tdhistab punkt vdhendatava tdisosa kohal). Selle tulemu-
sena muutus vdhendatava tdisosa ithe vorra viiksemaks. Seega
pérast kiimnendike lahutamist on vdhendatava tdisosa —2 ja vahe
tdisosa on :

—2—(—2)=0.
Nadide 3.

92,7648
—4,4766

_?,2882

Ulesandeid.

254. Soorita alljargnevad tehted:

1) 1,7446+0,8367 2) 4,6385—2,8856
"1,5834 +0,4293 1,9074+1,5229
2,6737—1,4636 '2,1788—5,0669
0,6351 —2,9442 '3,4467 —1,6262.

3) 1,773542,68494-2,5327
4,3374+5,5228+1,5781+0,6117
73,0805 +4,5901 +5,3306 42,7717 40,4862
0,8840+8,6162 44,5287 + 5,5613 +3,7494

*

Poolnegatiivsete arvude korrutamisel ja jagamisel teisen-
dame need iildiselt enne negatiivseteks, sooritame siis korrutamise
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vOi jagamise ja muudame tarbe korral saadud vastuse uuesti pool- -
negatiivseks.

Niiteid. 1) 1,2-3,4675=1,2-(—2,5325) = —3,0390=
=4,9610.
2) 2,8896:24=—1,1104:2,4=—0,4627=
=1,5373.
Erijuhtumeil, kui korrutaja voi jagaja on naturaalarv, saab

poolnegatiivseid arve korrutada ja jagada negatiivseiks teisenda-
mata. .

Niide. 3-4,7708=10,3124.
Peame silmas, et 3:(—4) =—12 ja 2 meeles annab —10.

Kui negatiivne tdisosa jagub jagajaga, saame poolnegatiiv-
set arvu kohe jagada.

Niide. 64672 :2=3,2336.

Kui negatiivne {disosa ei jagu jagajaga, siis poolnegatiivse
arvu kirjutame negatiivse tdisosa ja positiivse murdosa summana.
Seejérel tdiendame tdisosa negatiivse arvuni, mis jagub jagajaga.
Positiivse murdosaga liidame aga selle tdienduse vastandarvu, et
summa ei muutuks, ja sooritame siis jagamise.

Lh —2+4-2
Niide 7,6438:3=(—7+0,6438): 3=
=(—9+2,6438): 3=
=—3+0,8813=38813.

Kasutades lithemat kirjutusviisi, saame viimast iilesannet
fahendada ka nii:

—242
7,6438 : 3=3,8813,

kusjuures positiivne tdiendus tuleb moelda murdosa ette.
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Ulesandeid.

255. Soorita alljdrgnevad tehted:

1) 22,1323 2) 1,5472 : 2 3) 2,7567: 6
3-3,8813 '8,4666 : 2 14,6735 : 5
4.1,7633 4,0833:3 5,1852 : 4
71,8043 09,4572 : 4 3,0051: 3

4) 14766:0,2;  25-15825;  7,5-3,7604

5.11. LOGARITMIDE TABELID.

Eespool niagime, et kui

x%=100, siis log x=2;
x=1000, siis log x=3;
x=2, siis log x=0,3010 jne.

Siit ndeme, et kui avaldises log x vaadelda x muutuva suuru-
sena, siis igale x vaartusele vastab avaldise log x kindel vaartus.
See aga tdhendab, et avaldis log x on muutuva suuruse x funkt-
sioon. Valemi kujul kirjutatakse seda jargmiselt:

y=log x,

kus y on funktsioon ja x argument. Sellist funktsiooni nimetasime
logaritmfunktsiooniks.

Kuna kiimnendlogaritme kasutatakse laialdaselt arvutustocs,
siis t00 lihtsustamiseks on koostatud kiimnendlogaritmide tabelid.
Kuna kiimnendlogaritmi tdisosa on leitav peast, siis on tabelisse
kantud ainult logaritmide murdosad. Vastavalt sellele, mitme
kohaga on murdosa antud, nimetatakse logaritme ja ka tabeleid
kolme-, nelja- jne. kohalisteks. Tabeli valik soltub arvutustéo tap-
susest. Et neljakohalised tabelid on piisavad enamiku igapdevases
elus esinevate iilesannete lahendamiseks, siis vaatleme ainult neid.

Koolis kasutatava V. Bradise logaritmide tabeli abil saab
leida iilimalt nelja tiivenumbriga arvu kiimnendlogaritmi murd-
osa. Kui arvul on rohkem tiivenumbreid, siis timardame selle
neljale tiivenumbrile.

Naiteks: 27,4683~ 27 47.
397 732=397 700 jne.
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Selgitame arvu kiimnendlogaritmi murdosa leidmist naite

varal.
Viljavéte neljakohaliste logaritmide tabelist.

N CEENe RS AR 9 {28 AR
20 | 3010 3032 3054 3075 309 ... 3201 | 24 6 8 ... 19
21 | 3222 3243 3263 3248 3304 ... 3404 2.4.6 8 .. 38
22 | 3424 3444 3464 3483 3502 ... 3508 2.4 6.8 ... 47
23 | 3617 3636 3655 3674 3692 ... 3784 $legyln

Paranduste tabel

Tabeli esimesse, N-ga tdhistatud veergu on triikitud arvu esi-
mene ja teine tiilvenumber, esimesse ritta aga kolmas tiivenumber.
Sisenedes arvu kolme esimese tiivenumbri jargi tabelisse, leiame
tabeli seest arvu kiimnendlogaritmi murdosa.

Naiteks arvu 214 logaritmi murdosa on 3304,

50282 5 5 ,» 3655,
» 20,4 - 5 . 3096,
o 2209 - 5 BEsis )] 3
(1522 3 5 . 3424,
LT i & ,» 3010 jne.

Kui arvul on neli tiivenumbrit, siis kasutame arvu logaritmi
murdosa leidmiseks paranduste tabelit.

Algul leiame logaritmi murdosa arvu esimese kolme tiive-
numbri jdrgi, siis siirdume samal real paranduste tabelisse, kus on
triikitud neljandale tiivenumbrile vastav parandus.

Niiteks arvu 2234 puhul saame 223 jirgi murdosa 3483 ja
paranduste tabelis 4 jargi paranduse 8. Seega arvu 2234 logaritmi
murdosa on 3483+8=3491. Samuti leiame, et

arvu 2321 logaritmi murdosa on 3657,

21002 % 4 o014,
S .9199 5 = ,, 3422,
» 20,43 i = i 8102,
o 2094 " o 029 jne.
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Arvu kiimnendlogaritmi méiramisel leiame tabelite abil arvu
kiimnendlogaritmi murdesa, kiimnendlogaritmi tdisosa aga leiame
peast. Sel teel saame néiteks, et

log 2234 =3,3491,
log 2,002=0,3014,
log 0,02303=2,3623,
log 209,1=2,3203.

Ulesandeid.

256. Leia alljargnevate arvude kiimnendlogaritmid.
1) 2,565; 67,3; 52; 40; 0,4; 0,0308; 0,01.
2) 28,62; 0,6323; 2,646; 705 200; 0,004508; 1,006.
3) 1,5848; 17 523; 832 960; 60 953; 0,0079527; 1,0008.

5.12. ARVU LEIDMINE TEMA KUMNEND-
LOGARITMI JARGI.

1. Arvu kiimnendlogaritmi leidmise pddrdtehteks on arvu
leidmine tema kiimnendlogaritmi jargi, mida nimetatakse anti-
logaritmi leidmiseks.

Vorrandi
log x=a

lahendamine nouab kiimne astendamist arvuga a. Selleks vdime
kasutada logaritmide tabelit, kusjuures antud kiimnendlogaritmi
a murdosa otsime tabeli seest ja kui see on leitud, siis saame x
tiivenumbrid lugeda tabeli dédrtelt. Koma asukoha aga méiirame
kiimnendlogaritmi tdisosa jérgi.

Leiame néiteks x, kui log x=1,3464.

Leidnud tabeli seest kiimnendlogaritmi murdosa 3464, saame
tabeli dértelt lugeda x tiilvenumbrid 222. Koma asukoha méairame
sellise kaalutlusega, et otsitava x kiimnendlogaritmi tdisosa oleks
1. See aga saab olla 1 ainult siis, kui x tdisosas on kaks numbrit.
Seega

Xr=2279
Leiame x, kui log x=0,3681.
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Kui oleme kindlaks teinud, et kiimnendlogaritmi murdosa
3681 asub tabeliarvude 3674 ja 3692 vahel, siis mddrame paranduse,
mis tuleb liita vdiksemale tabeliarvule, et saada antud kiimnend-
logaritmi murdosa. Kdesoleval juhul on see 3681 —3674=7. Siir-
dudes real, millel seisab vdiksem tabeliarv 3674, paranduste tabe-
lisse, otsime sealt 7-ga vordse voi 1ahima paranduse; selle paran-
duse veerunumber annabki meile arvu neljanda tiivenumbri 4.

x=2,334.

2. Kiimnendlogaritmi jargi arvu leidmist holbustab veelgi
antilogaritmide tabel

Viljavdte antilogaritmide tabelist.

m 0 1 2 3 Ve oy el
40 9512 92518 2523 2520 ... 2564 | 1 1 2 5
'41 2570 2576 2582 2588 ... 2624 |1 1 2 5
42 2630 2636 2642 2649 ... 2685 | 1 1 2 6
43 2692 2698 2704 2710 ... 2748 | 1 1 2 6

Paranduste tabel

Selle tabeli esimesse m-ga tahistatud veergu on triikitud arvu
kiimnendlogaritmi murdosa kaks esimest numbrit ja esimesse ritta
kolmas number.

Sisenenud tabelisse kiimnendlogaritmi murdosa kolme esi-
mese numbri jdrgi, leiame tabelist arvu tiivenumbrid, millele tuieb
veel liita kiimnendlogaritmi murdosa neljanda numbri jargi saadud
parandus paranduste tabelist.

Niiteks leiame antilogaritmide tabeli abil x, kui
log x=2,4123.

Kiimnendlogaritmi murdosa esimese kolme numbri 412 jargi
leiame tabeli seest tiivenumbrid 2582. Samal real paranduste tabe-
list saame kiimnendlogaritmi murdosa neljanda tiivenumbri 3
jargi paranduse 2. Seega on otsitava x tiivenumbrid 2584. Méira-
nud kiimnendlogaritmi tdisosa (2) jargi koma asukoha, saame, et

x=258,4.

°
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Samuti leiame, et kui

log x=0,4101, siis x=2,571,
log x=2,4333, siis x=0,02712,
log x=4,4009, siis x=25 170,
log x=1,0377, siis x=0,1091,
log x=1,0086, siis x=10,20 jne.

Ulesandeid.

257. Leia x, kui:

1) log x=2,5478; log x=1,8035; log x=0,1703.
2) log x=3,3350; log x=/4,8751; log x=2,9317.
3) log x=1,0622; log x=0,0096; log x=1,0007.
4) log x=5,7762; log x—=4,6068; log x=3,4004.
5) log x=0,0520; log x=4,6000; log x=2,9746.

5.13. ARVUTAMINE KUMNENDLOGARITMIDE ABIL.

Kiimnendlogaritmide kasutamine arvutamisel holbustab t66d,
sest korrutamine taandub liitmisele, jagamine — lahutamisele,
astendamine — korrutamisele ja juurimine — jagamisele. Arvu-
tustulemuste tdpsus neljakohaliste murdosadega kiimnendlogarit-
mide kasutamisel ei {ileta kiill nelja tiivenumbrit, kuid tavaliselt on
selline tdpsus piisav.

Kiimnendlogaritmide rakendamist arvutamisel selgitame
mone konkreetse nédite varal.

Nédide 1. Leia korrutis

x=29,78 - 6,546.

Rakendades teoreemi korrutise logaritmist, saame
log x=1log 29,78 +log 6,546.

Tabelist leiame log 29,78 ja log 6,546 viirtused:
log x=1,4740+0,8160=2,2900.

Antilogaritmide tabelist leiame kiimnendlogaritmi murdosa 2900
jargi x titvenumbrid 195. Et karakteristik on 2, siis peab arvu tais-
osa olema kolmekohaline, seega
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x=195.

% . T636-08445
Nidide 2. Arvuta: x= 42.94-92.706 °

Kirjutame murdavaldise tdisavaldisena
x=763,6-0,8445-42,94-1-2,706!
ja logaritmime
log x=1log 763,6 +log 0,8445—log 42,94 — log 2,706._
Kui oleme tabelist leidnud arvude kiimnendlogaritmid, saame:
log x=2,8828+1,9266— 1,6329—0,3423 = 0,8342.
Antilogaritmide tabelist leiame, et
x=6,826.
Nédide 3. Arvuta:
o 008742 @ .
1,488%- v 0,00547

Esitanud murdavaldise tdisavaldisena ja juured murruliste
astendajatega astmetena, saame

i
x=0,08742- 68150 . 1 488—4. 0,00547 2.
Edasi leiame avaldise logaritmi:
log x=2log 0,0874+-§Iog 68150—4 log 1,488 — %log 0,00547.

Arvutuste kdepdrasemaks muutmiseks koostame tabeli.

N log N n n-log N
0,0874 | 29415 2 "3,8830
2
68150 | 4,8334 3 3,2223 log x1.5469:
x=35,15
1,1053
1,488 0,1726 4 0,6904
0,00547| "3,7380 % "2,8690
71,5594
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Tabelis arvutame esiteks positiivsete liikmete summa ja tei-
seks negatiivsete liikkmete summa. Lahutanud positiivsete liikmete
summast negatiivsete liikmete summa, saame logx véartuse.
Lopuks leiame antilogaritmide tabelist x vaartuse.

Ulesandeid.
258. 1) 68,4-3,764 2) 459,2-0,08063
3) 65410-0,01728 4) 17,66-1,8647
5) 56397 - 0,8804365 6) 1,7588-0,4294
15,3 - 1,206 04921 -75,8
e b 448 2) 0,1422
46083 29,61 - 0,0532
3) &a5-072 1) 08177- 1634
1 0.1
%) 3333-0,000 6) 3667036664
260. 1) 8 8035: 0, 6146‘ 2) DL 9% (L hHZ%'E
Tl S s o
3) \/5713:\/9417 4) /10: /1000
5) 62,4- 17,82 g e L i
V0,0142
3 Waitict=
261, 1) 1485 VOS08 g) 686 VEGT.I
i MG YILT0 11,42 - vﬁﬁﬁ
3
) 06240 VOOSH05 T52 ) 0004492- v {75002
0,8689 - V226,2- 0,78 G 55 5% L0 00600
5) Vﬁe_zw V0,52 6) VooieT
12,8

0,0728¢ - V3000496

262. Torni katus on ruudukujulise pohjaga korrapirane piiramiid.
Leia katuse pindala, kui pohiserv on 6,78 m ja kiilgtahu apo-
teem 8,06 m.

263. Koonuse pohja diameeter on 522 mm ja korgus 472 mm. Leia
koonuse ruumala.

264. Kera raadius on 8,27 cm. Kui suur on kera ruumala?

265. Vagonett soidab paigalseisust 1 minuti ja 13 sekundi kestel

kallakust alla kiirendusega 14,8 c—g Kui pika tee labib vago-
nett selle ajaga ja milline on vagoneti kiirus tee 16pul?
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*

Kui avaldises esinevad liitmise ja lahutamise tehted, siis
peame need sooritama eraldi, sest summat ja vahet ei saa loga-
ritmida.

3
Niided. goie 40392
Selle iilesande lahendamisel arvutame algul logaritmide abil
esimese ja teise liikme eraldi ja siis liidame tulemused.
Teosta nimetatud tehted!
% 84,17V 36,422— 17,852
Ndide 5. . 7263 =
Selle iilesande lahendamisel arvutame ruutude tabelite abil

36,422—17,85%, miille tulemusena saame juba logaritmitava aval-
dise.

Ulesandeid.

266. Arvuta:
1) v3,4422—0,678882

3

2) V?ggg 422(;2?2 3) I/l4+ \/E 4) : 3,643\/—18,T—6&i—

81—-VI170 15,62V 3,974+ 8,693%

267. Arvuta iilesannete 262 ja 263 andmete pohjal torni katuse-
aluse ruumala ja koonuse tidispindala.

5.14. LOGARITMILINE SKAALA.

Koordinaatteljestikus kujutatakse argumendi ja vastava
funktsiooni viaartusi -kahe arvtelje — abstsisstelje ja ordinaat-
telje abil.

On olemas vote argumendi ja funktsiooni vastavate vaartuste
graafiliseks kujutamiseks iihe arvtelje abil. Selleks paigutatakse
parast mootithiku valimist arvteljele alguspunktist alates 15igud,
mille pikkused kujutavad funktsiooni vaartusi; nende I6ikude 1Gpp-
punktide juurde aga kirjutatakse argumendi vastavad viartused.
Funktsiooni vaidrtusi joonisele ei kirjutata, sest need on l6igu
pikkustena moodetavad. Sel teel saadaksegi pilt nii argumendi kui
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ka funktsiooni vastavatest vairtustest ithelainsal arvteljel. Nii-
sugust arvtelge nimetatakse funktsiooni astmikuks ehk
skaalaks.

Valmistades funktsiooni y=Ilog x skaala, saame logaritmilise
skaala.

Selle skaala ehitamiseks koostame esmalt funktsiooni
y=1log x viirtuste tabeli, imardades logaritmide vaartused kahe:
numbrini koma jarel.

x log x X log x x log x
1 0,00 10 1,00 100 2,00
2 0,30 20 1,30 200 2,30
3 0,48 30 1,48 300 2,48
4 0,60 40 1,60 400 2,60
5 0,70 50 1,70 500 2,70
6 0,78 60 1,78 600 2,78
7 0,85 70 1,85 700 2,85
8 0,90 80 1,90 800 2,90
9 0,95 90 1,95 900 2,95
10 1,00 100 2,00 1000 3,00

Kui valida mootithikuks 1 dm, siis saame log 2 puhul loigu
pikkusega 3 cm, log 3 puhul 4,8 cm, log 10 puhul 10 cm, log20
puhul 13 cm, log 30 puhul 14,8 cm jne. Paigutades koik need 16igud
iihisest alguspunktist alates arvteljele ja kirjutades nende Ioikude
otspunktide juurde vastavad argumendi x védartused, saame loga-
ritmilise skaala. See skaala on osade kaupa paigutatud jooni-
sele 60.

Nagu néha, skaala vahemikus 1-st 10-ni on samasuguse
kujuga nagu vahemikus 10-st 100-ni v6i vahemikus 100-st 1000-ni,
sest logaritmide viddrtused teises tulbas erinevad esimese tulba

1 2 3 4 5 6 7.8 810
10 20 30 40 50 60 70 80 90100
R
100 200 300 500 500 600 700 800 00 1000
Joon. 60.
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logaritmide vastavatest vdartustest ithe vorra ja kolmanda tulba
vaartused — kahe vorra.

Logaritmilist skaalat vahemikus 1-st 10-ni nimetatakse loga-
ritmiliseks pohiskaalaks, sest ta kujutab iihtlasi ka funktsiooni
y=Ilog x skaalat vahemikus 10-st 100-ni, 100-st 1000-ni jne.; samuti
ka vahemikus 0,1-st 1-ni, 0,01-st 0,1-ni jne. Seetottu tuleb skaa-
lale margitud arvude all moista ainult argumendi x tiive. Niiteks
arv 2 voib tdhistada argumendi x vaartusi ... 0,02; 0,2;2; '20;
20050

Varem opitud korrutamine ja jagamine ning ruudu, kuubi,
ruutjuure ja kuupjuure leidmine arvutusliikati abil pole seni poh-
jendamist leidnud. Olles tutvunud kiimnendlogaritmidega ja loga-
ritmilise skaalaga, osutub see niiiid voimalikuks, sest arvutusliika-
tile triikitud skaalad K, A, B, R, C ja D on logaritmilised skaalad.

5.15. KORRUTAMINE LUKATI SKAALADE D JA C
ABIL.

Skaalat C saab viia {ihtima skaalaga D. Selles voib veenduda
otsese vordlemisega. Kui viia skaala C ja D esimesed kriipsud
ithtimisele, siis langevad ka koik nende iilejddnud vastavad kriip-
sud kokku.

Et holbustada liikatil teostatavate operatsioonide kirjelda-
mist, tdhistame erinevate skaalade jaotuskriipsu lithidalt skaala
tdhega, millele jargnevad jaotuskriipsule vastava arvu tiive-
numbrid.

Néiteks D-27 tdhendab skaala D jaotuskriipsu, mis vastab
arvule, mille tiivenumbrid on 2 ja 7, nditeks 2,7; 27; 270; 0,27 jne.
C-475 tdhendab skaala C jaotuskriipsu, mis vastab arvule, mille
tiivenumbrid on 4—7—05, nditeks 4,75; 47,5; 0,475 jne.

Selleks, et korrutada arve a ja b, paigutame C-1 D-a kohale
ja margime markijaga C-b. Arvude a ja b korrutise x leiame skaa-
lalt D markija alt.

Toestuseks vaatleme joonisel 61 kujutatud logaritmiliste
skaalade D ja C ning piistkriipsuga tdhistatud markija seisu, mil-
lest néhtub, et

log a+log b=Ilog x.
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c -
D o LY
T e o
log x
Joon. 61.
ogb | ‘gl-kgp
) ;3 10
1 x o LY
log % | 2
togo

Joon. 62.

Rakendades teoreemi korrutise logaritmist, saame
log ab=log x,

millest
ab=x.

Kui C-d peaksid sattuma véljapoole skaala D piirkonda, siis
viime C-1 asemel C-10 D-a kohale. Niisugust skaala C otste vahe-
tamist nimetatakse keele iileliikkeks. Peale iilelikke teosta-
mist on liikatil joonisel 62 ndidatud seis ja me leiame korrutise x
tiivenumbrid C-d kohalt skaalal D.

Toestuseks vaatleme joonist 62, millest nahtub, et
log a=log x+log 10—log b,
millest
log a+log b=log x+log 10.
Rakendades teoreemi korrutise logaritmist, saame

log ab=1log(x-10),

kust

ab=x-10
ja

ab

'1—0' =X.
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Nii esimese kui ka teise litkatiseisu puhul leiame liikatilt kahe
arvu a ja b korrutise tiivenumbrid. Koma asukoha aga médrame
vastuse ligikaudse hindamise teel.

Niiteks korrutades liikatil
12,78-1,28,

leiame esmalt vastuse kolm tiivenumbrit 3—5—6. Koma asukoha
maidramiseks iimardame 2,78~3 ja 1,28~1. Et 3-1=3, siis peab
vastus olema c

3,56.

: Tédpne vastus on 3,5584, mis erineb liikatil saadud vastusest:
0,0016 vorra.

Ulesandeid.

268. Kontrolli litkkatiga jargnevad korrutised:

1) 2,2-45 =990 2) 6,5-4,4 =286
37-1,8 =6,66 7,8-2,05=16,0
58+1,23=7,13 8,6-5,07=60,6
4,9 -2,02=9,90 32-57 =182

3) 13,5-28 =378 4) 3,78-0,64=2,42
256 -4,7 =1200 . 9256:0,072=184
48,5-333=16150 80,5 - 0,473 =38,0
208-7,2 =1500 0,082 - 0,407 =0,0334

269. Pohjenda jagamise operatsiooni (kui korrutamise péordope-
ratsiooni) teostamist liikatil.

270. Kontrolli liikatiga jargmised jagatised:

1) 53 :29 =1,825 2) 48 :72 =0,667
88 :3,7 =238 1,06:6,8 =0,156
6,55:4,5 =1,455 2,43 :2,85=0,853
3,07 :1,16=2,64 74 :9,05=0,818

3) 16,7 : 3,06=>5,46 4) 0,81 :3,72 =0,218
882 : 72 =12,25 62,5 :0,48 =130
63 :17,8=0,354 7,7 :0,0203=379
44 :960 =0,0458 0,505 : 0,065=7,77.
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5.16. RUUTUDE JA RUUTJUURTE LEIDMINE .
LUKATIGA.

Skaalade A' ja B peamine iilesanne ei seisne mitte korruta-
mis- ja jagamistehete teostamises, vaid arvu ruudu ning ruutjuure
leidmises. s

Vordleme skaalade A ja D kohakuti seisvaid arve (joon. 63).

Vordlus nditab, et skaala D arvudele vastavad skaalal A
nende arvude ruudud.

Toestuseks vaatleme kahte suvalist teineteise kohal asuvat
arvu y ja x skaalal A ja D (joon. 64). ;

Nende arvude kiimnendlogaritmidele log y ja log x vastavad
16igud skaaladel on vordsed. Kuna aga esimese 16igu kujutamisel
kasutatud iihik on kaks korda vidiksem teise 16igu kujutamisel
kasutatud iihikust, siis log y arvuline vdartus on kaks korda suurem
log x arvulisest vdartusest:

log y=2 log x.
Kuid siis

log y=1log x2
ja

=X

Sedasama voime toestada ka skaalade B ja C kohakuti seis-
vate arvude kohta.

A 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
0 1 2 ;| 4 5 R Al e
Joon. 63.

1 logy y 10 Eo
A
D & = » 0

log x

Joon. 64.
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Arvu ruudu leidmiseks paigutame mirkija skaala D vasta-
vale kriipsule ja arvu ruudu tiivenumbrid loeme skaalalt A mir-
kija alt.

Kui arv on iihekohalise tdisosaga, siis arvu ruut voib olla iihe-
voi kahekohalise tdisosaga. Kas arvu ruut on iihe- voi kahekohalise -
tdisosaga, seda ndeme otsekohe skaalalt A. Kui arv ei ole iihe-
kohalise tdisosaga, siis loeme skaalalt A ainult arvu ruudu tiive-
numbrid ja koma asukoha midarame hindamise teel. Koma asukoha
maddramisel voime rakendada ka ruutude tabeli puhul kasutata-
vat koma nihutamise votet. Selleks vaatleme arvu esmalt iihe-
kohalise tdisosaga arvuna ja leiame selle ruudu. Siis nihutame
arvus koma oigele kohale, vastuses aga teeme sama komanihutuse
kaks korda.

Nédide 1. Et leida 3542 leiame esmalt 3,542=12,5. Niiiid
nihutame arvus koma Gigele kohale, s. o. kahe koha vérra pare-
male. Arvu ruudus aga teeme sama komanihutuse kaks korda,
s. t. nihutame koma paremale nelja koha vérra ja me saame

3542=125 000.

Ndide 2. Samuti leiame 0,2082.

2,082=4,33,
0,2082=0,0433.

Ulesandeid.

Leia jargmiste arvude ruudud:

271. 4;7; 10; 17; 26; 3,16; 0,41; 50,5; 0,155.
272. 91,3; 88; 8,08; 0,0745; 2380; 667; 6,07; 0,137.

On arusaadav, et kui asetada mirkija skaala A mingile arvule,
siis peab maérkija all skaalal D olema arv, mis vastab skaala A
arvu ruutjuurele. Ruutjuure leidmisel peame skaala A esimese
poole arve lugema iihekohalise tdisosaga arvudeks, teise poole
arve aga kahekohalise tdisosaga arvudeks ja skaala D arve iihe-
kohalise tdisosaga arvudeks.

Joonisel 65 on ndidatud ruutjuurte leidmine nii Ghekohalise
kui ka kahekohalise tdisosaga arvudest.
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O B w26 % A% % 5 W

Joon. 65.

Arve, mis pole iihe- voi kahekohalise tdisosaga, muudame nii-

sugusteks koma nihutamisega kahe koha kaupa ja leiame siis
~ ruutjuure. Kui ruutjuur on leitud, siis viime arvus koma Ooigele
kohale tagasi, vastuses aga teeme sama komanihutuse kaks korda
vahem.

Niiteks /360 leidmisel nihutame mottes koma kahe koha

vorra vasakule ja leiame \/_3—,5=1,9. Siis viime arvus koma oigele
‘kohale, s. o. kaks kohta paremale, vastuses aga teeme sama koma-
nihutuse kaks korda vdhem, s. o. viime koma iihe koha vorra pare-

male. Seega, V360=19.

273.

274.

2975,
276.
o7 7 8

278.
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Samuti leiame veel, et 1/0,73=0,855; /66 000=257; '
V1780=42.2; 1/0,005=0,0707; /3850000 = 1960.

Ulesandeid.

Leia ruutjuured jargmistest arvudest:
1) 3,9; 39; 2,02; 202; 115; 0,115; 6000; 0,6.
2) 0,07; 0,7; 440; 82000; 0,0051; 1080; 920000.

Lahenda liikati abil jargmised {ilesanded:
1) 84246,75% 2) v32,52—-17,6%
3) 520+ \/425: 4) V v0,42—+/0,32.

Téisnurkse kolmnurga kaatetid on 425 m ja 380 m. Leia
hiipotenuus.

Téaisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 9,2 cm ja iiks kaatet
7,8 cm. Leia teine kaatet.

Vordhaarse trapetsi lithem alus on 17,6 m, pikem alus 28 m
ja haar 20,8 m. Leia trapetsi pindala. :
Vordhaarse kolmnurga iimbermddt on 68,6 cm ja haar
19,2 cm. Leia kolmnurga pindala.




279.

280.

Ringile on iihest ja samast punktist tommatud puutuja ja
loikaja. Loikaja vélisosa pikkus on 4,9 cm ja puutuja pikkus:

7,05 cm. Arvuta ringi raadius.

Arvuta korrapérase kuusnurga pindala, kui kuusnurga kiilje
pikkus on 5,6 m. ' '

Mirkus. Ruutude ja ruutjuurte leidmisel voib skaalade 4 ja D asemek

kasutada ka skaalasid B ja C

281.

282.
283.
284.
285.

286.
287.
288.
289.

290.
291.
292.

293.

294.
295.

Pohjenda kuupide ja kuupjuurte leidmist liikatil (vt. joo-
nist 66).

logy
e 0y 100 1000
% e “ s r
fog %
Joon. 66.

Leia jargmiste arvude kuubid:

2,66; 1,72; 1,06; 3,72; 3,08; 9,05; 7,75.
3,87; 6,23; 7,07; 8,88; 1,915; 2,05; 4,33.
15,4; 154; 288; 92,5; 0,0444; 0,007; 1729.
2760; 17,85; 2970; 0,955; 0,3; 0,03; 1040.

Leia kuupjuured jargmistest arvudest:
5; 50; 500; 325; 17,2; 1,48; 22,6; 10; 100.

304; 3,4; 25,6; 820; 93,5; 73,3; 1,89; 1,09.
4320; 43200; 0,432; 0,22; 0,2; 100000; 0,01.

0,0008; 72000000; 40500; 0,067; 0,129; 0,0125.
Arvuta:
FBuHE e § i
1) V14,82+6,73 2) 1/3282—2602
3
1) 0,473—0,38° 2) /7600000

B nigriin 3 3
VvV 66%; /455%; /0,79%; 1/0,0062.

3 3 3 3

V6,83 1/380% +/0,1573; 1/0,0263.

Kuubi ruumala on 85 c¢cm3. Leia kuubi iihe tahu pindala.
Kui suur on kuubi ruumala, kui tahu pindala on 4,26 m2??
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5.17. POORDARVUDE LEIDMINE LUKATIGA.

Keele keskmine skaala on samasugune nagu skaala C, kuid
ta on triikitud keelele vastupidises jarjekorras, nii et tema algus-
kriips on kohakuti skaala C loppkriipsuga. Sellest soltuvalt kas-
vavad jaotustele vastavad arvud paremalt vasakule, mida tuleb
silmas pidada jaotuste markimisel ja lugemisel. Seda skaalat nime-
tatakse poordarvude skaalaks ja tdhistatakse tdhega R.

Mairkides niidiga skaala R jaotuse a, loeme skaalal C niidi

alt arvu a poordvaartuse ; tiivenumbrid.

Niiteid. 1) Arvu 4,2 pdordarvu tiivenumbrid on 2—3—8,
seega

~0238. 2) 57=0,0535. 3) —5=0,00141. 4) 5= =37.

5) m =192

Toestuseks vaatleme joonist 67.

R, | Jed .
. 10 1
1 x 10
C s I J
log x l
Joon. 67.

Joonisel on naha, et

log x+log a=log 10,
millest

x.a=10 ja x=la(—).

On ilmne, et arvudel % ja 170 on iithesugused tiivenumbrid.

Eespool toodud néidetest selgub, et kui arvu vdartus asub 1 ja
10 vahel, siis péordarvu tiivenumbrite ees on 0; kui arvu vaartus
asub 10 ja 100 vahel, siis poordarvu tiivenumbrite ees on 0,0 jne.
Aga kui arvu vaartus asub 1 ja 0,1 vahel, siis poordarv on iihe-
kohalise tdisosaga; kui arvu vaartus asub 0,1 ja 0,01 vahel, siis
poordarv on kahekohalise tidisosaga jne.
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Ulesanne.

296. Leia jargmiste arvude poordarvud.

3,7; 22,6; 450; 1080; 0,54; 0,0062;
0,074; 0,209; 92500; 0,000164; 72,3.

5.18. POORDARVUDE SKAALA KASUTAMINE
AVALDISE VAARTUSE ARVUTAMISEL.

Liikatiga on holbus arvutada avaldise vaartust, kui alustada
saab jagamisega ja edasi sooritada korrutamise ja jagamise teh-
teid vaheldumisi. Kui niisugust tehete jarjekorda ei saa kasutada
avaldise arvutamisel, siis on méonel juhul voimalik avaldist nii tei-
sendada, et tehete jarjekord muutub sobivamaks liikatiga arvuta-
misel.

Nidide 1.
x=26-41,5-0,82.
Teisendame korrutise kujule

e
x=206: TG 0,82

ja teeme siis koik tehted jarjest, vottes arvu 41,5 skaalalt R.

Et viimane tehe on korrutamine, leiame skaalalt D niidi alt
korrutise tiivenumbrid 8—8—5. Korrutise hindamisel saame kahe-
kohalise tdisosaga arvu, seega x=88,5.

Niide 2.

32,6 g ' 5 G i
5427043 —32.6:154- 57:0,42=1,86.

Ulesandeid.

297. Leia jargmiste avaldiste vdartused:
1) 162-58-0,23
2) 6,05-72,1-0,133-4,8

8,3-14,7-0,67
3) 3,88
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M et
4) 131.0,27-0,183
1
%) 4,65-0,72- 3,8
298. 1) Vasest risttahuka mootmed on 15,8, 8,6 ja 7,2 cm. Leia
risttahuka kaal. (Vase erikaal on 8,5.)
2) Siseujula basseini pikkus on 25 m ja laius 11,4 m.- Kui
korgele touseb veepind basseinis, kui sinna pumbata 430 m?
vett?

*

Keerukama avaldise arvutamisel voib tekkida raskus koma
koha médéramisel. Sel juhul on otstarbekas kirjutada iga arv aval-
dises nii, et arv oleks iihekohalise taxsosaga arvu ja‘kiimne astme
korrutis.

Naide.

8200.0,037 82-10%-37-10-2
0,00072 72.10—4

Ulesandeid.

299. Arvuta.

1) 42000 . 670 - 840 3) 192000844478 og l0069
2) 22,8-0,00485 - 0,00017 4) ﬁﬁ%

5.19. LOGARITMIDE SKAALA.

Skaala D on logaritmfunktsiooni y=1log x skaala. Et leida
selle skaala abil mingi arvu x logaritmi y, peame mo6tma’ 16igu
pikkuse, mis asub skaala D esimese jaotuskriipsu ja arvule x vas-
tava jaotuskriipsu vahel, vottes mootithikuks kogu skaala pikkuse.
Selleks kasutame litkati korpuse esikiilje alumist skaalat L.

Skaala L maootiihikuks on kogu skaala pikkus, mis on jao-
tatud kiimnendikeks, kiimnendikud omakorda sajandikeks ja sajan-
dikud kahetuhandikeks.

Kui niidiga margime arvu x skaalal D, siis on skaalal L niidi
all arvu x logaritmi murdosa.
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300.

103 18 127 134 138

D { ey
1
} ‘
L i e
0013 0072 o4 0127 0148
Joon. 67a.
Joonisel 67a ndeme, et
log 1,03=0,013, log 1,27=0,104,
log 1,18=0,072, log 1,38=0,140.

Logaritmi tdisosa mddrame varem opitud reegli jargi.
Nii on

log 103=2,013, log 0,0013=3,114,
log 0,118=1,072, log 1380=3,140.
Ulesandeid.

Leia liikati abil jargmiste arvude logaritmid ja vordle tule-
musi tabelite abil leitud logaritmidega:

228 B2 7. 58 349 748:
427; 5200; 0,0062; 0,0405; 72400; 100;
0,0005; 17,1; 0,101; 0,0925; 700000.

£

Kui on tarvis leida arvu tema antud logaritmi jargi, siis mar-

gime niidiga skaalal L antud logaritmi murdosa ja loeme skaalalt
D niidi alt arvu tiivenumbrid. Koma asukoha arvus mdarame varem
opitud reegli jargi.

Niiteks, kui

1) log x=0,114, siis x=1,3;
2) log x=2,076, siis x=119;
3) log x=1,550, siis x=0,355;
4) Tog x=1.4 ' siis x=28 1.
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Ulesandeid.

301. Leia liikati abil arvud, kui arvude kiimnendlogaritmid on:

1,5; 1,24; 1,06; 2,448; 0,526; 0,062;
3,004; 1,737; 2,203; 3,048; 2,402; 1,007.

*

Liikati skaalad D ja L asendavad kolmekohalisi logaritmide
tabeleid.

Lahendame néiteks moned iilesanded, kasutades tabelite ase-
mel liikatit.

1) Arvutame x, kui
x=7,25%- \?m
log x=410g 7,25+ 5 log 0,026=4 - 0,86+ L - 2,415~
=3,440+1,683=3,123.
x=1340.
2) Leiame x vorrandist
¥ =5h9:
x-log 1,7=10g 5,9;
_log59 0,771

*= log 17 — 0231~ >4

3) Arvutame x, kui

x=logs7 17,5.

Logaritmi definitsiooni pohjal voime kirjutada

2,7*=17.5.

Saadud eksponentvorrandi lahendame kiimnendlogaritmide
abil jargmiselt:

x-log 2,7=log 17,5;

_log175 1243 g o

*=Tog27 — 0432
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302.

303.

304.

305.

306.

307.

308.

309.
310.

Ulesandeid.

Kasutades liikatit, arvuta logaritmide abil jargmiste aval-
diste vaartused.

S eehne
1) 57,5'2 3) 15,8-1/0,00805
AT 30208
2) /1000 4) A
5 ol $

3,4*- V4200 28,2+ V0,685

S T e it
1,935 v 930

Arvuta.
1) 32 ‘<1% 2) 7,8 :0,24

29,3 : 61 545 - 37,8

2060 - 0,0132 7,8 - 0,24

6,42 : 0,78 333 : 0,61
Arvuta.

6-17,4 0,55-4,3-23
) 8,3 2) 08-11,2-2,8
3) 3,42-0,206-17,4-8,3

1.72
4) 5,2.0,27 - 0,65
Arvuta.
3
4,75 - 62 l [ 445
D V 5,3 2) 1,92.0,67
s .

15,82- V0,7 0,723 - v 2090

3) v, R 4) 16,22
V 3,66

Lahenda liikati abil jargmised vorrandid.

66,1 _ 187 o
1) s ey 2) 32,5x2—710=0
3) 8,4x3—232=0 4) 3,7x2—5,28x—4,3=0
Arvuta rauast korrapidrase nelinurkse piiramiidi kaal, kui

piiramiidi pohiserv on 12,8 cm ja korgus 26 cm.

Leia niisuguse silindri diameeter, mille ruumala on 685 m?® ja
korgus on 4,7 m.

Leia kera raadius, kui kera ruumala on 14 900 dms.
Vordhaarse trapetsi haar on 0,47 m ja alused on 1,08 m ja
0,69 m. Arvuta trapetsi pindala,

11 Matemaatika X kl. 161



311. Arvuta iihe valgusaasta pikkus kilomeetrites.

312. Takistused 2,4, 1,78 ja 0,67 oomi on liilitatud paralleelselt.
Kui suur on kogutakistus?

313. Kui korgele touseb algkiirusega 58 < iilesvisatud keha?

5.20. LIHTSAMAID EKSPONENTVORRANDEID.

Olgu iilesandeks leida argumendi x vaartus, mille korral
funktsioon ka* on b, s. t. leida x, mis rahuldab vorrandit

ka*=b.

Seda vorrandit nimetatakse eksponentvorrandiks.

Kui vastava eksponentiunktsiooni graafik on olemas, siis
saab antud iilesande vastuse leida selle graafiku abil. Joonisel 68
on esitatud funktsiooni y=2* graafik. Sealt leiame nalteks et
vorrandi

2*=5

lahendiks on x=2,3.

Kui funktsiooni graafik puudub, siis kasutame selle vorrandi
lahendamiseks nn. logaritmimise votet.

Selleks logaritmime antud vorrandi molemaid pooli, saame

xlog 2=1log 5
ja siit
log
x= 10g2 =232,

Monikord on taoliste ulesannete puhul voimalik kasutada
logaritmimise votte asemel nn. aluste vordsusta mise
votet

Néiteks olgu lahendada vorrand

248’

Eb8=2% siis

28=28

Kui astmed on vordsed ja astme alused on vordsed, siis pea-

vad ka astendajad olema vordsed.
Jérelikult

X=23
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314.

315.

316.

317.

Ulesandeid.

Kasutades joonisel 68 esitatdid graafikut, leia lahend vor-
randitele:
ay =3, b) 2*=1.5, c) 2°=6;
Lahenda jargmised vorrandid, kasutades aluste vordsusta-
mise votet:

1

a) 2v=64 d) 2r=¢ g) 22r=198

b) 3*=81 e) 3= o h) 3% =243

c) 5-=625 ) 5= o i) 5%=3125
Lahenda jargmised vorrandid, kasutades logaritmimise votet:
a) 2r=7 § ()'=3 1 g 134=219
b) 77=2 e (p) =5 . h) 362r=427
¢) 3*=5 f) 24*=67 . i) 0872¢=0,761
Lahenda jargmised vorrandid.

a) 3*=9 d) (})":16

b) 2:=16 e) 3,42¢=1,38

) 4v=64 f) 67:=22

£3

Uldiselt,

eksponentvorrandiks nimetatakse niisugust vorrandit, kus
tundmatu esineb astendajas.

Seega on eksponentvorrandiks néiteks ka
32— 3*=702.

Sellise vorrandi lahendamiseks kasutatakse asendus-

votet. Asendame 3*=z, siis 3?2*=22, ja lahendame vorrandi

22—2=702.

Selle ruutvorrandi lahendeiks on z;=—26 ja z,=27. Tund-

matu x leidmiseks tuleb lahendada vorrandid:
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3x=—926 ja 3*=27.

Et 3*>0 x iga véirtuse korral, siis esimesel vorrandil puu-
dub lahend. Teisest vorrandist saame, et

=i

mis rahuldab ka antud vorrandit.

Ulesandeid.

318. Lahenda vorrandid:

a) 7%—6.75+5=0 c) 2%+l 424216
b) 3%—5.3*+6=0 d) 32e+5_3c+2=9

5.21. LIHTSAMAID LOGARITMVORRANDEID.

Logaritmvorrandiks nimetatakse niisugust vérrandit, kus
tundmatu esineb logaritmitavas.

Nii on nditeks logaritmvorrandid:
ko p=2:
log (x+6) — 5 log(2x—3) =2—log 25.

Vorrandit log x=a saame lahendada, kui kasutame logaritm-
funktsiooni graafikut voi antilogaritmide tabelit.

Analiiiitilisel lahendamisel kasutatakse samade alus-
tega logaritmide vordsustamise votet ja asen-
dusvotet.

Nédide 1. Lahendada vorrand

log (x+6) — 4 log (2x—3) =2—log 25.

Teades, et logaritmide vahe on jagatise logaritm ja et 2=
=log 100, voime antud vorrandi esitada kujul
ZH8 gLt o100
VDT R

Kui sama alusega logaritmid on vordsed, siis on ka logaritmi-
tavad vordsed. Jarelikult

x+6
V2x—-3

log log

=4.
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Selle juurvorrandi lahendeiks on x;=6 ja xp=14, mis mbole-
mad rahuldavad antud vorrandit.

Nidide 2. Lahendada vorrand

1 1

j5log? x= g—zlog %

Asendame log x=2z, saame vorrandi

1 1
"‘2= l—_z

RO s By

See vorrand on teisendatav kujule

22432—4=0,

mille lahendeiks on z;=—4 ja z,=1.
Seega
log x;=—4,
X = 10—4
ja
log x2=1,
Xo= 10.

319.

320.

321.

166

Molemad lahendid rahuldavad antud vorrandit.

Ulesandeid.

Lahenda vorrandid:

a) log x=2—logb

|[e[ S
b) 1—log 2 =2

Lahenda vorrandid:

a) xlogx+2=1000

b) x2—"3= =100

c) log (% +x) =log% —log x

1 B
d) 5—-logx+ 1+log x l

¢) 100%8t+2 =10000
d) (0,1)~¢==5x+8 =100

Esita jargmised vorrandid siisteemina ja lahenda graafiliselt.

Q) 2f=%
b) 2r—2x=0
¢) 25 +x=—1

d) logx=x
e) log x+0,5x=0
f) logx—2x=3



322. Lahenda jargmised vérrandid.

1) 2¢+144x=80 6) G)"=51,5
9) 2x+344x+1-39) 7) 3050=768
3) 3v+249x+1-810 . 8) 5¥-3—625
4) 2log x=log 192+log 3 9) 7x*-5x+9—343

5) 5logx—log288=3log 5  10) 3:272=192- 333



6. GEOMEETRILINE PROGRESSIOON.
6.1. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI- MOISTE.

Andes argumendile x naturaalarvulised védartused

oo ARES et IR o
saame eksponentfunktsioonist v=>5* jada
L T TN L B

Sellele jadale on iseloomulikuks omaduseks see, et alates tei-
sest liikmest on iga arvu ja temale eelneva arvu jagatis vordne
astme alusega 5.

Vaadeldes eksponentfunktsioonist y= (l)x saadavat jada

4
1 1 1 1\7
2w o @)
voi eksponentfunktsioonile 0,3 - 2* vastavat jada
060222110503 w20

ndeme, et ka neis on teisest liikimest alates iga arvu ja temale
eelneva arvu jagatis vordne sellele jadale vastavas eksponent
funktsioonis esineva astme alusega.

Arvujada, milles teisest liikmest alates on iga arvu ja temale
eelneva arvu jagatis jddv suurus, nimetatakse geomeetri-
liseks progressiooniks.

Seda jdavat suurust nimetatakse geomeetrilise progressiooni
teguriks ja tahistatakse tdhega g.

Toodud kolm jada on seega geomeetrilised progressioonid.

Geomeetrilise progressiooni definitsioonis ei nouta, et tegur g
peaks olema positiivne, s. t. siin puudub ndue, et eksponentiunkt-
sioonis esinev astme alus oleks positiivne. Seega on geomeetrilised
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progressioonid saadavad ka avaldistest & - ¢*, kus ¢<0. Nditeks on
geomeetrilised progressioonid mdlemad arvujadad s

l n
1,2, —4,..., (=2 ...
ja
3 310 1\"
5 —o 5 (=3)(—3)"

Geomeetrilise progressiooni definitsiooni rahuldavad ka
jadad nagu

5, 5,5, ... B} i
2 (+2),9 o =1 L,
R e b TR

Kui tadhistame geomeetrilise progressiooni esimese, teise,
kolmanda jne. liikme vastavalt

aly ‘_12) a31 b am ekt st
siis definitsiooni pohjal on
i fib o e = 5 %
ot el L AR q. k")
Leia kidesolevas paragrahvis vaadeldud geomeetriliste prog-
ressioonide tegurid.

6.2. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI ULDLIIKME
VALEM. ‘

Vorduste reast (*) saame, et

ax=a, " (q,

az3=as*q,

an=0an-1"(.

Nende vorduste vastavaid pooli omavahel korrutades saame
G B3~ ts@i—=a s ;. Ay gt ),

Jagades nii saadud vorduse molemad pooled korrutisega
as-az-...*Qp, Saame

a,=aj - Q“""

169



Seda vordust nimetatakse geomeetrilise progressiooni iild-
liikme valemiks. See seob nelja suurust: @y, ¢, n ja a,. Kui neist
kolm on antud, siis saame {ildliikme valemi abil neljanda arvutada.

Naiteid. a) Leida jada

06; 1.2:2.4; ...; 0328 ... 7 diige.

Siin on antud a;=0,6, ¢=2, n=7. Uldliikme valemi -pohjal
a;=0,6 - 26=153,6.

b) On antud, et ag=—4374 ja a,=2. Leida ¢.

Et q=l/z—]’L , siis praegusel juhul

¥ 4
T Aa7A 7
i [/%374 =\ —2187=—3.
Tulemus on leitud proovimise teel.

Kuidas lahendatakse taolist iilesannet siis, kui proovimine on
palju aega noudev?

Ulesandeid.

323. Missugust arvujada nimetatakse aritmeetiliseks progres-
siooniks?
Kuidas avaldub aritmeetilise progressiooni iildliikme valem?

324. Esita eksponentfunktsioonidest

R LT
7 @)@ 20
saadavate geomeetriliste progressioonide neli esimest liiget.”

325. Tee kindlaks, missugused jargmistest arvude jadadest on
aritmeetilised ja missugused geomeetrilised progressioonid.

AR T 0 e) 6; 0; —6, —12,

b) 2, 4,8, 16,... f) 30 Y018: 18,32

S g) 14, —7, 35, — 35+
2 R | 1 i

) T A h) 456, 233, 10, —213, ...
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326.

327.

328.

329.

330.

331.

332.

Leia geomeetrilise progressiooni noutud elemendid.
a) 5. liige, kui a;=3 ja ¢=2;

b) 4. liige, kui as=35 ja g=>5;

¢) 6. liige, kui as= > ja g= g

d) 1. liige, kui ag=256 ja g=4,

¢) 13. liige, kui a;=02187 ja g=13;

f) 6. liige ja tegur, kui as=4 ja as=169; -

g) 9. liige ja tegur, kui ag=64 ja a,0=9.

Leia geomeetrilise progressiooni esimene liige a,, kui
a) az=640 ja g=2;

b) as=500 ja g=1,2;

c) as=3125 ja g=2,.

Leia geomeetrilise progressiooni tegur g, kui

a) a1=$ ja a,p=2187;

b) a;=6,25 ja a;=0,0256;

c) a,=é ja a;3=64. ‘

Leia geomeetrilise progressiooni liikmete arv n, kui
a) a;,=6, a,=96 ja g=4;

b) a,=0,3, a,=0,108 ja ¢=0,6;

c) a,=74,67, a,=2,333 ja ¢=0,5.

Arvuta logaritmide abil

a) a, kui ¢=0,75 ja as=1,9;

b) ay, kui ¢=1,083 ja as; =239,6;

c) ag, kui ;=2 ja ¢=1,229;

d) ags, kui a;=1 ja g=1,334.

a) Ohukindlas anumas on 24 g 6hku. Ohupumba iga tombega

imetakse g anumas olevast ohust vdlja. Mitu grammi ohku
on jdanud anumasse 15 tombe jérel?

b) Ohupumba kupli all on 6hu rohk normaalne. Pumba iga
tombega imetakse kupli alt vélja 29, seal olevast chust. Kui
suur ohurohk on kupli all parast 20 tommet?

a) Miidra geomeetrilise progressiooni 15. liige teades, et 14.
- 8. i 32
liige on g ja 16. liige on g .
b) Arvud 6, x ja 96 moodustavad antud jarjekorras geomeet-
rilise progressiooni. Médra arv x.



c) Arvud a—2, a ja a+4 moodustavad antud jarjekorras
geomeetrilise progressiooni. Leia arv a.

d) Médra arvud x ja y, kui arvud 8, x, y ja 27 moodustavad
geomeetrilise progressiooni.

6.3. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI SUMMA
VALEM.

Olgu antud geomeetriline progressioon
Qi @505 i s

noutakse leida summat
Sp=a1+as+az+ ... +a,.

Kui litkmeid on véhe, siis on seda summat lihtne leida otsese
liitmise teel. Naiteks

5425+ 125+4625=780.

Kui liikmeid on palju, siis otsene liitmine oleks tiilikas ja
aeganoudev. Seepdrast on otstarbekohane siin samuti nagu arit-
meetilise progressiooni puhulgi tuletada valem, mis holbustab

otsitava summa arvutamist.
Kasutades iildliikme valemit, esitame summa S, koik liideta-
vad progressiooni esimese liikme ja teguri kaudu:

S,=aq1+a,g+a,¢>°+ ... +a,g" . (1)

Korrutades selle vorduse molemad pooled g¢-ga, saame
vorduse

Sng=a1g+a\¢*+a,¢3+ ... +aq™ (2)

Lahutades vorduse (2) pooltest vorduse (1) vastavad pooled,
saame

S$,.9—S,=(a1g+a,¢>°+a,¢°+ ... +a,q") —
— (e +aig+a,*+ ... +aig" ).

Avades sulud, saame pérast koondamist

an—sn=alqn'—al
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ehk
Sn(q_ l) =a1(qn_ l)v
millest g#1 korral

S - al(ﬂ"“')
;R q—l

Saadud valem ongi geomeetrilise progressiooni summa
valem. Leiame selle abil néditeks progressiooni

2618 D4, 5 5
itheksa esimese liikme summa.

Siin‘on a;=2, ¢=3 ja n=9. Seega

So= &2 30 1—19683—1=19682.

Missugusel kujul on otstarbekohane esitada geomeetrilise
progressiooni summa valem juhul, kui 0<g<1? Miks?

Geomeetrilise progressiooni summa valemile voib anda ka
teistsuguse kuju. Selleks avame koigepealt lugejas sulud:

e agt—a,

B e ’

rakendades saadud murru lugeja esimeses liikmes progressiooni
iildliikme valemit a,=a,g"~!, saame selle liikme kirjutada kujul
a,q ning summa valemi kujul:

__anq—a,
Sn——-——q_]

Viimast summa valemi kuju kasutame juhul, kui on teada
progressiooni viimane liige a,.
Ulesandeid.

333. Leia geomeetrilise progressiooni summa valemi abil jargmi-
sed summad.

a) 34468+ 136+272+544+1088
1 " P i
b) 7+35+13+g+ 513

173



c) 2—10+50—250+ 1250 —6250
d) 15—12+49,6—7,68+6,144

334. Leia geomeetrilise progressiooni

a) 6, 3v3; 4%; ... 12 liikme summa;
P , B

b) Vv16; v4; 1; ... 9 lilkme summa;

c) —-12,5; 5; —2; ... 10 litkkme summa.

335. Leia neli arvu, mis moodustavad geomeetrilise progressiooni:
kui teine arv on esimesest 12 vorra suurem ja neljas arv
kolmandast 108 vorra suurem. :

336. Geomeetrilises progressioonis on kolmas liige 3% ja neljas
liige 4% . Leia selle progressiooni 8 liikme summa.

337. Geomeetrilises progressioonis, milles on 8 liiget, on kaks
keskmist liiget 9v/2 ja 9V/6. Leia selle progressiooni summa.

338. Joonesta alljargnev geomeetrilise progressiooni elementide

tabel vihikusse ning tidida liingad.

a q n an Sa
2 3 15
4 5 1 562 500
1 9 6725 601
6 11 241 864 704
-2 262 144 174 763
1 1 20 —524 288
32 25 5187
4
3 10 32804
2 13 64
2187 :
3 12
1 L
I3 13 132 860 g
—0,0256 —-25 —11,1534
6,25 7 0,0256
0,5 6,25 51 193,75
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339.

340.

341.

342,

343.

344,

Alljirgnevate summade liidetavad moodustavad geomeetri-
lise progressiooni. Leia igal antud juhul: 1) progressiooni
tegur, 2) puuduvad liidetavad, 3) liidetavate arv ja
4) summa.

a) a'%+a®b+ath?+ ... +b'°
b) a’—a%b+a’b?—atb3+ ... +b7

R e
¢) a+\/a4b+\/a3b2+ .+b
d) a+\/a6b+\/a5b2+ +b
e) \/a7+\/a“b+\/a5b2 +\/b7

Aednik tellis endale haruldase taime 20 seemet. Ta kiilvas -
esimesel ja igal jargmisel kevadel koik seemned ja sai igal
siigisel igalt taimelt 7 seemet. Oletades, et iikski seeme ei
lahe kaduma, leia, mitmendal aastal saab aednik 5 kg
seemneid, kui 40 seemet kaalub 1 g.

Pievalill annab aastas keskmiselt 2 000 seemet. Oletame, et
kasvutingimused on pidevalillele iihesugused iile kogu maa-
kera, et iga taim vajab joudsaks arenemiseks 1 m? pinda, et
iikski seeme ei lihe kaduma, vaid idaneb ja annab uue taime,
ning et taim annab aastas iihe 16ikuse. Mitu aastat kuluks, et
iihest pdevalilleseemnest arenenud taimed kataksid maakera
kogu maismaa osa? Maakera raadius on 6400 km ja mered
moodustavad 72% maakera pinnast.

Geomeetrilises progressioonis on 20 liiget. Paarisarvulise
indeksiga kohtadel olevate liikmete summa on a ja paaritu-
arvulise indeksiga kohtadel olevate liikmete summa on b.
Leia esimene liige ja progressiooni tegur.

Geomeetrilises progressioonis on 40 liiget. Esimese kahe-
kiimne liikme summa on a ja viimase kahekiimne liikme
summa on b. Leia esimene liige ja progressiooni tegur.

Keegi raiagib uudise kahele tuttavale. Need rdidgivad selle
edasi kumbki omakorda kahele tuttavale jne. Oletame, et
edasirdikimine toimub veerand tunni jooksul ja ainult neile,
kes seda uudist veel ei tea. Mis kellaks on see uudis 7-miljo-
nilise elanikkonnaga linnas koigile teada, kui esimene raki-
mine toimub kell 7 hommikul?
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345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.
352.

Kolhoos suurendab igal aastal oma p6llupinda l_l5 0sa vorra

eelmise aasta pinnast. Mitmendal aastal iiletab p6llupinna
kogukasv 509 ldhtepinnast? .

Positiivsete liikmetega geomeetrilise progressiooni kolme esi-
mese lilkme summa on 221. Selle progressiooni kolmanda ja
esimese liikme vahe on 136. Leia selle progressiooni kuue esi-
mese liikme summa.

Toesta, et geomeetrilises progressioonis on iga liige (vilja
arvatud esimene) temale -eelneva ja jargneva liikme geo-
meetriline keskmine.

Toesta, et kui kolm arvu x, y ja 2 moodustavad geomeetrlllse
progressiooni, siis

(x+y+2) (x—y+2) =x*+y*+22.

Toesta, et iga geomeetrilise progressiooni algusest ja lopust
vordsetel kaugustel seisvate liikmete korrutis on jddv ning
vordub dédrmiste liikmete korrutisega.

Kasutades eelmises iilesandes leitud omadust, tuleta geo-
meetrilise progressiooni n liikme korrutise valem.

Leia progressiooni 1, 4, 16, ... kuue esimese liikme korrutis:
India prints Schiram oli malemédngust nii vaimustatud, et
lubas mangu leiutajale Sissa Ibn Dabhirile autasuna iga
summa, mille see peaks kiisima. Madngu leiutaja palus endale
autasu nisuterades ja nimelt: 1 tera malelaua esimesele ruu-
dule, 2 tera teisele, 4 tera kolmandale, 8 tera neljandale jne.
Mitu tera palus endale Sissa Ibn Dahir?

Terade hulgast kujutluse saamiseks olgu antud jargmised
andmed: 1 kott (70 kg) sisaldab ligikaudu 1,6 - 106 tera; iihe
kaubavaguni kandejoud on 16 tonni.

6.4. TOKESTAMATULT KAHANEVA GEOMEETRILISE
PROGRESSIOONI MOISTE.

Kui geomeetrilise progressiooni tegur on lihtmurd, s. t.

lg|<1, siis liikmete arvu n tokestamatul kasvamisel geomeetrilise
progressiooni liikmed kahanevad tokestamatult. Nditeks. progres-
siooni
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R i
)5) '4'9 8’ —IE’ 395 <l

puhul tegur q=% ning seetottu n —>o korral
"* o 8

Sama voib 6elda progressiooni
il Oy i B
3) _ly §’ _§7 2_7) '—81, X 3
kohta, milles tegur on negatiivne, kuid absoluutvdartuselt vaiksem

kui 1 (antud juhul g=— %)

Progressiooni nimetatakse 16 pmatuks, kui tema liikmete :
arv n tokestamatult kasvab, s. t. kui n oo . Geomeetrilist progres-
siooni nimetatakse kahanevaks, kui |g/|<1.

Lopmatu ja kahaneva geomeetrilise progressiooni iildliige on
tokestamatult kahanev suurus.

Siimboleis:
kui n > co ja |g| <1, siis a,— 0.

Seepdrast nimetatakse 16pmatut ja kahanevat geomeetrilist prog-
ressiooni ka tokestamatult kahanevaks geomeetriliseks progres-
siooniks.

6.5. TOKESTAMATULT KAHANEVA
GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI SUMMA.

Olgu vaja leida lopmatu geomeetrilise progressiooni

2:°140,5% 8:25: 01267 5%
lilkkmete summa. Eespool tuletatud summa valemeid ei saa niiiid
kasutada, sest need kehtivad ainult siis, kui geomeetrilise progres-
siooni liikmete arv n on 16plik. Seeparast votamegi liikmete arvu
esialgu 16pliku ning uurime summa muutumist liikkmete arvu jérsul
suurenemisel. Néiteks kiimne, saja ja tuhande esimese liikme
summa arvutamisel saaksime valemi pohjal:

S10=20=052 _4(1-051);

12 Matemaatika X kl. 177



Si00= =4(1“0,5'°°)2
S1000= =4(1-0,51000),

Mirkame, et liikmete arvu kasvamisel antud progressiooni
summa ldheneb piiramatult arvule 4, sest kui n—>oo, siis
0,5" — 0. Seepirast loemegi antud 16pmatu geomeetrilise progres-
siooni liikmete summaks arvu 4.

Tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni sum-
maks S loetakse selle progressiooni n esimese liikme summa
S, piirvdirtust, kui n tokestamatult kasvab, s. t.

S=1im S,.
n— oo
Bt
am(l—gq?)
Sn——ll—_;]—— , kus |g| <1,
siis
Slin - Gull=ed) _ &
PR e e

Pohjenda saadud tulemust!

Seega

mis ongi tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni
summa valemiks. Valemi rakendamise nditena arvutame jargmise
lopmatu progressiooni summa:

1 1 1 1
3——1+§—§+§7—§l‘+

Siin a,=3 ja q=—:1§, seega
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Ulesandeid.

353. Leia iga jdrgmise 16pmatult kahaneva geomeetrilise prog-
ressiooni summa.

1 1\2 1\3 2 1 3 9
b) 16-+4+1+ 1+ ... d) 3942454

354. Joonesta tabelid vihikusse ja tdida tithjad kohad, kui a; on
tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni esimene
liige, ¢ — tegur ja S — summa.

a, ' q l S . a; q S
1
7 2 17 90
2 3
~3 : 096 | 250
5 7 % 0,88 05
14 7 0,94 0,53
5
02 15 —0,1 12

355. Leia tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni esi-
mene liige ja suurusest y s6ltuv tegur, kui summaks on:

T b e e
a) 2—y° b) 5+42y° c) 44y’

Missugust véartust ei tohi |y| iiletada?

A TN | IE w
Nédide. Olgu S= 853 - Et S= i—q Siis tuleb antud murd

teisendada niisugusele kujule, kus nimetajas oleks esimeseks liik-
meks 1. Selle kuju saame murru lugeja ja nimetaja jagamisel 8-ga:

l -~

5w 8

5
i+ 3y
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Siit voime kirjutada, et a1=% ja q=—%y. Et rahuldada tin-

gimust |¢| <1, peab olema |y| <§..

356.

357.

45°-se nurga haaral on voetud punkt, mis on nurga tipust
kaugusel a. Sellest punktist on ehitatud ristloik teisele haa-
rale, selle ristloigu aluspunktist on ehitatud ristloik esimesele
haarale jne. 1opmata. Leia nende ristloikude pikkuste summa.
Sirgel s kujutatud 16iku AB=a (joon. 69) pikendatakse tema
poole vorra ja saadakse punkt C. Loiku BC pikendatakse

: e

A .
A a L S

Joon. 69.

omakorda tema poole vorra jne. Koigile nii saadud Ioikudele
kui diameetritele joonestatakse poolringjooned vaheldumisi
iiks iihele, teine teisele poole sirget s. Leia tekkiva koverjoone
kogupikkus p ning koigi poolringide pindalade summa S.

6.6. HARILIKU MURRU TEISENDAMINE
KUMNENDMURRUKS.

Hariliku murru teisendamisel kiimnendmurruks jagatakse

murru lugeja murru nimetajaga. See jagamine kas 16peb ja saame
tulemuseks 16pliku kiimnendmurru, nagu néiteks

5 -
‘—1= 1,2-_),

voi ei lope ja saame tulemuseks l6pmatu perioodilise kiimnend-
murru, nagu naiteks
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mida lithemalt kirjutatakse nii:
4
3=1,(3).

Et kiimnendmurd on vordne hariliku murruga, mille nimeta-
jaks on kiimne aste, siis 1opliku kiimnendmurruna avalduvad need
harilikud murrud, mille nimetajas ei ole teisi tegureid peale 2 ja 5.
Pohjenda seda!

Kui murru lugeja ei jagu tédpselt nimetajaga, siis tekib jadk.
Jddgile kirjutatakse juurde 0, saadud arv jagatakse uuesti nime-
tajaga, tekib uus jddk jne. Kui nimetaja teguriks on arv, mis eiole
2 ega b, siis jatkub jagamise protsess Ioputult. Jagatiseks saame
16pmatu kiimnendmurru. Jéék on alati vdiksem kui nimetaja. Nii-

teks, kui on antud murd 1;—, siis jadkideks voivad olla arvud 1, -
2, ..., (b—1), s. t. voimalik jddkide arv on loplik ja vordub:
(b—1)-ga. Niisiis, kui jagamise protsess on loputu, siis arv, mis on
kord olnud jdédgiks, kordub hiljem jélle jddgina. Siis korduvad aga

ka temale jdrgnevad jadgid. Niiteks teisendame 3—77 ja g kiim-
nendmurruks.
37 |7 19 | 14
20 | 5,285714 . .. 50{ 1,3571428 . . .
60 80
T 40 100
.00 - B ¥
S, 60
80 &
i 120

80

Siin saime esimese iilesande jaddkideks arvud 2, 6, 4, 5, 1, 3 ja
siis tuli jadgiks jdlle 2, millele jargnevad uuesti 6, 4, 5, 1, 3 ning
jéllegi 2. Nii kordub see 16putult.

Jddkidele 2, 6, 4, 5, 1, 3 vastavad jagatises numbrid 2, 8, 5, 7,
1, 4, mis samuti hakkavad korduma. See number v6i numbrite rithm,
mis jagatises hakkab korduma, moodustab jagatise perioodi. Et
jagatiseks on lopmatu kiimnendmurd, siis ei saa seda taielikult
iiles kirjutada. Seetottu on kokku lepitud kirjutada jagatises ainult
iiks periood ja eraldada see sulgudega.
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Nii kirjutame
3T _5,(285714) ja 13 =1,3(571428).

Kui pericod algab kohe pérast koma, siis nimetatakse seda
arvu puhtperioodiliseks kiimnendmurruks. Kui aga periood ei.alga
kohe pirast koma, siis nimetatakse seda arvu segaperioodiliseks
kiimnendmurruks. Seega esimene toodud nédidetest on lopmatu
puhtperioodiline ja teine 16pmatu segaperioodiline kiimnendmurd.

Ulesandeid.

358. Missugused jargmistest murdudest on esitatavad 16pliku
kiimnendmurruna:

276 4 12 11 14 121 1024

51 2—5; é’g, ]_7) 3’ Tg; Té': 625?

:359. Esita jargmised murrud kiimnendmurdudena:

29 132 173D

P29 35 8
B cRe . 28 £6T L 390

18 -8
i1’ 63’

6.7. PERIOODILISE KUMNENDMURRU ESITAMINE
HARILIKU MURRUNA.

Olgu antud perioodiline kiimnendmurd

4,5(62).

Vaatleme seda arvu summana

4,5+0,0(62).

Esitame teise liidetava harilike murdude abil:

62 62 62

0,0(62) = ;506 * 100000 T 10000000 1 *

Tulemuseks on tokestamatult kahaneva geomeetrilise progres-

: . 0o 1
siooni summa, kus a,= 55ia 4= 155+ Kasutades vastavat summa
valemit, leiame, et
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62

_ 1000 _ 62-100 _ 62
ot b 1 1000-99  990°
I- 100
Seega
e 62 45 , 62 _ 4455+62 _ 4517 2
4,5(62) =45+ 555 =15+ 356 = —990 = 990 *
Ulesandeid. .

360. Esita hariliku murruna jargmised puhtperioodilised kiimnend-
murrud: 0,(9); 0,(23); 0,(061); 2,(71); 63,(418).

361. Tuginedes eelmise iilesande lahendustele, sonasta eeskiri
puhtperioodilise kiimnendmurru teisendamiseks harilikuks.
murruks.

362. Esita hariliku murruna jargmised segaperioodilised kiimnend-
murrud: 0,2(8); 0,3(54); 0,13(9); 2,65(15).

363. Tuginedes eelmise iilesande lahendustele, sonasta eeskiri
_ segaperioodilise kiimnendmurru teisendamiseks harilikuks-
murruks.

364. Naiita, et
0t1:...50222...4+0333,.. 4...+0999; .. =5

6.8. LIITINTRESS.

Hoiukassasse hoiule antud rahasummale, nn. hoiusele, arves-
tatakse iga aasta 16pul juurde teatud kindel osa hoiusest. Niiteks,
kui aasta algul anti hoiule 50 rubla ja juurde arvestatakse 2%
hoiusest, s. o. 1 rubla, siis on jargmise aasta algul hoiul 51 rubla.

Juurdearvestatud summat nimetatakse intressiks ja arvu,.
mis néitab, mitmendik osa hoiusest kuulub juurdearvestamisele,
nimetatakse intressimédiraks.

Seega on toodud niites intressiks 1 rubla ja intressiméiraks
0,02.

Ulesanne 1. Aasta algul on hoiul 60 rubla ning intressi-
maar on 3%. Kui suur on hoius jargmise aasta algul?
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Lahendus. Aasta jooksul kasvab hoius 3% vorra 60-st

rublast, s. 0. 1,8 rubla; seega jargmise aasta alguseks on hoiul
61,8 rubla.

Ulesanne 2. Aasta algul viiakse hoiule 2 rubla; intressi-
miéir on p%. Leida hoiuse vdartus teise, kolmanda, ..., n+1 aasta
alguseks, kui intressi arvestatakse ainult esialgu hoiule viidud
summalt.

Lahendus.
Esialgne hoiusumma: k;
teise aasta algul: k+1kT’:);

: ko ko 4o kD,
kolmanda aasta algul: k+ 100—{—100 =kR+2 166°
neljanda aasta algul: kR+3- Tko% :
n+1 aasta algul: k+n- 1%% :

Néeme, et sel viisil intressi arvestades moodustavad hoiuse
véddrtused aritmeetilise progressiooni, mille vaheks on aastaint-

k Nl r ; X
Tess ﬁ. Sel viisil n aasta jooksul saadavat koguintressi A%

100
nimetatakse lihtintressiks. ‘

Ulesanne 3. Aasta algul viiakse hoiule & rubla; intressi-
mair on p%. Leida hoiuse vddrtus n+1 aasta algul, kui igal
aastavahetusel liidetakse intress hoiuse senisele védartusele juurde,
s. t. kui intressi arvestatakse ka intressilt.

Lahendus.

Esialgne hoiusumma: i
teise aasta algul: k+1%% =k(1+1%);
kolmanda aasta algul: k{14 L) r{telayLos
100 100/ 100
A ol R 4y
k(l+100)(1+100 "k(l+100) 4
: p\3
neljanda aasta algul: k(l-i-m) ;
n+1 aasta algul: k(1+%d)n.
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Kirjeldatud viisil arvestatavat intressi nimetatakse liitint-
ressiks. Kirjutades sel viisil arvutatud hoiuse vadartused aastate
jargi ritta, saame geomeetrilise progressiooni

; LY 2\ A
" k(l+ 100) . k(l+ 100) e k(l+ 100) i
Selle progressiooni tegurit g=1+ ﬁ nimetatakse intressi-
teguriks. Niisiis,

liitintressi korral kasvab hoiule viidud rahasumma k
n aasta jooksul intressiteguri n-nda astme kordseks.

Siimboleis:

L=k (1+5%5)">

kus L on hoiuse 16ppvaértus.

Kui hoiusummat tahetakse aasta keskel suurendada voi tahe-
takse osa summat vialja votta, siis on tarvis arvutada intressi ka
kuude ja pdevade eest. Rahanduslikes kiisimustes loetakse aasia

kp

pdevade arvuks 360. Seega, kui iihe aasta intress on T rubla,

siis iithe kuu intress on 12?1700 rubla ja iithe pédeva intress on
kp

360 100 rubla.

Hoiukassades makstakse hoiustelt, mida vo6ib véilja votta
iikskoik millal, nn. noudmiseni-hoiustelt, 2% intressi ja tidhtaja-
listelt hoiustelt, s. o. hoiustelt, mis on antud hoiule kuni kindla
tédhtajani, 3% intressi.

Kui hoiustusaeg on iile iihe aasta, siis arvestatakse intressi
ikka liiteviisil, s. t. igal aastavahetusel liidetakse aastaintress
hoiusummale juurde.

6.9. SUURUSTE LHTPROTSENDILINE MUUTUMINE.

Liitintressiga analoogilise mottekdigu juurde jouame mitmete
muude {ilesannete lahendamisel. Need iilesanded kuuluvad suu-
rusteliitprotsendilise muutumise valdkonda. Toome
moned ndited.

185



Nédide 1. Kolhoosi aastast piimatoodangut % liitrit otsustati
suurendada igal aastal p% vorra. Kui suur on kolhoosi piimatoo-
dang m aasta parast?

Esimese aasta jooksul suureneb piimatoodang Tko% liitri vorra,
seega: .
p

esimese aasta jooksul toodetakse piima & (l+ I_(Y)) liitrit;

teise aasta jooksul toodetakse piima % (l+ £6)2 liitrit;

m-nda aasta jooksul toodetakse piima k(l+ fgé)m liitrit.

Ndide 2. Ohurohu kohta kehtib seadus: 100-meetrilisele
tousule vastab ohurohu vdhenemine 1,2% vorra. Arvutada .6hu-
rohk 400 m korgusel, kui merepinnal valitseb normaalrohk
(760 mm).

Kui churdhk merepinnal tdhistada a;, 100 m korgusel a; jne.,
siis rohud 100-meetriliste korgusvahede tagant moodustavad geoc-
meetrilise progressiooni:

760; 760(1— 2 760 (1—12)’, ..

Selle progressiooni tegur

g=1-0,012=0,988.

Vastuseks on progressiooni viies liige 760 - 0,988~ 724 (min}.
Seega on ohurohk 400 m korgusel 724 mm.

N dide 3. Rahvaarvu aastane juurdekasv olgu 1%. Kui suur
‘peab olema pollumajandussaaduste toodangu aastase juurdekasvu
protsent, et 15 aasta pérast tuleks iihe elaniku kohta pollumajan-
«dussaadusi 2 korda rohkem kui praegu?

Eelkoige tuleb leida, mitmekordseks kasvab elanikkond
15 aasta jooksul.

Loeme praeguse elanike arvu iihikuks a;=1. Aastase juurde-

kasvu tegur q=l+l—(l)—0=l,01. Otsitav on progressiooni kuueteist-
kiimnes liige.
ag=a;-q'%=1-1,01"%=1,16.
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Seega kasvab elanikkond 15 aasta jooksul 1,16-kordseks..
Pollumajandussaaduste toodang peab sama aja jooksul kasvama
2 korda suuremaks, s. o. 2,32-kordseks.

Kui praegune pollumajandussaaduste toodang lugeda iihi-
kuks, siis a;=1 ja a;s=2,32. &

2,32~1- ¢!
6
9~1,06=1+ 155 .

Piistitatud noue on seega tdidetud siis, kui pdllumajandus-
saaduste toodangu aastane juurdekasv on 6%.

Ulesandeid.

365. Opilane pani 31. augustil oma suvisest teenistusest 25 rbl.
hoiukassasse hoiule «ndudmiseni». Kui suur oli 6pilase hoius
jargmise aasta 31. augustiks?

366. Tooline kogus raha moobli ja televiisori ostmiseks. Selleks
pani ta iga aasta algul hoiukassasse hoiule «noudmiseni»
oma iihe kuu palga 95 rubla. Hoiukassa arvestab liitintressi
maidraga 2%. Kui suur oli to6lise hoiusumma teise aasta
algul? kolmanda aasta algul? Kui suure summa vois té6line
vélja votta viienda aasta algul?

367. Opetaja viis hoiukassasse hoiule «ngudmiseni» iga kuu 129%
oma palgast. Kui suur oli 6petaja hoiusumma 1 kuu pirast,
2 kuu pdrast, 12 kuu pérast (koik enne jirjekordset sisse-
maksu), kui Oopetaja kuupalk on 85 rubla?

368. 3. septembril 1963. a. toimunud raha- ja asjade loterii jirje-
kordsel loosimisel voitis 8. klassi 6pilane 65-rublase kiilmu-
tuskapi. Ta vottis eseme vidartuse vilja rahas ja andis hoiu-
kassasse tdhtajaliselt hoiule kuni kooli I6petamiseni, s. o.
3. juulini 1967. a. Hoiukassa maksab liitintressi madraga 39%.
Kui suur on tdhtpédeval viljavoetav summa?

369. Isa pani temale makstud preemiast 249, tédhtajaliselt (liit-
intressimddraga 3%) hoiule oma poja jaoks, kes hakkas para-
jasti oppima 1. klassis. Kui suure summa saab poeg pérast
kooli lopetamist (11 aastat hiljem), kui isale makstud pree-
mia oli 50 rubla?
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370.

371.

372.

373.

374.

375.

376.

3717.

188

Todstuse sisseseade maksis uuena 15000 rubla. Tema vaar-
tuse iga-aastasel hindamise] kustutatakse sisseseade vanane-
mise ja kulumise tottu 8% eelmise aasta véartusest. Kui suur
on sisseseade véartus 10 aasta pdrast?

Ameerika Uhendriikide president ja teadlane Benjamin
Franklin pdrandas oma testamendiga 1790. aastal Bostoni
linnale 1000 naela ‘tingimusel, et see kapital liitintressi kan-
des kasvaks tdhtajaliselt 100 aastat. Saadud summast,
130 000 naelast, kuulus 100 000 naela linnale, jddk tuli aga -
jatta uuesti sajaks aastaks tdhtajaliselt hoiule. Missugust
intressimdédra arvestas Franklin?

Puu korguse iga-aastane juurdekasv on 809 eelmise aasta
juurdekasvust. Mitme sentimeetri vorra kasvab puu teisel
aastal, viiendal aastal, kui ta esimesel aastal kasvas 25 cmn
vorra?

Toostuse toodangut kavatsetakse suurendada igal aastal 159
vorra, vorreldes eelneva aastaga. Mitme protsendi vorra suu-
reneb toostuse aastatoodang seitseaastaku jooksul?

Radioaktiivse aine aatomeist laguneb 66pdeva viltel 2,89%.
Mitme 66pdeva viltel laguneb pool selle aine aatomeist?

Toas, mille temperatuur on 20° on keha, mille temperatuur
on 100°. Olgu keha soojusisolatsioonil tingimused sellised, et
keha temperatuur langeb igas minutis 29 vorra keha tempe-
ratuuri ja toa temperatuuri vahest. Leia keha temperatuur
poole tunni pérast. ;

Kuumutamisel laguneb vesinikiilihapend (H20;) veeks ja
hapnikuks. 10 minutit pédrast reaktsiooni algust oli vesinik-

iilihapendi kontsentratsioon 8 ;5 ja 10 minutit hiljem 4,8 Tg.
Arvuta vesinikiilihapendi esialgne kontsentratsioon eeldusel,

et kontsentratsioon vdheneb iga minuti jooksul sama prot-
sendi vorra minuti algul olnud kontsentratsioonist.

Kinnises anumas on vedela vdévli kohal esialgu 1 g vesinikku.
Reaktsiooni tottu vdheneb vesiniku hulk 12 tunni jooksul
0,832 grammini. Arvuta, kui palju vesinikku on anumas
24 tunni parast, arvestades, et vesiniku hulk vdheneb iga
tunni jooksul sama-% vorra tunni algul olnud hulgast.



378.
379.
380.
381.
382.
383.
384.
385.
386.

387.

388.
389.
390.
391.
392.

393.
394.

395.

396.
397.
398.
399.
400.
401.

402.

Kordamiskiisimusi ja tilesandeid.

\

Mis on funktsioon?

Mis on funktsiooni médaramispiirkond?

Missugust funktsiooni nimetatakse paarisfunktsiooniks?
Mis on funktsiooni negatiivsuspiirkond?

Mis on funktsiooni y=3x positiivsuspiirkonnaks?

Kas lineaarne funktsioon y=2—x on kasvav voi kahanev?
Millal on ruutfunktsiooni graafikul maksimumpunkt?
Kuidas avaldub funktsiooni y= —345—x poordiunktsioon?

Missugune sirge on funktsiooni ja tema poordiunktsiooni
graafikute siimmeetriateljeks?

Missuguses vahemikus asetsevad funktsiooni y=sin 2x vaar-
tused?

Mida nimetatakse arvu a logaritmiks alusel b6?

Missugust funktsiooni nimetatakse eksponentfunktsiooniks?
Mis on aritmeetiline prdgressioon?

Mis on geomeetriline progressioon?

Kuidas avaldub aritmeetilise progressiooni n liikme summa
valem?

Kuidas avaldub geomeefrilise progressiooni iildliikme valem?

Missugust geomeetrilist progressiooni nimetatakse tokesta-
matult kahanevaks?

Kuidas defineeritakse tokestamatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni summa?

Mis on loputu segaperioodiline kiimnendmurd?

Mis on liitintress?

Kuidas teostatakse tehteid harilike murdudega?
Missugust vorrandit nimetatakse eksponentvorrandiks?
Missugust vorrandit nimetatakse logaritmvorrandiks?

Aritmeetilise progressiooni kolmas liige on 6 ja kaheksas
liige 24. Leia kiimne liikme summa.

Arvude 7 ja 92 vahele aseta 16 niisugust arvu, mis koos antud
arvudega moodustaksid aritmeetilise progressiooni.
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404.

405.

406.

407.

408.

409.
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Linnas on praegu 138 000 elanikku. 16 aastat tagasi oli sel-
les linnas 115000 elanikku. Leia selle linna elanike arvu
aastane juurdekasvu protsent.

Missugune peaks olema linna elanike arvu aastane juurde-
kasvu protsent, et 34 aasta pérast oleks selles linnas 2 korda
rohkem elanikke?

Esita hariliku murruna
0444 ... ;' 0,272727 . . .5 - 8,3(81):

Keha paigutatakse vee ja sulava jda segusse. Keha jahtub
siis nonda, et tema temperatuur vaheneb iga minuti 16puks

murru 5— vorra temperatuurist selle minuti alguses. Olgu

keha temperatuur katse alguses (jddsse paigutamisel) fo,
tema temperatuur n-nda minuti 16pul peale katse algust ¢,.
Anna arvude n ja ¢, vaheline seos.

Kui suur on temperatuuri kahanemistegur minutilt minutile?

Piikesekiired tungivad 1abi klaasplaatide kihi, kusjuures

igas plaadis ldheb kaduma murdosa f]—’ plaadile langenud

valgusest. Olgu plaatide kihile langeva valguse tugevus T
ja plaatide hulk kihis n. Avalda 1.,2.,3.,...,n-ndast plaadist
léabitungiva valguse tugevused Ty, Ty, ..., T, andmete kaudu.
Kui suur on valguse tugevuse kahanemistegur plaadilt
plaadile? :

1

A SEAS A
Leta B, kui i

—

Lahenda jargmised vorrandid:
a) 3:2xr=48

b) 3logx=21log8

c); #1E#=23

d) logzx—3logx+2=0

Lahenda jargmised vorrandisiisteemid.

> ATPHR [SEAREY
1) a+b a—b a-:—b
s NI
a+b +a—b a—b

9 (a+b)x+ (a—b)y=2ab
) { (a+c)x+ (a—c)y=2ac



410.

x+y+z=11
3) {2x—y+2z=5
3x+2y+2=24
Lahenda jargmised vorrandid.
1) 243210000
2) 3Vr=243

3) 3% =768
4) x*¥2-7x+12 — |



7. KOLMNURGA LAHENDAMINE.

7.1. TAISNURKSE KOLMNURGA LAHENDAMINE
LOGARITMIDE KASUTAMISEGA.

Kui andmetena esinevad arvud on enam kui kahe tiive-
numbriga, siis kolmnurga lahendamisel on kasulik teha arvutusi
logaritmide abil.

Matemaatiliste tabelite kogudes on peale nurgafunktsioonide
tabelite ka nende funktsioonide logaritmide tabelid, kust saame
leida kas nurga antud suuruse jirgi soovitava funktsiooni loga-
ritmi voi timberpo6rdult — nurgafunktsiooni logaritmi jargi nurga.

Niiteks:

log sin 31°42" =1,7205; 4
log cos 40°45’=1,8794;
log tan 69°20"=0,4235.

Moned nédited ka nurga leidmise kohta funktsiooni antud
logaritmi jargi:

log sin a=1,7723; log tan p=1,3032;
a=36°18". p=11"22.
Ulesandeid.
411. Leia. {
1) log sin 16°24’ 2) log sin 42°54’
log tan 19°30” log tan 59°18’
log cos 72°12’ log cos 26°42’
log cot 32°12” log cot 7°36’
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3) log sin 47°1%’
log tan 8°08’
log cos 16°45”
log cot 56°17”

4) log sin 4°41”
log tan 30°04”
log cos 72°19/
log cot 83°16”

412. Leia trigonomeetrilise funktsiooni antud logaritmi jargi vas-

tav nurk.

1) log sin x=2,7183
log tan x=2,8960
log cos x=1,8053
log cot x=1,9529

3) log sin x=1,5692
log tan x=1,7375
log cos x=1,9776
log cot x=0,6934

*

2) log sin y=1,9656
log tan y=0,4068
log cos y=1,9998
log cot x=0,5174

4) log sin x=1,9320
log tan y=0,4496

log cos y=1,7199
log cot y=1,7759

Lahendame niiiid tdisnurkse kolmnurga logaritmide kasuta-

misega.

Ulesanne. Tdisnurkse kolmnurga kaatet =235 mm ja
kaatet 5=24,1 mm. Kui suured on selle kolmnurga teravnurgad ja

hiipotenuus?

Lahendus.

a 235,
1) tana—7—24'],

log a=1,3711;
log b=1,3820;
log tan a=1,9891;
a=44°17"~44°20".

3) % =sin a;

a

oping’
loga=1,3711;
log sin a=1,8439;
~log c=1,5272;
¢=33,67~33,7 min.

13 Matemaatika X kl.

b 248
2) tan B= 7T ﬁ;
log b—1,3820,

loga=1,3711;

log tan $=0,0109;
p=45°43"~45°40".

Kontroll:
a?=552,2:
b2=580,8;
62+ b2=1133,0=c?;
c=1/1133=233,66~33,7.

193



V astus. Kolmnurga teravnurgad on 44°20” ja 45°40’; hiipo-

tenuus on 33,7 mm.

413.

414.

415.

416.
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Ulesandeid.

Lahenda tdisnurkne kolmnurk, iimardades tulemused vasta-
valt andmetele.

1) a=25; b=75. 5) ¢=325; b=184.

2) ‘a=3l;6=70, 0)-6=4.565 a—2.88.

3) a=302; p="53°20". 7) ¢=32.54: a—=2642"

4) b=32,2; p=62°30". 8) a=12.15; t=20.98.

Raudtee vagunit, mida r66pme sihis mojuv joud 1200 kG vo6ib
paigast dra nihutada, tombab rédpme korval liikuv traktor
(joon. 70 @). Vagunit ja traktorit ithendav vaier moodustab
roopme sihiga nurga 18° Kui suure jouga P tombab traktor?

Mootorpaat sdidab kiirusega v,=1,7 '% Paat soidab iile joe,
mille voolu kiirus 02=0,9%l (joon. 70 b). Kui suure nurga a
all liigub paat kalda suhtes, kui tiiiiritakse kaldaga risti?

Korgepinge kaabel juhitakse {ihest isolaatoripostist oma
sihist horisontaaltasapinnas 38° vorra korvale (joon. 71).

Joon. 70 a. Joon. 70 b.

Joon. 72.
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Kaabel on pingutatud jouga 240 kG. Kui suur on honson-
tazlne joud P, millega kaabel kisub posti viltu?

417. Tasaparalleelsele klaasplaadile kaldu langev valguskiir teeb
plaati ldbides paralleelse nihke & (joon. 72). Arvuta see nihe,

kui plaadi paksus d=26 mm, murdumisnditaja ::" T =15ja
langemisnurk a=230°.

np

Joon. 73.

418. Kelpkatuse pikkus on 20 m, laius 8 m ja kérgus 6 m, katuse
harja pikkus on 12 m (joon. 73). Arvuta nurgad a ja B, mis
katuse pinnad moodustavad laega.

7.2. VEA ULEMMAAR NURGA ARVUTAMISEL.

Kui lineaarsed andmed (pikkused) nurga arvutamiseks on
saadud mootmise teel, siis on nad ligikaudsed arvud, mistottu ka
nurga suurus kui arvutustulemus on ligikaudne. Selle tulemuse
iimardamisel peame teadma, kui suur viga v6ib {ilimalt tekkida
nurga arvutamisel. Selgitame nurga vea iilemmaiédra leidmist
niidete varal.

Nadide 1. Laste midnguviljakul oleval muruplatsil on téis-
nurkse kolmnurga kuju, mille iiks kaatet on 35 m ja hiipotenuus
60 m. Kui suured on selle muruplatsi teravnurgad?

L ahendus. Paneme tihele, et kolmnurga kiilgede pikkused
on siin moodetud veaga mitte {ile 0,5 m.

Arvutame 35-meetrise kaateti vastasnurga suuruse tokked.

Téhistades selle nurga idhega @, saame sin a iilemtokkeks

S0 T

595 119 =0,597;
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et kolmnurga teravnurk on esimese veerandi nurk, siis suuremale
siinusele vastab suurem nurk, seepdrast nurga a enda iilemtokkeks
on

arcsin 0,597 =36°42’.
sin ¢ alamtokkeks saame

M5 _ 69
605 — 191 =0,571,

millega nurga o alamtokkena leiame
arcsin 0,571 =234°48’.

Ligikaudse suuruse koige toendolisemaks vaddrtu-
seks loetakse ta {ilemtokke ja alamtokke aritmeetilist keskmist.
Niisiis
36°42’-|2—34°48’ — 35°45/.

~
=

Ligikaudse suuruse {ilemtokke ja alamtokke vahet  nimeta-
takse ligikaudse suuruse kdikumisvahemikuks.
Meie niites nurga o kdikumisvahemik on

36°42" —34°48" =1°52" =~ 2°.

Pool koikumisvahemikust kannab ligikaudse suuruse abso-
luutse vea iilemmidra nime.

Antud juhul nurga o absoluutse vea iilemmé&ar on 2°:2=1°.
Siimbolites méargitakse seda nonda: Aa=1° (kus kolmnurkne siirm-
bol on kreeka suurtdht «delta»).

Et nurga « arvutamisel viga voib kiiiindida 1°-ni, siis pole
otstarbekohane vastuses ndidata minuteid; vastuseks saadav arv
tuleb imardada kraadideni: 35°45’~36°.

Vastuse kirjutame nonda:

a=~36°(£1°),
mida loetakse «nurk a on ligikaudu 36° veaga 1°».

Absoluutse vea iilemméédra ja ligikaudse arvu suhet nimeta-
takse ligikaudse arvu relatiivse vea iilemmdidraks. See suhe

antakse tavaliselt protsentides.
Meie ndites on nurga o relatiivse vea iilemméaéraks

1°:36°=0,028~0,03=3%.
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Tulemuse voib niitid kirjutada ka nonda:
az36°(.":30/0),

mida loetakse «nurk a on ligikaudu 36° veaga 3%».
Ulesandes esineva muruplatsi teine nurk p~54°(=+1°) ehk
B~54°(=2%).

Nédide 2. Ristkiiliku alus on 564 mm, korgus 162 mm. Kui
pikk on selle ristkiiliku diagonaal ja kui suure nurga moodustab
diagonaal alusega?

Lahendus. Et pikkused on méddetud millimeetrise tipsu-
sega, siis vea iilemméaéraks on siin 0,5 mm.

Diagonaali arvutamisel votame arvesse, et andmed on kolme °
tiivenumbriga arvud, mistottu ka tulemuse iimardame kolme tiive-
numbriga arvuks, iimardades seejuures vahepealsed tulemused
nelja tiivenumbriga arvudeks.

Téhistades aluse tdhega a, korguse tidhega b ja diagonaali
tihega d, saame:

a?=1622~ 26 240;
h?=569%~ 328 000;
d? ~ 355 000;

d=1/355 000~ 595,8 ~ 596.

Diagonaali ja aluse vahelise nurga a tangensi iilemtoke on

1625
568.5 =0,2858,

et siin suuremale tangensile vastab suurem nurk, siis nurga a
iilemtokkeks saame

arctan 0,2858 =15°57".

Arvutades tan o alamtoket, leiame
1615
569,5

millest nurga o enda alamtokkeks saame
arctan 0,2835=15°50’.

=0,2835,

Nurga « absoluutse vea iilemmédra arvutamisel leiame, et

Ad s 15°57 —515 50 i
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Nurga o koige toendolisem vadartus on
9 15°57'J515°50' — 15°547.
Seega a~15°54"(+0,4") ehk a=~15°54"(*=0,4%).

Ulesandeid.

Tédisnurkse kolmnurga kaatetid on ligikaudu 4 m ja 6 m.
Arvuta hiipotenuus ja nurgad. Nurga arvutamisel leia abso-
luutse vea iilemmair ja relatiivse vea iilemmaiar. Umarda
tulemused vastavalt andmetele.

Tarvis on joonestada tdisnurkne kolmnurk, mille iiks kaatet
on 372 mm ja hiipotenuus 943 mm. Kui pikk tuleb teine kaatet
ja kui suured tulevad nurgad? Kui suur viga voib tekkida
nurkade arvutamisel?

Piikese korgusnurga a maaramiseks 100di maa sisse piisti
teivas, mille maapealse osa pikkuseks jdi 1,7 m; teiba varju
pikkus oli 2,1 m (joon. 74). Arvuta Piikese korgusnurk a
varju mootmise momendil. ;

Punktide A ja B vahele on tarvis ehitada tunnel (joon. 75).
Punkt C on valitud nonda, et kolmnurk ABC on tadisnurkne,
kusjuures BC=94 m ja AC=234 m. Kui pikk tuleb ehitatav
tunnel? Kui suure nurga moodustab tunneli siht AB pohja-
louna sihiga AC ja kui suure nurga ta moodustab ida-lddne
sihiga?

Arvuta niirinurkse kolmnurga ABC korgus BD, teades, et
alus AC=55 mm, alusnurk BAC=18° ja alusnurk ACB=
=147° (joon. 76).

Joon. 74. » Joon. 75.



Joon. 77.

Joon. 78. Joon. 79

424,

425.

426.

Joe laiuse BD mootmiseks mérgiti BD sihis pikkus AB=
=30 m (joon. 77). Joe teisel kaldal ver piiril kasvava puu
latv C paistab punktist A nurgas 13° ja punktist B nurgas
30°. Kui lai on jogi?

Kolmnurga ABC alus AC=70 mm, nurk a=232°20" ja nurk
p=>50°20" (joon. 78). Arvuta korgus BD.

Ule oru punktide A ja B vahele hakatakse ehitama 51Ida
(joon. 79). Tugisamba DC korguse leidmiseks mdodeti
punkti C alangunurgad DAC ja DBC. Arvuta samba DC
pikkus, teades, et AB=62 m, £ZDAC=37° ja £/DBC=T7I".

7.3. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE SKAA-
LAD - ARVUTUSLUKATIL.

Antud nurga trigonomeetrilise funktsiooni vai viimase jargi

nurga leidmiseks v6ib kasutada arvutusliikati trigonomeetrilisi
skaalasid, mis leiduvad keele tagakiiljel (joon. 80): skaala S (sii-
nuste skaala. joonisel «Sin»), skaala ST (siinuste ja tangensite
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Joon. 80.

LLLLLLLY S0 O L L £ 141 L YIIHH mmm '} i W
K‘r manas:; L AL UL g g oy ;&a% 6 70 80 9V %0 o 30 M&om 900 1000

5 !
40" sp' o Ul i 130' 2r 5 2/%' - P 30" & 430
Suthrct " “i’hu o b s ir. " A et ”C'Lﬂsur
; ; : ‘ :
WL I Y
1 RN 12 13 14 15 16 17 18 19
Lk | ) 2 " 3 4 n 3, ] . ? . 8 . 9 . 1P

Joon. 81.
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ithine skaala, joonisel «SuT») ja skaala T (tangensite skaala, joo-
nisel «Tg»). Igaiiht neist kolmest skaalast kasutatakse koos pohi-
skaalaga D. See voib toimuda kahel viisil. Esiteks nonda, et tom-
bame keele liikati korpusest vilja, poorame ta pikitelje iimber nii,
et tagakiilg saab esikiiljeks, ja liikkkame ta siis korpusesse tagasi,
seades koigi esikiiljel olevate skaalade algus- ja 16ppkriipsud koha-
kuti. Niiiid loeme skaala D alguskriipsu vastavaks arvule 0,1 ja
1oppkriipsu vastavaks arvule 1 (joon. 81). Siis siinuste skaala
algab suurusega 5°44’ ja tema 16ppkriips margib nurka 90°. Tde-
poolest, arcsin 0,1=>5%4", arcsin 1=90°. Tangensite skaala algus-
kriips aga margib nurka 5°43’ ja 16ppkriips nurka 45°. Toepoolest,
arctan 0,1 =543’ ja arctan 1=45°. Seega viimati kirjeldatud asen-
dis skaalad S ja T koos pohiskaalaga D esitavad vastavalt siinuste
ja tangensite tabelit, esimene vahemikus 5°44” kuni 90°, teine vahe-
mikus 5°43’ kuni 45°.
Skaalat S uurides méarkame, et

6°-st kuni 10°-ni iga kriipsuvahe mérgib &,

10%-st o 20%n1 . # % 107,
20°-st ,, A0-ni -, & w0
40°-st ,,  60°ni ,, e gl
60°-st ,, 80°ni ,, 35 x i

Skaala Iopul 80° ja 90° vahel on kaks kriipsu, millest esimene
margib nurka 83° ja teine nurka 85°.

Skaalalt T paneme tidhele, et
6°-st kuni 20°-ni iga kriipsuvahe margib 5,
208t 4B%AY T, % 5=

Kui nurk a on vdike, siis sin a=tan a. Seda ndeme joonisel 82,
kus iihikringis véikese nurga a korral siinusloik ja tangensloik on
peaaegu vordsed. (Kontrolli seda ka siinuste ja tangensite tabelite
abil, vorreldes 6°-st vidiksemate nurkade siinuseid tangensitegal)

See asjaolu voimaldab véikeste nurkade siinuste ja tangensite
jaoks kasutada iihist skaalat, milleks ongi skaala ST. Selle skaala
kasutamisel koos skaalaga D loetakse skaala D alguskriips vasta-
vaks arvule 0,01 ja loppkriips vastavaks arvule 0,1. Skaala ST
alguskriips margib siis nurka 34’ ja loppkriips nurka 5°44’, sest

arcsin 0,01 = arctan 0,01 = 347;
arcsin 0,1 = arctan 0,1 ~5°44’.
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Paneme tdhele, et skaalal ST

40’-st kuni 3°ni iga kriipsuvahe margib 1’
3°'St ” 50_ni ” ” ” 2,)
5°%-st ,, 16puni,, 2 5 5.

Niisiis skaala ST koos pdhiskaalaga D kujutab siinuste ja
tangensite iihist tabelit vahemikus 34’ kuni 5°44’.

Eeldusel, et keel on pdératud ja nurk o« on vahemikus
5°44’...90° leiame sin a véirtuse jdrgmiselt: mirgime markijaga
skaalal S nurga a ja loeme niidi alt skaalalt D selle nurga siinuse
vaartuse. Umberpo6ordult, antud siinuse jargi nurga leidmisel mér-
gime skaalal D antud siinuse ja loeme niidi alt skaalalt S nurga
suuruse.

Analoogiliselt toimime antud nurga tangensi leidmisel ning
antud tangensi jargi nurga leidmisel, kasutades sel korral vaid
skaalat T.

Naiteks:
sin 45°=0,707; tan 15°=0,268;
arcsin 0,574=235°% arctan 0,795=38°30’.

Kui antud nurk on vahemikus 34’...5°4’, siis toimime tap-
selt eespool kirjeldatud viisil, kasutades skaalat ST ja pidades
silmas, et siinuse ja tangensi véirtused on sel korral vahemikus
%0k...0,1,

Naiteks:
sin 1°30"=0,0262; tan 2°18’=0,0402;
arcsin 0,0405=2°19’; arctan 0,0769=4°24’.

Joonisel 83 on nididatud sin 30°, tan 35° ja sin5° leidmine
liikatil, kui selle keel on p&ératud. ;

Kirjeldatud operatsioone saab liikatil teostada ka keelt
podramata, kasutades selle asemel liikati korpuse otstes leidu-
vaid Onaraid. Poorates liikatit pikitelje iimber 180°, nieme taga-
kiiljel onarate dértel kriipse: parempoolses otsas kaks kriipsu —
iiks iilal ja teine all, vasakpoolses otsas iiks kriips — all (joon. 84).

Parempoolse otsa {ilemist kriipsu kasutame kraadide ja minu-
tite markimiseks ja lugemiseks skaalal S, alumist skaalal ST;
vasakpoolse otsa kriipsu kasutame seoses skaalaga T.
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Joon. 83.

Joon. 84.

5in63°30"

Joon. 85.

TR SRR i
WO

Leiame keelt pooramata niiteks sin63°30". Selleks
poorame liikati tagakiilje ette, tombame keelt paremale seni, kuni
skaala S arvule 63°30” vastav kriips tuleb kohakuti parempoolse
onara iilemise kriipsuga (joon. 85, iilal); siis podrame liikati esi-
kiilje ette ja loeme skaala D loppkriipsu kohalt skaalalt C (keele
alumisel ddrel) numbrid 8—9—5 (joon. 85, all); seega

sin 63°30"=0,895.

Antud nurga tangensi (nditeks tan 20°) leidmiseks poorame
liikati tagakiilje ette, tombame keelt vasakule seni, kuni skaalal T
arvule 20° vastav kriips tuleb kohakuti vasakpoolse onara kriip-

suga; siis poorame liikati esikiilje ette ja loeme skaala D algus-
kriipsu kohalt skaalal C numbrid 3—6—4; seega

tan 20°=0,364.
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Antud siinuse jargi nurga leidmiseks keelt péoramata (nii-
teks arcsin 0,515 leidmiseks), tombame keelt paremale seni,
kuni liikati esikiiljel pohiskaala D 16ppkriipsu kohale tuleb skaala
C viirtus 0,515; siis poorame liikati tagakiilje ette ja loeme parem-
poolse onara iilemise kriipsu kohal skaalalt S arvu 31° seega

arcsin 0,515=31°.

Antud tangensi jargi nurga leidmiseks keelt péoramata (ndi-
teks arctan 0,535 leidmiseks) tombame keelt vasakule seni,
kuni liikati esikiiljel pohiskaala D alguskriipsu kohale tuleb skaala
C véirtus 0,535; siis poorame liikati fimber ja loeme vasakpoolse
onara kriipsu kohal skaalalt T 28°10’; seega

arctan 0,535=28°10’".

Kui antud nurk on viike (vahemikust 34”...5%4’), siis nii
siinuse kui ka tangensi leidmine (samuti nurga leidmine) toimub
analoogiliselt, ainult selle erinevusega, et siis kasutame skaalat ST
ja parempoolse onara alumist kriipsu. Niiteks:

sin 4°=tan 4°=0,0698;
arcsin 0,0625=arctan 0,0525=3°.

Antud nurga koosinuse ja antud koosmuse jargi nurga leid-
misel kasutame valemi

cos a=sin(90°—a)
vahendust; néiteks:
cos 32°=sin (90°—32°) =sin 58°=0,848.

Olgu antud, et cos «=0,588. Kui suur on «?
Sel korral sin(90°—a) =0,588; siit

90°—a=36° ja a=>54°.

Antud nurga kootangensi leidmisel kasutame abivahendina
seost

cot o= :
tan a

Niéiteks cot 25°= 250 leidmiseks poorame litkati tagakiilje

ette, tombame keelt vasakule seni, kuni skaala T koht 25° tuleb
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kohakuti vasaku onara kriipsuga: niiiid poorame liikati esikiilje
iiles ning loeme skaalalt C (skaal® D alguskriipsu kohalt) tan 25°=
=0,466, aga skaalalt D (skaala C loppkriipsu kohalt) jagatise

1 1
et Lo S g Lt W R0 e
fan 25° — 0,466 214=col 25".

90°-st suurema nurga siinuse voi koosinuse leidmisel raken-
dame taandamisvalemeid. Naiteks: .

sin 125°=sin (180°— 125°) =sin 55°=0,82.

-45°-st suurema nurga tangensi leidmisel rakendame seoseid -

1

tan G=C0t(900—(l) = W_—a)—.

Niiteks

e e
tan 15°

tan 75°=cot(90°—75°) =cot 15°= ==X 78

Erilist kédsitlust nouavad trigonomeetrilised funktsioonid nur-
kade puhul, mis on védiksemad kui 34’. Sddraste nurkade korral nii
siinusloik kui ka tangensloik on pikkuselt peaaegu vordsed kaare
pikkusega (vt. joon. 82). Kesknurka teatavasti moodab temale vas-
tav kaar; niisiis, kui kesknurk on « radiaani, siis ka sellele nur-
gale vastav kaar on « radiaani. Teades, et

1 rad=>57°18"=3438’,

leiame nurgale «” vastava kaare pikkuse radiaanides jagatisena:
o © 3438".
Arvu 3438 kohal leidub liikati pohiskaalal mérge o', nii et
0'=3438 ja (kui a<34")

’

i o
sina=tang= rd
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Naiteks sin 20’ = 3435

o 2?0 —0,00582.

Sdéraste jagatiste arvutamisel peame meeles:

kui a<<34’, siis sin a=tan a<0,01.
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Ulesandeid.

L
427. Leia liikatilt keele pooratud asendi puhul:

428,

429,

206

1) sin 50°
sin 45°
sin 24°
sin 51°
sin 9°307

4) tan 13°
tan 32°
tan 9°107
tan 36°30"
tan 25°30”

7). sin 1°38*
tan 2°18’
tan 0°42/
tan 4°24’
tan 5°30’.

2) sin 8°2%’

sin 85°
sin 14°10’
sin 130°
sin 300°

5) tan 50°

tan 54°
tan 77°307
tan 71°
tan 60°30”

8) sin 2°10/

sin 3°20’
SIH 872"
sin 1°55”
sin 0°42/

Leia liikatilt normaalasendi puhul:

1) sin 30’
sin 27/
tan 25’
sin 17/
tan 6’

2) cot 89°45

tan 89°44’
tan 88°45’
cos 89°157
cos 88°207

3)

6)

9)

3)

cos 15°

cos 40°30’
cos 72°50° °
cos 61°

cos 147°

cot 61°
cot 43°
cot 48°
cot 12°30”
cot 10°10”

tan 2°05
tan 2°44’/
tan 0°54’
cos 88°17’
cot 87°54/

sin 15
sin 32’
tan 18’
tan 21’
tan 46’

Leia liikatilt pooratud asendi puhul teravnurk x, kui:

3) sin x=0,309

1) sin x=0,245

sin x=0,142°

sinx—0.31H
sin.x=0.837b
sin x=0,485

4) tan x=0,268
tan x=0,625
tan x=0,161
tan x=0,795
tan x=0,966

2) cos x=0,670
cos x=0,245
cos x=0,158
cos x=0,588
cosS x=0,225

5) tanx=1,192
tan x=1.376
tan x=4,511
tan x=2,90
tan x=1,192

sin x=0,339
sin x=0,799
sin x=—0,242
sin x=—0,334

6) cot x=0,554

eot x=107
cot x=0,900
col x=451
cot x=2,88



430. Leia liikatilt keele podratud asendi puhul:

1)

arcsin 0,707
arcsin 0,375
arcsin 0,777
arcsin 0,165
arcsin 0,146

4) arcsin 0,0552
arcsin 0,0596
arcsin 0,0334
arcsin 0,0122
arcsin 0,030

7) arcsin 0,00582
arcsin 0,00786
arctan 0,00728
arcsin 0,00512
arctan 0,00197

10) cot 76°
cot 87°
tan 43°20/
cot 47°40/
cot 62°20/

7.4. TRIGONOMEETRILISI

2) arctan 0,839 3) arctan 1,195
arctan 0,259 arctan'1,575
arctan 0,445 arccot 2,90
arctan 0,835 arccot 1,192
arctan 0,615 arccot 0,554

5) arctan 0,0364 6) arcsin 0,00262
arctan 0,0477 aretan 0,00582
arctan 0,0157 arcsin 0,00728
arctan 0,0114 arctan 0,00485

~ arctan 0,0556 arcsin 0,00211
&) sin 31° 9) sin 1°40’
tan 19° sin 40’
sin 1°15’ tan 9°

sin 3°40’ tan 17°

tan 2°10” cot 52°
11) arctan 0,625 12) arcsin 0,707
arctan 0,815 arcsin 0,174
arctan 0,244 arcsin 0,819
arctan 0,880 arcsin 0,985
arctan 0,250 - arcsin 0,259

ARVUTUSI LUKATI

KASUTAMISEGA.

Nditeid.

12,6

1) Leia nurk a, kui sin o= ==

175°

Lahendame iilesande liikati keelt po6ramata. Margime skaa-
lal D arvu 17,5; tombame keelt paremale niipalju, et skaala C arv
12,6 jadb kohakuti arvuga 17,5 skaalalt D. Péorame niiiid liikati
fimber ning loeme parempoolse onara {ilemise kriipsu jargi skaa-

lalt S vdartusega 46°. Seega vastuseks on a=46°.

) 3.6 e 2,5
sin 30° sinx

clseia 2
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Lahendus pooratud keelega liikatil on jargmine. Margime
niidiga skaalal D arvu 3,6. Tombame keelega.niidi alla 30° skaa-
lalt S. Niiiid margime niidiga skaalal D arvu 2,5. Niidi alt skaa-
lal S loeme vastuseks 20°19’. Seega x=20°19’.

3) Arvuta avaldis 14,6 - sin 56°30’.

Lahendame iilesande liikati keelt pooramata. Liikatit taga-
kiiljelt jdlgides tombame keelt paremale niipalju, et skaalalt S
tuleks onara kriipsu kohale 56°30". Poorame niiiid liikati péripidi
ning margime niidiga skaalal D arvu 14,6. Vastuseks loeme niidi
alt skaalalt C arvu 12,2.

Seega 14,6 - sin 56°30"=12,2.
13,9
tan 41°°

Lahendame iilesande liikati keele pooratud asendis. Méargime
niidiga skaalal D arvu 13,9, tombame niidi alla skaala T arvu 41
ning loeme keele Iopult skaalalt D tulemuseks 16. Seega

4) Teosta jagamine

13,9
tan 41°
5) Téisnurkse kolmnurga kaatet a=250 ja b=575. Leia terav-
nurgad ja hiipotenuus.
Ulesannet litkati abil lahendades leiame koigepealt, et
250
575
Niiiid saame skaala C arvu 0,435 kohakuti skaala D algus-
kriipsuga, poorame liikati iimber ning loeme vasakpoolse oOnara
kriipsu skaalalt T arvu 23°30’. Seega

a=23°30"; p=90°—23°30'=66°30".
Hiipotenuusi arvutame seosest

a @ 250
; =sina ehk c= =0 ==y -

Viimase jagatise leiame jirgmiselt. Pdéorame keele ja margime
niidiga skaalal S koha 23°30’; niidi all skaalal P leidub siis vas-
tav siinuse vaartus (0,399; selle véljalugemine pole tarvilik).
Niiiid poorame keele tagasi ja leiame jagatise

250 sin 23730 =627.

Kontrolliks kasutame Piitagorase teoreemi, arvutades liikatil

=16.

tan a= =0,435.
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431.

432.

433.

434.

435.

14 Matemaatika X ki.

a?2=250%2= 62 500;
b2=>575*=331 000;

a?+b? =393 500~393 000;
2 =6272 =~393000.

Vastus. a=23°30"; B=55°30"; c=627.

Ulesandeid.

Arvuta liikati abil nurk «, kui

fhoaD2 37,6

1) sina= g% 3) tana= 515
18 23
2) ‘cosa= 7 4) COta—52

Arvuta liikati kasutamisega avaldis:

) o 6) —20 11) 585-sin 21°40’
2) 5 7) Sm44+30 12) 2,4 - tan 22°20/
3) 55 8) Sm":% 13) 2,54 - tan 66°30
1 22 9) 28 14) 28
5) . 10) 2 15)

Arvuta litkati abil avaldis:

25,2 0,28 .
R T 3) Snos0 5) 78-sin 1°55

10 542 e
2) oo 4) G120 6) 635-tan4°15

Lahenda liikati kasutamisega vorre:

sin15° __ sinx sin 10° _ sinx
1) 35 2489 4) 24150238
) P N 3 T2 v b
Sin60°  sin 30° ) Sn30° ~sinx
tan 18° tan 32° tan40° tanx
D oy il e

Arvuta liikati abil tdisnurkse kolmnurga puuduvad kiiljed
ja nurgad.
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436.

437.

1) a=7%9 cm; ¢=10,7 cm

2) b=10,5 dm; ¢c=15,3 dm

3) a=6.05 m; b=8,32 m

4) a=16,1 cm; b=13,3 cm

5) a=12,9 mm; a=33°30"

6) ¢=74,5 mm; a=28°20"

Joonestati kolmnurk kiilgede pikkustega a=8 cm, b=5cm ja
c¢=7,2 cm. Nurkade mootmisel leiti, et a=280° p=38° ja y=62°.
Arvuta liikati abil suhted

a b is 0
sina’ sinf ) siny

ja vordle tulemusi omavahel.
Joonesta kolmnurk, mille kiiljed on a=4 cm, b=6 cm
ja ¢=8,9 cm. Maoda selle kolmnurga nurgad a, B ja y.
Arvuta liikati abil suhted

a B 5 o
sina’ sinf siny

Vordle nende suhete suurusi. Joonesta saadud kolmnurga

fimber ringjoon ja mddoda selle diameeter sentimeetrites; vordle
saadud arvu eelmiste suhetega.

438.

Joonesta kolmnurk kiillgedega a=87 mm, b=65 mm ja c=
=76 mm. Mooda saadud kolmnurga nurgad a, B ja y ning
arvuta liikati abil suhted

a b g0
sina’ sinB ] siny ’
Vordle neid tulemusi kolmnurga {imberringjoone 1dbimoo-

duga, kui viimane on moodetud millimeetrites.

7.5. KOLMNURGA PINDALA KAHE KULJE JA
NENDEV AHELISE NURGA JARGI.

Kolmnurga pindala saab arvutada kahe kiilje ja nendevahe-

lise nurga jédrgi. Vastava eeskirja saamiseks ldhtume valemist

SRy
S—Eah.

Tommates kolmnurgas ABC korguse A alusele a (joonised 86

ja 87), saame tdisnurkse kolmnurga ACD, milles h=b siny [niiri-

210



Joon. 86, A Joon. 87.

g h

a
b
¥ J\80-7
c [

nurkses kolmnurgas h=b sin(180°—y) =b siny]. Asendades pind-
ala valemis h avaldisega b siny, saamegi otsitava valemi:

1 .
S=;absiny

Vottes korguse kiiljele & voi kiiljele ¢, saame vastavalt vale-
mid

acsin

DO -

S=_-bcsina S=

DO|

Niisiis,
kolmnurga pindala vordub poolega kahe kiilje ja nende-
vahelise nurga siinuse korrutisest.

Joon. 88.

Jéareldus. Etdiagonaal jaotab réopkiiliku kaheks vordseks -

kolmnurgaks (joon. 88), millest kummagi pindala on %ab sin ¥,
siis roopkiiliku pindala arvutamiseks saame valemi:

- S=absiny.

Roopkiiliku pindala vordub kahe kiilje ja nendevahelise
nurga siinuse korrutisega.

Eeskiri on oige so6ltumata sellest, kas roopkiiliku vaadeldav nurk
on terav- voi niirinurk.
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Ulesandeid.

439. Kolmnurga kaks kiilge on 6 cm ja 9 cm; nende kiilgede vahe-
line nurk on 30°. Kui suur on kolmnurga pindala?

440. Roopkiiliku kiiljed on 5 dm ja 12 dm ja teravnurk on 30°
Kui suur on roopkiiliku pindala?

441. Toesta, et diagonaalid jaotavad roopkiiliku neljaks pindvord-
seks kolmnurgaks.

442. Toesta, et diagonaalid jaotavad ristkiiliku nel]aks pindvord-
seks kolmnurgaks.

443. Arvuta liikati abil kolmnurga pindala, kui
1) a=632 m; b=496 m; y=134°20";
2) b=542 mm; c=435.mm; a=35%0".

444. Arvuta roopkiiliku pindala, kui kiiljed ja nurk on vastavalt
1) 4 cm, 6 cm ja 40%
2) 46 m, 58 m ja 130°

445. Vordhaarse kolmnurga haar on 3,4 cm ja tipunurk 80°.
Arvuta kolmnurga pindala.

446. Vordkiilgse kolmnurga kiilg on 15 em. Arvuta pindala.

447. Kolmnurga kaks kiilge on 5 cm ja 6 cm. Kolmnurga pindala
on 7,5 cm? Leia antud kiilgede vaheline nurk.

448. Arvuta ringi segmendi pindala, kui segmendi kaar on 70°
ja ringi raadius on 20,2 cm.

449. Arvuta Kkorrapidrase viisnurga pindala, kui viisnurga
{imberringjoone raadius on 3 cm. '

7.6. SIINUSTEOREEM.

Uldkujulist kolmnurka saab lahendada, kui tiikeldada antud
kolmnurk korgusega tédisnurkseteks kolmnurkadeks ning arvutada
nendest antud kolmnurga puuduvad elemendid. Lihtsam on aga
siiski lahendada otseselt, kasutades monesuguseid kolmnurga ele-
mentide vahelisi seoseid. Uht niisugust seost viljendab nn. sii-
ni's beoreein:
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kolmnurga kiiljed on vordelised vastasnurkade siinustega.

e R -
sing~ sinp siny

Toestus. Lihtume kolmnurga pindala valemist:

S=%acsin[3; . (1)
S= besing; (2)
5= %ab sin y. (3)

Esimesest ja teisest vordusest jireldub, et

ac sin p=bc sin a

ehk
a sin B=>b sin a.
Siit
Gon 0
sina sinf°’
Esimesest ja kolmandast vordusest jireldub, ef
acsin f=ab siny
ehk
¢ sin B=>b siny.
Siit saame

A ey
sinp siny’
Seega toesti

O D
sina  sinB siny’
Kui vordes

a b

sina sin
kolm liiget on antud, siis neljanda saab arvutada. Seega siinus-
teoreem voimaldab
1) arvutada kolmnurga kiilge teise kiilje ja nende kiilgede
vastasnurkade jérgi; naiteks:

ey 011 e
sinf *
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2) arvutada kolmnurga nurka teise nurga ja nende nurkade
vastaskiilgede jargi; nditeks:

asin B
b ’

kust nurga a saame leida litkati voi tabeli abil.

sin a=

Kokkuvottes: siinusteoreem voimaldab lahendada kolm-
nurka, millest on antud

1) kaks nurka ja iks kilg voi

2) kaks kiilge ja neist iihe kiilje vastasnurk.

Nadide 1. Tahetakse moota ligipddsmatu punkti C kaugust
punktist A. Selleks voetakse 16ik AB=>50 m baasiks ja moodetakse
nurgad CAB=a ja CBA=f. Arvutame kauguse AC=x, kui a=
=36°30" ja p=68°30" (joon. 89).

%€
+ o Q’\\
s < v
%M'
3 R

ﬂ/\\
50 j Joon, 89,

Lahendus. Rakendades siinusteoreemi, saame:
1) y=180°— (a+B);
2) x s C

sinp_ siny’

millest
= csmf
e siny.
Numbriliselt:

y=180°— (36°30" +68°30") = 180°— 105°=75°.

e X 2 h & . :
Vorret In 6850 — snT5° liikatiga lahendades. leiame, et

X=482,
Seega on punktide A ja C vaheline kaugus ligikaudu 48 m.
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Ndide 2. Lahendada kolmnurk andmeil:
¢=93,1; b=49,5; y=110°50".
Lahendus. Et antud nurk on niirinurk, siis peavad iile-

jddnud nurgad « ja B olema teravnurgad.
1) Arvutame nurga B, milleks rakendame siinusteoreemi:

Dt = e
sinB siny"

Asendades saame:

Sin§ T 150 I o= e
Siit B=29°50".

2) a=180°— (110°50"+29°50") = 39°20’,

3) Arvutame kiilje a:

&t hk a PRy T
sina  sinB sin 39°20’ ~ sin 2950’ °

Seega,
a=63,19~63,2.
Paneme tihele, et
b<a<c ja p<a<y. A
Vastus. a=632; a=39°20"; p=29°50".
Nidide 3. Lahendada kolmnurk andmeil:
b=34; c=46; p=42°.

1) Arvutame nurga v:

i oh . sios Lesin
P e e o millest siny= ik

siny= 2904 ehk sin y=0,9054.

Nurga y arvutamisel peame silmas pidama, et y>p (sest
€>b), ja teiseks, et viimasel vorrandil on kaks lahendit; toesti, ka

sin(180°—v) =0,9054.

Nurga y véirtuseks saame antud juhul:

v1=53°32’ = 53°30";

y2=126°30".

Molemad viéirtused voivad olla lahendatava kolmnurga nur-
gaks, sest molemad on suuremad kui B.
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2) Leiame nurga a:

a;=180°— (42°+53°30") =84°30’;
a=180°— (42°+126°30") =11°30".
3) Kiilje a arvutamisel saame:

B b « S b sin a
g oy 2 millest a;= sinp ehk
oy BoSBW _g,

(12= 3————4 .;214121:30, = 10,2
Vastused.
o =384°30’ a=11230"
1) T y=53°30/ 2y {v=126%3D"
a =500 a=—=10.2

Kui kolmnurgast on antud kaks kiilge ja vdiksema Kkiilje vas-
tasnurk, siis, nagu teada, méairavad need andmed kas kaks kolm-
nurka, ithe kolmnurga voi ei méaira {ihtki kolmnurka. Olgu néi-
teks antud a, b ja « nii, et a<b; nurga B arvutamisel saame

: __bsina

sin B= i

Soltuvalt andmetest a, b ja « voib juhtuda, et

1) a>bsina; 2) a=bsina; 3) a<bsin a, millele vastavalt
peaks olema :

1) sin p<1; 2) sin p=1; 3) sin p>1.

Esimesel juhul leidub alati teravnurk p,, mis sellele siinusele
vastab. Kuid siis leidub ka niirinurk Bs, millel on sama siinuse
vairtus, sest sin p;=sin(180°—p,), seega Py=180°—p,. Lahenda-
misel saame sel korral kaks kolmnurka, iihe teravnurkse, teise
niirinurkse (joon. 90-I).

Teisel juhul, kui sin =1, saame lahendamisel iihe kolm-
nurga, nimelt tdisnurkse, sest siis p=90° (joon. 90-1I).

Joon. 90.
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Kolmandal juhul, kui sin f>1, andmed a, b ja « ei maira
ithtki kolmnurka, sest pole olemas nurka, mille siinus on suurem-

kui 1. Ulesandel sel korral lahend puudub (joon. 90-III).

Ulesandeid.

450. Lahenda kolmnurk andmeil:

1)
2)
3)
1)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)

qa=2

b =30:
c—=24:
r—174:
b=72:
a=416;
b=285,76;
c==144.7:
b =56
a=062;
a=32;
b=35:
=137
a=99;
a=14,5;

a=36";
g=59,¢
p=122°%
p=36°30;
c=4b:
b=635;
p=36°55";
a=120°16";
=52
b=48;
b=48;
C=45:
£=9383:
e=08"
b=—2¢ 1-

B=58°20".
p=28°10".
y=74°18".
B=42°24".

V=06

o=
B=40°.
B=46°.

B="70°30".

451. Mootmistoodel maastikul said oOpilased iilesande moota nii-
suguse puu korgus, millele ei saanud ligi minna. Ulesande -
tditmiseks voeti puu tiive ldbival sirgel baas AB=10 m ning
moodeti puu korgusnurgad a ja B vastavalt punktidele A ja B
juurest viseerimisega puu latva C (joon. 91). Saadi a.=28°17"
ja p=41°20". Nurgamootja korgus A=1,3 m. Kui korge oli
puu?

Joon. 91.
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452.

453.

454.
455.

456.

457.

218

Vabrikukorstna korguse kindlakstegemiseks moodeti korstna
sihis baas AB=75 m ning korstna korgusnurgad punktide 4
ja B kohal, saades a=20°48" ja p=232°18". Nurgamootja kor-
gus oli 1,3 m. Kui korge oli korsten? (Kasuta joonist 91.)

Joon. 92.

Veetorni korguse moodtmiseks voeti maapinnal baas b=AC,
mis ei asunud torni jalamit 1dbival sirgel. Moodeti nurgad
BAC=q, BCA=yjaDCB=3 (joon. 92). Arvuta torni korgus
andmeil: b=35 m; a=47°43"; y=110°28’; 6=32°13". Teodo-
liidi korgus A=1,3 m.

Niita, et siinusteoreem kehtib ka tdisnurkse kolmnurga kohta.

Niita siinusteoreemi abil, et

1) kui kolmnurgas kaks nurka on.vordsed, siis on vordsed ka
nende nurkade vastaskiiljed;

2) kolmnurgas, mille koik nurgad on vordsed, on ka kdik
kiiljed vordsed. :

Kolmnurga nurgad suhtuvad nagu 1:2:3 ja iimbermdoot on
20 cm. Kui pikad on kolmnurga kiiljed?

Kolmnurgas ABC on joonestatud nurga B poolitaja BE
kus E on nurgapoolitaja ja kiilje AC iihine punkt. Rakenda-
des siinusteoreemi, toesta kolmnurga nurgapoolitaja oma-
dus:

AE : EC=AB : BC.



7.7. KOOSINUSTEOREEM.

Kolmnurga lahendamist juhul, kui ta on madratud kolme kiil-
jega voi kahe kiilje ja nendevahelise nurgaga, ei saa alustada sii-
nusteoreemiga, sest sel korral ei saa kirjutada vorret, millest kolm
liiget on teada.

Sel puhul on rakendatav seos, mida véljendab nn. koosi-
nusteoreem:

kolmnurga kiilje ruut on vordne teiste kiilgede- ruutude sum-
maga, millest on lahutatud kiilgede ja nendevahelise nurga
koosinuse kahekordne korrutis.

Siimbolites

a?=b%+c2—2bc cos a
b2=a?+c2—2ac cos B
c2=a?+b2—2ab cos y

Toestus. Toestame koosinusteoreemi iithtaegu nii terav-
nurkse kui ka niirinurkse kolmnurga kohta (joon. 93).

[

1

h! b

i

1

]

]

:
ph--\
4 Joon. 93.

Tombame tipust C kdorguse CD=h. Tahistame tdhega x kiilje
b projektsiooni kiiljel ¢ voi selle pikendusel.
Piitagorase teoreemi pohjal saame kolmnurgast DBC:

teravnurkse kolmnurga korral: niirinurkse kolmnurga korral:
a?=h2+ (c—x)?, a?=h?+ (c+x)?,
a?2=h2+x2+4c2—2cx. a?=h2+x?+4c?+2cx.
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Kolmnurgast ADC: h?+4x?=02, seega

a?2=5b2+c2—2cx. | a?=0b2+c2+2cx.

Kolmnurgast ADC saame, et

¥=bcosa. x=b cos(180°—a) =
= —b cos a.

Kirjutades eespool saadud valemites tihe x asemele tema
avaldised, saame

a?="b2+c2—2cb cos a. | a*=b%+c2+2c(—bcosa).

Seega saame nii teravnurkse kui ka niirinurkse kolmnurga
puhul:

a?=>b%2+4c%2—2bc cos «.

Analoogiliselt saame koosinusteoreemi toestada ka kiilgede b
ja ¢ kohta. :

Valemid, mis viljendavad koosinusteoreemi, voimaldavad
arvutada kolmnurga kiilge kahe iilejddnud kiilje ja nendevahelise
nurga jargi.

Eespool toodud valemeid voib kirjutada ka kujul:

b24c2—a?
€oS a= —%)c——
a2+c2_h2
cos fp= iy -
a2+4+h2—c?
i S

Need valemid voimaldavad arvutada kolmnurga nurkasid,
kui koik kiiljed on antud. cos a, cos B ja cosy jédrgi leiame tabeli-
test voi liikati abil nurgad a, B ja y.

Logaritmide kasutamine on koosinusteoreemi rakendamisel
raskendatud, sest kiilje ruudu ja nurga koosinuse avaldised ei
ole logaritmitavad.

Niisiis, koosinusteoreem védimaldab lahendada kolmnurka,
millest on antud

1) kaks kiilge ja nendevaheline nurk voi

2) kolm kiilge.
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K'ui kolmnurgast on antud kaks kiilge ja nendevaheline nurk,
nditeks a, b ja vy, siis {ilejddnud elemendid voime leida kahel eri- -
neval viisil.

A. Koosinusteoreemi pohjal:
1) rakendades valemit
c?=a%+b%—2ab cos y, arvutame Kkiilje c;

2) rakendades valemit

a2+02_b2
cos = B

3) rakendades valemit

b2+ c2—-q2
2bc

Viis A on otstarbekohane siis, kui antud kiilgede mootarvud
on iihe- voi kahekohalised. :
B. Koosinusteoreemi ja siinusteoreemi pohjal:

1) valemist c2=a?+b2—2ab cos y arvutame kiilje c;
2) rakendades siinusteoreemi, kirjutame vorde

, leiame nurga B; -

Cos a= , leiame nurga a.

b c

. - illest leia
o7 el millest leiame nurga B;

3) vordest ——= leiame lopuks nurga a.

sin @ siny

Kui kolmnurgast on antud kolm kiilge, siis voib nurkade
arvutamine toimuda samuti kahel viisil.
A. Koosinusteoreemi pohjal, kasutades nurkade koo-
sinuste valemeid lehekiiljelt 220.
B. Koosinusteoreemi ja siinusteoreemi pohjal
jargmiselt:

1) kasutades valemit

b?+ c2—q?
2bc

2) kirjutades siinusteoreemi pohjal vorde

cos o= , leiame nurga a;

a b :
——=—— leiame sellest nurga B;
sina@ sinf’ ga B;
a —
sina siny

3) vordest leiame lopuks nurga y.
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7.8. KOLMNURGA LAHENDAMISE NAITEID.

Nidide 1. Arvuta tiigi pikkus AB (joon. 94), kui AC=60m,
BC=80 m ja nurk ACB=288".

Lahendus. Tahistades pikkuse AB meetrites tdhega c,
voime koosinusteoreemi pohjal kirjutada:

€2=602+802—2-60 - 80 - cos 88°=

= 3600+ 6400 —9600 - 0,0349 =9665.

c=1/9665=98,29 ~98.

: Joon. 94.

Joon. 95.

Seega on tiigi pikkus ligikaudu 98 m.

N dide 2. Risttdnavate vahel on kolmnurkne haljasala ABC,
mille kiilgede pikkused on vastavalt 50, 40 ja 66 m (joon. 95).
Arvuta tdnavatevaheline nurk ABC.

Lahendus. Téhistades otsitava nurga tdhega B, voime
koosinusteoreemi pohjal kirjutada:

2 BT i
coe ﬁ:50 +402—662 _ 250041600—4356

2:50-40 4000 = —0,0640.

Seega

cos (180°—B) =0,0640;
180°— p=86°20’;
p=93°40"=94°.

Seega on tdnavatevaheline nurk 94°.

Nédide 3. Kui suured on nurgad kolmnurgas, mille kiiljed
on: a=195, b=169, c=182?

Lihtudes koosinusteoreemist ja rakendades tuntud valemit
a |/1+cosa
COS'E' = V'——‘2
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pole raske tuletada (proovi seda teha!) kolmnurga nn. poolnur-
kade koosinuste valemeid:

a __|/p(p—a) E__l p(p—b) Y __1/p(p—c)
°°52—V be °952—/ ac et o

kus p= % (a+b+c) tahendab kolmnurga poolt iimbermootu. Need
valemid on eriti sobivad liikatiga arvutamiseks. Meie ndite puhul
korraldaksime arvutused nii:

a=195; p—a=273—195= 78;
b=160; p—b=273—169=104;
c=182; p—c=273—182= 91;
p=>546:2=273;
@ 9273.78 ;
cos? s T m =0,692,
sin? 3 =1-0,602=0,308;  sin 5 =1/0,308;
o
2 =3340"; a=67°20".
B 273-104 ! 2 ’
cos? 5 = fos g = 0-800;
sin? £ —1-0800=0,200;  sin & —/0,200;
B o / 1+] 4
+ =26°35"; Pp=53°10.
s ¥ 0TR08G : 2 v
€0s? 5 = foe—ien =(,753;

sin? ¥ =1-0,753=0,247;  sin ¥ =V 0,247,

3 —20°45";  y=59°30".

Kontroll a+p+y=180°00"

Miérkus. Arusaadavalt voiks niditeks 3. antud f{ilesande lahendada ka
ainult koosinusteoreemi pohjal v6i rakendades viimast koos siinusteoreemiga
(tee sedal).
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458.

459.

460.

461.

462.

463.

224

Ulesandeid.

Lahenda kolmnurk jargmisil andmeil:

1) a=16; b=12; y=38".

2) b=81,7; ¢=392; a=122°10/,

3) a=52,84; ¢=14,88; p=24°5"

4) a=8; b=12; c=16.

5) a=50; b=41; c=19.

6) a=6,4; b=88; c=10.

7)-a=40; b1=19; c=41,

8).a=05:"D=25 c=18:

9) a=24,57; b=24,75; c¢=10,05.

10) a=0,2243; b=0,2469; ¢=0,3126.

Arvuta jarve pikkus AB (joon. 94), kui AC=570 m, BC=
=860 m ja nurk y=79°

Nelinurga kiiljed on jarjestikku 16 m, 18 m, 24 m ja 26 m;
iiks diagonaal on 36 m. Arvuta nelinurga pindala.
Matkaja ndeb oma asukohast P kolme mdetippu A, B ja C,
millest A ja B paistavad talle iihes ja samas suunas ja millest
A on talle koige lahemal. Kaardi jérgi on AB=94 km,
BC=6,0 km ja AC=11,2 km. Matkaja mo6dab nurga BPC ja
leiab selle olevat 12°. Kui kaugel on matkaja méest C?
Chest ja samast punktist alustasid {ihtlast sirgjoonelist liiku-
mist kaks keha, iiks kiirusega 2 m sekundis, teine kiirusega
3 m sekundis. Kui kaugel on need kehad teineteisest 10
sekundi parast, kui liilkumise teed moodustavad nurga 34°?

A

77 / 7

N §:\§\\§\
o,

Joon. 96.

Joonisel 96 on skemaatiliselt kujutatud tostekraana, millel
tugi a=3,8 m, 6lg b=6,5m ning nendevaheline nurk y= 125°.
Arvuta trossi pikkus x.



7.9. KOLMNURGA PINDALA VALEMID.

Kolmnurga pindala saab arvutada tuntud valemi

S=: ah (1)

N =

jargi, kus a tdhendab kolmnurga alust ja A alusele tommatud
korgust. ”

Kui kolmnurk on maédratud kahe kiilje ja nendevahelise
nurga kaudu, siis pindala arvutamiseks sobib valem (7.5.):

S—gabsiny (2)

Viimasest pindala valemist saab tuletada valemi kolmnurga
pindala arvutamiseks iihe kiilje ja kolme nurga jérgi.
Avaldame siinusteoreemi pohjal kiilje b:

o W _asinB
sina  sinf ’ Sasinw
Asendades pindala valemis (2) kiilje b tema avaldisega,
saame

] :
S:_a.asmB

! - 8in y;
2 sina Y

__a’sinfsiny 4
s 2 stn o ()

Analoogiliselt saame valemid:

g _ bisinasiny g Ssinasinp (3)
R T ey (3")

N dide. Leida kolmnurga pindala, kui kiilg ¢=89 m ja selle
ldhisnurgad on: a=288° B=10°50".

Lahendus.
y=180°— (a+p) =180°—98°50’=81°10".
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Valemi (3”) jargi kirjutame:

892 . sin 88° - sin 10°50
2.sin 81°10

S:

Edasisi arvutusi liikkati abil sooritades saame vastuse jarg-
miselt:

o

7900-1-0,188 - 7900-0094 o
50988 — ogss /00 (m%).

Kolmnurga pindala saab arvutada ka kolme kiilje jargi. Selle-
kohase valemi tuletamisel 1ahtume valemist (2) kujul

S= é bcsin a

ning rakendame pohiseost

sina=v1—cos2a=V (l+cos a)(l—cos a).

Saame: S= % v/ (1+cos a) (I —cos a).
Teisendame juuritavat avaldist. Liites koosinusteoreemist
saadud valemis

PRAANEL . el
ARORR
molema poolega arvu 1, saame

b24c?—a® __ 2bc+b2+c2—a? _ (b+4c)%—a?
e~ 2bc Tt DG

l4+cosa=1+

ehk, lahutades viimase murru lugeja tegureiks,

(b+c+a) (b+c—a)

14+cosa= She

Tahistame kdlmnurga fimbermoodu siimboliga 2p; siis

a+b+c=2p,

a+b—c=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—c),
a+c—b=a+b+c—2b=2p—2b=2(p—>b),
b+c—a=a+b+c—2a=2p—2a=2(p—a).

Seega

2p(p—a) :

i +cosa= 5
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Saadud vorduse molemaid pooli arvust 2 lahutades saame

i 2p(p—a) _ 2 B
l—cosa—2———b—c——bc (bc—p%*+ap).

Asendades viimases sulgavaldises a vairtusega 2p—b—c,
saame sulgavaldist teisendada jargmiselt:

bc—p?+ap=>bc—p*+2p*—pb—pc=

=p?—pb—pc+bc=
=(p—b)(p—c).
Jérelikult
1 —cos a= w g
C

Pindala valemi saame 16puks nii:

_ bc 1/2p(p—a) . 1/2(p—0) (p—c) -
S= 2V be l be :

S=vp(P—a) (=B (P—5) | (@)

Seda valemit nimetatakse Heroni pindalavalemiks.
Kreeka matemaatik H er on elas II ja III sajandi vahetusel e.m.a.
Viimasel ajal on selgunud, et valem oli tuntud juba enne Heronit.

- Ndide. Leida vordhaarse kolmnurga pindala, kui haar on
4,6 m ja alus 5,8 m.

Lahendus. Kasutades Heroni pindalavalemit, viime arvu-
tused 1dbi jargmise skeemi jérgi:

a=45; p—a=29;
b=4.6; p—b=29;
c=58: p—c=1,7;
o e SR

S=v756:29.1,7=29-v75-1,7.

Edasi leiame liikatil korrutise 7,5- 1,7 skaalade A ja B abil;
korrutise vaartust vélja lugemata saame niidi alt skaalalt D ruut-
juure vaadrtuse; viimastki vilja lugemata korrutame ta'kohe arvuga
2,9 ning loeme lopptulemuseks numbrid 1—0—4. Arvutusandmele
suurusjdrke ja nimetusi arvestades otsustame, et

S=104 (m?).
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Kolmnurga pindala on arvutatav ka kolmnurga tippude koor-
dinaatide jirgi. Olgu koordinaatteljestikus antud kolmnurk ABC,
mille tippude koorinaadid on vastavalt (xi; 41), (x2; y2) ja (x3; ¥s).
Kolmnurga ABC pindala on vaadeldav trapetsite AA,B\B ja
BB,C,C pindalade summana, millest on lahutatud trapetsi AA,C,C
pindala (vt. joonis 97):

g B

o
a By Ay
X X X ) 4 Joon. 97.

Sapc=S as88+Ssscc —S1acc-

Saame:

Sasc= %(yl+y2) (%1 —%2) + %(yﬁ‘ys) (2 —x3) —

—% (Y1+y3) (X1 —x3) =

T %[ym—yIX2+y2x1—yzxa+ysxz—y1x1+y1xa—y3x1]=
e %[yl(xl—x2) — Y3 (%1—Xg) +Y2(¥1—x3) — 41 (%1 —X3)]=
= 21— %) (41—s) — (x1—%3) (41— y2) ]

Viimase avaldise vdartus on positiivse orientatsiooniga kolm-
nurga korral positiivne ja negatiivse orientatsiooniga kolmnurga
korral negatiivne. Et pindala méistame positiivse arvuna, selle-
parast loeme kolmnurga pindala vdirtuseks selle avaldise abso-
~ luutvaartuse:

S= | 5 16x1—%2) (41— 15) — (11 —x3) (11— 1]
ehk

S =4 (X —Xs) (¥1—¥) — (X1 —Xs) (Y1 —2)|
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7.10. KOLMNURGA LAHENDAMISE SKEMAATILINE
ULEVAADE.

Antud elemendid

Puuduvate elementide
leidmine

Pindala

I. Kiilg ja kaks

nurka

1) p=180°— (a+vy)

RS S
sina  sinB ~ siny
csin
o o] d

siny
‘3) p= csina
siny

B ¢?sin a sin B
2siny

II. Kaks kiilge ja
nurk nende va-
hel

gy b oo
sina sinf siny

1) a?=b%+c¢2—2bc cos o

1 ;
S= ,:,bcsma

. __ bsina
2) sinp= . or
inv= csina
3) siny= -
ITII. Kolm kiilge WIS o L st i
2bc
c
o _ 1/plp—a) Heroni
5 » sl V be pindalavalem
. @ _ 1/(p=b)(p—c)
A e B it 1 ~l/ be
IV. Kaks kiilge ja | A. Lahend puudub, kui a<b sin a
neist iihe vastas- | B. On iiks lahend, kui

nurk

1) a>b

3) a=bsina

a b &

sina ~ sinp ~ siny

2) a=b ja a<90°

C. Kaks lahendit, kui 6>a>b sinq
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Ulesandeid.

464. Arvuta kolmnurga pindala jargmisil andmeil:

1)
2)
3)
4)
5)

10)

a=93; b=65; y=42°

b=4,42; ¢=5,72; a=65°20".
a=50,8; c=32,3; p=23°30'".
a=20,73; b=236,26; y="70°45".
a=488; p=106°; y=25°20".
a=98,55; a=23%42"; p=47°24".
b=0,307; a=232°40"; p=70°20".
a=98: b=385: c=42

a=0,18; b=0,23; ¢=0,09.
a=421,6; b=499,8; c=335,9.

465. Vordhaarse kolmnurga pindala on 636 cm? ja kolmnurga
suurim nurk on 92°42’. Arvuta kolmnurga haar.

466. Leia kolmnurga nurgad, kui kolmnurga pindala on 78 m?
ja kaks kiilge on 13,8 m ja 24,6 m.

467. Joonisel 98 on kujutatud kolmnurgakujulise vaI]aku ABC
plaan. Arvuta viljaku pindala.

Joon. 98.
W AR
B 1000 m ¢ Joon. 98a.
Joon. 99.
L1°06'NW
52°NW |
\\ |
~N
\\ "ﬁ \ \
N
875 km Bo° 720
3,5km C 100 100
700
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468.
469.
470.

471.

472.

473.

Arvuta joonisel 98a kujutatud kolmnurga pindala.
Arvuta joonisel 99 kujutatud maatiiki pindala.

Arvuta kolmnurga ABC pindala:

1) A(2; —1), B(=3; 1), C(0; 2);

2) A(2; ~2), B(—2; -8), C(7; ~8);
3) A(2; 3), B(3; 3), C(—4; 3);

4) A(-3; 2), B(1; 3), C(—2; 3).

Ligipdasmatute punktide S ja T vahelise kauguse méarami-
seks moodeli baas AB, mille iiks otspunkt A asus sirgel ST
punktide S ja T vahel (joon. 100) ja mille pikkus oli 460 m.
Peale selle moodeti nurgad ZBAT=95°20", ZABT=24°40’
ning £ZABS=52°52’. Arvuta kaugus ST.

Ligipddsmatute punktide S ja T vahelise kauguse kindlaks-
tegemiseks moodeti baas AB, mille otspunkt A asus 16igu ST
pikendusel (joon. 101), ning nurgad £SAB=a, ZABS=§
ja LSBT =y.

Arvuta kaugus ST, kui AB=230m, a=280° p=70° ja y=25°.

Punktid P ja Q teisel pool joge on siinpoolselt kaldalt kor-
raga ndhtavad ainult punktist B (joon. 102). Punktid B ja P

Joon. 100.

Joon. 101.

! 1§
/ o~
] \
Joon. 102. A'/c/z\\\ /3\\\
8

Joor. 103.



474.

475.

on korraga nihtavad punktist A. Punktid Q ja B on ndhtavad
punktist C. Pikkused AB ja BC on vastavalt 92,3 ja 72,1 m.
Teodoliidiga nurki mootes leiti, et a=66°16", p=20°48,
y=282°25", ¢=52°18 ja w=60°05". Arvuta pikkus PQ.

Punktid S ja T teisel pool joge on korraga nahtavad nii punk-
tist A kui ka punktist B siinpool joge. Punktide S ja T vahe-
lise kauguse (joon. 103) méiramiseks moodeti AB ja nurgad
a, B, y ja 8. Arvuta kaugus ST, kui AB=100 m, a=>52°, =>57°,
y=96° ja 6=87°.

Ndpunditeid. 1) Arvuta AS kolmnurgast ASB. 2) Arvuta
AT kolmnurgast ATB. 3) Arvuta ST kolmnurgast AST.
Kontrolliks arvuta samal viisil ST kolmnurgast BST.

Lahenda iilesanne 474 (joon. 103) jargmisil andmeil: AB=
=150 m, a=97°, p=45°, y=107°, §=59°.



476.

477.

478.

479.

KORDAMISULESANDEID.

Ristkiiliku pikem kiilg a=48,06 mm; ithendades kiilgede kesk-
punktid, saame rombi, mille nurk a=32° Arvuta ristkiiliku
lithem Kkiilg.

Peegli ees asetseb kaks punkti, mille kaugused peegli tasa-
pinnast on 2 cm ja 10 cm. Punktide kaugused teineteisest on
17 cm.

Kui suur langemisnurk on valguskiirel, mis véiljudes iihest
punktist 1dbib pdrast peegeldumist teise punkti?

Taisnurkse kolmnurga pindala on 12,34 m? ja iiks nurk on
36°24’. Leia kolmnurga hiipotenuus. '

Arvuta korrapédrase kiimmenurga iimberringjoone raadius,
kui kiimmenurga apoteem on 26,8 cm.

480. Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk andmeil: a=10 cm,
a=60° ja B=45°. Mooda kiilg b. Kontrolli mootmistulemust
arvutamise teel.

481. Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk andmeil: a=54 mm,
b=42 mm ja o=135°. Mooda jooniselt nurk B ja kontrolli
tulemust arvutamise teel.

482. Alljargnevas tabelis on antud kiimne kolmnurga elemendid.
Kontrolli nende sobivust.

Nr. a b g a B v S
g 5 12 13 2237 | 67°23' | 90° 30
2. 16 63 65 14°15 75°45 90° 500
3. 6 5 5 73°44’ 53°08" 53°08’ 12
4. 55 110 110 28°58’ 75°31’ 75%317 2900
5. . & 72 45 89°35” 58°18’ 32°07” 1 600
6. 416 635 970 18°02” 28°12" | 133°46” | 95200
7 133,1 85,76 137,5 68°47 36°55” 74°18’ 5500
8. 52 56 6,3 52° 122°32/ 5°28’ 140
9. 17 8 118 116° 25° 39° 43
10. 108 81,7 39,2 122°06" 39°58’ 17°56" 1 350

483. a) Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk andmeil: a=>50 mm,

b=70 mm ja y=22°30". Mooda jooniselt kolmas kiilg ¢ ja
kontrolli tulemust arvutamise teel.
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b) Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk, mille kiiljed on:
a=60 mm, b=70 mm ja ¢=80 mm. Mooda jooniselt kolm-
nurga nurgad ja kontrolli tulemust arvutamise teel.

484. Alljargnevas tabelis on antud kolmnurka médravad elemen-
did. Arvuta puuduvad elemendid.

Nr. a b 2 a B v S
g 7 8 14
2. 5 44°25' 101°32’

3. 5 7 98
4, 14 53°08’ 67°23’

5. 13 20 67°23° " |

6. 75 91 120317

i3 9 65 6°22

8. 65 76 46°24’

9: 9 T 8,9

10. 8,95 6,88 10,2

485. Kolmnurgas, mille kiiljed moodustavad aritmeetilise progres-
siooni, on iiks kiilg 5 cm ja selle kiilje vastasnurk 120°. Arvuta
teised kiiljed, nurgad ja pindala.

486. Vordhaarse tédisnurkse kolmnurga hiipotenuus on jaotatud
kolmeks vordseks osaks ja jaotuspunktid on iihendatud tais-
nurga tipuga. Millisteks osadeks jaguneb tdisnurk?

487. Kolmnurga nurgad suhtuvad nagu 2:3:4. Kuidas suhtuvad
kolmnurga kiiljed?

488. Kolmnurga kiiljed suhtuvad nagu 2:3:4. Kuidas suhtuvad
kolmnurga nurgad?

489. Kolmnurga pindala on 252 cm? ja kaks nurka on 53°08 ]a
120°31’. Arvuta kolmnurga kiiljed.

490. Nelinurga kiiljed on jarjestikku 11 cm, 8,4 cm, 5,5 cm ja
4,2 cm; viimase kahe kiilje vaheline nurk on 70°. Arvuta neli-
nurga pindala.

491. Téisnurkse kolmnurga teravnurga a siinus on % Missuguse
osa hiipotenuusist moodustab kaatet a?

492. Taisnurkse kolmnurga teravnurga B koosinus on g. Mitu
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493.
494.

495.

496.

497.

498.

499.

sl i | R
R
1
5 | = °
f e Joon. 104.
©
Joon. 105.

Missuguse nurga koosinus vordub 45°-se nurga tangensiga?

Missuguse teravnurga tangens vordub 30°-se nurga siinu-
sega?

38 m korguse torni tipust T vaadeldava punkti P alangunurk
a=4,3° (joon. 104). Arvuta punkti P kaugus torni tipust 7.

Korguselt d=9,30 m vaadelduna paistab vabriku korstna jalg
rohtsihist nurga a=6,1° vorra allpool, korstna iilemine &ar
aga nurga B=16,3° vorra korgemal (joon. 105). Arvuta
korstna korgus A.

Leia vahemikust 0° kuni 360° ko6ik nurgad, mis rahuldavad
vorrandit:

a) cos x=sin2x; b) cos x+cos2x=0; c¢) sinx=2cos x.

Leia jargmiste funktsioonide nullkohad:

1) y=2x+9 3) yz—%x—t—l 5) y=sin2x
2) y=—x2+x—12 4) y=12—x—6x? 6) y=cos%x
Leia jargmiste funktsioonide positiivsuspiirkond:

1) y=3x—6 3) y=24—17x—20x2

2) y=x2+5x—14 4) y=sinx, kui 0<x<4n
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500.

501.

502.

503.
504.
505.

506.

507.

508.

509.

510.

511.

236

Leia jargmiste funktsioonide negatiivsuspiirkond:

1) y=—03x+1,5 3) y=2x243x—2

2) y=—x2—6x+16 4) y=cos x, kui —%<x<gn’.
Leia jargmiste funktsioonide kasvamispiirkond:

1) y=x2+3x+22 3) y=tanx, kui 0 < x<2xn

2) y=—x2—x+2 4) y=x*

Leia jargmiste funktsioonide kahanemispiirkond:

1) y=x2+3x—10 g y—

2) y=2x2—13x+15 4) y=sinx, kui.0 < x< 3n

Leia koigi kahekohaliste paarisarvude summa.
Leia koigi paaritute arvude summa I-st 99-ni.

Aritmeetilise progressiooni neljas liige on 10, seitsmes liige
19. Leia progressiooni esimene liige ja vahe.

Kaldpinda modda liikuv kera l4bib esimeses sekundis 0,5 m
ja igas jargnevas 0,8 m rohkem. Kui pika tee ldbib kera
10 sekundiga?

Leia progressiooni

log 1; log 10; log 100; log 1000; ...

10. liige

Arvuta avaldise

(x%y2)°— (8y2)*

4x3y2—3x522

vdartus, kui x=—-2, y=5 ja z=-3.

Lahenda proovimise teel vorrandid
1) 4x8—108=0
2) 3xt—48=0

Jarjesta suuruse jargi:

1) 3% 2,1°% 109 (—9)9 0,29 0,9% (—0,2)% (—31)9; (—5)°.

2) 319; 2,110, 101 (—9)%; 0219 0,9'; (—02)1% (—31)';
(=31)1% (=5)1.

Lihtsusta avaldisi:

1) (—2x-4y=?)3 2)

4%a%b5c?
42a7b%c®



512.

513.

514.

515.

3) 3x%y5. 2x4yP— (2x3y*) 2+

Jarjesta suuruse jargi: :
1\8 [1\—8 - 1\—8
D 2528 (-2% (2% (35 (37 (-8 (37
1\7 O 1\7 ~7
2) 35 3% (-35 (-3 (3 G (-3): (-3
3) 59; 510; (_5)9; (_5)10; 5-—9; 5—10; (_5) 9 (_5) lO
(=5)% &
Lihtsusta avaldisi:
£ oo Bl TR §. 5 —3
L) "R Ty x3y§ 6) | X xS
1 2
g e g
el 7) Va?b® -\ a%b
33
3) x .V%) (2x ya) 8) \3/x2y42:\4/x3y223

4) (a*bbc) > H (a b° )

5 [ to8) 2]

Jarjesta suuruse jargi:
N e
9 RN L AR

¢

1 1. 4
2) 3%, (-3)%; (5)*:

(5

55
3) 102 10°: 10-% 10
Kirjuta jargmised murrud kujul,
naalne:
1) g

Vx2y
) v e

Vx—Vy

125910
33y

T a2
9) (Vx%y)*- (Vxy)?

et L 1
10) [(\/ab3~ \/a2b)2]8

4
1 1 1 1
Nr. =7 - . (-5
s s o
b 3 1 N
%, 10% 10% 10-3 10%; 10 °-

kus nimetaja on ratsio-

1—V14
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516.

517.

518.

519.

520.

521.

238

¥
5) Xy 6) (2—a) +a—1—
Z

b X
x* —y a® —(2—a)

Lahenda jargmised vorrandid:

[

1
2

1) 3vx—75=0 4) VEe2—1+Vx+1=0
‘ 1

1 1
2) (2—x) 2 =7=0 5) (x+2)° —2x% =0
1
3) (2y—1)° —y=0
Tuletornist, mis asub 150 m korgusel merepinnast, paistab

laev horisontaaltasapinnast, mis l4dbib vaatleja silma, 29°30’
allpool. Kui kaugel on laev rannast (punktist C, joon. 106)?

Joon. 106. k

——
s
=<

Kahe kontsentrilise ringjoone raadiused on 16 mm ja 28 mm.
Kui kaugel nende ringjoonte iihisest keskpunktist paistab
suurem ring kaks korda suuremas nurgas kui vdiksem? Kont-
rolli lahendit andmete ja saadud tulemuse jargi tehtud
joonise abil.

Sarika pikkus maja seina kohalt katuse harjani on 3,8 m
ja katuse kaldenurk on 35°. Leia aampalgi pikkus.

On antud 16ik a ja nurk a. Konstrueeri sirkli ja joonlaua abil
1oik:
1) asing; 2) acos a.

Aratuskella kolisti osuti on 6 peal. Kui suure nurga vorra
peab seda osutit poorama, et dratuskell koliseks kell 8, kui



522.

523.
1) sin 49°+sin(—49°) + cos 25°—cos (—25°)

524.

525.

526.

527.

kolisti osutit saab poorata tunniosuti poorlemisele vastupidi-
ses suunas? ;

Hammasrattal on 72 hammast. Kui suure nurga vorra poor-
dub hammasratas, kui ta poordub:

1) kellaosuti poorlemisele vastupidises suunas 42; 300 hamba
vorra?

2) kellaosuti poorlemise suunas 24; 144 hamba vorra?

2l
Lihtsusta avaldised:

2) cos 33°—cos 17°—cos (—33°) —sin 40°+cos (—17°) —

—sin(—40°)
3) sin(n—l)—cos(g —1)
4) sin (% —~a) —cos(m—a)

Arvuta jargnevate avaldiste vaartused tabeleid kasutamata:

1) tan 26°+tan 19

T—ten 95 tan 15° 3) sin 18° cos 42°+cos 18° sin 42

5
F14 n4
1—tan Etan 5

tan oo +tan =
15

2) 4) cos 48° cos 16°+sin 48° sin 16°

Lahenda vorrandid:

1) cos4x+cos 2x=0
2) tan2x=tanx

Téisnurkses kolmnurgas on iiks kiilg teise kahe kiilje geo-
meetriline keskmine. Kui suured on selle kolmnurga terav-
nurgad?

Arvuta logaritmide abil:

1) V006768 v0.001 9) 1762
0,0048373- V 10 4,834%.]/0.716
5 - EEE AR

3) vmoo-vioo_ 4) _VO.- V00001
V100000 - V10 V0,0001 - V0,001
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528.
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5) Arvuta maakera ruumala, kui maakera raadius on
6371 km. Kui pikk oleks niisama suure ruumalaga kuubi
Serv?

6) Kui pika tee 1dbib Maa aastas, tehes tdistiiru timber Pai-
kese? (Maa kaugus Pdikesest on 149 700 000 km.)

7) Rauast kuup kaaluga 82,7 kg on asetatud rohtsale lauale.
Kui suurt rohku avalddab kuup lauale? (Raua erikaal on

1885 - -

cm?®
8) Vasktraadi kera kaalub 24,67 kG. Mitu meetrit traati on
keras, kui traadi 1dbimoot on 1,5 mm? (Vase erikaal on

G
892 )

m
9) Kolmnutrga kiilgede pikkused on 283,5 m, 309,2 m ja
3467 m. Arvuta kolmnurga pindala.

Lahenda arvutusliikati abil jargmised iile:sanded:

1) 0,722 -268 2) 56,6 - 125,5
149  :0,066 6200 : 19,8
0,0304 : 9,23 0,87 :52,3
3,14 2030 942 :40,7
3) 0,02882 4) /108 000
3
1378 V0,01
3
85302 /675 000
0,0468 1/0,00007

5) \;28 000; 1i/0,003
6) Leia x:
a) x:232=15,6:8,7; 59,3:x=692:74.
b) 19,9:0,79=x:36,5; 0,0405:0,97=16,4" x.

7) 31,7-9,25 0,281 -4,76 - 18,9
17,2 11,8-0,647
91,5-107- 3,90 5200 - 249
16,4 - 0,54 - 522 3140- 178



529.

530.

531.

532.

533.

534.

8) Silikaatkivi standardmootmed on 6X12X25 cm. Arvuta

G

ithe kivi kaal, kui silikaatkivi erikaal on 2,1&—5.

9) Ristkiilik, mille m66tmed on 87,5 m ja 17,2 m, tuleb jao-
tada sirgetega, mis on paralleelsed liihema kiiljega, osadeks,
mille pindalad suhtuvad nagu 7 :12: 17. Leia osade pindalad
ja mootmed.

10) Toa poranda mootmed on 4,26 m ja 3,72 m. Mitu 15 cm
laiust ja 3,5 m pikkust lauda kulub selle péranda katmiseks,
kui arvestada, et laudade parajaks saagimisel 1iheb kaduma
6% kogu materjalist.

11) Risttahuka moo6tmed on 56,7 cm, 67,5 em ja 31,6 cm. .
Arvuta risttahuka diagonaalide pikkused.
12) Lahenda vorrandid:

a) 2,1x2-47x—5,85=0

b) 0,2x2+1,82x—7,87=0

Teisenda logaritmitavaks:

1 cos x+ V3sinx 2) l+tanx

cos x— V3sinx 1—tan x

Teisenda avaldist
sin 87°—sin 59°—sin 93°+sin 61°.
Arvuta peast:

1) cos 40° cos 10°+sin 40° sin 10°
2) sin 10° cos 50°+ cos 10° sin 50°

Lihtsusta:
X

Tase T gt o
1) 4 cos (45 ~——§)-sm(45 2 7)
2) tan(30°+x)- tan(x—60°)
3) sin? 2x(1+ cot? 2x)

4) cos* a+sin? 2a

1) Missugustel argumendi véaartustel funktsioonid y=
=cos? x ja y=2(sin x+1) on vordsed?

2) Missugusel argumendi viartusel funktsiooni
y=2sin x - tan x+cos x vaartus vordub 1-ga?

Leia arvutamise teel niisuguste punktide koordinaadid, milles
funktsiooni y=7(1—cos x) —2sin®x graafik 16ikab x-telge?

16 Matemaatika X ki. 241



535. Lahenda vorrandid:
1) 5cos2x=4sinx
2) 2cosx—cos2x=1
3) sinz =1
4) sin 10x=2 cos 5x
5) sin 2x= (cos.x—sin x)?
6) cos 4x+cos 2x=0
7) sin 5bx—sin x=0
8) sin % +cos x=1

536. Teisenda korrutiseks:

: 1

1) sina+ 3
2) sina—z V3

537. Toesta, et

I+cosa .o @
b l—cosa_COt 2

2) l/l—cosa T+cosa . 2

l+cosu. l—cosa Sina
14+sina I=sin-a.
3) Vl—sina Gh ‘/l+sina =2tane
538. Toesta, et avaldise
sina+tan a
cos a+cot a

védartuseks ei saa olla negatiivne arv.
539. Lihtsusta ja arvuta
sin 27° cos 33°+sin 63° cos 57°.

540. Teades, et a ja B on positiivsed teravnurgad, ndita, et kui
tan a=17 ja sin p= Vll:o , siis a+2p=45°.
541. Kumb on suurem, kas sin 1 voi sin 1°?

542. Missugustel x vdartustel funktsioon
1

Vsinx

on maératud?

y—.:
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543.

544.

'545.

546.

547.

548.
549.

550.

551.

552,

16*

Leia niisugused x vadartused, mille puhul avaldise V ;:l

vaartus on suurem kui 1?

Lahenda vorratus:

nx
tanm>l.

Lahenda vorrandid:

1) Vax+2+V4x—2=4

2) V4—x+V5+x=3

3) Vx+5+V2x+8=7
1

4) x+x2=6

Lihtsusta avaldised:
_1 _n-? %) |
N e T

o S LR i I

Arvuta avaldise sin a cos a véirtus, teades, et a ja B on tiis-
nurkse kolmnurga teravnurgad ja et sin a+sin f=14.

Cos a

Arvuta murru —————
cosa—sina

vaartus, teades, et tan a=2,7.
Kas on olemas niisugune nurk, mille puhul

2 ok 1
1) sine= 3 ja cosa=3?

2) sihd= l/; ja cosa=— l/-g?

Arvuta sine, cosa ja cota, teades, et tana=%ja
sin a<0.

Arvuta kolmnurga nurga a funktsioonide viirtused, teades,
et cosa=—04.

Toesta, et
1) sin*a+costa >%

; 1
2) sin® a+cosfa > q
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553.

554.

555.

556.
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Kaldpinnal (joon. 107) on keha, mille raskus Q=50 kG.
Arvuta joud P, mis keha kaldpinda mdoda alla veab, ja kald-
pinnale risti mojuv joud z, kui kaldpinna kaldenurk roht-
tasapinna suhtes on a=30°

Joon. 108.

Joon. 107.

2a

20

Kiilu silmale mojuv joud P jaotub kaheks komponendiks, mis
kiilu posktasapindadega on risti. Arvuta komponent N
(joon. 108), kui kiilunurk 2e=28"°.

Maiel asuva malestusobeliski tipp C (joon. 109) paistab mae-
jalamist mooduval horisontaalsel teel punktist A nurgas

Joon. 109.

A 250m B o]

28°17’. Punktist B, mis on obeliskile 250 meetrit ldhemal,
paistab tipp C nurgas 41°20°. Arvuta obeliski tipu C korgus
CD tee tasapinnast.

Toesta, et
1) sin 10°+sin 50°—cos 20°=0
2) cos 85°+ cos 35°—cos 25°=0



557.

558.

559.

560.

561.
562.

563.

Kasvuhoone, mille pikkus on 16 m ja laius 6 m, on kaetud
kaheviilulise klaaskatusega. Mitu ruutmeetrit klaasi kulub
selle katuse valmistamiseks, kui katuse kalle on 48°?
Punktile A mojuvad kaks joudu p=40 kG ja ¢=20 kG, mille
suunad on teineteisega risti. Arvuta punktile A mojuv resul-
tantjoud r, kui selle suund moodustab jou p suunaga nurga
a=28° (joon. 110).

L Joon. 110.

Joon. 111.

Joud R=600 kg lahutatakse kaheks absoluutvdértuselt vord-
seks komponendiks, mis teineteisega moodustavad 120°-se:
nurga (joon. 111). Kui suured on need komponendid?

Toesta, et
sin* @ cos? o= 3%2 (2—cos2a—2cos4a+cosba).
Arvuta a sin 2x+b cos 2x, teades, et tan x= % :

Taisnurkses kolmnurgas on iiks kiilg teise kahe kiilje geo-
meetriline keskmine. Kui suured on selle kolmnurga terav-

nurgad?

Anna korrutise kuju avaldisele:

1) sin52°+ 5 4) 1—2sin 15°%
2) g—sin2 42°: 5) % +cos 81°.

3) 3—4 cos?56°;
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564.

565.

566.

-567.

-568.

246

Lahenda vorrand.

1) sin(x+30°) =sin x 3) cos 3x+cos 2x=0
2) cos(x—60°) =sin 2x 4) sin 5x+sin 3x=cos x

Kronsteini (seinapunkti) ABC punktisse B on riputatud ras-
kus 62 kG. Rohtsa varda AB ja kaldtoe BC vaheline nurk on
56°. Kui suur joud x mdjub varrast AB seinalt lahti rebivalt
ja kui suur on surve y toele BC (joon. 112)?

Et siin andmed on mootmise teel saadud, seega ligikaudsed,
siis {imarda tabelist saadavad trigonomeetriliste funktsioo-
nide viirtused kahe tiivenumbrini ja anna ka 16pptulemus
kahe tiivenumbriga. Arvutused tee arvutusliikatil!

Kaldpinnal, mis moodustab rGhttasapinnaga nurga 37°
(joon. 113), on 75 kG raskune kast kaubaga. Kui suurt joudu
y on tarvis selle kasti hoidmiseks kaldpinnal tasakaalus
(hoordumist arvestamata) ja kui suur on rohk x kaldpinnale?

- Lahendamisel arvesta markust eelmise {ilesande 16pus!

o Joon. 112.
4 Joon. 113.

Lahenda tdisnurkne kolmnurk, teades, et andmed on ligikaud-
sed arvud (kaatetid on a ja b, hiipotenuus ¢, kaateti a vastas-
nurk on a ja kaateti b vastasnurk B):

ic=8m: B=407 4) a=72: mm; a=327;
4 A B e B 5) b=24 m; B=78"
3) @=200m: p=67" 6) b=153 mm; a=>56°30".

Piistprisma pohjaks on tdisnurkne kolmnurk, mille kaatetid
on a ja b ning teravnurgad on a ja . Prisma korgus on A.
Arvuta prisma ruumala ja tdispindala jargmistel andmetel:



1) a=48 mm; ¢=235°; h=82 mm;

2) b=13,5 cm; a=62°30"; A=11,2 cm;
3) b=2,72 m; a=43°20"; h=1,55 m;
4) a=2,08 dm; p=59°10"; h=1,12 dm.

569. Korrapirase kolmnurkse piiramiidi pchiserv on a ja kiilg-
serv. moodustab pohja mediaaniga nurga a. (Korrapirase
kolmnurkse piiramiidi kérguse aluspunktiks on pdhja mediaa-
nide loikepunkt.)

Arvuta piiramiidi ruumala ja tdispindala jargmistel andmetel:
1) a=5 cm; a=40%

2) =18 cm;ua=32%

3) a=124 mm; a=>50°30".

570. Mietipp S (joon. 114) paistab punktidest A ja B, mis on
punktiga S iihes ja samas piisttasapinnas, vastavalt korgus-
nurkadega a=15,5° ja B=7,4°. Arvuta méetipu korgus #, kui
AB=538 m ja nurgamdootja korgus k=1,65 m.

Joon. 114.

i
|
¥
{

571. Suurte kauguste mootmisel valitakse moodetava 16igu iimb-
ruses vaatluspunktid nii, et igast vaatluspunktist on nihta-
vad kaks naabruses olevat punkti (triangulatsioonimeetod).
Maoddetakse baas CQ (joon. 115) ja vajalikud nurgad. Arvuta
kaugus PQ, teades, et CQ=2,00 km ja nurkade suurused on

A
_____ SN
013 O
473 \ PR A
& BRSO YA e
L i A Joon. 115.
T | / \
% / 5
T B &
\\\l&/ __,—"/r (o
D
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572.

- 573.

574.

-575.

576.

248

jargmised: LAPD=8320"; £ZPAD=46°50"; £BAD=T71°20;
ZADB=38°40'; £ZDBC=62°10"; £BDC=40°30"; ZCBQ=
=35°20"; £BCQ=72°20".

Ndpundide.

1) Arvuta BC kolmnurgast BCQ;
2 .. BDjaDE 5 DBC;
3) 05 AD o ABD;
4) g PD ix PAD;
5) . PC = PCD;
6) 5 PQ ,, PQC.

Kontrolliks arvuta analoogiliselt PQ kolmnurgast PQB.

*

Leia funktsiooni méédramispiirkond:
a) y=x\/4—x
b) y=v4x—x*
c) =/ Zsin'x

Leia funktsiooni méaaramispiirkond:

4x—x2? x2—2x—35
a) Y= _9x_3 b) y= 4x—x2

F (x) =x2. Arvuta:

1y ZOIRe) o) p (628) plect),

b—a s
Missugused jargmistest funktsioonidest on paarisfunktsioo-
nid, missugused paaritud funktsioonid?
inx el
1) fx)= 2= 1) O(x)=a*—
a*—1

2) 9(¥) = 5) G(x)=x-sin®x—x®

3) Fl)=a'+ ;;

4x—3

1" Missugusest x vaartusest alates erinevad

a) Leia lim
X —> 00

funktsiooni viirtused piirvdartusest vahem kui 0,001?



b) Leia lim ﬁ% Mlssugusest x vaartusest alates erinevad

.—)
funktsiooni vaartused purvaartusest vahem kui 0,01?

577. Leia jargmised piirvaartused:

: x—2 : 5x3—7x
a) lim P 7o S e) lim T
x—2 X —>00
s tan x : 3x+6
b) lim G f) lim F18
xX—> 7 x—> —2
R sin x—cos x SEmaor s, TS
Y T 8) W
x——)-4— il
3 2x2—1
d) lim PPy
X —>00
578. Leia jargmised piirvdartused:
i o Wsl
a) lim s——"f’x d) lim 0%
x—0 x—0,
3 sl
sin
4 .
b) lim 5 e) lim S';xzx
x—0 x—0
¢) lim %% f) lim 0%
x—>0 s x>0
579. Uuri funktsioone:
1
a) s=uvot—gt? ). y=—35 - &
b) v—vo—gt d) y=—2-(3)"

580. Tiihjuses iilesvisatud keha liigub seaduse jirgi
§=0vot—4,9¢2, v=0,—9,8¢,
kus ¢ on aeg katse algusest arvates, v, — iilesviske kiirus,

s — labitud tee pikkus ja v — kiirus ajahetkel .

Et pikk terav nool liigub Ghus peaaegu nii nagu tiihjuses,
siis lahenda jargmised lilesanded.
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1. Vibunool lastakse piistsihis iiles kiirusega 20 m sekundis.

Millal jouab ta oma piistlennu piirile? Kui korgel see on?

2. Missuguse kiirusega jouab nool vabal langemisel tagasi

maapinnale?

3. Missugusel ajamomendil asetseb nool 15 m korgusel?
581. Doominokividel on silmi jargmiselt:

040, 041, ..., 046; 1+1,142,..., 1+6;
242,248, ..., 2+6; ...; 646.

Leia doominokividele kantud silmade kogusumma.

582. Leia koigi p-ga jaguvate arvude summa alates arvust mp
kuni arvuni np, kus m ja n on tdisarvud.

583. Lahenda jargmised vorrandid:

a) % log(l+x)=1-—log2

b) log(x+4)+log x=2log(x+1)
c) log 5x+log 7x=1log 140

584. Lahenda jargmised vorrandid:

14\* 5
a) (3) =5
b) (1,4)*=8,1
c) (3,9)*=1

585. Mitu numbrit on pérast astendamist arvudes
2100 4315 5557 2

586. Mitu nulli on koma ja esimese nullist erineva numbri vahel
parast astendamist arvudes

6" @ @

587. Teame, et log % =log ja et 3>2. Seega kehtib vorratus

N =

3 log %>2 log %
ja siit
1\3 1\2
log (5) >log (5) B
millest
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(3)°> (5) ek 3> 5.
Kus on viga?

*

588. Kell on kolme ja nelja vahel ja minutiosuti katab tunni osu-
tit. Kui palju on kell?

589. Poiss kiis jalgrattaga raudteejaamas. Minnes oli tuul vastu,
tulles tagant, mistottu sinnasoit toimus kiirusega 12 km
tunnis ja tagasisoit kiirusega 18 km tunnis. Jaamas kulus

tal aega % tundi. Kogu reis kestis aga 3 tundi. Kui kauge!
raudteejaamast elas poiss?

'590. Ruudukujulise tiigi keskpaigas kasvab pillirookors, mille vee-
pealne osa on 1 jalg pikk. Kui selle roo tipp témmati tiigi
kiilje keskkohta, puudutas tipp just veepinda. Tiigi kiilje pik-
kus on 10 jalga. Eeldades, et pillirookors jéi sirgeks, leia, kui
stigav on tiik. (Tsin Kiu TSaou, ca 2600 a. e. m. a.)

591. Uks mees lausub teisele: «Anna mulle 1 sent, siis on mul nii-
palju, kui sinul iile jddb.» Teine vastab: «Anna sina mulle
1 sent, siis on mul kaks korda niipalju, kui sinul iile jaib.»
Kui palju raha on kummalgi? (Riese, a. 1524)

592. Poisil on kaks korda rohkem &desid kui vendi, igal del aga
on niisama palju vendi kui 6desid. Mitu last on peres?

593. Kaks kontsentrilist ringi raadiustega 17 cm ja 10 cm on 16i-
gatud sirgega, nii et koolu osa viiksemas ringis on % SHu-

rema koolu pikkusest. Kui pikk on suurema ringi ko6l ja kui
kaugel ta asetseb ringide keskpunktist?

594. Kahekohalise arvu jagamisel tema numbrite summaga saame
jagatise 7 ja jaagi 3; jagamisel numbrite vahega saame jaga-
tise 18 ja jddgi 1. Missugune kahekohaline arv see on?

595. Kui kahekohalise arvu jagame tema ristsummaga, siis saame
jagatise 4 ja jddgi 9. Kui otsitavas arvus vahetame numb-
rid ja jagame saadud arvu ristsummaga, siis saame jagatise
6 ja jddgi 6. Leia see arv.
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- 596.

597.

598.

599.

£
600.

601.

602,

603.

604.

Tihesoitja B lahtub stardist m minutit hiljem kui tahesditja
A. A soidab kiirusega a km tunnis ja B kiirusega b km tun-
nis. Mitme minuti parast ja kui kaugel stardikohast mé6dub

soitja B soitjast A?

Stopperid niitasid 100 m jooksus kahele esimesele kohale
tulnud jooksja aegadeks 11,2 ja 11,3 sekundit. Voitja oli star-
dis kaotanud aega 0,3 sekundit. Mitu meetrit enne 16pujoont
hakkas voitja «vedama», kui eeldada, et kdik jocksjad jook-

sid jddva kiirusega?

Niita, et

a3+ b3=125—15 ab,
=b.

Konstrueeri punktid A(—4; 0) ja B(—1;

kui a+b

3

4) ning punktid

A, ja B,, mis on siimmeetrilised antud punktidega y-telje suh-
tes. Leia nende punktidega méidratud trapetsi iimbermoot ja

pindala.

Konstrueeri kolmnurk, mille tipud on A (—4; 2), B (0; —1)
ja C (3; 3). Leia selle kolmnurga {imbermoot ja pindala.

. Leia vorrand ringjoonele, mille keskpunktiks on C (3; 4) ja

raadiuseks r=5. Kas sellel ringjoonel on punktid A (—1; 1),
B (2; 3), C(0; 0) jaD(4; 1)?

Kuidas avalduvad koordinaattelgede vaheliste nurkade poo-

litajate vorrandid?

Konstrueeri sirged:

1) 3x+4y=12
2) 3x—4y=0

Leia parabooli haripunkt, kui parabooli vorrand on

1) y=x*—

2x+2;

3) 2x—5=0
1) 2y+5=0

y=—3x2+3x—3.
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