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Liihikokkuvote. Bakalaureusettos antakse J. Becerra Guerrero, G. Lopez-
Pérezi ja A. Rueda Zoca artikli Octahedrality in Lipschitz free Banach spaces
(vt arXiv:1512.03558v1 [math.FA], 11. dets. 2015) pohitulemustele alter-
natiivne toestus. Need tulemused néiitavad kolmel erijuhul Lipschitzi-vaba
Banachi ruumi oktaeedrilisust. Originaaltoestustes nédidatakse, et Lipschitzi-
vaba ruumi kaasruum rahuldab oktaeedrilisuse teatud duaalset kirjeldust.
Bakalaureuset6os esitatud alternatiivsetes toestustes ndidatakse oktaeedrili-
sust definitsiooni pohjal.
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Abstract. The aim of this bachelor’s thesis is to give alternative proofs of the
main results of the paper Octahedrality in Lipschitz free Banach spaces by
J. Becerra Guerrero, G. Lopez-Pérez and A. Rueda Zoca (see arXiv:1512.
03558v1 [math.FA], 11 Dec. 2015). In this paper, the authors study octa-
hedrality in vector valued Lipschitz-free Banach spaces on a metric space
under topological hypotheses on it such as having cluster points or having
infinite radius. Their proofs rely on the dual characterization of octahedra-
lity, while the corresponding proofs in the present thesis are based on the
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Sissejuhatus

Kéesolev bakalaureuset66 on Banachi ruumide geomeetria alane teaduslik
uurimus funktsionaalanaliiiisi valdkonnast.

Bakalaureuset66 peamine eesmérk on anda J. Becerra Guerrero, G. Lopez
Pérezi ja A. Rueda Zoca artikli [2] pohitulemustele alternatiivne toestus. Ar-
tiklis [2] naidatakse Lipschitzi-vaba Banachi ruumi oktaeedrilisust kolmel eri-
juhul, selleks kasutatakse oktaeedrilise ruumi kaasruumi teatud kirjeldust ja
nididatakse, et Lipschitzi-vaba ruumi kaasruum rahuldab vastavat tingimust.
Bakalaureuset60s esitatud uued alternatiivsed toestused néitavad Lipschitzi-
vaba ruumi oktaeedrilisust oktaeedrilisuse definitsiooni pohjal. Mélemal juhul
rakendatakse Lipschitzi-vaba Banachi ruumi kaasruumi tuntud kirjeldust.

Bakalaureusetdo koosneb kahest peatiikist. Esimeses peatiikis anname t66
pohieesmargi taitmiseks vajalikud eelteadmised, tuginedes peamiselt N. Wea-
veri monograafiale [10], H. Niglase magistritoole [8] ning J. A. Chavez Domin-
guezi doktoritoole [4]. Teises peatiikis esitatakse artikli [2] kolm pohitulemust
koos uue toestusega. Sellega tdidetakse bakalaureuset66 pohieesmérk.

Bakalaureusettos vaatleme ainult mittetriviaalseid normeeritud ruume ja
Banachi ruume ning eeldame, et need on iile reaalarvude korpuse.

To6s kasutatakse jargmisi tahistusi. Normeeritud ruumi X kinnist iihik-
kera tdhistame Bx ning iihiksfadri Sx. Ruumi X kaasruumi tdhistame X™*.
Kui z* € X* ja x € X, siis arvu z*(z) tdhistame ka (z*, z).

Jargnevalt loetleme moned t66s kasutatud baasmoisted ja -tulemused.

Oeldakse, et normeeritud ruumid X ja Y on isomeetriliselt isomorfsed,
kui leidub lineaarne siirjektiivne kujutus 7': X — Y nii, et iga x € X korral

[T = [l]-

Sel juhul 6eldakse, et T on isomeetriline isomorfism.
Kui X on meetriline ruum ja Y on normeeritud ruum, siis kujutuse
f: X =Y kandjaks nimetatakse hulga X alamhulka

supp(f) = {z € X | f(x) # 0}.

Kui X on mingi hulk ja A tema alamhulk, siis hulga A karakteristlikuks
funktsiooniks nimetatakse funktsiooni y4: X — R, mille korral

(z) = 1, kuiz € A;
XANT) = 0, kuiz ¢ A.

Olgu X vektorruum iile reaalarvude korpuse. Poolnormiks vektorruumil X
nimetatakse kujutust || - ||: X — R, mis rahuldab tingimusi



1 x| = Azl re X, NeR,
2° oy + @ofl < o]l + flofl, #1220 € X
Poolnorm || - || on norm, kui kehtib implikatsioon
|z]| =0=2=0.

Kiesolevas bakalaureuset6os kasutame jargmist Hahni—-Banachi teoreemi jé-
reldust.

Teoreem (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest, vt nt [9, lk 170]). Olgu
X normeeritud ruum. Iga v € X korral leidub x* € X* nii, et ||z*] = 1 ja
w*(x) = [|l]-



1 Vajalikud eelteadmised

1.1 Lipschitzi ruum

Selles alapunktis néditame, et nullpunktiga meetrilisest ruumist Banachi ruu-
mi tegutsevate koigi selliste kujutuste hulk, mis rahuldavad Lipschitzi tingi-
must ja viivad nullpunkti nullelemendiks, on Banachi ruum punktiviisi defi-
neeritud vektorruumi tehete ja loomuliku normi (Lipschitzi konstant) suhtes.
Seda Banachi ruumi nimetatakse Lipschitzi ruumiks.

Definitsioon 1.1. Olgu (X,d) ja (Y, 0) meetrilised ruumid ning f: X — Y.
Oeldakse, et kujutus f rahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub L > 0 nii,
et iga p,q € X korral

o(f(p), f(q)) < Ld(p,q).
Véhimat sellist arvu L t&histame Lip(f).

Definitsioon 1.2 (vt nt [8, definitsioon 1.2]). Meetrilist ruumi, milles on
fikseeritud kindel element, nimetatakse nullpunktiga meetriliseks ruumaiks.
Fikseeritud elementi nimetatakse nullpunktiks ja tahistatakse 0.

Olgu X nullpunktiga meetriline ruum ja Y Banachi ruum. T&histame
stimboliga Lip,(X,Y") kéigi selliste Lipschitzi tingimust rahuldavate kuju-
tuste f: X — Y hulka, mille korral f(0) = 0. Meie siht on nédidata, et
Lipy(X,Y) on Banachi ruum punktiviisi defineeritud vektorruumi tehete
ja normi || f||Li, = Lip(f) suhtes. Ilma lisatingimuseta f(0) = 0 defineerib
| fllLip = Lip(f) poolnormi, mis iildiselt ei ole norm.

Lause 1.3. Hulk Lipy(X,Y) on vektorruum ile reaalarvude korpuse punkti-
viist defineeritud tehete suhtes.

Téestus. Piisab nédidata, et Lip,(X,Y’) on alamruum koéigi kujutuste X — Y
vektorruumis, kus nullelemendiks on nullfunktsioon ning liitmine ja reaalar-
vuga korrutamine on defineeritud punktiviisi.

[mselt nullfunktsioon kuulub hulka Lip,(X,Y’). Néiitame, et alamhulk
Lipy (X, Y') on kinnine liitmise ja reaalarvuga korrutamise suhtes. Kui f1, fo €
Lipy(X,Y) ja A € R, siis Af; + fo € Lipy(X,Y), sest iga p,q € X korral

[(Af1+ f2)(p) — (A f1 + f) (@]l = IMfi(p) + fo(p) — Afi(a) — fo(@)|
= [AMfi(p) — M) + fa(p) — f2(9)|
< [[Afi(p) = M@ + [l f2(p) — fo(@)l
< [ALip(f1) d(p, ) + Lip(f2) d(p, q)
= (Il Lip(f1) + Lip(f2)) d(p, q)



ja
(Mf1+ f2)(0) = Af1(0) + f2(0) = 0.
Seega on Lipy(X,Y) vektorruum. O

Lause 1.4. Vektorruum Lip,(X,Y") on Banachi ruum normiga

£ llLip = Lip(f)-
Téestus. Naitame, et || f||Lip = Lip(f), f € Lipy(X,Y’), on norm.

1° Tingimus || f||lLip = 0 on samavédrne tingimusega ||f(p) — f(¢)|| = 0
iga p,q € X korral ehk f on nullfunktsioon, sest f(0) = 0.

2° Kui A € R ja f € Lipy(X,Y), siis iga p, ¢ € X korral

[IAf(p) = A (@ = Al f(p) = f(@)];
jarelikult Lip(Af) = [A| Lip(f) ehk [[Af[[Lip = [A][|.f{[Lip-
3° Kui fi, fo € Lipy(X,Y), siis iga p, ¢ € X korral
[(fi + f2)(p) = (fr + f2) (@l = [ fr(p) = fi(@) + f2(p) — fa(q)|
< [filp) = Ai(@I + [ fo(p) = f2(D) ],

jarelikult Lip(fi + f2) < Lip(f1) +Lip(f2) ehk || fr + folluip < [ flluip +
I f2llLip-

Seega on Lipy(X,Y’) normeeritud ruum.
Veendume niiid, et normeeritud ruum Lipy(X,Y’) on téielik. Olgu (f,)
Cauchy jada ruumis Lipy(X,Y), s.t

im |[fm — fullup = 0.
m,n—00

Niitame, et (f,,) koondub ruumis Lipy(X,Y). Iga = € X korral koondub
(fnu(z)) ruumis Y, sest ta on Cauchy jada:

() — Fu)] = = £)(a) — (o — SO
<\ fm — fullLip d(z,0) — 0.

m,n— 00

Vaatleme kujutust f: X — Y,

f(z) = lim f,(x).

n—o0



Niitame, et f € Lipy(X,Y). Kuna f,(0) = 0 iga n korral, siis f(0) = 0.
Kujutus f rahuldab Lipschitzi tingimust, sest iga p,q € X korral
1F(p) = f(@l = lim [[fa(p) = ful@)|| < Timsup || fulip d(p; )

n—oo
ja
lim sup || o l|Lip < sup || folLip < o0,

n—oo n

sest Cauchy jada (f,,) on tokestatud.
Niitame, et ||f — fullLip — 0. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Kuna f, on
n—oo

Cauchy jada, siis leidub N € N nii, et iga m,n > N korral

| frn — fullip < e.

Kui n > N, siis ||f — fullLp < &, sest iga p,q € X korral
H(f - fn)(p) - (f - fn)(Q)H = WILLIHOO H(fm - fn)(p) - (fm - fn)(Q>H

<ed(p,q).

Jarelikult || f — fullLip — O.
n— o0
[

Mérgime, et ruum Lip, (X, Y") ei soltu tegelikult meetrilises ruumis X null-
punkti valikust. Tapsemalt, kui esialgse nullpunkti 0 asemel lugeda meetrili-
se ruumi X uueks nullpunktiks element 6 ja Lipy(X,Y) on vastav Lipschitzi
ruum, siis Lipy(X,Y) ja Lipy(X,Y) on isomeetriliselt isomorfsed. Néitame,
et kujutus T Lipy(X,Y) — Lipy(X,Y),

(Tf)(p)=f(p) — f(0),  [feLipy(X,Y), peX,

on isomeetriline isomorfism. Kujutus 7" on korrektselt defineeritud, sest iga
f € Lipy(X,Y) korral erinevad kujutused f ja T'f vaid konstandi f(6) vorra,
seega Lip(f) = Lip(T'f) ja (Tf)(#) = 0. Kujutus 7" on ilmselt lineaarne.
Veendume, et 7" on siirjektiivne. Kui g € Lipy(X,Y), siis f: X =Y, f(p) =
g(p) — g(0), korral f € Lipy(X,Y) ja Tf = g, sest iga p € X korral

(Tf)(p) = f(p) — f(0) = g(p) — g(0) — g(0) + g(0) = g(p).

1.2 Molekulide ruum

Selles alapunktis vaatleme teatud lihtsaid kujutusi, mida nimetatakse mo-
lekulideks. Toome sisse molekulide ruumi moiste ning naitame, et see on
normeeritud ruum. Varem kisitletud arvvairtustega molekulide korval uuri-
ti esmakordselt doktoritéos [4] iildisemaid vektorvidrtustega molekule.
Olgu X meetriline ruum ja Y Banachi ruum {ile reaalarvude korpuse.
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Definitsioon 1.5. Funktsiooni m: X — Y nimetatakse molekuliks, kui tema
kandja on 16plik ja ta rahuldab tingimust 3 _\ m(p) = 0.

Koigi ruumist X ruumi Y tegutsevate molekulide hulka tdhistame
M(X,Y). Molekuli definitsioonis téhendab tingimus »_ . m(p) = 0 tei-
sisonu, et m on nullfunktsioon voi > . . m(p) = 0. Kui molekul m ei
ole nullfunktsioon, siis on m kandja vihemalt kaheelemendiline.

Lause 1.6. Hulk M(X,Y") on vektorruum ile reaalarvude korpuse punktiviisi
defineeritud tehete suhtes.

Téestus. Piisab néidata, et M(X,Y’) on alamruum kéigi kujutuste X — Y
vektorruumis, kus nullelemendiks on nullfunktsioon ning liitmine ja reaalar-
vuga korrutamine on defineeritud punktiviisi.

[mselt nullfunktsioon kuulub hulka M(X,Y). Néiitame, et alamhulk
M(X,Y) on kinnine liitmise ja reaalarvuga korrutamise suhtes. Kui my, msy €
M(X)Y) ja X € R, siis Amy +my € M(X,Y), sest

supp(Amy + my) C supp(my) U supp(ma),

jarelikult Am, + ms kandja on loplik, ja

D (g +ma)(p) =Y (Ama(p) + ma(p))

pEX peX
=AY mai(p)+ > ma(p)
peX peX
=A0+0=0.

]

Iga p,q € X ja y € Y korral tédhistame ym,, = yX{pr — YX{q, S-t
ymp,: X — Y on nullfunktsioon juhul p = ¢ ja juhul p # ¢ on

v, kui x = p;
ympq(z) = 9 —y, kuiz =g;
0, kuiz#pjax#q.

Niitame, et hulga M(X,Y) iga element on esitatav kujul

n
m = E :yimpiqw
=1



kusn € N, y; € Y ja p;,q; € X. Vaatleme ainult juhtu, kus m ei ole null-
funktsioon. Fikseerime vabalt ¢ € X, siis

m= Y, m(p)my,

pEsupp(m)
sest
( > m(P)mpq>(f6) = Ym0 — xw) (@) =
pesupp(m) pesupp(m)
m(z)— > mlp)=m(x), kuiz=g
= pesupp(m)
m(x), kui z # q.

Siinkohal tasub &ra mérkida, et molekuli m esitus kujul m = D7 | yimy,q
pole iihene.

R. F. Arens ja J. Eells nditasid artiklis [1] (vt ka [10, teoreem 2.2.2, ja-
reldus 2.2.3] ja [8, 1k 17-18]), et vektorruumi M(X,R) saab muuta normee-
ritud ruumiks nii, et meetrilises ruumis vabalt fikseeritud nullpunkti korral
M(X,R)* = Lipy(X,R). Tapsemalt, vektorruum M (X, R) on normeeritud
ruum normiga

Hmuﬂ—mf{Z\aAczpl,qZ Zampzqz}

kus infiimum on véetud iile koigi m esituste kujul m = 37" | aimyp,q (n €N,
a; € Rjap;,q € X) ja kujutus T': Lipy(X,R) - M(X,R)*,

(Tf,m)y=>"f)mlp),  f€Lipy(X R), me M(X,R),

peX

on isomeetriline isomorfism. Edaspidi kirjutame f € Lip,(X,R) ja m €
M(X,R) korral (T'f, m) asemel (f,m). J. A. Chévez Dominguez néitas dok-
torit6os [4] Arensi ja Eellsi eeskujul, et vektorruum M (X, Y") on normeeritud
ruum.

Lause 1.7 ([4, lemma 2.3.2|). Kujutus || - ||x: M(X,Y) = R,

Il = mf{z il dCor, ) Zyzmpzqz}

kus infiimum on véetud dle koigi m esituste kujul m = > " | yimy,q, on
poolnorm.
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Téestus. 1° Igam € M(X,Y) ja A € R\ {0} korral

Il = inf { 3 llll dps,a0): Am = > gy |
=1 =1

= inf {M\ > ’ yX d(piyai): m=) %mpiqi}
=1 =1

= || inf{Z’ % d(pi, q:): m:Z%mmqi}
=1 =1

= [Alllm]l 2.
Kui A = 0, siis vordus ||Am||g = |A| ||m|| & on ilmne.
2° Olgu my,my € M(X,Y). Néitame, et
[+ malle < |[male + [[me]

Fikseerime vabalt ¢ > 0. Infiimumi moiste kohaselt leiduvad m, ja ms
sellised esitused my = Y, yimyig ja me = Y02 yimyege, et

ni
€
S Iyt dwh o) < il + 5

i=1

ja

na c
S Iyl d®;, af) < lmalls + 3

i=1

"2 yim siis
i=1 Yi Mp2g?s

_ ni 1
Kuna m; +mo =) 1 y; Myptgl + 2

ni n2
_ 1 2
- mallz = | S wtmpr + > vimize|

ni n2
< ldlldl, ah) + > 1wl dw?, )
=1 i=1

19 e
< lmal|m + 5t Mol & + 3

= [[malle + [[malle + &
Jarelikult ||my + ma||g < ||m1]|g + ||m2|lx + € iga € > 0 korral ehk

[y +malle < lmalle + [[me]l 2.

11



[
Lause 1.8 ([4, lemma 2.3.2|). Poolnorm || - ||& ruumil M(X,Y") on norm.
Téestus. Piisab niidata, et kui ||m|| g = 0, siis m on nullfunktsioon. Vaatleme
kujutust B: Lipy(X,Y*) x M(X,Y) — R,
B(f.m) =Y (f(p),m(p)).
peX
Téhistame iga f € Lipy(X,R) ja y* € Y* korral kujutuse f(-)y*: X — Y™,
x +— f(x)y*. Osutub, et f(-)y* € Lipy(X,Y™), sest
)y =0y"=0

jaiga p,q € X korral

1f )y = F@yll = [f(p) = F@l ™| < W f l[uip 57 [ d(p q)-

Kui f € Lipy(X,R), y* € Y* jam € M(X,Y), kusjuures m on kujul
m=y " YiMpg., kusn e N, y; € Y jap;,¢; € X, siis

IB(f()ym)| =D <f(p)y*7zn:yimpiqi(p)>‘

peEX

=1y (f(p)y* ( zn; YiMp,q, (p)>> '

peEX

= Z (i Mp;q; (p)f(p)gf(%)) ‘

peX i=1
n

- (f)y™ — Fla)y" yi)

1

< Z If(pa)y™ — fa@)y™ || l|will

3 -

<D Il dpis @)y il
=1

= [l Byl D lill d(pi, a2).
i=1

Seega
1B(fCyrm)| < I o 171> lwill dpi 0i).

=1
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Véttes infiimumi iile koigi m esituste kujul m = >""" | y;m,, 4., saame

B Oy m) < 1l 17 Hml .

Olgum € M(X,Y). Paneme téhele, et iga y* € Y* korral y*om € M(X,R),
sest y* lineaarsuse tottu

supp(y* o m) C supp(m),
jarelikult on y* o m kandja loplik, ja
Soytomp) =Yy (me) =y (X m») =y ©0) =0.
peX peX peX

Veel paneme téhele, et iga f € Lipy(X,R) korral

B(f()y"sm) =Y (f)y"mp)) =Y f(0)y" (m(p)) = (f.y" o m).

peX peX

Kui ||m||s = 0, siis jérelikult B(f(-)y*,m) = 0 ehk (f,y" om) = 0 iga
f € Lipy(X,R) ja y* € Y* korral. Seega y* om = 0 iga y* € Y* korral ehk
m = 0. 0

Definitsioon 1.9. Normeeritud ruumi M(X,Y) téieldit F(X,Y) nimeta-
takse Lipschitzi-vabaks ruumiks.

1.3 Molekulide ruumi kaasruum

Selles alapunktis nditame, et kui Lipschitzi ruumi moodustavate kujutus-
te sihtruum on kaasruum, siis Lipschitzi ruum on teatud molekulide ruumi
kaasruum.

Teoreem 1.10 ([4, lause 2.3.3]). Olgu X nullpunktiga meetriline ruum ja 'Y
Banachi ruum. Kujutus T Lipy(X,Y™*) - M(X,Y)*,

(Tfm)y = (fp),mp), [ €Lipp(X,Y"), me M(X,Y),

peX
on isomeetriline isomorfism.

Toestus. Esmalt veendume, et T on korrektselt defineeritud kujutus. Kui
f € Lipy(X,Y™), siis ilmselt T'f on kujutus ruumist M(X,Y") ruumi R.

13



Vahetult on kontrollitav, et T'f on lineaarne: iga my, mg € M(X,Y)jaX € R
korral

(Tf, Amy +my) = Z (f(p), (Am1 +m2)(p))

=" ((f (), Xma(0)) + (£ (p), m2(p)))
=AY {f@),ma) + ) {f(p).m

= XTf,ma) + (T f, ma).
Kujutus T'f on tokestatud, sest iga m € M(X,Y") korral

(T f,m)| < [ flluip [l 2 (1.1)
Toepoolest, kui m € M(X,Y) jam =Y . yimp,, kusn € N, y; € Y ja
Pi 4 € X, pi # gi, siis

(s =] 5 (0 Ym0 = |32 4700 = 0 )

<Z||fpz Fa) Nl <Z||f||mp (s, a0) Iy

= Hf||mp2 lyill d(pi, ).
i=1

Seega iga m € M(X,Y") korral

(T ] < 11 f s mf{z ol (i ) Zyzmpq }

kus infiimum on voetud iile koigi m esituste kujul m = 22:1 YiMyp,q,, €hk

(T, m) | < 1 llwip (]| -

Vahetult on kontrollitav, et T on lineaarne: iga fi, fo € Lipy(X,Y™),
AeRjame M(X, Y) korral

(T(Mfi+ f2),m Z< Af1+ f2)(p), m(p))

= 3 (Walo) ) + {folp) m(p))
=AY (i) m) + D (felp)m

= )\<Tf1,m> + (ng,m>

14



Veendume, et T' on siirjektiivne. Olgu ¢ € M(X,Y)*. Piisab niidata,
et leidub f € Lipy(X,Y™) nii, et Tf = ¢. Iga p € X korral defineerime
kujutuse y;: Y — R, y5(y) = ¢(ymyo). Niitame, et y; € Y*. Toepoolest, y;
on lineaarne, sest iga y;,y2 € Y ja A € R korral

Y (A1 +y2) = @ ((Ayr + y2)mpo) = @(Ayimpo + yamyo)
= ©(Ayr1mpo) + o (y2mpo) = Ap(yrmpo) + o (y2mmy)
= Ay, (Y1) + 4, (42),
ning tokestatud, sest iga y € Y korral ilmselt |[ymyol|lz < ||y|| d(p,0) ning
seega
y (W) = le(ympo)| < llell lympolle < llell [yl d(p, 0).

Vaatleme kujutust f: X — Y™, f(p) = y;. Veendume, et f € Lip, (X, Y™).

Esmalt paneme tédhele, et
F0)(w) = y5(y) = e(ymoo) = ¢(0) = 0.

Néitame niiiid, et f rahuldab Lipschitzi tingimust. Olgu p,q € X jay € Y.
Imselt |[ymyp,|lm < ||yl d(p, q)- Seega iga y € By korral

[(F) = F@)w)] = [{f(p),v) = (F(@): )| = |y, (y) — 43 (v)]
= le(ympo) — o(ymqo)| = [o(ympg)| < [l [[ympq | 2
< llell lyll dp,q) < llell d(p, q)-
Jarelikult Lip(f) < ||¢||. Kokkuvéttes f € Lipy(X, Y*), kusjuures

1 fllip < lleoll - (1.2)
Veendume, et T'f = ¢: iga m € M(X,Y) korral

(Tf,m) = (f(p),mp)) =>_ ys(m(p)) = ¢(m(p)my)

peX peX peX
— (Do mme) =¢( D mm)mgm) = p(m).
peX pEsupp(m)
Néitame, et 7' on injektiivne. Olgu f, g € Lipy (X, Y™) sellised, et T'f = T'g.
Siis f =p, sestigap € X jay €Y korral
(f(p)y) = (f(p),y) — (f(0),y) = (T'f, ymyo)
= (Tg,ymypo) = {9(p), y) — {9(0), y) = {9(p), ).

Seega on T bijektiivne ning vorratuste (1.1) ja (1.2) pohjal on iga f €
Lipy (X, Y™) korral
1Al = 1T f] -

Kokkuvottes oleme saanud, et T on isomeetriline isomorfism. O]
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Edaspidi kirjutame f € Lipy(X,Y™*) ja m € M(X,Y) korral (Tf,m)
asemel (f,m).

Teoreem 1.11 (Tietze jitkuteoreem meetriliste ruumide jaoks, vt nt [10,
teoreem 1.5.6]). Olgu X meetriline ruum jo E C X, siis iga Lipschitzi tingi-
must rahuldava g: E — R korral leidub g jitk f: X — R nii, et

Lip(f) = Lip(g)-

Lause 1.12 ([4, lause 2.3.4]). Olgu X meetriline ruum ja Y Banachi ruum.
lgay €Y jap,q € X korral [lymy| = = [lyll d(p, q)-

Toestus. Vorratus |[ymy,llz < ||yl d(p,q) kehtib normi || - || & definitsiooni
pohjal.

Niitame, et |[ymyllm > |yl d(p,q). See vorratus kehtib ilmselt juhul
p = q. Eeldame edasises, et p # ¢. Kujutuse g: {p,q} — R, g(p) = d(p,q),
g(q) = 0, puhul on ilmselt Lip(g) = 1. Tietze jatkuteoreemi (vt teoreem 1.11)
kohaselt leidub g selline jitk h: X — R, et Lip(h) = 1. Teoreemi piisavast
arvust funktsionaalidest pohjal leidub selline y* € Sy, et y*(y) = ||y||- Olgu
f: X = Y* f(x) = h(x)y*. Kui vaadelda punkti ¢ ruumi X nullpunktina,

siis f € Lipy(X,Y™) ja
[ flluip = Lip(f) = Lip(h) = 1.

Teoreemi 1.10 pohjal saame

lympgllz > (f, ympg) = (f(p) — f(2),y)
= {d(p,q)y" = 0,y) = d(p,q)y"(y) = d(p,q) llyll.
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2 Pohitulemused

Kéesolevas peatiikis anname artikli [2] pohitulemustele (vt [2, teoreem 2.5

ning laused 2.7 ja 2.8|) alternatiivse toestuse. Artikli [2] pohitulemused néi-

tavad, et teatud eeldustel on Lipschitzi-vaba ruum F(X,Y’) oktaeedriline.
Olgu X meetriline ruum ja Y Banachi ruum.

Definitsioon 2.1 (|2, definitsioon 2.3]). Oeldakse, et paaril (X,Y) on oma-
dus CEP, kui iga £ C X ja Lipschitzi funktsiooni g: £ — Y korral leidub g
jatk f: X — Y nii, et

Lip(f) = Lip(g).

Niide 2.2. Paaril (X,R) on omadus CEP Tietze jiatkuteoreemi (vt 1.11)
pohjal.

Niide 2.3. Omadusega CEP Banachi ruumide paaride niiteid leiab nt [3,
peatiikk 2.3|. Niiteks on CEP omadus Hilberti ruumi H korral paaril (H, H).

Definitsioon 2.4 ([5, 1k 4] ja [6, lause 2.1]). Oeldakse, et normeeritud ruum
Z on oktaeedriline, kui iga n € N, 2z1,...,2, € Sz ja e > 0 korral leidub
z € Sy nii, et iga 1 € {1,...,n} korral

|zi +2|| > 2 —e.

Naiide 2.5. Banachi ruumid ¢; ja C[0,1] on oktaeedrilised (vt nt |7, laused
3.9 ja 3.10]).

Paneme téhele, et Lipschitzi-vaba ruum F(X,Y") on oktaeedriline para-
jasti siis, kui molekulide ruum M(X,Y") on oktaeedriline. See véide jéreldub
otse jirgmisest elementaarsest lemmast.

Lemma 2.6. Olgu Z normeeritud ruum ja W tema koikjal tihe alamruum.
Z on oktaeedriline parajasti siis, kui W on oktaeedriline.

Toestus. Eeldame, et Z on oktaeedriline. Olgu wy,...,w, € Sy ja e > 0.
Eelduse kohaselt leidub z € Sz nii, et iga i € {1,...,n} korral
5

: > 92—
i+ 2 2 2 - 5

Kuna W on kéikjal alamruum, siis leidub selline w € Sy, et ||z — w| <
Igaie {1,...,n} korral

£
ok

9
s + ]l > s + 2] — 2 —w] > 2— 5 —

=2—c
5 €

DO ™
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Jarelikult on W oktaeedriline.

Eeldame niiiid, et W on oktaeedriline. Olgu zy,...,2, € Sz jae > 0.
Kuna W on koikjal tihe alamruum, siis leiduvad wq, ..., w, € Sy nii, et iga
ie{l,...,n} korral

l2s — will < <.
2
Eelduse kohaselt leidub w € Sy, nii, et iga i € {1,...,n} korral

i+ wl =2 -2,

llmselt w € Sy, kusjuures iga i € {1,...,n} korral

€
2
Jarelikult on Z oktaeedriline. O]

|z +w|| > fJwi +w|| = ||z —wil][ >2 = s = s =2—¢.

DO ™

Niiiid oleme valmis esitama arikli [2| pohitulemused ja neid téestama.

Teoreem 2.7 (|2, teoreem 2.5]). Olgu X meetriline ruum, Y Banachi ruum
ning olgu paaril (X,Y™) omadus CEP. Kui ruumis X leidub kuhjumispunkt,
siis on ruum M(X,Y) oktaeedriline.

Toestus. Eeldame, et ruumis X leidub kuhjumispunkt. Fikseerime vabalt
n €N, my,...,my; € Spmex,y)jae > 0. Ruum M(X,Y) on oktaeedriline, kui
leidub m € Sy (x,y) nii, et iga i € {1,...,n} korral

s +ml] > —
m; +ml > ——.

1+e¢
Loeme ruumi X iihe kindla kuhjumispunkti nullpunktiks. Olgu 6 > 0 selline,
etigai € {1,...,n}jaz € supp(m;)\{0} korral d(0, z) > . Kuhjumispunkti
moiste kohaselt leidub p € X nii, et p # 0 ja

oe
d(0,p) <
(0.) 2+¢
Fikseerime vabalt y € Sy ja votame
v
d(o,p) "
Lause 1.12 pohjal on ||m]| = 1.
Néitame, et iga i € {1,...,n} korral
s+ ] 2
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Teoreemi 1.10 ja teoreemi piisavast arvust funktsionaalidest pohjal leiduvad
fi € Lipg(X,Y™) ja y* € Sy« nil, et Lip(f;) = 1 ja (fi,m;) = 1 ning y*(y) =
llyl| = 1. Vaatleme ruumi X alamruumi E; = supp(m;) U {0, p} ja kujutust
gi: Ei = Y7,
d(0,p)y*, kuia=p;
gila) = { fila),  kuiac B\ {p}
Osutub, et Lip(g;) < 1+ . Veendume selles.
1) Kui a,b € E; \ {p}, siis

lgi(a) — gi(O)|| = [|fi(a) = fi(b)[| < Lip(fi) d(a,b) = d(a,b).
2) Kui a =pjab=0, siis
lgi(a) — g:(b)|| = [l9i(p) — 9:(0)|| = l|d(p, 0) y"|| = d(p,0) = d(a,b).
3) Kuia=pjabe E;\{0,p}, siis

lgi(a) — gi(D)|l = llgi(p) + fi(0) — fi(D)II < llga(p)[] + || .fi(0) — fi (D)l
= d(0,p) + || f:(0) — fi(b)[| < d(0,p) + Lip(f;) d(0, b)
<d(0,p) +d(0,p) + d(p,b) = 2d(0, p) + d(p,b),

seega
d(a,b) d(p,b) d(p,b)
sest
d0.p) . dO.p)  _ 3 _ ¢
d(p,b) ~ d(0,a) —d(0,p) -2 2

Jarelikult Lip(g;) < 1+ . Omaduse CEP tottu leidub kujutuse g; jitk h; €
Lipy (X, Y™) nii, et Lip(h;) = Lip(g;). Paneme téhele, et

(hiym) =Y (hi(a),m(a)) = (hi(p), m(p)) + (hi(0),m(0))

aeX

= <d(0,p) v d(ép)> +0=y"(y) = 1.

Jarelikult

(1+¢) lm; +m|| > (hi,ms +m) = (hy,mi) + (hi,m)
= (fi,mi) + (hiym) =14+1=2.
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Kuhjumispunkti olemasolu ruumis X ei ole M(X,Y") oktaeedrilisuseks
tarvilik. Kahes jérgmises tulemuses saadakse ruumi M(X,Y") oktaeedrilisus
eeldustel, mis ei noua kuhjumispunkti olemasolu ruumis X.

Teoreem 2.8 ([2, lause 2.7]). Olgu X meetriline ruum, Y Banachi ruum ja
olgu paaril (X,Y™*) omadus CEP. Ruum M(X,Y) on oktaeedriline, kui

sup d(p,q) = oo. (2.1)
p,geEX
Toestus. Eeldame, et tingimus (2.1) on tédidetud. Fikseerime vabalt n € N,
my,...,My € Syxy) ja € > 0. Néitame, et leidub m € Saqx,y) nii, et iga
ie{l,...,n} korral

i T > .
o+l >

Loeme ruumi X {iihe kindla punkti nullpunktiks. Teoreemi 1.10 ja teoreemi
piisavast arvust funktsionaalidest pohjal leidub iga i € {1,...,n} korral f; €
Lipo (X, Y™) nii, et Lip(f;) = 1 ja (fi,m;) = L.

Eelduse (2.1) kohaselt leidub ruumi X elementide jada (p) nii, et

lim d(pg,0) = oc.
k—o00
Jérelikult iga p € X korral

d(px,p) > d(pk,0) — d(0,p) — oc.

k—o0

Fikseerime sellise k € N, et iga i € {1,...,n} ja p € supp(m;) U {0} korral

d(p,0) + lfi(p)ll < & d(pk, ).

Fikseerime vabalt y € Sy ja votame

Lause 1.12 pohjal on ||m|| = 1.
Niitame, et iga ¢ € {1,...,n} korral

2
[mi +ml| = ——.
1+e¢
Teoreemi piisavast arvust funktsionaalidest pohjal leidub y* € Sy« nii, et
y*(y) = |ly|| = 1. Vaatleme ruumi X alamruumi E; = supp(m;) U {0, px}
ning kujutust g;: E; — Y™,

k)Y kuia = py;
kui a € E; \ {px}.

S
—~

S
N~—

I
—
s &
=3
SIS
3
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Osutub, et Lip(g;) < 1+ . Veendume selles.
1) Kui a,b € E; \ {px}, siis

lgi(a) = gi (D)l = || fi(a) — fi(b)|| < Lip(fi) d(a,b) = d(a,b).
2) Kuia=p,jabe E;\ {px}, siis

lgi(a) = gi(O)|| < llgs(pe)l| + [lg:(0) || = d(px, 0) + || fi(b)]]
< d(pr,b) +d(b,0) + [| fs(b)| < d(px,b) + d(pk,b) €
= (1+4¢)d(a,b).
Jarelikult Lip(g;) < 1 + e. Omaduse CEP pohjal leidub kujutuse g; jétk
hi € Lipg(X, Y™) nii, et Lip(h;) = Lip(g;). Paneme tihele, et

(hism) =Y (hi(p),m(p)) = (hi(pr), m(pr)) + (hi(0),m(0))

peX

= <d(07pk)y*, > +0=y"(y) =1

Yy
Jarelikult
(1 +¢) lms +mll > (R, ms +m) = (hi, mi) + (hi,m)
= (fi,mi) + (hiym) =1+1=2.
O

Teoreem 2.9 (]2, lause 2.8|). Olgu X meetriline ruum, Y Banachi ruum ja
olgu paaril (X,Y*) omadus CEP. Ruum M(X,Y) on oktaeedriline, kui
inf d(p,q) =0. (2.2)

p,gEX
p#q

Toestus. Eeldame, et tingimus (2.2) on tdidetud. Naitame, et M(X,Y’) on
oktaeedriline. Kui ruumis X leidub kuhjumispunkt, siis on M(X,Y") okta-
eedriline teoreemi 2.7 pohjal. Seega eeldame edasises, et ruumis X kuhjumis-
punkti ei ole.

Olgu n € N, my,...,m, € Syxy) ja € > 0. Néitame, et leidub m €
Samx,y) nii, et iga ¢ € {1,...,n} korral

i +ml] > -2
Ml =7

Kuna ruumis X ei ole kuhjumispunkti, siis leidub selline » > 0, et
B(p,r) = {p} iga p € supp(m;) ja i € {1,...,n} korral. Eelduse (2.2) koha-
selt leiduvad ruumi X sellised elementide jadad (px) ja (qx), et pr 7 qx iga k
korral ja

lim d(pg,qr) = 0.
k—o0
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Jarelikult leidub selline k, et

Er
d(pr, qr) < —

Fikseerime vabalt y € Sy ja votame

= —F)m .
d(pr,qe) 7

Lause 1.12 pohjal on ||m|| = 1. Niitame, et iga ¢ € {1,...,n} korral

i T >
g +ml) > .

Vaatleme punkti g; ruumi X nullpunktina. Teoreemi 1.10 ja teoreemi piisa-
vast arvust funktsionaalidest pohjal leiduvad f; € Lipy(X,Y™) ja y* € Sy«
nii, et Lip(f;) = 1 ja (fi;,m;) = 1 ning y*(y) = |ly|]| = 1. Vaatleme ruumi X
alamruumi F; = supp(m;) U {pk, ¢x } ja kujutust g;: E; — Y™,

*

| d(pk,aqr) y*, kuia=py;
gi(a>_{ fi(;), ’ kuiaeElz\{pk}-

Osutub, et Lip(g;) < 1+ €. Veendume selles.
1) Kui a,b € E; \ {px}, siis

lgi(a) = gi(O)|| = [|fi(a) = fi(b)[| < Lip(f:) d(a,b) = d(a,b).
2) Kui a = py ja b = gy, siis
lg:(a) — g:(O)|| = lld(pr: ax) y™|| = d(pk, @) ly*[| = d(a, b).
3) Kui a =py jabe E; \ {pk, qr}, siis

lgi(a) — g:(D) || = [|d(pr, ar) y* — fi(D)]|
< d(pr, q) ly" Il + || filar) — (D)l
d(pe, qi) + Lip(f;) d(gx, )
= d(pk, qr) + d(gqx, b)
< d(pk, qr) + d(p, qx) + d(p, ),

lgi(a) — g:(b)|l < d(pk, b) + 2d(px, qx)
d(a,b) - d(pg, b) - d(pg, b)
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sest

d(pr,qr) e _ €
d(pg,b) — 2r 2

Jarelikult Lip(g;) < 1+ . Omaduse CEP tottu leidub kujutuse g; jitk h; €
Lipy (X, Y™) nii, et Lip(h;) = Lip(g;). Paneme téhele, et

(hiym) = (ha(p), m(p)) = (hi(px), m(pe)) + (halqr), m(ar))

peX

= <d(Pk, ) y",

Tpea)) TO- V=1L

Jarelikult

(1 +¢) [|mi +ml| > (hi,mi +m) = (hi, mi) + (hi,m)
= (fi,mi) + (hyym) =1+1=2.
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