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lequel il a 6té enseveli jusqu'd présent; mais je n’ai

rien de¢ nouveau & y ajouter. J’ai cherché¢ une mé- mBEs DU )

thode générale pour résoudie ce probléme, ou plutot BULLETIN DE L’ACADEMIE IMPERIALE DES SCIENCES
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réussi; mais en pratique ma tentative a échoué devant

I’obstacle d'un calcul excessivement long, quoique R

3 la vérité fini. Peut-étre un jour parviendra-t-on 3 ]

3 rendre le calcul plus expéditif par des méthodes 15 October 1867.

convenables d’approxoximation; & présent je ne peux Démonstration d’un théoréme de Statique, par

qu'attendre avec le plus grand interét ce qu’on pourra Ford. Minding, professeur a Dorpat.

obteni’r })ar des considérations basées sur des figures L’idée du centre de gravité ou du centre des forces

géométriques. paralléles est si ancienne et tant de fois discutée,
qu’on aurait peine & croire qu’elle pourrait encore
devenir 'objet de nouvelles recherches. Cependant,
en I’analysant, on reconnait qu’elle n’est pas fondée

- ee— uniquement sur le parallélisme des forces, mais qu’en-

core elle suppose des forces qu’on pourrait regarder
comme inhérantes & leurs points d’application, c’est-
a-dire qui restent invariables en grandeur et en di-
rection, de quelque maniére qu’on fasse tourner le
corps auquel elles sont appliquées. Sans changer la
position du corps par rapport aux forces, tous les
points de la ligne dans laquelle agit la résultante,
sont indifférens; ce n’est que par le changement de
cette position relative, qu’on rencontre ce point par-
ticulier du corps, par lequel passe toujours la résul-
tante et qui a regu par cette raison le nom usité.
Cette réflexion m’a porté, il y a plus de trente ans,
& supprimer la condition du parallélisme des forces
et & considérer un corps solide soumis & des forces

quelconques, dont chacune soit donnée en intensité
. 1
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et en direction et invariablement attachée a son point
d’application, de quelque manicre qu’on fasse tour-
ner le corps. Seulement il faut admettre que toutes
ces forces, transportées parallelement et appliquées 2
un seul point, donnent une résultante différente de
zéro, qui sera désignée par L.

Il est vrai qu’on ne saurait trouver dans la nature
un tel corps; il 0’y a que aimant qui, sollicité & la
fois par la pesanteur et la force maguétique, réalise
d’'une maniére particuliere I'hypothése proposée, en
offrant un systéme dont les forces sont toutes paral-
Jeles & un plan. Encore, pour expliquer sous ce point
de vue la statique de aimant, fant-il faire abstrac-
tion des variations d’intensité et de direction de la
force magnétique, et la regarder comme constante.

Quoiqu’il en soit pour les applications, il est néces-
saire en théorie de développer I'hypothtse proposée,
dont les conséquences ne sont pas dénuées d’interét.

Jose donc revenir encore une fois sur ce sujet
qui parait étre resté & peu pres inconnu & la plupart
des géométres. Mais je n’insisterai pas ici sur des dé-
tails tels que je les ai donnés autrefois soit dans le
journal de Crelle, soit dans un petit traité de méca-
nique rationelle qui a paru en 1838; A présent je
me bornerai 3 démontrer succinctement le théoréme
principal auquel conduit I’hypothése mentionnée.

Décomposons les forces données suivant trois di-
rections perpendiculaires entre elles, dont la premiére
soit paralléle a la resultante R, obtenue comme il
vient d’étre dit. Le premier groupe de forces paral-
Jeles aura R pour somme et par conséquent il offrira
un centre de forces paralltles fixe dans le corps ou
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indépendant dela position du corps & I’égard des forces;
soit C ce centre, qui sera nommé le point central.

Le second groupe de forces paralléles a pour somme
zéro. Pour le reduire 3 un couple & bras fixe dans le
corps, appliquons au point C la force R parallélement
3 la direction des composantes du second groupe et
3 la fois la force égale et contraire que je designerai
par R, pour la distinguer. Les forces du second
groupe, ajoutées & R, donneront avec la somme 1 un
centre A qui sera encore fixe dans le corps, et la force
R, appliquée en A, formera avec la force égale et
contraire R, appliquée en C, un couple & bras fixe
(CA) dans le corps.

Traitant de la méme maniére le troisiéme groupe
de forces paralleles, on obtiendra encore un centre B,
auquel s’applique une force R qui, avec une force
égale et contraire R”, appliquée en C, donne un se-
cond couple dont le bras CDB est fixe dans le corps.
Par hypothése, les forces égales B, B, B’, appliquées
an point C, sont perpendiculaires entre elles.

Le plan du triangle ACB est le plan central, qui
est fixe dans le corps comme D’est le point central.
Mais les points 4 et B se déplacent, toutefois en
restant toujours dans le plan central, selon qu’on
aura choisi la direction des composantes du second
groupe ou bien, ce qui revient au méme, la direction
de la force R et avec elle celle de R’. On peut pro-
fiter de ce déplacement des points A et B, pour rendre
droit I'angle ACB.

Soient z et y deux axes choisis arbitrairement dans
le plan central, mais perpendiculaires entre eux et
partant de Porigine C, et supposons qu’on ait pour le
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point A, x=a, y=>0 et pour le point B, r= a,
y = b’. Imaginons de plus, pour simplifier, que le
corps soit tellement placé & I’égard des forces, que la
force I, appliquée en O, soit perpendiculaire au plan
central; par conséquent les forces I’ et R’, également
appliquées en O, seront situées dans le plan central,
de méme que les forces appliquées en 4 et B, qui
forment avec R’ et R” les deux couples dont les bras
sont CA, CB.

Décomposons ces quatre forces suivant deux droites
a et 3, également perpendiculaires entre elles et si-
tuées dans le plan ACB. Soit « l'angle compris entre
la force R appliquée en A, et la premiére direction a;

%—f—u sera l'angle entre la force I appliquée en BB
et la méme direction a. En décomposant toutes les
forces suivant les directions o et 8, on aura le ta-

bleau suivant:
coordonnées des

composantes suivant a suivant {8 points @application
deRenA —+ COS U —+ sinu a, b
- ’
deRen B —sinu —+ COS U a,b
’ .
deRenC — CcoS U — sinw 0,0
de R'en C ~+ sin —cosu 0,0

en omettant partout le facteur 22, qu'on peut regar-
‘der comme égal & I'unité de force.

Maintenant, de méme qu’auparavant, appliquons
au point C la force R dans la direction o et avec elle
son égale et contraire R,. Mettant & part 22,, et ajou-
tant B ou 1 aux composantes paralleles & a, on ob-
tiendra avec la somme 1 un nouveau centre 4’, dont
les coordonnées seront:

E=—acosu—a siny, n=>0cosu— b sinuw,

En opérant de la méme manicre sur les compo-
santes paralléles & B, on aura avec une force Il = B
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appliquée en C, un autre centre B, dont voici les
coordonnées:

£ —=asiny—+a cosu, n =bsinu-+1 cosu,
auquel s’applique la force R, formant un couple avee R,.
Pour rendre droit l'angle A'CB, il faut faire
€' «+ mm’ = 0, ce qui donne:
2 (aa’ —+ bb') cos 2u — (@ -+ b"* — a* — 1) sin 2u =0,

ou bien
2 @ﬂ,’ -+ bb')
?+4- 02— a? — bV

tg 2u =

équation qui détermine, sans ambiguité, les directions
de décomposition qu’il faut adopter pour rendre le
bras A perpendiculaire & CB, et par ccla achever la
réduction du systeme des forces données.

Cela posé, prenons 'axe des x sur le bras CA, celui
des y sur CB, et représentons par le tableau suivant
les composantes des cing forces dont il s’agit, pour
unc position quelconque du corps:
coordonnées des

Composantes suivant z Y z points d'application
dell enC a b e 0,0,0
de Ryen C « U 0,0,0
de R,en C a v 0,0,0
de? en A —_— = = ,0,0
del en B —d == 0,q,0

en posant les bras A4 = p, CB = ¢. On aura les re-
lations connues:

2 2 2
@ =1, ad + 0+ =0, ete.
Avec ces €lémens ou formera aisement les équa-
tions de la résultante associée au couple minimum,
dont le moment soit V, et qui est, comme on le sait,

perpendiculaire & la résultante. On aura pour cette
droite:

2
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s —cy = L—aV, ce—az=M—1V,

ay—bx=N—cV et V= La~+ Mb ~+ N,

L, M, N étant les expressions connues des moments:
L=23D(¢cos 3—ycosy), M=ZD(x cos Y—2z COS &),
N=ZP(ycosa—xcos ),
dans lesquelles il faut substituer les composantes ac-
tuelles avec les coordonnées de leurs points d’appli-
cation. On trouve pour les parties de L, M, N prove-
nant de la force en A, en mettant pour I’ Punité,

respectivement
0, —pc, —+pb;
pour les parties provenant de la force en D:
4qd, 0, —qa”;
donc on aura les moments:
L=—4q! M=—p, N=-pl'—qa,
Qo Von tire: V==q(a" —d'c) — p (e’ — V'),
ce qui revient, comme on sait, & V'= G — pa’.

Les équations de la résultante associce au couple
minimum, seront donc:

bz—cy=qc"—aV, cr—az= —pd —1DV,

ay —pr = pb' —qa’ —cV, V= Qb —pd".

On g'assurera aisément qu'il existe une infinit¢ de
positions qui satisfont & la condition gV —pa’ =0,
dans lesquelles par conséquent le moment V cst zéro
et le systéme se réduit & une résultante unique, dout
voici les équations:

by —cy = ¢’

ex— az = —pc’
ay— b = pl —qa’,
g —pa"= 0.

Cherchons les points d’intersection de cette résul-
tante avee le plan zz. Pour cela on a, en posant
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y =0, par la premiére et la troisiéme des ¢quations
qu’on vient d’établir, et sans avoir égard i la seconde,
qui n’est, comme on sait, qu'une conséquence de 'en-
semble des autres équations:

bz =qc", —br=plb" —qad".

E]evant au carré la seconde de ces équations et en y
ajoutant (@0’ — pa”)* = 0, on aura:
U2+ (g0 — pa"y = (pb — qa”)?
ou bien:
QI

2 2 2712 2 13 SPRE:
U2’ 4+ ¢'0" +p'a” = pi” + ¢a”,

b2 a? " 2

ce M - —— ——
qui donne: Fogp— 0 ="

En ajoutant la premiére équation, également élevée
au carré, c’est-a-dire

P2e? _ m
e

on aura

3 {E2 22 n2 9 2
I) {QT——Pz -+ (12; = "+ C”_ —Z)lH _ 1 ~I)’i—b,,2 -—= ])2;
donc on aura définitivement:

x? 22
pp! -+ g 1, ... ... (1\)
¢quation qui indique la suite des points du plan 2z
dans lesquels seulement la résultante unique du sy:
stéme, si elle existe, peut rencontrer le plan zz.

De la méme maniere on cherchera le lieu des in-
tersections de la résultante avec le plan ¢z, en posant
=03 on aura

az=pc, ay=7ph'—qd’, pa"—qh =0
d’ou ’on tire:

D)

A e (B)

Py
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mais il est plus court de former immédiatement cette
seconde équation d’aprés I’analogie avec la premiére.

L'inspection des formules (A) et (B) fait voir, que
dans toutes les positions du corps relativement aux
forces données, dans lesquelles les forces peuvent étre
remplacées par une résultante unique, positions qui
existent en nombre infini, cette résultante, loin de
pouvoir traverser le corps d’une maniére quelconque,
ne peut que couper & la fois les deux courbes fixes
dans le corps, dont on vient de trouver les équations.

Ces courbes sont situées dans deux plans perpen-
diculaires entre eux, que j’ai autrefois appelés plans
moyens; 'une est une ellipse, I’autre une hyperbole;
les foyers de chacune d’elles sont les sommets de
Pautre.

Il 'y a des cas particuliers remarquables. Si I’un
des bras p ou ¢ est zéro, I'ellipse devient un cercle
et Phyperbole une droite perpendiculaire au plan du
cercle et passant par son centre. Dans ce cas il n’y
a pas de plan central, mais seulement un axc cen-
tral, qui est cette méme droite; ¢’est le cas de Paimant,

Si p=y¢, on a un systéme bien singulier dans le-
quel toutes les résultantes uniques passent par l'un
ou Pautre de deux points isolCs, situés sur ’axe des
¢ de part et d’autre du point central & la distance
p de ce point.

(Tiré du Bulletin, T. XII, pag. 233 — 239.)
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