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Homoloogsete jadade soltuvusmoodud

LUHIKOKKUVOTE

Kaéesolevas t66s uuritakse erinevaid meetodeid juhuslike jadade soltuvuse mootmiseks.
Kahe jada soltuvus voib tdhendada viga erinevaid asju. Antud t66s uuritakse homoloog-
seid jadasid — see tahendab, et jadad on tekkinud mingist iihisest eellasjadast.

To6o6 alguses defineerime formaalselt meie soltuvate jadade mudeli. Selle mudeli ko-
haselt tekivad kaks tildjuhul soltuvat jada tihisest eellasjadast, elementide muutmise ja
eemaldamise teel.

Me tutvustame kolme tiitipi jadade soltuvusmoote: sagedustabelipohised statistikud,
pikima tihisjada pikkus (LLCS) ning ekstremaalsete joonduste vaheline Hausdorffi kaugus
(HD).

Me genereerime erinevatest soltuvusklassidest soltuvate jadade paare ning vordleme
karpdiagrammide abil iilalmainitud séltuvusmoote. Lisaks uurime simulatsioonide abil
ka LLCS-i piirjaotust.

Tuletame McDiarmidi ja Efron-Stein’i vorratuste abil tilemise tokke soltuvate jadade
LLCS-i dispersioonile. Nagu soltumatute jadade korralgi, on see toke lineaarset jarku.
Leiame tlemise tokke ka teistele LLCS-i tsentreeritud absoluutsetele momentidele. Mo-
mendile jarguga k saame iilemise tokke jarguga % (k>0).

Uurime ka HD tsentreerimata momente. Varasemast artiklist teadaolevat tulemust ka-
sutades naitame, et teatud tingimustel on HD k-ndat jirku momendil £ H,, tlemine toke
jarguga [In(m)]¥ (k > 0). Siin m on eellasjada pikkus. Seega (teatud tingimustel) on HD
keskvaartusel ja standardhélbel logaritmilist jarku iilemine toke. Uurime HD keskvaér-
tuse ja standardhalbe kasvu ka simulatsionide abil.

Marksonad: pikima tihisjada pikkus, jadade joondus, ekstremaalsed joondused, optimaalsed
joondused, homoloogsed jadad.



Measures of relatedness for homologous random sequences

ABSTRACT

The purpose of this thesis is to study different methods to measure the relatedness of two
random sequences. Two sequences can be related in very different ways. In this thesis we
study homologuous sequences — this means that the sequences are related through some
common ancestor.

We start by formally defining our model of relatedness. In this model, two gener-
ally related sequences are obtained by changing and removing some of the elements of
a common ancestor sequence. Next, we introduce three kinds of methods to measure
the relatedness of the sequences: commonly known contingency table based statistics,
length of longest common subsequence (LLCS) and Hausdorff distance between extremal
alingments (HD).

We simulate related sequences from different dependance classes and use box plots
to compare the aforementioned methods. The limit distribution of LLCS is also studied
with simulations.

The variance of the LLCS of the related sequences is studied theoretically. We prove
that McDiarmid and Efron-Stein inequalities can be used to obtain an upper bound to the
variance. As with unrelated sequences, this upper bound is of linear order. We generalize
this approach, and also find an upper bound to all centered absolute moments of LLCS.
For the k-th moment, we obtain an upper bound of order % (k>0).

We also study the uncentered moments of HD. Using a theorem known from a previ-
ous article, we show that under certain conditions the k-th moment EH,, of HD has an
upper bound of order [In(m)]* (k> 0). Here m is the length of the ancestor sequence.
Therefore (under certain conditions) the expected value and standard deviation of HD
has an upper bound with logarithmic order. We further study the growth of the expected
value and standard deviation using simulations.

Keywords: longest common subsequence, sequence alignments, extremal alignments, op-
timal alignments, homologous sequences.
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Sissejuhatus

Kiesolevas t60s uuritakse juhuslike jadade soltuvusmoote. Uldiselt voib kahe jada sol-
tuvus tahendada viga erinevaid asju. Antud t66s keskendume jadade homoloogsusest
tingitud soltuvusele. Jadade homoloogsus tahendab seda, et jadad on tekkinud mingist
ithisest eellasjadast.

Kohe t66 alguses defineeritakse formaalselt kahe jada soltuvust kirjeldav mudel. Mu-
deli kohaselt tekivad kaks iildjuhul soltuvat iid jada iihisest 7id eellasjadast osade liikmete
muutmise ja eemaldamise teel. Selline soltuvusstruktuur on oluline praktika seisukohast.
Taolise soltuvusstruktuuriga jadade soltuvuse modtmisega tegeldakse bioloogias (DNA-
ja RNA-jadad), konetuvastuses, lingvistikas ja ka mujal.

T66 on jagatud kolmeks peatiikiks. Esimeses peatiikis tutvustame erinevaid meetodeid
homoloogsete jadade soltuvuse mootmiseks. Esmalt vaatame tle sellised tuntud sage-
dustabelipohised statistikud nagu y?-statistik ja empiiriline vastastikune informatsioon.
Seejarel tutvume pikima thisjada pikkusega. Tutvustame ka iithte uuemat ja vihem-
tuntud statistikut nimega “ekstremaalsete joonduste vaheline kaugus”.

Kui esimeses peatiikis on nii teooriat kui ka simulatsioone, siis teine peatiikk on
puhtteoreetiline. Siin uurime, kuidas leida pikima tihisjada pikkuse dispersioonile tilemist
toket. Kolmandas peatiikis tegeleme ekstremaalsete joonduse vahelise kauguse disper-
siooni ning tsentreerimata absoluutsete momentide hindamisega.

Seega esimene peatiikk tegeleb iildise soltuvuse modtmise probleemiga ning teine ja
kolmas peatiikk tegelevad juba spetsiifilisemate momentide hindamisega seotud kiisimus-
tega.

T66s on teoreemide, lausete, lemmade ja jarelduste kujul esitatud mitmeid tulemusi.
Osades tulemustes on toodud viide vastavale allikale — see tdhendab, et selle tulemuse
toestus (kui see on édra toodud) on ka voetud samast allikast. Juhul, kui tulemuses vi-
idet ei ole, on vastav toestus autori enda vélja moeldud. Siiski paljud sellised tulemused
on tegelikult juba varem teada. Esimeses peatiikis ei ole iihtegi tulemust, mis ei oleks
varem teada — samuti mitte teise peatiiki soltumatuid jadasid puudutavas osas. Teises
peatiikis tuletatud dispersioonitokked soltuvate jadade mudeli kontekstis on aga uued
ja ehk kéesoleva t00 oluliseim panus teadusele. Kolmanda peatiiki tulemused kujutavad
endas aga ithe varasemalt teadaoleva teoreemi loomulikku edasiarendust.



Peatukk 1

Kuidas moota jadade soltuvust?

1.1 Soltuvate jadade mudel

Olgu A 1oplik tahestik ja X1, Xs,...,Y7,Ys,... juhuslikud suurused, mis votavad vadrtuseid
sellest tahestikust. Defineerime

X®:= X1, Xg,..., Y®:=Y],Ya,..

Meie eesméark on defineerida mudel, mille kohaselt tekivad jadad X°°,Y°° iihisest eellas-
jadast osade liikmete muutmise ja eemaldamise teel.

Olgu Z1,%Zs,... iid jada (eellasjada), mille liikmed votavad vaartusi tahestikust .A.
Lisaks olgu &1,&2,...,m1, 72, ... reaalarvulised 7id juhuslikud suurused (niiteks normaaljao-
tusest), mis on soltumatud jadast Z;,Zs,.... Olgu h: A x R — A mingi funktsioon. Iga
i € N korral saame tihest Z; kaks muteerunud tihte M := h(Z;,&) ja MY := h(Zi,n;).
Jadad M{, M¥,... ja M{ MY, ... on molemad iid, kusjuures juhuslikud suurused M{, M{
on sama jaotusega. Jadad MY, M¥ ... ja M{, Mj ... ei ole iildiselt sdltumatud, aga paarid
(M, M), (M5, M), ... on. Tahega @ téhistame mutatsioone kirjeldavat iileminekumaa-
triksit:

Q(a,b) :==P(h(a,&1) =b) =P(h(a,m)=0) Va,be A

Siin Q(a,b) tédhistab maatriksi @) téhele a vastava rea ja téhele b vastava veeru elementi.

Jada X saamiseks eemaldatakse mutatsioonide jadast M{, M3, ... osa elemente.
Eemaldamine toimub 4id Bernoulli jaotusega juhuslike suuruste Df, D3, ... abil, Df ~
Be(p). Kui D¥ =1, siis taht M} jaab alles, vastasel juhul kaob; parameeter p > 0 on téhe
allesjdimise toeniosus. Analoogiliselt saadakse jada Y jadast M{, MY, ... osade téihtede
eemaldamise teel. Eemaldamine toimub jalle iid Bernoulli jaotusega juhuslike suuruste
DY,D¥, ... abil, DY ~ Be(p). Eeldame, et juhuslikud suurused

x x Yy Yy
Zl,ZQ,...,fl,fz,...,nl,nz,..., 15 2,...,D ,D yaee

on koik omavahel soltumatud.
Formaalselt saame juhuslikud suurused X; defineerida jargmiselt: X; := M7, kus j
rahuldab tingimust

j
Y Di=ijaDi=1. (1.1)
k=1



Kui kehtib (1.1), siis titleme, et element i on elemendi j jérglane ja et element j on
elemendi 7 eellane, ning kirjutame a”(i) = j. Seega X; = M7, (i) Juhuslikud suurused Y;
saame defineerida analoogiliselt: Y; := M Jy , kus j rahuldab tingimust

j
Y Dj=ijaDj=1 (1.2)
k=1

Kui kehtib (1.2), siis iitleme, et element 7 on elemendi j jérglane ja et element j on ele-
mendi ¢ eellane, ning kirjutame a¥(i) = j. Seega Y; = ng ()" Kui X- ja Y-jadade vastavatel
elementidel 7/, 7' on sama eellane ehk kui a*(i') = a¥(j’), iitleme, et nad on sugulased ja
et paar (i',7’) on sugulaspaar.

Olgu néiteks tdhestikuks A ={A, C, T, G} (DNA nukleotiidid) ja

i |1 2 3 4 5
Mf|A C A G T
Dfyl1 0 1 1 0-
M)A T A G A
DY 1 1 1 0 1

Siis X1 X9 X3 =AAG ja Y1Y2Y3Y; = ATAA. X-jada elementide 1,2, 3 eellased on vastavalt
1,3,4 ja Y-jada elementide 1,2,3,4 eellased on vastavalt 1,2,3,5. X-jada elemendid 1,2
on sugulased vastavalt Y-jada elementidega 1, 3.

Esitame moned tulemused toodud mudeli kohta. Tulemuste toestused leiate autori
bakalaureusetoost [1].

1. Jadad X*° ja Y°° on molemad 7id, kusjuures juhuslikud suurused X1,Y7 on mélemad
sama jaotusega kui My (voi MY).

2. Kui p <1, siis tildjuhul juhuslikud suurused X;,Yj;, kus 7,7 € N, on soltuvad, kuid
kui maatriksi () read on vordsed, siis on nad soltumatud. Seega meie soltuvate
jadade mudel sisaldab endas ka soltumatuse juhtu.

3. Kui p < 1, siis

Seega toendosus, et juhuslikud suurused X, Y) on sugulased kahaneb nulli protses-
sis k — oo, kui p < 1. See annab intuitiivse pohjenduse jargmisele punktile.

4. Kui p < 1, siis kéikide a,b € A korral
P(X), =a,Y; =b) 5 P(X; =a)P(Y; =b).

Sisuliselt tdhendab see, et kui k on piisavalt suur, siis juhuslikud suurused Xy, Y7
on praktiliselt soltumatud (kui p < 1).

5. Kuip<1jajadad X, Y on soltuvad, siis kahedimensionaalne protsess {(X;,Y;)}52,
pole statsionaarne.



Vastavalt punktile 1 tlaltoodud loetelus juhuslikud suurused Xi,Xo,...,Y7,Ys,... on
koik sama marginaaljaotusega; vastavat jaotust tahistame tdhega P. Teisisonu X; ~ P ja
Y; ~ P iga i € N korral.

Defineerime

X=X, X, YR=Y,.. Y k=12

Peatiiki keskne kiisimus on jirgmine: kuidas moota jadade X" ja Y™ n,m € N, soltuvust?
Margime veel, et kasutame kogu t60 valtel miinimumi ja maksimumi tahistamiseks
vastavalt stimboleid A ja V.

1.2 Sissejuhatus simulatsioonidesse

T60s teostame ka mitmeid simulatsioone, kus genereeritakse eelnevalt kirjeldatud mudelile
vastavaid jadapaare. Simulatsioonides alati | A| = 4, st tdhestik koosneb neljast téhest.
Genereeritavad jadapaarid voib jagada jéargmisse kolme klassi.

1. Soltumatud jadad pikkusega n. Genereeritakse soltumatud jadad X™, Y™ mille ele-
mentide marginaaljaotus P iihtlane. Erijuhul voib P olla ka ebaiihtlane, kuid sellisel
juhul on see eraldi véilja toodud.

2. Soltuvad jadad pikkusega n. Genereeritakse iildjuhul soltuvad jadad X", Y™, mille
elementide marginaaljaotus P on iihtlane. Tahe allesjaamise toenéosuseks votame
p = 0.95. Uleminekumaatriksiks Q votame

1—3¢ € € €
€ 1—3¢ € €
€ € 1—3¢ € (1.3)
€ € € 1—3¢

Siin 0 <e < % on mutatsioone kirjeldav parameeter, mis tdpsustatakse konkreetsete
simulatsioonide juures. Margime, et kui ) on iilaltoodud kujul ja juhuslike suu-
ruste 271, Zs,... marginaaljaotus on tihtlane, siis on iihtlased ka juhuslike suuruste
M§F M, ..., M{ Mj,.. marginaaljaotus ja jaotus P (vt punkt 1 jaotise 1.1 loetelus).
Veel paneme tahele, et kui votta e = i, siis jadad X™, Y™ on tegelikult soltumatud
ehk vastavad punktile 1 (vt punkt 2 jaotise 1.1 loetelus). Kui aga 0 < e < i, siis
jadad X™ Y™ on soltuvad. Intuitiivselt voib Oelda, et mida véiksem on parameeter
0<e< i, seda tugevam on soltuvus jadade X™,Y" vahel.

3. Soltuvad jadad juhuslike pikkustega eellasjada pikkusega k. Genereeritakse eellastele

Z1,..., 2, vastavad jarglased. Tépsemalt: genereeritakse jadad X i1 Df ,YZleD? )
Nende jadade pikkused on binoomjaotusega Bin(p,k) juhuslikud suurused. Téhe
allesjadmise toenédosus on jille p = 0.95. Jadad X°°, Y™ on iildjuhul séltuvad, P
on ithtlane. Uleminekumaatriks @ avaldub parameetrist 0 < e < i soltuvalt kujul
(1.3).



Tanu iilaltoodud loetelule saame simulatsioone edaspidi lithidalt kirjeldada. Néiteks
lause “Genereerime 1000 juhuslike pikkustega soltuvate jadade paari, vottes eellasjada
pikkuseks 1000 ja € = 0.05.” on niiiid iiheselt moistetav.

Simulatsioonide teostamiseks kasutati statistikatarkvara R [2] ja selle pakette ggplot2
[3], Biostrings [1] ja Repp [5, 6]. Simulatsioonides kasutatavatest programmidest on tépse-
malt kirjutatud t66 lisas.

1.3 Sagedustabelipohised statistikud jadade soltuvuse
mootmiseks ja soltumatuse testimiseks

Uks voimalus jadade X™, Y™ soltuvuse mootmiseks on kasutada klassikalisi sagedusta-
belipohiseid meetodeid. Saamaks jadadest X", Y sagedustabelit, peame moodustame
nende elementidest paarid. Vast koige lihtsam lahenemine oleks moodustada paarid

(X1, Y1), s (Xooam, Yorm)-
Niéiteks, kui jadadeks X™, Y™ on vastavalt
11111
1000,
saame sellise lahenemisega jargmise sagedustabeli:

Yo 1

010 0
113 1

Jadade X™ Y™ soltumatuse testimiseks voime sagedustabeli pealt arvutada néiteks x2-
statistiku voi Fisheri teststatistiku. Teisalt, neid statistikuid voib kasutada ka heuristiliste
soltuvusmootudena.

Sagedustabelipohist ldhenemist saab kasutada ka seoses vastastikuse informatsiooni-
ga. Vastastikune informatsioon on informatsiooniteoorias tuntud suurus, mis méodab
kahe diskreetse juhusliku suuruse vahelist soltuvust. Defineerime 0log, 0 := 0. Juhuslike
suuruste X,Y € A vastastikuseks informatsiooniks nimetatakse suurust

. e —2Y = o P(X:x,Y:y)
I(X;Y) .—%yZEAP(X Y =yl gz(P(X::L’)P(Y:y)>'

Vastastikune informatsioon on simmeetriline ja mittenegatiivne. Lisaks I(X;Y") =0 para-
jasti siis, kui X ja Y on soltumatud. Sisuliselt voib vastastikust informatsiooni interpre-
teerida kui informatsioonihulga suurust, mida iihe juhusliku suuruse teadmine annab teise
kohta. Vastastikuse informatsiooni tihik soltub logaritmi baasist definitsioonis; meil on
logaritmi baasiks 2, seega tithikuks on bitt. Mérgime veel, et vastastikune informatsioon
I(X;Y) on juhuslike suuruste X,Y soltumatusele vastava iithisjaotuse — st marginaaljao-
tiste korrutise — Kullback-Leibleri kaugus nende tegelikust tihisjaotusest.

Kuidas aga kasutada vastastikust informatsiooni jadade soltuvuse mootmiseks? Kui
meie soltuvate jadade mudelis kadumisi poleks ehk tahe allesjadmise toenaosus p oleks

9



alati vordne ithega, oleks asi lihtne. Sellisel juhul paaride jada (X1,Y1),(X2,Y2),... oleks
itd ning jadade X °°,Y > soltuvusmédara saaks defineerida kui 1(X7;Y7). Koige lihtsamaks
hinnanguks suurusele 7(X1;Y7) oleks nondanimetatud empiiriline vastastikune informat-
sioon

~ R D x,
[n/\m = Z pX,Y(xay) IOgQ ( ApX?Y(A y) ) )
e px(z)py (y)

kus px y(x,y) on paari (z,y) esinemise sagedus jadas (X1,Y1),.... (Xnam: Ynam), Px (x) on
tédhe x esinemise sagedus jadas X"\ ja py (y) on tihe y esinemise sagedus jadas Y™\
Suurte arvude seadusest saame, et suuruse n A m kasvades toimub peaaeug kindlasti
koondumine I, am — I(X1,Y1).

Kui aga p < 1, siis paarid (X1,Y7), (X2, Y2),... pole iildjuhul soltumatud ega sama jao-
tusega. Sellest hoolimata voib statistik I, nAm Olla kasutatav heuristilise soltuvusmooduna.

Veel iiks voimalus jadade X™, Y™ soltuvuse mootmiseks oleks astakkorrelatsioonikor-
dajate kasutamine. Selleks me koigepealt jarjestame tdhestiku A tdhed, seades igale tdhele
a € A vastavusse erineva arvu g(a), kus g : A — {1,...,|A|} on bijektiivne funktsioon.
Seejarel moodustame paarid [g(X1),9(Y1)],[9(X2),9(Y2)],... ja arvutame nende pealt as-
takkorrelatsioonikordaja, naiteks Spearmanni p voi Kendalli 7. Et negatiivne korrelat-
sioon siin tdhendust ei oma, siis jadade X™, Y™ soltuvusmooduks votame astakkorrelat-
siooni absoluutvéiartuse. Meetodi puuduseks on see, et saadud soltuvusmoot séltub taht-
ede jirjestusest ehk funktsioonist g. Olgu néiteks A = {A,B,C} ja olgu X- ja Y- jadadeks
vastavalt ABC ja AAB. Vottes g(A) = 1,9(B) = 2,¢(C) = 3, saame saadud arvupaaride
Spearmani p-ks 0.866 ja Kendalli 7-ks 0.816. Teisalt, vottes g(A) =1,¢9(B) =3,¢9(C) =2,
saame nii Spearmani p-ks kui ka Kendalli 7-ks nulli.

1.4 Pikima iihisjada pikkus

1.4.1 Tutvustus

Oleme niitid vaadanud mitmeid sagedustabelipohiseid meetodeid soltuvuse modtmiseks
ja soltumatuse testimiseks. Koigil neil meetoditel on aga iithine puudus: nad saavad infor-
matsiooni jadade soltuvuse kohta vaid paaridest (X1,Y1),(X2,Y2),..., mitte aga teistest
paaridest. Toome iihe néite, mis seda probleemi illustreerib. Olgu p =1 ja ) ihikmaa-
triks. Sellisel juhul X; =Y; iga ¢ € N korral. Oletame, et soovime testida, kas jadad
Xo, ..., Xn41 ja Y7,...,Y, on soltumatud (voib moelda, et element X; on mootmise kéi-
gus dra kadunud). On selge, et need kaks jada on viga tugevalt soltuvad (eeldades, et n
pole viga viike). Soltumatuse testimiseks moodustame paarid (X2,Y7),...,(Xn+1,Yn) ja
rakendame neile y?-testi. Paraku X;41,Y; on soltumatud iga i korral, seega ei suuda me
suure toenaosusega tuvastada jadade Xo,..., X, 41 ja Y1,..., Y, vahelist soltuvust.

Seega klassikalised sagedustabelipohised meetodid jadade soltuvuse mdotmiseks ei
pruugi olla kdige paremini toimivad ning mdistlik on otsida alternatiive. Uheks selliseks
alternatiiviks on jadade pikima iihisjada pikkus. Kahe jada tihisjadaks nimetatakse jada,
mis on nende molema osajadaks. Pikimaks tihisjada pikkuseks nimetatakse maksimaalse
pikkusega iihisjada pikkust. Esitame ka formaalse definitsiooni.
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Definitsioon 1.1 (pikima iithisjada pikkus). Jadade x1,...,xy ja yi,...,ym pikima ihisjada
pikkuseks nimetatakse maksimumi hulgast

{kl @iy, oz, = v,y 1 <1 << <y 1< g1 <L < i <mPuU{0}.

Naiteks jargmise kahe jada pikimaks tihisjadaks on AAAGA ja pikima iihisjada pikkuseks

on o:
GACAAGTAGT

AAACGACC
Maérgime, et kahe jada pikim iihisjada ei pruugi olla iiheselt méaratud, aga pikima iihis-
jada pikkus on.

Kuidas aga leida jadade x1, ...,y ja y1, ..., Ym pikima tihisjada pikkust? Naiivne meetod
oleks iga k € {1,...,n Am} korral ja koikide 1 < i1 <..<ip<njal<j;<..<jp<
m korral kontrollida, kas w;,,...,x;, = yj,,...,yj,. Selliselt saame konstrueerida pikima
ithisjada pikkuse definitsioonis toodud hulga, millest maksimum ongi otsitud suurus. Kui
votta lihtsuse huvides n = m, siis vorreldavate tahepaaride arv on kirjeldatud algoritmi

korral
n n 2
Zk( ) |
k=1 k

Kui n > 2, siis saame tlaltoodud suurusele jargmise jameda alumise tokke:

" n 2 " n 2 " n —n n
) 25 ) 25 () -y e

Selle tokke abil saame néiteks, et kui n =m = 300, siis kirjeldatud algoritm peab vordlema
rohkem kui 10%° tihepaari. Vordluseks mérgime, et universumis olevate aatomite arv
arvatakse olevat ligikaudu suurusjarku 10%. On selge, et vihegi suuremate jadapikkuste
korral ei ole naiivse algoritmi kasutamine voimalik. Onneks on aga olemas diinaamilist
planeerimist kasutav algoritm, mis suudab pikkustega n ja m jadade pikima thisjada
pikkuse leida ajaga O(n-m) — see algoritm avaldati 1970. aastal Saul B. Needlemani and
Christian D. Wunschi poolt ja seda nimetatakse Needleman-Wunschi algoritmiks.
Defineerime ka moisted “joondus” ja “optimaalne joondus”.

Definitsioon 1.2 (joondus ja optimaalne joondus). Jadade x1,...,xy ja yi,...,Ym joon-
duseks pikkusega k > 1 nimetame hulka

{(hajl)?"'a(ikajk) |£C7;1,...,l'ik =Yj1s- Y5 1 < il <...< Zk < n; 1 S]l <... <jk: < m}

Kui k on jadade x1,...,xy ja y1,...,Yym pikima thisjada pikkus, nimetame toodud hulka
optimaalseks joonduseks.

Seega kahe jada joondus on sisuliselt nende jadade mingile iihisjadale vastav indeksite
komplekt. Optimaalne joondus on aga nende jadade pikimale tihisjadale vastav indeksite
komplekt. Vaatame uuesti pikima iihisjada definitsiooni juures toodud néidet. Lisame
jadadele indeksite rea:

12345678910
GACAAGTAGT
AAACGACC
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Pikimale iihisjadale AAAGA vastav optimaalne joondus on

{(2,1),(4,2),(5,3),(6,5),(8,6)}.

Kahe jada joonduse moodustamist voib vaadelda ka kui vordsete tahtede iihendamist
teatud viisil. Naiteks tilaltoodud naites vastavad optimaalsele joondusele jérgmised tihen-
dused:

GACAAGTAGT

S

AAACGACC

Et ithendused vastaksid mingile joondusele, ei tohi ithendavad jooned loikuda ja iga taht
tohib olla iithendatud maksimaalselt {ihe tahega.

Kahe jada pikima iihisjada pikkust tagastavat funktsiooni tdhistame tédhega L. Hulgale
A C N? elemendi (4,7) € N? liitmise defineerime jirgmiselt:

A+ (i, 5) ={(i+z,j+y)|(z,y) € A}.
Toestame funktsiooni L kohta tihe abitulemuse.
Lemma 1.1. Koikide x1,...,2n,Y1,..-,yn € A ja mis tahes k € {1,....n—1} korral

L(l’l,...,xn; ylr"ayn) Z L(xlw"uxk; yla"'7yk) +L<xk’—|—1a-~-737n§ yk+17"'7yn)~

Téestus. Olgu k € {1,...,n—1}. Veel olgu

an = L(T1, . Tn s YLy o Un),

Lyj:=L(x1,....,Tk; Y1, - Yk

Lk—l—l,n = L<xk—|—17 REPRITI yk-‘rl?"'ayn)u

/ / A
l’l, ...,$n_k = xk+1, cey Ly

yi?"')y;—k = Yk+15--Yn-
ja

)

o jadade x1, ..., ja y1, ...,y optimaalne joondus, kui El,k >1
1 =
(), vastasel korral

Oy e jadade ', ...z} _, ja yi,...,y,,_, optimaalne joondus, kui Ek—l—l,n >1
2 (), vastasel korral

Kui kehtivad vordused
Cr=Cy =1, (1.4)
siis

Lin>Lig+ L1, =0.
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Kui vordused (1.4) ei kehti, siis hulk
C:=C1U[Cy+ (k, k)]
on jadade x1,...,xy ja y1,...,yn joondus. Seega

Lin>|Cl=|C1|+|Co| = Ly g+ Lis1m.

Toodud lemmat saab rakendada jargmise teoreemi abil.

Teoreem 1.1 (Kingmani subaditiivne ergoodiline teoreem). [7, Teoreem 6.10] Olgu Wy, W, ...
iid jada. Olgu funktsioonid fi., k=1,2,..., sellised, et

E’fk(Wl,Wg,...)|<OO Vk e N
ja
oW1, Wo, ) < frWi,Wa, ) + fiWig1, Wiy, ...)  VET€N.

Siis leidub konstant ¢ nii, et
1 k . .
Efk(Wth, ..)=c p.k jaruumis L.

Tegelikult kehtib Kingmani subaditiivne ergoodiline teoreem palju tldisematel eel-
dusel, aga see langeb kéesoleva t06 raamest vélja. Defineerime

Ly = L(X%Y®), k=12, ..
Kasutades lemmat 1.1 ja tlaltoodud teoreemi, saame jargmise tulemuse.

Jareldus 1.1. Kui jadad X*°, Y on soltumatud, siis leidub konstant v € [0,1] nii, et

L
f LN v p.k. ja ruumis Ly. (1.5)
Lisaks
EL EL
vt () = (7). o

Toestus. Teame, et jadad X°°, Y on molemad #id; eeldame veel, et nad on séltumatud.
Siis paaride jada (X7,Y1),(X2,Y2),... on #id. Defineerime funktsioonid f:

fel(x1,1), (22,92), .. :i= —L(x1, oy 2k Y1, uk), E=1,2,....
Kuna iga k € N korral —k < fj. <0, siis

E|fk[(X1,Y1),(X2,§/Q)..‘]| <oo VkeN.

13



Tanu lemmale 1.1 mis tahes k,l € N korral

L(X1, e, Xpo s Y1, Yiqt) > L(X1, o, X Y1, Y0) + L( X1, o, Xty Vit o5 Yig)-
(17)

Korrutades iilaltoodud vorratuses molemad pooled arvuga —1, saame, et mis tahes k,l € N
korral

fk+l[(X17Y1)7 (XQ’}/?)a ] < fk[(X17Y1)7 (XQ’}/Q)a ] +fl[(X/€+17Yk’+1)7 (Xk+27Y/€+2)’ ]

Néeme, et Kingmani subaditiivse ergoodilise teoreemi (teoreem 1.1) eeldused on téaidetud.
Seega leidub konstant « € [0, 1] nii, et

lifk[(Xl’Yl)’ (X2,Y2),...] LA —v p.k. ja ruumis L;.
Teisisonu
—[;: LA —v p.k. ja ruumis L.
Siit jareldub koondumine (1.5).
Koondumisest ruumis L jareldub keskvaértuste koondumine, st

_1.m<ELk)
e A

Vottes vorratuse (1.7) molemast poolest keskvidrtuse, saame, et mis tahes k,l € N korral

(1.8)

ELj > ELy+ EL,.

Teisisonu jada (ELj) on superaditiivne. Rakendades niiiid Fekete lemmat, saame

_ (ELp ELy
lim (=) =sup (). (1.9)

Seostest (1.8) ja (1.9) saamegi seose (1.6). O

Konstant v iilaltoodud jarelduses soltub juhuslike suuruste X1, Xo,..., Y7, Y5, ... margi-
naaljaotusest P. Seda konstanti nimetatakse Chvatal-Sankoffi konstandiks, samanimeliste
autorite 1975. aasta teedrajava artikli jargi [3]. Kuigi Chvatal-Sankoffi konstanti on uu-
ritud juba mitukiimmend aastat pole selle tdpne vaéartus teada iihegi jaotuse P kor-
ral. Simuleerimise teel on aga voimalik teada saada ~ ligikaudne vdartus. Naiteks kui
P = Be(0.5), on v ligikaudu vordne arvuga 0.81.

Tegelikult kehtib koondumine (1.5) ka ilma soltumatuse eelduseta, st alati leidub
konstant v* € [0, 1] nii, et
l;j LA ~*  p.k. ja ruumis L.

Toodud véite toestuse leiab lugeja kirjandusest [9, Proposition 4.1]. Kuna koondumisest
ruumis Lp jareldub keskvaartuste koondumine, siis

7 =i(5)
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Konstant v* soltub juhuslike suuruste Z7,Z,... marginaaljaotusest, tdhe allesjadmise

toendosusest p ning iileminekumaatriksist Q).

Uurime niiiid simulatsioonide abil konstandi v* kditumist. Esiteks vaatame, kuidas sol-
tub v* jaotusest P. Genereerime iga A € {0.25,0.26, ..., 1} korral jaotusest (A, 1?\’ %, %)
tdhtedega soltumatute jadade paari pikkusega 1000. Mida suurem on parameeter A\ €
[0.25,1] seda ebatihtlasem on jaotus P; kui A = 1, siis jaotus P koosneb ainult ithest tahest,
st vastab konstandile. Konstanti v* = v saame hinnata suuruse Liggg/1000 abil. Simulat-
sioonide tulemused on toodud joonisel 1.1a. Ndeme, et mida ebaiihtlasem on jaotus P,
seda suurem on ka konstant v* . Seda v6ib pohjendada jargmiselt. Kui jaotus P on ebaiiht-
lane, siis X- ja Y-jadas on mingeid tdhti rohkem kui teisi. Naiteks, kui A = {A,B,C,D},
siis voib ebaiihtlane P tdhendada seda, et X- ja Y-jada koosnevad peamiselt tahest A. See
aga tahendab omakorda, et me saame pikima iithisjada moodustamisel ithendada mitmeid
A-tahti. Selle asjaolu illustreerimiseks toome alljargnevalt kaks ebaiihtlase jaotusega jada
pikkusega 10 ja tihele nende jadade optimaalsele joondusele vastavad tthendused.

ABCAAAAAAD

NN NN

AABACAABAA

Néeme, et nende jadade optimaalsele joondusele vastav ithenduste arv ehk pikima iihis-
jada pikkus on seitse. Lisaks tihendustele vastav pikim tihisjada — ABAAAAA — koosneb
peamiselt A-tdhest. Vordluseks toome ka kaks sama pikka iihtlase jaotusega jada koos
ithele optimaalsele joondusele vastavate ithendustega.

BDCADACAAD

N /NN

ABACCDBCBRB

Néeme, et nende jadade pikima iihisjada pikkus neli on palju vaiksem kui eelneva jada-
paari oma.

Meenutame niiiid, et soltuvate jadade simuleerimisel avaldub iileminekumaatriks @)
parameetri € kaudu kujul (1.3). Uurime, kuidas soltub konstant v* parameetrist e. Gene-
reerime iga € € {0,0.01,...,0.25} korral soltuvate jadade paari fikseeritud pikkusega 1000.
Mida suurem on parameeter € € [0,0.25], seda vdiksem on soltuvus genereeritavate X-ja
Y-jadade vahel; kui e = 0.25, siis X- ja Y-jadad on soltumatud. Konstanti v* hindame jal-
legi suuruse Liggo/1000 abil. Simulatsioonide tulemused on toodud joonisel 1.1b. Ndeme,
et mida véiksem on soltuvus X- ja Y-jadade vahel, seda vaiksem on ka konstant v*. Seda
asjaolu voib pohjendada jargmiselt. Mida véiksem on parameeter € € [0,0.25], seda su-
urem on toendosus, et mingi sugulaspaari elemendid on vordsete tahtedega (kui € = 0,
siis see toendosus on 1). Seega, mida vaiksem on € € [0,0.25], seda rohkem kipub olema
sugulaspaari, mida saab pikima iihisjada moodustamisel ithendada. Rohkem tihendusi
tahendabki aga pikemat pikima tihisjada pikkust.

Seega fikseeritud jaotuse P korral voib ehk jadade X", Y™ soltuvusmooduna kasutada

15



1.0
0.9 -
0.9 -
£ £
g € 08-
Z 0.8- =
s B
0.7 - 0.7 -
I I I I I I I I I I
0.4 0-6;\ 0.8 1.0 000 005 0.0 . 015 020 025
(a) (b)
Joonis 1.1: konstandi v* soltuvus parameetritest A (a) ja € (b)
statistikut
Ln/\m
nAm’

Seda statistikut voib ka vaadelda kui valimihinnangut suurusele +v*.

1.4.2 Asiimptootilisest jaotusest

Kui me soovime pikima iihisjada pikkuse pohjal konstrueerida mingit statilist testi, oleks
hea teada statistiku L,, tdpset jaotust. Paraku vihegi suure n korral on tapse jaotuse
leidmine osutunud vaga keeruliseks tilesandeks. Seega on ehk moistlikum uurida selle
statistiku astimptootilist jaotust. Paraku pole ka asiimptootilise jaotuse kohta palju teada.
Uks hiipotees on, et statistik

L,—FEL,
v/ VarL,,

on astimptootiliselt standardse normaaljaotusega. Hiljuti toestati see hiipotees erijuhul,
kus jadad X, Y on soltumatud ja P on viaga ebaitihtlane Bernoulli jaotus [10].

Me piistitame veel hiipoteesi, et leidub meie soltuvate jadade mudelist soltuv positi-
ivne konstant ¢ < oo nii, et

VarL
s
n

(1.10)

Nimetatud koondumist pole tdestatud tihegi erijuhu korral. Siiski on moningaid teoreetil-
isi tulemusi, mis selle kehtivusele vihjavad. Néiteks jaotises 2.2.2 toestab autor, et

VarL, = O(n)
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Lisaks on veel toestatud [1 1], et kui jadad X, Y on soltumatud ja P on viga ebaiihtlane
Bernoulli jaotus, siis

VarL,, = Q(n) ot = O(VarLy,),

st dispersioon VarL,, on astimptootiliselt tokestatud mingi lineaarse alumise tokkega.
Kui mélemad iilaltoodud hiipoteesid kehtivad, st kui statistik (1.10) on astimptootiliselt
standardse normaaljaotusega ja kui piirvéértus o2 leidub, siis tanu Slutsky lemmale

. -0
VVarL, | n N1 "%

kus Xpr(p,1) on standardse normaaljaotusega juhuslik suurus. Teisisonu, kui molemad
tilaltoodud hiipoteesid kehtivad, siis

L,—FEL,
Jn

Me oleme niiiid esitanud mitmeid hiipoteese. Ulevaatlikkuse huvides moodustame
nendest jargmise loendi.

= N(0,0?). (1.11)

HUP 1. Kehtib koondumine
L,—FEL,
v/VarL,,

(toestatud juhul, kus jadad X°°Y*° on soltumatud ja P on viga ebaiihtlane Bernoul-
li jaotus).

= N(0,1)

HUP 2. Leidub meie soltuvate jadade mudelist soltuv positiivne konstant ¢ < oo nii, et

VarL, n
— o°.
n

HUP 3. Leidub meie soltuvate jadade mudelist sdltuv positiivne konstant o < oo nii, et

L,—EL,

NG = N(0,0%).

Veendusime, et kehtib implikatsioon
HUP 1 ja HUP 2 = HUP 3.

Jaotises 1.6.1 kontrollime simulatsioonide abil toodud hiipoteeside kehtivust.
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1.5 Ekstremaalsed joondused

1.5.1 Idee
Ekstremaalsete joonduste idee jadade soltuvuse mootmiseks kéidi valja 2014. aasta artik-
lis [9]. Kahel jadal on iildjuhul mitmeid optimaalseid joondusi — koik need saame esitada

kahedimensionaalsel graafikul. Naiteks joonisel 1.2 on toodud kéik jadade TGTATC ja
CTTGCA optimaalsed joondused; iga kasvav joon graafikul kujutab endast iihte opti-
maalset joondust. Ndeme, et nimetatud jadadel on kuus erinevat optimaalset joondust ja
et nende pikima iihisjada pikkuseks on 3.

Toodud naite varal iiritame selgitada ka ekstremaalsete joonduste moistet. Paneme
tahele, et tiks joondus asub joonisel teiste peal (sinine joon) ja tiks teiste all (punane joon)
— neid nimetame vastavalt iilemiseks ja alumiseks joonduseks. Ulemist ja alumist joondust
nimetamegi kokkuvotvalt ekstremaalseteks joondusteks. Antud néites on tlemiseks ja
alumiseks joonduseks seega vastavalt

{(1,3),(2,4),(4,6)}, {(3,2),(5,3),(6,5)}

ning tlemisele ja alumisele joondusele vastavad iihisjadad on TGA ja TTC. Loomulik
kiisimus on, kas mis tahes jadapaaril ekstremaalsed joondused alati leiduvad. Jargmises
jaotises esitame ekstremaalsete joonduste formaalse definitsiooni ning toestame, et kui
jadapaari pikima tihisjada pikkus on vihemalt iiks, siis sellel leiduvad ka ekstremaalsed
joondused.

Joonis 1.2: jadade TGTATC ja CTTGCA optimaalsed joondused

Jargnevalt genereerime iihe soltumatute jadade paari ja iihe soltuvate jadade paari
ning vordleme joonise abil nende ekstremaalseid joonduseid. Soltumatud jadad gener-
ereerime pikkusega 1000. Soltuvad jadad genereerime juhuslike pikkustega (fikseeritud
pikkustega soltuvad jadad toovad ekstremaalsete joonduste teoreetilises uurimises ju-
urde teatavat tehnilist lisakeerukust, mida antud t66s tiritame véltida), vottes eellasjada
pikkuseks 1053 ning € = 0.05 (meenutame, et tileminekumaatriks ) avaldus parameetri e
kujul (1.3)). Genereeritavate soltuvate jadade keskmine pikkus on ligikaudu 1053-0.95 ~
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1000. Ekstremaalsed joondused leiame Needleman-Wunschi algoritmi abil. Uhendades
iilemisele ja alumisele joondusele vastavad punktid, saame tihe jadapaari ekstremaalsed
joondused esitada kahe joonena. Tulemus on toodud joonistel 1.3a (soltumatud jadad) ja
1.3b (soltuvad jadad). Vorreldes neid jooniseid, ndeme, et soltuvate jadade korral asuvad

1000 - 1000 -
o
8 750 - 8 750 -
— (o]
< o
> o
9 3
£ 500~ < 500-
= =4
< ©
g g
I 250- > 250-
0- 0-
I I I I I I I I I I
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
X-jada pikkusega 1000 X-jada pikkusega 997
(a) (b)

Joonis 1.3: ekstremaalsed joondused soltumatute (a) ja soltuvate (b) jadade korral

ekstremaalsed joondused tiksteisest rohkem lahus. Hiljem esitame karpdiagramme, mis
kinnitavad, et mida tugevam on jadade soltuvus, seda vaiksem kipub olema lahknevus
ekstremaalsete joonduste vahel. Mis voiks olla aga sellise seaduspéara pohjus?

Meenutame, et paar (7, j) on meie definitsiooni kohaselt sugulaspaar parajasti siis, kui
X-jada elemendil i ja Y-jada elemendil j on sama eellane. Utleme, et paar (i, ) on vordsete
sugulaste paar — lithidalt VSP —, kui ta on sugulaspaar ja X; =Y. Intuitiivselt pole raske
moista, et mida suurem on kahe jada vaheline soltuvus, seda suurem kipub fikseeritud
jadapikkuste korral olema VSP-de arv. Joonisel 1.4 on toodud joonise 1.3 soltuvate jadade
ekstremaalsete joonduse algusosa. Lisaks on joonisel mustade téppidega mérgitud VSP-
d. Nédeme, et paljud punktid asuvad ekstremaalsete joonduste peal. Simulatsioonid on
naidanud, et see ongi ekstremaalsetele joondustele omane: nad ldbivad tihti VSP-sid.
Kui jadade soltuvus on suur, siis neil on ka palju VSP-sid, mistottu on ka ekstremaalsed
joondused iiksteisele lahedal — samas kui jadade soltuvus on vaike, on lahknevus tavaliselt
suurem.

Kuidas aga moota ekstremaalsete joonduste vahelist lahknevust? Voéimalusi on mit-
meid, aga lihtsuse huvides piirdume kaesolevas t66s vaid tihega, nimelt Hausdorffi kau-
gusega. Anname selle kauguse definitsiooni.

Definitsioon 1.3 (Hausdorffi kaugus). Olgu X,Y kaks mittetihja hulka meetrilises ruu-
mis kaugusega d. Hausdorffi kauguseks nende hulkade vahel nimetatakse suurust

dg(X,Y) := max{sup inf d(z,y),sup inf d(z,y)}
reX YEY yeya:eX
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Joonis 1.4: osa soltuvate jadade ekstremaalses joondusest koos VSP-dega

Meil on definitsioonis toodud kauguseks d alati eukleidiline kaugus. Joonisel 1.5 on
toodud néide hulkade X,Y € R? vahelise Hausdorffi kauguse kahest arvutuslikust kom-
ponendist.

sup inf d(x,
IG)I? yey ( y)

<

inf @
sup inf d(z,y)

Joonis 1.5: niide Hausdorffi kauguse arvutuslikest komponentidest!
Margime, et kui pikima thisjada pikkusele pohineva statistiku Lyap,/(nAm) suur
vaartus naitas suurt soltuvust ja viike vaartus vaikest soltuvust, siis siin on olukord vas-

tupidine: suur Hausdorffi kaugus ekstremaalsete joonduste vahel naitab vaikest soltuvust
jadade vahel ja vaike kaugus suurt soltuvust.

1.5.2 Formaalne definitsioon

Me defineerime niitid formaalselt jadade z € A™ ja y € A™ ekstremaalsed joondused. Olgu
nende jadade pikima tihisjada pikkuseks ¢ > 1 ja olgu neil k£ erinevat optimaalset joondust.

! Autor: Rocchini; CC-BY-3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by/3.0), Wikimedia Commons.
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Olgu

{61, 1)5 - G 3 Y A5 GE G}

jadade x,y koigi optimaalsete joonduste hulk. Defineerime A := {1,....,k}. Eeldame, et
meie optimaalsete joonduste elemendid on jéarjestatud, st ¢f < ... <1f iga a € A korral
(millest jareldub, et j¢ < ... < j iga o € A korral). Olgu

jj::mgi;jfzmax{jgmeA,se{1,...,t}}, (1.12)
«
il = min{i® | j& = j],a € A}. (1.13)

Edasi votame iga [ € {1,...,t — 1} korral.

le = max{j5 |i§ < iltrl,a € Ase{l,..t}},
il =min{i?|j =jl,ae A,se{l,..,t}}.

Hulka {(i{,jf),..., (ZI,];)} nimetamegi jadade x,y iilemiseks joonduseks. Me peame
nitiid téestame, et toodud definitsioon on korrektne, st paarid (il,j!) leiduvad. Seda
iitlebki meile muuhulgas jargmine lause.

Lause 1.1. [9, Proposition 2.1] Hulk {(z{,jf),,(zl,jz)} on jadade x,y optimaalseks
joonduseks, kusjuures iga s € {1,...,t} korral

jizglg}j& il =min{if | j¢ = jI,a € A}, (1.14)

Toestus. Piisab vaid toestada, et (1.14) kehtib iga s € {1,...,¢t} korral. Selleks kasutame

induktsiooni. Definitsioonide (1.12), (1.13) pohjal (1.14) kehtib s =t korral. Olgu u €

{1,...,t —1}. Eeldame, et (1.14) kehtib s = u+ 1 korral, seega leidub selline o € A, et
Jer = dien T =it (1.15)

Niitame, et (1.14) kehtib s = u korral. Ténu eeldusele (1.15) paar (il,jl) leidub, seega
leidub selline paar (5,v) € Ax {1,...,t}, et (il j1) = (i?, j5). Niitame koigepealt, et v = u.
Oletame vastuviiteliselt, et v > u. Kuna i < iy ja il < Jua1, siis hulk

{(Z?u]lﬁ)a (ERE) (Zqﬂ;ajg)v (i3+17j3—&—1)7 cey (Z?h]ta)}

moodustab joonduse, mille pikkus on vihemalt ¢+ 1 — vastuolu. Oletame niiiid vastu-
vaiteliselt, et v < u. Paneme tahele, et iy <if, 1 < il Teisalt j& < 7 < jB. Seega hulk

{GF,30), 0 (3,38, (0538, (01, 5)}

moodustab joond/use pikkusega t+1 — vastuolu. Oleme naidanud, et v = u, millest jareldu-
valt j, = max{j$ i < zl 11, € A}. Kui niitid vastuvéiteliselt oletada, et (1.14) ei kehti

s =u korral, saame jg < MmaXy/ecA j,f;/. Eelnevast jareldub, et leidub 8’ nii, et jg/ > jE = jg
ja igl >l > il =145, Seega hulk

u+1
{0, LT 30 (50}
moodustab joonduse pikkusega ¢+ 1 — vastuolu. O]

21



Analoogiliselt saame defineerida ka jadade x,y vasakpoolseima joonduse kui hulga
kus
i :=mini{ = min{i% |a € A,s € {1,...,t}},
acA
Ji o =max{j{ i =i ,a € A}

ning iga [ € {2,...,t} korral

22_ :mln{Z?‘jSa>jl<_1,a€A 36{1 7t}}a
Ji=max{js|ig =1 ,aeAse{l,. . t}}

Analoogiliselt lause 1.1 toestusega saab nédidata, et

Z';_:gleiﬂi?, Je =max{j|id =i, ,a€ A}, s=1,..,t. (1.16)

Osutub, et vasakpoolseim joondus on sama mis iilemine joondus. Formuleerime vastava
tulemuse lausena.

Lause 1.2. [J, Ik 1035-1036] Iga s € {1,....t} korral (i) = (i, 41).

Téestus. Toestame lause seoste (1.14) ja (1.16) abil. Olgu s € {1,...,t} suvaline. Kehtivad
samavaarsused

it =il & mini =min{i{’ | =jl.a' € 4)
& leidub o € A nii, et i% = ming 4% ja j =51
& leidub o € A nii, et & = maxuca jg’ jai® =it
& max{j¢ i =il o/ € A} = glgﬁjs
& jy=il

Samas seoste (1.14) ja (1.16) pohjal i~ < il ja js < 41 Kui nitiid vastuviiteliselt oletada,
et (i5,75) # (il,51), saame eelneva pohjal, et ii” < il ja jl < j<. See aga annaks meile
optimaalse joonduse pikkusega t+ 1 — vastuolu. O

Sarnaselt ulaltoodu%a defineerime jadade z,y alumise ehk parempoolseima joonduse
kui hlﬂga {(217]1 Ztu?t } kus

oY Z‘i'—

jri=minj®, i =max{i®|j¢=jtac A}, s=1,..t
acA

Paneme téhele, et jadade x,y vasakpoolseim joondus on sama mis jadade y,x alumine
joondus. Seega jadade x,y tilemine joondus on sama mis jadade y,z alumine joondus.
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1.6 Simulatsioonid (1)

1.6.1 Pikima iihisjada pikkus

Uurime niiiid pikima tihisjada pikkuse astimptootilisi omadusi simulatsioonide abil. Ge-
nereerime

n = 100,200,300,400, 500, 750, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 7500, 10 000

korral 1000 soltumatute ja soltuvate jadade paari fikseeritud pikkusega n. Soltuvate
jadade korral votame e = 0.05. Tuhande jadapaari pealt saame hinnata pikima iihisja-
da pikkuse keskvaartust ja dispersiooni (kasutades dispersiooni nihketa hinnangut).

Joonisel 1.6 ndeme suuruse F L, /n hinnangulist kditumist soltumatute (a) ja séltuvate
(b) jadade korral. Joonisele 1.6a on veel lisatud vastav Chvatal-Sankoffi konstant (7).
Joonis kinnitab meie varasemat teooriat, et jada (EL,/n) koondub mingiks positiivseks
konstandiks (mis soltumatuse juhul on konstant ).

0.6625 -
0.65 -
0.6600 -
_ 0.64- c 0.6575-
~ ~
=4 c
— —
L L
0.6550 -
0.63 -
0.6525 -
I I I I I I I I I I
0 2500 5000 7500 10000 0 2500 5000 7500 10000
n n
(a) (b)

Joonis 1.6: suuruse FL,/n hinnanguline kditumine soltumatute (a) ja soltuvate (b)
jadade korral

Meenutame niiiid, et jaotises 1.4.2 esitasime kolm hiipoteesi. Kontrollime simulat-
sioonide abil nende hiipoteeside kehtivust. Esimene hiipotees (HUP 1) oli, et statistik

L,—FEL,
v/ VarL,

on astimptootiliselt standardse normaaljaotusega. Joonisel 1.7 on n = 10000 korral vorrel-
dud ilaltoodud statistiku valimikvantiile standardse normaaljaotuse kvantiilidega. Ndeme,
et nii soltumatuse (a) kui ka soéltuvuse (b) korral on valimikvantiilid tpriski ldhedased
standardse normaaljaotuse kvantiilidele. Joonis seega kinnitab hiipoteesi HUP 1.
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Hiipotees HUP 2 iitles, et jada (VarL,/n) koondub mingiks positiivseks konstandiks.
Joonisel 1.8 on ndha suuruse VarL, /n hinnanguline kditumine. Joonis kinnitab hiipoteesi

HUP 2.
Hiipotees HUP 3 iitles, et statistik

Ly

—EL,

NG

on astimptootiliselt normaaljaotusega. Selle kontrollimiseks joonistame jille n = 10000
korral selle statistiku kvantiilgraafikud. Vastavad graafikud on toodud joonisel 1.9; graafik
(a) vastab soltumatuse juhule ja graafik (b) soltuvuse juhule. Joonis kinnitab hiipoteesi
iilaltoodud statistiku astimptootilise normaaljaotuse kohta.

valimi kvantiilid

-2 0 2
teoreetilised kvantiilid

(a)

valimi kvantiilid

-2 0 2
teoreetilised kvantiilid

(b)

Joonis 1.7: kvantiilgraafikud hiipoteesi HUP 1 kontrollimiseks soltumatute (a) ja soltuvate

(b) jadade korral (n = 10000)
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I 1 I I I I I I I I
0 2500 5000 7500 10000 0 2500 5000 7500 10000
n n
(a) (b)

Joonis 1.8: suuruse VarL,/n hinnanguline kiditumine soltumatute (a) ja soltuvate (b)
jadade korral

0.4 -
0.4- &
F
0.2 -
=] =]
g g
g g
2 oo < 0.0-
£ £
© ©
> >
~0.21 g -0.4 - o
-0.4- I I I I I I
-2 0 2 -2 0 2
teoreetilised kvantiilid teoreetilised kvantiilid
(a) (b)

Joonis 1.9: kvantiilgraafikud hiipoteesi HUP 3 kontrollimiseks soltumatute (a) ja soltuvate
(b) jadade korral (n = 10000)

1.6.2 Soltuvusmootude vordlus karpdiagrammide abil

Jargnevalt uurime karpdiagrammide abil, kui hasti suudavad erinevad soltuvusmoodud
soltuvusklasse eristada. Vaatleme nelja soltuvusmootu:
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1. empiiriline vastastikune informatsioon;

2. astakkorrelatsioonikordaja “Kendalli 7”7 absoluutvaartus (korrelatsioonikordaja arvu-
tamiseks nummerdatakse tahestiku A tahted);

3. pikima tihisjada pikkusel pohinev statistik Ly /(nAm);
4. ekstremaalsete joonduste Hausdorffi kaugus (eukleidilises mottes).

Meenutame, et esimest kahte soltuvusmootu on tapsemalt kirjeldatud jaotises 1.3. Edas-
pidi nimetame pikima tihisjada pikkust ka lithidalt LLCS-iks (vastava ingliskeelse ter-
mini length of longest common subsequence jargi). Loendis kolmandat soltuvusmootu
nimetame seetottu ka LLCS-statistikuks. Loendis neljanda s6ltuvusmoodu kohta titleme
lihidalt HD (ingliskeelse termini Hausdorff distance jargi). X- ja Y-jadad genereerime
jargmisest neljast klassist:

A soltumatud jadad pikkusega 100;

B € = 0.05, juhuslike pikkustega jadad, eellasjada pikkus 105 (keskmine jarglasjada
pikkus 105-0.95 ~ 100);

C € =0.02, juhuslike pikkustega jadad, eellasjada pikkus 105;
D soltumatud jadad pikkusega 100, P = (0.05,0.05,0.05,0.85).

Klassi A ja D kuuluvad soltumatute jadade paarid, klassi B “keskmiselt” soltuvate jadade
paarid ning klassi C “tugevalt” soltuvate jadade paarid. Klasside A,B,C korral on P
iihtlane, klassi D korral ebaiihtlane. Koigist neljast klassist genereerime 100 jadapaari.
Tulemused on toodud joonisel 1.10.

Interpreteerime koigepealt iihtlasele jaotusele — st klassidele A,B,C — vastavaid karp-
diagramme. Néeme, et koige paremini suudab soltuvusklasse eristada LLCS-statistik —
see on ka ainus soltuvusmoot, mille korral klasside A ja C karpdiagrammid iildse ei kattu.
Paremuselt jargmiselt suuda klasse eristada HD. Vastastikune informatsioon ja Kendalli
7 eristavad klasse enam-vahem sama hésti.

Vaatleme niitid klassi D. Et see klass vastab soltumatusele, siis ideaalis peaks see enam-
vihem kattuma teise soltumatuse klassiga A. Néaeme, et vastastikuse informatsiooni ja
Kendalli 7 puhul see nii ongi. LLCS-statistik on aga jaotuse muutuse suhtes viga tundlik
— see ei suuda eristada klassi D tugeva soltuvuse klassist C. HD kaitub jaotuse muutuse
suhtes natuke paremini kui LLCS-statistik — selle puhul kattub klassi D karpdiagramm
klassi B omaga.

Genereerime veelkord igast klassist 100 jadapaari, vottes seekord keskmiseks jadapik-
kuseks 1000. Tapsemalt: klasside A ja D korral on jadapikkus 1000, iilejadanud klasside
korral on jarglasjadade pikkus juhuslik ja eellasjada pikkus 1053. Vastavad karpdiagram-
mid on toodud joonisel 1.11. Mérgime, et joonisel 1.11d on tiheksa vaatluspunkti klassist
A jadnud joonise iilemisest piirist véljaspoole.

Paneme tahele, et kuigi keskmine jadapikkus on vorreldes eelmise joonisega 10 korda
suurem, on vastastikuse informatsiooni ja Kendalli 7 suutlikkus soltuvusklasse eristada
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Joonis 1.10: erinevate soltuvusmootude karpdiagrammid — keskmine jadapikkus 100
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Joonis 1.11: erinevate soltuvusmootude karpdiagrammid — keskmine jadapikkus 1000
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enam-vahem sama. Samas LLCS-statistiku ja HD puhul on ndha soltuvusklasside eris-
tusvoime olulist paranemist. Seda voib pohjendada jargmiselt. Meenutame (vt jaotis 1.1),
et kui p < 1, siis

P (X} ja Yj on sugulased) 0.

Samas just sugulased sisaldavadki informatsiooni jadade X™, Y™ soltuvuse suuruse kohta.
Seega piisavalt suure k korral paarid (Xj,Y%) enam informatsiooni jadade X" Y™ sol-
tuvuse kohta eriti ei sisalda (kui p < 1). Vastastikune informatsioon ja Kendalli 7 erinevalt
LLCS-statistikust ja HD-st aga kasutavadki vaid paarides (X, Y) olevat informatsiooni.

Kokkuvottes voib 6elda, et sagedustabelipohistel statistikutel ei nai olevat viga head
astimptootilised omadused. Lisaks, LLCS-statistikul néis tihtlase P korral olevat teistest

statistikutest parem eristusvoime. Ebaiihtlase P korral voib aga HD paremini toimida
kui LLCS-statistik.
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Peatukk 2

Pikima tuihisjada pikkuse dispersiooni
hindamine

2.1 Soltumatud jadad

2.1.1 Dispersiooni alumisest tokkest

Uks hiipotees jaotisest 1.4.2 iitles, et jada (VarL,/n) koondub positiivseks konstandiks.
Tarvilik tingimus selliseks koondumiseks on, et

VarL, =0O(n) ja VarL,=Q(n),

st dispersioon on iilalt ja alt astimptootiliselt tokestatud lineaarse tokkega (meenutame,
et mingi funktsiooni f korral tdhendab f(n)=Q(n), et n=O[f(n)]).

Olgu 11,15, ...,51,S52, ... soltumatud, kuid mitte tingimata sama jaotusega juhuslikud
suurused, mis votavad vaartusi tahestikust A. Defineerime

Ly, = L(T1, ..., Tn; S1,-.,Sm),
Ly = L(Ty,....,Tp; S1,...,5n).

Meie eesmérgiks on uurida juhusliku suuruse L} . dispersiooni. Nimetatud dispersiooni
b
alumine toke on osutunud raskemini uuritavaks kui tilemine toke. Toke

VarL; = Q(n)

on toestatud jargmisel kolmel juhul:

1

e T1,...,T,, on iid jada, mille tidhed on Bernoulli jaotusega parameetriga 3,

S1,...,S, on mittejuhuslik perioodiline binaarne jada [12];

ning

e T1,...T, on #id jada, mille tdhed on Bernoulli jaotusega parameetriga %, ning
S1,...,S, on kolmetahelisest jaotusest tahtedega iid jada [13];

e 11,...T,,51,...,5, on #id jada, mille tahed on vaga ebaiihtlasest Bernoulli jaotusest
[11].

Ulaltoodud loetelus viimane punkt on artiklis [14] iildistatud juhule, kus tédhed on kiill
vaga ebaiihtlasest jaotusest, kuid tahestiku suurus voib olla suurem kui 2.
Jargnevalt konstrueerime juhusliku suuruse Ly, ,,, dispersioonile tilemisi tokkeid.
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2.1.2 Funktsiooni L tokestatud muutude omadus

Me alustame jargmise definitsiooniga.

Definitsioon 2.1 (funktsiooni tokestatud muutude omadus). Utleme, et funktsioonil
f: X" = R on tokestatud muutude omadus (ingl. k. bounded differences property) kons-
tantidega c1,...,cn, kui

/ .
sup lf(z1,.xn) — f(ar, o zim1, 2 Tig1, oy )| < ¢y, i=1,...,n.
T1,eeeyTn,x’ €X
Kui ¢y = ... = ¢, = ¢, stis ttleme, et funktsioonil on tokestatud muutude omadus konstan-
diga c.

Teisisonu, funktsioonil on tokestatud muutude omadus, kui funktsiooni ithe argumendi
muutmisel muutub funktsiooni vadrtus maksimaalselt mingi fikseeritud konstandi vorra.
Olgu x1,....,Tn,y1,...,ym € A. Edaspidi kasutame tdhistusi

n.__
T i=T1,.., Tn,

Y=Yy e YU

Alljargnevalt nditame, et pikima iihisjada pikkusel on tokestatud muutude omadus kons-
tandiga 1.

Lause 2.1 (funktsiooni L tokestatud muutude omadus). Iga z € A korral

|L(z";y™) — L(x1, oy i1, 2, Tt 1, T Y ) | < 1, i=1,..,n, (2.1)
ja

|L(z"™;9y™) — L(z™; Y1y ey Yie1, 2, Uit 15 Ym) | < 1, i=1,...,m. (2.2)

Toestus. Olgu i € {1,...,n} fikseeritud. Téhistame

A ! . . .
T =T,y Ty = X1y ooy Tie1, 2, T 15 -, Ty

t:= L(z";y™).

Seega jada x’ voib jadast 2™ erineda ainult i-nda elemendi poolest. Kui ¢ = 0, siis vorra-
tused (2.1) ja (2.2) on triviaalsed. Olgu ntiid ¢ > 1 ja

C = {(i1,71), .-, (i, 1) }

jadade ™, y™ (mingi) optimaalne joondus. Juhul, kui ¢ ¢ {i1,...,%;}, on C jadade 2/, y™
joondus ja sellisel juhul
L(ay™) = L(2";y™).

Kui aga i € {i1,...,it} ehk leidub s € {1,...,t} nii, et i = i, siis C'\ {(is,js)} on jadade
2, y™ joondus ja

L(a"y™) = L(z";y™) — 1.
Seega alati

L(z"y™) - L(2";y™) < 1.
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Ulaltooduga tépselt samasugust argumentatsiooni kasutades saab niidata, et ka
L(z"y™) = L(z"y™) < 1.

Kokkuvottes
| L(z"™y™) — L(";y™)| < 1.

Vorratused (2.1) on tdestatud. Vorratused (2.2) kehtivad tdanu funktsiooni L simmeetri-
ale. O

2.1.3 Ulemine téke dispersioonile McDiarmidi vérratuse abil

Tuletame meelde McDiarmidi vorratuse.

Teoreem 2.1 (McDiarmidi vorratus). [15, Ik 4] Olgu Wi, ...,W,, soltumatud juhuslikud
suurused, mis votavad vddrtusi hulgast X. Kui funktsioonil f . X™ — R on tokestatud
muutude omadus konstantidega cy,...,cy, stis iga t > 0 korral

n 2
i=16C;

2

Téanu funktsiooni L tokestatud muutude omadusele seega

2

2t
P(|L;,m—EL*;L’m|Zt>§2exp(—n ) vVt > 0.

m

Meenutame, et kui W on mittenegatiivne juhuslik suurus, siis
0. 9]
EW:/ P(W > t)dt.
0
Seega

oo
VarLy, = /0 P (|Lf 0~ ELG | > V) dt

00 2t
S/ 2exp<— )dt
0 n+m

2(n+m) ( 2t )
= ————exp|—
2 n+m/|,_q,

=n+m. (2.3)

[e.9]

Saadud toket saab parandada, arvestades, et leidub x > 0 nii, et iga t € [0,z) korral

funktsioon 2exp (— nitm) on uhest suurem. Leiame punkti x:
2x 2x 1 1
2 — =1 — =ln- & =— In2.
exp( n—i—m) =105 x 2(n+m) n
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Ulemiseks tokkeks saame

VarL;';’m S/O 1dt+/ 2exp (— ) dt
xr

n-—+m

2(n+m) ( 2t )
=r—————>exp|—
2 n+m

o0

t=x
(n+m)
2

(n+m) <0.847(n+m). (2.4)

1
= §(n—|—m)ln2+

_1+1n2
2

2.1.4 Ulemine toke koikidele momentidele McDiarmidi vorra-
tuse abil

Ulaltoodut saame tildistada ka teistele momentidele. Juhusliku suuruse W k-ndat tsen-
treeritud absoluutset momenti tahistame jargmiselt:

mp(W) := E|W — EW|~.
Leiame tulemise tokke:
2
o0 2%
n-+m

(L) = |

(o0
P <|Ln7m—ELn,m| > ti> dt < 2/ exp (—
0 0

)dt vk > 0.

Muutuja vahetuse

n+m 2 k(n+m)
-1
k 2 k
gt = Kt m) <U(n+m)> du=—" ()b du
4 2 2.93
abil saame
k 00 k k
mk(L;m)§7(n+m)g/ ety 1du:kF<> (n—i—m)g Vk >0

Juhul £ = 2 saame siit tokke (2.3) ehk n+m.

Jallegi, leidub x> 0 nii, et iga t € [0,2}) korral funktsioon 2exp (—

suurem. Leiame punkti z:

2 2
21 F 2z F 1
2exp | — il S [ & — e _1n-
n+m n+m 2
2
& xf=—=(n+m)ln-

. k
& xp= <2(n+m)ln2> °
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Kasutades sama muutuja vahetust nagu eelmise integraali juures, saame parandatud
tilemiseks tokkeks

k
= (1(n+m)ln2> ’ +k;(n+m)§/ e~y gy
2 22 In2
1
- (02 k[~ emmubtau) (s m)t b0, (2.5)

Lugeja voib veenduda, et juhul k = 2 saame siit tokke (2.4).

2.1.5 Ulemine toke dispersioonile Efron-Stein’i vorratuse abil

Jargmine tulemus véimaldab saada dispersioonile parema iilemise tokke kui McDiarmidi
vorratus.

Teoreem 2.2 (Efron-Stein’i vorratus). [15, Theorem 3.1] Olgu Wy,...,W,, séltumatud
juhuslikud suurused, mis votavad vadrtusi hulgast X. Olgu f: X" — R selline funktsioon,
et juhuslikul suurusel F = f(Wh,..,.W,,) leidub loplik teine moment. Olgu Wy, ... W/
juhuslike suuruste Wy, ...,W,, soltumatud koopiad. Defineerime

Fi/ = f<W17"'7WZ'*17WiI7Wi+17"'7W’ﬂ)7 1= 1,...,77,.

Siis .
1
VarF < 5ZE(F—M)Q (2.6)
=1
ning
n
VarF < i?fZE(F —F)? (2.7)
=1

kus infimum on voetud ile koigi o(Wy, ..., Wi_1,Wit1,..., Wy)-maéotuvate juhuslike suu-
ruste Fy, millel leidub loplik teine moment.

Jargmine jareldus aitab meil tilaltoodud teoreemi rakendada.

Jareldus 2.1. [15, Corollary 3.2] Olgu Why,...,W,, soltumatud juhuslikud suurused, mis
votavad vadrtusi hulgast X. Olgu funktsioonil f : X™ — R tokestatud muutude omadus
konstantidega c1,...,cp, ning F = f(Wy,...,Wy,). Siis

1 n
VarF < ZZC?
i=1

Toestus. Tokestatud muutude omadusest jarelduvalt

sup 1f(2)— f) < 3 e 2.8)
=1

T,yexXmn
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Seega juhuslik suurus F' on tokestatud ja tal leidub loplik teine moment. Defineerime iga
ie{l,...,n} korral

1
E; :—(Sup f(Wl,...,Wi_l,w/,Wi+1,...,Wn)+ inf f(Wl,...,Wi_l,w/,Wi+1,...,Wn)>.
2\ wex w'eX

Seose (2.8) pohjal on ka juhuslikud suurused Fi,..., F;, tokestatud ja neil leidub 16plik
teine moment. Lisaks F; on o(Wy,...,W;_1,Wii1,..., W, )-mootuv iga i € {1,...,n} korral.
Niiid saamegi Efron-Stein’i vorratusest kujul (2.7), et

n n Cs 2 1 n
VangzE(F—Fi)zgz(g) :chg‘

i=1 i=1 i=1
O
Rakendades tlaltoodud jareldust funktsioonile L, saame
VarL; .. < nEm
' 4
Kui n = m, lihtsustub iilaltoodud toke kujule
VarLi, < g (2.9)

2.1.6 Ulemine toke dispersioonile iid juhul

Kéesolevas jaotises eeldame, et jadad T1,...,T), ja Si,..., Sy, on molemad 7id jadad vasta-
vate marginaaljaotustega Pr, Ps. Olgu Ty, ...,T).,51,...,S), juhuslike suuruste 71, ..., T}, S1, ..., Sm
soltumatud koopiad. Defineerime
LT = L(Th,....,Ti—1, T, Tix1, ., Tn; S1, .-, Sm),
LY = L(Ty,....Ty: S1, ..., Si-1,50, 5541, .., Sm),
Rakendades Efron-Stein’i vorratust kujul (2.6), saame

1 n m
VaTsz,m < 3 (Z E(L:‘%m — L;f)2 + ZE(L;,m — L§)2>
i=1 i=1

1 /& N mn .
— 3 (DL L= 0+ P2 - 281 1)
=1 1=1

<1 (i[l ~P(T; =T))] +§:[1 —P(Si= 5;)])

2 i=1 i=1

acA

_; (n+m— > (nPT(a)2+mPS(a)2)) :

Kui n =m ja Pp = Pg =: P*, saame siit tokke

VarL; <n (1 -y P*(a)Q) . (2.10)

acA
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Selle tokke toestas Steele juba aastal 1986 [16]. Juhul, kui jaotus P* on tihtlane, saame

ilaltoodust .
VarL! <n{1-——|,
" < IAQ

mis ei ole parem toke kui (2.9). Juhul, kui jaotus P* on ebaiihtlane, voib toke (2.10) anda
ka parema hinnangu kui (2.9).

2.1.7 Funktsiooni L ennasttokestavus ja iilemine toke tema dis-
persioonile labi keskvaartuse

Toome sisse ennasttokestava funktsiooni moiste.

Definitsioon 2.2 (funktsiooni ennasttokestavus). Utleme, et mittenegatiivne funktsioon
f: X" —[0,00) on ennasttokestav (ingl. k. self-bounding), kui leiduvad sellised funkt-
sioonid f; : X"~1 — R ja positiivne konstant B, et koikide x1, ...,x, € X ja igai € {1,...,n}
korral

0 < f(:ll‘l, ,l‘n) — fi(mh ey Lj—1,Li+1, ,xn) < 1

ja

n

Z [f(xl,...,xn) _fi(x17"‘7xi—17xi+17"‘an)] < Bf(xl,...,xn).
=1

Jargmine jareldus tuleneb Efron-Steini vorratusest.

Jareldus 2.2. Olgu Wy, ...,W,, soltumatud juhuslikud suurused, mis votavad vddartusi hul-
gast X. Lisaks olgu funktsioon f:X™ — [0,00) ennasttokestav funktsioonidega fi,..., n
ja konstandiga B. Eeldame, et juhuslikul suurusel F := f(Wh,...,Wy,) ning juhuslikel su-
urustel

F; = fi(Wla"'7W1717Wi+17'“7Wn)7 i:1>"'7n7

leidub loplik teine moment. Siis
VarF' < B-EF.

Toestus. Ennasttokestava funktsiooni definitsioonist jarelduvalt
n

(F—F,)* < BF.
=1

(3

Vottes niitid molemast poolest keskvaédrtuse ja rakendades Efron-Stein’i vorratust kujul
(2.7), saamegi otsitud seose. O

Toome sisse moned uued tahistused. Defineerime

2 = xgi),...,xfle =Xy Tie 1, Tig 1y s Ty, L= 1,..00m

= ?J1 7"'7yn—1 =Yy Yi—1,Yi4+1 - Yms ey 1ML
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Mis tahes joonduse C' korral defineerime funktsioonid

2(C) = {i|(i,j) € C},
y(C)={jl(i,j) € C}.

Seega ic€x(C') parajasti siis, kui leidub j € N nii, et (i,7) € C. Analoogiliselt jey(C)
parajasti siis, kui leidub ¢ € N nii, et (¢,5) € C.
Suvalise hulga A korral on indikaatorfunktsioon I defineeritud jérgmiselt:

La(a) 1, kuizeA,
x) =
A 0, vastasel korral.

Meenutame veel, et hulgale A C N2 elemendi (i, j) € N? liitmise defineerisime jargmiselt:
A+(i,g) ={(i+=z,j+y)|(z,y) € A}.

Jargmine lemma titleb, et funktsiooni L véértus ei suurene, kui eemaldada tiks argu-
mentidest.

Lemma 2.1. Kehtivad vorratused
L(z"™;y™) > L(:c(i);ym), i=1,..n, (2.11)
L(z™y™) > Lz™y"), i=1,..m. (2.12)
Téestus. Olgu i € {1,...,n} fikseeritud ja
ti=L(z@;y™).
Juhul £ =0 on véaide triviaalne. Vaatleme juhtu, kus t > 1. Olgu
C:={(i1,51), -, (it, Je) }
jadade (¥, y™ optimaalne joondus. Defineerime

Cy={(z,y) eClx<i}
Cy:={(z,y) eClz>i}

Seega C'1 UCy = C'. Hulk
ChU[Ca2+(1,0)]

on jadade z™,y™ joondus. Vorratused (2.11) on toestatud. Vorratused (2.12) jarelduvad
funktsiooni L stimmeetriast. O

Jargmine lemma titleb muuhulgas, et funktsiooni L vaédrtus viheneb maksimaalselt
tthe vorra, kui eemaldada tiks argumentidest.

Lemma 2.2. Olgu C jadade x™,y™ suvaline optimaalne joondus. Kehtivad vorratused
0< L(z"y™) - LzWiy™) < Loy(i) <1, i=1,..n, (2.13)
0< L(z™y™) — L(a"yD) < Iey(i) <1, i=1,.m. (2.14)
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Toestus. Fikseerime i € {1,...,n}. Olgu
t:=L(z",y™).
Kui t =0, siis lemma 2.1 kohaselt
LaW;y™) = L(z";yV) = 0.
Olgu niiid t > 1 ja
C = {(i1,41), - (it, 1) }
jadade ™,y (mingi) optimaalne joondus. Lisaks olgu

Cr:={(z,y) e Clz <i},
Co:={(z,y) e C|x >1i}.

Seega C1UCe =C.
Oletame, et i ¢ {i1,...,4; }. Siis hulk

C1U[Cy —(1,0)]
on jadade (¥ 4™ joondus. Seega
L(zD;y™) > L(z",y™).
Ulaltoodust ja lemmast (2.1) saame
L(z",y™) = L(z";y™) = 0.
Oletame niitid, et i € {i1,...,i}, st leidub s € {1,...,t} nii, et i = i5. Hulk
C1U[C2\ {(és,s)} — (1,0)]
on jadade (¥, y™ joondus. Seega
L";y™) > L™, y™) — 1.
Ulaltoodust ja lemmast 2.1 saame

0< L(z",y™) —L(x(i);ym) <1.

Vorratused (2.13) on toestatud. Vorratuste (2.14) toestus on analoogiline.

O

Ulaltoodud lemmaga varustatult on niiiid lihtne toestada, et funktsioon L on ennast-

tokestav.

Lause 2.2. Funktsioon L on ennasttokestav konstandiga 2.
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Toestus. Olgu C' jadade ™,y optimaalne joondus. Ténu lemmale 2.2
OSL(x",ym)—L(x(i);ym)Sl, i=1,...n,
OSL(x”,ym)—L(z”;y(i))Sl, i=1,...m

ja
SULE" ™) — La®D5y™)] + SILE ™) — Ly )] < 3 Lo () + 3 Lo ()
i=1 i=1 =1 =1
=2L(z",y™).

Rakendades jareldust (2.2), saame niitid
VarLy, ,,, <2EL; .

Juhul, kui jadad X°°,Y*° on soltumatud ja Chvatal-Sankoffi konstandiga ~, saame ténu
triviaalsele seosele Ly, 1 < Lyym, ja jirelduse 1.1 seosele (1.6)

VarLy, y <2ELp m < 2ELpym < 2y(nVm).
Juhul n = m lihtsustub iilaltoodud toke kujule

VarL,, < 2vyn.

2.2 Soltuvad jadad

2.2.1 Funktsioon L’ ja juhuslik suurus L/,

Tuleme niitid tagasi (tildjuhul) soltuvate jadade X°°Y*° juurde. Soovime leida tilemise
tokke juhusliku suuruse L, = L(X™;Y") dispersioonile (lihtsuse huvides vaatame vordse
pikkusega jadasid). Jadade X™ Y™ soltuvus toob sisse moningast tehnilist lisakeerukust,
kuid tuleb vélja, et ka soltuvate jadade korral saab dispersiooni VarL,, hindamiseks ka-
sutada McDiarmidi ja Efron-Stein’i vorratust.

Meenutame, et p on tihe allesjadmise toendosus meie mudelis. Fikseerime konstandi

0, 0 < 6 < p. Defineerime

m(n)
ng(n):= > Df, ny(n):=> DY
i=1 '
X — Xn;,;(n)/\n’ Y — Yny(n)/\n’
Ui = (Zi,gi,ni,Df,Dg/), i:1,2,...
Et jada Uy, ...,Upy,) sisaldab kogu informatsiooni jadade X,Y kohta, siis leidub funkt-
sioon L' nii, et
L/(Ul, "'aUm(n)) = L(X,Y) = L;L

Vektorit U; vaatleme funktsiooni L’ {ithe argumendina — seega funktsioonil L' on m(n)
argumenti. Toestame, et funktsioonil L' on tokestatud muutude omadus.
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Lemma 2.3. Funktsioonil L' on tokestatud muutude omadus konstandiga 2.

Toestus. Toestuseks arutleme natuke selle tile, mis juhtub jadadega X,Y, kui muuta
funktsiooni L’ ithte argumenti.

Kui eellasjada Z1,Zs, ... elemendil 7 ei ole jarglast jadas X, siis funktsiooni L’ i-nda
argumendi muutmine jada X ei mojuta. Olgu niiiid eellasjada elemendil 7 jadas X jarglane
olemas ja olgu selleks i,. Funktsiooni L’ i-nda argumendi muutmine voib endaga tuua
kaasa tihe jargmistest muudatustest jadas X:

1. jada elemendi i, vadrtus muutub;

2. jada element i, kaob, mille tagajarjel lisatakse jada loppu voib-olla iiks element
juurde.

Esimene stindmus muudab jadade X,Y pikima iihisjada pikkust maksimaalselt iithe vorra
(vt lause 2.1). Oletame niiiid, et toimub teine siindmus. Siis elemendi kadumine kas
jatab LLCS-i (pikima thisjada pikkuse) samaks voi vahendab seda tihe vorra (vt lemma
2.2). Samas, elemendi lisamine jada 16ppu voib kas LLCS-i muutmata jétta voi seda
suurendada tihe vorra (jareldub samuti lemmast 2.2). Seega teine stindmus voib samuti
LLCS-i muuta maksimaalselt iihe vorra.

Muudatused, mida funktsiooni L’ i-nda argumendi muutmine voib endaga tuua kaasa
jadas Y on analoogilised tlaltooduga. Seega véide kehtib. O

Tanu funktsiooni L' tokestatud muutude omadusele, saame dispersiooni VarL! hin-
damiseks kasutada Efron-Stein’i vorratust. Kasutades jareldust 2.1, saame

VarL!, < m(n) < L{g 41, (2.15)
p_
Toestame veel jargmise abitulemuse.
Lemma 2.4. Koikide a,b,c € RT korral
(a+b)° < 27V0(af +5°).

Téestus. Olgu f(x) := x¢. Vaatleme koigepealt juhtu, kus 0 < ¢ < 1. Pole raske veendu-
da, et sellisel juhul f on nogus intervallis (0,00). Olgu niiid = > 0, y > 0 ja « € [0,1].
Nogususest saame

af(z)+(1-a)f(y) < flaz+(1-a)y).

Votame molemast poolest piirvaartuse:

af(z)+(1-a) lim f(y) < lim floz+(1-a)y).

Ulaltoodust saame

af(z) < flax).
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Kui a > 0 ja b > 0, siis eelneva pohjal
Fla+b) =~ Fla+b)+—2 Fla+b)
a+b a+b

<1 () +1 (S pas)
= fa)+ £0)

Vaatleme niitid juhtu, kus ¢ > 1. Pole raske veenduda, et sellisel juhul f on kumer
intervallis (0,00). Eeldades jélle, et a > 0 ja b> 0, saame

b
a+b

2 f(a+8) = f (qa+ 3b) < 51f(@) + SO
Siit saame
fla+b) <271 f(a)+ f(b)).

Lopuks paneme tahele, et kui 0 < ¢ < 1, siis 2(¢7DV0 =1 ja kui ¢ > 1, siis 2(¢-DV0 =
2¢1, O

Et funktsioon L’ on tokestatud muutude omadusega, siis saame McDiarmidi vorratuse
(teoreem 2.1) abil leida tilemise tokke juhusliku suuruse L] tsentreeritud absoluutsetele
momentidele my(L]). Saame kasutada juba varem leitud valemit (2.5) — peame vaid
asendama suuruse n +m suurusega 4m(n). Saame

[SES

my(Ly,) < ci[dm(n)]?,
kus

<(ln2)§ —l—k/1 2e_uu§_1du> Yk > 0.

) Vk>0. (2.16)

Defineerides
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Saalme

[N

mi(L)) < &*n% +o(n?) Vk > 0. (2.17)

Suurus ¢ avaldub jargmiselt:

[e.9]

== <ln2+2 e_“du)

1

2 In2
1 _
9 [ln2—|—2 (—e u‘iozlnz)]
1

2

1

— —(In2+2¢ 1n?)

+1n2

2

Ténu ilaltoodud seosele ja seosele (2.17), saame dispersioonile VarL! jargmise McDi-
armidi vorratust kasutava tokke:

VarL! < c3*n+o(n)

, 4
=Cy ﬁ n+0( )

— w-n—ko(n). (2.18)

Toestame niiiid, et funktsioon L2 on ennasttokestav.

Lemma 2.5. Funktsioon % on ennasttokestav konstandiga 2.

Téestus. Defineerime iga i € {1,...,m(n)} korral funktsiooni L) jirgmiselt:

LY, ...,Ui—1, Uit oo, Up(y)

L(X;Y),

kui eellasel 7 ei leidu ei jadas X ega ka jadas Y jarglast;

L(X15 0 Xy (1) =15 Xig () +15 -+ Xnana (n); Y,

kui eellasel ¢ leidub jadas X jarglane i, (i), aga ei leidu jarglast jadas Y;
LX5 Y1, Y, ) =15 Yy (i) 415 -+ Yaany (n))s

kui eellasel i leidub jadas Y jarglane i,(i), aga ei leidu jérglast jadas X;
L(Xla , X «(1)— 17X' (i)+1 - 7Xn/\n1( )'Yla 7}/;y() 17Y;y( )+1s - aYn/\ny(n))a
kui eellasel 4 leiduvad jadas X,Y vastavalt jarglased i,(),i,(2).

Lugeja voib votta hetke aega veendumaks, et selline funktsioon leidub. Olgu C' jadade
X,Y suvaline optimaalne joondus. Edasi pole raske veenduda lemma 2.2 abil, et

LU, ., Upy) LU, Ui, Uity o, U
0< ( 12 ) LU ; *1 ”)gL i=1,...m(n),
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ja

m(n) (L/(Ul, ey Um(n)) L(Z)<U1, ey Ul‘,l, Ui+17 7Um(n)>)
2 2

1 nAng(n) nAny(n)
§2< 21 Lyoy(i) + 21 fy(C)(i))
1= 1=
_ L’(Ul,...,Um(n))
2
O]
Jareldusest 2.2 saame seega

L L

L) <2E| -2

w(%)=2(3)

Seega

Varl], <4FL),. (2.19)

2.2.2 Ulemine toke juhusliku suuruse L, dispersioonile ja teis-
tele absoluutsetele tsentreeritud momentidele

Hoeffdingi vorratuse abil saame

~—

)+P(ny(n) <n)—P(ngz(n) >n,ny(n) >n
+P(ny(n) <n)

A

P(L), # L,) =P(ng(n) <n
<P(ny(n)<n

<P <nx(n) < (p-9) V_(SD +P (”W) == LZD

m(n)
=P (Z Df < (p—é)m(n)) +P (
=1 ;
< 26Xp[—252m(n)]

< 2exp (_25271)

~—

p—9
= 2exp(—cin), (2.20)
9 2
kus ¢ := L
p—20
Paneme tahele, et L) < L, <n. Ténu seosele (2.20) saame
ELy—EL, =P(Ly— L., =1)-14 ..+ P(Ly— L, =n)-n-
<n-[P(Lp,—L,=1)+..+P(L,— L, =n)]
=n-P(Ly # Ly)
< 2nexp(—cin). (2.21)
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Olgu tg > 0. Téanu seosele (2.21) leidub ng € N nii, et
\EL,— EL'| = EL,— EL, <ty ¥n>no. (2.22)
Tanu seostele (2.20), (2.22) saame iga t > 0 ja n > ng korral

P(|Ly— ELy| > 1)

P(|L,—ELy| >t, Ly=L))+P(|Lp,—ELy| >t, L, # L))

(
<P(L,~ELn| > )+ P(Ly # L)
<P(|L,, —EL,|—|EL,— EL,| > t—ty) +2exp(—cin)
<P(||L,-EL,| - |EL], — ELn|| >t—tg)+2exp(—cin)
<P(|L, - —(EL!,— ELy,)| >t —tg) +2exp(—cin)
=P(|L), - EL' |—{—t0>t)—|—Qexp( cin). (2.23)

Seega iga t > 0 ja n > ng korral
P(|L,— ELy,| > Vt) <P(|L, — EL. |4ty > Vt)+2exp(—cin).

Vottes molemalt poolt integraali rajades (0,n2), saame

2
n
/0 P(|Ln — ELn| > V1) dt</ (L — EL |+t > Vi) dt+/ 2exp(—cin) dt.

Siit saame seose (2.17) abil

VarL,, < E(|L, — EL,| +1t)* +2n%exp(—c1n)
= E|L,— EL,|*+2ty- E|L,, — EL. |+ 13+ o(n)
= VarL] +2ty-m1(L},) +o(n)
= VarL], +o(n). (2.24)

Seoste (2.15) ja (2.24) abil saame juhusliku suuruse L,, dispersioonile jéargmise Efron-
Stein’i vorratust kasutava tokke:

1
VarL, < - -n+o(n), (2.25)

kus 0 <6 < p.
Seoste (2.18) ja (2.24) abil saame juhusliku suuruse L, dispersioonile ainult McDi-
armidi vorratust kasutava tokke:
2(14+1n2
VarL,, < (+(r51) ‘n+o(n).

Paneme téhele, et tegemist on halvema tokkega kui (2.25).

Kolmas voimalus on kasutada funktsiooni % ennasttokestavuse omadust. Seostest

(2.19) ja (2.24) saame

VarL, <4EL,+o(n).
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Analoogiliselt eelnevaga saame leida tlemise tokke juhusliku suuruse L, mis tahes
tsentreeritud absoluutsele momendile my (L, ), k > 0. Seosest (2.23) saame, et iga t > 0
ja n > ng korral

P <]Ln —EL,| > ti> <P <]L;1 —EL,|+t) > tllv) +2exp(—cin).

Véttes molemalt poolt integraali rajades (0,nF), saame

'I’Lk 'I’Lk nk
['® (|Ln _ELy|> ti> ar< [P (]LQL—ELH Fty > ti) dt+ [ 2exp(—cun)t.
Siit saame tédnu lemmale 2.4 ja seosele (2.17)

my(Ly) < E(|L, — EL’ | +t0)F +2nF exp(—cin)
< E®=DVO(| ! — BL! [* 4 tk)] + o(n?)
= 2DV (1) + o(n?)

< 2('“_1)\/00’,;*71g —l—o(ng) Vk > 0.
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Peatiukk 3

Ekstremaalsete joonduste vahelise
kauguse momentide asiimptootika

3.1 Dispersiooni hindamise probleem soltumatute jadade
korral

Meenutame, et 17,...,7,,51,...,9m € A on soltumatud juhuslikud suurused. Olgu H on
funktsioon, mis tagastab kahe jada ekstremaalsete joonduste vahelise Hausdorffi kauguse
eukleidilises mottes. Oleme huvitatud dispersiooni

VhLHKYH,”,Th;SHPU,Sm)

hindamisest. Voib-olla saab selleks kasutada meile juba tuttavat tokestatud muutude
omadust?

Paraku ei leidu n-ist ja m-ist soltumatut konstanti, millega funktsioonil H on tokes-
tatud muutude omadus. Selleks nditamiseks konstrueerime kontranaite. Olgu n paarisarv
ja n=m. Lisaks olgu

n m
k’:—:—
2 27

rx=1,..,1,0,...,0,

~—

k k
2 =1,..,1,0,...,0,
k+1 k—1

Néeme, et jada 2’ erineb jadast x vaid tihe elemendi poolest.

Uritame koigepealt kontrandite ideed selgitada joonise abil. Jadade z,y optimaalse
joonduse moodustamiseks on kaks voimalust: thendada koik iithed voi koik nullid. See-
ga neil jadadel on ainult kaks optimaalset joondust. Joonisel 3.1a on kujutatud jadade
x,y ekstremaalsed joondused n = 10 korral. Naeme, et ekstremaalsed joondused asu-
vad tiksteisest kiillaltki kaugel. Jadade 2’,y optimaalsetes joondustes nulle aga enam ei
thendata. Joonisel 3.1b on kujutatud jadade z’,y ekstremaalsed joondused n = 10 korral.

46



(a)

Joonis 3.1: jadade z,y (a) ja jadade 2/,y (b) ekstremaalsed joondused kahedimensionaalse
graafikuna n = 10 korral

Néeme, et koigest tihe elemendi muutmine voib ekstremaalsete joonduste vahelist kaugust
oluliselt muuta.
Esitame niitid kontrandite analiiiitilise kirjelduse. Nagu juba nédgime, on jadadel x,y
kaks optimaalset joondust:
{(1,k+1),....(kk+k)} = {al,...,at},
{(k+1,1),...,(k+kk)} = {a2,...,a3}.

2

; vahelise kauguse:

Leiame elementide a;,a
laj —ajll2 = |6,k +1) = (k+5,)l2
= Jli—j— k)24 (k+i—j)?
= \/2(i — )2 + 282,

Seega
3 1 2 o . 1 2 o
i:f{{{?yk\\ai — a3 = Jin la} — a2||2 = kv/2
ja

H(z;y)=kV2= (3.1)

=

Jadadel 2/, y on k+ 1 erinevat joondust:

{(LE+1),...,(s=Lk+s—1),(s+1,k+s),...(k+1,k+k)} =:{b],..., 05},
s=1,..,k+1.

Olgu u,v € {1,....k+ 1} u#v. Kuii ¢ [uAv,uVov—1], siis

in ||bY —bY|ly = 0.
j:nll’l.r}yklh HIP
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Kui i € [uAv,uVv—1], siis

i b — b3 |l2 = 1.
;i 57— 0512
Seega H(x';y) =1 ja
n
H(z;y)—H(2'y) = — — 1.
(z;9) — H(x'sy) 7
Seega tokestatud muutude omadust dispersiooni VarH (T4, ...,Ty; S1, ..., Sm) hindamiseks
otseseselt kasutada ei saa.
Nimetatud dispersiooni hindamine jaab lahtiseks kiisimuseks.

3.2 Soltuvad jadad

3.2.1 Momentide asiimptootika

Kaéesolevas jaotises tegeleme ainult juhuslike pikkustega jarglasjadadega, kuna neid on
tehniliselt lihtsam késitleda kui fikseeritud pikkusega jadasid. Defineerime

Seega juhuslik suurus H,, on Hausdorffi kaugus selliste juhuslike pikkustega jarglasjadade
ekstremaalsete joonduste vahel, mille eellasjada pikkus on m.

Utleme, et meie soltuvate jadade mudel rahuldab tingimust (*), kui tdidetud on
tingimus [9, (1.8)]. Kuna nimetatud tingimus on tehnilist laadi, siis lihtsuse huvides ei
hakka me seda siinkohal tapsustama. Kas tingimus (*) on tédidetud voi mitte, soltub
meie mudeli parameetritest p ja @) ning eellasjada Z1, Zs, ... marginaaljaotusest. Esitame
kéesoleva jaotise votmeteoreemi.

Teoreem 3.1. Rahuldagu meie soltuvate jadade mudel tingimust (*). Siis leiduvad sell-
ised konstandid ko < oo, K <00, b>0, et

P(H,, > k) < Kme % Vk>ky, VmeN.

Teoreemi toestus on analoogiline toereemi [9, Theorem 3.1] toestusega. Teoreemi kon-
standid kg, K,b soltuvad meie mudeli parameetritest () ja p ning jada Zp, Zs,... margi-
naaljaotusest.

Kehtigu niiiid tingimus (*). Toodud teoreemi kohaselt leiduvad konstandid kg, Kb
nii, et

P(H,, > k)< Kme " Vk>ky, VYmeN. (3.2)

Olgu s >0 ja A := %. Siis piisavalt suure m korral

P(Hy,, > Aslnm) < Kme bAsnm

= Kmexp(Inm
bAs

—bAs)

=Km-m~
=Km™%. (3.3)

48



Kui s > 1, siis Boreli-Cantelli lemmast saame

P(H, <Aslnm, ev.)=1,
st peaaegu kindlasti leidub M = M (X, Y*°) € N nii, et H,;, < Aslnm iga m > M korral.
Sonastame saadud tulemuse teoreemina.

Teoreem 3.2. Rahuldagu meie soltuvate jadade mudel tingimust (*). Siis leidub konstant
C > 0 nit, et peaaegu kindlasti

H, <Clnm, ev.

Tanu seosele (3.2) saame hinnata juhusliku suuruse H,, keskvdartust. Leidub punkt
x =x(m) >0 nii, et Kme™" > 1 igat € (0,z) korral. Avaldame suuruse z:

Kme =1 & In(Kme*)=0
& —br=—In(Km)

e In(Km)

Kui m on nii suur, et x > kg, siis

—bt |®
_I_Kme ba
=z
b
In(Km) Km(Km)™!
= +
b b
1 1 1
ZEInmqtgan—lanrb .

Seega oleme toestanud jargmise teoreemi.
Teoreem 3.3. Rahuldagu meie soltuvate jadade mudel tingimust (*). Siis
EH,, =0O(Inm).
Jargnevalt ptiiame hinnata suvalist tsentreerimata momenti £H,,, s > 0. Leidub =4 =
xs(m) > 0 nii, et Kmexp (—bt%) > 1iga t € (0,x5). Leiame punkti x:

1

1
Kmexp(—b:c;):l < In Kmexp(—bx§> =0
1
& —bxi =—In(Km)
<1n(Km))S
= Tsg= b .
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Kui m on nii suur, et x5 > k, siis

oo 1
EH:, :/O 3 (Hm > ts) dt
o0 1
<zt P(Hm>ts> dt
Ts N

<zs+Km exp (—bti) dt.

Ts

Teostades muutuja vahetuse

1 u\® b1, s (u\*t
w=bts, _(b> L du=tlar dt—b<b) du,
saame
Kms [ s Kms
EH; <xs+ s /ln(Km)e Y 1du:x5+bTF[s,ln(Km)], (3.4)
kus

2 00
I: (R+> —R, Ia,z2) ::/ e it lat

z

on iilemine mittetéielik gammafunktsioon (ingl. k. upper incomplete gamma function).
Nimetatud funktsiooni hindamiseks kasutame jargmist teoreemi.

Teoreem 3.4. [17, Theorem 2.1] (i) Kui z— (a—1) > 0, siis iga a > 1 korral
2%e™?
r < —m.
(a:2) < z—(a—1)

(71) Iga 0 < a <1 korral
I(a,z) <297 le .

Toestus. Muutuja vahetuse

t—
U= Z, t=z(14u), du
z

1dt, dt = zdu
z

abil saame

[(a,z) :/0

On teada, et 14+u < e". Seega, kui a > 1, siis

o0 o0

e (H0) 071 )0 2 du = z“e_z/o e *4(1+u)* du.

oo
['(a,z) < zaefz/o e (e ! du

00
_ Zaefz/ 6u(aflfz) du
0

eu(a—l—z) o0
_ L0
u=0

a—1—2z

2%e %

z—(a—1)
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Kui 0 < a <1, siis (1+u)? ! <1 iga u >0 korral ning

e—zu

o0
['(a,z2) < zae_z/

0

e “"ldu=z%"* <
—z

o0
) =207tz
u=0

]

Vaatleme juhtu s > 1. Kui m on nii suur, et In(K'm) — (s —1) > 0, saame ténu iilal-

toodud teoreemile

[ln(Km)]se—ln(Km)
In(Km)—(s—1)

s, In(Km)| <

In(K'm)
In(Km)—(s—1)

= (Km)™'-(InK +1Inm)*~*
— (Km)™"-of(tnm)].
Juhul 0 < s <1 saame teoreemi abil sama tulemuse:
s, In(Km)] < [in(Km)]~ e 0 — (Km)= - of(tnm)?].

Seega seosest (3.4) saame piisavalt suure m korral

(Km) ™" olln® (m)]

In(Km)\" Kms
EH%g( ; >+ b

_ <ln(Km)

) ol |

1 S S
= ﬁ(lnm) +o[(Inm)?].

Seega oleme toestanud jargmise teoreemi.

(3.5)

Teoreem 3.5. Rahuldagu meie soltuvate jadade mudel tingimust (*). Siis iga s > 0 korral

EH;, = O[(lnm)®].

Erijuhul s = 1 saame iilaltoodud teoreemist teoreemi 3.3. Ulaltoodud teoreemist jérel-

duvalt

VarH,, = O[(Inm)?].

Teoreemini 3.5 oleksime saanud jouda ka lihtsamal viisil. Paneme tahele, et alati
H,, <+/2m. Meenutame, et Ay = %. Lisaks titles seos (3.3), et piisavalt suure m korral
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P(H;, > Aslnm?®) < Km™5. Seega suure m korral
[0.9]
EH?, :/ P(H?, > t)dt
0

(Aslnm)®
_/ P(H?, > 1) dt+/

(Aslnm)® )
</0 1dt+/Al P(H2, > (Aslnm)®) dt 40

— mS

< (Aslnm)®+ Km™ / m’ 1dt

Aglnm)s

P(HS > t) dt+/ P(H,, >t)dt

(Aslnm)s

= (Aslnm)*(1— Km™%)+ (\/_m)SKm 5
< (Aslnm)s+K(\/§)s

— (S: 1)8 (Inm)® +o[(Inm)?|

Saadud toke on siiski halvema konstandiga kui toke (3.5).

3.2.2 Soltuvuse test

Tanu teoreemile 3.1 voime seega oelda, et leiduvad sellised konstandid K, 0, k', et
P(H, > k) < K'me ™" Vk>k), VmeN. (3.6)

Viltides liigset formalismi, iitleme, et jadad X*:= X >t DF jaY™: =YXz D on “tugevalt”
soltuvad, kui tlaltoodud seos kehtib. Tahame testlda hiipoteeside paari

Hy : jadade X™*, Y™ soltuvus on tugev,
H; : jadade X™* Y™ soltuvus ei ole tugev.

Votame olulisuse nivooks «. Defineerime funktsiooni

InK'+Inz—1
/{(a:)::n —i—;x n&vké.

InK'+1Inm—1
Kui/i(m):n rnm na,siis

b/

K/mefb'ﬁ(m) _ K/mefan’flnerlnoz —a
Kui x(m) = kj, siis K’ me ¥ < . Seega seosest (3.6) saame, et nullhiipoteesi kehtides
P[Hy, > k(m)] < «a,
Siit saamegi hiipoteeside testimiseks otsustusreegli
H,, >«k(m) — Hi.

Saadud test on siiski puhtteoreetiline, sest pole teada konstantide K’ ¥, k{, m vidrtused.
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3.3 Simulatsioonid (2)

Saamaks iilevaadet ekstremaalsete joonduste keskvadrtuse ja standardhélbe asiimptootilis-
est kditumisest, teostame moned simulatsioonid. Meenutame, et tleminekumaatriks ()
avaldub parameetri € kaudu kujul (1.3). Genereerime jadasid jargmisest kolmest klassist:

1. soltumatud jadad pikkusega m;
2. juhuslike pikkustega jadad, e = 0.1, eellasjada pikkus m (“norgalt” soltuvad jadad);
3. juhuslike pikkustega jadad, e = 0.03, eellasjada pikkus m (“tugevalt” soltuvad jadad).

Saab néidata, et loendis viimase klassi puhul tingimus (*) kehtib. Iga
m = 100,200, 300,400, 500, 750, 1000, 1500, 2000

korral genereerime igast klassist 1000 tuhat jadapaari. Seega kokku genereerime 3-9 -
1000 = 27000 jadapaari.

Joonisel 3.2 on toodud valimikeskmise abil saadadud juhusliku suuruse H,, keskvaar-
tuste hinnangud. Autori meelest néib koigi kolme soltuvustaseme korral keskvaértuse
kasv olevat logaritmiline. Keskvéiartuse logaritmiline kasv tugeva soltuvustaseme korral
on kooskolas teoreemiga 3.3.

40 -
30—
IS s6ltumatud
E - €=0.1
20 - €=0.03
10-

I I I I
500 1000 1500 2000
m

Joonis 3.2: Juhusliku suuruse H,, keskvaartuse hinnanguline kasv

Joonisel 3.3 on toodud dispersiooni nihketa hinnangu abil arvutatud juhusliku suuruse
H,, standardhélbe hinnangud. Jallegi, koigi kolme soltuvustaseme korral néib standard-
hélbe kasv olevat logaritmiline. Standardhélbe logaritmiline kasv tugeva soltuvustaseme
korral on kooskolas teoreemiga 3.5.
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30 -

20 -
IE —— sBltumatud
g —-— €=0.1
- €=0.03

10 -

0- T T T T
500 1000 1500 2000
m

Joonis 3.3: Juhusliku suuruse H,, standardhélbe hinnanguline kasv
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Kokkuvote

Tutvusime jargmise kolme voimalusega homoloogsete jadade soltuvuse mootmiseks:
e sagedustabelipohised statistikud,
e pikima iihisjada pikkus (LLCS),
e ckstremaalsete joonduste vaheline kaugus (HD).

Simuleerisime jadasid erinevatest soltuvusklassidest jadasid ja vordlesime karpdiagram-
mide abil iilaltoodud meetodite suutlikkust soltuvusklasse eristada. Nagime, et tanu meie
soltuvate jadade mudeli soltuvustruktuurile ei ole sagedustabelipohistel statistikutel eriti
head asiimptootilised omadused. Vorreldes HD-ga néis LLCS-il olevat vihemalt iihtlase
jadade marginaaljaotuse korral parem soltuvusklasside eristusvoime. Samas négime ka, et
LLCS on marginaaljaotuse suhtes viga tundlik ning seetottu voib HD LLCS-ist monikord
ka paremini kaituda.

Uurisime simulatsioonide abil ka LLCS-i piirjaotust. Simulatsioonid kinnitavad hiipo-
teesi, et LLCS on meie soltuvate jadade mudeli kontekstis astimptootiliselt normaaljao-
tusega.

Teoreetiliselt uurisime LLCS-i dispersiooni. Soltumatute jadade korral saab LLCS-
i dispersiooni hindamiseks kasutada McDiarmidi ja Efron-Stein’i vorratust. Nagime, et
need vorratused annavad dispersioonile jadade pikkuse suhtes lineaarse tokke. Soltuvate
jadade korral on olukord keerulisem, kuid selgus, et McDiarmidi ja Efron-Stein’i vorra-
tusi on siiski voimalik rakendada. Soltuvate jadade korral saime dispersioonile samuti
lineaarset jarku tlemise tokke. Analoogiliselt dispersiooni hindamisega leidsime tilemise
tokke ka koigile absoluutsetele tsentreeritud momentidele. Nagime, et nii soltuvate kui
ka soltumatute jadade LLCS-i k-ndat jarku momendil on %—jé'u"ku tilemine toke (k> 0).

Uurisime ka HD tsentreerimata momente. Veendusime, et teatud tingimustel on sol-
tuvate jadade HD k-ndat jarku (tsentreerimata) momendil FH,, iilemine toke, mis on
eellasjada pikkuse m suhtes jarku [In(m)]* (k > 0). Seega (teatud tingimustel) on soltu-
vate jadade HD keskvédartus ja standardhéalve logaritmilist jarku iilemise tokkega. Sim-
ulatsioonid kinnitasid, et HD keskvaartus ja standardhalve kipuvad kasvama eellasjada
pikkuse suhtes logaritmiliselt.
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Lisa A

Simulatsioonides kasutatud
programmid

A.1 Soltuvate jadade genereerimine

Kéesolevas peatiikis eeldame, et tahestikuks on A= {A,C, T,G}. Simulatsioonide teosta-
miseks kasutame statistikatarkvara R [2]. Soltumatute jadade genereerimiseks saab R-is
kasutada sample-kasku. Soltuvate jadade genereerimiseks kasutame faili, kus on funkt-
sioon tdhtede muteerimiseks ja funktsioon kadumiste teostamiseks. Vastav fail “funkt-
sioonid.R” on toodud koodis A.1.

Kood A.1: fail “funktsioonid.R” funktsioonidega mutatsioonide ja kadumiste teostamiseks

#Tdhtede jadrjekord maatriksis Q: ACTG
mutatsioon=function(Z, Q){

Z1=7
Z1[Z=="A"]=sample (x=c("A","C","T","G"), size=sum(Z=="A"), replace=T,
prob=QI[1,])

Z1[Z=="C"]=sample (x=c("A","C","T","G"), size=sum(Z=="C"), replace=T,
prob=QI[2,])

Z1[Z=="T"]=sample (x=c("A","C","T","G"), size=sum(Z=="T"), replace=T,
prob=Q[3,]1)

Z1[Z=="G"]=sample (x=c("A","C","T","G"), size=sum(Z=="G"), replace=T,
prob=Q[4,])

return (Z1)
+

kadumised=function (FZ, p){ #p - allesjédamise toenaosus
#Moodustatakse tdevektor kadumiste jaoks
allesjédamised=rbinom(length(FZ), 1, p)

tdevektor=allesjdédmised==

return (FZ[tdevektor])
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Juhuslike pikkustega soltuvate jadade genereerimiseks on niiiid vaja vaid genereeri-
da eellasjada ja rakendada sellele mutatsioone ja kadumisi. Vastav naidisprogramm on
toodud koodis A.2. Naidisprogrammis on tileminekumaatriksi ) peadiagonaali elemen-
tideks 0.85 ja tlejaanud elementideks 0.05. Eellasjada on tihtlase marginaaljaotusega ja
pikkusega 100. Kadumise toendosuseks on nagu ikka p = 0.05.

Kood A.2: néidisprogrammm juhuslike pikkustega soltuvate jadade genereerimiseks

setwd ("...")
source ("Funktsioonid.R")

Q=matrix (0.05, nrow=4, ncol=4)
diag(Q)=1-0.05

p=0.05
eellane=sample (x=c("A","C","T","G"), size=100, replace=T)

X=kadumised (mutatsioon (eellane,Q),p)
Y=kadumised (mutatsioon (eellane,Q),p)

Fikseeritud pikkustega soltuvate jadade genereerimine on analoogiline. Vaja on ainult
genereerida piisavalt pikk eellasjada ning eemaldada jarglasjadade 1opust tileliigsed ele-
mendid. On voimalik, et jarglasjadade pikkus tuleb liiga viike — selle valtimiseks lisame
koodi ka while-tsiikli. Nédidisprogrammis A.3 genereerime kaks jarglasjada pikkusega 100.

Kood A.3: néidisprogrammm fikseeritud pikkustega soltuvate jadade genereerimiseks

setwd ("...")
source ("Funktsioonid.R")

Q=matrix (0.05, nrow=4, ncol=4)
diag(Q)=1-0.05

p=0.05

while (T){
eellane=sample (x=c("A","C","T","G"), size=120, replace=T)
X1=kadumised (mutatsioon(eellane,Q),p)
Yi=kadumised (mutatsioon(eellane,Q),p)

if (length(X1) >=100 & length(Y1) >=100){
break
}
}

X=X1[1:100]
Y=Y1[1:100]

A.2 Pikima iihisjada pikkuse ja ekstremaalsete joon-
duste vahelise kauguse leidmine

Nagu juba varem mainitud, saab kahe jada pikimat iihisjada leida Needlemann-Wunschi
algoritmi abil. See algoritm on juba olemas R-i paketis Biostrings [1]. Naidisprogram-
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mis A.4 genereerime kaks soltumatut jada pikkusega 100 ja leiame nende jadade pikima
tthisjada pikkuse.

Kood A.4: niidisprogrammm kahe jada pikima tihisjada pikkuse leidmiseks paketi
Biostrings abil

library (Biostrings)

X1=sample (x=c("A","C","T","G"), size=100, replace=T)
Xl1=sample (x=c("A","C","T","G"), size=100, replace=T)

#teeme jadad lheks stringiks
X=paste (X1, collapse="")
Y=paste (X1, collapse="")

#sarnasusmaatriks NW-algoritmi jaoks
sarnasus=matrix(rep(-1,16), nrow=4)
diag(sarnasus)=rep(1,4)

rownames (sarnasus) = c("A","C","T", "G")
colnames (sarnasus)=c("A","C","T", "G")

#leiame pikima thisjada pikkuse
LCS=pairwiseAlignment (c2s(X), c2s(Y), substitutionMatrix=sarnasus,
gapOpening=0, gapExtension=0, scoreOnly=TRUE)

Ekstremaalsete joonduste leidmiseks pidi autor vajaliku koodi ise kirjutama. Sell-
eks oli vaja Needlemann-Wunschi algoritmi veidi modifitseerima. Kuna R-i tsiiklid on
viga aeglased, siis efektiivsuse huvides kirjutas autor vajaliku koodi C++ keeles ja ka-
sutas R-i ja C++ thildamiseks paketti Repp [5, 0]. Kirjutatud koodi paigutas autor faili
“NW.cpp”. Faili sisu on toodud koodis A.5. Et koodist taielikult aru saada, on vaja moista
Needlemann-Wunschi algoritmi. Huvitatud lugeja leiab selle algoritmi selgituse veebist
holpsasti iiles.

Kood A.5: faili “NW.cpp” sisu

#include <Rcpp.h>
#include <vector>

using namespace Rcpp;

// [[Rcpp::export]]

std::vector<int> Ekstrem(std::wstring jadal, std::wstring jada2){
int n = jadal.length();
int m = jada2.length();

//Jargmised 3 tdevadrtusmaatriksit moodustavad sisuliselt Backtrace

//maatriksi

std::vector< std::vector<bool> > vasakule(n+1l, std::vector<bool>
(m+1));

std::vector< std::vector<bool> > yles(n+l, std::vector<bool>(m+1));

std::vector< std::vector<bool> > diagonaalis(n+l, std::vector<bool>
(m+1));

for(int i = 1; i < n+1; ++i){
yles[i] [0]=1;
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}

for(int i = 1; i < m+1; ++i){
vasakule [0] [i]=1;
}

//Vektor skoorimaatriksi t&aitmiseks
IntegerVector S(3);

//Ma&lu kokkuhoidmiseks kasutatakse skoorimaatriksi asemel kahte
//vektorit

std::vector<int> vektorl (m+1);

std::vector<int> vektor2(m+1);

//igas tsiklis skoorimaatriksisse sisestatav element
//(maksimum elementidest s1,s2,s4)):

int maksimum=0;

String stri="";
String str2="";

for(int i = 1; i < n+1; ++i){
for(int j = 1; j < m+1; ++j){

S(2)=vektor1[j];
S(0)=vektor2[j-1];

stri=jadal.substr(i-1,1);
str2=jada2.substr(j-1,1);

if (stri==str2){
S(1)=vektorl [j-1]+1;
} else {S(1)=-1;}

maksimum=max (S) ;

//Backtrace maatriksite t&ditmine

if (S(0)==maksimum){vasakule[i][jl=1;3}

if (S(1)==maksimum){diagonaalis[i][j]=1;}
if (S(2)==maksimum){yles[i][jl=1;%}

vektor2[jl=maksimum;

}

//Vektor2-e elemendid vektorl-te

for(int k=1; k<m+1; ++k){vektorl[k]l=vektor2[k];}
}

//Saime pikima ithisjada pikkuse.
int Ln=vektor2[m];

//Loome vektori ekstremaalsete joonduste jaoks.
//elementide jadrjestus:

//ilemise joonduse x-koordinaadid (0 : Ln-1),
//ilemise joonduse y-koordinaadid (Ln : 2*Ln-1),
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// alumise joonduse x-koordinaadid (2*Ln
// alumise joonduse y-koordinaadid (3*Lnl
std::vector<int> koord (4*Ln);

int i=n;

int j=m;

int nl=Ln-1;

//Ulemine joondus
while (n1>=0){
if (yles[i1[j1){--1;}%}
else if (diagonaalis[i][jI1){
koord[n1]=1i;
koord [Ln+nl]=j;
--j;-—-i;--nl;
}
else{--j;}

i=n;
j=n;
nl=Ln-1;
//Alumine joondus
while (n1>=0){
if (vasakule[i][j1){--j;}
else if (diagonaalis[il[jl1)A{
koord [2*Ln+nl]=i;
koord [3*Ln+nl]l=j;

-=js;--i; --nl;
}
else{--1i;}
}

return koord;

3*xLn-1),
4xLn-1) .

Failis “NW.cpp” sisalduv funktsioon tagastab kahe jada ekstremaalsete joonduste

koordinaadid iihe vektorina. Vaja on veel programmi, mis tagastaks ekstremaalsete joon-
duste Hausdorffi kauguse. Vastava programmi kirjutas autor jéallegi C++ keeles ja paigutas
selle faili “Hausdorff.cpp”. Selle faili sisu on toodud koodis A.6.

Kood A.6: faili “Hausdorff.cpp” sisu

#include <Rcpp.h>
#include <vector>
#include <math.h>

using namespace Rcpp;

// [[Rcpp::exportl]
double euklNorm(int a, int b) {

return sqrt(pow(a,2)+pow(b,2));

// [[Rcpp::exportl]]
std::vector<double> Hausdorff (std::vector<int> Xx, std::vector<int> Xy,
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std::vector<int> Yx, std::vector<int> Yy) {

//Xx - hulga X x-koordinaadid, Xy - hulga X y-koordinaadid,
//Yx - hulga Y x-koordinaadid, Yy - hulga Y y-koorindaadid.
int nX=Xx.size ();

int nY=Yx.size ();

double miinimum=-1;

double maksimum=0;

double kaugus=0;

int j;

int maksimum_x; //maksimumile vastav x-koordinaat
int maksimum_y; //maksimumile vastav y-koordinaat

//abimuutuja Hausdorffi kaugusele vastavate koordinaatide
//salvestamiseks
int abi;

//sup_{x in X} inf_{y in Y} d(x,y)
for(int i = 0; i < nX; ++i) {
j=i;

while (Xx[i]l<=Yx[j] && j>0){
kaugus=euklNorm (Xx [i]-Yx[j]l, Xy[il-Yy[jl);

if (kaugus<miinimum || miinimum==-1){
miinimum=kaugus,;
abi=j;
}
__j;
}
kaugus=euklNorm (Xx[i]-Yx[j], Xy[il-Yy[j1);
if (kaugus<miinimum || miinimum==-1){
miinimum=kaugus;
abi=j;
}
j=i+1;

while (Xy [i]1>=Yy[j] && j<nY-1){
kaugus=euklNorm (Xx[i]-Yx[j], Xy[il-Yy[jl);
if (kaugus<miinimum) {
miinimum=kaugus;
abi=j;
}
++3;

3

kaugus=euklNorm (Xx [i]l-Yx[jl, Xy[il-Yy[jl1);
if (kaugus<miinimum){

miinimum=kaugus;

abi=j;

}
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if (maksimum<miinimum){
maksimum=miinimum;
maksimum_x=1i;
maksimum_y=abi;

3

miinimum=-1;

}

//sup_{y in Y} inf_ {x in X} d(x,y)
for(int i = 0; i < nY; ++i) {
j=1i;

while (Yy[i]l<=Xy[j]l && j>0){
kaugus=euklNorm (Xx[j1-Yx[i], Xy[jl-Yy[il);

if (kaugus<miinimum || miinimum==-1){
miinimum=kaugus;
abi=j;
}
__j;
+
kaugus=euklNorm (Xx [jl-Yx[i]l, Xy[jl-Yy[il);
if (kaugus<miinimum || miinimum==-1){
miinimum=kaugus;
abi=j;
+
j=i+1;

while (Yx[i]>=Xx[j] && j<nX-1){
kaugus=euklNorm (Xx[j]1-Yx[i], Xy[jl-Yy[il);
if (kaugus<miinimum) {
miinimum=kaugus;
abi=j;
}
++3j;

}

kaugus=euklNorm (Xx [j1-Yx[i], Xy[jl-Yy[il);
if (kaugus<miinimum) {

miinimum=kaugus;

abi=j;

}

if (maksimum<miinimum){
maksimum=miinimum;
maksimum_x=i;
maksimum_y=abi;

3

miinimum=-1;
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std::vector<double> v (3);

v [0]=maksimum;
v[1]=maksimum_x+1;
v[2]=maksimum_y+1;

//tagastatakse kaugus ja vastavad indeksid itlemises ja alumises
// joonduses
return v;

Niitid on meil olemas koik vajalikud funktsioonid kahe jada ekstremaalsete joonduste
vahelise kauguse leidmiseks. Néidisprogrammis A.7 genereeritakse kaks soltumatut jada
pikkusega 100, leitakse nende jadade ekstremaalsed joondused ja nende joonduste vahe-
line Hausdorffi kaugus.

Kood A.7: néidisprogramm kahe jada ekstremaalsete joonduste vahelise Hausdorffi kau-
guse leidmiseks

library (Rcpp)

setwd ("...")

sourceCpp ("Hausdorff.cpp")
sourceCpp ("NW.cpp")

Xl1=sample (x=c("A","C","T","G"), size=100, replace=T)
X1=sample (x=c("A","C","T","G"), size=100, replace=T)

#teeme jadad idheks stringiks

X=paste (X1, collapse="")

Y=paste (X1, collapse="")

Vektor=Ekstrem (X,Y)

Ln=length(Vektor)/4 #pikima thisjada pikkus

Xx=Vektor [1:Ln] #Ulemise joonduse x-koordinaadid
Xy=Vektor [(Ln+1) : (2%Ln)] #Ulemise joonduse y-koordinaadid
Yx=Vektor [(2*xLn+1) : (3*Ln)] #Alumise joonduse x-koordinaadid

Yy=Vektor [(3*Ln+1) : (4*Ln)] #Alumise joonduse y-koordinaadid

Haus=Hausdorff (Xx,Xy,Yx,Yy) [1] #Hausdorffi kaugus

Margime, et kahe jada pikima iihisjada pikkust saab leida ka ekstremaalsete joon-
duste kaudu. Siiski pakett Biostrings leiab pikima tihisjada pikkuse kiiremini kui autori
ekstremaalsete joonduste leidmise programm.
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