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Die einst so beriihmte Aufgabe ,die Erfindung der Linge zur See“
hat durch die Vervollkommnung der Chronometer eine so einfache Losung
gefunden, dass der Seemann nur in ganz besonderen Fillen zur Messung
von Monddistanzen seine Zuflucht nehmen wird, um die geographische
Lange seines Schiffes zu bestimmen; denn selten wird jetzt ein Schiff eine
grossere Reise unternehmen, ohne mit einem oder mehreren guten Chro-
nometern versehen zu sein, deren tiglicher Gang hinreichend genau bekannt
ist; eine Zeitbestimmung geniigt dem Seefahrer dann, die Lange seines
Standortes zu ermitteln und zwar mit einer Genauigkeit, welche in der
Regel diejenige iibertreffen wird, welche er durch Messung selbst mehrerer
Reihen von Monddistanzen zu erreichen im Stande wire. Diesem Um-
stande ist es zum Theil zuzuschreiben, dass die von Bessel so eingehend
motivirten Vorschlage zu einer strengeren Berechnung der Linge aus
Monddistanzen keinen Eingang gefunden haben und die Seeleute nach wie
vor mittlere Refractionen and Parallaxentafeln gebrauchen und die Wir-
knng der Parallaxe des Mondes auf das Azimut vernachlissigen. In der
That werden grosse Fehler in der gesuchten Lange nur ausnahmsweise
eintreten konnen; die Vernachlassigung der Einfihrung der vollkommen
genauen Betrige der Refraction, Parallaxe und Azimutinderung wird im
Allgemeinen nur einen Fehler erzeugen, der gegen die Unsicherheit, mit
welcher vom Schiffe aus eine Monddistanz gemessen wird, als klein an-
gesehen werden darf.

Hat aber die Aufgabe fiir den Seefahrer ihre ehemalige grosse Be-
deutung verloren und wird derselbe sich auch jetzt noch mit derjenigen
Grinze der Genauigkeit begniigen, innerhalb welcher die Losung anfangs
gefordert wurde!), so findet doch das Mittel der Langenbestimmung durch

1) Das Parlament von England bestimmte eine Belohnung von 20,000 Pfund Sterling
demjenigen, welcher die Linge zur See auf einen halben Grad genau zu finden
vermdbchte.
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Monddistanzen auf dem Festlande noch vielfache Anwendung, wo die
Moglichkeit der genaueren Messung die strengere Berechnung fordert.
Mit Ausschluss von Europa ist von den iibrigen Welttheilen nur ein ge-
ringer Flichenraum fir die Zwecke einer genanen Mappirung geniigend
erforscht; wissenschaftliche Expeditionen in die wenig bekannten Gebiete,
wenn sie iiberhaupt mathematisch-geographische Zwecke im Auge haben,
werden nur selten grossere astronomische Instrumente, welche einer festen
Aufstellung bediirfen, mit sich fithren konnen; diejenigen Instrumente hin-
gegen, mit welchen Monddistanzen gemessen werden, sind leicht transpor-
tabel, ihre Anwendung ist nicht von einem sicheren Stativ und fesiem
Boden bedingt. Hiedurch empfehlen sie sich als Begleiter bei allen wis-
senschaftlichen Explorationen, weil ohne weitere Vorbereitungen in kurzer
Zeit eine brauchbare Ortsbeétiihmung gewonnen werden kann. Bei keiner
der wissenschaftlichen Expeditionen, welche in den letzten funfzehn Jahren
von der Russischen Regierung unternommen wurden, fehlte ein Astronom
und die bei weitem grossere Halfte der gewonnenen Ortsbestimmungen in
Agien sind aus Beobachtungen abgeleitet worden, welche mit dem Spiegel-
kreise gemacht sind. Ich selbst habe sehr viele Monddistanzen gemessen
und noch mehr berechnet. In dieser Erfahrung glaubte ich die Berechti-
gung zu finden, die Auséinandersetzung der strengen und auf ein Minimum
von arithmetischen Operationen gebrachten Methode, nach welcher ich
gerechnet habe, nicht fiir unwichtig zu halten. Warum ich aber eine neue
Methode der Berechnung gebe, nachdem Bessel diesen Gegenstand bereits
mit vollkommener Strenge behandelt hat?), dariiber werde ich mich erst
spater bequem aussprechen kénnen, nachdem ich das Wesenthche der
Methode Bessel’s werde auseinander gesetzt haben.

Ehe ich jedoch zur Darlegung der verschiedenen Methoden der Be-
rechnung der Monddistanzen iibergehe, halte ich es fir geboten, das Wich-
tigste iber den Grad der Genauigkeit von Ortsbestimmungén, welcher
durch Messung von Monddistanzen und Anwendung eines 10zolligen Pistor-
Martins’schen Patentkreises erreicht worden ist, vorauszuschicken. Denn
es ist unmoglich, iber den Werth einer Rechnungsmethode richtig zu
urtheilen, wenn man die Genauigkeit, der das gesuchte Resultat iberhaupt
fahig ist, nicht kennt. Was ich aber iiber die letztere mittheilen werde,
entnehme ich meinen eigenen Erfahrungen und kann zur Rechtfertigung
dessen nur anfiihren, dass woh! Niemand zahlreichere Beobachtungen mit
dem Patentkreise gemacht hat als ich, und dass ich stets bemitht war,
mir iiber den objectiven Werth einer gewonnenen Ortsbestimmung die

2) Astronom. Nachrichten. Band X, # 218, S. 17.
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strengste Rechenschaft zu geben. — Aus mehr als tausendfach wieder-
holten Messungen der Beriihrung der Rander der beiden Sonnenbilder,
und gwar an verschiedenen Punkten des Limbus, ergiebt sich, dass eine
solche Beriihrung gemessen wird mit dem wahrscheinlichen Fehler
= = 8 31; eine Berithrung der beiden Bilder eines Sterns wird gemessen
mit -dem »w}ahrécheinli(':hen Fehler — 4”36, Diese beiden Zahlen sind
aus der Messung von Circummeridianhohen der Sonne und anderer Fix-
sterne abgeleitet worden. Aus einer grossen Reihe von Monddistanzen
folgt, dass die Beriihrung des Mondrandes mit einem anderen Gestirne
gemessen wird mif dem wahrscheinlichen Fehler = == 5“6. Da nun zur
Bestimmung eines Winkels zwei Messungen gehoren — die Bestimmung des
Nullpunkies kommt noch hinzu — so folgt, dass die einfache Bestimmung
der Hohe der Sonne mit d. wahrsch. Fehler — =47

» eines Fixsterne » s =62
” einer Monddistanz s =69
gemessen wird. — Diese Zahlen sind jedoch nicht maassgebend fiir die

Genauigkeit, mit welcher eine Polhohe oder Linge eines Ortes wirklich
bestimmt wird, sondern sie geben nur die dusserste Granze dieser Genauig-
keit an. Aus den zahlreichen Bestimmungen der Polhohe von Irkuizk,
welche mit einem und demselben Patentkreise gemacht sind, folgt, dass
eine Polhohe den wahrscheinlichen Kehler — ==3”,9 hat; und aus einer
grossen Reihe von Liangenbestimmungen von Irkutzk durch Monddistanzen
ergiebt sich, dass eime Linge den wahrscheinlichen Fehler :—.f:15,4 Zeit-
secunden hat. Da nun zu einer Bestimmung der Polhohe oder Lange nie
weniger als neun Messungen verwandt wurden, so mussten der wahrsch.
Fehler einer Polhohe hochstens = ==1“6 und einer Linge = =4°5 er-
wartet werden. Der direkt gefundene ist aber 3 bis 4 mal grosser, als
der aus den Beobachtungsfehlern allein folgende; es sind demnach neben
den letzteren noch andere, dem Instrumente und seiner Einrichtung eigen-
thiimliche Fehler voi-handen, deren Natur bis jetzt noch nicht vollstindig
aufgeklart worden ist und welche daher auch nicht vollstindig eliminirt
werden konnen.

Fir meinen besonderen Zweck entnehme ich aus dem eben Bei-
“gebrachten den Beleg fiir die Behauptung, dass bei jeder Methode der
Reduction der scheinbaren Monddistanz auf die wahre, oder umgekehrt,
diejenigen Reductionselemente, welche weniger als ein bis zwei Zehntel
Bogensecunde betragen, vernachlissigt werden konnen. Denn einem Fehler
von einer Secunde Bogen in der Distanz entspricht im Mittel ein Fehler
von zwei Secunden Zeit in der Linge; der wahrscheinliche Fehler einer
Langenbestimmung ist aber — == 1554 Zeitsecunden gefunden worden,
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iiber funfzig Bestimmungen werden demnach im Mittel erst eine Lange
geben, deren wahrscheinlicher Fehler — -2 Zeitsecunden wire. Wohl
nur selten werden aber mehr als 10 bis 15 einzelne Bestinmungen ge-
macht werden — dazu gehoren schon drei Abende — aber selbst bei
hundert Bestimmungen {ist der wahrscheinliche Fehler des Mittels von
=#+1°5 noch so gross, dass man ein paar Zehntel Zeitsecunde unberiick-
’sichtigt lassen darf. Ueberhaupt ist eine Genauigkeit einer absoluten
Langenbestimmung von einem Zehntel einer Zeitsecunde, mit welchen
Hiilfsmitteln man dieselbe auch zu erreichen suchem moge, villig illuso-
risch; denn welcher Aufwand von Zeit, Scharfsinn nnd mechanischen
HiiJfsmitteln gehort schon dazu, um die relative Lange zweier Orte mit
einem wahrscheinlichen Fehler von == 0,1 Zeitsecunden zu erhalten. Ich
erinnere nur an die Lange von Paris, an die Chronometerexpeditionen,
welche von der Nicolai-Sternwarte ausgingen und an die neueste Bestim-
mung der relativen Lange der Sternwarten Berlin und Leipzig.



§ 1.

Die vollstandige Losung des Problems. ,die Lange zur See“ zu finden,
erfordert erstens, dass man diejenigen Himmelserscheinungen erkenne,
welche hiezu am anwendbarsten sind, dass man zweitens die Werkzeuge
schaffe, diese Erscheinungen vom Schiffe aus zu beobachten, und endlich
drittens, dass man es moglich mache, aus diesen Beobachtungen ein brauch-
bares Resultat zu ziehen. Der erste Theil des Problems war schon lange
gelost, bevor die Loésung des letzten iiberhaupt moglich war; schon Pto-
lomaus deutet darauf hin, dass die Bewegung des Mondes ein Mittel ab-
gebe, Langenunterschiede auf der Erdoberflache zu bestimmen. Der Ent-
decker der Methode der Monddistanzen ist aber Amerigo Vespuecci,
wie aus einem Briefe von ihm an Lorenzo detMedici vom Jahre 1499
hervorgeht®). Den zweiten Theil des Problems loste Newton, welcher
1699 das spater unter dem Namen des Hadley’schen Sextanten so bekannt
gewordene Instrument erfand. Den dritten Theil endlich loste Tobias
Mayer, welcher 1755 seine Mondstafeln dem englischen Admiralitiats-
Collegium iibergab. Die Ziehung des Resultats, d. h. die Herleitung der
Liange aus der angestellten Beobachtung kann als vierter Theil des Pro-
blems angesehen werden, und seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts ist
diese specielle Aufgabe vielfach behandelt worden.

Das Wesen der Bestimmung der Lange eines Ortes A4 auf der Erd-
oberfliche durch Monddistanzen, beruht darin, den wahren Winkelabstand
des Mondes, ), von einem gegebenen Gestirne fiir eine gegebene Zeit T
des Ortes 4 zu ermitteln. Diejenigen astronomischen Ephemeriden, welche
auch den Zwecken der mathematischen Geographie dienen sollen, ent-
halten solche Winkelabstinde des Mondes von einer gewissen Anzahl von
Sternen, vorausberechnet fiir das ganze Jabhr und in gleichen Zeitinter-

3) Siehe Note 1.
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vallen. Die Distanz D wird nun einer gewissen Zeit v der Ephemeride
entsprechen ; der Unterschied T—r ist die Linge des Ortes 4 in Bezug
auf den Meridian desjenigen Ortes, fir welchen die Ephemeride gilt. Die
Distanz D — wie sie vom Mittelpunkte der Erde aus erscheint — kann
selbstverstandlich nicht Gegenstand der Messung sein; gemessen wird der
scheinbare Winkelabstand D’, in welche die wahre, durch die Wirkung
der Parallaxe und Refraction verindert worden ist, und die zu losende
Aufgabe besteht darin, wenn D gegeben ist, D’ zu finden, oder wenn D/
gegeben ist, D zu finden. Dieses kann auf zweifache Art geleistet werden:
entweder dass man die Grossen ID und D’ selbst, oder dass man ihren
Unterschied zu berechnen lehrt; und in der That sind beide Wege von
den Geometern verfolgt worden.

Die Wirkung der Parallaxe auf den Ort eines Gestirns, wenn wir den
Horizont zur Grundebene nehmen, hat zur Folge, dass die Zenithdistanz und
das Azimut des Grestirns vergrossert werden; beim Monde kann die Aenderung
in der ersten Coordinate einen Grad iibersteigen, in der zweiten betragt
sie hochstens zwolf Secunden. Bei den ibrigen Gestirnen erreicht die
erstere nur wenige Secunden, die zweite kann gleich Null gesetzt werden.
Ginge die Richtung der Schwere auf der Erdoberfliche stets durch den
Mittelpunkt der Erde, so ware die Wirkung auf das Azimut fiir alle Ge-
stirne gleich Null; ein sehr geringer Theil der Aenderung der Zenithdistanz
— hochstens 2 bis 3 Secunden — und die ganze Aenderﬁng im Azimut
ist die Folge der Abweichung der Figur der Erde von der Kugelgestalt.
Beim Monde wird auch der Winkeldurchmesser durch die Parallaxe merk-
bar afficirt, die Figur der Scheibe bleibt jedoch ein Kreis. — Die Re-
fraction hingegen verkleinert die Zenithdistanz des Gestirns, lasst aber das
Azimut ungeéndert; beim Monde und der Sonne ist die Wirkung der Re-
fraction auf die einzelnen Punkte der Umschreibung bei grosser Zenith-
distanz merkbar verschieden und die Figur der Scheibe &ndert sich in
Folge dessen. — Alle Methoden der Berechnung der Monddistanzen, welche
noch jetzt im Gebrauch sind, oder iiberhaupt vorgeschlagen wurden, haben
das Gemeinsame, dass sie die Wirkung der sph';iroidischen Gestalt unseres
Erdkorpers entweder gar nicht beriicksichtigen, oder doch getrennt be-
handeln und die Verinderung der Figur der Mond- und Sonnenscheibe
durch die Refraction ausser Acht lassen; nur Bessel beriicksichtigt beides
vollstaindig und im Nautischen Jahrbuch, von Dr. Bremiker herausge-
geben, findet sich eine Tafel fiir die Correction des Radius, um die Distanz
vom Rande des Mondes oder der Sonne auf den Mittelpunkt des betref-
fenden Gestirns zu reduciren.
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§ 2

Sehen wir von der sphiroidischen Gestalt der Erde und von der
Aenderung der Mond- und Sonnenscheibe durch die Refraction ab, so
vereinfacht sich die Aufgabe ungemein. Sei in Fig. I, Z das scheinbare
Zenith'des Beobachtungsortes, d. h. derjenige Punkt am Himmel, in wel-
chem die verlingerte Lothlinie des Orts den Himmel trifft, M’ der Ort
des Mondes, 8’ der des andern Gestirns, wie dieselben vom Beobachtungs-
orte aus erscheinen, dann ist der Winkel M‘ZS’' = E der Unterschied der
Azimute, und MZ = und 8'Z =y sind die scheinbaren Zenithdistanzen
der beiden Gestirne. M und & seien die Orte des Mondes und des an-
deren Gestirns vom Mittelpunkte der Erde aus gesehen, also MZ = { und
§Z = die wahren Zenithdistanzen. Die Aufgabe kommt nun darauf hinaus,
aus der gemessenen scheinbaren Distanz M’‘S‘=— D und den Zenithdistanzen
(" und j den Winkel E zu finden; mit Hilfe dieses Winkels und der
Zenithdistanzen ¢ und 3 wird dann die wahre Distanz MS= D zu be-
rechnen sein. Die hiezu vorgeschlagenen Methoden setzen voraus, dass
die Zenithdistanzen Z¥’' und Z%' und die Distanz M‘S’ durch direkte
Messung erhalten werden. Ist aber ZM’ bekannt, so findet man mit Hilfe
von Tafeln, welche fiir jede scheinbare Zenithdistanz die algebraische
Summe der Wirkungen der Parallaxe — unter Voraussetzung der Kugel-
gestalt der Erde — und der Refr&ction auf die Zenithdistanz berechnet
erhalten, durch Interpolation und Subtraction ZM; ebenso einfach be-
rechnet man aus einer anderen Tafel ZS , wenn ZS gegeben ist. — Der
Winkel E ist den beiden Dreiecken M'S'Z und MSZ gemeinschaftlich;
fiir die diesem Winkel gegeniiberliegenden Seiten gelten die folgenden
Gleichungen: A
cos D' = cos ¢ ¢os 3 + sin ¢ sin 3’ cos E (19)]
cos D ==cos{ cosy +sin{sin j cos E :
Eliminiren wir aus diesen beiden Gleichungen cos E, so erhalten wir eine
Gleichung zwischen D, der gesuchten Grosse, und den bekannten Grossen
D', ¢ g, Cund 3. Die vergchiedenen Methoden, welche die wahre Distanz
" zu berechnen lehren, unterscheiden sich von einander nur durch die Art
und Weise, wie sie diese letzte Gleichung behandeln.

Die beriihmteste ist die Borda’sche. Dieselbe wurde veroffentlicht
in dem Werkchen ,Description et usage du cercle de réflection avee dif-
férentes méthodes pour calculer les observations nautiques® par le Che-
“valier de Borda. Paris 1787, und findet sich daselbst auf den Seiten 76
bis 80. Die Elimination fiilhrt zunachst auf die folgende Gleichung

cos. D' —cos ' cosy’ €08 ) —cos Leosy (1)
" gin & gin - sin {sin 3
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es ist aber:
. cos & cos 3’ = sin C* sin § + cos (& +3)
und  cos {cos 3 =sin {sin § -+ cos ({4 3)
daher kann man fiir dieselbe schreiben
cos D' —cos (¢ + 3) __ cos D —cos(C+p) k

gin {* sin sin {'sin }

Da nun ferner:
cos ¥ — cos (§' + &‘)—lsme(C’—H + D) sin r(C' +¥ —D‘)
cos D. =1—2sin*1 D
cos (£ +3) = 1—2 sin’ -é(f-%— %)

so erhialt man durch Umstellung aus der obigen Gleichung die folgende:
sin? 3 =sin? ({4 §) —sin § (€ 4 ' + DYsin § (€ + 3 - D) JnEo0d

sin {’ 8in 3’

Borda setzt

sl sin 3 4 DYsin} (4 y—D0 22T gy @

sin & sing’’

mit dieser Bezeichnung ist
sin? g =—sin? } ({4 3) cos? @

oder endlich
sin !2{ ==sin § ({4 3) cos Q. (1)

Diese Form ist einfach und bequem, da der Ausdruck fiir sin @ fir die
Rechnung mit Logarithmen eingerichtet ist; man muss jedoch sieben-
stellige Tafeln anwenden und sehr genau inferpoliren, wenn man der
Zehntel Bogensecunde sicher sein will.

Den Einfluss der sphiaroidischen Gestalt der Erde auf die Distanz
behandelt Borda getrennt und er gelangt nach einer weitliufigen Ent-
wickelung zu einem zweitheiligen Ausdrucke fiir die wahre Distanz, von
welchem der erste Theil das obige D ist, wenn man in dem Ausdrucke
fiir sin @ das £, die wahre Zenithdistanz des Mondes, nicht mit der wahren
Horizontal-Parallaxe = des Mondes, sondern mit einer fingirten Parallaxe
= (1+ psin? ¢) = berechnei, wo p die Abplattung der Erde und ¢ die
Polhohe des Beobachtungsortes bedeuten; der zweite Theil ist

=2pr.sing (:;%g — cotg D sin 8) amv)

wo 0 die Declination des Mondes und d die Declination des andern Ge-
stirns bezeichnen.

Die Veranderung der Figur der Mond- und Sonnenscheibe durch
die Refraction beriicksichtigt Borda gar nicht, sondern reducirt die durch
die Messung erhaltene Distanz der Rander auf die Distanz der Mittel-
punkte, indem er fiir den Mond den durch die Parallaxe vergrosserten
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Radius — fiir welchen er ebenfalls eine Tafel giebt — und fiir die Sonne
einfach den Radius in Rechnung bringt.

Die Borda’sche Methode der Berechnung der Monddistanzen findet
noch jetzt ihre volle Anwendung. Nicht nur hat Bohnenberger dieselbe
in seinem vortrefflichen Werke ,Anleitung zur geographischen Ortsbestim-
mung®, Gottingen 1795, aufgenommen, sondern auch Sawitsch giebt nur
diese in seinem ,Abriss der practischen Astronomie“, Hamburg 1851, an.
Letzterer beriicksichtigt zwar die Wirkung der Refraction auf den Halb-
messer des Mondes und der Sonne, aber ich kann mich damit nicht ein-
verstanden erklaren, dass er die Figur der Scheibe als eine Ellipse be-

handelt, deren Abplattung — ’)2:7},, wo p und p’ die Refractionen fiir den

oberen und unteren Rand bedeuten; die Scheibe besteht vielmehr aus 2
halben Ellipsen, welche die grosse Achse gemeinschaftlich haben, deren
kleine Achsen aber merklich von einander verschieden sind.

Ich brauche wohl kaum zu bemerken, dass die von Borda gegebenen
Tafeln jetzt keine Anwendung mehr finden, weil die Refractionstafeln
seitdem wesentlich verbessert worden sind und die von Borda gebrauchte
Abplattung = ;3; erheblich falsch ist.

Eine andere Endgleichung fiir die wahre Distanz ist die von Mas-
kelyne im Jahre 1766 in den ,Tables requisite etc.“ pag. 65 mitgetheilte,
welche von Dunthorne herriihrt. Wenn man in der Gleichung (IIT) fiir
cos ' cos 3’ und cos { cos § resp. schreibt cos ({'—3) — sin ¢ sin 3 und
€05 ({—3) — sin {sin 3, so erhalt man durch blosse Umstellung

sin C'sing (cos (' —3) — cos DY) V)

sin {’ sin 3’

cos D =cos ({—3) —

Das Verhiltniss :i%:, ist fiir Zenithdistanzen unter 80° als constant =—1,000275

anzusehen; das Verhaltniss :%1»% findet man in den genannten Tafeln fiir

die Argumente Parallaxe und Hohe des Mondes berechnet; mit Hilfe der
natiirlichen Sinus- und Cosinustafeln lasst sich daher nach der Dunthorn-
schen Formel recht bequem rechnen, wenn D gross ist. Dieselbe wird
noch jetzt ebenso wie die Borda’sche in der englischen Marine gebraucht.
Norie giebt in seinem Werke ,A complete Epitome of Practical-Navi-
gation“, zwolfte Stereotyp-Ausgabe, London 1839, diese beiden Methoden
und noch drei andere, welche auf Naherungsformeln beruhen. In Bezug
auf diese letzteren verweise ich auf den Aufsatz von Enke im Berliner
Jahrbuch von 1842.

Es ist nicht meine Absicht, alle die verschiedenen fiir die numerische

Rechnung mehr oder weniger bequemen Formeln, welche aus den Grund-
2
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gleichungen (I) abgeleitet worden sind, besonders aufzufiihren*). Nur die
von Bremiker in den Astronom. Nachrichten, Band XXX, pag. 716, ent-
wickelte Methode, welche das Nautische Jahrbuch fiir 1852 zuerst mittheilt
und empfiehlt und anch die einzige ist, welche Briinnow in seinem Hand-
buche der sphirischen Astronomie beibringt, darf ich nicht unerwihnt
lassen. Bremiker geht von der Dunthorneschen Formel aus, schreibt

fiir {—3, d' fiir &—y', setzt cos(/D =cos D",

sin{sing 1 cosd’

i
sinfsing G C = cos d" und

wodurch die Grundgleichung iibergeht in

cos D — cos D = cos d — cos d*
Aus dieser Gleichung folgt nach bekamnter Transformation und den kael
fir den Sinus setzend, dass

_ iy Sin g €d+d) (VD
— D= (d—d") sin 2 (D+ D)
Nur selten wird man auf der rechten Seite D nicht mit D’ verwechseln
diirfen; bezeichnet man daher (df d”) :ll—rf%%% mit x, so erhalt man
in den meisten Fallen mit ausreichender Genauigkeit die wahre Distanz
aus der Gleichung

D=D"+=x

Die Formel VI ist genau bis auf die Glieder zweiter Ordnung der
Refraction und Parallaxe inclusive; in dem Nautischen Jahrbuch sind
Tafeln gegeben, um das nach dieser Formel berechnete D wegen Ab-
platiung der Erde zu corrigiren und zur genaueren Reduction der Distanz
vom Rande auf den Mittelpunkt des Gestirns. Die Formeln aber, nach
welchen diese nur die ganzen Secunden angebenden Correctionstafeln be-
rechnet sind, finde ich nicht aufgefiihrt.

Die eben besprochene Methode unterseheidet sich von der Borda’ schen
und Dunthorne’schen dadurch, dass sie den Unterschied der wahren und
scheinbaren Distanzen zu berechnen lehrt. So viel mir bekannt ist, schligt
Delambre zuerst diesen Weg vor; in der Connaissance des Tems fiir
1804, pag. 254, giebt er mehrere Reihen zur Berechnung von # an, wobei
er aber auch von der Kugelgestalt der Erde ausgeht und die Wirkung
der spharoidischen Gestalt urberiicksichtigi lisst. Erst Legendre be-
handelte diese Methode ausfiihrlicher und veroffentlichte dieselbe in den
Mémoires de I'Institut des Sciénces ete. Tome IV, Janvier 1806, unter
dem Titel ,Nouvelle formule pour réduire en distances vrais les distances
apparentes de la lune au soleil ou & une étoile.“ Er setzt gleichfalls die
Kugelgestalt voraus und vevbessert die uater dieser Voraussetzung ge-

4) Siehe Note 2.
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fundene Distanz mit Hiilfe einer Correctionsformel, welche mit der Borda-
schen identiseh ist. Sein Verfahren ist folgendes. Bezeichnen d{' und by
die Summe der-Verénderungen, welche die Zenithdistanzen des Mondes
und des andern Gestirns durch Parallaxe und Refraction erfahren und ist
z =D~ D', so wird ein erster Niaherungswerth von x gefunden aus der

Gleichung
x=— cos MDZ 4 cos S'by’

__cos3 — cos {' cos 7V b cos £ — cos 3’ cos I)’b .
B sin &' sin DV sin 3/ sin DY 3
Nach einem von Legendre zu Anfang seines Memoire’s bewiesenen Satze
wird nun, wenn man in dem Ausdrucke rechts fiir ') 3’ und D’ resp. setzt

b 4
g —{— 5 3 —’2— und D’ + das daraws hervorgehende x genau sein bis

auf dle Gheder zweiter Ordnung inclusive. Legendre bezeichnet ferner
C’—l— =¥ ——~ - und D’ —)—Z— resp. mit @, b und d, setzt fiir 51?1171 und —:fgg

die gleichwerthigen Ausdrl'icke jeotgdd+41teld und Leotgld—1itgld,
bezeichnet —Obg— wmit M und ; durch IV nach einer einfachen Transfor-
formation gelangt er dadurch zu der Gleichung

== (sina—sind) (M N) cotg } d—} (sina-fsind) (M—N)tg i d (VII)

Er hat besondere Tafeln fiir die Grossen M und N berechnet und dem Me-
moire beigegeben, um die Benutzung seiner Methode so bequem als
moglich zu machen; allein mir ist nicht bekannt, dass dieselbe Eingang
gefunden hat. Den Einfluss der Refraction auf die Figur der Mond- und
Sonnenscheibe beriicksichtigt Legendre gar nicht.

Die bisher mitgetheilten Formeln zur Ermittelung der wahren Distanz
unter Voraussetzung der Kugelstalt der Erde sind mehr oder weniger
elegant, doch ist diese Eléganz auf Kosten der Vollstindigkeit gewonnen
worden; dieselbe schwindet, wenn man die Correctionsglieder wegen der
Abplattung zu jenen Formeln hinzunimmt. Vernachlassigt man aber die
Abplattung, so kann unter Umsténden in der gefundenen Lange ein Fehler
von 24 Zeitsekunden zuriickbleiben; lisst man die Wirkung der Refrac-
tion anf die Figur der Mond- und Sonnenscheibe ausser Acht, so wird,
wenn eines der beiden Gestirne 5° iiber dem Horizont und das andere
nahe am Zenith steht, die ermittelte Lénge um beinahe 45 Zeitsecunden
fehlerhaft sein; und wollte man nur mittlere Refractionen anwenden, so
kionnen die Fehler in der Linge noch betrichtlicher werden, wenn bei
extremem Luftdrucke oder extremer Temperatur die Gestirne in geringer
Hohe iiber dem Horizonte standen. Solche extreme Fille treten gewiss
nur ganz ausnahmsweise ein; meistens wird die Anwendung der bisher
gebriuchlichen Rechnungsvorschriften schon zu einem guten Niéherungs-
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werthe fiir die gesuchte Lange fiihren. Sucht man jedoch das strenge
Resultat der Beobachtung einer Monddistanz, so verschwindet der Vortheil,
den jene fiir das praktische Rechnen bequem zugerichteten Formeln zu
haben scheinen. Denn dann muss auch die Voraussetzung fallen gelassen
werden, bei welcher dieselben allerdings rasch zum Ziele fiihren. Sie sezten
alle voraus, dass die scheinbaren Zenithdistanzen der beiden Gestirne di-
rekt durch die Messung erhalten werden. Bekanntlich wird dieser Vor-
aussetzung bei der Beobachtung von Monddistanzen zur See entsprochen,
bei welcher 3 Beobachter thitig sind, von denen einer die Distanz nimmt,
wahrend die anderen beiden die Hohen der verglichenen Gestirne messen.
— Zur See ist man oft gezwungen, so zu verfahren, wenn man seiner
Polhohe auf viele Minuten nicht sicher ist, oder die gesuchte Lénge in
miglichst kurzer Zeit zu kennen verlangt. — Hat man eine genaue Pol-
hihe, so ist es stets zweckmiissiger, die Zenithdistanzen der beiden Grestirne
fir das Moment der Beobachtung der Monddistanz zu berechnen, bei wel-
cher Rechnung auch die Azimute der Gestirne erhalten werden. Kennt
man diese beiden Coordinaten, so wird die Berechnung der selbst aunf
das Zehntel der Bogensecunde richiigen Betrage der Parallaxe in Zenith-
distanz und Azimut nur wenig mehr Zeit erfordern, als wenn man die-
selben aus den Tafeln interpoliren wollte, wo dann immer noch die
Zehntel unsicher bleiben wiirden, da die Tafeln nur die ganzen Secunden
angeben. Ebenso unerlasslich ist die Kenntniss der Zenithdistanzen der
verglichenen Gestirne, wenn man die genauen Betriige der Refraction in
die Rechnung einfilhren will. — Diese Betrachtungen berechtigen mich
zu der Behauptung, dass die Berechnung des strengen Resultats der Beob-
achtung einer Monddistanz nach den gebriauchlichen Methoden entweder
ganz unmoglich ist, oder ohne Benutzung der Tafeln eine so grosse An-
zahl von arithmetishen Operationen erfordert, dass die Zweckmissigkeit
dieser Methoden in Frage gestellt wird.

Ich wende mich jetzt zu der Methode Bessels, welche einen noch
grosseren Aufwand von Rechnung nothig macht, aber den Vorzug hat,
die Aufgabe vollstindig zu losen.

§ 3.

Das Wesentliche, wodurch Bessel’s Behandlung der Aufgabe sich
von der aller andern Geometer unterscheidet besteht erstens darin, wie
er die Abplattung der Erde in Rechnug bringt, zweitens, wie er die Ver-
anderung der Figur der Mond- und Sonnenscheibe durch die Strahlen-
brechung umgeht und drittens, wie er den Fall, wenn die Entfernung der
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Sonne vom Monde zu berechnen ist, auf den einfacheren reducirt, wenn
der Winkelabstand eines Fixsterns vom Monde der Rechnung unterliegt.

Die Abplattung beriicksichtigt Bessel auf folgende Weise: Denken
wir uns das Loth aunf die Erdoberfliche im Beobachtungsorte, dessen Pol-
hohe = ¢ sei, in’s Innere der Erde verlangert, so wird dasselbe die Erd-
achse schneiden. Auf diesen Durchschnittspunkt O reducirt Bessel erst
alle bei den spateren Rechnungen zu brauchenden Winkelgrossen, die
fiir den” Mittelpunkt der Erde gelten, und behandelt dann das Problem,
v als. wenn die Erde eine Kugel wiare, deren Radius gleich ist der Entfer-
nung des Punktes O vom Beobachtungsorte.

Die Entfernung des Punktes O vom Mittelpunkte der Erde ist

ase sin @

e = ai; seine Entfernung vom Beobachtungsorte
— e sin? ¢

a
T Vi—cesin g
Excentricitit ihrer Meridiane ausdriickt; ¢ ist eine sehr kleine Grosse. Die
ibrigen von Bessel gebrauchten Bezeichnungen sind:
fiir den Mond:
a die Rectascension

wo « den Aequatoreal-Durchmesser der Erde und e die

d , Declination

7 , Aequatoreal-Horizontal-Parallaxe

p der Halbmesser '

€ , Positionswinkel des Mondes am andern Gestirn

d die Distanz des Mondes vom andern Gestirn

r , Entfernung vom Mittelpunkte der Erde

z , Zenithdistanz.

Dieselben Grossen mit einem Komma versehen, gelten fiir den Punkt
O; mit einem Accent versehen fiir den Beobachtungsort.
fiir das andere Gestirn:

A4 die Rectasention

4. , Declination

q der Parallactische Winkel

Z die Zenithdistanz

t der Stundenwinkel.
In der Figur II bedeutet P den Pol, Z das Zenith, L den vom Punkte
O gesehenen Ort des Mondes, L’ denselben vom Beobachtungsorte aus;
8 den Ort des Sternes; es ist also Winkel PSZ = ¢; Winkel ZSL =
@, — g =P, und Winkel ZSL'= P

Fiir den Mittelpunkt der Erde sind die Distanz des Mondes von einem
Fixsterne und der Positionswinkel des Mondes am Stern, wenn die Recta-~
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scensionen und Declinationen der beiden Gestirne bekannt sind, gegeben
durch die 3 Gleichungen: ‘
cos d = sin 4 sin ¢ 4~ cos 4 cos ¢ cos (a—A) vnan
sin d cos Q = cos 4'sin ¢ — sin 4 cos 6 cos (a—A4)
sin d sin @ = cos J sin (a—d4)
Fir den Punkt O bestehen dieselben Beziehungen; es ist also auch
cos d, = sin 4 sin 6, - cos .4 ¢os ¢, cos (a—A)
sin d, cos Q, = cos 4 sin J, — sin d cos J, cos (a—4)
sin d, sin Q, = cos 0 sin («—A) -
Ferner bestehen zwischen den Grossen 7 7, 6 und 6, die beiden Rélationen
7,¢08 ¢,=7cos ¢ und r Sind+ai= ):n'nt!:
Aus diesen Gleichungen entwickelt Bessel die folgenden Naherungsfor-
meln fiir 7, d, und Q,:
7, =7 -+ aisin
d,=d—% i (sin 4 sin d — cos 4 cos d cos €)
s
Q=Q— gcossi—(nsiln =4
Die Grossen 7, und p, ergeben sich aus den Gleichungen (%)
a

Sill T, =
", V1 Zeesine

. r .
sin o, =—-sino
’

Die beiden Systeme von Gleichungen (VIIl und IX) geben Alles, was
zur Reduction der fiir den Mittelpunkt der Erde geltenden Winkelgrossen
auf den Punkt O erforderlich ist.

Die Wirkungen der Parallaxe und Strahlenbrechung untersueht Bes-
sel gesondert. Es sei d’ die Distanz, in welche d, durch die erstere iiber-
geht, wenn man vom Punkte O an den Beobachtungsort versetzt wird, E
der Unterschied der Azimufe von Mond und Stern und @, — q=0PF,;
zwischen diesen und den Zenithdistanzen bestehen fiir den Punkt O die
Beziehungen:

cos d, = cos Z cos z, -+ sin Zsin =, cos E
sin d, cos P,=sin Z cosz, — cos Zsin z, cos E
sin d, sin P, = — sin z,sin E
und fir den Beobachtungsort zwischen den entsprechenden Grossen:
cos d*=cos Z cos ' +sin Zsinz'cos E
sin d’ cos P = sin Z cos 2 — cos Z sin 2' cos E
sin d‘ sin P’ = — sin z‘ sin E

Ferner ist, wenn #,—=1 gesetzt wird, +’ cos = == cos 2 — sin 7, und
7’ sin 2 = sin z,. Aus diesen Gleichungen eliminirt Bessel die Zenith-
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distanzen des Mondes und E und gelangt zu den folgenden, aus denen
d' 7' und P’ zu berechnen sind:

r'cos d'=cos d, — sin 7, cos Z (x)

7 sin d’ cos (P! — P)) =sin d, — sin x, sin Z cos P,

- r'sind'sin (P — P,)=sin7, sin Zsin P,
nachdem Z und das in P, vorkommende ¢ aus den Gleichungen
c0s Z = sin 4 sin ¢ +- cos 4 cos g cos ¢ (XI)
sin Z cos ¢ = cos 4 sin ¢ — sin 4 eos ¢ cos ¢

¥
sin Z sin g =cos ¢sint

: erhalten sind.

‘ Die Grosse d’ ist die Distanz des Sterns vom Mlttelpunkte des Mon-

“des; da nun p’ ' —1 5o ist die Distanz des Sterns vom niheren oder ent-

r'?

‘fernteren Rande des Mondes

dll e d/ $ p/
Hierauf geht Bessel zur Betrachtung der Wirkung der Strahlenbre-

" chung iiber. Er bezieht letztere nicht auf das Centrum des Mondes, son-

dern auf denjhﬂgen Punkt des Mondrandes, in welchem der grosste Kreis
durch das Centrum des Mondes, den Stern und den Beobachtungsort den
Mondrand sehneidet. Die Zenithdistanz dieses Punktes sei 2, der Winkel
zwischen z” und d* sei 360° — p’; diese Grossen werden berechnet,
wenn man macht tg H —tg Z cos P
ans den Gleichungen cos ' = cos Z sec H cos (d" — H)
sin 2 cos p’ = cos Z see H sin (d — H) (XID)
sin z* sin p’ = — sin Z sin P
Der genaue Betrag der Refraction fiir die Zenithdistanz z* und den Stand
der meteorologischen Instrumente sei = R, fiir die Zenithdistanz Z,= R;
4’ bezeichne die Distanz, in welche d” durch die Wirkung der Strahlen-

brechung tibergeht; dann ist

i — oti ___ 210 By sin (2"—R') sin(Z—BR) “__
cosd=cos(z"— R'")ycos(Z—R)+ Y/ (cosd"—coszcos Z)

Aus dieser Gleichung entwickelt Bessel eine bis auf das Quadrat der Re-
fraction inclusive genaue Formel zur Berechnung von d'“, namlich

d"/=d“—l¢tg(d"——H)—thH——sin;}“( Cfi(zﬁm Z )) (k251n2 H+ K2 sin 2 (d" — H))(XHI
{

wo k= R' cotgz” und K = R cotg Z gesetzt sind.

Die Grosse d“’ ist es, welche gemessen wird; Streng genommen
liegt die gemessene Distanz nicht in dem griossten Kreise, welcher durch
den Mittelpunkt des Mondes und den Stern geht, sondern in demjenigen,
welcher am Sterne anfingt wnd auf dem Rande der nicht mehr kreis-
formigen Scheibe des Mondes senkrecht steht; Bessel beweist jedoch,



20

dass dieselbe von dem Bogen d’“, selbst wenn der Mond 85° Zenithdistanz
hat, noch nicht um } einer Bogensecunde verschieden ist. Indem er die
Refraction fiir den Punkt am Mondrande in Rechnung bringt und durch
den eben erwihnten Beweis umgeht Bessel die Untersuchung iber die
Veranderung der Figur der Mondscheibe durch die Strahlenbrechung.

Nennen wir die Distanz, welche durch die Messung erhalten wird,
dv¥; dieselbe wird mit den berechneten d“ in der Regel nicht iiberein-
stimmen. Abgesehen von den Fehlern der Beobachtung sagt der Unter-
schied dV — d‘“ aus, dass der vorausgesetzte Langenunterschied m des
Beobachtungsortes vom Meridian der Ephémeride fehlerhaft ist; bezelchﬁet “
man nun mit #* die Verinderung von d“ in einer Zeltsecunde: dleses
Unterschiedes, so ist die an die vorausgesetzte Lange anzubnngende
Correction _ *

dIv— g

n
Den Werth von #' leitet Bessel aus der Gleichung XIII ab. Er lasst
die Glieder zweiter Ordnung fort und differentirt die so erhaltene Gleichung

d"=d"—ktg(d"—H)— Ktg H ;

in Bezug auf d” und H. FEr gelangt hiedurch zu einem fiir alle Falle
ausreichenden N'aherungswerth fiir %/, namlich

»Q ksin1" 1+ 5)
(1 + l acos d— W:—-HT (XIV)
in welchen n die Aenderung der wahren Distanz in derselben Zeiteinheit
ausdriickt — welche aus der Ephemeride entnommen wird — « fiir

sin 7, sin Zsin P, und # fur tg Zsin P, sin d” sin (d" — 2 H) gesetzt sind.

In den meisten Fallen relcht es schon aus, wenn wir setzen

= { cos Igds’l'nl H)‘z) ; - i (XV)

Den Fall, dass das mit dem Monde verglichene Gestirn die Sonne

ist, fiihrt Bessel auf den vorigen Fall zuriick, indem er den Punkt, in
welchem die vom Mittelpunkte des Mondes durch den Mittelpunkt der
Sonne gehende Linie den Himmel trifft, als einen Fixstern ansieht und
nun die durch die Parallaxe bewirkte Verinderung ‘der Distanz des Mon-
des und der Sonne von diesem Punkte nach den eben gegebenen Vor-
schriften berechnet; der Unterschied dieser Wirkungen ist die Verinderang
der Distanz des Mondes von der Sonne. Den Bogen zwischen der Sonne
und diesem fingirten Fixsterne nennt Bessel den Erginzungsbogen. HKs
ist einleuchtend, dass dieser Fall einen noch griosseren Aufwand von
Rechnungen bedingt, als der einfachere. Da es aber nicht meine Absicht
ist, die Methode Bessel’s mit allen Einzelheiten wiederzugeben, sondern
nur das Wesentliche derselben hervorzuheben und eine Kinsicht in die
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Summe von Rechnungen méglich zu machen, durch welche man nach
seiner Methode zu dem gesuchten Resultate gelangt, so darf ich mit dem
hier Mitgetheilten meine Absicht als erreicht betrachten. Bessel schlagt
» vor, dass die astronomischen Ephemeriden, welche Monddistanzen geben,
" zur Erleichterung der Rechnung noch die folgenden Grossen mit auffiihren:

1) den Logarithmus von we?sinx (sin 4sin d — cos 4 cos d cos Q) %)
cos dcos @

sind
.8) logsinz, logp und den Logarithmus von 43429 2 sin z sin o.

4) die Rectascension der Sonne weniger die Rectascension des

2) - Q und den Logarithmus von we? sin 7

# %  Sterns, sowie die Declination des Sterns.

5) den Erganzungsbogen.

+ Den Rechnern der Ephemeriden wiirde es einen nur sehr geringen Zu-
*wachs von Arbeit verursachen, wenn sie diese verlangten Grossen mit

# bereclinen wollten. Sind aber diese Grossen gegeben, so erfordert die

* Reduction der Monddistanzen nach Bessel’s Methode nur wenig mehr
arithmetische Operationen, als die gebriuchlichen Methoden soleche noth-
wendig machen, wie Bessel dies an zweien Beispielen gezeigt hat. Die
Herausgeber der Ephemeriden haben aber bis jetzt dem Vorschlage
Bessel’s noch nicht Folge gegeben.

Wenn ich nun dargethan zu haben glaube, dass einerseits die Me-
thoden der Berechnung von Monddistanzen nicht streng sind, andrerseits
die einzige strenge eine sehr grosse Summe von Zahlenoperationen mit
sich bringt, so darf ich es wohl als gerechtfertigt ansehen, einen anderen
Weg zu suchen, auf welchem man €in eben so strenges Resultat mit be-
deutend weniger Miihe erreicht. Die Methode, welche dieses leistet, und
welche ich im Folgenden entwickeln werde, gehort eigentlich Herrn
Dollen, astronome supérieur an der Nicolai-Sternwarte, an.  Er theilte
mir vor einigen Jahren eine Formel zur Reduction von Monddistanzen
mit, die er in seinen Vorlesungen iiber practische Astronomie giebt. Ich
habe diese Formel vielfach angewandt und mich iiberzeugt, dass sie in
allen Fillen, wenn man streng rechnen will, rascher zum Ziele fiihrt, als
irgend eine der bisher bekannten. Dies veranlasste mich, die durch die
Formel gegebene Methode vollstindig zu begriinden, namentlich was die
Correction der Distanz wegen der verschiedenen Wirkung der Strahlen-
brechung auf die einzelnen Punkte der Mond- und Sonnenscheibe betrifft.

5) w0 =206264",8.
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§ 4.

In der FigurIII bezeichnet P den Pol, P'Z'Z P den Meridian, Z das
scheinbare, Z"das geocentrische Zenith eines Ortes B auf der Erde, dessen
Polhohe ¢ und dessen Linge in Bezug auf den Meridian, fir welchen die
Ephemeride gilt, L ist , 4+ wenn B westlich, — wenn B ostlich von
jenem Meridiane liegt. Die mittlere Zeit der Beobachtung sei T, dann
ist die Zeit der Ephemeride = 7T L=r. Fiir diesen Zeitmoment nimmt
man aus derselben die Rectascension, Declination, Parallaxe, den Radius
und die Entfernungen der beiden Gestirne, die fiir den Mittelpunkt der
Erde gelten; ich werde diese Grossen mit denselben Buchstaben bezeich-
nen, wie dies oben geschehen ist. ¥iur dasselbe Moment sei auch MZ=z
und MZF'=9 die wahre Zenithdistanz und das wahre Azimut des Mon-
des; SZ=4 und SZP‘=q seien die gleichnamigen Grissen fiir ein anderes
Gestirn, dessen wahrer Winkelabstand vom Monde MS=0D ist; der dem
Bogen D im sphirischen Dreiecke MZS. gegeniiberliegende Winkel
MZS = E ist der Unterschied der Azimute der beiden Gestirne; die ent-
sprechenden scheinbaren, fir den Beobachtungsort geltenden Grossen be-
zeichne ich mit 2/, 3, A, o, D’ und E'.

Die Grisse z ist der Unterschied der Richtungen vom Mittelpunkte
der Erde, C, zum Centrum des Mondes und zum Punkte Z, der unendlich
weit ist; der Unterschied der Richtung vom Orte B zu jenen beiden
Punkten ist von z verschieden, weil der Mond in endlicher Enifernung
von uns ist; der Mond bleibt aber in der Ebene, welche durch seinen
Mittelpunkt und die Linie CBZ’ geht und muss sich von Z entfernen, weil
B in der Richtung von C nach Z* liegt; M, bezeichne die Richtung, in
weleher der Mond von B aus gesehen wird, dann ist M,Z=—z, die durch
die Wirkung der Parallaxe gednderte Zenithdistanz des Mondes. Das
Azimut ist von C aus gesehen MZP’, vom Orte B aus hingegen M,ZP’
und es ist einleuchtend, dass M,ZP stets grosser sein wird als MZP'. —
Durch die Strahlenbrechung wird aber der Punkt #, dem Zenithe Z
wieder gendhert; es erfolgt diese Wirkung im Verticalkreise des Mondes,
sie lisst daher das Azimut M,ZP' ungeandert. Beichnet # nunmehr die
Richtung des Mondscentrums von B aus, so ist #Z =2z’ seine scheinbare
Zenithdistanz, in welche z durch die Gesammtwirkung der Parallaxe und
Strahlenbrechung iibergegangen ist. — Fiir das andere Gestirn gelten
dieselben Betrachtungen. Bei dem Monde ist die Wirkung der Parallaxe
stets grosser, als die der Strahlenbrechung; fiir jedes andere Gestirn findet
das Umgekehrte stait; die Gesammiwirkung der Parallaxe und Refraction
auf die Zenithdistanz des Mondes kann nahe 55 Minuten betragen und hat
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ihr Maximum bei circa 75°, fiir das andere Gestirn wird der Betrag
lediglich von dem der Wirkung der Refraction bestimmt, welche im Ho-
rizont ihr Maximum von circa 33 Minuten hat. Ich setze aber in dem
Folgenden voraus, dass die Zenithdistanzen 85° nie betriachtlich iiber-
steigen, denn-bei so geringen Hoéhen der Gestirne wird sowohl die Mes-
sung der Distanz, als auch die Berechnung der Wirkung der Refraction
unsicher; bei 85° Zenithdistanz betragt die Refraction nahezu 10 Minuten.
Bei dem Monde kann die Wirkung der Parallaxe auf das Azimut 12 Se-
cunden betragen, bei jedem andern Gestirn iibersteigt dieselbe nicht ein
* Zehntel der Secunde und bleibt daher hier unberiicksichtigt.

Driicken wir die Summe der Aenderungen, welche z erleidet, um in
z’ iiberzugehen durch dz aus und dem entsprechend die von j und E durch
b3 und dE, so dass z'=—z 0z, ¥y = 3 + b3, E‘=E -+ bE und setzen
D'=D + x so kbnnen wir die beiden Grundgleichungen (I) schreiben

cos D — cos z cos § -+ sin z sin § cos E

€08 (D -+ x) = cos (z -+ 03) cos (3~ D3) + sin (z+ D2) sin (3 -+ 3) cos (E -+ DE)

Die rechte Seite der zweiten Gleichung konnen wir nach dem Taylor’schen
Theorem in eine Réihe entwickeln. Es ist allgemein

F(z-+ 2,3+ 03, E+0E)=F (z,3,E) + bz F)+b( )+‘>E(

DR ) ) o () s )

bpz3 (0 F
+Ti33 3‘bza)"‘ """

In unserem Falle ist

F(z+dz,3+ 03 E+DE)y=cos (D+2a)

und F(Zv 37 E) =‘COSD'

folglich: _ :

bF , l ‘ .

v === — 8in z ¢os § -+ ¢os z sin § cos E — — sin D cos M
P%):—GOSZSin3+sinzcosgcosE:—sinDCOSS
oF . . . o )
b—E):——smzsmgsmE — —ginDsinzsin M
2
(%;F — —¢cos D

2

:82)———cosD

(;-,5) —gin z sin } cos E

E
bzbg,)'*sm 2 sin § + cos z cos 3 cos E=cos D —2 cos (z + » sin®y
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(:;Z) = -—sinzcos ysin E = —¢in D cos 3sin §
2FYy
(hEbz
(Eif =gin D cos M

pz?
wo die Buchstaben M nnd 8 gebraucht sind, um die Winkel im sphari-
schen Dreieck MZS zu bezeichnen, welche ihren Scheitel in diesen Punkten
haben; dem entsprechend werde ich spaier die Buchstaben M' und &

verwenden. Demnach erhilt man

— ¢os zsin } sin B = —sin D cos zsin M

cos (D -+ x)==cos D — bz sin D cos M —Dhysin D cos § — DE sin D sin zsin ¥

L 2 E2 . -
——%—cosD—%— SD-—-%— sin z sin § cos E

L 9zby (cosD —2cos(z+3)sin? %ﬂ) —bzdEsin D cos3sin S— DEdzsin D coszsin i
-+ %%_sin DeosM+......

wobei die Grissen Dz, D3, DE und 2 als in Theilen des Radius ausgedriickt
zu verstehen sind, d. h. dass fiir dz u. s. w. eigentlich stehen sollte

bz sin 17 == %67%24_8‘ Bringt man cos D auf die linke Seite, setzt fiir

cos (D 4 x) — cos D den gleichwerthigen Ausdruck — 2 sin (D 4+ £) sin £, mul-
tiplicirt auf beiden Seiten mit — 1, zieht die in cos I} multiplicirten Glieder
zusammen, setzt sin D als allgemeinen Factor heraus und dividirt auf bei-
den Seiten durch sin (D -+2), so ergiebt sich aus der obigen Gleichung
die folgende:

2 smf—ﬁ;)zﬂ(bz cos ¥ bz cos S+ DE sin z sin M- 2 (M—;%V cotg D

cos (2 __*;)D*m:—}— pzdE cos3sinS -+ b Ebz coszsin M+~
SI.

2E? ginzsingcos B
sin D

—+ 2 bzd

»z3
—mCOSM—-....)

Die Glieder dritter Ordnung kinnen fortgelassen werden; die Ver-
nachlassigung der Summe aller wirde in dem #ussersten Falle, wenn
der Mond in der kleinsten Entfernung von der Erde ist, gleichzeitig die
beiden Gestirne in demselben Vertical stehen und der Mond circa 75° Ze-
nithdistanz hat, in dem gesuchten # noch nicht einen Fehler von 1 Se-
cunde erzeugen. Schreiben wir nun £ fiir sinZ und driicken die Grossen

@, bz, b3 und DE im Folgenden wieder Bogen aus, so wird

sin D b&
¥ =sin (D z)(bz cos M 4 by cos S - bE sin zsin /- 2 sin 1”( ) cotg D

+ 2 gin 14 SO—S(—Zg“;%S——ln—E - sin 1 Db cos  sin § -+ sin 17 DEDdz cos z sin H

+ sin 14 DE2 sin z sin j eos £
2.sin D
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Auch von den Gliedern zweiter Ordnung konnen einige fortgelassen
werden, und die anderen sind nur unter Umsténden von Bedeutung. Die-
jenigen, welche sin D im Nenner haben, konnten sehr gross werden,
wenn £} sehr klein ist; jedoch kommen in der Praxis Distanzen unter
10° nicht vor und die Ephemeriden nehmen solche auch gar nicht auf;

ﬁi—ﬁ wird daher nie grosser als 6 sein. Demzufolge ist das Glied in pE2

stets zu vernachlissigen, da der Betrag immer unter ;}, Secunde bleibt.
Das Glied in by & erreicht in dem Hussersten Falle, wo das mit dem
Monde verglichene Gestirn im Horizont steht, also D3 nahezn 2000 Se-
cunden betridgt, noch nicht den Betrag von 0,1 Secunde und fallt daher
auch fort. In der Praxis vermeidet man sogar, wenn irgend thunlich,
Monddistanzen zu nehwmen, wenn eines der beiden Gestirne mehr als 80¢
Zenithdistanz hat, denn wur ganz ausnahmsweise wird in solchem Falle
eine sichere Messung gemacht werden kénnen; bei 85° Zenithdistanz wird
dieselbe. selbstverstdndlich noch schwieriger. Auch die Reduction der
Monddistanz wird dann unsicher, da die Wirkung der Strahlenbrechung
filr Zenithdistanzen tber 85° nicht mehr auf einige Zehntel der Secunde
genau berechnet werden kann, indem die Betrige verschieden ausfallen,
je nach dem Gesetze der Abnahme der Temperatur mit zunehmender
Hohe iber dem Erdboden, welches man zu Grunde legt.

Das Glied in pzDE wird ebenfalls nie von Bedeutung sein. HEs ist

bz stets kleiner als wsinz, wo = die Aegquatoreal-Horizontalparallaxe be-

deutet, folglich ist sin1”7 DE sinz cos zsin M= sin 1z bE 2% sin M~

sin 17 020E cos zsin M  Der Ausdruek auf der linken Seite hat aber sein
Maximum fiir z =45° und dieses Maximum selbst betridgt noch nicht 0,1
einer Secunde, um so mehr wird sin1”bdzdEcoszsin M in jedem Kalle

zu vernachldssigen sein.

Die bis jetzt betrachteten Glieder kommen nie in Betracht, auch ihre
’ gin D

1 1 . smD .
Summe kann nie von Bedeutung werden; der Factor — (hro welchem
2

‘% dreissig Minuten nie iibersteigt und D stets grosser als 10 Grad vor-

ausgesetzt wird, schwankt um 1 herum und seine dussersten Granzen sind
4% und 33 Derselbe andert also in unserer Behauptung nichis.

gin? Z cos(z+3) . .
e ist immer unbedeuntend, wenn
sin .

E entweder sehr klein, oder sehr nahe =—180° ist. Fir E=180°, wo
daon D=z 4 3 ist, erveicht dieses Glied fiir die Werthe von 3 = 32046/,

z = 249 29 wnd D == 57° 15’ im Maximum noch nicht den Betrag von j§

Das Glied 2sin1“ dz Dby
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einer Secunde. Ist aber E nahe —90° und dabei z = 75°, 3,:85“, 30 be-
trigt dasselbe gegen 10 Secunden, was auch nahezu der Maximalwerth
dieses Gliedes ist. In den zumeist vorkommenden Fillen erreicht dieses
Glied jedoch nur den Betrag von wenigen Zehnteln der Secunde, da z -3
in diesen Fallen von 90° nicht viel verschieden ist. Das Glied
2 sin 17 (32—_2_—%)2 cotg D kann sehr gross werden, denn dzund by haben
stets entgegengesetzte Zeichen und bz — by wird im Maximum fast 4000
Secunden betragen konnen; fir D= 10" wird daher der Werth dieses
Gliedes fast 240 Secunden erreichen.

" Von den Gliedern erster Ordnung bleibt nur das in d£ multiplicirte
sehr klein und zwar unter 12 Secunden.

Die Gleichung fiir x wird also bedeutend kiirzer; nach Fortlassung

der immer unbedeutenden Glieder lauten sie-jetzt:

__ sinD 4 {071}
= mdLD (bz cos M+ 03 cos S+ dE sin Msin z+ 2 sin 1 ( ) cotgD
, 2sin1"sin? Eeos (z+3)
R sin D ) bzD}
Das x steht nicht explicite da und die Losung der Aufgabe ist dem-

XVl

nach keine vollstindige zu nennen; vom analytischen Standpunkte aus mag
man sie verwerfen; fiir die Praxis ist sie eben so gut wie eine vollstin-
dige und bequemer. Der Ausdruck in der Klammer ist der erste Nihe-
rungswerth von 2, und dieser mit dem Factor g, ( 1) +§) multiplicirt giebt
das gesuchte x schon so genau, dass eine Wiederholung der Berechnung
dieses Factors in der Regel nicht mehr erforderlich wird. Nur wenn die
Distanz sehr klein und die Reduction selbst sehr gross ist, wird eine
solche nothwendig werden konnen, aber die Rechnung ist so kurz und
einfach, dass von dieser Seite her kein Einwand gegen die Methode ge-
macht werden darf.

Gehen wir von den beiden Grundgleichungen aus, in denen statt der
wahren Grossen — Zenithdistanzen und Azimut — die scheinbaren stehen,
wahrend die Beziehungen zwischen diesen und jenen dieselben bleiben,
also von den beiden Gleichungen:

cos D! = cos z‘ cos 3’ 1+ sin z‘ sin 3’ cos £
cos (D' —)==cos (z' — d}) cos (3’ —Dbj) + sin (2 —bz)sin (3 — b}) cos (£ —DE)
und fithren dieselbe Entwickelung durch, so erhalten wir, wie leicht zu
iibersehen,

sin D’

:m"x) cos M’ dz + cos S’ by + sin M'sinz' DE
sin 2 g eos («f +a’>)

sin I¥

— 2sin 1 (D cotfr D’ — 2 8in 1“ bz by (XVID)
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Man kann eine von diesen beiden Formeln zur Berechnung von =z
wahlen; spiater wird sich zeigen, dass die Winkel M’ und §’ auch bei
der Reduction der Distanz vom Rande auf den Mittelpunkt des Mondes
und der Somnne gebraucht werden und daher die Formel XVII im Allge-
meinen vorzuziehen ist. Welche Formel man aber auch gebrauchen mag,
in jedem Falle reichen fiinfstellige Logarithmentafeln zur strengen Be-
rechnung von x aus; auch brauchen dabei die Winkel D, M, S, z und j
nicht genauer als auf die Zehntel der Minute bekannt zu sein; die Grossen
bz, 3 und PE werden im Allgemeinen von derselben Genauigkeit sein
miissen, mit welcher man die Reductionsgrésse x zu kennen wiinscht., —
Zunichst ist demnach anzugeben, wie die eben genannten Winkel mit
der geforderten Genauigkeit zu ermitteln sind.

§ 5.

Der Unterschied der Rectascension und der Sternzeit der Beobach-
tung ist der Stundenwinkel; fir den Mond heisse er t. Aus demselben,
der Declination des Mondes und der Polhdhe des Beobachtungsortes wer-
den die Zenithdistanz und das Azimut — welches immer von Siiden nach
Ost und West bis 180° gezahlt wird — fiir dieses Gestirn gefunden aus ‘
den® drei Gleichungen: .

’ cos z = sin 0 sin ¢ + co0s 0 cos ¢ cos t
— sin z cos U = sin ¢ cos ¢ — cos d'gin ¢ cos ¢

sin z sin A = cos dsin ¢

oder, wenn man den Hilfswinkel y einfiihrt, der dnrch die Gleichung

gegeben ist:

_ tgd
tg = cost l
v . . _ tgtcosy
ans den beiden Gleichungen tg sw—7 ( (XVIID
_tgle—n
o tgz= - cos U

Ganz auf demselben Wege erhalt man fiir das andere Gestirn aus
den entsprechenden Stiicken die Grossen a und 3
Will man die Formel (XVI) anwenden, so entnimmt man das D
durch eine leichte Interpolation aus der Ephemeride und berechnet die
Winkel M und & aus den beiden Gleichungen:
M-S __ E sinl(z—2)

=5~ = % 3 syt
E cosl(3—2)
2 o 3 cosi (T D)

(XIX)
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Dieselben konnte man bequemer erhalten aus den beiden Gleichungen:
. __ sin E giny
sin M= =35

. o_ sinEsinz
und sin S = iiete
sin D

Wenn jedoch M nahe an 90° ist, so ist der Uebergang vom Sinus
auf den Cosinus ungenau und das grosste Glied der Reductionsformel,
namlich cos Mpz, wird fehlerhaft werden kénnen, daher sich diese beiden
(Gleichungen im Allgemeinen nicht empfehlen lassen.

Da nun die Grossen z, 3, ¥, a, # und § alle durch die Tangente
gefunden worden, so wird, bei strenger Anwendung fiinfstelliger Loga-
rithmentafeln, unter allen Umstianden auch das Zehntel der Minute bei
denselben zu verbiirgen sein.

Um die Formel XVII anzuwenden, miissen wir die scheinbaren
Winkelgrossen kennen. Es ist aber z'=z4-d2= 2 - bz 2 + drz,; Dz 2z
ist die Aenderung der wahren Zenithdistanz durch die Parallaxe und
brz, die Aenderung von z + drz==2z, durch die Strahlenbrechung. Dem
analog ist 3 =3+ Dx3 + drj und E‘= E 4 dzE zu verstehen. — Die
Wirkungen der Parallaxe auf Zenithdistanz und Azimut werden auf fol-
gende Weise ermittelt. Es sei p die Entfernung des Beobachtungsortes
vom Mittelpunkte der Erde, ausgedriickt in Theilen des —a==1 ange-
nommenen Radius des Aequators, und ¢’ die geocentrische Breite des
Beobachtungsortes, so wird, wenn wir mit Bessel die Abplattung ==
s97,455 annehmen, ¢’ am bequemsten gefunden aus der Gleichung

ly so’:%:- tg ¢
wo b die halbe Ikleine Achse des als Ellipse betrachteten Meridians be-
deutet und log —Z; =9,9970916 ist; p-erh'alt man mit fir unseren Zweck
vollig ausreichender Genauigkeit au;ﬂder Formel
log p ==9,999275 + 0,000727 cos 2¢ %)
Nennen wir r die Entfernung des Mondes vom Centrum der Erde
und 7/ die vom Beobachtungsorte, so ist % == sin m; der dem Beobach-

tungsorte entsprechende Winkelhalbmesser des Mondes p’ ist gegeben

6) Im Berliner Jahrbuch fiir 1852 und in den Tables de la lune von Hansen ist
eine Tafel fiir ¢ und log p gegeben, aus der man diese Grossen fast ohne Rech-
nung entnimmt; es ist zu wﬁnsdhen, dass bei einer neuen Ausgabe der Schuma-
cher’schen Hiilfstafeln, dieses Tifelchen mit aufgenommen wiirde,
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durch die ‘Gleichung sin p’ == sin o= -, oder eben so genau durch p :pz, ..
Danx ,ﬁndewman A’ aus der Gleichung:

o — 9 4 psinz. (@ —¢)sinY (XX?)

gin z

gller,’ wenh z sehr klein ist, aus der strengen Formel:

p.sinz.sin (¢ — @) sin Y
sin z XX¥
1_psin7z.sin(gp—:p‘)cos%l; ( )

gin z

g —W=

2,5~% = Dnz aus der Formel: .

__ psinwsinz— (g — ¢') cos A)
gz, —2)= 1—psinz cos (z — (¢ — ¢’) cos A) (XXT)

und endlich p’ aus

. r
p—1—psin7rcos(z——(go—go’)cos%[) (XX1I)

Die elegante von Enke gegebene Ableitung dieser Formeln aus

den drei Grundgleichungen :

r'sinz, cos Y = rsin z cos A — p sin (p — ¢’)

r'sinz, sin Y =rsinzsin Y

7! €08 2, =rcosz—p cos (¢ — ¢’)
findet sich in Briinnow’s sphérischer Astronomie, 2. Auflage, Seite 155
und ich habe sie daher hier nicht wiederholen wollen. In Bezug auf
die Gleichung (XXII) bemerke ich nur, dass dieselbe erhalten wird, wenn
man die daselbst gegebenen beiden Gleichungen:

dsin(z,—z):psinn:s'm G—(p—¢)cos )

—cos(z,—v)—wi psmncos(z—(go—go’)cos?l)

s

deren Division durch einander auf ig(z, — z) fiihrt, quadrirt, addirt
und dann auf beiden Seiten die Wurzel auszieht.

Fir das andere Gestirn haben wir nur bz} zu berechnen; bezeichnen
wir die Parallaxe desselben mit =’, so ist

Dz} = 7’ sin 3. (XXIID)

Die Veranderungen der Zenithdistanzen z, und 3, durch die Strahlen-
brechung werden berechnet mit Hiilfe der Bessel’'schen Refractionstafeln,
welche in den Tabulis Regiomontanis pag. 558 u. ff. gegeben und auch
in die Sammlung der Hiilfstafeln von Schumacher aufgenommen sind.

Es ist namlich
4
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‘ Drz, = ofiritg 2’ (XX1V)

in welcher Formel ¢, 4 und 2 von der scheinbaren Zenithdistanz ab-
hangende und mit derselben sich nur sehr langsam #ndernde Grossen
sind, 8 durch den Stand des Barometers und der Temperatur des Queck-
silbers in demselben und endlich y durch die Temperatur der Luft am
Beobachfungsorte bestimmt werden. Diese Tafeln haben die scheinbare
Zenithdistanz zum Argumente, die Grosse, welche wir suchen. Fiir
unseren Zweck wird es aber meist schon ausreichen, wenn wir zur Be-
rechnung von bgz, die der Zenithdistanz z, entsprechende mittlere Re-
fraction von z, abziehen und mit der so erhaltenen, angenihert richtigen,
scheinbaren Zenithdistanz (z") in die Tafeln eingehen. In Bessel’s astro-
nomischen Untersuchungen, Band I, und in der oben citirten Abhandlung
von Bessel iiber die Berechnung der Linge aus Monddistanzen, finden
sich jedoch Tafeln, welche die wahre Zenithdistanz — hier z, — zum
Argumente haben und es wiirde den Rechnern sehr gedient sein, wenn
auch diese letzteren Tafeln in der Schumacher’schen Sammlung bei einer
spiteren Ausgabe einen Platz finden.

Ganz auf dieselbe Weise berechnet man Dgj,.

Haben wir z‘, ¥ und E’ gefunden, so werden aus diesen Grossen
M und & berechnet, ganz analog wie die Winkel # und § aus z § und F
nach der Formel (XIX) gefunden werden.

Zur Anwendung der Formel (XVII) bediirfen wir nun noch der
scheinbaren Distanz D’ — des Winkelabstandes des Sterns oder des Mittel-
punktes der Somne vom Mittelpunkte des Mondes. Diese Grosse wird
aber nicht unmittelbar durch die Messung erhalten; gemessen wird, in
dem Falle wo es sich um die Entfernung eines Sterns vom Monde han-
delt, der kiirzeste Abstand des Sterns von dem erleuchteten Theile der
in Folge der Wirkung der Strahlenbrechung nicht mehr kreisformigen
Scheibe des Mondes, und in dem Fallé, wo es sich um die Entfernung der
Sonne vom Monde handelt, der kiirzesie Abstand der nichsten Rander
der nicht mehr kreisformigen Mond- und Sonnenscheiben von einander.
Der grosste Kreis, in welchem dieser kiirzeste Abstand liegt, fallt nicht
mit dem grossten Kreise zusammen, welcher durch die Mittelpunkte und
den Beobachtungsort geht. Letzteres wiirde nur dann eintreffen, wenn
die Scheiben Kreise wiren. Es wird nun allgemein angenommen, dass
durch die Wirkung der Strahlenbrechung die kreisférmigen Umschreibungen
des Mondes und der Sonne in elliptische iibergehen; strenger, dass die
Figur der Umschreibung aus zwei halben Ellipsen besteht, die eine ge-
meinschaftliche grosse Achse haben; die kleine Achse der oberen Ellipse
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ist mm den Unterschied der Refractionen fiir den Mittelpunkt und den
oberen Rand kleiner als die grosse Achse, und die kleine Achse der un-
1te'1-enésE1]jpse um den Unterschied der Refractionen fiir den unteren Rand
und den Mittelpunkt. Bezeichnet man den in Betracht kommenden Unter-
gthied fir die Mondscheide mit do’, fur die Sonnenscheibe mit do’ und
peant den unmittelbar gemessenen kiirzesten Abstand D", so ist

D' = D¥ =o' — Ao cos® M) (XXV?)

‘wenn die Distanz eines Sternes vom Monde gesucht wird; da§ Zeichen
— gilt fiir den entfernteren, das Zeichen + fir den naheren? wird die
Distanz der Sonne vom Monde gesucht, so ist )

D' =D"+ p' ~ 4’ cos? ' + p* ~ dp" cos? . (XXV?)

Welchen Fehler man bei Anwendung dieser beiden letzten Formeln im
aussersten Falle begehen kann, soll im nachsten Paragraphen untersucht
werden,

§ 6.

; Es sei Fig. IIT C der Mittelpunkt der kreisformigen Scheibe des Mondes
oder der Sonne, B ein Punkt des Randes; die Zenithdistanz von C heisse z
die von B z'; der grosste Kreis der durch C, B und den Beobachtungsort
gelegt ist, mache mit dem Vertical von € den Winkel M, welcher = o

ist, wenn B dem oberen Rande der Scheibe entspricht; der Radius der
Scheibe sei p. Dann ist

€0s z’ = €08 Z ¢os p -+ sin z sin p cos M

Da p im #ussersten Falle 1000 Secunden, oder in Theilen des Radius

I3 3 . .s 2
zas betragt, so konnen wir mit ausreichender Annaherung cosp —1 — ’—’2—
und sin p — p setzen und erhalten somit

Vi .
€08 z’ = €05 (1 — 7) + psinzcos M oder
2
€05z’ —cosz —=psinz cos M— - cosz und nach be-

2
kannter Transformation

1
sin (z —+ f;

2
Az =7 — 7= (—,osmzcosM%—’—.Lcosz)

2
und da

1 = cosec 4
Az z 2

— cotg z cosec z -A—? (1 + 2 cotg %} cosec z ist,
sin (z —}——5
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so wird

Az =— (cose cz— %-Z_ cotg z cosecz -+ A—;f_(i —+2cotg?z) cosecz) (—-— osinzcos M2 - ® cos z)

Die Grosse 4z ist von der Ordnung von p, vernachlissigen wir daher
bei der letzteren die Glieder von hoherer Ordnung als der zweiten, so
diirfen wir auch die Glieder, welche in 4zp? oder Az2p multiplicirt sind,
vernachlassigen; filhren wir daher die angedeutete Multiplication auf der
rechten Seite der vorstehenden Gleichung aus und lassen die Glieder der
dritten Ordnung fort, so kommen wir, nach Zusammenziehung der Glie-
der in 4z, zu der folgenden Gleichung:

dz (1 — % cotgz cos M) — — p cos M+ 3_; cotg z

welche, wenn wir durch den Factor von dz auf beiden Seiten dividiren,
tibergeht in
2
Az:z’_ZZmpcos/l(f—{—‘fz—cotgzsin2 M

aus welcher folgt, dass

z'=z—pcos M+ %2- cotg z sin? M (XXVI)
Die folgende Untersuchung bezweckt die Bestimmung des Einflusses der
Refraction auf die Figur der ausseren Umschreibung des Mondes oder
der Sonne; bei einer Zenithdistanz von 5° ist dieser Einfluss verschwin-
dend, es wird daher die Cotangente von z nie grosser als 11,5 voraus-
gesetzt. Das letzte Glied auf der rechten Seite betragt fir M—=90° und
p=1000" = 5}5, 288; die vernachlassigten Glieder werden daher vor-
aussichtlich noch nicht ein Zehniel einer Bogensecunde betragen. Fiihrt
man die Entwickelung bis zu den Gliedern dritter Ordnung inclusive
wirklich aus, so ergiebt sich, dass das Glied in p® noch nicht 0,008 einer
Secunde ansmacht. Es wird demnach der Werth von z’ durch die Glei-
chung (XXVI) vollkommen genau bestimmt. Ich bemerke nur noch, dass,
wenn z‘, z und p Biogen bedeuten, das letzte Glied der Gleichung noch
den Factor 356555 = sin 1’ erhalten muss.

Bezeichnet 3 den Unterschied der Azimute des Mittelpunkts des
Mondes und des Punktes am Rande, so haben wir zu seiner Bestimmung
die Gleichung

sin z‘ sin # = sin M sin p

ans welcher mit Beriicksichtigung der eben gefundenen Relation zwischen
z' und z, der Winkel S mit ausreichender Genauigkeit gefunden wird
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ﬂ:'%zif(l + p cos M cotg 2)

Wird der Mittelpunkt des Mondes durch die Strahlenbrechung um
die Grosse afyitgz dem Zenithe gendhert, so wird ein Punkt seines
Randes um die Grosse a/f3y’ tg 2’ — o'f'74 tg (z—p cos M + ’—;2- cotg z sin? M)
dem Zenithe niher gebracht. Setzen wir af3A==F% und /Y94 =k, so
sind £ und %' kleine Grossen, welche im Maximum noch nicht 58" betragen
und von der Zenithdistanz abhéngen, sich aber mit derselben nur sehr
langsam #ndern. In unserem Falle andern sich die Zenithdistanzen selbst
nur um hochstens 34 Minuten und es ist daher erlaubt, die Aenderung
von k fiir ein solches Intervall der Aenderung der Zenithdistanz propor-
tional zu setzen. Es bezeichne x die Aenderung von k fir die Aenderung
" von 1 Secunde in der Zenithdistanz; fiir z—85° ist x = 0,00052. Ent-
spricht nun £ der Zenithdistanz des Mittelpunktes des Mondes, so ist das
der Zenithdistanz eines Punktes seines Randes entsprechende

M=k x(z—z)
:k—f—xpcosM-———x‘%icotgzsin?M

wo wir das letzte Glied um so mehr fortlassen konnen, da cotg z fiir
grosse Zenithdistanzen, die bei unserer Untersuchung nur in Betracht
kommen werden, klein ist. Es ist somit in allen Fiallen wmit ausreichen-
der Genaunigkeit zu setzen

k' =k 4 xp cos M.

In der Figur IV bedeutet FGIB die kreisformige Scheibe; die ein-
zelnen Punkte derselben werden durch die Strahlenbrechung ungleich
gehoben und F'G‘I'B’ bezeichne die Figur, in welche der Kreis durch die
Wirkung der Refraction iibergegangen ist. Der Radius, welchen man in
Anwendung zu bringen hat, um die gemessene Distanz eines Sterns vom
Punkte B’ auf den Mittelpunkt C' des Mondes zu reduciren, ist daher
B‘C' = p,. Die Zenithdistanz von €’ ist z — k tg 2z, die von B’ ist 2/ — k' tg 2';
der Winkel B‘ZC’ ist f. Fir das sphérische Dreieck BCZ gelien die
folgenden Gleichungen:

€08 p = €08 z c0s z’ 4 sin  sin z’ cos B
sin p cos M = sin z ¢os z’ — cos z sin z‘ cos 3
sin p sin M = sin z‘ sin 8

und fir das sphéarische Dreieck B'C'Z:
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cosp, = cos (z—ktgz) cos (z'— k' tg z*)+sin (z—k tgz) sin (z'—k'tgz) cosp
sin p, cos M= sin (z—ktgz) cos (z'—k'tgz") — cos (z—ktgz)sin(z'— k' tgz)cos B
sinp, sin M‘=sin (z'—&’tgz')sin 8

Entwickelt man die rechten Seiten der letzten 3 Gleichungen, indem
kriga? k2 tg? 2/

2 2
sin k' tgz’=k'tgz’, cos f=1— %, sin §=f und die Glieder der 3ten und ho-

man setzt: cos kigz—1— , sin ktgz = ktgz, cos k' tg 2/ —1 —

heren Ordnung fortlasst, so erhalt man fiir die letzten drei Gleichungen
die folgenden:

cos p, = cos p + sin (z—z‘) (ktgz— k' tgz) — L (ktgz — Kk tgz)?
sin p, cosM'=sinp cos M — (ktgz — k' tg z*)
sin g, sin M/ =sin psin M — &’ sin 2’

Setzt man hier cosp,—=1— %2— und sinp,==p,; dem entsprechend

cosp=—1— B;’ und + sin p = p; entwickelt sin (z — 2z‘) uud sin 2’ ebenfalls

bis zu den Gliedern zweiter Ordnung inclusive, so gehen die letzteren
Gleichungen endlich iiber in die folgenden:

pi=p2—2pcos Mhtgz — k' tgz') 4 (ktgz — k' tg z')2
p,cos M ==pcos M— (ktgz— k tgz) (XXVII)
psin M—=psin H(1 — k)

Der Ausdruck ktgz — k' tg 2z’, wenn wir in denselben die oben gefundenen
Werthe fiir £/ und z’ einfiihren, lautet:

ktgz—(k—+—pZCOSM)'tg(Z-‘OCOSM+,§GOthSin2M)

Er hat ein Maximum fiir M = ¢ welches wir mit dp bezeichnen wollen, also
do=1lktgz— (k+x0)tg (z—p)

Fir eine Zehithdistanz von 85¢ und £ —1000 Secunden ist 40 hichstens
= 27"; fir kleinere Zenithdistanzen wird es rasch kleiner, und fiir
z==43° betragt es nur noch etwa 1 Secunde. Fiir M =90° ist dagegen
ktgz — K tgz’ nur um ein Glied zweiter Ordnung von Null verschieden.
Es liegt daher nahe, diesen Unterschied von dem Winkel M abhangig zu
machen und zu setzen

ktgz— K tg 2= dp cos M.
Entwickeln wir tg (z — p) in eine Reihe, namlich:

tg(z—p) =tgz—p A +tg?2) +p2tga (1 +tg?2).....
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so wird

dp cos M= — pxcos Mtgz + (k 4 px) p cos M (1 4 tg2 z)
—(k+xp)p2cosMtgz(1+tg2z)+....

Entwickeln wir ebenso tgz'=tg (z — pcos M+ %2 cotg z sin? M) in eine
Reihe und fiihren die Multiplication derselben mit k‘=k + px cos M
aus, so erhalten wir fiir den Unterschied & tg z— k‘tgz’ die folgende Reihe.

ktgz—k'tgz'=—=— pxcosM tg z+ (k+px cosM) ( pcosM—%zqotg zsin2M)(1-+Htg2z)
— (k4 px cos M) (pcos M — g—z cotg z sin? M)? tg z (1 - tg2 z)

Vergleichen wir die beiden Reihen fiir do cos M und % tg z — & tg 2z’ mit
einander, so ergiebt sich, dass die Glieder in p in beiden gleich sind, der
Unterschied beider Reihen wird also nur noch in p? multiplicirte Glieder
enthalten; ziehen wird dieselben zusammen, so erhalten wir den Unterschied

dp cos M— (ktgz—k’ tg 2')=p® (1 -+ tg? 2) (cos M (1 —cos M) (x—k g 2) +-ksin? Mcotgz)

Dieser Unterschied hat ein Maximum fir M ==60°, welches fiir z = 85°
und p=1000 Secunden nur etwa } einer Secunde betragt. Fiir kleinere
Zenithdistanzen wird dieses Maximum sehr rasch kleiner und fiir z = 80°
und p=1000" erreicht dasselbe nicht mehr ;5 einer Secunde. Es wird
also, wenn wir firx ktgz—k'tg z den Werth JpocosM gebrauchen,
letzterer um } einer Secunde fehlerhaft sein konnen und dieser Fehler
kann mit seinem vollen Betrage in der schliesslich erhaltenen scheinbaren
Distanz D’ stehen bleiben. Wenn man jedoch bedenkt, dass die Mes-
sung von Monddistanzen sehr unsicher ist, wenn eines der beiden Ge-
stirne nur 5° tber dem Horizont steht, s0 wird man einen in der Berech-
nung dieser Messung iibrigbleibenden Fehler von kochstens 1 einer Se-
cunde wohl iibersehen dirfen. Sollte jedoch die #usserste Strenge der
Rechnung erforderlich werden, so steht dem nichts im Wege, dass man
den Unterschied von d4pcos M — (ktgz — k‘tg z)- nach obiger Formel
ermittelt.

Setzen wir nun fiir k tg z — &’ tg 2’ in den Gleichungen XX VII 4p cos M
s0 gehen dieselben iber in die folgenden:
pr 2==p% — 2 pdp cos? M + dp? cos? M
£, €08 M' = (p — dp) cos M
o, sinM'=—psin M (1 —k)

Fiir die erste Gleichung konnen wir auch schreiben:
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2,2 = (o — dp cos2 M)? + 4p® cos> M sin2 M

=(p— 4p cos> M)? (1 + (;”’f’},f'ffsm) )

und wenn wir die Wurzel auf beiden Seiten ausziehen, so erhalten wir:

, dpsin M
pr=(o—dp cos*3) (1 + 3 (25 22 0 s“jpco‘;of 5

dp sin Meos M2 . . )
( —dpcost M ,.D:) im Maximum noch unter 0,0001, wir

werden daher p, stets auf das Zehntel der Secunde richtig erhalten, auch
wenn wir dieses quadratische Glied vernachlassigen. Somit erhalten
wir schliesslich

Es ist aber }

pr=p — dp cos? M.
Betrachten wir nun die Gleichung der Ellipse

p,? sin? M p/2eos® M .
T e =1

Die Abplattung derselben =t e p. Driicken wir p, durch g und @
aus, so ergiebt sich:

o, =a—{a— b)cos* M’

wobei das Quadrat der Abplattung vernachlissigt ist. Es ist aber in
unserem Falle a==p und a — b= dp folglich wird

£ =p — do cos* M’

Wir konnten also die durch die Strahlenbrechung verénderte Figur der
Mond- oder Sonnenscheibe als eine der Ellipse sehr nahe kommende an-
sehen, wenn wir den Winkel M’ mit M vertauschen diirften. Fiir nicht
sehr grosse Zenithdistanzen wird 4o so klein, dass wir durch Vertan-
schung von M mit M’ in der That keinen irgend erheblichen Fehler in p,
begehen werden, da, wie wir sogleich sehen werden, M und M’ hiochstens
um 46 Minuten“von einander verschieden sind. Somit erscheint also die
Annahme, dass die durch die Refraction veranderte Figur der Mond-
und Sounenscheibe eine Ellipse ist, im Allgemeinen gerechtfertigt. Den
Unterschied M’/ — M finden wir aus der zweiten (leichung:

p' eos M/ ==cos M (p — 4p)

Wenn wir auf der linken Seite durch p’ und auf der rechten durch
o — 4p cos? M dividiren, so wird

cos M'—=cos M — cos M sin* M (‘%’o + %f; cos? M)
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oder

cos M — cos M'==2sin Ml;Msin MI—;M:cos M sin? M(f—’pﬁ—%—

do?
P“; cos? M)

aus welcher sich ergiebt, wenn wir nur das erste Glied suchen,
Mo=M+} AFP sin 2 M

Der Ausdruck auf der rechten Seite hat ein Maximum fir M= 45°; fir
z=85° und p = 1000 ist %:0,027; demnach sind #’ und ¥ héchstens

um 46 Minuten von einander verschieden. Vertauschen wir daher bei
der Berechnung von o den Winkel # mit M‘, so wiirden wir im ausser-
sten Falle o nur um % einer Secunde fehlerhaft erhalten konnen. Aus
dieser Gleichung folgt aber, dass

M:M'_%i‘}smw/

im zweiten Glied der rechten Seite konnen wir nun ohne Weiteres fiir
2M schreiben 2M'; hierdurch kann der Winkel # im Maximum allerdings
um 36 Secunden fehlerhaft ausfallen, welcher Fehler jedoch gleich Null
zu achten ist, indem er das gesuchte p, noch nicht um ein Hundertstel
einer Secunde andert. KEs ist demnach schliesslich

p =p— dp cos? (M’ — %%’i sin 2M')

Wir wiirden hiemit die Frage als erledigt ansehen diirfen, wenn die
Entfernung des Sterns vom Punkte B’ gemessen wire, wie wir oben vor-
aussetzten. Der Bogen grossten Kreises, in welchem der kiirzeste Abstand
des Sterns vom elliptischen Rande des Mondes liegt, trifit den Rand aber
nicht im Punkte B’ sondern in einem andern. In der Figur V bezeichne
F'G'l' die der Ellipse sehr nahe kommende Umschreibung der Mond-
scheibe, P einen Punkt derselben, dessen Zenithdistanz z, ist; 8* den Ort
des Sterns, dessen Zenithdistanz — 3’ ist; die Distanz des Sterns vom
Punkte P’ sei D*, der Unterschied der Azimute des Sterns und des Mittel-
punktes des Mondes sei E, der Unterschied der Azimute des Punktes P’
und des Mondcentrums sei 3; endlich sei Winkel ZC'P/ =%, Dann ist

cos D" — cos 3’ cos z,' -+ sin }’ sin z,' cos (E— )
= €08 §' cos z,’ - sin 3’ sin z,’ cos E cos B -+ sin 3’ sin z,' sin E sin 8

ferner €05 z,' = €08 7 €08 g, - sin z sin p, cos T/
sin z’, cos f# — sin z cos p, — €08 z sin p, cos M'

sin 2/, ¢os 7 = sin p, sin W/
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Fiihren wir diese Werthe in die Gleichung fiir cos D ein, so erhalten wir

cos D* = cos 3’ (cos z cos p, + sin z sin p, cos M)
+ sin § cos E (sin z cos p, — cos z sin p, cos M)
+ sin p, sin M’ sin 3’ sin E

Nehmen wir von dem Ausdruck auf der rechten Seite die Ableitung nach

M, setzen dieselbe — 0, so bestimmt diese Gleichung denjenigen Werth

von I/, fiir welchen die Entfernung des Sterns vom Mondrande ein Mini-

mum oder Maximum wird. Die Grossen §, z und E sind constant, wih-

rend p, eine Function von M’ ist. Wir gelangen dadurch zu der folgen-
den Gleichung: 4

— (cos z cos 3’ - sin z sin 3’ cos E) sin p, bbgt,‘
+ (sin z cos 3* — cos z sin § cos E) cos M’ cos p, 5%2’—,
— (sin z cos §' — cos z sin 3 cos E) sin M’ sin p, (— ©

+ sin 3 sin E cos M’ sin p,

. . . bo
+sin ' sin E sin IR’ cos p, S

Betrachten wir aber das spharische Dreieck ZC'S, in welchem die Seite
C'S' mit ® und der Winkel ZC'S’ mit I bezeichnet Werden mogen; fir
dasselbe bestehen die folgenden Relationen:

€08z cos } -1 sinzsiny cos E—cos ®
sin z cos 3’ — cos z sin §'cos E=sin D cos M
sin z sin £ —sin D sin M

Setzen wir diese constanten Grossen in d1e eben entwickelte Bedmgungs-
Gleichung ein, so lautet dieselbe

( D . D, . . . D
— cos Dsinp, bhé)/;é' + 8in D cos M cos M’ cos g, 557', -+sin D sin P sin W’ cos g, 59‘)%
0 == ’
— gin D cos M sin M’ sin p, + sin D sin MW cos P’ sin p,

Man iibersieht leicht, dass diese letatere sich umformen lasst in die folgende
—cos Dsinp, k??;l” +8in D cosp’ b‘,‘)(,';i‘ cos (M —M) — sinDsin p, sin (M'—IM) — 0

Diese Gleichung lehrt uns zuniichst, dass M'=M keine Lﬁsung derselben
ist, denn unter dieser Voraussetzung folgt

cotg D = cotg p,

was unméglich ist. Der grosste Kreis zwischen Stern und Mittelpunks
des Mondes fallt demnach nie mit demjenigen grossten Kreise zusammen,
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in welchem der kiirzeste Abstand des Sterns vom Mondrande liegt.
Andrerseits wissen wir aber aus dem Vorhergehenden, dass die Abplatiung
der nahezu elliptischen Mondscheibe im Aussersten Falle 0,027 ist, daher
der Unterschied I’ — M nur ein kleiner Winkel sein kann. Einen ersten
Naherungswerth fir diesen Unterschied erhalten wir demnach aus der
obigen Gleichung, wenn wir in derselben sin (' — )=’ — M und
cos (' — M) —1 setzen. Durch diese Annahme ergiébt sich

M — M = (cotg p, — cotg D) g%

Der Factor bbé]l;tl' ist positiv, wenn 9% im ersten oder dritten, negativ,

wenn derselbe im zweiten oder vierten Quadranten liegt. Nach der
Voraussetzung soll nun ® nicht kleiner sein als 10°, mithin cotg I nicht
grosser als 63 und da Distanzen, die viel grosser als 135° sind, nach
der Natur der Instrumente, welche zum Messen von Monddistanzen dienen,
nicht vorkommen konnen, so ist — 1 die andere Granze des Werthes
cotg D. Aus der Gleichung fiir den Radius Vector ergiebt sich fiir

eine Zenithdistanz des Mondcentrums = 85° und p=1000", %-:26“;

der Werth von cotg p, ist dann hochstens = 218,3; somit erhalten wir
schliesslich den Maximalwerth vom $'— MM, in einer Zenithdistanz von
850, ===1035". Die Winkel M’ und M werden nur gebraucht, um den
Radius Vector zu berechnen, daher kommt bei ihrer Bestimmung ein
Fehler von 2 bis 3 Minuten nicht in Betrachi; ein solcher Fehler wiirde
in dem gesuchten p nur einen Fehler von 1 bis 2 Hundertstel zur Folge
haben. Wir kénnen daher cotg D gegen cotg p, stets vernachlassigen;
demnach erhalten wir '

M — M = cotg p, ;9’;3,

Es ist aber 5%% = ;—% ==dp sin 2 M'; und cotg p, -—=;~’ setzend, ergiebt sich

schliesslich
W’—mﬁzi—psin2M’

Wenden wir uns nun zu der eigentlichen Aufgabe. In der Figur VI
ist C'8'=9 =D’ derjenige Bogen grissten Kreises zwischen dem Mit-
telpunkte «les Mondes und dem Stern, welchen wir suchen; $8'= D" die
kiirzeste Entfernung zwischen dem Sterne und dem Rande des Mondes,
welche unmittelbar durch die Messung erhalten wird, der Winkel ZC'S'=M’,
Winkel 8/C'8' =M — M, der Winkel C’SB’ heisse ¢ und derselbe ist
stets noch kleiner als ' — M; der Radius Vector C“B’ seip,. Um aus
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dem gemessenen kiirzesten Abstande des Sterns vom Rande den Abstand
des Sterns vom Mittelpunkte des Mondes zu finden, miissen wir den Un-
terschied D' — D*, welcher von der Ordnung des Radius Vectors ist,
kennen. In dem spharischen Dreiecke C'S'®’ bestehen die folgenden
Bezichungen:

gin p,, cos (M — M) = sin D’ cos D" — cos D' sin D* cos ¢
sin p,, sin (M — M) =sin D* sin p

Aus der ersten Gleichung folgt

pn(1— (ﬂﬁ;—-ﬁﬂ]})“ ) =D'—D" 11} cos D' sin Digr

aus der zweiten

1="Pu sm D7

Setzen wir diesen Werth von ¢ ein, so folgt aus der ersten durch blosse
Umstellung

9 D/
D' — D =Py — Pn ' — m) (1 “1(' zle)u 40!/)

QR 2
=P Pu L*L

weil wir den Factor des zweiten Gliedes der rechten Seitevernachlissigen
diirfen. Wir diirfen aber auch p,, wo er als Factor vom (I’ — IM)2 auf-
tritt, mit p, vertauschen, von welchem er noch nicht um 544% 455 verschieden
ist. Somit erhalten wir

D' —D“—p, (Sm'z—sm)"

Nun ist
pyy = p — dp cos® (M’+SJ£’—§)R—%%‘3sin2(M'+9R‘——SR)
=p — dp cos? (M’—{—%%O—side‘)
=p— gpcos® M’ + 2 —4/%2 cos? M’ sin®> M'

und

@L;_Sm)_z 3 ‘ﬁp nz2?M'— p cos2 M’ sin? M

Folglich wird, nach Einsetzung dieser Werthe in die letzte Gleichung
fir D' — D",
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D'— D" =p — 4p cos2 M’
D'=D" | p— 4o cos? M'

Die beiden Gleichungen: M= M'—} % sin 2M' und M — M — % sin 2M’
filhren sehr einfach auf die geometrische Betrachtung, dass, um D’ aus §'®"
zu finden, man weder den Radius Vector, welcher im grossten Kreise
von D’ liegt, noch denjenigen, welcher mit der kiirzesten Entfernung zu-
sammmenstosst, anzuwenden hat, sondern denjenigen, welcher zwischen
jenen beiden Radien Vectoren gerade in der Mitte liegt.

In dem Falle, wo der erleuchtete Rand des Mondes der entferntere
ist, ist der der Seite D" gegeniiberliegende Winkel 180° — (I'— M);
folglich lautet die erste der beiden Gleichungen, von denen wir ausgingen,

— sin p,, cos (M' — M) = sin D’ cos D — cos D' sin D cos ¢
und wir erhalten schliesslich D’ — D" negativ, daher ist in diesem Falle
‘= D" — (p— dp cos2 M)

Hiebei ist nun zu bemerken, dass strenge genommen dp in der letzten
Gleichung den Unterschied der Refractionen fir den unteren Rand und
den Mittelpunkt des Mondes ausdriicken muss. Wenn der Mond nur 5°
iiber dem Horizonte steht, ist das dp fiir die obere Ellipse von dem Jdp
fiir die untere Ellipse circa 3,6 Secunden verschieden, eine Grisse, welche
wir um so weniger vernachléssigen dirfen, da dieseibe, wenn die beiden
Gestirne nahezu gleiche Azimute haben und der Stern dem Zenithe be-
trichtlich naher steht als der Mond, fast mit ihrem vollen Betrage in der
Reduction der Distanz vom Rande auf den Mittelpunkt auftritt. Bei einer
Zenithdistanz des Mondes von 80° ist der Unterschied der beiden 4o nicht
viel von 0,5 Secunden verschieden; so dass fiir noch kleinere Zenithdi-
stanzen, wenn wir die beiden 4o durch 4,0 und 40 von einander unter-

scheiden, ein mittleres do = 4—'—’)—'*2_———#’0 angewandt werden kann. Welches

dp man aber anzuwenden hat, weunn der Mond sehr niedrig steht, das
ergiebt sich sofort aus dem gegenseitigen Stande der beiden Gestirne
durch den blossen Anblick.

Betrachten wir nun den Fall, dass der kiirzeste Abstand des Son-
nenrandes vom Mondrande gemessen ist, so kann dieser auf den vorigen
zuriickgefiihrt werden. Der Bogen grossten Kreises, in welchem diese
kiirzeste Entfernung liegt, schneidet stets den Bogen grossten Kreises
zwischen den Mittelpunkten des Mondes und der Sonne. In Fignr VII
sei @ dieser Dnrchschnittspunkt, dann ist
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D" = Q%' + @B,

und
o D'=QC + QC,
Nach dem vorigen diirfen wir aber setzen

QU = QB 1 p— docos? M'
und

. QC, = OB, + p' — dp’' cos2 §'

wo wie friiher p’ den Radius Vector der Sonne und $‘ den, dem Winkel
M entsprechenden, Winkel am Mittelpunkte der Sonne, zwischen dem
Vertical derselben und der scheinbaren Distanz, bedeuten. Aus den bei-
den letzten Gleichungen folgt aber

D'=D" 4 p— dp cos® M’ -+ p' — do’ cos? §'

Die in diesen Paragraphen gegebene Herleitung der Formeln fiir die Re-
duction der Distanz vom Rande auf den Mittelpunkt, ist, so viel mir be-
kannt, die einzige veroffentlichte. Ich glaube dargethan zu haben, dass
bei Anwendung derselben kein Fehler von einem Zehntel einer Secunde
begangen werden kann. '

Diese Untersuchung iiber die Veranderung, welche eine krelsf”ormlge
Scheibe durch die Wirkung der Strahlenbrechung erleidet, hat das Ver-
fahren, wie man bisher die Veranderung bei der Reduction von Mond-
distanzen in Rechnung brachte, vollstindig gerechtfertigt. Das ist voll-
kommen richtig in Bezug auf den Effect, aber incorrect in Bezug auf den
Grund des Verfahrens. Die Reduction vom Rande auf den Mittelpunkt,
p — 4dp cos? M’, ist nicht deshalb richtig, weil die verinderte Form der

Scheibe eine KEllipse von der Abplattung %-) ist und die wirklich gemes-

sene Grosse SB’ ist — siehe Figur VI — sondern weil diese beiden An-
nahmen zwei Fehler erzeugen, welche sich gegenseitig aufheben. Erstens

ist der Radius Vector in der verinderten Figur nicht abhingig vom cos?
des Winkels am Mittelpunkte dieser Figur, sondern am Mitielpunkte der
kreisformigen Scheibe, denn p, ==p — dp cos® M; zweitens ist die gemes-
sene Grosse nicht der Bogen 8’8, sondern der Bogen §‘8‘, welcher am
Sterne anhebt und auf dem Rande der veradnderten Figur senkrecht steht.
Nimmt man aber S8 fiir $B’, so setzt man den gemessenen Bogen fast
genau um dieselbe Grosse zu klein, um welche man den Radius Vector

zu gross erhalt, wenn man M’ fir M nimmt.

§ 7.
Nachdem ich die Methode, welche ich zur Berechnung von Mond-
distanzen anwende, vollstindig entwickelt und begriindet habe, kann ich
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nicht umhin, ehe ich diese Arbeit schliesse, auf die Vorziige derselben
noch einmal zuriickzukommen. In theoretischer Hinsicht hat sie den Vor-
zug, dass sie die Reduction so weit genau zu ermitteln lehrt, als unsere
Kenntniss der Oerter der Himmelskiorper und die Wirkung der Strahlen-
brechung reicht, und in practischer Hinsicht, dass die Berechnung der
Reductionsgrosse nicht mehr arithmetische Operationen nothwendig macht,
als irgend eine der bisher vorgeschlagenen und zur Anwendung gekom-
menen Methoden, wobei nicht zu ibersehen ist, dass die letzteren den
Gebrauch von siebenstelligen Logarithmentafeln erfordern, wihrend man
bei der ersteren mit finfstelligen ausreicht. Ist die Distanz sehr klein,
so geniigen bei der Borda’schen nicht einmal siebenstellige Tafeln, wih-
rend selbst in dem seltenen Falle, wo die Distanz nur 5° betragt, fiir die
Dollen’sche Methode, denn mit diesem Namen muss man sie bezeichnen,
noch immer fﬁnfsteﬂige Tafeln gentigen.

Dem Einwande, dass die Resultate der Langenbestimmung aus Mond-
distanzen, selbst wenn sie mift volliger Strenge aus den Beobachtungen
abgeleitet worden sind, noch so stark von einander abweichen, dass die
Nothwendigkeit der Anwendung einer strengen Methode der Berechnung
in Frage gestellt wird, begegne ich mit der Bemerkung, dass die Quelle,
aus welcher diese grossen Differenzen zwischen den einzelnen Resultaten
hervorgehen, nur dann mit Sicherheit wird erkannt werden kiénnen, wenn
dieselbe nicht durch eine mangelhafte Methode der Berechnung der Re-
sultate getriibt ist. Nach meinem Dafiirhalten sind es blos die optischen
Bestandtheile am Patentkreise und Sextanten, welche die grossen Abwei-
chungen in den Léngenbestimmungen verursachen: die Kleinheit des Fern-
rohrs und die viermalige Brechung, welche der Lichstrahl erleidet, ehe er
in das Fernrohr gelangt, und nicht der geringe Durchmesser des Limbus
oder die Sehwierigkeit einer genauen Messung der Beriihrung von Mond
und Stern. Ungleichheiten in der Dichtigkeit der Glassmasse der Spiegel
und des Prisma’s, geringe Verschiedenheiten der Temperatur der einzelnen
Theile dieser Apparate konnen den gemessenen Winkel fehlerhaft machen;
ob aber iiberhaupt die Fehler dieselben bleiben, wenn man bloss Distanzen
zweier Lichtpunkte misst, oder andere werden, sobald man grosse Licht-
~ scheiben,  wie Sonne und Mond, beobachtet, dass wird nur entschieden
werden konnen, wenn man beide Beobachtungen mit einander combinirt,
dabei aber das Resultat jeder Beobachtung fiir sich mit volliger Strenge
berechnet hat.




Note 1. FEinen Auszug aus diesem Briefe Amerigo Vespucci’s
an Lorenzo dei Medici fand ich in Zach’s Monatlicher Correspondenz
Band XXII pag. 530 u. ff., und theile hier denjenigen Theil mit, welcher
sich auf die Langenbestlmmung bezieht.

.-« »Quanto alla Longitudine, dico che in saperla trovai tanta
difficolta, che ebbi grandissimo travaglio in conoscer certo il cam-
mino che avevo fatto per la via della Longitudine; e tanto tra-
vagliai che al fine non trovai miglior cosa che era a guardare
e veder di notte le opposizioni dell un Pianeta con Paltro, e
muover la luna con gli altri Pianeti. ... Il Pianeta della Luna
¢ piu leggier di corso che messun altro, e riscontravalo con
P Almanacco di Giovanni da Mounleregio che fu composto al Me-
ridione della citta di Ferrara, accordandolo con le calcolazioni
del Re D. Alfonso; e dipai di molte notte che ebbi fatto spe-
rienza, una motie fra lalire.... che fu in conjunzione della
Luna con Marte . ... trovai. ... Una notte infra Paltre essendo
ai 23 d’Agosto 1499, che fu in conjunzione della Luna con Marte,
la quale secondo U Almanacco aveva a essere a mezza notte o
mezz’ora prima, trovai che quando la Luna sali all’ Orizzonte no-
stro, che fu un’ ord e mezzo dipoi disposto il sole, avea passato
il Pianeta alla parte dell’ Oriente, dico che lu Luna stava piu
orientale che Marte d'un grado e alcun minuto pii, e a mezza
notle stava pit all’ Oriente 3 gradi e mezzo poco piit o meno.
Di modo che fatta la perpensione, se 24 Ore mi vagliano 360
gradi, che mi varanno 3 Ore e mezz0? trove che mi varanno 82
gradi e mezzo, e tanto mi trovavo di Longitudine dal Meridiano
della Citta di Calis ete. . - .. “

Amerigo Vespucei fuhr auf allen seinen Seereisen aus dem Hafen
von Cadix aus und sein Vorrath von Instrumenten und Biichern bestand
in einem Quadranten, einem Astrolabio, einem Kalender von Monteregio
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und den Alphonsinischen Tafeln. Diese Ausriistung beweist schon, dass
Amerigo Vespucei ein wissenschaftlich gebildeter Seemann war; er
kannte nicht nur den Gebrauch der mitgefiihrten astronomischen-Appa-
rate, sondern er wusste denmselben auch eine so geniale Anwendung zu
geben, dass ihm mit Recht die unsterbliche Ehre vindicirt wird, der Er-
finder der Methode der Lingenbestimmung durch Monddistanzen zu sein.
Eifrig bemiiht, auf irgend eine Weise die geographische Linge seines
Schiffes zu bestimmen, fand er keinen bessern Weg, als die Vergleichung
der Stellung der Planeten und des Mondes. Er hatte durch Rechnung
gefunden, dass am 23. August 1499 der Mond mit dem Planeten Mars
fiir den Meridian von Cadix um Mitternacht in Conjunction sein musste;
anderthalb Stunden nach Sonnenuntergang, also etwa 71 Uhr Abends des-
selben Tages, ging der Mond auf seinem Schiffe auf und befand sich
schon nahezu einen Grad ostlich vom Mars; aber um Mitternacht war er
51 Grad von diesem Planeten entfernt; er hatte somit nach dieser Beob-
achtung in 4} Stunden einen Weg von 4} Graden zuriickgelegt, also in
einer Stunde einen Grad. Wenn nun, schliesst Amerigo weiter, 24
Stunden mir soviel werth sind, wie 360 Grad, welchen Werth haben
dann die 51 Stunden? Ich fand, dass sie 82} Grad werth sind, und um
so viel Grade der Linge befanden wir uns vom Meridiane von Cadix. —
Wie roh auch die Beobachtungen waren und wie falsch die mittlere Be-
wegung des Mondes von einem Grade in der Stunde auch ist, die Schluss-
folgerung ist richtig: dass von der Mitternacht in Cadix bis zur Mitter-
nacht auf dem Schiffe so viel Stunden sind, als der Quotient aus der
mittleren stiindlichen Bewegung des Mondes in den Weg desselben
wiahrend dieser Zeit, Einheiten hat. Dass Amerigo diese Schlussfolgerung
machte, ist eben das Geniale und dadurch ward er der Erfinder der Me-
thode der Liangenbestimmung ein Jahrhundert vor Keppler.

Note 3. Da ich eine gedrangte Darstellung der Geschichte der Lan-
genbestimmung durch Monddistanzen nicht besser geben kann, als Zach
1801 im IV Bande seiner monatlichen Correspondenz pag. 623, so lasse
ich diese Stelle hier folgen:

,Johann Werner, ein Nirnberger, war der erste, der im Jahre
1514 in seinen Anmerkungen iiber das I Buch der Geographie des Ptolo-
mius die Beobachitung der Abstande der Fixsierne vom Monde zur Er-
findung der Meeres-Lange vorschlug. Peter Bienewitz (Apianus), ein
Sachse, brachte dieselbe Methode im Jahre 1524 in Vorschlag; er er-
klarte sehr bestimmt, wie man Abstinde des Mondes von solchen Ster-
nen, welche in der Niahe der Ecliptik liegen, zu Lingenbestimmungen
gebrauchen solle. Ovrontius Fineus, Professor der Mathematik in Pa-
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ris, und Gemma Frisius, ein Arzt in Antwerpen, kamen im Jahre 1530
auf denselben Gedanken, Peter Nunnez (Nonins), Professor zu Coimbra
und Daniel Santbeck aus Nimwegen, kannten diese Methode im Jahre
15680, Keppler empfahl sie im Jahre 1600 und Job. Morinus, Arzt und
Proféssor der Mathematik in Paris, schlug sie 1633 dem Cardinal Riche~
lien und im Jahre 1645 dem Cardinal Mazarin vor.

Gegen die Methode fand man damals nichts anderes, und mit Grund,
einzuwenden , als die Unvollkommenheit der Monds - Tafeln. Karl II,
Konig von England, liess daher im Jahre 1665 die Greenwicher Stern-
warte erbauen, und gab dem berihmten Flamsteed und allen seinen
Nachfolgern zur Bestallung auf, die Tafeln der Bewegung aller Himmels-
korper und die Lage der Fixsterne auf das allergenaueste zu berichtigen,
um die so sehr gewiinschte Sache, die Linge zur See zu finden, und die
Kunst der Schifffahrt dadurch zu verbessern. Durch Hiilfe dieser Flam-
steedschen Beobachtungen schuf Newton seine unsterbliche Monds-Theo-
rie; diese legte den ersten Grundstein zu allen nachfolgenden Verbesse-
rungen von d’Alembert, Clairaut, La Grange, Euler, Tobias
Mayer bis auf La Place.

Flamsteed’s Nachfolger, Edm. Halley, versaumte nichts, die Monds-
tafeln durch Beobachtungen und durch den Cyecle von Saros zu berichti-
gen und zu verbessern. Allein es fehlte noch an Werkzeugen, womit die
Monds- Abstinde auf schwankenden Schiffen zur See gemacht werden
konnten. Newton erfand dieses Instrument im Jahre 1699, welches nach-
her unter dem Namen Hadley’scher Sextant so allgemein bekannt ge-
worden. Allein Hadley, Hooke und Fouchy machen auf dieselbe Er-
findung Anspriiche. So viel ist gewiss, dass dieses optische Werkzeug
nicht vor dem Jahre 1732 bekannt und in Gebrauch war. Es wurde in
der Folge von Dollond, Ramsden, Tob. Mayer, Borda u. a. m. sehr
ansehnlich verbessert und fiir den Gebrauch zu Lande und zur See im-
mer zweckmissiger und brauchbarer eingerichtet.

Im Jahre 1750 priifte und untersuchte der Abbé La Caille diese
Methode auf seiner Reise nach dem Vorgebirge der guten Hoffnung; da
er aber seine Beobachtungen nur mit Halley’schen Mondstafeln verglei-
chen konute, so war keine grosse Genauigkeit zu erwarten. Im Jahre
1755 iibergab Tobias Mayer seine ersten Mondstafeln dem Englischen
“Admiralitats-Collegium, und Capitain Campbell war in den Jahren 1757,
58 und 59 der erste Seefahrer, welcher mit einem messingenen Hadley-
sehen Sextanten Mondsabstinde mit einer gewissen Genauigkeit beobach-
tet hatte, welche Bradley nach den Mayer’ schen Tafeln berechnet und
die erwiinschte Uebereinstimmung gefunden hatte. In denselben Jahren,



als man diese Methode in England untersuchte und priifte, war Carsten-
Niebuhr, nachmaliger konigl. Danischer Justizrath, in Gottingen durch
seinen grossen Lehrer Tob. Mayer damit schon so verfraut gemacht,
dass er ohne irgend eine fremde Beihiilfe die Linge aus seines Lehrers
handschriftlichen Mondstafeln selbst berechnen konnte und schon zu An-
fang des Jahres 1761 dergleichen Beobachtungen nicht nur selbst zur See
angestellt, sondern auch selbst berechnet und daraus die Léngen von Cap
Vincent, Cap Spartel, Gibraltar und Marseille auf eine bewundernswiirdig
genaue Art hergeleitet hat. Dieses geschah in demselben Jahre, und noch
ehe Maskelyne nach St. Helena ausgeschickt wurde, den Durchgang der
Venus vor der Sonnenscheibe 1761 zu beobachten und bei dieser Gele-
genheit die Mayer’schen Mondstafeln und die Methode der Mondsabstinde
zur See zu priifen.”

In den Biinden IV und V der Monatl. Correspondenz sind in einer
Reihe von Aufsitzen die Resultate der Beobachtungen von Carsten-
Niebuhr veroffentlicht worden, welcher in seiner spiteren Stellung als
konigl. Danischer Justizrath die Astronomie nicht weiter cultivirt und
auch die Resultate seiner Reise in den Jahren 1761 und 62 nicht selbst
bekannt gemacht hat. Auf die Bitte von Zach ihergab er demselben
seine Manuscripte und aus der Bearbeitung derselben sind die obigen
Aufsitze entstanden; fiir ihn wird das Verdienst in Anspruch genommen,
der erste Beobachter zu sein, welcher die Methode der Lingenbestimmung
durch Mondsabstinde auf dem festen Lande angewandt und zuverlassige
Resultate erzielt hat. In Alexandrien und Kahira hat Carsten-Niebuhr
sehr viel beobachtet; die Polhohe des ersten Ortes bestimmte er am 6.
QOct. 1761 aus 7 Sternen, die Lange aus 9 verschiedenen Abstinden am
10, 11., 13., 22. und 23. October; die Polhohe des zweiten Ortes aus 13
Sternen, am 30. Nov. und 4. Dec., und die Liénge aus 7 verschiedenen
Absiﬁnden, welche er am 10. und 11. Decbr. 1761 und am 12. Jan. 1762
maass. Aus diesen Bestimmungen habe ich den wahrscheinlichen Fehler
einer einzelnen Polhohe — == 9 und den einer Léngenbestimmung — =23
Zeitsecunden gefunden; diese Zahlen beweisen, dass Carsien-Niebuhr
ein ausgezeichneter Beobachter war.

Die Methode der Mondsabstinde und der Hadley sche Sextant be-
wahrten sich zur See, besonders seit das Instrument durch Ramsden
und Troughton vervollkommnet worden; dasselbe ist noch jetzt fast all-
gemein im Gebrauch. In Russland sind in der Marine die ,Pistor und
Martins’schen Patentkreise“ seit einiger Zeit mehr und mehr in Auf-
nahme gekommen, welche darin einen grossen Vorzug vor den Sextanten
haben, dass die Excentricitiatsfehler ganz fortfallen, der todte Gang auf-
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gehoben ist und die Lichtstirke der Bilder mit dem gemessenen Bogen
wichst; der Umstand aber, dass die Sextanten bedeutend leichter sind
als die Vollkreise, sichert den ersteren noch auf lange Zeit einen Platz
neben den letzteren.

Neben den Methoden, die wahre Distanz aus der scheinbaren durch
Rechnung zu finden, waren in Frankreich, England und Holland zu Ende
des vergangenen Jahrhunderts die graphischen Methoden im Gebrauch.
Der durch Reisen nach Madagaskar, Ostindien und Marokko beriihmte
franzosische Astronom Alexis Rochon hatte ein Ingtrument erfunden
und verfertigen lassen, das anus 3 Kreisen besteht; die Grundformeln hiezu
stehen in der Connaissance des tems, an VI pag. 275; Richer’s Re-
ductions-Kreis erhielt 1791 den Preis und findet sich beschrieben in La
Lande’s Abregé de navigation pag. 63, und in der Connaissance des
tems, an IV pag. 220 stehen die Formeln, welche der Construction die-
ses Instruments zu Grunde liegen und der Beweis derselben von La
Grange. Le Guin hat ebenfalls ein solches Instrument erfunden und
1790 die Beschreibung desselben in England herausgegeben, wo er ein
Patent auf dasselbe nahm; weniger kostbar sind die Tafeln Margetie’s
zum Behufe der graphischen Reduction der Mondsdistanzen, und sehr ge-
rihmt wurde die Reductionskarte in gross Folio vom Schiffslieutenant
Maignon. Mit Hilfe dieser Apparate soll die Reduction auf 5 bis 9
Bogensecunden genau gefunden werden konnen, was ich sehr bezweifeln
muss, und es wird nicht nur der hohe Preis der Verbreitung dieser In-
strumente hinderlich gewesen sein.
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Thesen

Ohne Hypothese kein Fortschritt.

Jeder Fortschritt ist ein Riickschritt.

Ein Viereck hat keinen Inhalt.

Die physische Zusammengehorigkeit des Sirius und seines
Begleiters ist als erwiesen anzusehen. "
Der Biela'sche Comet war stets ein Doppelcomet.

Der Ort des Punktes, welcher am Himmel die Richtung der
Bewegung unseres Sonnensystems bezeichnet, wird auf dem
bisher betretenen Wege nicht in viel engere Grenzen einge-
schlossen werden konnen.
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