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§ 1. Sfääriline kolmnurk.

Kera pinna osa, mis on piiratud kolme suurringi kaarega,
nimetatakse sfääriliseks kolmnurgaks, kusjuures
suurringide kaared on sfäärilise kolmnurga küljed, mis lõikudes
moodustavad kolmnurga nurgad.

Olgu suurringide kaared BC =a, AC = b ja AB = c

sfäärilise kolmnurga ABC küljed (1. joon.), mis lõikuvad punk-
tides A

,
B ja C ning moodustavad

sfäärilise kolmnurga nurgad: BAC =a,

ABC = |3 ja ACB = y .
Ühendame selle

sfäärilise kolmnurga tipud A
,

B ja C
kera keskpunktiga 0, saame kera

keskpunktis kolmetahuse nurga OABC
,

milles sfäärilise kolmnurga külgede ja
kera raadiuse R suhted määravad tasa-

nurgad AOB
,

AOC ja BOC, s. o.
_ II

määrab BOC, määrab AOC ja L joon jSt

määrab AOB .
Il

Kui lugeda kera raadius R= 1, siis kolmetahuse nurga

tasanurgad BOC
,

AOC ja AOB mõõdetakse otseselt neile vasta-

vate suurringide kaartega, s. o. sfäärilise kolmnurga külge-

dega a
,

b ja c
.

Sfäärilise kolmnurga nurgad a, (3 ja y on võrdsed tähen-

datud kolmetahuse nurga kahetahuste nurkade lineaarsete nurka-
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dega, mis on samad, kui sfäärilise kolmnurga tippudes A
,

B ja C
külgedele a, bja c tõmmatud puutujatest moodustatud nurgad.

Näiteks, a =MAN
.

Pikendades sfäärilise kolmnurga ABC kaht külge, näiteks

bja c, kuni A diametraalse vastaspunktini A', saame sfää-
rilise kaksnurga ABA'C

,
mille kaks külge on poolring-

jooned, s. o. 180°, ja mille nurgad a=a' = MAN = KOL mõõde-
takse suurringi kaarega KL, kus KOL AA' ja LOLAA'.

Tähendab, sfäärilise kaks- ja kolmnurga nurgad kui ka

küljed mõõdetakse kraadides, minutites ja sekundites ning nende

osades või vastavas radiaalmõõdus, kusjuures sfäärilise kolm-

nurga küljed on ikka väiksemad kui 180°. Kui sfäärilise kolm-

nurga üks külg saab poolringjooneks, s. o. 180°, siis saab ka kahe
teise külje summa poolringjooneks ja sfääriline kolmnurk muutub
siis sfääriliseks kaksnurgaks.

Kaks sfäärilist kolmnurka, mis moodustavad sfäärilise kaks-

nurga, nimetatakse sfäärilisteks kaaskolmnurka-
dek s. Näiteks kolmnurgad ABC ja A'BC

,
või BAC ja B'AC

,

või CAB ja CAB on sfäärilised kaaskolmnurgad.

A'

! ■ Kui sfäärilistes kaaskolmnurkades ABC ja
[ A'BC vastavad küljed on võrdsed (2. joon.), 5.,0.

AC = A’C = b, AB = A'B = c,

BC = a, JC

siis on nad kongruentsed võrd- / \ \
haarsed kolmnurgad. C 1 V

Sfäärilised kolmnurgad /
'

\
ABC ja ABC (3. joon.), mil-

les vastavad küljed on võrd-

c*

sed, s. o.

BC =BC= a, AC =AC= b
,

AB =c
,

ja vastavad nurgad on võrdsed, s. o.

BAC = BAC, ABC = ABC
,

ACB = ACB
,

kuid ei ole kongruentsed, nimetatakse sü m meetri-

2. jooniis. 3. joonis.
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listeks sfäärilisteks kolmnurkadeks. 1. joonisel
esinevad kahekaupa sümmeetrilised sfäärilised kolmnurgad: ABC

ja A'B'C, AB'C ja A'BC
,

A'B'C ja ABC
, A'BC ja AB’C .

Kui sfäärilises kolmnurgas üks, kaks või kolm nurka on 90°
,

siis nimetatakse teda täisnurkseks sfääriliseks kolmnurgaks.
Ühe täisnurga puhul on täisnurgale vastaskülg sfäärilise kolm-

nurga hüpotenuusiks ja teised küljed kaatetiteks. Kahe täisnurga
puhul esineb sfäärilises kolmnurgas kaks hüpotenuusi ja üks

kaatet. Kolme täisnurga puhul on kolm hüpotenuusi ja kaateteid

pole.
Kui sfäärilises kolmnurgas üks, kaks või kolm külge on 90°

,

siis nimetatakse teda täiskülgseks sfääriliseks kolm-

nurgaks.

§ 2. Polaarkolmnurk.

Kera pinnal asetsev punkt, mille kaugus suurringi kaare

igast punktist on 90°
,

nimetatakse suurringi kaare pooluseks.

Suurringi kaarel AB (4. joon.) või suurringjoonel ABC A'B'C

on seega kaks poolust P ja P'.

Olgu ABC sfääriline kolmnurk (5. joon.) ja punktid Ai, B x

ja Ci sfäärilise kolmnurga külgede BC
,

AC ja AB ühed poolu-
sed. Et sfäärilise kolmnurga küljel kui suurringi kaarel on kaks

ühekaugusel asetsevat poolust, siis valime neist selle, mis on

lähem külje vastastipule. Olgu niisugused poolused punktid

Ai, Bi ja Ci. Ühendame poolused Ai, Bi ja Ci suurringide

4. joonis. 5. joonis.
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kaartega, saame samuti sfäärilise kolmnurga AIBICI ,
mis nime-

tatakse kolmnurga ABC polaarkolmnurgaks.
Kui ABC on mingi sfääriline kolmnurk (6. joon.) ja AIBICI

tema polaarkolmnurk, siis ka ümberpöördult ABC on sfäärilise
kolmnurga AIBICI polaarkolmnurgaks. Ühendame suurringide

kaartega sfäärilise kolmnurga tipu A polaar-
kolmnurga tippudega Bt ja Ci. Et punkt B x

on külje AC ja punkt Ci külje AB poolus,
siis ABi = ACi = 90°. Seega punkt A on

külje BiCi poolus. Punktid A ja Ai asetse-

vad tingimuse kohaselt küljest BC ühel pool,
s. o. ühe ja sama poolkera pinnal, kui kera

6. joonis. pinda lahutab poolkeradeks suurring, mille

kaareks on külg BC
.

Siis kaar AAt < 90° .
Et punkt A on külje BiCi poolus ja AA] <9o°, siis ka punktid
Aja Ai asetsevad polaarkolmnurga küljest BtCi ühel pool.

Analoogiliselt võime näidata, et punkt B on külje AiCi ja
punkt C külje poolus ning et punktid B ja Bi asetsevad

küljest AiCi ja punktid C ja Ci küljest A
t
B

}
ühel pool, nii et

BBi < 90° ja CCi <Z 90°
. Seega sfäärilised kolmnurgad ABC ja

AIBICI on vastamisi teineteisele polaarkolmnurkadeks.

§3. Sfäärilise kolmnurga omadusi

1) Sfäärilise kolmnurga kahe külje summa on suurem kui

kolmas külg.
Et sfäärilise kolmnurga küljed mõõde-

takse kolmetahuse nurga vastavate tasa-

nurkadega, kus kahe tasanurga summa on

suurem kui kolmas tasanurk, siis on ka
sfäärilises kolmnurgas ABC (7. joon.)

a4-b>• c
, a4-c > b

, b4-c > a .

2) Sfäärilise kolmnurga külgede summa on suurem kui 0° ja
väiksem kui 360°.

7. joonis.
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Et kolmetahuses nurgas kolme tasanurga summa on suurem

kui 0° ja väiksem kui 360°
,

siis on ka vastavas sfäärilises kolm-

nurgas kolme külje summa suurem kui 0° ja väiksem kui 360°,

s. o.

o°<a+ö + c< 360°

Vahe

360°— (a+ b + c) ,

mis on alati positiivne, nimetatakse sfäärilise kolmnurga sfää-

riliseks defektiks ja tähistatakse tähega d
, s. o.

d■= 360° —(a b+c) ,

mis peitub piirides O°-st 360°-ni, s. o.

0° < d < 360° .

3) Sfäärilise kolmnurga nurkade summa on suurem kui 180°

ja väiksem kui 540°.

Et vastavas kolmetahuses nurgas kahetahuste nurkade line-

aarsete nurkade summa on suurem kui 180° ja väiksem kui 540°,
siis

180° < a + (3 + y < 540° .
Vahe

(o + p + y) — 180»,

mis on alati positiivne, nimetatakse sfäärilise kolmnurga sfää-

riliseks ekstsessiks ja tähistatakse tähega e, s. o.

£ = a + P + y — 180°

Et

a -|- 3 4" Y < 540°
,

siis

£
-

a 4- p + Y — 180° < 360°,

mis näitab, et sfääriline ekstsess peitub piirides O°-st 360°-ni, s. o.

0° < £ < 360° .

4) Sfäärilise kolmnurga külje ja polaarkolmnurga vastava

nurga summa on 180°, ja ümberpöördult: sfäärilise kolmnurga
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nurga ja polaarkolmnurga vastava külje summa on 180°, s. o. kui
sfäärilise kolmnurga ABC küljed ja nurgad on

a, b
, c ; a, |3, y

ning polaarkolmnurga küljed ja nurgad on

ai, bi, Ci ; «i, |3i, Yi,

siis

& + cti = 180°
, b+o! = 180°, c+Yl = 180°

,

di +a = 180°, bi +p = 180°
,

Ci +y = 180°.

Pikendame sfäärilise kolmnurga ABC (8. joon.) kaks külge,
näiteks küljed AB ja AC, kuni polaarkolmnurga küljeni B y C y .
Saame punktid Dja E, kus nüüd a mõõdetakse kaarega DE .

Jooniselt näeme, et

DE = DC
r

— (B& — B XE) =

= DCI — B 1C
1 + B

I
E.

Et punkt Ci on kaare ABD poolus,
siis DCx = 90°, ja et punkt By on

kaare ACE poolus, siis B
y
E = 90°, ning

B 1C
i =a1 ja DE=a. Siis

a
— 90° —«! + 90° = 180° —

,

ax + a = 180°

Analoogiliselt saaksime, et

Ö1 +|3 = 180°, Ci +Y = 180°,

ja samuti ka

a+ai = 180°
, b+o! - 180°, c+Yl = 180°

5) Sfäärilise kolmnurga sfääriline defekt on võrdne polaar-
kolmnurga sfäärilise ekstsessiga, ja ümberpöördult: sfäärilise

kolmnurga sfääriline ekstsess on võrdne polaarkolnmurga sfääri-
lise defektiga.
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Kui sfäärilise kolmnurga defekt on d ja ekstsess £ ning
polaarkolmnurga defekt on d

x ja ekstsess
,

siis

d = 360° —(a+b + c) 360° — (180° —ax + 180° —px +
+ 180° — Y1 ) =ai + +yi — 180° =£l

ja
£

—

a + p + y — 180° = 180° —a
x + 180° — bi + 180° —

_ C1 — 180° = 360° — 4- &! + Ci) = d.
.

Tähendab,
d

— £1 , E —
<s<l .

6) Sfäärilises kolmnurgas võrdsete külgede vastas on võrdsed

nurgad, ja ümberpöördult: võrdsete nurkade vastas on võrdsed

küljed.

Olgu sfäärilises kolmnurgas ABC (9. joon.)

AB = AC < 90°.

Tõmbame kera raadiused OA
,

OB ja OC

ning puutujad BM ja CM ning BN ja CN punkti-
des B ja C. Puutujad BM ja CM lõikuvad

raadiuse OA pikendusel punktis M, kusjuures
BM =CM

.
Samuti BN =CN

. Puutujate BN
.

.
9. joonis,

ja CN lõikepunkti N ühendame punktiga M.
Saame kaks võrdhaarset kolmnurka BMN ja CMN, milles

MBN
—

MCN
,

mis on sama kui 0= y .

Kui sfäärilise kolmnurga võrdsed küljed on suuremad kui

90°
,

s. o.

AB = AC > 90°,

siis puutujad külgedele AB ja AC punktides B ja C lõikaksid

kera raadiuse OA pikendust allpool keskpunkti 0 ja ilmneks eel-

misega analoogiline juhtum.

Kui

AB = AC = 90°,

siis sfäärilise kolmnurga tipp A on külje BC poolus ning

p = Y = 90°
.
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Ümberpöördult: kui sfäärilises kolmnurgas a = |3, siis
polaarkolmnurgas a 1 = bl ,

sest et a
x = 180° —aja &i = 180° (3.

Et võrdsete külgede ai ja &i vastasnurgad on isekeskis võrdsed,
s. o. ai = (3i, siis ka a= b

,
sest a = 180° —dija b = 180° — |3i.

7) Sfäärilises kolmnurgas suurema nurga vastas on suurem

külg, ja ümberpöördult: väiksema nurga vastas on väiksem külg.
Olgu sfäärilises kolmnurgas ABC (10. joon.) a > |3. Tõm-

bame suurringi kaare AD nii, et

BAD =(3 ,
siis AD =BD ja

AD + DO AC

ehk

;

tähendab,
b .

Ka ümberpöördult: suurema külje vastas on suurem nurk

ja väiksema külje vastas väiksem nurk. Olgu a> b
,

siis ka

180° — cti Z> 180° —fh ,
millest a x <C [3 t. Et väiksema nurga

vastas on väiksem külg, siis ai <br ehk 180° —a < 180° (3,
millest d > |3 .

8) Sfäärilised sümmeetrilised kolmnurgad on pindvõrdsed,

Kui kera lõigata kahe tasapinnaga nõnda, et üks tasapind
läbib sfäärilise kolmnurga ABC tipud A

,
B ja C ning teine läbib

temaga sümmeetrilise kolmnurga A'B'C' tipud A', B’ ja C
,

siis

tekib kaks väikeringi, mis on sümmeetriliste kolmnurkade külge-

10. joonis.

11. joonis,
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dele vastavatest kõõludest moodustatud tasapinnaliste kolm-
nurkade ABC ja A'B'C ümber joonestatud ringid (11. joon.).
Tasapinnalised kolmnurgad on võrdsed, sest et nende küljed on

võrdsete suurringide kaarte vastavad kõõlud. Seega on võrdsed

ka väikeringide raadiused ja kerast eraldatud segmentide sfääri-

lised pindalad. Sümmeetriliste kolmnurkade külgedest ja väike-

ringide kaartest piiratud segmentide vastavad sfäärilised pinna-
osad on kongruentsed, sest vastavad suur- ja väikeringide kaared
on kongruentsed. Järelikult on ka segmentide ülejäänud pinna-
osad kui sümmeetriliste kolmnurkade ABC ja A'B'C pindalad
võrdsed.

§ 4. Sfäärilise kolmnurga põhivalemite liigitelu.

Sfäärilise kolmnurga lahendamine põhineb valemitel, mis

trigonomeetriliste funktsioonide abil seovad sfäärilise kolmnurga
külgi ja nurki. Et lahendada sfäärilist kolmnurka, selleks on

vaja teada vähemalt kolm elementi, nagu tasapinnalise kolm-

nurgagi puhul, ainult selle vahega, et vähemalt ühe külje
andmine pole siin oluline, mis oli vajalik tasapinnalise kolmnurga
lahendamisel. Sfäärilise kolmnurga puhul saame ka siis täieliku

lahenduse, kui on antud ainult sfäärilise kolmnurga nurgad.
Sfäärilise kolmnurga kolme antud põhielemendi ja neljanda

otsitava põhielemendi funktsionaalsed seosed trigonomeetriliste
avaldistena nimetatakse sfäärilise kolmnurga põ h i vale-

miteks. Neid põhivalemeid võime saada üldse 15, sest

/6\ 6.5-4.3
1KUl = rrr? = 15

-

Põhivalemid jaotame neljaks rühmaks.

Esimesse rühma võtame valemid, mis määravad sfäärilises

kolmnurgas vahekorra kolme külje ja ühe nurga vahel, s. o.

a, b
, c, et

a
, b, c, |3

a
,

b
,

c
, y,

mis annavad kolm valemit (§5 — nurga koosinusvalemid).
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Teise rühma võtame valemid, mis määravad vahekorra kahe

külje ja nende vastasnurkade vahel, s. o.

a, b, a, [3

a, c
,

a, y

b
, c , |3 , y ,

mis annavad samuti kolm valemit (§6 — siinusvalemid).

Kolmandasse rühma võtame valemid, mis määravad vahe-

korra kahe külje ja kahe nurga vahel, kus üks nurkadest on

antud külgede vaheline nurk, s. o.

a, b, a, y

a, b
, |3 , y

a, c, a, (3

a, c, y, P
b, c, [3, a

b
, c , y , a,

mis annavad kuus valemit (§7 — kootangensvalemid).

Neljandasse rühma viime need valemid, mis määravad vahe-

korra ühe külje ja kolme nurga vahel, s. o.

a, a, |3, y

b
, a, P, Y

c
, a, [3 , y ,

mis annavad jälle kolm valemit (§8 — külje koosinusvalemid)

Kokku 15 valemit.

§ 5. Nurga koosinusvalem.

1. Olgu sfäärilises kolmnurgas ABC (12. joon.) kaks külge,
näiteks küljed b ja c

,
väiksemad kui 90° ja kolmas külg a suurem,

väiksem või võrdne 90° .
Ühendame sfäärilise kolmnurga tipud

A., B ja C kera keskpunktiga O
,

tõmbame külgedele AC ja AB

tipus A puutujad AD ja AE ning konstrueerime kolmnurgad ODE

ja ADE
.

Esimesest kolmnurgast

DE2
= OD2 + OE 2

— 2 • OD • OE • eos a
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ja teisest kolmnurgast

DE 2
= AD2 + AE 2

— 2 • AD- AE - eos a

Neid võrdusi teineteisest lahutades saame

OD 2
— AD 2 + OE2

— AE2
—

— 2 • OD • OE • eos a -|- 2 • AD • AE • eos a = 0

Et viimases võrduses

OD 2
— AD2

= OA2
,

OE 2
— AE2 — OA 2

,

siis

2 • OA 2
— 2 • OD • OE ■ eos a-J-

+ 2 • AD • AE •

eos a _ 0 ;

jagades saadud võrduse mõlemad pooled korrutisega 2 • OD • OE
,

saame

OA' OA
n . AD AE

A

OD 'OE COS a OÜ' OE
' cos a— 0

ehk

eos b eos c — eos a 4- sin b sin c eos a = 0
,

millest

cosa — eos b eos c
eos a =

;: ,
sm b sin c

mis nimetatakse sfäärilise kolmnurga nurga koosinus-
valemiks. Sfäärilise kolmnurga nurga a koosinusvalem väl-

jendab funktsionaalset seost sfäärilise kolmnurga külgede
«, b ja c ning nurga a vahel, kui küljed b ja c on väiksemad
kui 90° ja külg a on suurem, väiksem või võrdne 90°.

Kui aga sfäärilise kolmnurga ABC küljed b ja c või üks

neist külgedest on suuremad kui 90°, s. o. kui nad on vahemikus
90°-st 180°-ni, siis jääb kehtivaks sama valem.

a) Oletame, et b > 90° ja c > 90°
.

Täiendame sfäärilise

kolmnurga ABC kuni sfäärilise kaksnurgani ABA'C (13. joon.),

12. joonis.
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saame sfäärilise kaaskolmnurga A'BC
,

milles küljed b' <Z 90" ja
c' < 90° ning mille kohta kehtib seega saadud valem, s. o.

eos a — eos b' eos c, CUb U/ UVÖ U VUÖ o

COS a =
7
—

rr~- ;
sm b sm c

a' =a, &' = 180° — b', c' = 180° —c
,

eos a — eos (180° —b) eos (180" — c)
e°sa

—

sin (180° — &) sin (180° — c)

eos a — eos b eos c

eos a -

; ,
sm b sm c

kus nüüd küljed b ja c on suuremad kui 90° ning külg a on suurem,

väiksem või võrdne 90°

b) Oletame, et sfäärilises kolmnurgas ABC üks külg, näiteks

b > 90° ja teine külg c < 90° (14. joon.). Täiendame selle sfääri-

lise kolmnurga ABC sfääriliseks kaksnurgaks CBCA
,

saame

sfäärilise kaaskolmnurga CAB , milles

Et siin

a' = 180° —a, a' = 180° —a
,

siis

ehk

eos a
—

7
—

t-—7
—

sm o sm c

Seega sfäärilise ko]mnurga nurga koosinusvalem on kehtiv

iga sfäärilise kolmnurga suhtes, kus küljed a
,

b ja c peituvad
vahemikus O°-st 180°-ni.

Analoogiliselt võime leida vastavad valemid sfäärilise kolm-

nurga nurkade (5 ja y jaoks.

13. joonis.
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Seega sfäärilise kolmnurga nurkade koosinusvalemid on

„
eos a — eos b eos c

sm b sm c

cog
o eos b — eos a eos c

sin a sin c

cos
eos c — eos a eos b

sin a sin b ’

mille abil võime leida sfäärilise kolmnurga nurgad, kui on antud
kolm külge. Samuti võime koosinusvalemi abil arvutada sfääri-
lise kolmnurga külje, kui on antud kaks teist külge ja nende
vaheline nurk, s. o

eos a = eos b eos c 4- sin b sin c eos a

eos b = eos a eos c 4- sin a sin c eos [3
eos c = eos a eos b 4- sin a sin b eos y .

2. Kui täisnurkses sfäärilises kolmnurgas näiteks nurk
a = 90", siis cosa- 0 ja esimesest valemist saame

eos a = eos b eos c ,

s. o. täisnurkses sfäärilises kolmnurgas hüpotenuusi koosinus on

võrdne kaatetite koosinuste korrutisega. Selle valemi abil võime
leida täisnurkse sfäärilise kolmnurga külje, kui on antud kaks
teist külge. Selles valemis eos a võib olla positiivne või nega-
tiivne. Kui eos aZ> 0

,
siis eos b ja eose on ühesuguste märki-

dega ja seega b ja c on mõlemad väiksemad kui 90° või mõlemad
suuremad kui 90". Kui eos a<C 0

,
siis eos bja eos con isesuguste

märkidega ja seega külgedest b ja c üks on väiksem kui 90° ja
teine suurem kui 90"

. Järelikult, täisnurkses sfäärilises kolm-
nurgas, milles on üks täisnurk, on kas kõik kolm külge väikse-

mad kui 90" või ainult üks külg on väiksem kui 90°.

Kui sfäärilises kolmnurgas kaks või. kolm nurka on täis-

nurgad, siis tema lahendamiseks pole valemeid vaja. Näiteks,
kui a= p = 90°, siis kolmanda nurga tipp C on külje c poolus
ja seega a= b = 90° ning c= y .

Kui a—(3 = y = 90", siis ka

a =: b = c = 90°
.
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3. Kui täiskülgses sfäärilises kolmnurgas külg a = 90°, siis

cos a = 0 ja sin a = 1 ning koosinusvalemid omavad kuju

eos a = — cot b cot c

D
eos b

eos 6 —
——

1 sm c

cos c

COS Y ,
1 sm b

mille abil võime leida täiskülgse sfäärilise kolmnurga nurga, kui

on antud otsitava nurga lähisküljed, või ühe lähiskülje antud

nurgale, kui veel teine lähiskülg on teada.

§ 6. Siinusvalem.

1. Kasutades koosinusvalemit

eos a — eos b eos c

COS a = —j—.
sm o sm c

saame

. _ oi (cosa — eos b eos c)2

sm2 a= 1 — eos 2 a__ 1 —

.2 , . , -
sm b sm c

sin 2 b sin2
c — eos 2

a -f- 2 eos a eos b eos c —eos
2 b eos

2
c

sin2 b sin2
c

1 — eos
2

a — eos
2 b — eos

2
c + 2 eos a eos b eos c

sin2 b sin 2
c

Jagame saadud võrduse mõlemad pooled sin2
a-ga ja juurime,

saame

sin a yi — cos
2

a — cos
2 b — cos

2 c4- 2 cos a cos b eose

sin a sin a sin b sin c

kus ruutjuur on ainult pluss-märgiga, sest et sfäärilise kolmnurga

küljed kui ka nurgad on väiksemad kui 180° ja seega nende siinu-

sed on alati positiivsed.
Et viimases võrduses parempoolne osa on sfäärilise kolm-

nurga kolme külje suhtes sümmeetriline, mis ei muutu, kui me

kolmnurga külgi ümber asetame, siis ka

sin ,3 \/l — cos
2

a — cos 2 & — cosi
2

c + 2 eos a eos b eos c

sin b sin a sin b sin c
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ja

sin 7 \/l — cos
2
a — cos

2 b — cos
2

c + 2 eos a eos b eos c

sin c sin a sin b sin c

Seega

sin a sin /3 sin y

sin a sin b sin c
’

mis nimetatakse sfäärilise kolmnurga siinusvalemiks, kus

M
VI — eos

2
a — eos

2 & — eos
2 c+ 2 eos a eos b eos c

sin a sin b sin c

on sfäärilise kolmnurga moodul.

Siinusvalemi abil võime leida sfäärilise kolmnurga külje, kui

on antud kaks nurka ja ühele nurgale vastaskülg, või nurga, kui

on antud kaks külge ja ühele küljele vastasnurk.

2. Kui täisnurkses sfäärilises kolmnurgas näiteks nurk

u = 90°
,

siis

sin b =. sin a sin [3

sin c = sin a sin y ,

s. o. täisnurkses sfäärilises kolmnurgas kaateti siinus on võrdne

vastasnurga ja hüpotenuusi siinuste korrutisega. Saadud valemi

abil võime leida antud kaateti ja hüpotenuusi kaudu kaatetile

vastasnurga, või kaateti ja tema vastasnurga kaudu hüpotenuusi,
või hüpotenuusi ja nurga kaudu nurgale vastaskaateti.

3. Kui täiskülgses sfäärilises kolmnurgas külg a = 90°, siis

sin [3 = sin a sin b

sin y = sin a sin c
,

mille abil võime leida sfäärilise kolmnurga külje, kui on antud

otsitavale küljele ja täisküljele vastasnurgad, või nurga, kui on

antud otsitavale nurgale vastaskülg ja täisküljele vastasnurk, või

täisküljele vastasnurga, kui on antud külg ja tema vastasnurk.
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§ 7. Kootangensvalem.

1. Märgime koosinusvalemi kujus

eos a = eos b eos c 4- sin b sin c eos a

ja paigutame eos c ja sin c asemele

eos c = eos a eos b -f- sin a sin b eos y

ja

sinc = -^Ln -2,
sm a

saame

eos a = eos a eos 2 b 4- sin a sin b eos b eos y 4-

, sin a sin b eos a sin 7

sin a

millest

eos a(l — eos2 b) = sin a sin b eos b eos y 4-

4- sin a sin b cot a sin y
ehk

eos a sin2 b = sin a sin b eos b eos y 4- sin a sin b cot a sin y .

Jagame viimase võrduse mõlemad pooled sinasin õ-ga, saame

cot a sin b = eos b eos y -4- cot a sin y ,

mis nimetatakse sfäärilise kolmnurga kootangensvale-
mik s. Kootangensvalem väljendab funktsionaalset seost sfää-

rilise kolmnurga kahe külje ja kahe nurga vahel, kus üks nurka-
dest on antud külgede vaheline nurk või üks külgedest on antud

nurkade vaheline külg.
Arvutades analoogiliselt eelmisega ja arvestades kõiki või-

malusi sfäärilise kolmnurga külgede ja nurkade suhtes, võime
märkida kuus kootangensvalemit:

cot a sin b — cot a sin y 4- eos b eos y

cot a sin c = cot a sin |3 4- eos c eos (3
cot b sin a = cot |3 sin y 4- eos a eos y
cot b sin c = cot (3 sin a 4~ eos c eos a

cot c sin a = cot y sin |3 4- eos a eos (3
cot c sin b = cot y sin a + eos b eos a ,

mille abil võime leida sfäärilise kolmnurga külje, kui on antud
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kaks nurka ja nende vaheline külg, või nurga, kui on antud kaks

külge ja nende vaheline nurk.

2. Kui täisnurkses sfäärilises kolmnurgas nurk a = 90°, siis

cot a = cot b eos y

cot a = cot c eos |3
cot b sin c = cot (3
cot c sin b — cot y

või muutes saadud võrdustes kootangensid tangensiteks, saame

tan b = tan a eos y

tan c = tan a eos (3
tan b = sin c tan (3
tan c = sin b tan y ,

kus esimesed kaks valemit näitavad, et kaateti tangens on võrdne

lähisnurga koosinuse ja hüpotenuusi tangensi korrutisega, ning
kaks viimast valemit näitavad, et kaateti tangens on võrdne vas-

tasnurga tangensi ja teise kaateti siinuse korrutisega. Neid

valemeid võime kasutada täisnurkse sfäärilise kolmnurga puhul,
kui on antud kaks külge või üks külg ja nurk.

Kahest viimasest valemist nähtub, et täisnurkse sfäärilise

kolmnurga kaatet ja temale vastasnurk on mõlemad kas väikse-

mad kui 90" või mõlemad suuremad kui 90°, sest külje siinus on

ikka positiivne ja seega kaateti ja temale vastasnurga tangensid
on siis ühesuguste märkidega.

3. Kui täiskülgses sfäärilises kolmnurgas külg a = 90", siis

cot a + eos & cot y = 0

cot a + eos c cot |3 = 0

cot b = cot |3 sin y

cot c
— cot y sin (3

ehk tangensite kaudu

tan (3 = — tan a eos c

tan y = — tan a eos b

tan (3 = sin y tan b

tan y = sin [3 tan c
.

Neid valemeid võime kasutada, kui on antud üks külg ja üks

nurk, või kaks nurka.
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§ 8. Külje koosinusvalem.

1. Olgu sfäärilise kolmnurga küljed a, b ja c ning nurgad
a, (3 ja y, polaarkolmnurga vastavad küljed a x ,

b
r ja c x ning

nurgad a x , |3i ja yx .

Polaarkolmnurga nurga »i koosinusvalem on

„

eos a, — eos bi eos c t

COS Cl] = —

;

sin Oi sin Ci

kus

«1 = 180° —a, a 1 = 180° —a, —p, C1 = 180° —y .

Asetades saame

— COS « =
-cosa-cos/ieosj.

sm p sin 7

ehk

COS fl =
siu p sin 7

mis nimetatakse sfäärilise kolmnurga külje koosinus-
valemiks. Sfäärilise kolmnurga külje a koosinusvalem väl-

jendab funktsionaalset seost sfäärilise kolmnurga kolme nurga

ja külje a vahel.

Analoogiliselt võime leida vastavad valemid sfäärilise kolm

nurga külgede b ja c jaoks.

Seega sfäärilise kolmnurga külgede koosinusvalemid on

eos a =
cosa+ eosf)cos_r

sm p sin y

cos & _

cos + cosa eos y

sin a sin y

cos y + cos a cos B
COS C = —

H ,

sm a sin p

mille abil võime leida sfäärilise kolmnurga küljed, kui on antud

kolm nurka. Samuti võime koosinusvalemi abil arvutada ka

sfäärilise kolmnurga nurga, kui on antud kaks teist nurka ja
nende vaheline külg.
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2. Kui täisnurkses sfäärilises kolmnurgas nurk a = 90°, siis

eos a = cot |3 cot y

k eos 0
eos b = ——-

sm y

eos y
eos c = ——-

n ,
sm p

s. o. täisnurkses sfäärilises kolmnurgas hüpotenuusi koosinus on

võrdne hüpotenuusi lähisnurkade kootangensite korrutisega ja
kaateti koosinus on võrdne vastasnurga koosinuse ja lähisnurga
siinuse jagatisega. Nende valemite abil võime lahendada täis-

nurkset sfäärilist kolmnurka, kui on antud kaks nurka või üks
külg ja üks nurk.

3. Kui täiskülgses sfäärilises kolmnurgas külg a = 90°
,

siis

saame

eos a
—

— eos p eos y ,

mis võimaldab kolmnurga nurga leidmise, kui teised kaks nurka

on teada. Selles valemis eos a võib olla positiivne või negatiivne.
Kui eos a> 0

,
siis cos p ja eos y on isesuguste märkidega ja

seega nurkadest p ja y üks on väiksem kui 90° ja teine on suurem

kui 90° . Kui eos a<Z 0
,

siis eos p ja eos y on ühesuguste märki-

dega ja seega p ja y on mõlemad väiksemad kui 90° või mõlemad

suuremad kui 90°. Järelikult täiskülgses sfäärilises kolmnurgas,
milles on üks täiskülg, on kõik kolm nurka suuremad kui 90"

või ainult üks nurk on suurem kui 90°
.

Kui sfäärilises kolmnurgas on kaks või kolm täiskülge, siis

tema lahendamiseks valemeid pole vaja. Sest kui näiteks

a= b = 90°, siis nurga y tipp on külje c poolus ja seega
a= P = 90° ning y— c .

Kui a=b = c = 90°, siis ka

a = p — y = 90°
.
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§ 9. Täisnurkne sfääriline kolmnurk.

Kui sfäärilises kolmnurgas näiteks nurk a on täisnurk, siis
selle täisnurkse sfäärilise kolmnurga lahendamiseks on peale
täisnurga a veel vajalik teada kaks teist põhielementi. Seega
esineb täisnurkse sfäärilise kolmnurga lahendamisel kuus juhtu,
s. o. kui on antud

1) kaks kaatetit: b, c;

2) hüpotenuus ja kaatet: a, b; a, c;

3) hüpotenuus ja lähisnurk: a , |3 , a, y;

4) kaatet ja lähisnurk: b, y; c, (3;

5) kaks kaatetite vastasnurka: (3, y;

6) kaatet ja vastasnurk: b, |3; c, y.

Täisnurkse sfäärilise kolmnurga lahendamisel kasutame vas-

tavaid valemeid täisnurkse kolmnurga jaoks leitud valemitest:

eos a = eos b eos c

sin b = sin a sin (3
sm c = sm a sm y

tan b = tan a eos y

tan c = tan a eos |3
tan b = sin c tan |3
tan c = sin b tan y

eos a = cot (3 cot y

eos b =

sin 7

eos 7
eos c =± ——a

sm p

,
o

tan b
tan B —

-—

1 sm c

, tan c
tan y = .

—

r ,
1 sm b

1) Esimesel juhul, kui on antud kaatetid b ja c ,
kasutame

valemeid

eos a = eos b eos c

mis võimaldavad ühese lahenduse.
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Esimesest valemist nähtub, et täisnurkses sfäärilises kolm-

nurgas hüpotenuus on < 90°, kui mõlemad kaatetid on 90°
,

ja hüpotenuus on > 90°, kui üks kaatet on < 90° ja teine kaatet
on > 90°. Tähendab, täisnurkses sfäärilises kolmnurgas on kas
kõik küljed < 90° või ainult üks külgedest on < 90°.

Viimased kaks valemit näitavad, et kaatet ja sellele kaatetile

vastasnurk on mõlemad || 90°. Seega täisnurkses sfäärilises

kolmnurgas kaatet ja temale vastasnurk asetsevad ikka ühes ja
samas ringi veerandis.

2) Teisel juhul, kui on antud hüpotenuus a ja üks kaate-
titest, näiteks b

,
kasutame valemeid

n „
eos a

eos c = -

eos b

siu B =
sm a

tan b
COS Y =

tan a ’

mis võimaldavad lahenduse ainult siis, kui sin b sin a . Teise
valemi järgi tekkiv näiv kahesus nurga (3 suhtes kaob sellega, et
nurk (3 asetseb samas ringi veerandis, milles asetseb vastav

kaatet b. Siin b ja (3 on mõlemad ||9o° ning seega on lahen-
dus ühene.

Erijuhul, kui a= b
— 90°, siis teise valemi järgi ka [3 = 90° ,

kuid c ja y jäävad esimese ja kolmanda valemi järgi määramata.

3) Kolmandal juhul, kui on antud hüpotenuus a ja üks
tema lähisnurkadest, näiteks |3 ,

kasutame valemeid

sin b = sin a sin [3

tan c — tan a eos (3
j eos acot y = —

.-õ •

cot p

Siin bja (3 on mõlemad = 90°, sest kaatet b asetseb samas ringi
veerandis, milles asetseb nurk |3. Seega on lahendus ühene.
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4) Neljandal juhul, kui on antud kaatet ja sellele kaatetile

lähisnurk, näiteks b ja y ,
kasutame valemeid

tan b
tan a =

eos y

tan c
—

sin b tan y

eos (3 = eos b sin y ,

mis annavad ühese lahenduse.

5) Viiendal juhul, kui on antud kaatetite vastasnurgad (3 ja y ,

kasutame valemeid

eos a = cot [3 cot y

,
eos 3

COS 0 =

sin 7

eos y
COS C =

——.

sm p

Nende valemite järgi lahendus on ühene ja võimalik ainult

siis, kui

90° (3 + y 270°

_ 90° <: (3 — y 90° .

Et käesolevate valemite järgi peab olema

— 1 cot |3 cot y 1

eos |3 sin y
** eos y

sin (3 ,

siis, kui y 90°
, peitub (3 väärtus 90° —y ja 90° + y vahel, s. o.

90° _yg |3 90° +y ,

ja kui y 90°, peitub |3 väärtus 90°—(180° —y) J a

90°+ (180° —y) vahel, s. o.

Y 90° g(3 270° — y

Neist võrdusvõrratustest leiame, et

90° (3 + y 270°

_ 90° (3 — y 90°.
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6) Kuuendal juhul, kui on antud kaatet ja sellele kaatetile

vastasnurk, näiteks b ja |3, kasutame valemeid

• sm b
sm « =

s
sm />

• tan b
sm C = 5

tan p

. eos B
Sin v =

r
cos b

Siin on lahendus võimalik ainult siis, kui sin b sin (3 ning bja

|3 on mõlemad 90°
.

Kui sin b < sin (3 ning bja[3 on mõlemad

90°, siis saame kahese lahenduse. Märgitud valemite järgi
saame lahendid:

a x ja a 2 = 180° —a
r

Ci ja c 2 = 180° — cx

Yi ja Y2 = 180° — Yi,
mis määravad kaks täisnurkset kaaskolmnurka ABC ja AB'C

(15. joon.). Juhul, kui b = [3, on kaaskolmnurgad kongruentsed
võrdkülgsed kolmnurgad. Sel juhul loeme lahenduse &

üheseks. /\

Kui aga b=(3 = 90°
,

siis esimese valemi järgi
ka a = 90°, kuid c ja y jäävad teise ja kolmanda

valemi järgi määramata.

Näiteks, kui sfäärilises kolmnurgas täisnurgaga a

on antud \

a - 142° 15' 48"
, p = 145° 30' 26"

,

B1
siis

,
15. joonis,

sin b = sin a sin (3 = sin 142° 15' 48" • sin 145° 30' 26"

tan c = tan a eos (3 = tan 142° 15' 48" • eos 145° 30' 26"

, eos a eos 142° 15' 48"
cor Y ~

cot/?
“

cot iwWw' ’

mida logaritmides leiame, et

log sin b = 1,53982

log tan c = 1,80472

log cot y = 1,73509
,
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millest

b = 159° 43' 16"
,

c = 32° 31' 55"
, y = 61° 28' 56"

.

Siin on & > 90°, sest et |3 > 90°
,

ehk — nagu näeme — suu-

rema nurga vastas peab olema suurem külg, s. o. kui |3 >a ,
siis

ka b > a
.

§ 10. Täiskülgne sfääriline kolmnurk.

Täiskülgse sfäärilise kolmnurga lahendamisel on peale täis-

külje a samuti vajalik veel teada kaks teist põhielementi. Täis-

külgsete sfääriliste kolmnurkade lahendamisel kasutame nende

lahendamiseks eespool-leitud valemeid:

eos a - — cot b cot c

o
COS b

COS 6 = •
sin c

eos c
eos y = -—ri

sm bi

sin [3 = sin a sin b

sin y = sin a sin c

tan |3 = — tan a eos c

tan y = — tan a eos b

tan [3 = sin y tan b

tan y = sin [3 tan c

eos a = — eos (3 eos y .

Siin esinevad kolmnurga külgede suhtes samad juhud, mis

esinesid täisnurkse sfäärilise kolmnurga nurkade suhtes, ja nur-

kade suhtes samad juhud, mis esinevad täisnurkse sfäärilise

kolmnurga külgede suhtes. Seega esineb täiskülgse sfäärilise

kolmnurga lahendamisel samuti kuus juhtu, s. o. kui peale täis-

külje a on antud:

1) täiskülje lähisnurgad [3 ja y ;

2) täiskülje vastasnurk a ja üks lähisnurkadest (3 või y ;

3) täiskülje vastasnurk a ja üks külgedest b või c ;

4) nurk (3 ja tema lähiskülg c
,

või nurk y ja lähiskülg b ;
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5) kaks külge b ja c ;

6) nurk (3 ja tema vastaskülg b
,

või nurk y ja vastaskülg c
.

1) Esimesel juhul, kui on antud täiskülje a lähisnurgad (3
ja y ,

kasutame valemeid

eos a = — eos [3 eos y

tan b =

sin 7

tan c =
!“»

,
sm p

mis annavad ühese lahenduse.

Esimesest valemist nähtub, et täiskülgses sfäärilises kolm-

nurgas võivad olla kõik kolm nurka 90" või ainult üks nurk
on > 90°.

Viimased kaks valemit näitavad, et kui [3 ja 9o°,

siis ka vastavalt b 90" ja c 90".

2) Teisel juhul, kui on antud täiskülje a vastasnurk et ja üks

lähisnurkadest, näiteks (3 , kasutame valemeid

COS (i
cos y =

cos p

•

7, sin 8
sm b =

sin a

, •
tan

COS C —

,tan a

mis võimaldavad lahenduse ainult siis, kui sin (3 sin a . Siin

(3 ja b on mõlemad || 90" ja seega esineb ühene .lahendus.

Kui siin a=|3 = 90"
, siis teise valemi järgi ka b = 90".

kuid y ja c jäävad esimese ja kolmanda valemi järgi määramata.

3) Kolmandal juhul, kui on antud täiskülje vastasnurk a ja
nurga a üks lähiskülgedest, näiteks b

,
kasutame valemeid

sin 3 = sin a sin b

tan y = — tan a eos b

,
.

„

cos «
cot C —

——

cot b

mis määravad ühese lahenduse, sest et siin [3 ja b on mõlemad

§ 90 ° •
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4) Neljandal juhul, kui on antud näiteks nurk p ja tema

lähiskülg c ,
kasutame valemeid

tan 3
tan a = -

eos c

tan y = sin (3 tan c

eos b = eos (3 sin c
,

mis annavad ühese lahenduse.

5) Viiendal juhul, kui on antud küljed b ja c
,

kasutame

valemeid

eos a = — cot b cot c

o eos b
eos p =

—

sm c

eos c
COS V = r ,

sm b

mis võimaldavad ühese lahenduse ainult siis, kui

90° gb + c 270°

9O« < b— c < 90°.

6) Kuuendal juhul, kui on antud näiteks nurk p ja tema

vastaskülg b
,

kasutame valemeid

• sm 0
sm a = -—r

sm b

.
tan 0

sm y = ——£1 tan b

. eos b
sm c =

H ,
eos p

mis võimaldavad’ kahese lahenduse, kui sin p < sin b ning p ja b

on mõlemad 90°. Juhul, kui p=b ,
on lahendus ühene.

Näiteks, kui sfäärilises kolmnurgas a on täiskülg ja

a = 78° 32' 18"
, [3 = 110° 14' 52"

,

siis

. ,
sin sin 110° 14’ 52”

QIYI h -

sin a sin 78° 32' 18”

tan /> tan 110" 14'52”
nna c — —

tan a tan 78" 32' 18”

eos a eos 78° 32’ 18”
COS y —

—

fiõ" 14' 52'
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mille logaritmid on

log sin b = 1,98105

log eose = 1,74010

log eos y = 1,75904 ,

kust

b = 106° 48' 16"
,

e = 56° 39' 21"
, y —

54° 57' 30"

Siin on b > 90°, sest (3 >a .

§ 11. Siinus-koosinusvalemid.
a) Paigutame nurga koosinusvalemisse

eos a = sin b sin c eos a 4- eos b eos c

eos c asemele

eos c = sin a sin b eos y -f- eos a eos b
,

saame

eos a sin b sin c eos a- sin a sin b eos b eos y4- eos a eos 2 b
,

millest

eos a (1 — eos2 b) = sin b sin c eos a- sin a sin b eos b eos y
ehk

eos a sin b = sin c eos a 4- sin a eos b eos y .

Saadud valem väljendab sfäärilise kolmnurga kolme külje ja
kahe nurga seost.

Analoogiliselt arvutades võime märkida kõik võimalikud
valemid

eos a sin b = sin c eos a -J- sin a eos b eos y
eos a sin c = sin b eos a 4- sin a eos c eos (3
eos b sin a — sin c eos (3 4- sin b eos a eos y
eos b sin c = sin a eos (3 4- sin b eos c eos a

eos c sin a = sin b eos y 4- sin c eos « eos (3
eos c sin b = sin a eos y 4- sin c eos b eos a ,

mille abil saab lahendada sfäärilist kolmnurka, kui on antud
kolm külge ja üks nurk või kaks külge ja kaks nurka.

3 A. Borkvell. Sfääriline trigonomeetria.
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b) Siinusvalemist

sin a sin o sin y

sin a sin b sin c

saame

sm a •

t sm 8 . sm v

sm a = sm b = sm c —
•

M M M

Paigutame need väärtused eelmistesse valemitesse sin a ,
sin b ja

sin c asemele, saame

eos a sin |3 = sin y eos a + sin a eos b eos y

eos a sin y = sin (3 eos a -j- sin a eos c eos (3
eos b sin a = sin y eos |3 -j- sin (3 eos a eos y

eos b sin y = sin a eos [3 + sin |3 eos c eos a

eos c sin a = sin |3 eos y + sin y eos a eos |3
eos c sin (3 = sin a eos y + sin y eos b eos a

.

Korraldades need saadused eelmise valemiterühma kohaselt,
võime märkida viimased valemid järgmiselt:

eos a sin |3 = sin y eos a — sin a eos |3 eos c

eos a sin y = sin (3 eos a — sin a eos y eos b

eos [3 sin a = sin y eos b — sin [3 eos a eos c

eos |'3 sin y = sin a eos b — sin |3 eos y eos a

eos y sin a = sin [3 eos c — sin y eos a eos b

eos y sin (3 = sin a eos c — sin y eos |3 eos a
,

mis väljendavad sfäärilise kolmnurga kolme nurga ja kahe külje
seost. Nende valemite abil saab lahendada sfäärilist kolmnurka,
kui on antud kolm nurka ja üks külg või kaks nurka ja kaks

külge.

§ 12. Poolnurga valemid.

Asendame valemites

. a ./ 1 — eos a ■ a
, / 1 + eos a

Sin — ja COS -2=V 2—

eos a nurga koosinusvalemist avaldisega

eos a — eos b eos c

sin b sin c
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saame

ct-| / sin b sin c — eos a- eos b eos c

2 r 2 sin b sin c

. — ./ sin £
_I/ eos (o — c) —eos a 1/ 2 2

2 sin b sin c r sin b sin c

ja

C Og
a ■*/ sin 6 sin c + eos a — eos b eos c

2
*

2 sin b sin c

/. ct- —|— ö —|— c . b c —r- a
sm • sin

sin b sin c

Kui tähistame sfäärilise kolmnurga külgede summa 2s-ga, s. o.

d -j- b— c —2s
,

siis

a 4- b — c = 2(s — c)
a— b c = 2(s —b)

b4-c —a = 2(s —a)

ja

• a ,/ sin (s —b) sin (s —c)
bill -y —1/ —-—

;

£ r sino sm c

a _/ sin s sin (s — a)
COS -x- = V

2 F sin b sin c

Jagades teineteisega saadud võrdused, saame

a
-•/

sin (s — b) sin (s — c)
2 r sin 8 sin (s —a)

Ruutjuured esinevad siin ainult pluss-märgiga, sest et ~ < 90°
,

mille trigonomeetrilised funktsioonid on ikka positiivsed.

Analoogiliselt võime leida sfäärilise kolmnurga teiste pool-
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nurkade trigonomeetrilised funktsioonid ja seega saada kõik pool-

nurga valemid:

a / sin (s —b) sin (s —c)
sm -H-= 1/ r—r-

2 f sm b sm c

B
,/

r sin (s —a) sin (s —c)
sm 4 = 1/ . .

2 f sm a sm c

y sin (s — a) sin (s —b)
Siil -77= 1/ —

r :—T
2 r sm a sm b

a
,
f sin s sin (s —a)

COS -x-= 1/
2 F sm o sm c

B / sin s sin (s —b)
COS =l/ ; ;

2 r sm a sm c

y / sin s sin (s —c)
COS 4= 1/ f—

L
2 r sm a sm b

t
a ,/ sin (s — b) sin (s —c)
2 r sin s sin (s — a)

, / sin (s — et) sin (s — c)

2 r sin s sin (s — b)

f-an _7 _i
/ 3in (£ —«) sin (s —

2 sin s sin (s — c)

Need logaritmitavas kujus esinevad valemid väljendavad
funktsionaalset seost sfäärilise kolmnurga kolme külje ja ühe

nurga vahel ning neid kasutatakse sfäärilise kolmnurga nurkade

leidmisel, kui on antud kolm külge.

§ 13. Poolkülje valemid.

Kui sfäärilise kolmnurga küljed ja nurgad on

a, b
,

c, a, (3, y,

siis tema polaarkolmnurga vastavad küljed ja nurgad on

ai = 180° — a ai = 180° — a

b
r = 180° —|3 = 180° — b

Cl -180° —y Y1 = 180° — c
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ning nende külgede summa

2si = 540° — (a 4- (3 + y) =

— 360° — (a + (3 + y — 180°) = 360° — £ ,

millest

S 1 = 180“
—y.

Kohaldades poolnurga valemeid

a< . 180° — a a

sm y
= sm —2

—
— cos y

. . 180° — b b
sm =sm ——

—
cos y

. y. .
180° — c

nna
c

sm =sm ——
—

cos
y

ja

polaarkolmnurga suhtes, milles

ci, 180° — a • a

cos = cos =sm y

0. 180° —6 . b
cos = cos —2

— —sm
y

y. 180° —c . c
cos = cos

—2
—

—
sin

y

Si —ai — 180°
—y

— (180° —a)= a —

y

S 1 — 6 l= 180»—

y
— <180» — £) = p— y

81 — C1 = 180»—
y

— (180» —y) = y —

y,

saame

■
/ sin — sin (a — —-1

. a 1/ 2 \ 2 /
sm -x- = r --

a .
2 r sm p sin y

_ / sin JL sin (ff — —)
. b 1/ 2 V 2/

Sin -o=l' : :

2 "

sm a sm 7

/sin (/)-£)» (r-±)
COS

-y
= r —

2 * sm p sm y
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b ■/ sin (a-y ) sin (y —4)
COS -

n
-

—1/
_

2.
~

sm a sin y

pns
e_ 1/ sin (“ - i) sm (#-i)
2 r sin a sin p

tan 4 = ]/ ■

? sin (tf— y) sin

tan±
= l/

* sin (a —y)sm(7 — y)

tan±=l/
sin(a-y) sin (,3-y)

kus £= a -j- (3 -|- y — 180°
.

Saadud valemid väljendavad vahekorda ühe külje ja kolme
nurga vahel. Sfäärilise kolmnurga lahendamisel nende valemite
abil leitakse sfäärilise kolmnurga küljed, kui on antud tema

nurgad.

§ 14. Delambre’i ja Napier’i valemid.

1. Paigutame nurkade summa ja vahe siinuse ja koosinuse
valemitesse

sin-= sin eos ± eos ~ sin ~

ja

eos
a

—
cos

y eos 4- sin — sin JJ

poolnurga funktsioonide sin eos ~

,
sin ja eos asemele
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nende väärtused (§ 12), saame

a±/3 1 / sin s sin2 (s —b) sin (s —c) _j_i/sin s sin2 (s —a) sin (s —c)
2 Isina sin b sin2

c
—

r sin a sin b sin 2
c

sin (s —b) + sin (s —a) i/sin s sin (s —c)
sin c' V sin a sin b

sin (s — b)+sin(s —a) y
=

— • COS 4-
sm c 2

ja

a+ ff i /siir2
s sin (s —a) sin (s —b) —

COS 2 Isin a sin b sin2
c

i /sin (s —a) sin (s —b) sin 2 (s —c)

r sin a sin b sin2
c

sin s +sin (s —c) ]/sin (s —a) sin (s —b) sins+sin(s —c) . 7
;* j ; • 7 • j õlil

q ,
sm c ' sin a sm b sm c 2

Et

•
z 7 \ . •

/ \ H
sm (s —b) + sin (s —a)=2sm (s j eos ——

—

o
. c a— b

=2sm y eos —=
—

>

• z 7 \ •/ \ ci / et -1” b \ • et b
sm (s —b)— sm (s — a) = 2 eos (s sm— — —

n
c • a— b

= 2 eos
2

sm
—,

.
x / c 1 • c

o a+ b • c

sin s—sm(s— c) =2 eos (8 —y) siny= 2 eos —J- sm
y ,

sm s 4- sm (s — c) = 2 sm (s — yj eos
y

= 2 sm—J- eos y ,

sm c — 2 sm y
eos

y ,

siis

a — b
eos —-—

= — eos 2

COS —

2

a + b
eos —i—-

-2 • y
— sm/-
c 2

eos —

2

a -}- /?
cos-j-

a — b

n
sin ——-

= — cosl
sin —

a 4- b
sin —4—

—|- sin L
sm —

a —

COS-2--
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Neid valemeid nimetatakse Dela m b r e’i valemiteks,
mis väljendavad funktsionaalset seost sfäärilise kolmnurga kõigi
külgede ja nurkade vahel.

Kõik võimalikud Delambre’i valemid on :

. a4~ a— b
sm

2
eos —2—sin

2 . cos
2 eos ~2

—

eos —2~

eos ~2 cos ~2 siu y eos y

-

=
“lzEz -

gF
_

-

4 “» 4 sm 4
_

eos 4
sin

£±y
c
._

?— c + y b+ csin
2 eos

2 eos ~

eos

COE y cos y sin | cos
±

a—B
.

a— b
sm

2 sm —2
—

7
cos y

c

sm y

a—y a — c
sm y- sm —%

—

~t~~

: r~
cos y sm y

8— 7 . b— c
sm

2
—

sm —2
—

a

COS y
a

sm y

ci—B a 4- b
cos -y— sm y—

7
sm y

c

sm y

a— 7
. a- c

C°S'
2 Sln

2

F ~. b
sm y sm y

— y
.

b4- c
cos

2
—

sm —2
—

a
sin y sm y

2. Delambre’i valemitest saame jagamise teel nn. N a p i e r’i
valemid ehk analoogiad:

a-P a— b a 4-b a Rtan
2

eos
2

” tan
%
—

eos

. "f ci + 6
c a- ä

cot 2 eos 2 tan y eos —g—-
a-j-y a— c a- c n vtan ~y~~

_

eos —

2 tan -J- eos —g
~

r>r>+ —

a+ 0 b
tl 4- V

cot 2 eos
2 tan y eos

9
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y 6 — c

2T
b c B— y

tan —2— eo® —õ
—eos

,

a b4- c
cot ~2~ eos —2

—

a

"
0 4-7

tan eos
——

, fI P
.

a— b a— b a— 8
tan

2 Sln
2 an —2

— sin —2
—

7 ®+ b c
.

a -I- 8
c°t 2 Sln

2 tan ~2 sin —2
—

,n—y,ac a — c a — y
tan

2
Sln

2 an —2
—

s*n —2
—

.

cc + c b a+ y
co ’ 2

sin
2 tan ~2 sin —2~~

tan
-2

1
sin

2

C
tan

b
sin

co/"
=

si
tan

«
=

sinT±:/’

mis väljendavad sõltuvust sfäärilise kolmnurga kolme nurga ja
kahe külje või kolme külje ja kahe nurga vahel.

Napieri analoogiad koos.Delambre’i valemitega leiavad sageli
rakendamist astronoomias ja geodeesias.

§ 15. Cagnoli’ ja l’Huillier’i valemid.

1. Korrutame sfäärilise kolmnurga poolkülje valemid

. sin
—

sin la ——|
sin •= 1/ * ' -4-'

2 r sm /3 sin •/

ja

•_ / sin ' siu I; 1 |
sin — | —

T —

2. r sin a sm y ’

saame

.a . b «"TiAH'*- IH ('’"!)
sin —smw = ——1/

—
2 _±_

2 2 sin y r sin a sin /?
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ehk

sm —

a.b 2 c
sm — sm - =—— eos —,2 2 sin 7 2 ’

millest

a . b
sm — siin —

2 2. t 2 2.
sm T “ õ

— sin Y •

eos —

2

Et

sin y= 2 sin
y eos —

2\/sin s sin (s — «,) sin (s — b) sin (s — c)
sin a sin b

Vs in s sin ( s —a ) sin (s —b) sin (s —c)

n*aa . b b ’

2 sm — eos —

•

sm — eos —
Wö Olli uvo

-

2 2 2 2

siis

e \/sin s sin (s — aj sin (s —b) sin (s —c)
sm

-75 —
—

r ’

2
n a b c
2 eos eos — eos -

2 2 2

mida nimetatakse Cagnoli’ valemiks ja mille abil leitakse
sfääriline ekstsess e, kui on antud sfäärilise kolmnurga kolm

külge a, bja c
.

Siin tuleb võtta ruutjuur ainult, pluss-märgiga, sest et

y
< 180°

,
mille siinus on alati positiivne.

2. Koostame Delambre’i valemitest

. a 4- 3 a— b
sm —eos

2
_

2

y c
eos — eos —

2 2

CL B CL -|~ Ö
eos eos —-—

2 _ 2

y c
sm — eos

2 2
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järgmised tuletatud võrded

sin —cos
y

cos — cos

sin
a

+co
' y

008 + cos
2

eos qj _ sin 1 eos
a +J

- eos |
eos 5±J

+ sin I
”

eos
n.+l +Tos|

Et

a + 0 + Y — 180° = £ ,
millest

= 90°

ja

sin —cos
7

eos
a
—— =• sin

,

siis

eos — eos 2- eos — eos 2

eos
7
_p

£
+ eos 2- eos + eos 2-

sin Z. 6
— sin 2. eos —-t—

— eos —

22_ 2 2

sin Z /' -f- sin X eos —tŽ -|- eos -£
2 2 2 2

ehk (kasutades siinuste ja koosinuste summa ja vahe valemeid)

sin ?'
- sin — sin —

- sin -
—

+ c

4 4 1 4

eos — - eos — eos —~ + c
cos

b- a+ c

4 4 I 4

8— h . s— a
sin —-— sin —-—

2 , s— b . s— a

o a
—

tan <5 tan x
,s—bs— a 2 2 ’

cos cos
2 2
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eos f 1 sin ± sin a+ & +_? sin
4 4 4 4

sin —J eos ± eos ?.+ 6 + c
eos

a + fe ~ c

4 4 4 4

8. 8 C
sm — sm

2 2 , s.s — c
— = tan tan —--

ss— c 2 2
eos — eos

2 2

Korrutades ja juurides saadud võrdusi, leiame

taii
—— y tan

y
tan tan

S
tan

s
,

mida nimetatakse l’H ui 11 i e r’i vale m i k s ja mille abil võib

samuti leida sfäärilise ekstsessi e väärtuse, kui on antud sfääri-

lise kolmnurga küljed a, b ja c
.

Siin tuleb ruutjuur samuti võtta ainult pluss-märgiga, sest

Y < 90°, mille tangens on ikka positiivne.

§ 16. Sfäärilise kolmnurga pindala.

Sfäärilise kolmnurga ABC (16. joon.) pindala S leidmiseks

pikendame sfäärilise kolmnurga küljed AB
,

AC ja BC suurringi-
deks, mis moodustavad siis kaheksa sfäärilist kolmnurka

ABC, ABC, AB'C, AB'C

A'B'C
,

A'B'C
, ABC, A'BC

,

milledest sümmeetrilised paarid on

ABC ja A'B'C, ABC ja A'B'C,
AB'C ja A'BC

,
AB'C ja A’BC.

Olgu sfäärilise kolmnurga ABC nurgad

BAC =a
,

ABC =p ,
ACB =y .

Sfäärilised kaaskolmnurgad ABC ja A'BC moodustavad sfääri

16. joonis.
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lise kaksnurga ABA'C, mille pindala muutub võrdeliselt nur-

gaga a . Seega võrre »

a pindala (ABA'C)

360° 4 nR2

määrab sfäärilise kaksnurga ABA'C pindala, s. o.

pindala (ABA'C) =—,
,

180" ’

kus R on kera raadius.

Sfääriliste kaksnurkade pindalasid

ABA'C = ABC + A'BC = ‘ 2 CR \a
' 180°

ABCB' = ABC + AB'C =

ACBC = ABC + ABC = -

2

liites saame
t

2S + ABC + A'BC + AB'C + ABC = (« + 0 + v )

Et sfäärilised kolmnurgad ABC' ja A'B'C on sümmeetrilised, siis

on nende pindalad võrdsed ja seega ABC + A'BC + AB'C + ABC'
moodustab pool kerapindala, s. o. 2jd?2 . Seega

2S + (a + P + Y),

millest

+ 0 + Y

Kui R = 1
,

siis

° “
180°

*
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§ 17. Sfäärilise kolmnurga sisse joonestatud ringi
kaarraadius.

1. Poolitame sfäärilises kolmnurgas ABC (17. joon.) nurgad
a ja [3 suurringide kaartega AO ja BO

,
mis lõikuvad punktis O .

g
Punktist 0 tõmbame suurringide kaared

OD, OE ja OF risti sfäärilise kolmnurga
külgedele, saame neli täisnurkset sfäärilist
kolmnurka AOD , AOE

,
BOE ja BOF

. Et

kolmnurkades AOD ja AOE on ühine hüpo-

tenuus AO ning OAD — OAE
, siis (§9 p. 3

järgi) on ka OD = OE, AD =AE ja
17. joonis. zx zx

AOD = AOE . Järelikult on sfäärilised

kolmnurgad AOD ja AOE sümmeetrilised. Samaselt on sümmeet-

rilised sfäärilised kolmnurgad BOE ja BOF
,

kus OE =OF .
Seega

OD = 0E = OF = o

on sfäärilise kolmnurga ABC sisse joonestatud ringi kaar-

raadius, kusjuures punkt O on selle ringi poolus ehk

sfääriline keskpunkt.

Ühendades suurringi kaarega keskpunkti 0 sfäärilise kolm-

nurga kolmanda tipuga C, saame samuti kaks täisnurkset
sümmeetrilist kolmnurka, kus võrdsete külgede OD ja OF vastas-

nurgad on võrdsed, s. o. OCD — OCF
, ning seega OC on nurga-

poolitaja. Siis ka CD =CF ja COD = COF
.

Et

BC = BF + FC = a

AC = AD+ DC =b

AB = AE-F EB = c

ja

CL —|— l) —j— c—2s •
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sus

AD = AE = s — a

BE = BF — s — b

CD =CF =s — c

ning täisnurksest sfäärilisest kolmnurgast AOD saame (§ 7 p. 2)

tan p = sin AD • tan-£ = sin (s —«)1/ Mn (»-»)■>» (»-^>
=

2 r sinasin (s — a)

1
/ sin (s—a) sin (s —b) sin (s —c)

V sin s
’

mille järgi võime leida sfäärilise kolmnurga sisse joonestatud
ringi kaarraadiuse q.

ä

2. Kui sfäärilise kolmnurga ABC / \

kaaskolmnurgaks on kolmnurk A'BC / \

(18. joon.), mille ümbermõõt M U

2s' = a+ (180° —b) + (180° —c) ,

millest

s' — a = 180°—180°— s
,

'

z <

ja sissejoonestatud ringi kaarraadius Y
on q' ,

siis 18. joonis.

tan q' = sin (s' —a) tan ~ = sin (180° — s) tan ~ =

2

__ sin S \/
r

S *n 8 — s *n ( 8 — 1/ s*n 8 sin (® —b) sin (s —c)
V sinasin (8 — a) V s>{n~(s—a) •

Seega sfäärilise kolmnurga ABC kolme kaaskolmnurga A'BC
,

AB’C ja ABC sisse joonestatud ringide kaarraadiuste tangen-
sid on:

tan O
'
= sin s tan -?= 1/ '-> »fo («- £.)

'» 2 r sin(s —n)

tan o,' — sin s tan =l/ sin (8 sin ( 8

' b 2 V S in (s —b)

tano < = sin 8 = 1/ 0^S 8S
2 V sin(s —r)
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§ 18. Sfäärilise kolmnurga ümber joonestatud ringi
kaarraadius.

1. Poolitame sfäärilise kolmnurga ABC (19. joon.) küljed
AB ja AC punktides D ja E ning tõmbame neist punktidest risti

külgedele AB ja AC suurringide kaared DO ja EO
,

mis lõikuvad

punktis O
.

Ühendame punkti O ja sfääri-

lise kolmnurga tipud A
,

B ja C suurringide
kaartega OA, OB ja OC, saame neli täis-

nurkset sfäärilist kolmnurka AOD
,

BOD
,

AOE ja COE
,

mis on kahekaupa sümmeet-

rilised. Et kolmnurkades AOD ja BOD on

ühine kaatet OD ning teised kaatetid on

võrdsed, s. o. AD — BD
,

siis (§ 9 p. 1 järgi)

19. joonis.
°n ka OA = 08, AOD=BOD ja OAD =

= OBD
. Seega on sfäärilised kolmnurgad

AOD ja BOD sümmeetrilised. Samaselt on ka sümmeetrilised
sfäärilised kolmnurgad AOE ja COE, kus OA =OC . Seega

OA = OB = OC = r

on sfäärilise kolmnurga ABC ümber joonestatud ringi kaar-

raadius, kusjuures punkt 0 on selle ringi poolus ehk sfääriline

keskpunkt.
Sfäärilise kolmnurga ABC ümber joonestatud ringi kaar-

raadiuse r väärtuse leidmiseks võtame ühe täisnurkse kolmnurga,

näiteks AOD, milles OA = r ja —. Selles kolmnurgas

(§ 7 p. 2)
c

tan

tan r = —.

eos OAD

Et sfäärilises kolmnurgas ABC on

OAD 4- OAE =a ,
OBD + OBC =|3 , OCB + OCE =y ,

millest

OAD +Y = —

+y
= 90» + |



4 A. Borkvell. Sfääriline trigonomeetria.
49

ehk

OAD = 90° — (y —

y ),
siis

c C
tan -y tan 77

tan r
—

—

.

eos | 90° —(y — yj| sin/y —

Analoogiliselt leiame, et ka

a b
tan

9 tan ~n

tan r = —

,
tan r =

.

sin(a-|)

Võttes ühe poolkülje tangensvalemi, näiteks

tan4 =
]/
' sin —~|)sin —y)

ja paigutades eelmisse võrdusse tan
y asemele, saame

~l / f>-
/ sin y

tan r
— / —j ■ ,

' sin (r-y)
mille järgi leiame sfäärilise kolmnurga ümber joonestatud ringi
kaarraadiuse r, kui on antud sfäärilise kolmnurga nurgad
«, P ja y-

2. Sfäärilise kolmnurga ümber joonestatud ringi kaarraadiuse
leidmiseks kolmnurga külgede kaudu kasutame poolkülje valemit

c
/sinasin (y-y)

sin 9 / ; õ >
z / sm a sm /f



I50

millest

c

sin2

y
sin (y -j =

g

sin a sin (3 =

sin|
c

.

31n
’

T
. a * ’ P„

a
&

— 4 sm -K- eos ■- sm 4? eos
s lill

siny

Et Cagnoli’ valemi järgi

. e V sin s s'in ( s —a) ( s —&) sin (s —c)
SIU 77 7

2 abc
2 eos ~n eos %

eos

ja (§ 12)

a
. / sin (s —b) sin (s —c)

2 f sm b sm c

a
,

sin s sin (s —a)

2 r sin b sm c

. 8 .-/ sin (s — a) sin (s —c)
Sin -/- = !/ ——

2 r sm a sm c

3 ,/ sm ssm (s —&)
COS -£- = y —;

—\ X
2 r sm a sm c

siis

sin(Y —i) =

8 sin2
— eos eos — eos Vs^n s s^n ( s —a) s’n ( s — s^n ( s —

sin a sin b sin 2
c

_

V sin s s *n ( s —a) s^n ( s —&) s^n ( s —c )

n.a • b c2 sm — sm — eos —
2 2 2

ja

2 sin — sin -4- sin —

.
2 2 2

tan r = ■
\/sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c)



§ 19. Sfäärilise kolmnurga kõrgus, bissektor ja mediaan

1. Suurringi kaart sfäärilise kolmnurga tipust risti vastas-
küljele nimetatakse sfäärilise kolmnurga kõrguseks. Sfää-
rilise kolmnurga ABC (20. joon.) kõrgus AD = ha jagab sfää-
rilise kolmnurga ABC kaheks täisnurkseks
sfääriliseks kolmnurgaks ABD ja ACD

,
kus

ADB = ADC = 90°

ja (§ 6 p. 2)
sin h,t z= sin (3 sin c = sin ysin b

,

mille järgi leiame sfäärilise kolmnurga kõr-

guse, kui sfäärilises kolmnurgas on antud

kõrgusele vastasnurk ja külg, mis täisnurkses
hüpotenuusina.

Analoogiliselt leiame, et

sin h
h
= sin a sin c = sin y sin a

ja
sin h

c
= sin a sin ö = sin |3 sin a

kolmnurgas esineb

2. Suurringi kaart AD = l
fl (21. joon.), mis poolitab sfääri-

lise kolmnurga ABC nurga a, nimetatakse sfäärilise kolmnurga
bissektoriks. See bissektor jagab sfääri-
lise kolmnurga ABC kaheks sfääriliseks kolm
nurgaks ABD ja ACD

,
milles

BAD = CAD =
, ADB = 180° — ADC .

Et

cot ADB = — cot ADC ,

siis kootangensvalemite (§ 7 p. 1) põhjal

cot b sin ln = cot ADC sin -- 4- eos l„ eos
“

,
z

cot c sin la = — cot ADC sin ~ 4- eos l„ cos-~

4*

20. joonis.

21. joonis.

51
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Viimaseid võrdusi liites saame

sin l
a (cot b + cot c) = 2 eos la eos ,

millest

a a
2 eos 2 eos ~ä~ sin b sin c

tan la =—V = : 7T r ,
cot b 4- oot c sm (6 + c )

mille järgi võime leida sfäärilise kolmnurga bissektori, kui sfää-

rilises kolmnurgas on antud nurk, mida bissektor poolitab, ja
selle nurga lähisküljed.

Samuti leiame, et

2 eos ysin a sin c

tan l = r—r—-—r—
b sm (a + c)

ja

7
2 eos sin a sin b

tan l = -—;—- —

c sm (a + b)

3. Suurringi kaart AD = m„ (22. joon.), mis poolitab sfääri-

lise kolmnurga ABC külje BC
,

nimetatakse sfäärilise kolmnurga
mediaaniks. See mediaan jagab sfäärilise kolmnurga ABC

kaheks sfääriliseks kolmnurgaks ABD ja
ACD

,
milles

BD =CD = ,
ADB = 180° — ADC

.

Arvestades, et

eos ADB —
— eos ADC

,

siis nurga koosinusvalemite (§ 5 p. 1) põh-

jal võime märkida

eos mfl eos =. eos b4- sin ma
sin ~ eos ADC

eos ma eos ~ = eos c — sin m (, sin eos ADC
,

22. joonis.
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mida liites saame

2 eos m„ eos = eos b + eos c ,

millest

b+c b — c

, . COS õ
—

COS õ
eos b + eos c 2 2

COS m a —

!
=

a a

2 eos
_

2“ eos -õ"

mille järgi võime leida küljele a lastud mediaani, kui sfäärilises

kolmnurgas on antud kolm külge.

Analoogiliselt saame

a+c a — c

eos —2
— cos ~~2

—

eos m. —

zb b

cos~y

ja

a -f- b a — b
eos —2

—

cos —2
—

eos m =
C c

eos

§ 20. Sfääriliste kolmnurkade lahendamine.

Lahendada sfääriline kolmnurk tähendab leida tema kolme

antud elemendi kaudu teised elemendid. Sfäärilise kolmnurga
lahendus on alati ühene, kui tema otsitavad elemendid on määra-

tavad koosinuse, tangensi või kootangensi kaudu. Kuid see ühene

lahendus määrab alati kaks sümmeetrilist kolmnurka, sest süm-

meetrilistes kolmnurkades on vastavad nurgad ja vastavad küljed
isekeskis võrdsed. Kui aga sfäärilise kolmnurga otsitavad ele-

mendid on määratavad ainult siinuse kaudu, siis saame kaks

lahendust, sest vahemikus O°-st 180°-ni vastab nurga siinusele

kaks nurka: teravnurk ja nürinurk. Samuti vastab ka selles

vahemikus külje siinusele kaks külje väärtust.
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Sfääriliste kolmnurkade lahendamise juhud võime jaotada
kuueks rühmaks, ja nimelt, kui kolmnurgas on antud:

1) kolm külge : a, b
, c ;

2) kolm nurka: a, p, y ;

3) kaks külge ja nende vaheline nurk: a, b
, y ; a

,
c

, p ;
b

, c ,
a ;

4) kaks nurka ja nende vaheline külg: a, p, y ; b
, a, y ;

c, a, p;

5) kaks külge ja ühe antud külje vastasnurk: a, b, a ;
a, b

, P; a, c, a; a, c, y ; b
, c, p ; b, c, y;

6) kaks nurka ja ühe antud nurga vastaskülg: a, a, p ;
5,a, p ; a, a, y ; c, a, y ; b

, p, y ; c, p, y.

Sfääriliste kolmnurkade lahendamisel kasutame valemeid,
mis omavad logaritmitava kuju.

1) Sfäärilise kolmnurga lahendamiseks kolme antud külje
r-, bja c puhul võime kasutada poolnurga valemeid

tan —= 1/ sin < s —

2 r sin s sin (s —a)

tan— — 1/ sin ( s ~ a) sin (s —c)
2 r sin s sin ( s —b)

tan —

i/" s * n —a) s * n ( s —&)
2 r sin s sin (s —c) ’

kus poolnurga tangensid on alati positiivsed, sest — —ia — on
2’2 2

väiksemad kui 90°.

Näiteks, kui sfäärilises kolmnurgas
a = 92° 42' 16"

,
b = 123° 33' 28"

,
c = 75° 23' 44"

,

siis

s = —

t * +_L
- 1450 49 < 44-

s — a = 53° 07' 28"

s — b = 22° 16' 16"

8 — c = 70° 26' 00"



55

ning seega

mida logaritmides leiame, et

log tan
-y

= 1,95013

log tan
-y

= 0,27456

log tan
-y= 1,87902 ,

millest

A
= 41° 43' 02"

,
4 = 62 ° 00 ' 46"

’ -T= 37° °7 ' l6 "

2. 2 *

ja

a = 83° 26' 04"
, p = 124° 01' 32"

, y = 74° 14' 32" .

Et selle sfäärilise kolmnurga sfääriline ekstsess

£ a p Y 180° = 101° 42' 08"
,

siis kolmnurga pindala

o
101° 42'08" ti

. ___ zS= Äž 1,775 (ruutuhikut),

kui lugeda, et sfääri raadius R = 1
.

Sfäärilise kolmnurga sisse joonestatud ringi kaarraadiuse

tangens on

f sin (s —a) sin (s — &) sin (8 — c)
tan 0 = 1/ ;

—

« l sin 8

/ sin 53° 07" 28” ♦ sin 22° 16' 16” ♦ sin 70° 26' 00"
— V sin 145° 49' 44" ’

mille logaritm

log tano = 1,85319 ,

a
-1
/

tan-y —y
sin 22° 16' 16” • sin 70° 26’00”

sin 145° 49' 44” • sin 53° 07' 28”

ten
2 =/ sin 53° 07' 28” • sin 70° 26' 00”

sin 145° 49' 44” • sin 22° 16' 16”

= -j/ sin 53° 07'28” •sin 22° 16’ 16”

sin 145° 49' 44” • sin 70° 26' 00”
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kust sfäärilise kolmnurga sisse joonestatud ringi kaarraadius

q = 35° 29' 42"
.

Sfäärilise kolmnurga ümber joonestatud ringi kaarraadiuse
tangens on

2 sin JL sin
~ sin ~

tan r =
2 2 2

Vsin s sin (s —a) sin (s —6) sin (s —c)

—

2 sin 46" 21'08"-sin 61" 46'44" - sin 37" 41' 52"

Vsin 145" 49' • sin 22
71

16' 1

mille logaritm

log tan r = 0,28930
,

kust sfäärilise kolmnurga ümber joonestatud ringi kaarraadius
r = 62° 48' 39”

.

Sfäärilise kolmnurga kõrgused saame valemitest

sin ha = sin (3 sin c = sin 124° 01' 32” • sin 75°23' 44”
sin h

b
= sin a sin c = sin 83° 26' 04” • sin 75° 23' 44”

sin h
c

= sin a sin b = sin 83° 26' 04” • sin 123° 33' 28” ,
mille logaritmid on

log sin ha — 1,90419

log sin h
b
= 1,98287

log sin h
c
= 1,91796 ,

kust

ha
53" 19' 13” ,h b

= 74" 00' 45”
,

h
c
= 55" 52' 47"

Sfäärilise kolmnurga bissektorid leiame valemitest
a

2 eos —cy sin b sin c „

„

tan la =. ~ -
—

2 cos 41 43 _°2 •

Sin -sin 75" 23' 44"
sin (b +c)

~

Sjn 1950 57' 12"

2 cos -r- sm a sm c

tan l =
2 eos 62 00 46 • sin 92" 42' 16" • sin 75” 23' 44"

sin (a 4- c) sin 16 go

n
‘‘ ■

2 cos -9-sm a sm b
o o _„ .

tan l=
—

2 cos ._°7 01 16 -sm 92u 42' 16" • sin 123" 33' 28"
sin (a +b)

~
~

s jn 2 16" 15' 44" ’
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mille logaritmid on

log (— tan Z„) = 0,56897

log tan l
b

= 0,64341

log (— tan l
c

) = 0,35109 ,

kust

= 105° 05'54"
,

l — 77° 11' 40", l = 114° 00' 58" .
O '

c

Sfäärilise kolmnurga mediaanid saame valemitest

b 4* c b — c

COS m =

COS COS
2

—

CQS " n 28> 36" • eos 24° 04' 52"

a eos 46° 21' 08"
eos ~n~

a+c a — c

COS m __

COS ~2“COS
2 eos 84° 03'00" • eos 8° 38'46"

b b eos 61° 46' 44"
eos “2“

a+b a — b

__

COS 2~ cos "2~ eos 108° 07'52”-eos 15° 25'36"
LUo ffc .

c c eos 37" 41'52"

eos-2
mille logaritmid on

log (— eos m„) = 1,33802

log eos m
b

= 1,33589

log (— eos m
(
.) = 1,57879

,

kust

m<t _ 102° 34' 43”
, m. = 77 ü 29' 02”

, m — 112° 16'48”
.

n
7

c

2) Kolme antud nurga a
, (3 ja y puhul võime kasutada sfää-

rilise kolmnurga lahendamisel poolkülje valemeid

,
a 1/ sinasin (a-~

tan = / —
-

' sinp — ) sin (y —

tan
»

=
2 / • ( e \ I e

sin|a— sin (7—
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' / • 6 / e 1
/ sm-Q-sinly — /
- 2 ±_ 2 _L_
! sin(a — -rj-Jsin^—

kus poolkülje tangensid on samuti positiivsed, sest ~ja

väiksemad kui 90°.

c

2
on

Näiteks, kui

a = 80° 32'16", p = 53° 27'32"
, y = 111° 45'08"

,

kus

+
_ 32o 52' 28”

a —
— 47° 39' 48”

(3 —
~ = 20° 35' 04"

s2' 40"

ja

mille logaritmid on

log tan ~ = 0,03281

log tan ~ = 1,71007

log tan 0,15580,

kust

-f- = 47° 09' 44"
,

±
= 27° 09' 19"

, -j- = 55° 03' 49"

ja

a = 94" 19' 28"
,

b = 54° 18' 38"
, c = 110° 07' 38"

tan
a

— -J / sin 32° 52' 28" • sin 47° 39' 48"
' sin 20° 35' 04" • siin 78° 52' 40"

tan
b

— 1/ sin 32° 52'28" • sin 20° 35' 04"

2 r sin 47° 39' 48" - sin 78° 52' 40"

tan
c

— i
/ sin 32° 52'28" • sin 78° 52' 40"

tan
2

_ j' sin 47° 39'48" • sin 20° 35' 04"
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Samad lahendid saaksime, kui lahendust sooritaksime polaar-
kolmnurga kaudu, kus

ax
= 180° —a = 99° 27' 44"

öi = 180° — p 126° 32' 28"

Ci = 180°—-y = 68° 14'52";

kasutades polaarkolmnurga suhtes poolnurga valemeid, saaksime

di = 85° 40' 32"
, p! = 125° 41' 22"

, y3 = 69° 52' 22"

ja siis

a = 180° — (x, = 94° 19' 28"

b - 180° — = 54° 18' 38"

c — 180° —Yi = HO0 07' 38"

3) Kui sfäärilises kolmnurgas on antud kaks külge ja nende

vaheline nurk, siis võime kasutada Napier’i valemeid. Näiteks,
kui on antud sfäärilise kolmnurga küljed aja b ning nende vahe-
line nurk y, siis

a — b

. a+£
COS

, ytan = —- cot ;2a+ b 2
eos —2

—

a — b

r
, o sin —7y—-

tan =
2—

2 a 4- b 2

sin—2~

mille abil leiame
a-+ &ja ning seega ühtlasi ka aja (3 väär-

tused. Külje c võime siis leida siinusvalemi

_•
sin a sin y sin h sin y

sin a [sin

abil, mis annab kaks külje väärtust: cr ja c
2 = 180° — Ci. Kumb

neist külgedest lugeda sfäärilise kolmnurga otsitavaks küljeks,
määrab suuremalt osalt sfäärilise kolmnurga järgmine omadus:

suurema nurga vastas on suurem külg ja väiksema nurga vastas

on väiksem külg. Kui aga mõnikord see omadus ei võimalda õige
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külje määramist, siis võib õige külje leidmiseks kasutada pool-
külje valemit

■ / 6 / « \

c / 7 —-2-ltan— = / 2
_

2 /. / e) • L 6i
’

' sin a — ~2~ jsm
mis määrab külje c ühe ja ainult ühe väärtuse.

Näiteks, kui sfäärilises kolmnurgas on antud

a = 114° 36' 12"
,

b = 133° 55' 24"
, y = 16° 40' 44" ,

siis

b — a

tan Cot
1“ ~ cot 8 ° 20' 22"

z b + a 2 eos 124° 15 48
eos —õ

—

. b— a

tan -
a
~

—— cot —
—

s^n 939 36
,q 0 2q/ qo"

2 . ö+ a 2
~

sin 124° 15' 48”
C 1 8

’

sm
—

2
—

mille logaritmid on

log ( — tan ) = 1,07721

log tan — 0,14148 .

kust

— 94° 47'07"

54° 10'18"

a= 40° 36'49"

(3 = 148° 57' 25"

Külje c leiame valemist

s jn c
sin a sin ysin 114° 36' 12" • sin 16° 40' 44"

sin a sin 40° 36' 49"

mille logaritm on

log sin c = 1,60302 ,
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kust

C\ = 23° 38' 00"
,

c
2 = 156° 22' 00"

.

Et väiksema nurga vastas peab olema väiksem külg, siis

c = 23° 38' 00" .

4) Kahe antud nurga ja nende vahelise külje puhul võime

samuti kasutada Napier’i valemeid. Näiteks, kui on antud nurgad
o. ja p ning nende vaheline külg c, siis

a — ,3
i j, COS q

j cl -4- t) 2 i c

t*”T =

„ +7/
tan

2
cos —2

—

a— 0
_

, sin —õ—-
j ct o 2 . c
ten ~ =

~+o
ten

T.
sin-2-

mille abil leiame
a+ b

ja —

2

b
ning seega ühtlasi ka a ja b väär-

tused. Nurga y võime siis leida siinusvalemi

. sm a sm c sm B sm c
sin Y = : = ;—

sm a sm b

abil, mis annab nurgale y samuti kaks väärtust: yi ja

y2 = 180° —yi .
Kui siin eespool-tähendatud sfäärilise kolmnurga

külgede ja nurkade võrdluse omadus ei võimalda õige nurga mää-

ramist, siis võime õige nurga leidmiseks kasutada poolnurga
valemit

tan 7_ _,
/ sin ( s — aLsin \s ~ b).

2 Isin s sin (s — c)

mis määrab nurga y ühe ja ainult ühe väärtuse.

Näiteks, kui sfäärilises kolmnurgas on antud

a = 68° 18' 22"
, (3 = 42° 54' 36"

,
c = 161° 06' 42"

,
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SUS

a — (3

tan -±1 2_ tan c__ eos 12° 41'53” ,
2 a 4-

1
2 eos 55°36'29”

tan

eos —2
—

,

«— P

tan 2
a

tan ±
=

™L12°WW
tan 0 0 0 912 . a -y. p 2 sin 55° 36'29" tan 21

,

sm—2~
mille logaritmid on

log tan — 1,01632

log tan = 0,20450 ,

kust

= 84° 29'55"

= 58° 01'02"

a — 142° 30' 57"

b = 26° 28' 53" .

Nurga y leiame valemist

s j n Y
—

Sin a sin c sin 68° 18' 22" • sin 161° 06' 42"
sin a sin 142° 30'~57" ’

mille logaritm on

log sin Y = 1,69399
,

kust

Yi = 29° 37' 25"
, y2 = 150° 22' 35" .

Et suurema külje vastas peab olema suurem nurk, siis

y — 150° 22' 35"
.

5) Kui sfäärilises kolmnurgas on antud kaks külge ja ühe
antud külje vastasnurk, siis võime sfäärilise kolmnurga lahenda-
misel saada kas kaks lahendust, või ühe lahenduse, või mitte
ühtegi lahendust.

Kui sfäärilises kolmnurgas on antud näiteks küljed a ja b
ning nurk a, siis nurgale (5 saame siinusvalemi

sin p =
sin.“-si " '•

sin a
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järgi kaks väärtust: (3 X ja |3 2 = 180° — (3j ,
kui sin a sin b < sin a

,

ja ühe väärtuse, kui sin asin b = sin a
.

Viimasel juhul on tege-
mist täisnurkse sfäärilise kolm-

nurgaga. Kui aga sin a sin b >

> sin a, siis ülesandel -puudub
lahendus (23. joon.).

Kui nurga (3 üks või kaks

väärtust on leitud, siis leiame

nurga y ja külje c väärtused Na-

pier’i valemite

a + b

, y
COS —2~

. Cl -j- 0
cot -4- = r tan —

2a— b 2

eos —õ
—

ja

a -|- b
sin —

õ
—

d?
a— b 2

sm-y-

ci . Cl 4-

, c
cos ”~2~ a+ b Sln 2

,
a-btan

o
= - , tan ——

s tan —=-

2ci—o 2 a — 2
eos —2

— s^n "—õ~

järgi, kusjuures tan
-y peavad olema alati positiivsed.

Et tanoleksid siin positiivsed, selleks peavad a — b

ja a — |3 olema ühesuguse märgiga ning a+bja a + [3 kas mõle-

mad suuremad kui 180° või mõlemad väiksemad kui 180°
.

Leides siinusvalemi

sin 0=
s“ s™-6

sin a

järgi nurga (3 kaks väärtust (3 t ja |3 2 , saame ülesande lahendusel
kaks kolmnurka, kui a — ja a—|32 on samase märgiga kui

a— b ning a -f- fh >• 180° ja a + (32 > 180° kui a b > 180° või

« + (3i < 180° ja a + P 2 < 180° kui a -j- b < 180°.

Näiteks, kui sfäärilises kolmnurgas

a = 115° 24' 36"
,

b = 105° 13' 12"
, a = 130° 42' 10"

,

23. joonis.
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SIIS

sin 6 =
sin a sin b

—

sin 130 ° 42 ' 10" • sin 105° 13' 12"

sin a
~

sin 115" 21FŠ6" ’
mille logaritm on

log sin |3 = 1,90841 ,

kust saame kaks (3 väärtust

(3i = 54° 04' 54"
, (3 2 = 125° 55' 06"

,

mis mõlemad kõlbavad ülesande lahenduseks, sest et siin a

ja a — (3 2 on ühesuguse märgiga ning a-f-> 180° ja
(X + 180°, SBst aj-i) > 180°

. Seega esineb siin kaks

kolmnurka, s. o. kaks lahendust, kus

a 4- b

cot A=
—

2
- tan

a ~&
—

sinll0 ° 18> 54
"

tan 18' RR"2
.

a— b
V

2 sin 5° 05'42”
tan

sin —g
—

a 4-

tan tan
a-~

fj
—

sin 92 ° 23> 32 "

fan 50 ak/ 49"2 . « — 2 sin 38° 18' 38”
tan ö 05

sm —2
—

a + b

cot — 2__ tan
sin IIP 1 18 54" , «0 90' 09"

2
,

a— b 2 sin 5" 05'42"
tan 32

sm —

2
—

. O +
„

sm —x
—

tan S-
=

L tan
6
= t 5„

2
. a—& 2 sm 2° 23'32" 9

sin—
2
—

mille logaritmid on

log cot A— 0,92131

log = 1,15745

log cotA— 1,64459

log tan = 0,22431 ,
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kust

Y1 = 13° 40'12”, d= 16° 21'18”

y2 = 132° 24' 14'', c
2 = 118° 21' 32”

.

Üldiselt, kui sfäärilises kolmnurgas on antud kaks külge ja
ühe antud külje vastasnurk, näiteks küljed a ja b ning nurk a,

siis võib esineda kolm juhtu: a) a < 90°, b) a = 90° ja c) a 90°,
kusjuures iga juhu võime jaotada omakord kolmeks alljuhuks:

a) b < 90°
, 3) 5 = 90° ja y) b > 90°.

a) a < 90° .

a) Kui b<. 90(O ja a< b
,

siis siinusvalemi

.

o sm asm b
sm 6 = —; 1

1 sm a

järgi leiame, et 3i >a ja (32 >a ,
sest sin b > sin a. Et suurema

külje vastas peab olema suurem nurk, siis (3 mõlemad väärtused

rahuldavad seda tingimust ning seega ülesanne võimaldab kaks

lahendust.

Kui b < 90° ja a = b
,

siis sin (3 — sin a ja ka |1 = a< 90°
,

sest võrdsete külgede vastas peavad olema võrdsed nurgad. Sel

juhul saame ühe lahenduse, kus nurga y ja külje c leiame valemite

cot = eos a tan a

tan -- = eos a tan a

järgi.

Kui b < 90° ja a> b
,

siis a b võib olla väiksem, võrdne

või suurem kui 180°. Olgu a+ b < 180° ; siis b < 180° — a ja
sin b < sin a

.
Siin tuleb nurgale |3 võtta siinusvalemi järgi

ainult üks väärtus niisugusena, et (3 <a, sest väiksema külje
vastas peab olema väiksem nurk. Seega saame ühe lahenduse.

Kui aga a -j- b 180°
,

siis b 180° —a ja sin b sin a
.

Sel

juhul puudub üldse lahendus, sest et siin peaks olema [3<a,
kuid siinusvalemi järgi saame nurgale 3 kaks väärtust niisugus-

tena, et Pi ajap2 > a •
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0) Kui b = 90° ja a<Z b
,

siis siinusvalemi

sin p —

sin a sin

sm a

järgi sin o>> sin a ja seega mõlemad 0 väärtused rahuldavad
ülesannet, sest 0i >a ja 02 >a

.
Saame kaks lahendust.

Kui õ — 90° ja a = b
,

siis siinusvalemi järgi sin 0 = sin a

ja 0= a. Sel juhul puudub lahendus: sfääriline kolmnurk muu-

tub sfääriliseks kaksnurgaks, sest et nurga y ja külje a saaksime
valemite

cot ~
= eos a tan a = 0

tan ~ = eos a tan a = oo

järgi, kust

y = 180°
, c = 180° .

Kui b = 90° ja a > b
,

siis siinusvalemi järgi sin 0 > sin a

ja 0 > a
,

sest sin b = 1
.

Siin mõlemad 0 väärtused on suuremad
kui a, s. o. 0i >aja 0 2 a. Kuid 0 peaks olema väiksem
kui a. Seega puudub siin lahendus.

y) Kui b > 90° ja a < b
, siis a + b võib olla väiksem, võrdne

või suurem kui 180°. Olgu a+ b < 180°. Et siin on ikka
sin a < sin b

, siis siinusvalemi

■ n
sin a sin b

sm p = ——

sm a

järgi >ajao2 > a, kui <1 j a g 9O o kui
sm a J 1 ’

isin a sin b_ 1
„ . sinasin?).

, .. ~ , ,

~lirTa
— — 1

•
Kui aga ~

Binft
>1 > SIIS Puudub lahendus.

Kui a -j- b 180°, siis on sin a sin b ning siinusvalemi järgi
Pi ja 02 >n, milledest ainult teine kõlbab ülesande lahen-
duseks, sest 0 peab olema suurem kui a.

Kui b 90° ja a— b
,

siis sin a
—

sin bja siinusvalemi järgi
= a ja 02 > <x. Kuid ühelt poolt oei või olla suurem kui aja
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teiselt poolt (3 ei või olla ka võrdne a-ga, sest nurga yja külje c

arvutamisvalemites

cot
y

= eos a tan a

tan = eos a tan a

on a > 90° ja seega cosatana<o ja cosatana<o, mis ei

võimalda nurga y ja külje c leidmist. Tähendab, ülesandel puu-
dub lahendus.

Ku >9o° ja a,Z>b, siis on ikka sin a<Z sin bja siinus-

valemi järgi leitavad [3 väärtused on suuremad kui a, s. o.

Pi > a ja (3 2 >a
.

Kuid sisult peaks olema (3 <a, seepärast puu-
dub lahendus.

õ) a_ 90°.

a) Kui b < 90° ja a < b
, siis siinusvalemi parempoolne osa

saab suuremaks kui 1, s. o.

sin |3 =
SA“

_

s“_ö
>j (

sin a

mis ei võimalda ülesande lahendust.

Kui b < 90° ja a = b
,

siis

sin p =
6
= j ;

sm a

mis samuti ei võimalda ülesande lahendust, sest sel juhul nurga y
ja külje c väärtused oleksid o°, nagu nähtub valemitest

cot ~ = eos a tan a — oc

tan = eos et tan a= 0 .

Kui b < 90° ja a> b
,

siis a b võib olla väiksem, võrdne

või suurem kui 180°. Olgu a-|-õ<lB0o
; siis b < 180° —a ja

sin b < sin a ning siinusvalemi järgi |3 X < a ja (3 2 >a
•

Siin võib

olla ainult |3 <a . Seega esineb üks lahendus. Kui aga
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a+ b 180°, siis puudub lahendus, sest siis —a ja
sin b sin a ning siinusvalemi järgi saaksime

smp=«lp
.

a ”n>
>l,

sin a — ’

millest p = 90°; kuid peaks olema p< a = 90°.

P) Kui b = 90° ja a b
, siis

ginp =—

sm a

mis ei võimalda lahendust.

Kui b = 90° ja a =. b
,

siis

sin p =

sin5
~ 1,

sin a

millest p = 90°, kusjuures aga nurga yja külje c arvutamisel
tekib määramatus, s. o.

cot
y= eos a tan a = 0 •

oo

tan eos a tan a = 0 • oo

millest nähtub, et lahendus on määramata.

y) Kui b > 90° ja a< b
,

siis a b võib olla väiksem, võrdne

või suurem kui 180°. Kui a+b <, 180°, siis a g 180° — b ja
sin a sin b ning siinusvalern

sin 8 =
sinasinil

> 1
sm a

—

näitab, et lahendust pole. Kui aga a+ b > 180°, siis sin a > sin b

ning siinusvalemi järgi saame (3i < a ja |32 > a
.

Siin peab olema
P> a . Seega esineb üks lahendus.

Kui b > 90° ja a b
,

siis on sin a sin b ja

sin 6 =
g*l

-

aslnj’
> 1

sm a —

millest nähtub, et lahendus puudub.
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c) a > 90° .

a) Kui b <Z 90° ja a <Zb
,

siis siinusvalemi

. o
sin a sin b

sm 6
— :

r sm a

järgi 0i < a ja 02 <a; kuid peaks olema o>a, ning seega

puudub lahendus.

Kui b < 90° ja a= b
,

siis siinusvalemi järgi 0i < a ja
02 = ci. Siin samuti puudub lahendus, sest et oei või olla väik-

sem kui cl ega ka võrdne a-ga, sest viimasel juhul oleksid

cot
y

= eos a tan a < 0

tan — =eos a tan a < 0

Kui b < 90° ja aZ> b
,

siis a 4- b võib olla väiksem, võrdne

või suurem kui 180°. Kui a-|-b^lB00
,

siis sin b<, sin aja siinus-
valemi järgf 0t < a ja 0 2 a .

Et siin peab olema 0< a , siis esi-

neb seega üks lahendus. Kui aga a -f- b > 180°, siis sin b > sin a

ja siinusvalemi järgi saaksime 0i < a ja 0 2 <a, kui ainult

sin a sin b
<

sin a

mis võimaldab kaks lahendust.

0) Kui b = 900 ja a b
,

siis sin 0 sin a ,
millest 0i < a

ja 02 a, mis näitab, et puudub lahendus, sest oei või olla väik-

sem kui a ega ka võrdne a-ga, sest viimasel juhul oleksid

cot
y

=eos a tan a
— 0

tan | — eos a tan a = oo ,

millest saaksime y = 180° ja c = 180°
,

mis määrab sfäärilise

kaksnurga.

Kui b = 90° ja a>b, siis siinusvalemi järgi saame 0i < a

ja 02 <a, mis võimaldab kaks lahendust.
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y) Kui b 90° ja a< b
,

siis a -|- b võib olla väiksem,
võrdne või suurem kui 180°. Kui a+ b 180° ja seejuures
sin a sin b

.

üKä— <1
’ SIIS Sln sin &ja siinusvalemi järgi 0 X <a ja

02 <; a ning seega puudub lahendus. Kui aga a + b > 180°
,

siis
sin b<Z sin a

,
kus nüüd 0i < a ja 02 >a

,
mis võimaldab ühe

lahenduse.

Kui b > 90° ja a= b
,

siis siinusvalemi järgi 0i < a ja
02 —a, mis võimaldab ühe lahenduse.

Kui b > 90° ja a> b ning seejuures -

n a
.

6111
<l, siis

sm a

sin a < sin b
,

kus nüüd |3 X <_ a ja 0 2 < et, mis võimaldab kaks
lahendust.

Kokkuvõttes võime märkida selles punktis öeldu skemaati-
Ilselt järgmiselt:

a <b kaks lahendust
a

—
b üks lahendus

a>bja a + b < 180°
. .

üks

aZ> bjaa + & 180°
. . pole lahendust

| a kaks

j(i b poleb pole
a<b ja a-\-b< 180°

. . kaks

ja a b 180°
.

. üks lahendus
a > b pole lahendust

a b pole „

b < 90° bjaa + b < 180fl
. .

üks lahendus
a>6 ja a -|- b > 180°

. . pole lahendust

pole „

a = b määramata

a< bja a b 180°
. . pole lahendust

ft< õja a-|- 6 > 180°
. .

üks lahendus

a b pole lahendust
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a b pole lahendust

b < 90° a>bja a + b 180°
.

.
üks lahendus

a>b ja a -j- b'~> 180°
. .

kaks lahendust

= 90» J “ ž 6 Pole
a > 90° < | a >'&kaks

„

lBo°
. . pole „

& > 90°
Ja a+ b > 180°

.
.

üks lahendus

a = b üks
„

a >■ b kaks lahendust.

Võimalikkude lahenduste puhul tuleb ikka arvestada, et

oleks sin a sin b sin a
.

6) Kui sfäärilises kolmnurgas on antud kaks nurka ja ühe

antud nurga vastaskülg, siis võime sfäärilise kolmnurga lahenda-

a>9o°.
6 = 900

oleks sin a sin b < sin a

misel saada samuti kas kaks lahendust, või ühe lahenduse, või

mitte ühtegi lahendust. Kui sfäärilises kolmnurgas on antud näi-

teks nurgad aja (3 ning külg a, siis küljele b võime saada siinus-

valemi

. , sin a san B
sm o = ——-

sina

järgi kaks väärtust: õi ja b 2 = 180° — bi ,
kui sin a sin [3 < sin a ,

ja ühe väärtuse, kui sin a sin [3 = sin a
.

Kui aga sin a sin (3 >

> sin a
,

siis puudub kolmnurgal lahendus.

Kui külje b üks või kaks väärtust on leitud, võime nurga y ja
külje c väärtused saada Napier’i valemite

a -f- b _ a -f- b

COS õ I a
sin

n n

cot~ = — tan —=
,

tan —~

2 a— b 2 a— b 2 ■
eos —2

—

S 1 n —2

. u+ /?

c
c° s

2
, a+ b sin 2 , a— b

tan 5 = —-

7
tan

2
= tan

eos
2

sin
2

järgi, kusjuures coty ja tan peavad olema alati positiivsed.
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Siin esinevad analoogilised juhud eelmises punktis käsiteldud
juhtudega, kusjuures nurkade asemele tuleb võtta küljed ja kül-
gede asemele nurgad. Seega- võime märkida selle punkti skemaa-
tiliselt järgmiselt

« < P kaks lahendust

3 < 90°
a— P üks lahendus

1 la>[3jaa 4~ |3 < 180°
. .

üks

a>(3ja a + |3 180° . . pole lahendust

[3 — 90° J a <Pkaks
„

( a P pole „

a<|3jaa 4- (3 < 180°
. .

kaks
„

|3 > 90°
< lBo°

. .
üks lahendus

a P pole lahendust

a P pole
P < 90° <«>(3jaa 4- (3 < 180°

. .
üks lahendus

a>Pjaa 4- (3 180°
. . pole lahendust

( a C P pole
p = 90° {

QI a = p määramata

a<|3 ja a- P 180°
. . pole lahendust

P > 90° a<pjaa 4- P > 180°
. .

üks lahendus
a P pole lahendust

a P pole „

P < 90° < lBo° .
.

üks lahendus

a>Pjaa 4- p > 180°
. .

kaks lahendust

p _ 900 {a =
P Pole

| a > p kaks
„

a<pja a 4- p 180°
. . pole

„

p > 90° a<P Ja a+ P > 180°
. .

üks lahendus

a= p . üks
„

a >Pkakslahendust.

õimalikkude lahenduste puhul tuleb arvestada, et oleks

a < 90°

a = 90° p = 90°

6 = 9C°
a > 90° s

Siin võimalikkude
sin a sin (3 sin a .
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Näiteks, kui sfäärilises kolmnurgas on antud

a = 72° 53' 14"
, |3 = 58° 46' 28"

,
a = 50° 15' 18"

,

siis

sin h —

sin sin a sin 58 ° 46' 28 "
• sin 50° 15 ' 18"

sin a sin 72° 53' 14" ’

mille logaritm on

log sin b = 1,83757 ,

kust võtame ainult ühe b väärtuse

b = 43° 28' 10"
,

sest väiksema nurga vastas peab olema väiksem külg.

Leiame nurga y ja külje c :

a 4- b

cot = tan —= S-1? 460 5144 . fan 70 93/ 23"2
.

a— b 2 sin3°23'34"
'

sin
—

2
—

.
«+ /?

Cl Vj

tan4- = 2
— tan^-&=sin6sM3'. g0 „

2 a —0
l

2 sin 7° 03' 23"
tan

sin ~T-

mille logaritmid on

log cot = 0,18363

log tan
y = 1,64339 ,

kust

Y = 66 () 27' 56"
,

c = 47° 29' 30" .
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§ 21. Harjutusülesandeid.

1. (L= 72° 16' 22"
,

b = 63° 35' 34"
, c = 47° 44' 56"

2. a = 130° 28' 12"
,

b = 82° 48' 14"
, c = 76° 18' 20"

3. a = 111° 23' 32"
,

b — 124° 06' 24"
, c = 81° 45' 04"

4. a = 102° 02' 08"
,

b = 95° 55' 28"
,

c = 100° 40' 40"

5. a = 90°, b= 76° 52' 26"
, c = 43° 34' 38"

6. a = 90°, b = 141° 15' 16"
, c = 67° 02' 10"

7. a = 135° 45' 40"
,

b — 105° 55' 04"
,

c = 90°.

8. a = 75° 15' 50"
, p = 82° 25' 22"

, y = 67° 17' 36"

9. a — 135° 55' 52"
, |3 = 72° 05' 18"

, y — 69° 27' 06"

10. a = 118° 33' 30"
, p = 153° 41' 28"

, y = 80° 23' 14"

11. a = 161° 13'12"
, p = 102° 39'32"

, y = 131° 41'34"
12. a= 90°, p= 77° 17'40", y — 59° 31'44"

13. a = 90°, p = 152° 53' 54"
, y = 79° 07' 56"

14. a = 143° 34' 06"
, p = 103° 03' 52"

, y = 90°.

15. a = 81° 53' 50"
,

b = 63° 31' 32"
, y = 55° 11' 14"

16. a= 77° 59'08", c= 99° 57'54"
, 0 = 66° 55'44"

17. b = 107° 33' 20"
, c = 59° 19' 22"

, a
— 125° 01' 24"

18. a = 131° 55' 24"
,

b = 113° 31' 12"
, y = 28° 43' 44"

19. b = 115° 43' 34"
, c = 146° 51' 02"

, a = 130° 07' 06"

20. b = 75° 17' 16"
, c = 53° 43' 32"

, a = 90°
.

21. a = 73° 37' 22"
,

b = 123° 23' 14"
, y = 90°

.

22. a = 145° 05' 14"
,

c = 127° 21' 12"
, p = 90°

.

23. a = 90°, b= 66° 53'46", y = 56° 03'30"

24. b=. 115° 51' 18"
,

c = 90°, a = 71° 13' 28"

25. a = 121° 07' 10"
,

c = 90°, p = 133° 43' 32"

26. a = 72° 18' 22"
, p = 47° 54' 36"

, c = 56° 27' 46"

27. a = 63° 29' 32"
, y — 69° 09' 38"

,
b = 152° 01' 02"
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28. p= 81° 57'54", y = 120° 35' 12"
,

29. a = 138° 03' 58"
, p = 107° 05' 02"

,

a = 74° 47' 16" .

c= 26° 13'34".

b = 141° 03' 18" .

a = 90° .

30. a = 110° 49'24"
, y = 135° 53' 32"

,
b = 141° 03' 18" .

31. p = 64° 46'42", y = 78° 15'58"
, a = 90°.

32. a = 117° 39'36"
, p — 65° 55'02"

,
c = 90°.

33. a — 104° 41' 14"
, y = 137° 45' 54"

,
b = 90°

.

34. a = 90°
, p = 58° 43' 28"

,
c = 71° 53' 32" .

35. a = 90°
, y — 65° 43' 34"

,
b = 152° 08' 04"

.

36. p = 90°
, y = 148° 19' 24"

, a = 62° 21' 22" .

37. a = 119° 51' 58"
, y = 90°

,
b = 136° 55' 42"

.

38. a = 55° 27'52", b = 76° 57'04"
, a = 64° 46'32" .

39. b = 81° 05' 02"
,

c — 62° 29' 26"
, p = 73° 37' 36"

.

40. a = 113° 33' 22"
, c= 47° 27'30"

, a = 52° 16'18"
.

41. a= 53° 35'28", b= 97° 55'52"
,

a = 49° 33'40" .
42. b = 103° 03' 52"

,
c = 144° 15' 44"

, p = 62° 19' 14"
.

43. a = 61° 43' 38"
,

b — 90°, a = 33° 41' 16"
.

44. b = 67° 17' 18"
, c = 43° 21' 12"

, p = 116° 53' 32"
.

45. a = 152° 25' 52"
,

b = 75° 07' 44"
, a = 124° 06' 26"

.

46. a = 97° 57' 38"
,

b = 90°, a = 132° 23' 32" .

47. b = 59° 47' 36"
,

c = 160° 10' 20"
, p — 117° 37' 42" .

48. b = 100° 17' 26"
,

c = 153° 41' 32"
, y = 121° 18' 18" .

49. a = 74° 47' 34"
,

b = 71° 17' 42"
, a = 90°.

50. b = 86° 13' 44"
,

c = 102° 13' 12"
, p = 90°.

51. b = 136° 42' 40"
,

c = 112° 51' 16"
, y = 90°.

52. a = 56° 45' 34"
,

a = 62° 54' 40"
, p = 75° 57' 48"

.

53. b = 76° 19' 18"
, p = 75° 25' 26"

, y = 42° 07' 22"
.

54. c = 40° 22' 32"
, p — 50° 05' 12"

, y = 114° 16' 18" .
55. a= 52° 43'02", a = 61° 16'28"

, p - 90°.

56. a = 37° 41' 14"
,

a = 22° 07' 24"
, p - 131° 43' 52" .

57. b = 44° 21'20", p — 96° 19'12"
, y = 127° 15'38"

.

58. c = 99° 17' 42"
, p — 54° 45' 30"

, y = 80° 21' 32" .
59. a = 107° 29' 38"

,
a = 112° 05' 04"

, y = 62° 25' 26"
.

60. a = 113° 39' 54"
, a = 148° 17' 28"

, p = 75° 53' 42" .

61. b = 126° 35' 46"
, p = 135° 29' 22"

, y = 90°.

62. a = 131° 03' 14"
,

a = 38° 35' 32"
, p = 162° 21' 24" .

63. c = 142° 18' 18"
, p = 125° 25' 22"

, y = 153° 13' 10"
.
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64. a = 90°,
65. a = 90°,
66. b= 90°,
67. c = 90°,
68. a= 90°,
69. a = 90°

,

70. b= 90°,
71. a_ 90°,
72. b= 63° 13'18", a= 78° 19'44" , |3 = 90°.

73. c = 10'5° 53' 44"
, (3 = 72° 27' 22"

, y = 90°.

74. a = 52° 55'54", a = 90°, (3 = 111° 02'18"

75. b = 113° 51' 54"
, (3 = 90°, Y = 122° 16' 16"

76. b = 33° 47' 58"
, a = 90°, [3 = 53° 51' 54"

77. a = 155° 25' 32"
, a = 124° 37' 42"

, (3 = 90°.

78. a= a = 73° 33'24"
, |3 = 90°.

79. b=|3 = 152° 43' 36"
, y = 90°.

80. a = 65°, a = 150°
, |3 = 125°.

a= 80° 23' 32", |3 = 21° 33'42"

a = 118° 51' 46"
, Y = 10° 08'48"

|3 = 74° 47'34", Y = 137° 09' 12"

|3 = 142° 35' 44"
, Y = 106° 27' 56"

b = 34° 41' 52"
, a = 53° 57'54"

c = 73° 55'56", a = 108° 17' 16"

c = 97° 51' 28"
, [3= 48° 43'30"

c = 101° 01' 52"
,

a = 126° 14' 16"
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