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§ 1. Sfiaariline kolmnurk.

Kera pinna osa, mis on piiratud kolme suurringi kaarega,
nimetatakse sfaddriliseks kolmnurgaks, kusjuures
suurringide kaared on sfdirilise kolmnurga kiiljed, mis 16ikudes
moodustavad kolmnurga nurgad.

Olgu suurringide kaared BC=a¢, AC=0 ja AB=c
sfadrilise kolmnurga ABC kiiljed (1. joon.), mis Idikuvad punk-
tides A, B ja C ning moodustavad

N\
sfadrilise kolmnurga nurgad: BAC =a,

A/I}C i A/(\Z’B = v . Uhendame selle
sfadrilise kolmnurga tipud A, B ja C
kera keskpunktiga O, saame kera
keskpunktis kolmetahuse nurga OABC ,
milles sfiadrilise kolmnurga kiilgede ja
kera raadiuse R suhted médédravad tasa-

/N /N A /N a
nurgad AOB, AOC ja BOC,; 8. 0. .—

LS b A ;
médrab BOC, , midrab AOC ja 1
N\
—I% madrab AOB .
Kui lugeda kera raadius R =1, siis kolmetahuse nurga
7\ N N\
tasanurgad BOC, AOC ja AOB moodetakse otseselt neile vasta-

vate suurringide kaartega, s. o. sfddrilise kolmnurga Kkiilge-
dega a, b ja c.

. joonis.

Sfadrilise kolmnurga nurgad o, f ja y on vdrdsed tdhen-
datud kolmetahuse nurga kahetahuste nurkade lineaarsete nurka-
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dega, mis on samad, kui sféairilise kolmnurga tippudes 4 , B ja C
kiilgedele a, b ja ¢ témmatud puutujatest moodustatud nurgad.

Néaiteks, o = MXN.

Pikendades sfiirilise kolmnurga ABC kaht kiilge, niiteks
b ja ¢, kuni A diametraalse vastaspunktini A’, saame sfii-
rilise kaksnurga ABA'C, mille kaks kiilge on poolring-

N N
joomned, s. 0. 180°, ja mille nurgad a« — o/ = MAN — KOL mé6de-
takse suurringi kaarega KL , kus KO | AA’ jaLO1 AA’.

Téhendab, sfaidrilise kaks- ja kolmnurga nurgad kui ka
kiiljed méodetakse kraadides, minutites ja sekundites ning nende
osades vOi vastavas radiaalméddus, kusjuures sfiiirilise kolm-
nurga kiiljed on ikka viiksemad kui 180°. Kui sfiirilise kolm-
rurga liks kiilg saab poolringjooneks, s. 0. 180°, siis saab ka kahe
teise kiilje summa poolringjooneks ja sfiiriline kolmnurk muutub
siis sfddriliseks kaksnurgaks.

Kaks sfasrilist kolmnurka, mis moodustavad sfiirilise kaks-
nurga, nimetatakse sfadrilisteks kaaskolmnurka-
deks. Naiteks kolmnurgad ABC ja A’BC, véi BAC ja B'AC,
voi CAB ja C'AB on sfiidrilised kaaskolmnurgad.

j Kui sfaarilistes kaaskolmnurkades ARC ja
' A'BC vastavad kiiljed on vordsed (2. joon.), s.,o.
AC=A'C=b, AB=A'B—c¢,

BC =a ’ A
siis on nad kongruentsed vérd-
haarsed kolmnurgad. ¢

Sfaarilised kolmnurgad
ABC:ja ABGC' (8. joon.), mil- 4
les vastavad kiiljed on vord- TR

2.'joo'n-'i|s. sed, s. o. 3. joonis.

BC=BC' =a, AC=AC'=b, AB=c,
ja vastavad nurgad on vérdsed, s. o.

Vas /N g /N N\
BAC = BAC", ;. ABC —iABC'y +ACR&=AC'E.,
kuid ei ole kongruentsed, nimetatakse siimmeetri-
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listeks sfaédrilisteks kolmnurkadeks. 1. joonisel
esinevad kahekaupa siimmeetrilised sfiirilised kolmnurgad: ABC
ja A'B'C’, AB'C ja A'BC’, A’B'C ja ABC',A’BC ja AB'C'.

Kui sfadrilises kolmnurgas iiks, kaks voi kolm nurka on 90°,
siis nimetatakse teda t 4 isnur ks e k s sfaidriliseks kolmnurgaks.
Uhe tdisnurga puhul on tdisnurgale vastaskiilg sfiddrilise kolm-
nurga hiipotenuusiks ja teised kiiljed kaatetiteks. Kahe tdisnurga
puhul esineb sféirilises kolmnurgas kaks hiipotenuusi ja iiks
kaatet. Kolme tdisnurga puhul on kolm hiipotenuusi ja kaateteid
pole. :

Kui sfédérilises kolmnurgas iiks, kaks véi kolm kiilge on 90°,
siis nimetatakse teda tdiskiilgseks sfadriliseks kolm-
nurgaks.

§ 2. Polaarkolmnurk.

Kera pinnal asetsev punkt, mille kaugus suurringi kaare
igast punktist on 90°, nimetatakse suurringi kaare pooluseks.

i el gt e T
o

)

4. joonis. 5. joonis.

Suurringi kaarel AB (4. joon.) v6i suurringjoonel ABC A'B'C’
on seega kaks poolust P ja P’.

Olgu ABC sfiériline kolmnurk (5. joon.) ja punktid A,, B;
ja C, sfadrilise kolmnurga kiilgede BC, AC ja AB iihed poolu-
sed. Et sfadrilise kolmnurga kiiljel kui suurringi kaarel on kaks
ithekaugusel asetsevat poolust, siis valime neist selle, mis on
lihem kiilje vastastipule. Olgu niisugused poolused punktid
Ay, B, ja C;. Uhendame poolused A,, B; ja C; suurringide

9



kaartega, saame samuti sfiirilise kolmnurga A,B,C;, mis nime-
tatakse kolmnurga ABC polaarkolmnurgaks.

Kui ABC on mingi sfadriline kolmnurk (6. joon.) ja 4,B,C,
tema polaarkolmnurk, siis ka iimberpoordult ABC on sfiirilise
kolmnurga A;B;C; polaarkolmnurgaks. tUhendame suurringide

A kaartega sfiadrilise kolmnurga tipu A polaar-
kolmnurga tippudega B; ja C;. Et punkt B,
on kiilje AC ja punkt C, kiilje AB poolus,
siis AB; = AC; = 90°. Seega punkt A on
kiilje B;C; poolus. Punktid A ja A; asetse-
vad tingimuse kohaselt kiiljest BC iihel pool,
s. o. iithe ja sama poolkera pinnal, kui kera

6. joonis. pinda lahutab poolkeradeks suurring, mille

kaareks on kiilg BC . Siis kaar AA4; << 90° .

Et punkt A on kiilje B;C; poolus ja AA; << 90°, siis ka punktid
A ja A, asetsevad polaarkolmnurga kiiljest B;C; iihel pool.

Analoogiliselt voime niidata, et punkt B on kiilje A4,C; ja
punkt C kiilje A;B; poolus ning et punktid B ja B; asetsevad
kiiljest A;C; ja punktid C ja C, kiiljest A,B, iihel pool, nii et
BB; <<90° ja CC,; < 90°. Seega sfiirilised kolmnurgad ABC ja
A.B:C; on vastamisi teineteisele polaarkolmnurkadeks.

§ 3. Sfairilise kolmnurga omadusi.

‘1) Sfaarilise kolmnurga kahe kiilje summa on suurem kui
kolmas kiilg.

Et sfidrilise kolmnurga kiiljed moode-
takse kolmetahuse nurga vastavate tasa-
nurkadega, kus kahe tasanurga summa on
suurem kui kolmas tasanurk, siis on ka
sfadrilises kolmnurgas ABC (7. joon.)

7. joonis. a+b>c¢c, at+c>b, bidc>a.

2) Sfairilise kolmnurga kiilgede summa on suurem kui 0° ja
vaiksem kui 360°,
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Et kolmetahuses nurgas kolme tasanurga summa on suurem
kui 0° ja vidiksem kui 360°, siis on ka vastavas sfaidrilises kolm-
nurgas kolme kiilje summa suurem kui 0° ja vidiksem kui 360°,
S. O.

0°<<a+ b+ c<<360°.
Vahe
360°— (¢ + b+ ¢),

mis on alati positiivne, nimetatakse sfiirilise kolmnurga sf 44 -
riliseks defektiks ja tidhistatakse tihega d, s. o.

d—=2360"— (a+b+c¢),

mis peitub piirides 0°-st 360°-ni, s. o.
0° << d <<360°.
3) Sfiirilise kolmnurga nurkade summa on suurem kui 180°
ja vaiksem kui 540°.

Et vastavas kolmetahuses nurgas kahetahuste nurkade line-
aarsete nurkade summa on suurem kui 180° ja viiksem kui 540°,
siis

180° < a 4 f + y << 540°.
Vahe
(o« + B+ y) — 1800,
mis on alati positiivne, nimetatakse sfidrilise kolmnurga sf 4 i -
riliseks ekstsessiks ja tihistatakse tdhega ¢, s. o.
e=a-+p+y—180°.
Et
a4 f 4+ vy <<b540°,
siis
e=oa-+p+y—180° < 360°,
mis naitab, et sfadriline ekstsess peitub piirides 0°-st 360°-ni, s. o.
00 < ¢ << 360°.

4) Sfiaarilise kolmnurga kiilje ja polaarkolmnurga vastava
nurga summa on 180° ja iimberpoordult: sfaarilise kolmnurga
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nurga ja polaarkolmnurga vastava kiilje summa on 180°, s. o. kui
sfdidrilise kolmnurga ABC kiiljed ja nurgad on

e s IR Nl e
ning polaarkolmnurga A4,B,C, kiiljed ja nurgad on

s D58 Cr oy - Bamayis
siis
&+ 03 = 180%, ‘b -+ By = 180°, ¢+ vy, = 180°,
0+ a=180°, b, + B =180"," ¢; 3 v = 180°.

Pikendame sfairilise kolmnurga ABC (8. joon.) kaks kiilge,
néiteks kiiljed AB ja AC, kuni polaarkolmnurga kiiljeni B,C;.
Saame punktid D ja E, kus niiiid o moddetakse kaarega DE .

Jooniselt ndeme, et

DFE = DC, — (B:C; — B,E) =
= DC, — B;C; -+ B,E.

Et punkt C, on kaare ABD poolus,
SUI8 e DC; =900 5 2ja ¢ et punkt: ‘Bi »on
kaare ACE poolus, siis B;E — 90°, ning
BICI el 4/ | ja DE'= o . Siis

a=90°—a;+4'90° = 180° —aq, ,

8. joonis."

millest
ay + o =180°.

Analoogiliselt saaksime, et

O+ Pi= 1800, .0hsl v = 2800,
ja samuti ka

@+ o3 =180°, b4 B, = 180°, ¢4 v, = 180°.

5) Sfaarilise kolmnurga sfiiriline defekt on vordne polaar-
kolmnurga sfiirilise ekstsessiga, ja {imberpoordult: sfairilise
kolmnurga sfaariline ekstsess on vordne polaarkolmnurga sfadri-
lise defektiga.
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Kui sfadrilise kolmnurga defekt on d ja ekstsess ¢ ning
polaarkolmnurga defekt on d, ja ekstsess ¢ , siis

d =360°— (¢ + b + ¢) = 360° — (180° — oy 4 180° — B; +
+4- 180°—yl)‘: o1 + P14+ y1 —180° = ¢,
ja
e=a-+f+ y—180°=180° —a, -+ 180° — b, + 180° —
— ¢, —180°=360°— (a; -+ by} ¢1) =d;.
Téhendab,
b= e, 0 gl

6) Sfaarilises kolmnurgas vordsete kiilgede vastas on vordsed
nurgad, ja Umberpoordult: vordsete nurkade vastas on vordsed
kiiljed.

Olgu sfédirilises kolmnurgas ABC (9. joon.)
AB = AC < 90°.

Tombame kera raadiused OA, OB ja OC
ning puutujad BM ja CM ning BN ja CN punkti-
des B ja C. Puutujad BM ja CM Iloikuvad
raadiuse OA pikendusel punktis M, kusjuures
BM =CM . Samuti BN = CN . Puutujate BN
ja CN loikepunkti N iihendame punktiga M .
Saame kaks vordhaarset kolmnurka BMN ja CMN, milles

9. joonis.

/\ LN
MBN = MCN, mis on sama kui B=1¥y.

Kui sfadrilise kolmnurga vordsed kiiljed on suuremad kui
908418, 0.
AB = AC >90°,

siis puutujad kiilgedele AB ja AC punktides B ja C loikaksid
kera raadiuse OA pikendust allpool keskpunkti O ja ilmneks eel-
misega analoogiline juhtum.
Kui
AB =46 =807,
siis sfiddrilise kolmnurga tipp A on kiilje BC poolus ning
B == yi==1802.
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Umberpoordult: kui sfidsrilises kolmnurgas o — B, siis
polaarkolmnurgas a; = b, , sest et a; = 180° — o ja b, — 180° — B.
Et vordsete kiilgede @, ja b, vastasnurgad on isekeskis vordsed,
8.0. 0y =0, siiskaa=">, sest a = 180° — o; ja b = 1800 — 6, .

7) Sfairilises kolmnurgas suurema nurga vastas on suurem
kiilg, ja timberpoordult: viiksema nurga vastas on viiksem kiilg.

Olgu sfédrilises kolmnurgas ABC (10. joon.) a>f. Tom-

A bame suurringi kaare AD nii, et
), A
!, o AN s siids XD HD- e
AD + DC > AC
) ehk
¢ B BD + DC > AC ;
5 - tahendab,
10. joonis. g =b. .

Ka limberpsordult: suurema kiilje vastas on suurem nurk
ja viiksema kiilje vastas viiksem nurk, Olgu a¢>b, siis ka
180° — a; >180° — B, millest o <<B;. Et viiksema nurga
vastas on viiksem kiilg, siis ¢y << b; ehk 180° — q < 180° — 8,
millest a > f.

8) Sfidirilised siimmeetrilised kolmnurgad on pindvérdsed.

A A

11. joonis.

Kui kera loigata kahe tasapinnaga nonda, et iiks tasapind
labib sfidrilise kolmnurga ABC tipud A, B ja C ning teine ldbib
temaga siimmeetrilise kolmnurga A’B’C’ tipud A’, B’ ja C’, siis
tekib kaks viikeringi, mis on siimmeetriliste kolmnurkade kiilge-
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dele vastavatest kocludest moodustatud tasapinnaliste kolm-
nurkade ABC ja A’B'C’ iimber joonestatud ringid (11. joon.).
Tasapinnalised kolmnurgad on vordsed, sest et nende kiiljed on
vordsete suurringide kaarte vastavad kodlud. Seega on vordsed
ka viikeringide raadiused ja kerast eraldatud segmentide sfiiri-
lised pindalad. Siimmeetriliste kolmnurkade kiilgedest ja viike-
ringide kaartest piiratud segmentide vastavad sfiirilised pinna-
osad on kongruentsed, sest vastavad suur- ja viikeringide kaared
on kongruentsed. Jérelikult on ka segmentide iilejiéinud pinna-
osad kui stimmeetriliste kolmnurkade ABC ja A'B'C’ pindalad
vordsed.

.§‘ 4. Sféairilise kolmnurga péhivalemite liigitelu.

Sfédrilise kolmnurga lahendamine pdhineb valemitel, mis
trigonomeetriliste funktsioonide abil seovad sfiirilise kolmnurga
kiilgi ja nurki. Et lahendada sfdirilist kolmnurka, selleks on
vaja teada vidhemalt kolm elementi, nagu tasapinnalise kolm-
nurgagi puhul, ainult selle vahega, et vihemalt iihe kiilje
andmine pole siin oluline, mis oli vajalik tasapinnalise kolmnurga
lahendamisel. Sfi#rilise kolmnurga puhul saame ka siis tiieliku
lahenduse, kui on antud ainult sfiirilise kolmnurga nurgad.

Sfiidrilise kolmnurga kolme antud poéhielemendi ja neljanda
otsitava pohielemendi funktsionaalsed seosed trigonomeetriliste
avaldistena nimetatakse sfddrilise kolmnurga pohivale-
miteks. Neid pohivalemeid voime saada iildse 15, sest

G Glaa
(a) =357 =16
Pohivalemid jaotame neljaks riihmaks.

Esimesse riihma votame valemid, mis midravad sfidrilises
kolmnurgas vahekorra kolme kiilje ja iihe nurga vahel, s. o.

0,5 Oans Coaiv2
i P oOge TGt
Wy DI ey
mis annavad kolm valemit (§ 5 — nurga koosinusvalemid).

15



Teise rithma votame valemid, mis méiravad vahekorra kahe
kiilje ja nende vastasnurkade vahel, s. o.

(1SRRI
o
DI 8

a,

o,

B,

p
Y
Y

mis annavad samuti kolm valemit (§ 6 — siinusvalemid).

Kolmandasse riihma votame valemid, mis méadravad vahe-
korra kahe kiilje ja kahe nurga vahel, kus iiks nurkadest on

antud kiilgede vaheline nurk, s. o.

O LDl o
EReh B ey
TR I o O B
i A R ©
bagtineninBgsta
Disgi: (0 It etth

mis annavad kuus valemit (§ 7 — kootangensvalemid).

Neljandasse rithma viime need valemid, mis mi#ravad vahe-
korra iihe kiilje ja kolme nurga vahel, s. o.

TP DR L
B iia®s s Pl Y
O R
mis annavad jille kolm valemit (§ 8 — kiilje koosinusvalemid).

Kokku 15 valemit.

§ 5. Nurga koosinusvalem.

1. Olgu sfairilises kolmnurgas ABC (12. joon.) kaks kiilge,
niiteks kiiljed b ja ¢, viiksemad kui 90° ja kolmas kiilg @ suurem,
viiksem v6i vordne 90°. Uhendame sfiddrilise kolmnurga tipud
A, B ja C kera keskpunktiga O, tdmbame kiilgedele AC ja AB
tipus A puutujad AD ja AE ning konstrueerime kolmnurgad ODE
ja ADE . Esimesest kolmnurgast

DE? = OD* + OE*—2-0D - OF - cos a
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ja teisest kolmnurgast
DE? = AD? + AE? —2-AD - AE - cos a
Neid vordusi teineteisest lahutades saame

0OD2 —AD? | OE?2 — AE? —
—2-0D-0OF -cosa+2-AD - AE -cosa=0.

A

Et viimases vorduses
0OD? — AD? = 0A2,
OE? — AE? = 0A2,

siis

2:0A%2—2-0D - OF -cos a +
+2:-AD-AF -cosa =0 ; 12. joonis.

jagades saadud vorduse molemad pooled korrutisega 2 - OD - OF ,
saame

g-g -8—‘;——cosa+ g-g-%% reosiai== 0
ehk
cos b cosc—cosa -+ sinbsinecosa =0,
millest
God = @B iwsbido.
sin b sin ¢

mis nimetatakse sfd#rilise kolmnurga nurga koosinus-
valemiks. Sfiddrilise kolmnurga nurga o koosinusvalem vil-
jendab funktsionaalset seost sfdédrilise kolmnurga kiilgede
«, b ja ¢ ning nurga « vahel, kui kiiljed b ja ¢ on viiksemad
kui 90° ja kiilg @ on suurem, viiksem v6i vérdne 90° .

Kui aga sfédrilise kolmnurga ABC kiiljed b ja ¢ voi iiks
neist kiilgedest on suuremad kui 90°, s. o. kui nad on vahemikus
90%st 180%-ni, siis jadb kehtivaks sama valem.

a) Oletame, et b>90° ja ¢>90°. Taiendame sfiirilise
kolmnurga ABC kuni sfiirilise kaksnurgani ABA'C (13. joon.),

2 A. Borkvell. Sfddriline trigonomeetria. &



saame sfidrilise kaaskolmnurga A’BC, milles kiiljed b’ << 90° ja
¢ < 90° ning mille kohta kehtib seega saadud valem, s. o.

A cos @ — cos b’ cos ¢’

COS 0 == R T
sin b’ sin ¢
Et
af e e h el RO0EE S bl (Se el 800 o
siis
__ cosa— cos (180°—b) cos (180°— ¢)
€08 & = —— W (180° =b).sin (180°—¢)
ehk
K. cos @ — cos b cos ¢
13. joonis. COS 0L == T 5

sin b sin ¢

kus niiiid kiiljed b ja ¢ on suuremad kui 90° ning kiilg @ on suurem,
viiksem vo6i vordne 90°

b) Oletame, et sféirilises kolmnurgas ABC iiks kiilg, néiteks
b > 90° ja teine kiilg ¢ << 90° (14. joon.). Téiendame selle sféiri-
lise kolmnurga ABC -sfiiriliseks kaksnurgaks CBC’A, saame
sfasrilise kaaskolmnurga C'AB , milles

cos @' — cos b’ cos ¢
sin b’ sin ¢

CoR =
Et siin
o =180°—a, o =1800—a, b’ = 180° — b.,
siis
—cos a + cos b cos ¢

—CS 0= ——
sin b sin ¢

ehk

c0s @ — cos b cos ¢

A e Y e TR 3 g i
sin b sin ¢ 14. joonis.

Seega sfidrilise kolmnurga nurga koosinusvalem on kehtiv
iga sfairilise kolmnurga suhtes, kus kiiljed a, b ja ¢ peituvad
vahemikus 0°-st 180°-ni.

Analoogiliselt voime leida vastavad valemid sfaérilise kolm-
nurga nurkade f ja y jaoks.
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Seega sfiirilise kolmnurga nurkade koosinusvalemid on

cos @ — cos b cos ¢

CosS a = < =
sin b sin ¢
cos b — cos @ cos ¢
cos p = %2 : —
z sin @ sin ¢
CcoS ¢ —cos @ cos b
Cos y = g

sin @ sin b 2
mille abil voime leida sfiiirilise kolmnurga nurgad, kui on antud

kolm kiilge. Samuti véime koosinusvalemi abil arvutada sfaari-

lise kolmnurga kiilje, kui on antud kaks teist kiilge ja nende
vaheline nurk, s. o

cos @ = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos o
cos b = cos a cos ¢ + sin a sin ¢ cos f
COS ¢ = cos @ cos b + sina sin b cos vy .

2. Kui tdisnurkses sfiirilises kolmnurgas niiteks nurk
a=90%, siis cos o = 0 ja esimesest valemist saame

cosa —=cosbeosec,

£, o. tidisnurkses sféirilises kolmnurgas hiipotenuusi koosinus on
vordne kaatetite koosinuste korrutisega. Selle valemi abil véime
leida tdisnurkse sfiirilise kolmnurga kiilje, kui on antud kaks
teist kiilge. Selles valemis cos o vo6ib olla positiivne véi nega-
tiivne. Kui cos e > 0, siis cos b ja cos ¢ on iithesuguste méirki-
dega ja seega b ja ¢ on molemad viiksemad kui 90° v6i molemad
suuremad kui 90°. Kui cos ¢ <C 0, siis cos b ja cos ¢ on isesuguste
mirkidega ja seega kiilgedest b ja ¢ iiks on viiksem kui 90° ja
teine suurem kui 90°. Jirelikult, tdisnurkses sfiirilises kolm-
nurgas, milles on iiks tdisnurk, on kas koik kolm kiilge viikse-
mad kui 90° voi ainult iiks kiilg on vidiksem kui 90° .

Kui sfiirilises kolmnurgas kaks véi. kolm nurka on tiis-
nurgad, siis tema lahendamiseks pole valemeid vaja. Niiteks,
kui a = f =90°, siis kolmanda nurga tipp C on kiilje ¢ poolus
ja seega ¢ =b=90" ning c=vy. Kui a=p=7y =90°, siis ka
[ e b - — 900 .
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3. Kui taiskiilgses sfasrilises kolmnurgas kiilg ¢ = 90°, siis
cos ¢ = 0 ja sin @ = 1 ning koosinusvalemid omavad kuju

cos o — —cot b cot ¢
b
COSIH = e
sin ¢
cos ¢
COS Y —=———
v sin b ’

mille abil voime leida téiskiilgse sfidrilise kolmnurga nurga, kui
on antud otsitava nurga ldhiskiiljed, v6i iihe léhiskiilje antud
nurgale, kui veel teine ldhiskiilg on teada.

§ 6. Siinusvalem.

1. Kasutades koosinusvalemit

cos @ — cos b cos ¢

CcosS o= S T
sin b sin ¢

saame

(cos @ —cos b cos ¢)®
sin® b sin® ¢ O

sinfa—1—cos?oa=1—

__ sin®*b sin® ¢ — cos® @ + 2 cos a cos b cos ¢ —cos’ boosic

sin® b sin® ¢

1—cos®a —cos®’b—cos*c + 2cosacosbcosc
sin® b sin* ¢ 1
Jagame saadud vorduse molemad pooled sin®e-ga ja juurime,

saame

sina __ \/1—cos®a— cos® b — cos” ¢ + 2 cos a cos b cos ¢
g sin a sin b sin ¢

’

kus ruutjuur on ainult pluss-mirgiga, sest et sféérilise kolmnurga
kiiljed kui ka nurgad on viiksemad kui 180° ja seega nende siinu-
sed on alati positiivsed.

Et viimases vorduses parempoolne osa on sfidrilise kolm-
nurga kolme kiilje suhtes siimmeetriline, mis ei muutu, kui me
kolmnurga kiilgi timber asetame, siis ka

sin 3 \/1—cos®a— cos® b— cos® ¢ + 2 cos @ cos b cos ¢
sinb sin a sin b sin ¢
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ja

siny __ \/1—cos®a— cos® b — cos®’ ¢ + 2 cos @ cos b cos ¢

sinec ™ sin @ sin b sin ¢
Seega
sinag  sin'f7 Vsiniye
A T O T Y e

mis nimetatakse sfidrilise kolmnurga siinusvalemiks, kus

M V1 —cos’a—cos*b—cos’c 4 2cos acos b cos ¢
o sin @ sin b sin ¢

on sfadrilise kolmnurga moodul.

Siinusvalemi abil voime leida sfadrilise kdlmnurga kiilje, kui
on antud kaks nurka ja iihele nurgale vastaskiilg, voi nurga, kui
on antud kaks kiilge ja iihele kiiljele vastasnurk.

2. Kui tdisnurkses sfaidrilises kolmnurgas niditeks nurk
a =907, sis
sin b = sin a sin f
sin¢ = sina sin v,

€. 0. taisnurkses sfidrilises kolmnurgas kaateti siinus on vordne
vastasnurga ja hiipotenuusi siinuste korrutisega. Saadud valemi
abil voime leida antud kaateti ja hiipotenuusi kaudu kaatetile
vastasnurga, voi kaateti ja tema vastasnurga kaudu hiipotenuusi,
voi hiipotenuusi ja nurga kaudu nurgale vastaskaateti.

3. Kui tiiskiilgses sfidrilises kolmnurgas kiilg a = 90°, siis

sin f = sin asin b

siny =sinasinec,
mille abil voime leida sfiérilise kolmnurga kiilje, kui on antud
otsitavale kiiljele ja tiiskiiljele vastasnurgad, v6i nurga, kui on

antud otsitavale nurgale vastaskiilg ja téiskiiljele vastasnurk, voi
tiaiskiiljele vastasnurga, kui on antud kiilg ja tema vastasnurk.
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§ 7. Kootangensvalem.
1. Mirgime kobsinusvalemi kujus
cos @ = cos b cos ¢ -+ sin b sin ¢ cos o
ja paigutame cos ¢ ja sin ¢ asemele

€os ¢ = ¢os @ cos b 4 sin @ sin b cos y

ja
Sin o sin (-1, Sl_ni g
sin a
saame
COS @ — co0s @ cos* b 4 sin a sin b cos b cos y +-
sinasin b cos ¢ sin y
A US TSP TR
millest
cos (1 —cos? b) = sina sin b cos b cos y -+
+ sin @ sin b cot o sin y
ehk :

cos @ sin® b = sin & sin b cos b cos y + sin a sin b cot asin vy .

Jagame viimase vorduse molemad pooled sin ¢ sin b-ga, saame
cota sin b = cos b cos y + cot asinvy,

mis nimetatakse sfddrilise kolmnurga kootangensvale-

miks. Kootangensvalem viljendab funktsionaalset seost sfii-

rilise kolmnurga kahe kiilje ja kahe nurga vahel, kus iiks nurka-

dest on antud kiilgede vaheline nurk véi iiks kiilgedest on antud

nurkade vaheline kiilg.

Arvutades analoogiliselt eelmisega ja arvestades koiki voi-
malusi sfadrilise kolmnurga kiilgede ja nurkade suhtes, vdoime
markida kuus kootangensvalemit :

cot @ sin b = cot o sin y 4 cos b cos y
cot @ sin ¢ = cot a sin  + cos ¢ cos
cot b sin & = cot § sin y 4 cos @ cos y
cot b sin ¢ = cot B sin a 4 cos ¢ cos a
cot ¢ sin @ = cot y sin § 4+ cos @ cos B
cot ¢ sin b = cot y sin a + cos b cos a,
mille abil véime leida sfédérilise kolmnurga kiilje, kui on antud
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kaks nurka ja nende vaheline kiilg, v6i nurga, kui on antud kaks
kiilge ja nende vaheline nurk.
2. Kui tdisnurkses sfiadrilises kolmnurgas nurk a = 90°, siis
cota =cot bcosy
cot'@ = cot ¢ cos f
cot b sine = cot f
cot ¢ sin b = cot v
voi muutes saadud vordustes kootangensid tangensiteks, saame

tan b = tan @ cos y

tan ¢ = tan a cos f

tan b = sin ¢ tan §

tan ¢ = sin b tan vy,
kus esimesed kaks valemit niitavad, et kaateti tangens on vordne
lihisnurga koosinuse ja hiipotenuusi tangensi korrutisega, ning
kaks viimast valemit niitavad, et kaateti tangens on vordne vas-
tasnurga tangensi ja teise kaateti siinuse korrutisega. Neid
valemeid voime kasutada tidisnurkse sfidrilise kolmnurga puhul,
kui on antud kaks kiilge voi iiks kiilg ja nurk.

Kahest viimasest valemist ndhtub, et tadisnurkse sfaidrilise
kolmnurga kaatet ja temale vastasnurk on molemad kas viikse-
mad kui 90° vo6i molemad suuremad kui 90°, sest kiilje siinus on
ikka positiivne ja seega kaateti ja temale vastasnurga tangensid
on siis tthesuguste mérkidega.

3. Kui tédiskiilgses sfadrilises kolmnurgas kiilg a = 90°, siis
cota 4+ cosbeoty =0
cota-+ cosccotf=0
cot b = cot B sin y
cot ¢ = cot y sin f§
ehk tangensite kaudu
tanff = —tanacosc
tany = —tanacos b
tan f = sin y tan b
tany =sinftanc.
Neid valemeid véime kasutada, kui on antud iiks kiilg ja iiks
nurk, voi kaks nurka. -
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§ 8. Kiilje koosinusvalem.

1. Olgu sfairilise kolmnurga kiiljed ¢, b ja ¢ ning nurgad
a, f ja y, polaarkolmnurga vastavad kiiljed a,, b, ja ¢; ning
nurgad a;, f1 ja vi.

Polaarkolmnurga nurga o; koosinusvalem on

cos a; — cos bi cos ¢
CO8 a3 — — - - =
sin b, sin e

2

kus

o =180°—a, a; =180°—a, b, =180°—pB, c; = 180°

"2
'

Asetades saame

— cos a— cos fcos ¥

—00S a— 3 5
sin B sin y

ehk

cos @/== 08¢ 1 Co coﬂgfﬁz ,
sin £ sin y
mis nimetatakse sfaérilise kolmnurga kiilje koosinus-
valemiks. Sfiairilise kolmnurga kiilje a koosinusvalem vil-
jendab funktsionaalset seost sfiirilise kolmnurga kolme nurga

ja kiilje a vahel.

Analoogiliselt voime leida vastavad valemid sfiddrilise kolm-
nurga kiilgede b ja ¢ jaoks.

Seega sfairilise kolmnurga kiilgede koosinusvalemid on

cos @ + cos 3 cos vy

cosiE i :
sin B sin y
cosa Cos j
Cosib = e ﬁ;*- ,___77./
sin a sin y
€os 7 + €os @ cos
Cosle =2 =E i i___..___ B

sin @ sin 4

mille abil voime leida sfairilise kolmnurga kiiljed, kui on antud
kolm nurka. Samuti voime koosinusvalemi abil arvutada ka
sfadrilise kolmnurga nurga, kui on antud kaks teist nurka ja
nende vaheline kiilg.
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2. Kui tdisnurkses sfidrilises kolmnurgas nurk « — 90°, siis

cos @ = cot f} cot y

cosb:M
sin y
cos y
CO08S C = —;
sin B’

s. o. tdisnurkses sfadrilises kolmnurgas hiipotenuusi koosinus on
vordne hiipotenuusi ldhisnurkade kootangensite korrutisega ja
kaateti koosinus on vérdne vastasnurga koosinuse ja lihisnurga
siinuse jagatisega. Nende valemite abil voime lahendada tiis-
nurkset sféirilist kolmnurka, kui on antud kaks nurka voi iiks
kiilg ja iiks nurk.

3. Kui téiskiilgses sfadrilises kolmnurgas kiilg @ — 90°, siis
saame

cosa =—cos ffcos vy,

mis voimaldab kolmnurga nurga leidmise, kui teised kaks nurka
on teada. Selles valemis cos o vdib olla positiivne véi negatiivne.
Kui cosa>0, siis cosp ja cosy on isesuguste mirkidega ja
seega nurkadest B ja y iiks on vdiksem kui 90° ja teine on suurem
kui 90°. Kui cos a << 0, siis cos f ja cosy on iihesuguste mirki-
dega ja seega f§ ja y on molemad viiksemad kui 90° vdi molemad
suuremad kui 90°. Jarelikult tdiskiilgses sfiirilises kolmnurgas,
milles on diks tdiskiilg, on kéik kolm nurka suuremad kui 90°
voi ainult ks nurk on suurem kui 90°.

Kui sfédrilises kolmnurgas on kaks véi kolm tiiskiilge, siis
tema lahendamiseks valemeid pole vaja. Sest kui niiteks
@«=1b=90", siis nurga y tipp on kiilje ¢ poolus ja seega
a=Pp=90° ning' y=¢c.' Kii g=b=c=90° siis ka
G =By == 900
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§ 9. Taisnurkne sfiariline kolmnurk.

Kui sfaadrilises kolmnurgas niditeks nurk o on tidisnurk, siis
selle tdisnurkse sfddrilise kolmnurga lahendamiseks on peale
tdisnurga o veel vajalik teada kaks teist pohielementi. Seega
esineb tdisnurkse sfidrilise kolmnurga lahendamisel kuus juhtu,
s. 0. kui on antud

1) kaks kaatetit: b, c;

2) hiipotenuus ja kaatet: a, b; a, c;

3) hiipotenuus ja ldhisnurk: a, B, @, v ;
4) kaatet ja lahisnurk: b, y; ¢, B;

5) kaks kaatetite vastasnurka: B, vy;

6) kaatet ja vastasnurk: b, B; ¢, v.

Taisnurkse sféirilise kolmnurga lahendamisel kasutame vas-
tavaid valemeid tdisnurkse kolmnurga jaoks leitud valemitest:

€os @ = cos b cos ¢
sin b = sin a sin
sin ¢ = sin a sin y
tan b = tan @ cos vy
tan ¢ = tanacos f
tan b = sin ¢ tan f
tan ¢ = sin b tan y
cos a = cot B cot y

co

COS D= .SB
sin y
cos ¥

COR O Sgucamegd
sin B

1) Esimesel juhul, kui on antud kaatetid b ja ¢, kasutame
valemeid
cos @ = cos b cos ¢

tan § = tin—b
sin ¢
tan 4
sinb ’
mis voimaldavad iihese lahenduse.

tany =
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Esimesest valemist nidhtub, et tdisnurkses sfairilises kolm-

nurgas hiipotenuus on << 90°, kui mélemad kaatetid on § 90° ,
Ja hiipotenuus on > 90°, kui iiks kaatet on < 90° ja teine kaatet
on >90°. Tahendab, tdisnurkses sfiirilises kolmnurgas on kas
koik kiiljed << 90° v6i ainult iiks kiilgedest on << 90° .

Viimased kaks valemit niitavad, et kaatet ja sellele kaatetile

vastasnurk on mﬁleinad éQO". Seega tiisnurkses sfairilises

kolmnurgas kaatet ja temale vastasnurk asetsevad ikka iihes ja
samas ringi veerandis.

2) Teisel juhul, kui on antud hiipotenuus « ja ks kaate-
titest, nditeks b, kasutame valemeid

cos a
COS C —= ——
cos b
. sin b
sin § = ——
sina
tan b
COS Yy — ——
v tana ?

mis vbimaldavad lahenduse ainult siis, kui sinb < sina. Teise
valemi jérgi tekkiv nédiv kahesus nurga  suhtes kaob sellega, et
nurk p asetseb samas ringi veerandis, milles asetseb vastav

kaatet b. Siin b ja f on mélemad %900 ning seega on lahen-
dus iihene.

Erijuhul, kui @ = b =90, siis teise valemi jirgi ka fBe=-909
kuid ¢ ja y jadvad esimese ja kolmanda valemi jirgi miiramata.

3) Kolmandal juhul, kui on antud hiipotenuus « ja iiks
tema lihisnurkadest, niiteks p, kasutame valemeid

sin b = sin @ sin B

tan ¢ = tan a cos f§

__cosa

cot ‘Y—-Em.

Siin b ja f on mélemad =90 , sest kaatet b asetseb samas ringi
veerandis, milles asetseb nurk f. Seega on lahendus iihene.
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4) Neljandal juhul, kui on antud kaatet ja sellele kaatetile
lzhisnurk, niiteks b ja y, kasutame valemeid

tan b
tana = —

cos 7
tan ¢ = sin b tan y

oS8 —ieanihinin v
mis annavad tuithese lahenduse.

5) Viiendal juhul, kui on antud kaatetite vastasnurgad p ja v,
kasutame valemeid

cos & = cot B cot v

cos b =<8 o
sin y

cose =87
sin B

Nende valemite jirgi lahendus on iihene ja voimalik ainulf
siis, kui
90° < B+ v < 270°
—90° < B—y < 90°.
Et kiesolevate valemite jiargi peab olema

—1<cotBeoty <1
. cos B < siny
S cos y < sin 3,

siis, kui y < 90°, peitub B vddrtus 90° — y ja 90° + y vahel, s. o.
e - a0

ja kui y>=>90°, peitub f vddrtus 90°— (180°—y) ja
909 4 (180° — y) vahel, s. o.

y—90° < B <2700 — .
Neist vordusvorratustest leiame, et
90° < B4 v < 270°
— 90 < B—y Z90°.
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6) Kuuendal juhul, kui on antud kaatet ja sellele kaatetile
vastasnurk, néiteks b ja §, kasutame valemeid

. sin b

sSin @ = ——;

sin 8

sin¢ = 28 4

an

5 s B
sy =

v cosb °

Siin on lahendus véimalik ainult siis, kui sin b < sinf ning b ja
p on molemad % 90°. Kui sin b <sin § ning b ja § on molemad

§ 90°, siis saame kahese lahenduse. Mirgitud valemite jargi
saame lahendid :

Q- Janome—dR0l-— o

¢ Jaries —niiEe"c;

Y1 ja y2=180°—v,,
mis méédravad kaks tdisnurkset kaaskolmnurka ABC ja AB'C
(15. joon.). Juhul, kui b =, on kaaskolmnurgad kongruentsed
vordkiilgsed kolmnurgad. Sel juhul loeme lahenduse B
iiheseks.

Kui aga b= =090°, siis esimese valemi jirgi
ka @ =90°, kuid ¢ ja y jddvad teise ja kolmanda °
valemi jiargi midramata.

Niiteks, kui sfaarilises kolmnurgas tdaisnurgaga o *
on antud

a — 142015’ 48", p = 145°30' 26",

5 B'
8118 ' 15. joonis.

sin b = sin a sin f = sin 142° 15’ 48" - sin 145° 30" 26"’
tan ¢ = tan a cos § = tan 142° 15’ 48" - cos 145° 30’ 26’
cosa __ cos 142°15" 48”
cot B~ cot 145° 30" 26" ’
mida logaritmides leiame, et

log sin b = 1,53982

log tan ¢ = 1,80472

log cot vy = 1,73509 ,

coty =
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millest
(009 s % s 3N ok ol 23 e o Wl e 1 Ll T

Siin on b > 90°, sest et § > 90°, ehk — nagu nieme — suu-
rema nurga vastas peab olema suurem kiilg, s. o. kui § > a, siis
kab>a.

§ 10. Taiskiilgne sfaariline kolmnurk.

Téaiskiilgse sfiddrilise kolmnurga lahendamisel on peale téis-
kiilje @ samuti vajalik veel teada kaks teist pohielementi. Téis-
kiilgsete sfiddriliste kolmnurkade lahendamisel kasutame mnende
lahendamiseks eespool-leitud valemeid :

cos o.— —cot'bcot ¢
b
COSID= o
sin ¢
cos ¢
cos yi=—
v sin b1

sinff =sinasin b
siny = sinasin ¢
tan f = —tan acos ¢
tan y = —tan a cos b
tanf =siny tan b
tan y =sinf tan ¢
cos o — — cos B cos vy .

Siin esinevad kolmnurga kiilgede suhtes samad juhud, mis
esinesid tdisnurkse sfidrilise kolmnurga nurkade suhtes, ja nur-
kade suhtes samad juhud, mis esinevad tdisnurkse sfdirilise
kolmnurga kiilgede suhtes. Seega esineb tiiskiilgse sfédrilise
kolmnurga lahendamisel samuti kuus juhtu, s. o. kui peale téis-
kiilje @ on antud:

1) taiskiilje ldhisnurgad f ja v ;

2) tiiskiilje vastasnurk o ja iiks ldhisnurkadest § voi vy ;
3) tiiskiilje vastasnurk o ja iiks kiilgedest b voi ¢ ;

4) nurk p ja tema ldhiskiilg ¢, voi nurk y ja ldhiskiilg b ;
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5) kaks kiilge b ja ¢ ;
6) nurk § ja tema vastaskiilg b, véi nurk y ja vastaskiilg ¢ .

1) Esimesel juhul, kui on antud tiiskiilje @ ldhisnurgad
ja v, kasutame valemeid

COS o = — c0S P €oS vy
tan b — ‘anB

sin y

tan y
tan v ——

sin g’

mis annavad iihese lahenduse.

Esimesest valemist niihtub, et taiskiilgses sfiirilises kolm-
nurgas voivad olla koik kolm nurka > 90° véi ainult iiks nurk
on " =>"go%y

Viimased kaks valemit niitavad, et kui B §900 ja y§ 90°,
siis ka vastavalt b § 90% ja. ¢ § 90° .

2) Teisel juhul, kui on antud téiskiilje ¢ vastasnurk o ja iiks
ldhisnurkadest, niiteks f, kasutame valemeid

cos «
Sy = — =5l
i cos f
. sin
sin'b = A;—B
sin a
‘ tan
Cos8 ¢ = — pa g ’
tan a

mis voimaldavad lahenduse ainult siis, kui sinf < sina. Siin
f ja b on molemad é 90° ja seega esineb iihene lahendus.

Kui siin a = = 90, siis teise valemi jidrgi ka b — 90°,
kuid y ja ¢ jddvad esimese ja kolmanda valemi jérgi médramata.

3) Kolmandal juhul, kui on antud téiskiilje vastasnurk o ja
nurga o iiks ldhiskiilgedest, néditeks b, kasutame valemeid

sin B = sinasin b

tany = —tanacos b
cot e =—2°2
g cot b’

mis midravad iihese lahenduse, sest et siin § ja b on molemad
90°,

IIA

VI
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4) Neljandal juhul, kui on antud néiiteks nurk B ja tema
lahiskiilg ¢, kasutame valemeid
tan 8
cos ¢
tany =sinf tanc
cos b =cos fsinc,
mis annavad iihese lahenduse.

5) Viiendal juhul, kui on antud kiiljed b ja ¢, kasutame
valemeid

tan o = —

cos a— —cotheot'c
b
cos p= =
sin ¢
Ccos ¢
COSY = ——
4 sinb ’

mis vdoimaldavad iithese lahenduse ainult siis, kui
90° < b + ¢ < 270°
—90°<b—c < 90°. >
6) Kuuendal juhul, kui on antud niiteks nurk B ja tema
vastaskiilg b, kasutame valemeid

. sin
SIR @ = " B
sin b
. tan
Sy ==
4 tan b
. cos b
ST O (r— SAEE SE 0 8¢
cos f

mis voimaldavad kahese lahenduse, kui sin § <sin b ning § ja b

on molemad § 90°. Juhul, kui § = b, on lahendus iihene.
Niiteks, kui sfadrilises kolmnurgas a on tédiskiilg ja
et T8R. 82! 18K k(e 20 AA1E2"
siis
sin # __ sin 110° 14’ 52"

ol sina ~ sin 78°32' 18"

PEVPANRICA,.... OFCHEE, 10
tan « tan 78" 32" 18"

COBY == ol S it ‘00757480”3,2'_]8”'
cos B cos 110° 14’ 52"’
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mille logaritmid on
log sin b = 1,98105
log cos ¢ = 1,74010

log cos y = 1,75904 ,
kust

b=106°48 16", ¢ —=56°39 21", ~,‘r = 04287480,
Siin on b > 90°, sest f > a.

§ 11. Siinus-koosinusvalemid.
a) Paigutame nurga koosinusvalemisse
€os @ = sin b sin ¢ cos a + cos b cos ¢

cos ¢ asemele

CoS ¢ = sin a sin b cos y + cos a cos b,

Saame

cos @ = sin b sin ¢ cos a + sin @ sin b cos b cos Y+ cosacos?b,
millest

cos a (1 —cos?b) = sin b sin ¢ cos a + sin @ sin b cos b cos Y
ehk
cos @ 8in b = sin ¢ cos a + sin @ cos b cos Vi

Saadud valem véiljendab sfiirilise kolmnurga kolme kiilje ja
kahe nurga seost.

Analoogiliselt arvutades véime mirkida kéik voimalikud
valemid
cos @ sin b = sin ¢ oS o + sin a cos b cos vy
cos a sin ¢ = sin b cos a + sin @ cos ¢ cos f
cos b sin a = sin ¢ cos f§ + sin b cos a cos y
cos b sin ¢ = sin @ cos B + sin b cos ¢ cos «
cos ¢ sina = sin b cos y + sin ¢ cos @ cos f3
cos ¢ sin b = sin a cos y + sin ¢ cos b cos «,

mille abil saab lahendada sfiirilist kolmnurka, kui on antud
kolm kiilge ja iiks nurk véi kaks kiilge ja kaks nurka.
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b) Siinusvalemist

sina <'sinf.} siny
sine” sinb~ sine

saame

sin / . sin y
B SInc = 7’ .

sin a :
ST ==

SIna — T 7

Paigutame need viadrtused eelmistesse valemitesse sin @, sin b ja
sin ¢ asemele, saame

cos @ sin f = sin y cos a + sin a cos b cos y

cos @ sin y = sin B cos a + sin a cos ¢ cos

cos b sin a = sin y cos f§ + sin  cos a cos y

cos b sin y = sin a cos f§ + sin f cos ¢ cos a

cos ¢ sin o = sin f} cos y + sin y cos @ cos f

cosc sin = sin acos y + sinycos b cos a .

Korraldades need saadused eelmise valemiteriithma kohaselt,
voime méirkida viimased valemid jargmiselt:

cos o sin f = sin y cos @ — sin a cos f cos ¢
cos a sin y = sin f cos @ — sin a cos y cos b
cos f sin a = sin y cos b — sin f§ cos a cos ¢
cos f sin y = sin a cos b — sin f§ cos y cos a
cos v sin a = sin f cos ¢ — sin y cos a cos b
cos y sin f = sin a cos ¢ —sin y cos B cos @ ,

mis viljendavad sfiirilise kolmnurga kolme nurga ja kahe kiilje
seost. Nende valemite abil saab lahendada sfiirilist kolmnurka,
kui on antud kolm nurka ja iiks kiilg voi kaks nurka ja kaks
kiilge.

§ 12. Poolnurga valemid.
Asendame valemites

sin 2= ‘/ e a__ ‘/ },,t_cgs:t

€OS 0. nurga koosmusvalemlst avaldlsega

€os @ — cos b cosc
" sinbsine ;
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saame

e sin b sin ¢ — cos @ + cos b cos ¢
s = 3 2
2 2sin b sin ¢

Gn 2 LY -—a . B e
‘/ cos(b—c)—acosa : 2 ;‘27” 7
ST ~ 2sinbsine T sin b sin ¢

a smb51nc+cosa—cosbcosc
CON = g
2sin b sin ¢

& TS O ! . a+b+ec | b+c— a
_.‘/ cosa—cos (b +¢) o 2 - sin 9
i 2sin b sin ¢ T sin b sin ¢ ’

Kui tdhistame sfadrilise kolmnurga kiilgede summa 2s-ga, s. 0.

ja

a—+ b+ c=2s,
siis
a+b—c=2(s—c¢)
a—b+c=2(s—0d)
b+c¢c—a=2(s—a)
ja

Sruted o l/ sin (s —b) sin (s —¢)

sin b sin ¢

COs "‘2‘ =

sin b sin ¢

V' sm 8 sin (s——a)

Jagades teineteisega saadud vordused, saame
fan __]/ sm(s—b) sin (s—c) :
2 sin 8 sin (s — a)

Ruutjuured esinevad siin ainult pluss-mirgiga, sest et g <:90°;
mille trigonomeetrilised funktsioonid on ikka positiivsed.

Analoogiliselt voime leida sféirilise kolmnurga teiste pool-
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nurkade trigonomeetrilised funktsioonid ja seega saada kéik pool-
nurga valemid:

o o A ]/ sin (s —b) sin (s —¢)

2 sin b sin ¢

] /"'sin (s — @) sin (s — ¢)
-Sln—:V . -
Y sin a 8in ¢

. y__ ./ sin(s—a) sin(§;bj
g o V sin @ sin b
T PR TRS ARAES
a sin s sin (s——a)
i W V sin b sin ¢

B Vsmssm (s—0b)
COS — S N e T
2 sin @ sin ¢
‘/ sin s sin (s—c)
COoS *.__.
sinasinb
a / sin (s — b) sin (s — ¢)

tan7:]/ sin s sin (s —a)

tan 2 — ‘/ sin (s —a) sin (5 —c)

2 sin s sin (s — b)

¥rliaih sin (s — a) sin (s — b)
tan—i_‘/ : ’

sin s sin (8 —¢)

. Need logaritmitavas kujus esinevad valemid viljendavad
funktsionaalset seost sféddrilise kolmnurga kolme kiilje ja iihe
nurga vahel ning neid kasutatakse sfididrilise kolmnurga nurkade
leidmisel, kui on antud kolm kiilge.

§ 13. Poolkiilje valemid.
Kui sfairilise kolmnurga kiiljed ja nurgad on
8Lt [ g o RO o
siis tema polaarkolmnurga vastavad kiiljed ja nurgad on

a0 =180°—a a3 =180°—aq
by =180°—p B, =180°—b
€ =1800—y vy, =180°—c¢



ning nende kiilgede summa

28, = 540° — (a+ B+ y) =
— 860° — (o -+ B 4 y — 180°) = 360° — ¢,

millest
W T il
81 = 180 9.
Kohaldades poolnurga valemeid polaarkolmnurga suhtes, milles
i 180°—a _ a o 0= L
sm7_s1n 5— = €08 3 cos ' = cos —— =sin g
) . 7S .
s1nﬁ:sm180_—b:cos% (:os'ﬁr‘_cosl“'zo2 b:smi
2
Y1 e 180°—e c Vil i B (o e AR
sm-2— 8in —5— = €08 3 €os 4 = €os —5— = sin 3
ja
81— 0, =180°— & — (180°—a) =a— +
$1— by = 180° — - — (180°—p) = — o
81— 01 =180°— o — (180°—vy) =y — >
saame
‘/ sin i sm ;)
sin - = s
sin B sin y
&
: ‘/ 9 sm B 2)
8in <=
sin a sin y
in 5 sin (7 )
sin — sinfy — =
sin = = ‘/ 2. ; :
sin a sin 8
-7-* & . &
ML L M
i sin @ sin y
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e e')
sm 5 ) sin{y — 5
COS — —
sin a sin y

Y ,/s S PR

24 sin a sin
tanﬁzﬁ sin—% sin (a—%)

2 sin (8— 5) sin (r— )
tan 2 = . fm,?:,s_m_(é:l )

i sin (u — %) sin (‘/ — ;)
Lo 7% P sin 5 sin (*,f ;)

kus ¢e=a-+ B4+ y—180°,

Saadud valemid viljendavad vahekorda iihe kiilje ja kolme
nurga vahel. Sfiadrilise kolmnurga lahendamisel nende valemite

abil leitakse sfadrilise kolmnurga kiiljed, kui on antud tema
nurgad.

§ 14. Delambre’i ja Napier’i valemid.

1. Paigutame nurkade summa ja vahe siinuse ja koosinuse
valemitesse

g ek 8 8
SIn—5— = sin 5 5 + S 5 sin 5
ja
e P 3 — iz e
Cos ——= cos 2 S5 —+ s n 5 sin -

A A 2 a & i i
poolnurga funktsioonide sin ch, cos 5, sin g ja cos asemele
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rniende vadrtused (§ 12), saame

sin 8 sin® (s — a) sin (s —¢)

. atp / sin 8 sin® (8 — b) sin (8 —¢)
m = - - i t - =
. 2 ]/ sin @ sin b sin’ ¢ = sin @ sin b sin® ¢
__sin(s—20b) +sin (s—a) | l/sinssin (s—c)
o, sin ¢~ sin @ sin b
__ sin (s—-b)'i sin (s —a) | Sol i
sin ¢ 2

ja

ai—B_Vsin’ssin (s—a) sin (s —b) —
COS g7 sin a sin b sin*¢ e

Pa /sm (s —a) sin (8 — b) sin® (s—c)
+l sin @ sin b sin® ¢

sm 8 Fsin (8 —¢) Vsm (s —a) sin (s —b) sin s Fsin (s —e¢) o

sin ¢ sin @ sin b = sin ¢ Koo 2
Et
A 5 A a+b a—2>b
sm(s—b)—}-sm(s-a):Zsm(s— 3 )cos 5 =
By, s C a—b
__2Sln"2—cos—2~—,
sin (8 — b) — sin (s — @) = 2 cos (s——aﬁ‘b)sina;’b_
¢c .. a—b
=2,C08 5 Sin——,

CR a4+ b c
sms—sm(s—c)_Zcos(.s——,z)smz 2 cos - 5 s1n2,
4 > . c a+ b ¢
sms—|—sm(s—c):251n(s——()cos—*Zsm CoS = ,

) 2 2 2
P: . [ c
smc_2sm7cos—2—,
siis
a—b a+b
COS ——— — ) cos
st RE T 2 chel cos 2178 2 sin
2 2 2 c 2
COS — COB i
2
sin 9-24—b g o sn s ,;:_b
Pt g S v cos?’7 cosf“—zrr_/—'— sm%.
2 sin_gf sin_z.
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Neid valemeid nimetatakse Del ambrei valemitek S,
mis viljendavad funktsionaalset seost sféérilise kolmnurga koigi
kiilgede ja nurkade vahel.

Ko6ik véimalikud Delambre’i valemid on:

. a+p a—b a4+ B a +
sin — 45— 3 cos —5 cos —5 4. CO8 e -
T j LR T g
cos & cos 5 sin 5 cos
a -+ 9 a—c a4y a4+ c
SN i cos 5 cos — o cos —5—
izl o
cos o cos 5 sin & cos 5
B4y b—e¢ B+y b+ec
B Ses s 3 | B e cos 73__ cos —5—
SRLE T e LB g e e 16
cos 5 cos o sin 5 cos o
a— a—b a—pB a+b
sin —5— sin —5— cos —5— 4 sin ——5—
Wi 8 i UL e S
cos o sin 5 sin 5 sin &
a— a—c a— a+c
sin —5— v ST ey cos —5— = sin ——5 -
2L RaC, KT o i i R G 3
cos o sin 5 sin 5 sin 5
WO b—e¢e e +c
sin — 5o sin 5 cos 5 —_ I S
Sy o a AT BRI
cos 7 sin ‘Q" sin 7 sin 7

2. Delambre’i valemitest saame jagamise teel nn. Napieri
valemid ehk analoogiad:

a-+p a—b a+b a—p
tan TR cos 5 tan "-2*'*'* cos — 5
W T R aED T i R

cot 9 €os —5— tan o cos b

a+y a—c a+c a—y
tan T cos By tan T i 4 Cos —5—
A e B AL " Ty p e

cot 9 cos — D) tan 5 cos 5
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B+ b—e b+ c S
tan }T cos — 5 tan _; cos 8 5 :
7cot—a— _co'sb.i_c t 4 I A

2 9 an 5 cos —5
a—p a0 a—Db .. a—pg
tan T sin =e tan a0, T sin —5—
R e s
cot D) L% e tan D) sin 9
gy a—c¢ a—c . oa—
tan 9 sin 5 tan 5 sin T
S R e PRI Rl SR
cot, 9 i S R tan o sin p)
tan B‘; L gin b —2— 2 tan ; by e
AT SR B A
cot ¢ 3 g g Rl L i
2 2 b o

mis viljendavad séltuvust sfiirilise kolmnurga kolme nurga ja
kahe kiilje voi kolme kiilje ja kahe nurga vahel.

Napier’i analoogiad koos Delambre’i valemitega leiavad sageli
rakendamist astronoomias ja geodeesias.

§ 15. Cagnoli’ ja I'Huillier'i valemid.

1. Korrutame sfiérilise kolmnurga poolkiilje valemid

T
LEa=" gin'{o — =
sin“—l/ ;2 ( 72)
Foot? sin 2 sin y
ja
~ sin £ sin (ﬂ‘— fl)
Gl 2 2
SIN = — X . )
2 sin « sin y
saame

b sin % sin (a — ;) sin (B - _g_)
sin 5 sin o &= 2 PO L S
2 2 sin y sin a sin ¢
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ehk

Lk sin % n
sin - sin 5 i AT 5
millest
9 sin.— s‘.n_g_ :
sin o = : sin y
cos 5
Et

sin y = 2 sin —g— cos é— =

= 2\/sin s sin (s — a) sin (s—0b) sin (s —¢) __
sin @ sin b o
& yiip s sin (s —a) sin (s —b) sin (s — c¢)
b 2sin % cos £ -sin o cos 4 4
2 5 2 2
siis

X \/sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢)
Sin — —- — s T
. 2cos % cos kcos =
2 Z 2

mida nimetatakse Cagnoli’ valemiks ja mille abil leitakse
sfadriline ekstsess ¢, kui on antud sfidrilise kolmnurga kolm

kiilge'a, - bija ¢ .

Siin  tuleb votta ruutjuur ainult, pluss-mérgiga, sest et
% < 180", mille siinus on alati positiivne.

2. Koostame Delambre’i valemitest

sin & +8 cos a—b

o 2

y s c——

cos 5 cos 3
€os 9,,,%_*3 cos gjlb

QR 2

*irnh}7 ) 2. c;);;

S —
2 2
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jargmised tuletatud vérded

5 a+ﬂ ¥y a—b c
—cos - i T LR
sin 5 cos 5 cos 5
o O + g AT TN
sin 2 “+ cos = > cos ,42“-}- cos ;{
cos ¢+8 —sin L cos 8 o cos &
2 Clnd ‘_2
"zf'ﬂ+sm% cosa’-;b—i—cosg—
Et
a—+f+yv—180° = ¢,
millest
ot g — €
i R LA T
ja
L S SRR
Sin D) = €08 9
a+p__ y—¢
€os —= =sin"—,
siis
cos ?’;f—cos% iosi-_;b—Cf)s%
cos ! 2_8 + cos 72_' cos 9:2"_1’ + cos %
in? =€ _ginlt o LN L
Vsmﬂ ;.—gfm 5 —cos 7 itis2
sin 7 ,ﬁ-{-sfinzz/. cosf"';b-}-cos;

st sin ; gin 2 —=b+e sin fo=¥ ey
cos cos £ cos2—b+e cos b—‘:+c
ams—‘bsin iR
by 2 _tans_btan e—’—a’
coss_bcoss_a 2 2

2 2
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, 4 4 4 s
sinL_ecos% ST 04 p L band
P, O S,
sin . sin
2 2 s 8—c¢
— — - — tan — tan ——
cos 5 cos £ —° 2 2
2 2

Korrutades ja juurides saadud vordusi, leiame

tani: U s B0 g-—b 8—c
4]/tan2tan2tan2tan2,

mida nimetatakse 'Huillieri valemiks ja mille a‘bil voib
samuti leida sfaarilise ekstsessi ¢ viadrtuse, kui on antud sfairi-
lise kolmnurga kiiljed a, b ja c.

Siin tuleb ruutjuur samuti votta ainult pluss-mirgiga, sest

;;< 90°, mille tangens on ikka positiivne.

§ 16. Sfaarilise kolmnurga pindala.

Sfadrilise kolmnurga ABC (16. joon.) pindala S leidmiseks
pikendame sfidrilise kolmnurga kiiljed AB, AC ja BC suurringi-
deks, mis moodustavad siis kaheksa sfiirilist kolmnurka

ABC s~ #ABG" i+ ABCs vt AB'C! ..
ARG AB O AYBO CA'BC
milledest siimmeetrilised paarid on

ABC ja A'B'C', ABC' ja A'B(C,
AB'C ja A'BC', AB'C’ ja A'BC.

Olgu sfidrilise kolmnurga ABC nurgad

. . N A e
16. joonis. BAC — &, BBU =, ACE =%

Sfadrilised kaaskolmnurgad ABC ja A’BC moodustavad sfiiri-
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lise kaksnurga ABA’C, mille pindala muutub vérdeliselt nur-
gaga o. Seega vorre ’

~a _ pindala (ABA'C)
360° © _ 4aR

méidrab sfiirilise kaksnurga ABA'C pindala, s. o.

pindala (ABA’C) — 2%{"}? )

kus R on kera raadius.

Sfadriliste kaksnurkade pindalasid

ABA'C = ABC + A'BC =27E¢

liites saame

28 + ABC + A'BC + AB'C + ABC’ :?liggfi (a4 PB+vy).
Et sfédrilised kolmnurgad ABC” ja A’B'C on siimmeetrilised, siis
on nende pindalad vordsed ja seega ABC + A'BC + AB'C + ABC’
moodustab pool kerapindala, s. 0. 27R2. Seega

28 + 2xR? — 21“83',2 (a+B+7),

millest

ey 7 __nRe
Kui R=1, siis

e
S = 155 -
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§ 17. Sfairilise kolmnurga sisse joonestatud ringi
kaarraadius.

1. Poolitame sfiirilises kolmnurgas ABC (17. joon.) nurgad
a ja f suurringide kaartega AO ja BO, mis loikuvad punktis O . -
Punktist O tombame suurringide kaared
OD, OF ja OF risti sfadrilise kolmnurga
kiilgedele, saame neli tdisnurkset sfadrilist
kolmnurka AOD, AOE , BOE ja BOF . Et
kolmnurkades AOD ja AOE on iihine hiipo-

/N PN
tenuus AO ning OAD = OAE, siis (§9 p.3
J8Tgiyision. kai\Ob —= OF AD —vAFL &5

e LN\
AOD = AOE . Jéarelikult on sfiairilised
kolmnurgad AOD ja AOFE siimmeetrilised. Samaselt on siimmeet-
rilised sfddrilised kolmnurgad BOE ja BOF, kus OE — OF'.
Seega

17. joonis.

0D =0KI=—0OF =0

on sfiérilise kolmnurga ABC sisse joonestatud ringi kaar-
raadius, kusjuures punkt O on selle ringi poolus ehk
sfaddriline keskpunkt.

Uhendades suurringi kaarega keskpunkti O sfiirilise kolm-
nurga kolmanda tipuga C, saame samuti kaks tdisnurkset
stimmeetrilist kolmnurka, kus vordsete kiilgede OD ja OF vastas-

J ) N
nurgad on vordsed, s. o. OCD = OCF', ning seega OC on nurga-
" N \
poolitaja. - Siis ka 1 CH — CR: ja.  COD = COK :
Et

BC =BF - FC=ua
AC=AD+DC=1»
AB=AFE+ EB=c

ja
a+ b+ c=2s.
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siis
ADRUARE g8 e
Bl B ek =t
GO =3t ¢

ning tiisnurksest sfiirilisest kolmnurgast AOD saame (§ 7 p. 2)

tan o :sinAD-tan% — sin (s —a) '/sin Sl L Lol SO

sin s sin (s —a)

= l/'—sin (8—a) sin (8 — b) sin (s —¢)

sin s

b

mille jérgi voime leida sfidirilise kolmnurga sisse joonestatud
ringi kaarraadiuse p.

2. Kui sfadrilise kolmnurga ABC
kaaskolmnurgaks on kolmnurk A’BC
(18. joon.), mille iimberm&ot
28’ =a + (180°—d) 4 (180°—¢) ,
millest

s —a = 180° —(i't%—i'f: 18002 g

ja sissejoonestatud ringi kaarraadius
on o', siis 18. joonis.
tanp’ —sin'(8"=—'a¢) tan g = sin (1809 — 8) fan % =
/ sin (8 — b) sm(s—c) l/'sinssin(s——b)sin(s—c_)
iz smsV NN e a) T sin (s — a) ey

Seega sfidrilise kolmnurga ABC kolme kaaskolmnurga A’BC :
AB'C ja ABC’ sisse joonestatud ringide kaarraadiuste tangen-
sid on:

. @ ems sin (s—b) sin (s—(')
no ’'=sinstan - =
ta 9, 2 sin (8 — a)

sin 8 sin (8 — a) sin (s—?_)
sin (8 — b)

A B
’ i
= 8in s tan =~ =

51n§$1n (s—a) sin (s——b)
~ sin (s —¢)

tang ' =sin s tan% e ]/'



§ 18. Sfaarilise kolmnurga iimber joonestatud ringi
kaarraadius.

1. Poolitame sfidrilise kolmnurga ABC (19. joon.) kiiljed
AB ja AC punktides D ja E ning témbame neist punktidest risti
kiilgedele AB ja AC suurringide kaared DO ja EO , mis léikuvad

punktis O. TUhendame punkti O ja sfiiri-
A lise kolmnurga tipud A, B ja C suurringide

kaartega ‘OA, OB ja OC, saame neli tiis-

(A nurkset sfadrilist kolmnurka AOD, BOD,

: A AOFE ja COE, mis on kahekaupa siimmeet-
. “ rilised. Et kolmnurkades AOD ja BOD on
ithine kaatet OD ning teised kaatetid on

B vordsed, s. 0. AD = BD, siis (§ 9 p. 1 jirgi)
on ka OA — OB, AOD — BOD ja OAD —

19. joonis. i

= OBD . Seega on sfidirilised kolmnurgad

AOD ja BOD stimmeetrilised. Samaselt on ka siimmeetrilised

sfadrilised kolmnurgad AOE ja COE , kus OA — OC . Seega
DA —0B—00C —r

on sfadrilise kolmnurga ABC iimber joonestatud ringi kaar-

raadius, kusjuures punkt O on selle ringi poolus ehk sfiiriline

keskpunkt.

Sfaarilise kolmnurga ABC iimber joonestatud ringi kaar-
_raadiuse r véédrtuse leidmiseks votame iihe tidisnurkse kolmnurga,
néiteks AOD, milles OA =» ja AD :% Selles kolmnurgas
(§ 7 p. 2)

tan ol
P PR

cos 021)
Et sfaidrilises kolmnurgas ABC on

~ P A A A A
OAD +OAE =a, OBD+OBC=p, OCB-+4 OCE =y,

millest
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ehk

04D = 90" — [y — 2 ),
S118
tan 5 _ tan 5

tanr — = d
cos[90°—(y——~§-)] sin(y——%)

Analoogiliselt leiame, et ka

a
tan 5 tan 5

A , tany =——— |
sin (a — %) sin (,6’—— 5)

Véttes dihe poolkiilje tangensvalemi, niiteks

e E ( €
: sin 5sin |y — —)
tan = §/  afefu\" "~ R J
8 . 4 2
sin (a o )sm (ﬂ 39 )
ja paigutades eelmisse vordusse tan —3— asemele, saame
L3 g ip
s 7
tanr = 2 O ’ TN . 5 s Ly

i & ; & ESEE 3
sin (a — 7)sin (ﬂ — *2*)sin (y — 17)
mille jérgi leiame sféirilise kolmnurga iimber joonestatud ringi

kaarraadiuse 7, kui on antud sfiirilise kolmnurga nurgad
a, ﬁ ja Y.

2. Sfédrilise kolmnurga iimber joonestatud ringi kaarraadiuse
leidmiseks kolmnurga kiilgede kaudu kasutame poolkiilje valemit

foe TN &
R o 51lesln()j——-2)
8in 5= sinasin g’

4 A. Borkvell. Sfiiriline trigonomeetria. 49



millest

c
i e &IN5 . 3
sm( —-ai): sin asin f =
sini
=
S S) D uoiomer e B
=N ; s1n7cos§sm7cos—2—.
Sll’l7

Et Cagnoli’ valemi jargi

© . & __ \/sinssin (s—a) sin (s—b) sin (s—c)
Sin- —
2 ks, Y ]
2 cos 5 Cos 5 €os 5

ja (§ 12)
sin % — l/sm (8—'b) sin (s—e¢)
2 sin b sin ¢
¢ _ /s G—0)
8o = ESGr S SN e 4
e & g ke / sin b sin ¢
sin‘izl/ sin (s —a) sin (s —¢)
2 sin a sin ¢
cos b — ‘/ sin s sin (s —b)
2 sin @ sin ¢ ’
siis
Qin( Qi £ )-_
S S =
8 sin® % cos % cos _g cos _;. V/sin s sin (s — a) sin (s—Db) sin (s —¢)

sin @ sin b sin® ¢ o

_ VEinssin (s —a) sin (s—b) sin (s —c)

2 sin % sin _l.)_ cos %
2 2 2
ja
2 sin % sin % sin 67
tan'r =-

\/sin 8 sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢) :
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§ 19. Sfaarilise kolmnurga kérgus, bissektor ja mediaan.

1. Suurringi kaart sfiirilise kolmnurga tipust risti vastas-
kiiljele nimetatakse sfiirilise kolmnurga korguseks. Sfii-
rilise kolmnurga ABC (20. joon.) korgus AD = h, jagab sfii-
rilise kolmnurga ABC kaheks tiisnurkseks
sfadriliseks kolmnurgaks ABD ja ACD , kug

N\ /\ o
ADB = ADC = 90° c
ja (§ 6 p. 2)
sin h, = sin B sin ¢ = sin y sin b , < b B
ap
mille jéirgi leiame sfiirilise kolmnurga kér- 20. joonis.

guse, kui sfdirilises kolmnurgas on antud
kérgusele vastasnurk ja kiilg, mis tdisnurkses kolmnurgas esineb
hiipotenuusina.

Analoogiliselt leiame, et
sin k, = sin a sin ¢ = sin y sin @
ja
Sinh,=sinasind =sinfsina.

2. Suurringi kaart AD — [, (21. joon.), mis poolitab sfiiri-
lise kolmnurga ABC nurga a, nimetatakse sfidrilise kolmnurga
bissektoriks. See bissektor jagab sfiiri-

lise kolmnurga ABC kaheks sfiiriliseks kolm- %

nurgaks ABD ja ACD, milles \
aS N\ a 7N N\ &
BAD =CAD =3, ADB=180°—ADC. y :
Et
A\ N\ [
cot ADB = — cot ADC, !
21. joonis.

siis kootangensvalemite (§ 7 p. 1) pdhjal

"N
) L a
cot b sin I, = cot ADC sin :‘ + cos ls cos -,

. N . a @
cot ¢ sinl, —= — cot ADC sin 5 -+ cos I, cos oA
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Viimaseid vordusi liites saame

sin ly (eot b 4+ cot ¢) = 2 cos I, cos -Qav X

millest

a 8 5
20057 2005?511’1()51116

b ot PO W g e e el

mille jargi voime leida sfidirilise kolmnurga bissektori, kui sféi-
rilises kolmnurgas on antud nurk, mida bissektor poolitab, ja
selle nurga lahiskiiljed.

Samuti leiame, et

i ]
200575’111(151'116
tan lb:Tn(a—W
ja
T "
2c0575‘masmb

tan lc:—sTml;)_"

3. Suurringi kaart AD — m,. (22. joon.), mis poolitab sfédiri-
lise kolmnurga ABC kiilje BC , nimetatakse sfiairilise kolmnurga
mediaaniks. See mediaan jagab sfidrilise kolmnurga ABC

kaheks sfiadriliseks kolmnurgaks ABD ja

A ACD , milles

N\ N
: BD=CD=+, ADB=180°—ADC.
Arvestades, et
N N\
cos ADB — — cos' ADC,

siis nurga koosinusvalemite (§ 5 p. 1) poh-
jal voime markida

b5
22. joonis.
a . . a A
COS Mg COS —- = COS b - sin m, sin 5 €08 ADC

N
a . . a
COS M4 €OS —5- = COS ¢ — Sin m, sin —- cos ADC,
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mida liites saame

a

2:cosb-{—cossc,

2 €08 M4 COS

millest

b4 ¢ b—c

COS s v COB T
cos b 4 cosc 2 2
COS My = % — 3 :

a
2 cos 5 cos 5

mille jargi voime leida kiiljele ¢ lastud mediaani, kui sfadrilises
kolmnurgas on antud kolm kiilge.

Analoogiliselt saame

q’ + c ll_—— [+
COS mb == 28*727_;35__3_
cos 5
ja
6 Py 5 R o
COS mc: f:f).__.g_ﬂ..(i(i,,_Q_

§ 20. Sfaariliste kolmnurkade lahendamine.

Lahendada sfdidriline kolmnurk tdhendab leida tema kolme
antud elemendi kaudu teised elemendid. Sfédrilise kolmnurga
lahendus on alati iihene, kui tema otsitavad elemendid on mééra-
tavad koosinuse, tangensi voi kootangensi kaudu. Kuid see iihene
lahendus médrab alati kaks siimmeetrilist kolmnurka, sest sim-
meetrilistes kolmnurkades on vastavad nurgad ja vastavad kiiljed
isekeskis vordsed. Kui aga sfiirilise kolmnurga otsitavad ele-
mendid on miidratavad ainult siinuse kaudu, siis saame kaks
lahendust, sest vahemikus 0°st 180°ni vastab nurga siinusele
kaks nurka: teravnurk ja niirinurk. Samuti vastab ka selles
vahemikus kiilje siinusele kaks kiilje vidrtust.
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Stadriliste kolmnurkade lahendamise juhud véime jaotada
kuueks riihmaks, ja nimelt, kui kolmnurgas on antud:

1)
2)
3)
4)
5)

6)

kolm kiilge: a, b, ¢ :

kolm nurka: a, §, e

kaks kiilge ja nende vaheline nurk: O R e
bibeen s

kaks nurka ja nende vaheline kg o, B, WY, a, iy
T A

kaks kiilge ja iihe antud kiilje vastasnurk: a, b, a;
B0, B, 0 oas w T by B el 5D Rl ia
kaks nurka ja iithe antud nurga vastaskiilg: e, a, B;
Do wy Didile By ¥ 5 Cyco, YDV B, e By

Sfadriliste kolmnurkade lahendamisel kasutame valemeid,
mis omavad logaritmitava kuju.

1)

Sfadrilise kolmnurga lahendamiseks kolme antud kiilje

@, b ja ¢ puhul véime kasutada poolnurga valemeid

a . /sin (s—b)sin (s—0)
N s = l/ sintesin (s —a) "
[ A sin (8 —a) sin (s — ¢)
tan 5= ]/- el b TG i

sin s sin (s — b)

tan. Li—s ]/ éﬁl‘(m(:b—)

2 sin s sin (s —¢) ’

kus poolnurga tangensid on alati positiivsed, sest ‘;‘- £ ja % on
véiksemad kui 90° .

Naiteks, kui sféairilises kolmnurgas

siis

54

2

a = 92°42' 16", b = 123° 33’ 28", ¢ = 75° 23’ 44" :

¥ e +;’ T° _ 1450 49’ 447
s —a = 539 07’ 28"
$—b = 22016 16"

§—c¢ =1T70°2600"




ning seega

& _ o/ sin2216°167 - sin 70° 26" 00"

tan5 =) Gin145° 49" 447 - sin 55 07 28"

tan B — 7/ Snb8° 07 28” - sin 70° 26 00
E= L

sin 145°49’ 44” - sin 22° 16" 16"
e Faa l/ sin 53° 07 28" -sin 22" 167 16”
2 — V¥V sin145°497 44" - sin 70° 26 00"’
mida logaritmides leiame, et

log tan -5 = 1,95013 :

log tan gz 0,27456

log tan -;— = 1,87902 ,

millest
5 =41°48'02", /zi = 62° 00’ 46", --= 37° 07’ 16"
ja
o= 83°26’' 04", B = 124°01’' 32", y = T4°14’ 32".
Et selle sfairilise kolmnurga sfaériline ekstsess
e=oa+4 B+ y—180° = 101° 42’ 08",
siis kolmnurga pindala

§ =MEBT 1775 (ruutithikut),

kui lugeda, et sfiddri raadius R =1.

Sfagrilise kolmnurga sisse joonestatud ringi kaarraadiuse
tangens on

tan o — ‘/ sin (s —a) sin (s—b) sin (s —¢) __

sin 8

/ sin 53° 07 28” - sin 22°16' 16" - sin 70° 26’ 00”

“sin 145°497 44”7 )

mille logaritm

log tan ¢ = 1,85319 ,
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kust sfadrilise kolmnurga sisse joonestatud ringi kaarraadius

‘o= 85929"42",

Sfaarilise kolmnurga iimber joonestatud ringi kaarraadiuse

tangens on

tan 7 — e

ErGs | Fnt
28in — sin
2

Vsin s sin (s —a) sin (s — b)sin (s —e¢)

2 sin 46" 21’ 08" - sin 61° 46’ 44" -sin 37° 41’ 52"

~ V/sin 145° 49" 447 - sin 53° 07 28" - sin 22° 16 16” - 5in 70° 96 00 °

mille logaritm

log tan » = 0,28930 ,

kust sfédérilise kolmnurga iimber joonestatud ringi kaarraadius

0i= 62048580

Stadrilise kolmnurga korgused saame valemitest

sin k, = sin f sin ¢ = sin 124° 01’ 32" - sin 75°23’ 44"
sin k, = sin a sin ¢ = sin 83° 26’ 04" - sin 75° 23’ 447
sin h, = sin a sin b = sin 83 26’ 04” - sin 1230 33’ 28",

mille logaritmid on

log sin h, — 1,90419
log sin h, = 1,98287
log sin b = 1,91796

kust

h.=53°19" 13", n, = 74%00"456" h, = 55°52' 47"

Stadrilise kolmnurga bissektorid leiame valemitest .

a
2 cos 9 sin b sin ¢

L ____ Zcos41'43'02” - sin 123" 33’ 28" -sin 75" 23’ 44"
A SIS b i sin 198° 57" 12"
B ]
AN, 20087 SIMASINC 9 eos 620 00" 46” - sin 92° 42’ 16” - sin 75° 23" 44”
Y3 P osintar ) s sin 168° 06’ 00"
b
tan l‘ L A e __20c0s 37° 07 16”-sin 92° 42’ 16” - sin 123° 33’ 28"
¥ 4 RWT o Ty W B g ——— X -

56

ST (a0 By

sin 216° 15’ 44”

)



mille logaritmid on

log (— tanl,) = 0,56897
log tanl, = 0,64341
log (—tanl) = 0,35109,
kust o
la =108°06' 54", 1, = 77°11’ 40", [, =114°00" 58" .
Sfadrilise kolmnurga mediaanid saame valemitest

S el
cos 2 Cos _2_

CO8 M. — __cos 99° 28" 36" - cos 24° 04’ 52"
e a A cos 46° 21’ 08"
cos 2—
a+c a—c
€OS 779 CO8 T 1 cos 84° 08’ 00” - cos 8° 38" 46”
cosm, — — ——— =X 0 T AR
b b cos 61° 46’ 44
cos T
a4+ b @ —.b
COS TR COS T ¥ os 108° 07 52"« cos 15°25” 36"
COBMbt = b s T e e ——
c cos 37° 41’ 52
COS 7

mille logaritmid on

log (— cos m,) = 1,33802
log cos m, — 1,33589

log (— cos m,) = 1,67879 ,
kust

ma = 102° 34’ 43", m, =T7°29' 02", m_ = 112916’ 48".

2) Kolme antud nurga a, f ja y puhul voime kasutada sfii-
rilise kolmnurga lahendamisel poolkiilje valemeid

tan & = — :ljﬁ‘s}_n(a_ ; )

2 m@mghmb_;)
T e e
alN === Wors, &

2 sin (u —%) sin (;'— 57)
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& E
s sinf—g)
sin(a — —;~) sin (/9— %)
kus poolkiilje tangensid on samuti positiivsed, sest o 2 : 2 ja
vaiksemad kui 90°.

Naiiteks, kui

C
tan 5 =

)

c
— on
2

a=80232' 16" .~ 8 =030 2¥ 82" " » = 111° 45’ 08",

kus
L= 3 ﬁ_ig:_. 180° _ 390 59 28~
o — ¢ = 47° 39’ 48"
B— < = 20035’ 04”
it _3_ 78° 52’ 40”
ja

s ‘/ sin 32°52' 28” - sin 47° 39’ 48"
2 = ¥V sin20°35" 04" -sin 78° 52" 40”
TN ‘/’ sin 32° 52 28" - sin 20° 35’ 04”
2 ¥V sin47°39748” - sin 78°52' 40”
RO l/ sin 32°52 28" - sin 78° 527 40"

“sin 47° 39’ 48” - sin 20° 35’ 04’
mille logaritmid on

log tan g — 0,03281

log tan % — 1,71007

log tan g — 0,15580,

kust
% =0 09441 }21 = 270009 ‘; = 559.03’ 49”

ja

a=94°19'28", b =054°18'38", ¢=110°07" 38",
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Samad lahendid saaksime, kui lahendust sooritaksime polaar-
kolmnurga kaudu, kus

a; = 180° — o = 99° 27’ 44"
by = 180° — B = 126° 32’ 28"
¢, = 180°—y = 68° 14’ 52" ;

kasutades polaarkolmnurga suhtes poolnurga valemeid, saaksime
a; = 85°40’ 32”7, B, = 125°41’' 22", v, = 69° 52’ 22"

ja siis

Il

a = 180°— o4 94° 19’ 28"
b =180°— B, = 54°18 38"
¢ =180°— y; = 110° 07’ 38" .

3) Kui sfairilises kolmnurgas on antud kaks kiilge ja nende
vaheline nurk, siis véime kasutada Napier’i valemeid. Niiteks,
kui on antud sfiérilise kolmnurga kiiljed @ ja b ning nende vahe-
line nurk vy, siis

a—b
+8__ %2 v
R T cot o
Cos 9
a—b
(L—ﬂ__ e 2 i
tan 5 T cot 5
sin ‘T
mille abil leiame —tﬂ ja a—2~3 ning seega iihtlasi ka o ja f viir-

tused. Kiilje ¢ v01me siis leida siinusvalemi

sinasiny __ sinbsiny
sina ~  |sinf

sinfe =

abil, mis annab kaks kiilje vidrtust: ¢; ja ¢, = 180° —¢,. Kumb
neist kiilgedest lugeda sféirilise kolmnurga otsitavaks kiiljeks,
midrab suuremalt osalt sfédirilise kolmnurga jargmine omadus:
suurema nurga vastas on suurem kiilg ja vidiksema nurga vastas
on viiksem kiilg. Kui aga monikord see omadus ei véimalda Gige
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kiilje maaramist, siis voib dige kiilje leidmiseks kasutada pool-
kiilje valemit

G0 ( 8)
sin 5 sin |y — &
tan—c— = 27 ~‘2

2
sin (a —_ ;*) sin (B =43 %)
mis médrab kiilje ¢ iihe ja ainult iihe viirtuse.

Niaiteks, kui sfairilises kolmnurgas on antud

a=114°36"12", b =183°55’24", vy = 16°40’ 44" :

siis
b—a
8-tun . %gun 7 __ cos9°39’ 36” R
tan 2 —mcotT——mm Cot8 20 22
cos _2'“
. b—a
Braen o SN S 7 __ sin9°39’ 36" RSIPREY IR
Sin ‘—2_‘
mille logaritmid on
log ( — tan ‘ﬁg_“) — 1,07721
log tan 5,;.9‘, — 0,14148 ,
kust
42— 94047 07"
B 2 =, 54010/ 18"
a= 40°36' 49"

Be= 348067 2b""
Kiilje ¢ leiame valemist

sinasiny _ sin114°36" 12" - sin 16° 40’ 44"

i AR Y sin 40° 36" 49" ’

mille logaritm on
log sin ¢ = 1,60302 ,
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kust
c1=23°38"00", c,=156922/00".

Et viiksema nurga vastas peab olema viiksem kiilg, siis
c=23%38-00%,

4) Kahe antud nurga ja nende vahelise kiilje puhul vdime
samuti kasutada Napier’i valemeid. Niiteks, kui on antud nurgad
o ja f ning nende vaheline kiilg ¢, siis

a— B
a+b e D ¢
tan _T_ —_— '"'7a m n ‘2’
cos—
N A
A R c
tanﬁz———- ) aﬁtan B
sin—5
a+b . a

mille abil leiame

58 r;b ning seega iihtlasi ka « ja b viir-

tused. Nurga y voime siis leida siinusvalemi

. Sin @ sin ¢ sin sin 2

B e 1 i ﬁTb"‘
abil, mis annab nurgale y samuti kaks véidrtust: v, ja
ve = 180° — v, . Kui siin eespool-tihendatud sfiirilise kolmnurga
kiilgede ja nurkade vordluse omadus ei voimalda dige nurga méii-
ramist, siis voime 0Oige nurga leidmiseks kasutada poolnurga
valemit

¥ __ 4/ sin(s—a) sin (s—;b—j.
tan —2-~_]/ -

sin 8 sin (8 — ¢) 3

mis médrab nurga y iihe ja ainult iihe vaértuse.

Niiteks, kui sfidirilises kolmnurgas on antud

a=168218"22" , B=142064" 86" ;ii"c = 161706 42" ,
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siis

a—»ﬁ
Bl T T ¢ ._cos12°41’ 53" i S
tan Tl a+5tan ¥ s BB 367 20" tan 80° 33’ 21
Cos 9 3
i a—p)
e B 7P ¢ _ sin12°41’53” PRt
tan B ot aia tan BT 20 SRS tan 80°33’ 21",

Sin

mille logaritmid on

& ‘2* b _ 1,01632

log tan “— b 0,20450,

kust
2tP— 8402955
.?Lg_" — 58° 01’ 02"
o= 142930 57"
b = 26° 28’ 53" .
Nurga vy leiame valemist
sin @ sin ¢ __ sin 68”18’ 22 - sin 161° 06" 42"
Sifl gt i s IORET S 7 L

sin e
mille logaritm on
log sin y = 1,69399 ,
kust
Y1 =29%387’ 25" , ' vs = 1500 22! 357 ;
Et suurema kiilje vastas peab olema suurem nurk, siis
Pl 51 0 207 20 1 SR
5) Kui sfadrilises kolmnurgas on antud kaks kiilge ja iihe
antud kiilje vastasnurk, siis voime sfairilise kolmnurga lahenda-
misel saada kas kaks lahendust, véi iihe lahenduse, v6i mitte
lihtegi lahendust.
Kui sfadrilises kolmnurgas on antud niiteks kiiljed o ja b
ning nurk o, siis nurgale B saame siinusvalemi

sin asin b

sig, b sina
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jargi kaks vaartust: f; ja f. = 180° — B, , kui sin asin b <sina,
ja tihe védartuse, kui sin asin b = sin e . Viimasel juhul on tege-
mist tdisnurkse sfdirilise kolm-
nurgaga. Kui aga sinasinbd >
>sgina, siis iilesandel —puudub
lahendus (23. joon.).

Kui nurga f iiks voi kaks
vaartust on leitud, siis leiame
nurga vy ja kiilje ¢ viédrtused Na-

ko A 23. joonis.
pier’i valemite
a+b . a+b
oS i Ria? sin ——
v 2 a+p 2 a—p3
—_— n e T
ook - i g g I
cos — 5 sin —
ja
a+ B e
cos sin
C il 2 a'Fb - 2 a—b
tan T R A %tan SRR, fan 2
COS - ’2 295 1 U 2

jargi, kusjuures cot%ja tan fZ— peavad olema alati positiivsed.

Et cotg—ja tan ; oleksid siin positiivsed, selleks peavad a« — b

ja a— f olema iihesuguse mérgiga ning a 4 b ja o - f kas mole-
mad suuremad kui 180° v6i molemad viiksemad kui 180° .

Leides siinusvalemi

sin @ sin b

L sin a

jargi nurga ( kaks vidrtust g, ja f., saame iilesande lahendusel
kaks kolmnurka, kui a—f; ja a—f; on samase mirgiga kui
a—>b ning o+ f; > 180° ja o+ P, > 180° kui a + b > 180° voi
a4 B; < 180° ja o+ P2 << 180° kui @ 4 b << 180°.

Niiteks, kui sfadrilises kolmnurgas

o= PHe2 245867 , *OE=100NIG 1 21 (adx T 42 107,
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siis
sin a sinb _ sin 130°42’10” - sin 105° 13’ 12"

BN S = = sin116°24’36”  °

mille logaritm on
log sin B = 1,90841 ,
kust saame kaks f viirtust
f1 = 54° 04’ 54", B, = 125° 55’ 06",

mis molemad kélbavad iilesande lahenduseks, sest et siin a—
ja a—fB; on iihesuguse mirgiga ning a4 f; >180° ja
o+ P >180°, sest a4+ b>180°. Seega esineb siin kaks
kolmnurka, s. o. kaks lahendust, kus

. a+b
B o . ’ ”
Y 2 a-—pf sin 110° 18’ 54
/ A Y ) 1 sl VR 0 ’ n
oot = B = men g tan 88°18'88
BRIl e
2
a-+
fan s Sin“—f& tan 20— SO ) 5o 05 427
DL YR g 20547 Bl 3RT1R5.88”
S e o
2
a+b
cot Y2 — Smf;zA 1 ki ‘—432 medleticn i, Taniar P8 82"
TR g T sin5° 05 427
sin “2”_ P
a
tan C__v Sjn ———’%:}2 tan a_—é sin 12&378 38 50 05; 42//
S el R 2 T §in 223327
B
2

mille logaritmid on

log cot % — 0,92131
log tan = = 1,15745
log cot ’22 — 1,64459

log tanf; =0,224381,
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kust
vi=013%40" 12", e =k 16%21f 18
ve = 132924 14", ¢,/=118°21’ 32" .

Uldiselt, kui sfidrilises kolmnurgas on antud kaks kiilge ja
iithe antud kiilje vastasnurk, nditeks kiiljed @ ja b ning nurk a,
siis voib esineda kolm juhtu:a) a << 90°, b) o = 90° jac) a > 90°,
kusjuures iga juhu véime jaotada omakord kolmeks alljuhuks:
a) b<<90°, B) b=90° ja y) b=>90°.

a)v o= 900
a) Kui b <<90° ja a <b, siis siinusvalemi

gin @ sin b

#inf sin a

jirgi leiame, et B; > « ja B > o, sest sin b > sina. Et suurema
kiilje vastas peab olema suurem nurk, siis § moélemad vidrtused
rahuldavad seda tingimust ning seega iilesanne voimaldab kaks
lahendust.

Kui b <<90° ja @ = b, siis sinfp==sina ja ka f =a<<90°,
sest vordsete kiilgede vastas peavad olema vordsed nurgad. Sel
juhul saame iihe lahenduse, kus nurga v ja kiilje ¢ leiame valemite

cot'QL — cos @ tan a

c
tan 5 = Co8 atan a

jargi.

Kui b << 90° ja a > b, siis a + b voib olla viiksem, vordne
voi suurem kui 180°. Olgu a + b << 180° ; siis b <<180°—a ja
sin b <sina. Siin tuleb nurgale B votta siinusvalemi jérgi
ainult iiks vidrtus niisugusena, et f << a, sest viiksema kiilje
vastas peab olema viiksem nurk. Seega saame’ iihe lahenduse.
Kui aga a4 b > 180°, siis b > 180°—a ja sinb = sina. Sel
juhul puudub iildse lahendus, sest et siin peaks olema Pl a,
kuid siinusvalemi jdrgi saame nurgale p kaks védrtust niisugus-
tena, et f1 = a ja B2 > «a.

b5 A. Borkvell. Sfiidriline trigonomeetria. 65



B) Kui b =90° ja a < b, siis siinusvalemi

sin @ sin b
sina

sinﬁ:

jargi sinf>sina ja seega molemad p viirtused rahuldavad
lilesannet, sest f; > a ja ;> a. Saame kaks lahendust.

Kui 6 =90° ja a = b, siis siinusvalemi jargi sinpf =sina
ja B=a. Sel juhul puudub lahendus: sfiiriline kolmnurk muu-

tub sfédriliseks kaksnurgaks, sest et nurga y ja kiilje @ saaksime
valemite

=—cosia Ao —= 0

=cosatana = oo
jargi, kust
v=:180°, e —=1809.

Kui b =90° ja a > b, siis siinusvalemi jargi sinp > sin a
japf>a,sestsinb=1. Siin mélemad B vadrtused on suuremad
kui ‘o, 8. 0 BPi>a ja Ba > a. Kuid p peaks olema viiksem
kui a. Seega puudub siin lahendus.

y) Kui b > 90° ja a < b, siis @ + b vdib olla vaiksem, vordne
voi suurem kui 180°. Olgu a -+ b<180°. Et siin on ikka
sin @ <sin b, siis siinusvalemi

: sin a sin b
8in f = o

jirgi fr>a ja p>a, ki SESMD g 5, g goo ky;

Kui aga »Sﬂlg—nsgl—é > 1, siis puudub lahendus.

|sin¢.1 S.iEP. L. 33
sin a
Kui a + b > 180°, siis on sinea = sin b ning siinusvalemi jargi
f1 <@ ja B> a, milledest ainult teine kélbab iilesande lahen-
duseks, sest f peab olema suurem kui «.
Kui b > 90° ja a = b, siis sin @ = sin b ja siinusvalemi jargi
P =a ja f: > a. Kuid iihelt poolt B ei v6i olla suurem kui « ja

66



teiselt poolt f ei voi olla ka vérdne a-ga, sest nurga y ja kiilje ¢
arvutamisvalemites

cot - = cosatana

¥
2
tah% —cos atan a

on a>90° ja seega cosatana<<0 ja cosatana << 0, mis ei

voimalda nurga vy ja kiilje ¢ leidmist. Téhendab, iilesandel puu-
dub lahendus.

Kui 5>90° ja @ > b, siis on ikka sina < sin b ja siinus-
valemi jirgi leitavad P vasirtused on suuremad ki eirs. o,
Pr>a ja B> a. Kuid sisult peaks olema f < a, seepirast puu-
dub lahendus.

) g =909 .
a) Kui b<<90° ja a <b, siis siinusvalemi parempoolne osa
saab suuremaks kui 1, s. o.

. sina sin b
Slnﬁ:—sih_a__ =

mis ei voimalda iilesande lahendust.

Kui b<<90° ja a =0, siis

sin = sm*(zflll_b: 1

sin a 4

mis samuti ei voimalda iilesande lahendust, sest sel juhul nurga v
ja kiilje ¢ viadrtused oleksid 0°, nagu nihtub valemitest

cot = =cosatan a = co

tan - —=cosatana=0.

oo s

Kui b <90° ja @« > b, siis a + b voib olla vidiksem, vordne
voi suurem kui 180°. Olgu a 4+ b << 180°; siis b <<180° —a ja
sin b < sin ¢ ning siinusvalemi jargi f; < a ja fs > a. Siin voib
olla ainult B<Ta. Seega esineb iiks lahendus. Kui aga
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@+ b = 180°, siis puudub lahendus, sest siis b > 180° —a ja
sin b > sin ¢ ning siinusvalemi jirgi saaksime

smasmb> {5

sinf = sin a

millest f = 90°; kuid peaks olema B << o = 90°.

B) Kui b = 90° jaa§b, siis

smasmb>1

sin f = sin a

mis ei voimalda lahendust.
Kui b =90° ja @ = b, siis

sin a sin b

i o sin a

= W

millest f =90°, kusjuures aga nurga vy ja kiilje ¢ arvutamisel
tekib méiramatus, s. o.

cot%:cosatana:O-oo

tan%:cosatanazo-oo,

millest ndhtub, et lahendus on méiiramata.
v) Kui b > 90° ja e < b, siis @ + b véib olla viaiksem, vordne

v6i suurem kui 180°. Kui « + b < 180°, siis a < 180°—b ja
sina < sin b ning siinusvalem

sin a sin b
sin a

sin f = 1

\%

néitab, et lahendust pole. Kui aga a + b > 180°, siis sin @ > sin b
ning siinusvalemi jirgi saame p; << a ja B2 > a. Siin peab olema
p>a. Seega esineb iiks lahendus.

Kui b>90° ja @ > b, siis on sina <sinb ja

. sin a sin b
e

millest néhtub, et lahendus puudub.

=1,
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e)ia >>190%,
a) Kui b << 90° ja a <b, siis siinusvalemi

sin @ sin b

sina

sinﬁ:

jargi B <<a ja B <<a; kuid peaks olema B> a, ning seega
puudub lahendus.

Kui b <<90° ja a=0b, siis siinusvalemi jirgi B, <a ja
f2 = a. Siin samuti puudub lahendus, sest et p ei vdi olla viik-
sem kui a ega ka vordne o-ga, sest viimasel juhul oleksid

cot—"Q-:cosatan\a<0.

tan%:cosatana<0.

Kui b <<90° ja ¢ > b, siis a 4+ b voib olla vidiksem, vordne
voi suurem kui 180°. Kui a+4-b<180°, siis sin b < sin e ja siinus-
valemi jéargi f; < o ja f: = a. Et siin peab olema f < a, siis esi-
neb seega iiks lahendus. Kui aga a 4+ b > 180°, siis sin b > sin a
ja siinusvalemi jargi saaksime f; << a ja f. < a, kui ainult

sin a

sin a sin b
. s

mis voimaldab kaks lahendust.

B) Kui b =90° ja a < b, siis sinf} = sin a, millest f; <a
ja P2 < a, mis néditab, et puudub lahendus, sest § ei v6i olla viik-
sem kui o« ega ka vordne a-ga, sest viimasel juhul oleksid

cot“-2i="co8 ¢ tania = 0

tan—- —cosatana = oo,

vje ol

millest saaksime y = 180° ja ¢ = 180°, mis méidrab sfiirilise
kaksnurga.

Kui b =90° ja @ > b, siis siinusvalemi jiargi saame f; < a
ja B, < a, mis vdimaldab kaks lahendust.
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y) Kui >90° ja a<<b, siis @+ b voib olla viiksem,
vordne voi suurem kui 180°. Kui « + b < 180° ja seejuures
sin a sin b
~ sina
P2 < a ning seega puudub lahendus. Kui aga a -+ b > 180°, siis

sinb <sina, kus niitid B, <a ja B;>a, mis véimaldab iihe
lahenduse.

<1, siis sina < sinbd ja siinusvalemi jirgi B <a ja

Kui b>90° ja a=1"b, siis siinusvalemi jargi B <a ja
fz = a, mis véimaldab iihe lahenduse.
Kui 5>90° ja a>b ning seejuures SMESMD g

sine <sinb, kus niiiid f; <« ja f,<a, mis voimaldab kaks
lahendust.

Kokkuvéttes voime mirkida selles punktis oeldu skemaati-
liselt jargmiselt:

a<<b kaks lahendust
Y == O L i e iiks lahendus
Al a a>b jaa-4 b<<180° . iiks 52
a>bjaa+b=>180° . pole lahendust
0 << 90° o gy kaks =
dacks {agb R BN pole :;
a<<b jaa-+ b<<180° . kaks A
b>90° ! a<<bjaa-+b>180°. iiks lahendus
a=b bt pole lahendust
a<b AU EERG ) pole »
b<<90° ! a>b jaa+ b<<180° . iiks lahendus
a>bjaa+b>180° . pole lahendust
a—900 | p—gp |2SP P e
0='b f méaaramata
l a<<bjaa-+b <1800, pole lahendust
b>90 ! a<<bjaa-+ b>180°, iiks lahendus
a>b pole lahendust
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[ a<b . « . . . polelahendust
b<90° ! a>b jaa + b <180°. . iiks lahendus
] a>bjaa+b> 180° . . kaks lahendust
5 aho A Y R L L 5 L 5
s g 30 598 {a>b R T
a<b3aa+b<180°. . pole s
o | @<bjaa-4 b>180°. . iiks lahendus
 ototin () 10 e L e o S IR A 1 ). A
Qi e i e e W s e ke aksil Ahein dy St

Voimalikkude lahenduste puhul tuleb ikka arvestada, et
oleks sinasinb < sina.

6) Kui sfiirilises kolmnurgas on antud kaks nurka ja iihe
- antud nurga vastaskiilg, siis voime sfidrilise kolmnurga lahenda-
misel saada samuti kas kaks lahendust, voi iihe lahenduse, voi
mitte iihtegi lahendust. Kui sfiérilises kolmnurgas on antud néii-
teks nurgad « ja § ning kiilg @, siis kiiljele b voime saada siinus-
valemi
sin @ sin

SN0 = :
sina

jargi kaks vaidrtust: b; ja b, = 180° — b, , kui sin a sin § < sin a,
ja iihe vdidrtuse, kui sin asinp =sina. Kui aga sinasinf >
> sin o, siis puudub kolmnurgal lahendus.

Kui kiilje b iiks voi kaks vadrtust on leitud, voime nurga vy ja
kiilje ¢ viaartused saada Napier’i valemite

b
y S qu_;;A a4 . ‘,’;;,‘__ a—f
cot 5 = L ah tan e R a—b tan <4
Ccos 2 sin D)
s ik LB
67 7 2 a4 bt o 2 a—b
el Ky T Yoy tan =5 - = N T tan ———
COoSs — 2‘ sin T*

jargi, kusjuures cot% ja tan —;" peavad olema alati positiivsed.

71



Siin esinevad analoogilised juhud eelmises punktis kisiteldud
juhtudega, kusjuures nurkade asemele tuleb votta kiiljed ja kiil-
gede asemele nurgad. Seega-voime miirkida selle punkti skemaa-

tiliselt jargmiselt:

a < 90°

a=90°

a > 90°

B < 90°

B = 90°

B> 90°

B << 90°

ﬁ =00

B> 90° .

B < 90°

B = 90°

B > 90°

a<f
(s =i
a=>f ja
o' =0

a<f
{a>ﬁja

[a<p

1a>[3
a<f ja
a<f ja
@i=—f
>

a+ B <1800 .
@+ B> 1800 .
a B < 1800 .
a-+ B> 1800 .
a+p < 1800 .
a+ B> 1800 .
a4 B < 1800 .
a+ B> 1800 .

a4 B < 1800 .
a4 B> 180° .

@+ B << 180° .
a4 B> 1800 .

kaks lahendust
iiks lahendus
iiks £
pole lahendust
kaks .
pole b
kaks 3

iiks lahendus
pole lahendust

pole ”
iiks lahendus
pole lahendust

pole 5

madramata

pole lahendust
iiks lahendus
pole lahendust

pole 5
iiks lahendus
kaks lahendust

pole 5
kaks 9,

- pole o

iiks lahendus
iiks &
kaks lahendust.

Siin voimalikkude lahenduste puhul tuleb arvestada, et oleks

sinesinf < sina.
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Niiteks, kui sfiirilises kolmnurgas on antud
o ="T2°53" 14", p = 58° 46’ 28", « = 50° 15’ 18",
siis

sin §sina __ sin 58° 46’ 28” + sin 50° 15/ 18"’

8in b= o sin 72° 53’ 14” ?

mille logaritm on
log sin b = 1,83757 ,
kust votame ainult iihe b viirtuse
b =43%284101¢;
sest viiksema nurga vastas peab olema viiksem kiilg.

Leiame nurga vy ja kiilje ¢ :

. a+b
Sin =a :
T o o 2 a—f __ sin46°51’ 44” S aaroon
cot—Q—_ \ a_btan Y 0 T tan 7903’ 23
9N T e
i Sl
8In = . ’
G2 2 [ e (N o R R R
tan o 7 tan~2——_ ~Sin 7708 95" tan 3023’ 34",
Sin 2

mille logaritmid on

log cot % = 0,18363

log tan % = 1,64339 ,

kust
v. =662 2766'%; "6.= 47°29/ 80" .
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