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Eessona.

<

Selle Opperaamatu aluseks on voetud A.Nathing'i
,Lehrbuch der Geometrie fiir Gymnasien und Real-

schulen®,

mille tolkimiseks ja parandamiseks hérra

Nathing mulle luba andis juba 1904 aastal. Umber-

tootamise:

juures on raamat aga teistsuguse iseloomu

omandanud kui see hra Nathingi raamatul on.
Juurde on lisatud:

1) siimmeetria mdiste, mis vdimalikult téieli-
kult dara on kasutatud, nimelt:

a)

paralleeljoonte peateoreemi tdendakse slim-
meetria abil ;

byt kolmnurkade ja nelinurkade vaatlemisel on

c)

d)

ka nende siimmeetriat tdhele pandud;
kohe nelinurkade jarele vaadeldakse korra-
paraseid paljunurki ja nimelt nende siim-
meetriat ; .

parast seda, kui korrapdrastes paljunur-
kades simmeetria moiste esimesele kohale
on tousnud, kui siimmeetria telgede arv
ja tsentraalse siimmeettia jark nii suureks
kui tahes on kasvanud, muutuvad s0OOris
need arvud otsatuks, sellega sidet luues
paljunurkade ja so0ri vahel ja nagu juba
selle peale tdhendades, et soori peale vOib
kui korrapiraste paljunurkade piiri peale
vaadata.



Sellega kaob siimmeetria moiste, kui
téaiesti tuttav, esimeselt kohalt. Me tarvi-
tame teda veel ainult 16pu poole kahe
sO0ri vastastikkust seisandit vaadeldes.

2) projektsjooni moiste, ja dige varakult, ja tema
peal pohjenevad trigonomeetria suuruste
moisted ;

3) funktsjooni moiste ja tasapinnaline trigono-
meetria, sest just trigonomeetriliste suuruste
abil on kerge funktsjooni moistet selgitada ;

4) l0pmata-vaikeste suuruste ja piiride teooria
vOoimalikult tdielt, et seda kergemini ja sel-
gemini pohjendatult vilja arvata ringi pikkust
ja sOOri pinda, piiramiidi ja {immarguste
kehade ruumisuurust (kantsisu).

Kooli tarvidused ei luba mitte alati Oppeainet
valjult-siistemaatiliselt korraldada. @Monikord, ehk
kiill harva ja ainult kujundamise (ehitamise) tilesan-
nete juures, on tarvis olnud dogmaatiliselt tpimetada,
selle peale tzhendades, et parastpoole tuleb toenduse
alla tarvitud votet digustav teoreem. Kui seda ei oleks
tehtud, siis oleks teoreemide tarvidus vihem selge
olnud. Pealegi voiks Opilastele huvitavam olla teo-
reemisid {ilesannetega labi pdimida, kui enne teo-
reemisid Oppida ja alles parast iilesandeid lahendada.
Opetajal;e jaab ikkagi vdimalus eesolevat mater-

jali 12bi votta ka teises jarjekorras kui see raamatus
esineb.

Kujundamise llesanded on peaaegu kodik voetud
A. Nathingi Opperaamatust; ainult alguses on moni
W. Lietzmann'i raamatust voetud.

Raamatu {imbertéstamisel- olen peale nimetud
A. Nathingi raamatu tarvitanud:
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David Hilbert — Grundlagen der Geometrie;

Fredrigo Enriquez — Fragen der Elementar-
geometrie;

Emile Borél’i

"Hadamard'’i _

Phillips ja Fischer'i,

Honrywun’i,

H3Bonbekin ja teisi venekeelseid Opperaamatuid.

Lopuks avaldan oma siidamlist tdnu hérra
David Rootsmannile tema lahke nduandmise eest
ja hdrra Albert Saabergile, et ta raamatu keelelise
redigeerimise lahkesti enda peale on vdtnud.

: Tallinnas, 7-al jaanuarll 1919.

Oskar Perli.






Alusmoisted.

1. Meie arusaamise jarzsle on ruum ilmotsatu: ei ole
tal algust, ei 18ppu, ,ei aart kusagil ja keskkoht igalpool®
(Giordano Bruno). Ruum laotab ennast laiali kolmes peasihis:
1) alla ja iles, 2) paremale ja pahemale poole; 3) ette ja
taha poole. :

K&ik, mis ruumi tarvitab, nimetame kehaks; Kui me
kehade peale vaatame matemaatika seisukohast, siis kiisime
{iksnes: 1) missugune kuju on kehal? 2) kui palju ruumi v6-
tab keha oma alla? Teiste omaduste jirele meie ei kisi.
On meil olemas igalt poolt piiratud ruum, ,siis v8ime nende
kahe kiisimuse peale kosta ja meil on olemas matemaatiline
ehk geomeetriline keha. Seepérast: geomeetriline keha on
ruumi igalt poolt piiratud osa. Keha piiri nimetame
pinnaks. Pinna piiri nimetame jooneks. Joone piiri
nimetame punktiks. j

Niait. Kuubus on kuuelt poolt piiratud, kuubusel on
6 kiillge, pinda; kuubuse iga kiilg on piiratud neija joonega,
kuubuse servadega; iga serv on piiratud kahe punktiga, kuu-
buse tippudega. Rulli piirideks on 3 pinda — 2 p&hi- ja
1 kiilgpind; iga pohi on piiratud ithe k&verjoonega; tippusid
rullil ei ole. Kera piirideks on iksainus pind, millel ei ole
servi ega tippusid. '

Keha laotab ennast laiali’ kolmes peasihis: alt {iles (ja
iimberpdérdult), eest tahapoole (ja Gmberpédrdult), ja pare-
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malt poolt pahemale poole (ja timberpsiirdult), kehal on kolm
moedet: pikkus, laius ja korgus (siigavus, paksus). Pin-
nal on kaks moedet: pikkus ja laius. Nait, kui me jarve
pinnast raagime, siis mdtleme seda piiri, kus vesi ja 6hk
kokku puutuvad, seal juures endale ainult kaht md&edet, pik-
kust ja laiust, ette kujutades. Tahaksime siin kolmandast
moetest kdnelda,siis tduseksime Thku ehk laheksime vette, ei
jadks aga mitte vee pinnale.

Joonel on iiksainus méede : pikkus. Nait. see piir, mis:
__pinda A lahutab mustast pinnast on joon
ja me vBime ainult tema pikkusestraa-
kida. Tahaksime siin laiusest razkida,
siis peaksime kas musta pinna ehk pinna
A peale minema, ei v&iks aga mitte
ainult piiri peale jaada.

T Punktil ei ole iihtegi moedet.
See koht, kus pind B, must ja valge pind kokku jooksevad,
on punkt. Ta on nende kolme ioone piir, mis musta lahu-
tavad pinnast B, pinda B-d valgest ja valget mustast. Selge
on, et siin ei v6i juttu olla ei pikkusest, laiusest ega
kdrgusest, i

Punkti tahendakse &dra harilikult suure ladinakeelse tihega,
‘nait. punkt A. =

Kehad, pinnad, jooned, punktid ja nende kogud kanna-
vad thist nime: ruumilised kujutised (Raumgebilde, npo-
CTPaHCTBEHHEE 06pash). , : ek

-

Ehk kill punkti olla ei v&] ilma jooneta, millele ta pii-
riks on, niisama ka joont ilma pinnata ja pinda ilma kehata,
oleme siiski sunnitud kergenduseks enesele méttes ette kuju-
tama tksikuid punkta, {iksikuid jooni, pindu ja kehasid.

2. Ehk me kill iga joone peal 16pmata palju punkta -
niidata vGime, siiski ei voi iksteise jarele ritta seatud punk-
tid joont slinnitada, sest punktil ei ole mdedet, pikkust, ja me
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kujutame enesele ette punkta vahedega lahutatult*). Ritta
seatud punktid v&ivad kiill mone joone &ra méirata, kuid
joon siinnib ainult siis, kui punkt ruumis edasi liigub,
selle liikumise jiljena. Nait. pliiatsiga paberit mésda ve-
dades saame joone.

Uksteise kérvale tdmmatud jooned ei v&i pinda siinni-
tada*), ehk nad teda_kill dra maarata voivad, sest joontel
ei ole laiust ja nende vahele peavad vahed jadama. Kui aga
joon lapiti edasi liigub, siis siinnitab ta pinna. Nait.
noaga leiba ehk &una 1digates stinnitab noa tera, mis joon
on, pinna.

Kujutame endale ette, et mitu pinda on iiksteise peale
pandud, nii et nende vahel sugugi vaheruumi ei ole, siis ei
saa need iiksteise peale pandud pinnad keha siinnitada®),
sest pinnal ei ole paksust (kdrgust); kui aga pind lapiti
edasi liigub, siis siinnitab ta keha. Nait. kui me pehme
lume peale astume ja jalg lume sisse vajub, ja kui me
jala vélja votame ja jalje pealt kas vdi paberiga Kkinni
katame, siis on meil olemas igalt poolt piiratud ruum, 3.0
geomeetriline keha, mis pinna, meie talla aluse, liikumisest
stindis. &

3. Jooned on vsirg\ed ja koverad. Igaiihele on selge,
mis on sirge joon ehk sirgjoon. Kui me ménda rasket asja,
néit. hobedast teelusikat, juuksekarva otsas vabalt rippuda la-
seme, siis annab see juuksekarv meile mdiste sirgjoonest.
K&verjoon on niisugune joon, millel Gihtegi sirget osa ei ole.
Vaata lhk. 16 N 7, N 8a, N 8b, N 9,

*) On olemas ka vaade, mis iitleb: Kui me enesele efte kujutame
keha, mille iiks m&ede nii vdheneb, et ta vdhemaks saab kui miski suu-
rus; nii védike kui tahes, ‘siis saame pinna, millel ainult 2 mdedet cn.
Kui pinnal iiks mdede vdnemaks saab kui miski suurus, nii viike kui
tahes, siis saame joone, millel ainult 1 mdede on. Kui joonel tema
pikkus vdhemaks saab, kui miski suurus, nii vdike kui tahes, siis saame
punkti, millel ithtegi mGedet ei ole, Niisuguse vaate jarele vGivad kiill
ritta seatud 'punkt{d joont stinnitada, kérvu seatud jooned pinda siinni-
tada ja iiksteise peale pandud pinnad keha siinnitada. A
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Sirgjoon stinnib, kui punkt {ihes ja sellessamas sihis (kar-
vale kaldumata) edasi liigub; ké&verjoon siinmib, kui punkt
oma liikumise juures oma sihti alatasa (kestvalt) muudab.

Jooni kujutame paberi ehk tahvli peal kriipsudega, mis
aga ei ole jooned paris geomeetrilises mottes, ,sest neil on
olemas niihasti laius, kui paksus: nende siinpitamiseks peab
natuke tinti ehk pliiatsit paberi peale ja kriiti tahvli peale
jadma. Sirgjooni tédmbame me liinjaliga; liinjal peab aga
enne &ra proovitud olema. s

Pinnad on tasased ja kéverad. Tasane pind ehk liht-
salt tasapind on niisugune pind, millega iihte langeb iga
sirgjoon, millel temaga kaks iihist punkti on. Kui me,
nait., araproovitud liinjali tasapinna peale paneme iikskdik
mis sihis, siis ei paista pinna ja liinjali vahelt valgust labi.
K&ver pind on niisugune pind, millel iihtegi tasast osa ei ole.
Kuubusel, niit., on 6 tasapinnalist kilge; rullil — 2 tasapin-
nalist pdhja ja 1 kdver kiilgpind ; keral on tiksainus kGverpind.

Meie ettekujutamise jirel ei ole ka tasapinnal ei algust
ega l6ppu; ta on ilmotsatu. Ta laotab ennast laiali kahés
peasihis ja jagab ilmotsatut ruumi kaheks stimmeetriliseks
osaks, nii et tihest ruumiosast teise teisiti tungida ei saa kui
tasapinnast 1abi tungides.

Jooned, punktid ja nende kogud, mis {ihel tasapinnal ase-
nevad, on tasapinnalised kujutised.

Igalt poolt piiratud pinna osa on Kujund (durypa, Figur).

Igalt poolt piiratud tasapinna osa on tasapinnaline kujund.

- Me iitleme tasapinnal, jirjelikult ka tasapinnalistel
kujunditel, niisuguse omaduse olevat, et teda voib iihest
paigast teise viia ja teise poole peale pddrata, Nma et
temas kortsusid tekiks ja ilma et sellel tasapinnal olevad
kujundid oma kuju, oma suurust ega vastastikkust sei-
sukohta muudaksid. Seda lauset nimetakse ruumi aksioo-
miks (v. 5) ja seda tasapinna omadust — tarduvuseks,
me itleme: tasapind on tardunud. .
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4, Geomeetria on 8petus ruumist, ruumilistest kujutistest:
kehadest, pindadest, joontest, punktidest ja nende kogudest.
Geomeetria jaguneb kahte jakku:” tasapinnaline geomeetria
ehk planimeetria vaatleb neid kujundisi, mis taieliselt tasa-
pinnale &ra mahuvad; ruumiline geomeetria ehk stereo-
meetria vaatleb neid kujundisi, mis tasapinnale &ara ei mahu.

D. Geomeetria Gpetused pdhjenevad mdne toe peale, mis
nii lihtsad on, et neid vdimata on teiste tGdede abil p&hjen-
dada, sest nadon kdige lihtsamad tded, alustded, ja mis on ise-
enesest nii selged, et tarvis ei ole neid teiste tddede abil ara
seletada. Niisuguseid tddesid nimetame aksioomideks ehk
alustddedeks.

Tuleb ka ette, et aksicomidena niisuguseid tddesid tarvi-
takse, mis ainult {iht dleval nimetud tingimust taidavad.
Aksioomidena tarvitame edaspidi jargmisi todesid: ’

1) Kui kahest suurusest on kumbki eraldi kolman-
daga vordne, siis on nad vOrdsed ka isekeskis.

2) Uhe suuruse asemele véidakse panna temaga
vOrdne suurus,

3) Tervik on suurem kui iikski tema osadest.

4) Tervik on koOigi oma osade summa.

5) Kui vordsetele suurusteie vordsed suurused
juurde lisada, siis saame vOrdsed suurused.

6) Kui vordsetest suurustest dra votta vordsed suu-
rused, siis jadvad jarele vordsed suurused.

7) Kui vordsetele suurustele lisada juurde mittevord-
sed suurused, ehk mittevordsetele vordsed, siis saame
mittevordsed suurused; see summa nimelt on suurem,
milles iiks kokkuarvatav on suurem.

8) Kui vordsetest suurustest dra votta mittevordsed
suurused, siis on filejadgid mittevordsed: iilejddk on
suurem seal, kust vihem ara voeti.

9) Kui mittevordsetest snurustest dra votta vordsed
suurused, siis on iilejaagid mittevordsed; nimelt, kus
enam oli, seal jaiab ka enam jdrele.
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Teoreem’iks nimetame me tdde, mille maksvus juba
kindlaks tehtud t8dede peale pdhjeneb. Rida arutusi,” mille
abil teoreemi maksvus #ra niidatakse, on teoreemi téendus.

Jéareldus on teoreem, mille maksvus eelmisest t5est otse-
kohe jargneb. Teoreem seisab koos kahest jaost, oletusest
ja vaitest. ! :

Viide sisaldab tdendatavat tdde, mille maksvust kindlaks
teha ,viidetakse*; oletus sisaldab neid tingimusi, mis tdide-
tud peavad olema, ét vaide dige oleks. Naituseks,. oletus:
»Kui arvu ristsumma on 3-ks jagatav“, vaiide: »Siis’ on ka
arv ise 3-ks jagatav®. ’

Kui me teatavas teoreemis teeme viite oletuseks ja ole-
tuse vaiteks, siis saame n&ndanimetud vastupidise teo-
reemi; esialgset teoreemi nimetakse niisugusel korral péri-
pidiseks. Kui me teatavas teoreemis tema oletust ja vai-
det eitame, siis saame selle teoreemi vastasteoreemi.

Né}ituseks:

I) Péripidine teoreem: ,Kui arvu ristsumma on 3-ks jagatav, siis
on ka arv ise 3-ks jagatav. G

s II) Vastupidine teoreem: ,Kui arv on 3-ks jagatav, siis on ka
tema ristsumma 3-ks jagatav®. =% by

II) Péripidise teoreemi vastasteoreem: ,Kui arvu ristsumma
ei ole 3-ks_jagatav, siis ei ole ka arv ise 3-ks jagatave.

IV) Vastupidise teoreemi vastasteoreem : »Kui arv ei ole 3-ks
jagatav, siis ei ole ka tema ristsumma 3-ks jagatave.

Neist neljast teoreemist on IV-as I-se jareldus, sest ,kui arv ei ole
3-ks jagatav, siis ei ole ka tema ristsumma 3-ks jagatav“ seepirast, et
,kui oleks ristsumma 3-ks jagatav, siis oleks ka arv ise 3-ks jagatav“
I-se teoreemi jirele. Ill-as teoreem on Il-se teoreemi jareldus, sest ,kui
arvu ristsumma ei ole 3-ks Jagatav, siis ei ole ka arv ise 3-ks jagatav“
seepdrast, et ,kui oleks arv 3-ks jagatav, siis oleks ka tema ristsumma
3-ks jagatav“ Il-se teoreemi jarele;

Seepérast on neist neljast teoreemist téendada ainult 2, kas | ja'il
ehk I ja III, sest {iht voetud teoreemi loeme ikka 1-ks, mitte IV.

Teoreemi oletusel, kui ka viitel v&ib olla mitu osa ja tdielikult

vastupidiseks teoreemiks  loeme seda, milles on oletuse ja viite osasid
tihepalju dra vahetud.
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Planimeetria.

I-ne peatiikk: Sirgjoon ja nurk.

a) Sirgjoon.

6. Aksioom. Kahe punkti 1dibi on voimalik iht-
ainust sirgjoont tommata. A B

Naituss Kui me  liinjaliga’ tombame . =~ = - =
sirgjoone labi kahe punkti ja liinjali
teiselt poolt punktide kiilge pannes jalle sirgjoone tdmbame,
siis langevad need sirgjooned {ihte, kui liinjal Sige on. Nii-
viisi katsutakse ka liinjali. S

Sellest aksioomist jargneb: 1) Kui kahel sirgjoonel on
kaks iihist punkti, siis langevad nad iihte tervel oma
ulatusel; 2) kaks punkti méadravad sirgjoone seisandi
tdiesti kindlaks.

Ulesanne: Antud on. 3, 4, 5... n punkti, millest kolm
korvuolevat punkti kusagil iihe sirgjoone peal ei ole. Nen-
dest sirgjooned labi tdmmata! Mitu sirgjoont v&ib nendest
‘14bi tdmmata?

9. Meie ettekujutuse jarele ulatab sirgjoon médlemale
poole ilmaotsata. Sirgjoont (AB), mida me enesele ette ku-
jutame molemale poole ilma otsata pikendatult, nimetame
otsatuks sirgjooneks, lihtsalt sirgjooneks ehk sirgeks.
Otsatu sirgjoon jagab tasapinna kaheks siimmeetriliseks jaoks,
nii et tasapinda moédda edasi liikudes idhe jao pealt teise
peale muidu minna ei saa, kui sellest sirgjoonest iile minnes.

15



On sirgjoon (CD) iihelt poolt piiratud ja ulatab ta teisele
poole ilmaotsata, siis nimetame teda kiireks. Sirgjoon (EF),
millele md&lemalt poolt . piir on pan-

A B dud, nimetame joonldiguks ehk
c N2 - lihtsalt 10iguks.  Sirgjoont tihen-
E N3, i & dakse &dra kahe suure ladinakeelse

N4 tahega; kiirel on iks ja joonlsigul
mdlemad tihed otsapunktidel.
Joont, mis koos seisab mitmest

_],
joonlGigust, millest igatiks erilises
ihis jookseb, nimetakse murdjoo- ‘G / i M
sihls jookseb, nimetakse ) H L

NS

neks, nait. GHIKLM.

N J g R < Joon, mis koos seisab joon-
ng 16ikudest ja k&verjoontest,  nait.
NOPQRSTUVX on segajoon.
X NG S 5

N7 NB&

Kahe punkti E”ja F vahet
arvatakse sirgjoont modda, mis
neist punktidest labi laheb, ja
seda vahet méedab joonldik, mis
nende punktide vahel on. Seda
vahet nimetakse ka nende punk-
tide kauguseks teineteisest. Rai-
gitakse: Sirgjoone 16ik on kdige lihem kaugus kahe
punkti vahel. : 2

8. Otsatu sirgjoone juures vdime vahet teha kahe vas-
tassihi vahel A poolt B poole ja B poolt.A pocle. Selle jarele
teeme vahet sirgjoone AB ja sirgjoone BA vahel. Uht sihti
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nimetame positiivsgks fa teist negatiivseks. Sel p&hjal véime
ka positiivsetest -ja negatiivsetest joonldikudest kdneleda. Kui
ED-d positiivseks lugeda, siis tuleb DE-d negatiivseks lugeda
ja Gmberpdsrdult. Kui tarvidust ei ole

joone sihti tdhele panna, siis vdime ka A B8
lugeda AB-d ja BA-d {iheks ja ‘selieks- -
samaks sirgjooneks ja ED-d ja DE-d N10

iheks ja sellekssamaks joonl8iguks.

9. Kui 3 punkti A, B ja C sirgjoone ehk k&verjeone
peal asenevad nii, et A poolt B poole

A c g liikudes: meie enne kokku puutume
c C-ga ja siis alles B-ga, siis flitleme:
m punkt C on A ja B vahel, punkt B
: on AC jdatku peal, punkt A on BC

N1 jatku peal.

10. Deiinitsjoon. Kaks joonldiku ja iileiildse kaks
kujundit on vordsed, kui nad pealeasendamisel teine-
teist taiesti katavad.

Joonidikude vordlemine. Et 4 B
joonldikusid AB ja CD teineteisega
vorrelda, paigutame CD AB peale
nii, et C langeb A peale’ja et CD
laheb mooda AB-d; kui siis 1) D langeb A ja B ‘vahele,
siis on CD lithem kui AB: CD < AB; 2) kui D langeb B peale,
siis on CD vdrdne AB-le: CD = AB; 3) kui D langeb AB
jatku peale, siis on CD pikem kui AB: CD > AB.

Ulesanne. Antud joonléik tuleb asetada antud sirg-
joone peale antud punkti juurde. Konstrueerimine. Vtame
sirkliga joonldigu AB, sirkli -harude otsi 16igu AB otspunk-

: tidesse pannes; siis pa-

; S L neme sirkli ihe haru
M..E (o D N

Ni13

G D
N 12 .

otsa antud punkti C
peale, ja teise haru ot-
saga témbame antud sirgjoone peal CN sihis kriipsu, mis
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MN Idikab punktis D. CD on otsitav joonldik: CD = AB.
Uhtlasi v6ime -ka CM sihis &ra l8igata CE — AB. Mé&lemad
joonldigud CD ja CE taidavad ilesande n&udeid, kui sihi
peale mitte vaadata. Kui aga CD-d positiivseks lugeda, siis
tuleb CE-d negatiivseks lugeda. Punktisid D ja E nimetakse
C kohta simmeetrilisteks ja CD ja CE asenevad MN pesl
C kohta simmeetriliselt.

Kui sihi peale mitte vaadata ja CD-d tiheks joonldiguks
lugeda, siis on punkt C joonldigu ED keskkoht ja igal joon-
16igul on olemas iiksainus keskkoht.

11, Joonléikude summa, vahe ja mitmekordne.
1-ne iilesanne. Leida kahe joonléigu summa. Konstrueeri-
: mine: Otsatu sirgjoone MN

R peale asetame EF =— AB ja
__E EF jétlﬁu peale FG =CD; siis
DTS R B i JEG S ABALED BE on
7 AB ja CD summa. On teine
liidetav joonldik negatiivne, siis peab teda vastassihis aseta-
tama, nimelt mitte FN sihis, nagu FG, vaid FM sihis. Siis

saame EH = AB + DC = AB -} (— CD). EH on AB ja DC
(ehk — CD) summa. '

°

Iz

2-ne iilesanne. Leida kahe joonldigu vahe. Konstruee-
rimine: Ofsatu sirgjoone MN peale asetame PR AB"jasiis
otsapunktist F alates EF-le vas-

tassihis FH = CD. Siis on oh DG - D

 EH—AB-—CD; EH on AB EE—-—“ ------ E ------ : --’—;
ja CD vahe, sest EH 4 CD — s S
BH .| HF — EF — AB, | ke

On vdetav joonlsik negatiivne, siis peab teda asetatama
-~ mitte FH ega FM: sihis, vaid sellele vastassihis FN poole.

Stis saame EG = AB— DC = AB — (— CD) — AB 4 CD;
EG on AB ja DC (ehk — CD) vahe, sest EG +DC=EG+
-+ GF =EF = AB. = Seéllest- on naha: negatiivne joonlgigu
juurdeliitmine on seesama, mis .positiivse joonldigu dravétmine

18



ja negatiivse joonldigu aravétmine on seesama, mis positiivse
joonldigu juurdeliitmine.

3-as iilesanne. Antud joonldiku kasvatada 2-e, 3-e,
4-a, 5-e jne. kordseks. Konstrueerimine: Antud joonlgiku
AB kordame liidetavana 8l i
&8 4, 8 Znkorda,
siis saame: CD = AB,
CE=2.AB, CE on ; N16
kahekordne AB; CF==3.AB, CF on kolmekordne AB;;
CH=4.AB, CH on neljakordne AB; CI=5.AB, CI on
viiekordne AB jne. On antud joonlsik negatiivae, siis
peame teda vastassihis asetama, nimelt; IH=—=BA = — AB
IF=2.BA=2.(—AB); IE=3.BA=23.(—AB) jne.

12. Joonloiknde moetmine. Joonldikude mdetmiseks
méairatakse kdige esiti kindlaks joonldik, millega mdedetakse.
Seda kindlaksméadratud joonldiku nimetakse ifiksuseks, moe-
duks, moetiiksuseks, pikkuse iiksuseks. Me tunneme pik-

 kuse iiksustena siilda, jalga,

C D £ F H 1

c M kiiinart, meetrit jne. Moet-
A B mine seisab selles, et me
N17 teada saame, mitu iiksust

\

ehk mitu ja missugust iik-
suse jagu on moedetavas joonldigus. Seclleks asetame
moetliksuse mdedetava joonlSigu peale nii mitu korda, mitu
korda see vsimalik on.

a) Aseneb mdetiikksus mdedetava joonldigu peale taisar-
vuliselt, siis ilmub mdetmise “tagajirjena taisarv, nzit. CM
on 1 sentimeeter ja AB=6.CM =6 sentimeetrit.

b) Jaib méetiiksuse asetamise juures' mdedetava joon-
16igu peale {iks osa jarele, a0 R ¢
mis iiksusest vahem on, siis TN A D
mdedame kas kogu joon- e
16iku ehk ainult tlejaaki tik-
suse jagudega ja mdetmise tagajérjena ilmub murdarv, ndit.

ED=23.%M=24—SCM=%3cm.=54—cm. Kui méedu mit-

B

N18
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mendikule iseseisev nimi antakse, siis v8ib tagajarjena ka
taisarv ilmuda. See oleks aga juba joonlSigu fimbermdetmine
uue mdeduga, nidit. ED=23.NL.

¢) Kui meil milgi pshjusel korda ei ldhe niisugust iiksuse jagu
leida, mis m&edetavasse joonlSiku tdielikult dra mahuks, siis peame ligi-
kaudse mdetmisega leppima, nagu me seda igapaevases elus teeme.
Selle tarvis mahutame iiksuse soovitavat jagu mdoedetava joonldigu sisse
nii mitu korda, mitu korda see v&imalik on, ja jitame selle juures ilm-
siks tuleva iilejadgi ehk puuduse tdhele panemata.

Niisuguse mdetmise tagajirjena esinevad kaks arvu, mille vahe on
iiksuse vOetud mitmendik ja millest iiks méedab antud joonldigust vahe-
mat, teine aga suuremat joonldiku. Esimene on mo&edetava joonldigu
ligikaudne véddrtus puudusega, teine — lilaga, molemad on pee-
ned iiksuse voetud mitmendikuni, Nait. TL—=1 toll. TO =1/, telli.

e i
E DR
N13

EU =3,6 tolli ER=3,7 tolli EU < EA < ER. Jarjelikult, kui me
EA pikkuseks votame 3,6 tolli ehk 3,7 tolli, siis teeme vea, mis vahem
on kui 1/;, tolli. * Seeparasf radgitakse: 3,6 tolli on EA ligikaudne vadr-
tus puudusega peen kuni 1/, tollini ja 3,7 tolli on EA ligixaudne
vidirtus lilaga peen kuni /55 tollini. Peenus on 1/; tolli. Téhelepane-
mata jietud iilejask ehk puudutulek on viga, mida me nii vdikeseks teha
. v6ime kui tahame, kui- me aga kiillalt viikeste iiksuse jagudega
moedame. Mdetmise tagajirjena ilmunud arv on mdedetava jeonldigu
moetarv *). Kui moetarvu kaasas on moedu nimetus, siis nimetakse
seda arvu nimega arvuks. Joonlsiku, ‘'mida “ramdedetuks loetakse,
tihendakse 4ra viikese ladinakeelse tihega, ndit. joonlGik a, joon-
16ik x; see tdht on iihtlasi joonlSigu mBetarvuks, kui ka tema nimetuseks.

Kui me tahame joonldiku mdeta tdpipealselt, siis peame niisuguse
tiksuse mitmendiku leidma, mis mdedetava joonlGigu sisse tdiesti dra

©) Kui mdedetav joonldik on positlivne, siis on tema moetarv ka
positiivne; kui mdedetav joonldik on negatiivne, siis on ka moetarv ne-
gatiivne, sest mdedu sihti loeme alati positiivseks.
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mahub. Niisugust iiksuse mitmendikku nimetakse iiksuse ja joonldigu
iihismdeduks. -

Kas igal joonlGigul ja mdetiiksusel ithismdetu olemas on ja kuidas
teda leida, kui ta olemas on, ja kuidas pikkuse iiksust kui ka iga. joon-
16iku mitmeks iihesuuruseks jaoks jjagada, need kusxmused jatame
edaspidiseks.

13, Joonléikude vahekord. Kahe joonldigu vahe-
korraks nimetame esimese joonldigu moetarvu siis, kui
teine joonldik moetiiksuseks on véetud. Joonldikude va-
hekord naitab, mitu teist joonldiku esimene joonldik m ¢
mitu teist joonldiku esimeses joonlSigus on, mitu korda teine
joonldik esimese sisse mahub, kui esimene joonldik pikem on
kui teine, ehk missugune jagu teisest joonldigust on esimene
joonlsik, kui esimene joonldik on lihem kui teine. Vahekord
on alati nimeta arv.

Jarjelikult on vahekorra leidmine seesama méetm.ine, ai-
nult selle vahega, et meile tuntud mdetiiksuse asemele estub
mistahes joonldik ja

vahekord on alati ni- u
meta arv. Ka ileskir- A B
jutus on teine. Nai- N20O %

tused :
a) Kui ED mahub AB sisse 5 korda, siis m3edab AB

5 ED-d ja AB ja ED vahekord on taisarv 5; tleskirjutult:
AB

5B =
b) Kui ED kolmas jagu mahub AB sisce 8 korda, siis
mdedab AB 5 ED-d ja AB ja ED
£ D vahekord cn murd g; ileskirjutult :
A g e el
N21 ED™ 3 ED gy

Sellest v8ime veel nii aru saada,
et AB-1 on 8 niisugust vérdset jagu, missuguseid ED-l on 3,
ehk kaheksas jagu AB-st on niisama suur kui kolmas jagu

AB> S EDI T
ED-st: =33 ED_——AB
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c¢) Kui meil milgi p&hjusel korda ei”lihe teise joonldigu niisugust
jagu leida, mis esimese sisse
taielikult dra mahuks, siis leiame

LD

hgikaudse vahekorra, ndit. AB
A B ja ED ligikaudne vahekord, peen
2]
kuni , on 2,67: ligikaudne va-
N22 100 S

hekord AB' =267 (peen L *%)
: ED 100
Joonldikude vahekordade ' asemele vGime panna ka nende mdetarvude
vahekorrad. 3 :
14. Kahe sirgjoone vastastikkune seisand. 1) Kui
kahel sirgjoonel 2 iihist punkti on, siis on neil k&ik punktid
tihised ja nad langevad {ihte tervel oma ulatusel [6].

2) On kahel sirgjoonel ainult 1 Ghine punkt, siis 10iku-
vad nad ja see tithine punkt on nende loikepunkt, niit. AB
ja CD ldikuvad punktis E. )

3) Ei ole kahel sirgjoonel thtki thist punkti, kui kaugele
" me neid ka ei pikendaks (ja on nad mdlemad tihel tasapinnal),
siis jooksevad nad térvel oma ulatusel teing
teisega korvu ja

me nimgtame neid pa-
ralleeljoenteks ehk e
roobasjoonteks. Sna h ] :
‘,paralleel* tihendame Eal
ara margiga ,L||“, nait. N23
FG||HK.

Ulesanne. Mitmes punktis Idikuvad 2, 3,4, 5 .... n
sirgjoont ?

- 15, Ring. Ring on kinnine kéver joon, mille punk-
tid koik iihevorra kaugel on iihest teatavast punktist.
Seda teatavat punkti nimetaksé ringi keskpunktiks ehk
tsentriks (O). ;

**) Et vorreldavad joonldigud iihesihilised on, seda tihendakse dra
positiivse vahekorra abil; et vorreldavad joonldigud vastassihilised on,
seda tihendakse dra negatiivse vahekorra abil.
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Ringiga piiratud tasapinna osa nimetame sGOriks.
Ringi punkti kaugust keskpunktist

nimetakse raadiuseks ehk poolmoet-

jaks (OA). Seepérast: ithe ja selle-

sama ringi raadiused on isekeskis

vordsed. » 2
Sellest jargneb :
1) On punkti kaugus tsentrist véhem kui D
raadius, siis on see punkt sdori sees; N 24
2} On punkti kaugus tsentrist vordne /

raadiusele, siis on see punkt ringi peal;
3) On punkti kaugus tsentrist suurem kui raadius, siis on see’
punkt sGorist valjas.
Umberpsordult : .
1) Soori sees oleva punkti kaugus tsentrist on vahem kui
raadius; -

2) Ringi peal oleva punkti kaugus tsentrist on raadius;

3) Saorist valjaspool oleva punkti kaugus tsentrist on suurem
kui raadius. ’

Ringi osa on kaar (BC). Joonlsik, mis kaht ringi punkti -
ihendab, on pingjoon (siduja) (PG). Tsentrist ldbiminev
pingjoon on diameeter ehk ldbimoetja (DI). Diameeter sei-
sab koos kahest raadiusest: DE = OD -+ OE. Et iihes ja
sellessamas ringis koik raadiused isekeskis vdrdsed on, siis
on ka ko6ik diameetrid isekeskis v&rdsed.

16. Ulesanded. 1) Tommata joonldik, mis oleks 10 cm
pikk ehk 46 mm pikk. :

2) Toas péranda ehk seina peal Joonlmk 4ra modeta, mis
oleks 3 m pikk.

3) Toa pikkus ja laius 4ra mdeta peenelt kuni 1 cm-ni.

4) Kirja Gimbriku pikkus ja laius dra mdeta peenelt kuni
1 mm-ni.

3) Oma sammu pikkus dra mdeta. - :

\
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6) Korvalseisvat joonldiku RP tuleb a) silma varal méeta,
b) siis m8eduga mdeta ja c) silma-
varal-mdetmise viga leida.

7) Silma varal ja mdeduga mdeta
a) teritamata pliiatsi pikkust, b) mingi
N25 p raamatu pikkust, laiust ja paksust,
c) kirjutusvihu pikkust ja laiust,
d) paberipoogna pikkust ja laiust ja siis silmavaral-mdet-
mise viga leida. ; ‘
8) Silma varal ja mdeduga moeta a) laua kérgust, pik-
kust ja laiust, b) akna korgust ja laiust ja silmavaral-mdet-
mise viga leida. Koik need mBetmised tabelisse tles kirjutada !
9) Mdeda oma jala, k&e, s6rme, killinra, vaksa*) ja
stlla #*) pikkust.
10) Joonestada joonlaik x=d-e, kus d ja e on antud
joonldigud.
- 11) Joonestada joonldik y=d—e, kus d ja e on antud
joonldigud.
12) Joonestada joonldik z = 6a, kus a on antud ]oonlolk
13) Antud murdjoon sirgeks tdmmata !
14) joonestada joonldik x=23a + b — 2c, kus a, b ja
¢ on antud joonldigud.
\ 15) Antud punkti kui keskpunktl imber témmata antud

raadiustega ringid lausaldase joonega, katkestud ja punkteeritud
joonega. :

16) Antud ringis pingjoon tSmmata, millel oleks teatud
- pikkus. 5 '

17) Antud s&0ris témmata antud punktl labi: a) raadius,
b) diameeter, c) pingjoon.

*) Viike vaks-on laialiaetud pdidla ja esimese sdrme otsade vahe-
mae, suur vaks on laialiaetud poidla ja keskmise sdrme otsade vahemaa.

#*%) Inimese siild on keskmiste sérmede otsade kaugus teineteisest,
kui kded on laiali sirutud.

-
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b) Nurgad.

17. Nurga moiste. Kui me kiirt tema otsapunkti im-
ber ithes ja sellessamas sihis keerame nii kaua, kuni ta oma
esialgsesse seisandisse tagasi tuleb, siis ttleme, et kiir tegi
tiie poorde. Pooramisel libiseb kir ile kogu otsatu tasa-
pinna ja jaadb oma esialgse seisandi kohta vdga mitmesse sei-
sandisse. Meie arusaamise jarele on koik tdispddrded iihe-
suurused, isekeskis vérdsed.- Seepdrast on véimalik dht
kiire seisandit teise kohta, ehk iihe kiire seisandit teise kiire
kohta kindlaks madrata, nait. tdisposrde jagude abil.

Pefinitsjoon. Kui kaks kiirt @hest punktist vilja
lihevad, slis nimetame -nendest kiirtest siinnitud nur-
gaks seda pdorde suurust, mille abil voib iiht kiirt teise
kiire seisandisse viia*).

Mslemad nurka stinnitavad kured BA ja BC on nurga
harud ja nende #@hine otsapunkt B
on nurga tipp. . Seda tasapinna osa,
millest kiir tle-libissb, nimet. nurga
sisemiseks vallaks, teist jarele jaa-
nud tasapinna osa nim. nurga vali- ‘
miseks vallaks. Et kahtlust ei oleks, e A
missugune tasapinna osa sisemine
vald on, mérgime teda &4ra kaarega. Sona ,nurk* tdhen-
dakse klr]as lihemalt dra margiga £ ehk .

c

*) Nurga kohta on veel miisugused vaated olemas: 1) nurk on ku-
jund, mis siinnitud on kahest 1dikuvast sirgjoonest ja nende 1dikepunktist.
2) Nurk on kahe lbikuva sirgjoone vahel olev tasapinna méddramata osa.
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Nurk méaéaratakse kindlaks: 1) kolme ladinakeelse suure
tahega, millest tiputdht teiste vahel loetakse ja kirjutakse,
nait. .ZABC ehk _ZCBA; 2) ithe, tipu juures kirjutatava
ladinakeelse suure tdhega, nait. .~ B; 3) ithe viikese, harili-
‘kuit greekakeelse *) tihega, mis nurga sisse kirjutakse;
4) nurga sisse kirjutatava numbriga.

~ Et nurga harudeks kiired on, siis ei v3i juttugi olla ha-
rude pikkusest, ja nurga suurus oleneb ainult fileval nimetud
poorde suurusest, nait. .~ ABC ja _< MBN on iiks ja, see-
sama nurk.

Nurga juures vGime vahet teha kiire kahe pésramise
sihi vahel: vastupdeva ja péripdeva. Uhes sihis poora-
mise 1abi stnnitud nurka v8ime lugeda positiivseks, ja teises
sihis pdéramise labi siinnitud “nurka negatiivseks. Nait,
£ ABC ja _ZCBA on iiks ja see-
sama nurk, kui kiire pédramise sihti
arvesse ei voeta, ja tks nendest on
positiivr;e ja teine negatiivne, Kkui
pédramise siht arvesse .vGetakse.

NZ27 0 Nurk vaib stindida ka kahe sirg-
_ joone l6ikumisel, niit. .~ DEF.

18. Definitsjoon, Kaks nurka on vérdsed, kui nad
pealeasendamisel teineteist tdiesti katavad. :

Nurkade voOrdlemine. Et kaht nurka ABC ja DEF
vorrelda, asendame nurga ABC nii nurga DEF peale, 1) et

tipp B tipuga E Ghte langeb ja 2) et haru BA haru ED-d
modda ldheb; kui siis

¥) Greekakeelsed tidhed on jargmised:

o« — alfa, ™ n — eeta, » — ni, v — iipsilop,
8 — beeta, # — theeta, 0 — omikron, ¢ — fi,

v — gamma, Lt — joota, 7T — pi, 1 — ch\n,

o — delta, % — kappa, o — rho, Yy — psi,

¢ — epsilon, A — lambda, ¢ — sigma, ® — omega.
{ — dzeeta W — mi, T — ftauy,



BC laheb <~ DEF valimist valda modda, nait. EG smis,
siis on .Z ABC > ZDEF;

II.
111,

I1.

134 %

BC laheb EF médda, siis on £ ABC = . DEF;
BC laheb _~ DEF sisemist valda médda, nait. EIl sihis,
siis on .~ ABC < £ DEF. ;

Umberpsordult : :
Kui 2 ABC > 2 DEF ja me asendame /ABC LA PEE
peale ilemal kirjeldud viisil, siis laheb haru BC nurga
DEF vilimist valda modda.
Kui 2 ABC = 2 DEF ja me asendame ~ ABC L DEF
peale tilemal kirjeldud viisil, siis_laheb haru BC haru
EF médda. g
Kui 2 ABC < ZDEF ja me asendame CAABE A DERE
peale tlemal kirjeldud viisil, siis laheb haru BC nurga;,
DEF sisemist valda médda. |

Ulesanne. Antud nurk tuleb sirgjoone pealoleva

antud punkti juurde asetada.

Konstrueerimine: 1) Antud nurgatippu B tsentriks valides

tsmbame vabalt valitud raadiusega kaare iihest nurga harust
teiseni ; sellesama raa-

diusega témbame, an- £ E

tud punkti E-d tsentriks £ o

sirgjoonest ED

vottes, kaare alates \
2) Nurgas ABC B B ¢ B

oleva

| 5
poordesuuruse N23

m&edame ara, teda
sirkli avausega véttes punktist M punkti K-ni, ja asetame
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ta E Gmber tdmmatud kaarele seeldbi, et me punkti L
Umber raadjusega MK . kaare tdmbame, mis endist kaart
punktis N 18ikab. . :
3) Labi E ja N tdmbame kiire 5
EF. ~DEF= _~ABC ja on ohiud
nurk. (Taieline téendus on § 52,
ehk 98, 2). : > £ D
Me véime ka ZABC teisel pool ED-d
konstrueerida, nii et .2~ DEG = _~ ABC.

Kui me aga nurga sihi arvesse vdtame
ja ABC-d positiivseks loeme, siis on .~ DEG ne- NSDG
~ gatiivne ja ~ DEG — — ~ ABC—~— ~ DEF.

<~ 19, Nurkade summa, vahe, mitmekordne ja jagu,
1) Kui me _ZROP niiviisi ZMIK tipu juurde ase-
tame, et tipp O langeb tipu I peale, et haru OR liaheb haru

IK moéda ja et .2 ROP sisemine vald 1dheb 2 MIK valimist
valda mé6da, siis laheb haru OP IB sihis ja me saame uue
«.MIB, mida me _ZMIK ja _ZROP summaks nimetame :
£ MIB'= _ZMIK -+ _~ ROP.

2) Juhime aga niisuguse asetamise juures .~ ROP si-
semise valla ~ MIK sisemist valda mééda, nii et haru OP
laheb IE sihis, siis nimetame nurka MIE _~ MIK {a i ROP
vaheks : 2 MIE = _~MIK — _~ ROP,

Ulesanne : kahe, kolme, nelja jne nurga summa leida.

Ulesanne: kahe nurga vahe leida, iiht nurka teise peale
kahel viisil asendades.
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"Markus. Nurkade kokku- ja mahaarvamisel vdivad ka
positiivsed ja negatiivsed nurgad ette tulla..
3) Kui me ZABC :
kokkuarvatavana mitu
korda jargemodda ase~
tame, siis saame an-

tud nurga mitmekordse,
néituseks:
B E

~ZDEG=2.ABGC; N3
~DEH =3._ZABC; R
~DEl=4. ZABC; DEK=35 .~ ABC.

4) Sellest naitusest jargneb aga ka, et: ~ZABC =
— DEF —_. ZDEG — 1. ZDEH =71}.4DEI'=—;.4DEK.

Kiir, mis teatavat nurka pooleks jagab, on selle nurga.
poolitaja ehk bissektor. Selge on, et igal nurgal on ole-
mas iiksainus poolitaja (bissektor).

20. Nurkade moetmine. Nurkade loomulikuks mde-
duks on taispssére. Et aga harilikud nurgad tdispoordest va-
hemad on, siis on nurkade md&eduks voetud 360-es*) jagu
taispoordest. Seda %Fndikku taispéordest nimetakse kraadiks.

1 kraad = 60 minutit. 10 — 607,
1 minut = 60 seekundit. 1’ = 60",

Peale selle tarvitakse nurgamdeduks ka nurka, mis on
pool taispsdrdest ja nurka, mis on i—téispéérdes’t.‘ Nii v&ib-
nait. nurga suurus olla 78° 5" 29",

21. Nurkade liigid. :

1) Nurka, mille harud vastassihis lahevad, ndnda siis’
sirgjoone siinnitavad, nimetakse ‘sirgeks nurgaks. Ta on

) Et kiimnefid-siisteemi ka nurkade moetmises tarvitada, on Prant-—

1 ¥ s
susemaal katsutud nurga moeduks votta 755 taispoordest ehk 100 tais-
péoérde veerandist, aga suurt poolehoidmist ei ole see mdetiiksus leidnud.
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pool taispéordest, sellega 180° suur, nait. .~ ABC. ~Seepirast:
koik sirged nurgad on isekes-
//’”'_\\\\\ kis vordsed.

53 [ 2 2) Sirge nurga poolt nime- .
N%S takse tdisnurgaks; ta on jarjeli-
kult 90° suur, nait. .~ DEF. Kaik

tdisnurgad on isekeskis v&rdsed.
Téisnurga harusid nimetakse perpendikulaarseteks joon-
teks ehk perpendikulaarideks. Nendest raagitakse ka, et nad
©on teineteise peal piisti ja kirjutakse: DE | EF, EF | ED.

. , :
' \A
5 £t \ D B &l
: N34 N35

- 3) Nurka, mis taisnurgast vahem on, nimetakse terav- -
nurgaks, nait. ~ GHL :

4) Nurka, mis téisnurgast suurem ja sirgest nurgast va-
hem on, nim. niirinurgaks ehk tompnurgaks, nait. .~ KLM.
Nirinurki ja teravnurki nim. iihise nimega viltunurkadeks.
Niiri- ja teravnurkade harusid nim. kaldjoonteks.

s AN
N38 5 7

5) Nurka, mis suurem on kui sirge nurk, niit. RORE.
nim. ilitbmpnurgaks ehk iiliniirinurgaks.

6) Kaks nurka, millel on tihine tipp ja iks thine haru,
ja mille teised harud on teineteise jatku peal ning siin-
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-nitavad jarjelikult ihe sirgjoone, nim. kérvunurkadeks, niit.

£ STU ja £UTV. Joonestu-
sest on ndha, et kOrvunur-
kade summa on sirgenurk
(180°: _STU 4 LUTV =
= _~STV. Sellest jargneb:
a) On korvunurgad isekeskis

vordsed, siis on kumbki

nendest tdisnurk; ei ole

T
N38

nad mitte vordsed, siis on iiks nendest teravnurk ja

teine on niirinurk.

b) Vordsete nurkade ehk iihe ja sellesama nurga korvu-
nurgad on isekeskis vordsed; sest kui a=f, siis on
180° — q — 180° — # [5,¢] ehk £y = _Z4.

4 N40

!
g o & o o4 0 e LR
D R
N39 ¢

7) Kaks nurka, millel
on ihine tipp ja mille
harud ~on teineteise jatku
peal ning siéinnitavad jarjeli-
kult kaks sirgjoont, nimet.
ristnurkadeks, nait. .ZAEC
ja «ZBED, ehk _«ZCEB ja
ZAED. Ristnurgad (a jaf)

on isekeskis vordsed, sest nad on {ihe ja sellesama nurga

(y) korvunurgad.
- 22,

gata, siis stinnib 8 nurka.

Kui kaks sirgjoont AB ja CD kolmandaga l&bi 15i-
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Neid nurki, mis 12bildigatud joonte AB ja CD vahel on,
nim. sisemisteks, nimelt nurgad 9, d, &, {; teised 4 nurka,

)

F
N41

nimelt a, B, 7, 6, nimet. vali-
misteks.

On kaks nurka tihélpool 18ike-
joont EF, siis nim. neid fihepool-
seteks; on nad mitmel pool I15ike-
joont EF, siis nimét. neid lahk-
poolseteks.

On kahel nurgal neist 8-st
olemas fthine tipp, siis on nad
kas ké&rvunurgad ehk ristnurgad.

Ei ole kahel nurgal neist 8-st iihist tippu, siis nimetakse neid -

32

1) vastavateks nurkadeks, kui nad on {ihepoolsed ja

iiks on véalimine,

teine sisemine nurk, nait. Za ja

fioe BT A I s e dl - R a
2) poiknurkadeks, kui nad on lahkpoolsed ja mélemad
on kas sisemised ehk valimised nurgad, niit. <o ja
P b N B BT e e P
3) rindnurkadeks, kui nad on iihepodised ja mélemad
on kas sisemised ehk vélimised nurgad, néit. Za ja

PP L e | S R A 5

23, Teoreem.

2) Kui iiks paar vastavaid nurkl on isekeskis vordsed,
7 ehk b) kui {iks paar poiknurki on isekeskis vordsed,
ehk c) kui iihe paari rindnurkade summa on sirge nurk

(180°), siis on

I) iga paar vastavaid nurki isekeskis vordsed,
IT) iga paar pOiknurki isekeskis vordsed
ja 11I) iga rindnurkade paari summa sirge nurk. N

Ehk: kui Sige on iiks neist 12-st vdrdusest:

B massas
2) LB=LF

Sy ee 2y 8) .l
4) Zo0= 6 6) LB=Ln

Y
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U Ly=LC 9 Lot Ln=1800 11) Ly+ L= 180°
8) <0=_¢ 10) LB+ £0=1800 12) £d+4 L&=180°

siis on diged ka kdik teised 11.

S
o d/?‘ B
76‘
! 5 £/ 8 g
“
l‘l/F
N42

Toendus: a) Kui antud on, et La= s, siison
- I o i b

I. 2) £B= £ kui virdsete nurkade, a.ja & kérvu-
nurgad [21,5b];

) iy L el I P . o ja s, kérvu-
5 nurgad ;
4) Lo= 29, - > B'ja &, kdrvu-
nurgad ;
R ) 0 ot (A v g o ja & kérvu-
nurgad ; :
A) Ly = L5 » : ¥ a ja &, k8rvu-
‘ nurgad ;
5) L o= 0, sest kumbki neist on vérdne Ze-ile
[21,75 5.]:
8) L0 = ¢, sest kumbki neist on vérdne Za-le
(21,75 Sal-
. 9) <o+ np=180° [21,{] 11) Ly+ Loa= 180°
La=_¢& A oA 8
Lo+ Zn=180° [5,] Ly 4 Le= 1800
10) L4 L0 =180 12) £ 6-F LB =1800
LE=LZB (AL LB=LC
Z B+ £6=180° 46+4§=1800
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#
b) Kui antud on, et ~a= 0, siis on AR e
sest kumbki neist on vordne _Z0-le [21,;; 5,]. Seilest jarg-
nevad aga koik teised vérdused, Hagy a)-s toestatud on.

“c) Olgu antud, et 4(1—}-47)—— 1809;
Peale selle teame, et e <n=180% [21;]
LAk o s ety 154,

Vétame mdlemalt poolt _/_7] dra, siis jaab jarele [5,]:
Aa_ée

Sellest jargnevad aga kdik telsed vordused nagu a)-s
tsendatud on.

¢c) Kujundite siimmeetria.

24, Kujundite teljeline siimmeetria. Tahendame
ara ristnurkade harude peal thepikkused 16igud ON = OS ja
OR = OF ja saadud punktid N, B R, S {ihendame sirgjoone
16ikude abil,  Nii saame kujundi RPNS.

3 . Ristnurkade tipust O

, . labi témbame _ZAOB poo-
4 B\ P ‘M R A litaja DE ja seda DE-d
médéda - murrame  kujundi
RPNS kahekorra. Siis ldheb

K - OB OA-d mobdda, sest et

Nl e )SEE e o ey e o (o |

N heb OF-i mooda, sest et

g ~ BOC = AOF [18]; Plan-

C geb R peale, sest et OP =
N.43 = OR; N langeb S peale,

Iy sest et ON = OS ja punktid

L ja M jaavad omale kohale. Jarjelikult langeb MP fihte
MR-ga, LN — LS-ga ja PN — RS-ga [6]. Niiviisi jagab
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DE kujundi RPNS kaheks osaks, mis teineteist taiesti kata-
vad; CE jagab joonise RPNS pooleks — LMPN on pahem
pool ja LMRS on parem pool.

~ Teljeline siimmeetria on kujundite omadus, mis sei-
sab selles, et kujundi tasapinda voéib sirgjoont mooda
kahekorra murda nii, et iiks kujundi pool teist taiesti
katab. ;
Sirgjoon DE, mida mééda kujundi tasapind kahekorra
murtakse, on simmeetria telg; kujund RPNS on siimmeetri-
line ED kohta ja need punktid, joonldigud v&i nurgad, mis
ED-d médda. kahekorra murdmisel ihte langevad, on ED
kohta stimmeetrilised punktid, joonldigud v&i nurgad.

Kaks kujundit on teatava telje kohta simmeetriliselt asen-
dud, kui voimalik on kujundi tasapinda seda telge moodda
kahekorra murda nii, et kujundid teineteist katavad.

Markus. Kui kSike tasapinda  RPNS péorda telje ED
iimber ilma murdmata, siis langeb MPNL ihte MRSL-ga ja
MRSL langeb iihte MPNL-ga ja tasapind on teise poole peale
poordud. Jarjelikult : teljelise simmeetriaga kujundil on pahem-
pidi niisamasugune kuju nagu parempidi.

25, Selge on, et igal punktil on antud telje kohta
oma siimmeetriline punkt, ja nimelt iiksainus, sest tasa-
pinna kahekorra murdmisel telge mé6da langeb see punkt ikka
iihte mé&ne teiselpool telge oleva punktiga ja ei v&i thtlasi
tema teiste punktidega iihte langeda.

1-ne teoreem. Telje kohte siimmeetrilised punktid
-asenevad sirgjoone peal, mis teljele perpendikulaarne on,
ja on iihekaugusel telje ja perpendikulaari l0ikepunktist.

Toendus: On H ja K (joonist. 43) siimmeetrilised punk-
tid ja ED — slimmeetria telg, siis tdmbame labi H ja K
sirgjoone, mis ED-d punktis I 18ikab, ja murrame tasapinna
kahekorra. Siis langeb punkt K punkti H peale, .ZEIK lan-
geb iihte £ EIH-ga ja IK langeb iihte IH-ga. Jarjel. jagab
El (ehk ED) sirge nurga HIK -pooleks, s.t. LZEIK ja ZEIH
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. on tdisnurgad ja seepdrast on HK | ED. Et IK IH-ga iihte
langes, siis on ka.IK = IH.

2-ne teoreem. Kaks kiirt, mis iihest telje punktist
vilja ja kahest siimmeetrilisest punktist 14bi lihevad,
siinnitavad teljega vordsed ja siimmeetriliselt asendud
nurgad — sest tasapinna kahekorra murdmise puhul telge
modda katavad need nurgad teineteist.

3-as teoreem. Kui on kahe joonldigu otsapunktid
moéne telje kohta vastastikku siimmeeirilised, siis on
joonloigud ise ka siimmeetrilised selle telje kohta, sest
kui kahekorra murdmisel otsapunktid iihte langevad, siis pea-
vad ka nende vahel olevad joonlsigud {ihte langema.

26. Kui sirgjoonel olevast punktist 1abi tdmmatakse
perpendikulaar sellele sirgjoonele, siis 6eldakse, et perpendiku-
laar tdmmatakse ehk kujutatakse ,iiles*; kui sirgjoonest vil-
jaspool olevast punktist tdmmatakse perpendikulaar sellele
sirgjoonele, siis oeldakse, et perpendikulaar tdmmatakse ehk
kujutatakse’ ,,alla“.

Sirgjooned, mis teineteist labi l8igates terav- ja témp-
nurgad siinnitavad, on kaldjooned. Niihasti perpendikulaar-
sete joonte, kui ka kaldjoonte 18ikepunkti nimetakse nende

% naluseks®, — nii siis: perpendi- -
D kulaari alus ja kaldjoone alus.

Teoreem. Sirgjoonel ole-
vast punktist on voimalik sel-
B lele sirgjoonele ainult iiht per-
C  pendikuiaari iiles tommata.

ToOestus: Et igal nurgal on
tiksainus poolitaja, siis on ka sirge
nurga ABC jaoks olemas iiksai-

iF nus sirgjoon BD, mis teda kaheks
N.44. taisnurgaks jaotab,

Niisama v&ime {iheainsa per-

pendikulaari BF teisel pool AC-d iiles tdmmata. Et < CBD

36



ja ACBF on kumbki talsnurk siis on £ DBF sirge nurk ja
DBF on sirgjoon.

Teoreem. Sirgjoonest viljaspool olevast punktist
on véimalik sellele sirgjoonele alla tommata ainult uht
perpendikulaari.

‘Toestus. Olgu vdimalik punktxst A kaht perpendiku-
laari alla tdmmata MN-le, nimelt AC ja AD. Uhendame
nende alused C ja D punktiga B,
mis on A-le MN kohta siimmeet- A
riline. Siis on .2 BCN = £ ACN
ja. ZBDN = _£ADN [25,] ja \
sellega tdisnurgad. Siis on ka l :
nurgad ACB ja ADB sirged nur- M ® /D N
gad ja jooned ACB ja ADB —
sirgijooned. See ei ole aga vdi- /
malik, sest kahe punkti A ja B
12bi on v8imalik ainult ks sirg- a
joon. Jarjelikult langevad k&ik | N45
punktist A sirgjoone MN peale.

alla tdmmatud perpendikulaarid iihte sirgjoonega AB, mis |

on MN-le [25,], ja meil on A-st MN peale iksainus perpen-
. dikulaar v&imalik.

(Teine toestus. Oleks tihest punktist A {ihele sirgjoo-
nele MN kaks perpendikulaari AC ja AD vdimalik, siis sfin-
nitaksid nad /\ ACD, milles sisemiste nurkade summa suu-
rem oleks kui 1800 [41])

27. Kujundite tsentraalne siimmeetria. Tihendame
dra ristnurga ihe haru ja tema pikenduse peal {hepik-
kused 16igud OP = OS ja teise haru ja tema pikenduse peal
tihepikkused 18igud ON = OR; saadud punktid R, P, N, S
fihendame joonldikude abil. Nii saame kujundi RPNS.

Poésrame terve kujundi RPNS tema tasapinnal tmber
punkti O sirge nurga vorra. Siis ndeme, et OA liheb
0C-d modéda ja R langeb N-ga iihte, sest OR=O0N;
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OB laheb OD-d médda ja P langeb {ihte S-ga, OC liheb OA-d
mésda ja N langeb ihte R-ga ja OD laheb OB-d mésda ja
S langeb dhte P-ga.

Et 1abi kahe punkti on
véimalik tSmmata ainult iiht
sirgjoont, s’is langeb RP —
NS-ga, PN — SR-ga, NS —

fa) RP-ga ja SR — PN-ga iihte
' jaterve kuJund RPNS langeb
iseenesega thte.

Tsentraalne siimmeet-
ria on see kujundite oma-
dus, mis selles seisab, et
kujundlt volb tema tasa-
pinnal fimber teatava punkti pdorata nii, et ta iseendaga
iihte langeb; kujund ise on selle punkti kohta stimmeetriline ;
punkt, mille imber kujundit pdéérdakse, on poortsenter ehk stim-
meetria tsenter; nurk, mille v8rra kujundit péérata tulel, etta
iseenesega Ghte langeks, on pé6rnurk. Péérnurkade arv taispsor-
des on siimmeetria jdrk. Meie naituses, kujundis [46] RPNS,
on poornurgaks sirge nurk ehk 180%line nurk ; taispéére mde-
dab 2 sirget nurka ehk 2 korda 180° ja seepdrast on kujundil
RPNS teise jargu siimmeetria ‘ehk kahekordne tsentraalne
simmeetria.

MeAbe

4

On kujundisi olemas, millel on kolmanda, neljanda jne
jargu simmeetria, ehk kolmekordne, neljakordne jne tsent-
raalne stimmeetria. W

Need punktid, joonlSigud v&i nurgad, mis parast pdora.-
mist {ihte langevad, on siimmeetrilised antud péortsentri kohta.

Selge on, et tsentraalse simmeetriaga kujundi siimmeet-
rilised punktid p&értsentrist iihekaugusel on, niit. OP = OS.

Ka kaks, kolm, neli jne kujundit vdivad antud punkti
kohta simmeetriliselt asendud olla; siis on see punkt nende
simmeetriatsenter.
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28, Teoreem. Joonloik, mis kahekordse tsent-
raalse siimmeetriaga kujundis Kaht siimmeetrilist punkti
dhendab, liheb simmeetriatsentrist labi ja jaguneb
temas pooleks. “

; Toesﬂxs: Uhe‘ndarrfe M 0 L
simmeetrilised punktid M ja ¢ , 6
L simmeetriatsentriga O. Et : N47 :
punktidel M jaL O kohta ka- :
hekordne tsentraalne simmeetria on, siig on podrnurk . ZLOM —
sirge nurk, tema harud OL ja OM siinnitavad sirgjoone LOM
ja joonldik ML langeb ihte sirgjoone LOM-ga, nii et LM la-
heb poértsentrist O-st 1abi. Et kujundi pddramisel 180° vdrra
O omale kohale jaab, L aga M-ga ja M — L-ga tihte lan
geb, siis on OL =[OM. 5

7 ’

'1-ne iilesanne. Kahekordse tsentraalse sﬁmmeeiriaga
kujundis leida antud punktile siimmeetriline punkt!

Lahenddamine. Niisugune punkt on olemas, sest kui
me terve kujundi < 1807 vérra’ imber stiimmeetria tsentri p6o-
rame, siis langeb antud punkt mingi punktiga Ghte. Et seda
punkti leida, on tarvis ainult sirgjoon tommata 1&bi antud
punkti ja stimmeetria tsentri ja simmeetria tsentrist teisele
poole asetada antud punkti kaugus stimmeetria tsentrist.

2.ne iilesanne. Ladinakeelses tahestikus &dra niidata
stimmeetrilised tibed ja nende siimmeetria iseloom.



d) Paralleeljooned.

9. Definitsjoon. Kaks sirgjoont, mis iihel tasa-
pinnal on ja mis ei 106iku, nii kaugele kui me ka neid
ei_pikendaks, on parallee'jooned. Paralleelsuse mérgiks
on (mark) ,Il«.

Pikenduse abil ei ole aga voimalik kindlaks teha, kas
antud sirgjooned paralleelsed on ehk mitte. Sirgjoonte paral-
leelsuse pea-tundemirki, thtlasi ka paraleeljoonte olemasole-
mise vGimalust, avaldab paralleeljoonte peateoreem:

Kui kahe sirgjoone libiloikamisel kolmandaga vord-
sed poOiknurgad siinnivad, siis on labiloigatud sirgjooned
paralleelsed.

E Oletus: 2y=_~(; (jar-
L Dﬁ\ jelikult ka 20 = _~¢) [23].
BT T Viide: AB|/CD.

A Toestus: EF 1ikab AB-d

CL ef¢ D ja CD-d punktides O ja P. Olgu
\/P o e joonlgigu OP keskkoht, mnii
i ‘ el KiQie KP:
N4 8. | Pésérame terve kujundi tim-
: oy ber punkti K 1800 vdrra. Siis
laheb KE — KF-i méoda ja O langeb P-ga ihte, sest et
KO =KP; OA laheb PD-d méoda, sest et Zy = _~¢ ja OB
laheb PC-d mdéda, sest et - 9 = ¢ ja et OB siinnitab OA-ga
ja PC siinnitab PD-ga sirgjoone; KF ' ldheb KE-d mésda ja
P langeb O-ga iihte, sest et KP — KO; PD laheb OA-d mésda,
sestet .Zc=_~27 ja PC laheb OB-d modda, sest et Le=_~¢
ja et PC slinnitab PD-ga ja OB stnnitab OA-ga sirgjoone.
Jarjelikult on sellel kujundil kahekordne tsentraalne simmeetria
ja K on siimmeetria tsenter, beie
Kui noid'méelda, et AB ja CD ihelpool EF-i I8ikuvad,
nait. paremal pool, punktis #, siis peavad nad ldikuma ka
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teisel, s. o. pahemal, pool EF-i, nimelt punktis Z, mis
on z-le K kohta siimmeetriline?

Et aga kahel mitte ihtelangeval sirgjoonel kaht dhist
punkti olia ei v&i, siis ei v3i sirgjoontel AB ja CD iihtki iihist
punkti olla, s. t. AB ja CD on paralleelsed. AB|/CD.

1-ne jareldus: Kaks kolmandale perpendikulaar-
set sirgjoont on vastastikku paralleelsed, sest et nendest
_ siinnitud p&iknurgad on tidisnurgad, ja seeparast isekeskis
vordsed. :

2-ne jareldus: Kui kahe sirgjoone ldbiléikamisel kol-
mandaga vordsed vastavad nurgad siinnivad, siis on ldbi-
loigatud sirgjooned paralieelsed, sest niisugusel korral on
ka pdiknurgad iseke:kis vordsed [23]. :

3-as jdreldus: Kui kahe sirgjoone 1dbiloikamisel kol-
mandaga siinnitud rindnurkade summa on sirge nurk,
siis on labildigatud sirgjooned paralleelsed, sest niisu-
gusel korral on ka poiknurgad isekeskis vordsed [23].

30. Paralleeljoonte aksioem. Viljaspool sirgjoont
oleva punkti 1abi on voi- e
malik tOmmata iiksainus .
sirgjoont, mis on esimesele % 3

paralleelne. L L e K

Niit. punkti A labi on
vdimalik tdmmata lspmata M N
palju sirgjooni, aga fliksainus N49
nendest, LP, on paralleelne
MN-le. :

31. Vastupidine teoreem. Kahe paraileeljoone libi-
loikamisel kolmandaga siindinud 1) poiknurgad on ise-
keskis vordsed, 2) vastavad nurgad on isekeskis vordsed
ja 3) rindnurkade summa on sirge nurk.

Oletus: AB||CD:

Vaides cr=~2C

Toestus: Mdtleme, et Zy ei vordu 2§ et Ly kas
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suurem on kui _~¢ v8i vihem. Niisugusel korral v&ime qe[?
punkti O sirgjoone XY nii tdmmata, et ta sirgjoone EF- ga
stinnitab nurga _Z XOF, . mis vérdub 286 7 Silg “oleks
A : aga labi punkti - O tdmmatud
=f kaks sirgjoont AB ja XY, mis

A‘”ﬂ\\\\ﬂj /?B CD-le  paralleelsed on, nimelt
x///f?/ iy AB on || CD oletuse jargi, ja XY
; on || CD, sest et _ZXOF = _~(.

' /‘a [) ' See kaib aga paralleeljoonte ak-
P sioomi vastu ja on seepirast voi-

¢ mata.  Jarjelikult ei ole vsimalik,

Nal . et Ly el wvdrduks _~¢ = wvaid

: peab olema _~y= ¢ Kui aga
Uks paar p@iknurki isekeskis v&rdsed on, - siis on iga paar
poiknurki isekeskis vordsed, iga paar vastavaid nurki on ise-

keskis vGrdsed ja iga rindnurga paari summa on s1rge nurk.
32, Ulesanne, Libi an-

tud punkti tdmmata antud g /

sirgjoonele paralleeljoon. F‘]
Konstrueerimine: Labi an- E - i

tud punkti A tdmbame sirgjoone, * e

mis. antud sirgjoont BC-d 18ikab & 0 c

punktisD, ja siis ehitame A juures - /

AD killge nurgale ADC vdrdse

?6iknurg& DAE; viimase nurga 2 N51.

teine haru AE ehk FE on pa-.
ralleelne BC-le, sest et Wy O B B e

33. Teoreem. Sirgjoon, mis uht paralleeljoont 16i-
kab, 16ikab ka teist.

Toestus: Kui EF, mis FE= L
AB-d I&ikab punktis L, mitte ei A ?
Iikaks ka CD-d, mis on AB-le
paralleelne, siis oleks labi I5ike- g
punkti L kaks paralleeljoont | N52
CD-letdmmatud, mis véimata on. '
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34. Teoreem. Sirgjoon, mis on iihele paralleel-
joonele perpendikulaarne, on :
~ ka teisele perpendikulaarne. >
Oletus: AB||CD, EF-] AB.
Viide: EF_| CD.
Toestus: Et EF AB-d 16ikab,
siis 16ikab ta ka CR-d; see juures 1
on .~ a= s, kui vastavad nur- C e 7 D
gad, kuna AB||CD, ja ‘

I—(
(91

~a=90% sest et EF| CD N.gﬁ
£ &=90% "5 t. EF 1 CGD. ;
M/ 35, Teoreem. Sirgjoon,
£ ‘ [-ﬁ mis on iihele paralleeljoo-
o /i nele paralleelne, on ka teisele
A b g  paralleelne. :
Oletus: AB|/CD, EF| AB.
c : Jﬁﬁ\ D Vidide: EF |[CD.~
/N i T'(’)es:us :1. Ldﬁikarrr::N lkébik
e olm joont neljandaga abi,
N.54 siis"oi : g
L a=_f, kui vastavad nurgad paralleeljoonte juures;
Za =47! n ” » v »
,4.3=47 [Sal-

EF || CD [29,}.

36. Teoreem. Paral-
leelsete harudega nurgad
on kas vordsed, ehk nende

summa on sirge nurk. D
Oletus: ED|[BA, EF||BC.
Viide: ~“f=Lca ja B ,A

e a2y 1800
Toestus :  Pikendame
DE-d, kuni tema BC-d 15ikab




punktis I, ehk pikendame FE-d, kuni tema BA-d 18ikab punk-
tis K, siis siinnib 2 4.

1) £B8=0 [381] 2) £04 2y=180°[31]
Sty B Ih e e R [31]
LB=La Lot ~2y=180°

37, Teoreem. Perpéndikulaarsete harudega nur-
gad on Kkas isekeskis vordsed, ehk nende summa on
sirge nurk.

Oletus: EF | BC
ED | BA
EG | BA, sest EG on DE pikendus.

Valde o1y o= 8
2) Lo+ Ly=180°,

Toestus: Témbame BP | EF ja BR| ED ehk BR| EG.
Siis on [36] Lf=_0 ja L0} ~Ly=180°
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Et BP | EF , BR || ED BR || EG - -

ia EF | BC , ED | BA EG | BA
siison ka BP_| BC , BR | BA BR | BA
Jarjelikult £ : 5
on ~PBC=—90° , ~RBA=—90°
hehk Lot £e=90% 04 ~e=90°

Lo Lo mme e

oy e 228
1) ~La = 90 : 2) L= _~a
Z8 L Z 04 o y—1800
s = LB Bal e Sl 2 0
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Il-ne peatiikk: Kolmnurgad.

38. Kujundid. Tasapinnaliseks kujundiks nimetasime
[3] tasapinna piiratud osa. - On tasapinnalise kujundi piirideks
koverjooned, siis on see kujund kéverjooneline; on tema pii-
rideks sirgjoone ' 16igud, siis on ta sirgjooneline kujund ehk
paljunurk. Jarjelikult: Paljunurk on joonldikudega piira-
tud tasapinna osa. Missuguses punktis iiks joonlSik 16ppeb,
selles peab teine joonlSik algama ja viimane 16ik l6ppeb sel-
~ les punktis, milles esimene algab.

Paljunurka piiravad
joonldigud on paljunurga
kiiljed.

Kiilgede otsapunktid
on paljunurga tipud.

Paljunurga kiilgede
summa ‘on  paljunurga
iimbermodet ehk peri-
meeter; koiki kiilgi dhte-
kokku vdetult ithes nende G* ;
kuju ja seisukohaga nime- i N5 7
takse paljunurga piirdeks.

Paljunurga sisenurgaks nimetame seda nurka, mille ti-
puks on paljunurga tipp, mille harudeks on paljunurga kiiljed
ja mille sisemine vald paljunurga sisemise vallaga iihte langeb.
Sisenurga kérvunurka nimetakse valisnurgaks, nait. . EFH.
Paljunurga diagonaal on see joonlSik, mis paljunurga kaht
mitte jérjes olevat tippu tihendab, ndit. AC, AD, AE, AF jne.
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Et iga kiilje 18pupunkt on jargneva kiilje alguspunkt, siis
on igal paljunurgal niipalju tippusid kui palju kiilgi; et iga
tipu juures on iiks sisenurk, siis on paljunurgal niisama palju
sisenurki kui palju tippusid ja kalgi. Kilgede arvu jarele on
clemas: kolmnurgad, nelinurgad, viisnurgad jne. Harilikus
kdnes kolmnurki ja nelinurki paljunurkadeks ei nimetata.

Uhest paljunurga tipust ei v&i me diagonaali tdmmata
femasse enesesse ega-kahte teise tippu, mis temast véljamine-
‘vate kiilgede peal on; teistesse tippudesse on v8imalik dia-
gonaali tdmmata. Kui paljunurga kiilgede arv on n, siis
voime thest tipust (n—3) diagonaali tdmmata; kdigist tippu-
dest kokku n.(n —3) diagonaali. Seejuures on aga iga dia-
gonaal arvatud 2 korda, sinna ia tagasi; nii et diagonaalide
arv téepoolest 2 korda vahem on. Jarjelikult vG&ib paljunur-

gas, millel n killge on, ileiildse n—(;_—d) eri diagonaali tdmmata.

Kui paljunurgal koik
nurgad viltunurgad on, s. t.
kui tal whtki Glintrinurka
ei ole ja kui ukski kiilg teist
ei 16ika, siis on koik diago-
naalid paljunurga sisemises
vallas; on aga paljunurgal
mé&ni  dlintirinurk “olemas,
siis on kd mdni diagonaal
véljaspool paljunurga valda,

niit. BD. Meie vaatleme edaspidi ainult esimest seltsi

B

paljunurki.

739, Kolmnurk. Kolm-
.nurgal on 3 kiige, 3 tippu,
3 nurka, aga tal ei ole {ihtki
diagonaali. Kaks kolmnurga
tippu on the kiilje otsapunk-
tid ja kolmes tipp on selle
kiillje vastas; ta on selle
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kilje  vastastipp, kuna kiilg selle tipu vastas-
kiilg on.

Nurk, mille tipp on antud kiilje vastas, on ise ka antud
kiilje vastas, ja teda nimetakse selle kiilje vastasnur-
gaks, ‘teised] 2 nurka on selle kiillje juures ja neid nime-
takse selle kilje ldhisnurkadeks. Nait. « B on kilje AC
< vastas, .~ A ja £C on kiilje AC juures. :

Kiilg, mille vastas on antud nurk, on ise ka selle nurga
vastas, on selle nurga vastaskiilg; teised 2 kilge pii-
ravad seda nurka, on seda nurka ‘piiravad Kiiljed ja nurk
on nende kahe kilje vahel, on nende vahelnurk.

Iga kolmnurga kiilge véidakse kolmnurga aluseks votta
siis on tema vastastipp — kolmnurga tipp. Nijt. kui me
AC aluseks vétame, siis on B kolmnurga tipp.

Kolmnurga tipust aluse ehk tema pikenduse peale alla
tmmatud perpendikulaar on kolmnurga kérgus, niit. BD:
Joonldik, mis kolmnurga tippu vastaskiilije keskkohaga iihen-
_dab, on mediaan, niit. BM. Kui nurga poolitajast ehk
bissektorist raagitakse kolmnurgas, siis mdeldakse seda
nurga poolitaja 16iku, mis ulatab nurga tipust kuni vastas-
kiljeni, ndit. BI. Et iga kilge v@idakse kolmnurga alu-
seks vétta, siis on kolmnurgal 3 kérgust, 3 mediaani ja
3 bissektorit ehk nurgapoolitajat. S&na kolmnurk tihendakse
ara lihendult mérgiga A\. ¥ ‘
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/40, Teoreem. Kolmnurga vilisnurk on temaga
mitte korvuolevate sisenurkade summa.
Oletus: _2BCD on kolmnurga ABC vilisnurk.
Vdide: _<BCD= A B,
Toestus: Tombame CE-|| AB-le, siis on:
Zx= A, kui vastavad nurgad,
£y = B, kui pdiknurgad ;
5 XAy A A LB
ehk: ° ~BCD= A} _2B.

Ao NGB B D

Jareldus: Kolmnurga vilisnurk on suurem, Kui
itkski temaga mitte korvuolev sisenurk.

741, Teoreem. Kolmnurga sisenurkade summa on
sirge nurk.
Vidide: A4 B4 C= 180°

=] F




Toestus: Tipust C tdmbame EF || AB-le;
siis on: e G
LB=_ 1y
o ) ==
4A+48+C—/_x+4y+4c ~DCA = <ECF,
a ~DCA ehk <ECF on sirge nurk.

1-ne jéareldus: Kolmnurgas véib olla ainult iiks
taisnurk, ehk iiks tompnurk.

2-ne jareldus: Kui kolmnurgas 2 nurka teada on,
siis on ka kolmas teada.

3-as Jareldus Kui ithe kolmnurga 2 nurka on teise
kolmnurga kahele nurgale vastavalt vordsed, siis on ka
kolmandad nurgad isekeskis vOrdsed.

7 42, Kolmnurkade liigid. Oma valimise kuju poolest
nurkade jarele nimetakse kolmnurka:

1) teravnurkseks, kui koik 3 nurka on teravnurgad,
nait. /\ ABC;

2) tompnurkseks, kui tal 1 nurk on témpnurk, nai-
tuseks /\ DEF;

3) taisnurkseks, kui tal 1 nurk o_(n taisnurk, nait. /\ GHI.

B E H

Vﬂ/, C/ F & 1

~ N.B3.

Terav- ja tdmpnurkset kolmnurka nimetame {ihise nimega
viltunurkseteks. Taisnurkses kolmnurgas nimetakse tiis-
nurga vastaskilge hiipoteenus’iks — kaldkiiljeks — GH,
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ja tdisnurka siinnitavaid kilgi — kateetideks ehk ristkiiige-
deks — IG ja IH. Taisnurkses kolmnurgas on teravnurkade
summa taisnurk.

Kiilgede jarele nimetakse kolmnurka:

1) vordkiilgseks, kui k3ik 3 kiilge isekeskis vordsed on,

nait. A\ KLM ;

2) sarikkolmnurgaks, kui 2 kulge on 1sekeskxs vordsed,
kolmas aga ei ole, niit. /\ NOP;

3) isekiilgseks, kui igal kiiljel on isesugune pikkus,
néit. /A QRS.

L. e & R

AN MN £ S
N.64.

Sarikkolmnurgas vdetakse harilikult see kiilg, mis teistega
ihepikkune ei ole, aluseks ja tema vastastipp on kolm-
nurga tipp, molemad vordsed kiiljed on kolmnurga tiivad
(sarikad).

43, Kujundite kongruentsus. Kujundis psérame oma
tdhelepanemist tema kuju ja tema suuruse peale.

Kaks kujundit, mis ldhevad oma suuruse poolest iihte,
aga oma kuju poolest lahku, ‘on vOrdsed ehk iihesuurused.
Mark ,=

Kaks kujundit, mis ldhevad oma kuju poolest {ihte, aga
oma suuruse poolest lahku, on sarnased. Maérk ,o00“.

Kaks kujundit, mis lihevad kuju ning suuruse poolest
iihte, on kongruentsed.

Kaht kujundit, millel on iiks ja seesama kuju ja iks ja
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seesama suurus, voidakse teineteise peale ndnda paigutada,
et nad teineteist taiesti katavad, et nad ,iihtivad“.

Seeparast : kaht kujundit nimetakse kongruent-
seks (%), kui nad pealepaigutamisel teineteist taiesti
katavad.

Need kongruentsete kujundite osad, nait. tipud, kiljed,
nurgad, kdrgused jne., mis pealepaigutamisel thtivad, {hte
langevad, on samapaiksed ehk vastavad (homoloogsed).
Seeparast: kongruentsete kujundite samapaiksed osad on
isekeskis vordsed.

Esimene kongruentsuse teoreem.

/44. Kolmnurk tdhendakse &ra kolme suure ladinakeelse
tahega, mis tema tippude juurde kirjutakse. Iga tipu juures
olevat nurka tihendame &ra vastava greekakeelse viaikese
tahega ja tema vastaskiilge vastava ladinakeelse vaikese t&-
hega, nii et, nait., tipu A juures on Za ja tipu A ja Za
vastas on kiilg a, kuna kiiljed b ja c nurka a-t piiravad ja ti-
pus A-s kokku jooksevad.

1-ne iilesanne. Kahest kiiljest a ja b ja nende va-
hel olevast nurgast y tuleb kolmnurk konstrueerida.
= - R
/3 ;

1

C =
NB5a 7 N ESL

Antud: a, b, 7.
Konstrueerimine : 1) Konstrueerime .ZC= 2y [18];
2) Nurga C ithe haru peale asetame CB=a;



"

3) ja teise haru peale asetame CA e=bry
4) B ja A thendame sirgjoone abil.
A ABC on otsitav kolmnurk.

Me véime konstrueerimise juures asetada CB=a pare-
male ehk vassakule poole punktist C, ja nurga y kas ileval-
pool ehk allpool CB-d konstrueerida,

Kuidas me ka seda kolmnurka ei konstrueeriks, ikka siin-
nivad konstrueeritud kelmnurgad oma kuju ja suuruse poolest
Uhte; seda tSestab jargmine kolmnurkade kongruentsuse
esimene teoreem: Kaks kolmnurka on kongruentsed,
kui nad kahe kiilje ja nende vahelnurga poolest iihte
siinnivad. :

8 £
A R \C D , F
NBB.
Oletus: AC =DF
AB —= DE
e )

Viide: A\ ABC 2 A DEF. :

Toestus: /\ABC paigutame /\DEF peale nii, 1) et
A langeks D peale ja 2) et AC ldheks DF mésda; siis:

i) AB laheb DE-d modda, sest et Pyt AP B,

2) tipp C langeb tipu F peale, sest et AC=D}'=;

3) tipp B langeb tipu E peale, sest et AB— DE ja

‘4) kiilg BC @ihtib killje EF-ga, sest nende otsapunktid on
libte langenud ja kahe punkti vahel on v&imalik ainult ks
sirgjoon,
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Niiviisi katavad kolmnurgad ABC ja DEF teineteist taie-
likult ja on seepérast kongruentsed, s. t. /\ ABC ® DEF.

1-ne jireldus. Kahe Kkillje ja nende vahelnurga
1ibi on kolmnurga Kuju ja susrus tajesti kindlaks maa-
ratud. "

2-ne jareldus. Kaks tiismirkset kolmnurka on kon-
gruentsed, kui nad molemate kateetide poolest iihte siin-
nivad.

2-ne iilesanne: Sarikkolmnurk konstrueerida antud kil-
jest ja tipu juures olevast nurgast.

Teine kongruentsuse teoreem.

/45. Ulesanne. Kiiljest ¢ ja tema ldhisnurkadest
o ja B konstrueerida kolmnurk.
Antud: c, a, B
Konstrueerimine: ' 1) Teatava sirgjoone peale asetame
AB=ECl
2) AB peal konstrueerime A juures L A=ua ja

el
N.B6 7a. ' N.67b.

3) B juures LB=4}.
4) Nende nurkade teised harud 16ikuvad tipus C.
/\ ABC on otsitav.



Kuigi me nurkade @ ja # kohad #ra vahetame ehk neid
AB-st allapoole konstrueerime, siiski saame kuju ja suuruse poo-
lest ainult ithe kolmnurga. Seda tdestab kolmnurkade kon-
gruentsuse teine teoreem: Kaks kolmnurka on kongruent-
sed, kui nad iihe kiilje ja tema mélemate [ihisnurkade
poolest iihte siinnivad. :

B

E
S

\
(Ve /;\ fi
g/\\ // \C {\'/ i////S\F

NBB.
Oletus: AC =DF 3

Viide: A ABC — A DEF

Toestus: /\ ABC paigutame /\ DEF peale nii,
1) et A langeks D peale ja 2) et AC laheks DF mééda; siis:

1) C langeb F peale, sest et AC = DF;
2) AB laheb DE-d médda, sest et .~ A= _~D:
3) CB laheb FE-d mééda, sest et £ C= _~F;

4) tipp B langeb tipu E peale, sest et kaks sirgjoont v8i-
vad 16ikuda ainult (ihes punktis.

Niiviisi katavad kolmnurgad ABG ja DEF teineteist taie-
likult ja on seepirast kongruentsed, s. t. /\ ABC © A\ DEF*

I-ne jareldus: Kaks kolmnurka on kongruentsed,
kui nad iihte siinnivad iihe kiilje ja kahe nurga poo-
lest [41,4].



»

2-ne jareldus: Kaks tdisnurkset kolmnurka on kon-
ruentsed, kui neil on iiks vérdne kateet ja iiks vordne :
ja samapaikne teravnurk.

3-as jareldus: Kaks tdisnurkset kolmnurka on kon-
gruentsed, kui nad hiipotenuusi ja teravnurga pogciest
fihte siinnivad. :

4-as jareldus: Uhe kiilje ja kahe nurga- labi on
- kolmnurga kuju ja suurus taiesti kindlaks maaratud.

~46, Ulesanne. Kiiljest ¢, tema ldhisnurgast o« ja

vastasnurgast y kolmnurk konstrueerida.
~ %

Antud: c, a, 7. .
Konstrueerimine : 1) Sirgjoone AD peale asetame AB = c.

2) AD peale A ja B juure asetame antud nurga. o nii,

et ZA=ua ja L FBD==q; siis on BF|[AC [29,].

~ 3) FB peale B juure asetame antud nurga y nii, et
~ FBC =y; sellega votame sirgest nurgast .2 ABD &ra a -7,
nii et jarele jaab kolmnurga kolmas nurk _~ ABC =7, ehk
kiillje AB teine lahisnurk.

~ 4) Konstrueeritud nurga FBC =y teine haru Ifikab A
juures konstrueeritud nurga A haru punktis C.

/A ABC on otsitay.



Toestus: 2 FBD = £ A (= L d); seeparast on BF ||AC.
Et BF||AC, siis on ~C= LFBC= 7. Peale selle on
L A=ua ja AB=c. ;

Jarjelikult taidab /\ ABC kéiki ndudeid ja on otsitud A\.

Kolmnurga killgede ja nurkade vahekord.

on vordsed nurgad.

Oletus: AB= BC. 8

Viide: ~A=_C.

Toestus : Olgu BD nurga B pooli-
taja, mis alust AC-d 18ikab punktis D,
siis on AB = BC,

Bb—BD,
 ABD = _CBD A, D -
o) ‘ *
A\ ABD > ACBD [k. fe o w) N. 70.
A = C [43].

1-ne jareldus: Sarikkolmnurgas on aluse lahisnur-
gad isekeskis vordsed ja molemad on teravad.

;

2-ne jareldus: Vordkiilgses kolmnurgas on kdik nur-
gad isekeskis vordsed ja igaiiks on 60° suur. :

Ulesanded : 1) Sarikkolmnurk konstrueerida alusest ja
aluse lahisnurgast. : :

2) Sarikkolmnurk konstrueerida tiivast ja aluse lahisnurgast.

3) Teised sarikkolmnurga nurgad leida, kui aluse lahis-
nurga suurug on: a)40°; b) 45% ¢) 60%; d) 729; e) 36% f) 689
g) 108°12".

4) Sarikkolmnurga tipunurk on suur: a) 90%; b) 120%
c) 369; d) 60%; e) 80%; f) 124928’; g) 97°6'28". Kui suu-
red on aluse lahisnurgad? :

*) kok. Bt kolmnurkade kongruentsuse esimene teoreem.
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Vastupidine teoreem. Kolmnurgas on vérdsete ninr-
kade vastas vordsed kitljed. [Kujund 70,]

Oletus: <A = _-C. :

Viide: AB—=RBC. :

Toestus: Nurga B jagame pooleks sirgjoone BD abil,
mis AC-d' D-s 18ikab. Siis on: BD=BD, /A= _-C ja
< ABD = _~CBD. Jarjelikult [45,;] on A\ ABD 20 /X 0B ja
sellega ka AB— BC.

7 48. Teoreem. Kolm- 4B
nurga suurema kiilje vastas i
on ka suurem nurk. \
Oletus: AB > BC. 0% \‘:, !
Viide: .~C> _~A. /\ A
Toestus : Asetame BA AL \\ e

—

peale BC nii, et BD — BC e
ja thendame D C-ga. Siis I\Zl
leiame :

< C>> 71, sest tervik on suurem ki tema osa [5,5];
L1l==_2, sest BD=BD;
ot g Wty RS kolmnurga ADC valisnurk.

ol G R 0 Y

~ Vastupidine teoreem. Kolmnurga suurema nurga
vastas on ka suurem kiiig.

Oletus: .~ C> <A

Viide: AB>>BC.

Toestus (véstuvéiteline): 1) AB ei v3i olla vahem kui

BC, sest muidu oleks (péripidise teoreemi pdhjal) .~ C < _~A.
2) AB ei v3i olla vérdne BC-le, sest muidu oleks L=
Nii jaab ainu véimalusena iile, et AB > BC.

Jéireldus. Tiisnurkses kolmnurgas on hiipotenuus
koige pikem kiilg.
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Kolmnurga killgede summa ja vahe.

_“49. Teoreem. Kolmnurgas on kahe Kiilje summa
suurem kui kolmas kilg. ! '
Oletus: AB on B
kaige suurem kiilg /\-as
ABC.
Viide :
AD 4 DB > AB. /"
Toestus: Teeme Ab—r
murdjoone ADB sirgeks e
selle 1abi, et me ase-
tame AD pikenduse peale DC — DB; siison AC =AD + DB.
Uhendame C—B-ga; siis on /\-as BCD:
’ La=_pB Aga B on ainult osa
~ABC-st; seeparast: ~ ABC>Lp
LABE S L0
/\-as ABC [48 jarele]: AC>AB:
see tahendab: AD -+ DB > AB.
50, Teoreem. Kolmnurgas on kahe kiilje vahe va-
hem kui kolmas Kiilg.
Viide: AB— BC < AC.
Téestus: Asetame BA peale
BC nii, et BD=BC ja {ihendame

//‘\ C D-ga. Siis on Lo= L B<90°

N,

[47,,] ja AD=AB— BC. [40,reia]

¥ jarele on S Rl 8 | jarjelikult
: D/s\f‘ \ \ Ly <900
T T I 21,6.] jarele on: 0 > 90°
nZ ,,“ EC [21,6a] ] 4‘ >
N 7% plps 25
25 AD < AC

: i ehk AB — BC < AC.

Teine toestuse viis: Teada on, et AC 4 CB > AB ehk
AB < AC+-CB. Kui mdlemalt poolt ara votta BC, siis saame
AB-—BC < AC [5.)

\
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- Kolmas kongruentsuse teoreem.

/51, Ulesanne. Kolmest kiiljest kolmnurk kon-
strueerida. :

Antud: a, b, c.
Konstrueerimine: 1) Mdne sirgjoone peale asetame AC=—=b;

2) killge a-d raadiuseks ja ‘tippu C-d tsentriks véttes
tdmbame kaare ;

3) Kiige 8
c-d raadiuseks a ; /\
ja tippu A-d /4 / \\
e

tsentriks ~ vot- /
tes todmbame % {
kaare ; o) 0

4) Need N74a,
kaks kaart 18i- N74 b
kuvad tipus B;

5) B tihendame A-ga ja C-ga.
/A ABC on otsitav. -

Ehk kill kaared 18ikuvad kahes punktis — tilevalpool
a allpool AC-d, ja ehk kill me vBime a-d raadiuseks vattes
A-d tsentriks vétta ja c-d raadiuseks véttes C-d tsentriks vétta,
siiski on kgigil niiviisi konstrueeritud kolmnurkadel - iiks ja
Seesama kuju ja {ks ja seesama suurus. Seda t&estab
kolmnurkade kongruentsuse kolmas teoreem: Kaks kolm-
nurka on kongruentsed, kni nad koigi kolme kiilje
poolest iihte siinnivad. -

Oletus: DE — AB
EF = BC
DF = AC.

Viide: /\ DEF > ABC,
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Toestus: /\ DEF paigutame /\ ABC kiilge nii,

1) et D langeks A peale,

2) et DF ldheks AC-d mddda ja

3) et A\DEF teisele poole AC-d langeks. -

Siis: 1) F langeb C peale, sest DF = AC ja 2) ADEF
aseneb A AIC kohale. Uhendame niidd tipu B tipu I-ga,
siis saame kaks sarikkolmnurka /\ BAI ja A BCL

£

/\-as BAl on " Za=_7 sest Al=AB,
/\-as BCl on _Zf =_0, sest Gl =CB,.
B L= .
Niiviisi on <L E=_.B
DE = AB
EF = BC
ADEF ® AABC [k k. L t]

Jareldus: Kolme Kkiilje abil on kolmnurga kuju ja
suurus tdiesti kindlaks madratud.

Ulesanded: 1) Sarikkolmnurk konstrueerida alusest j2
kiiljest.
2) Vérdkilgne kolmnurk konstrueerida antud kiljest.

-
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/ 52. l-ne iilesanne: Antud nurk tuleb sirgjoone peal
antud punkti juure asetada.

Konstrueerimine : Vaata [18].

Toestus: DE — AB

DF = AC
FE—CB
~ ADEF 2 A ABC

~EDF — _~BAC.

7 2-ne iilesanne: Antud nurk pooleks jagada.

Konstrueerimine : 1) Ta-
hendame &ra antud nurga ha-
rude peal mingisugused v&rdsed
16iked BM = BR.

2) Uksksik kui pikkade,
kuid siiski v@rdsete raadiustega
kujutame punktidest M ja R
kaared, mis ldikuvad punktis P,

NJ'Z‘

3)L&bi B jaP tdmbame sirg-
joone BP, BPJagab nurga ABC pooleks, nii et .ZABP—=_~ PBC,

Toestus: A MBP o A\ RBP, sest et MB = RB, BP — BP
ja MP = RP; seeparast . ABP — ~ CBP.
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Ulesanded : 3) Sirge nurk pooleks jagada.

4) Konstrueerida taisnurk a}ntud sirgjoone peal antud punkti
juures. 2

5) Sarikkolmnurga tipunurk pooleks jagada.

~ 6-es iilesanne: Sirgjoone peal antud punkiist per-
pendikulaar sellele sirg-
joonele tommata.

Konstrueerimine: Sel-
leks on tarvis ainult seda
punkti sirge nurga tipuks ja
sirgjoont sirge nurga haru-
deks vétta ja sirge nurk poo-
leks jagada.

_ ACD = _~BCD
DC | AB.

94 Konstrueerida taisnurkne A 7) kateetidest;

£2) 8) kateedist ja tema teravast lahisntrgast ;
33) 9) kateedist ja tema vastasnurgast;

10) hiipotenuusist ja teravast nurgast; ;i
Se) 11) sarikkolmnurk alusest ja tipunurgast; _

$5 12) taisnurkne sarikkolmnurk hipotenuusist.

36 13) Taisnurk kolmeks vordseks jaoks jagada.

Neljas kongruentsuse teoreem.

. 0 -
/ 53. Ulesanne. Kahest kiiljest ja suurema Kkiilje
vastasnurgast konstrueerida kclmnurk.

Antud: a, b, a; a>b.
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Konstrueerimine: 1) konstrueerime A
2) Konstrueeritud nurga iihe haru peale asetame seda
nurka piirava kiilje b nii, et AC =—by

/8

o o
&% e A et} b ,C
NASa. NZSh.

3) Tippu C-d tsentriks Ja nurga vastaskiilge a-d raadiu-
seks vdttes tmbame kaare, mis nurga A teist haru Iikab
punktis B.

4) B ja C tthendame sirgjoonega.

/\ABC on otsitay,

- Kolmnurkade kongruentsuse neljas teoreem: Kaks
kolmnurka on kongruentsed, kui nad kahe kiilje ja suu-
rema Kkiilje vastasnurga poolest iihte siinnivad.

_ Oletus : DF = AC, DF > DE
DE = AB, AC > AB
Wl D]
Viide: /\ DEF A ABC.
Toestus: Paigutame /\ DEF nii /\ABC Kkiilge,
1) et D langeks A peale,
2) et DF liheks AC-d médda ja
3) et /\DEF teisele poole AC-d langeks.
/ Siis: 1) F langeb C peale, sest et DF = AC ja 2) ADEF
aseneb /\ AIC kohale.

Uhendame niitid punkti B punkti I-ga, siis saame 2 kolm-
nurka: /\ BAI ja A\ BCL

64



Me teame, et ~'B= <1 (= _<E);
£\-gas BAI on Za= . sest  AB=— Al

/\-gas BCI on Wy It
IC | = BC; ehk EF = BC.
Niiviisi on: EF =BC
DF=AC ehk! < B—_<B
DE = AB

 ADEF ® AABC [k. k. lll-nda ehk I-se t. j.]

1-ne jdreldus: Kahe kiilje ja neist suurema Kiilje
vastasnurga ldbi on kolmnurga kuju ja suurus tdiesti
kindlaks maaratud.

2-ne jareldus: Kaks tdisnurkset kolmnurka on kon-

gruentsed, kui nad hiipotenuusi ja idhe kateedi paari

poolest iihte siinnivad.

5] e

Lol g
]
]
!
: \ g
3 A :

A ¥ CD 3
)
i
e N80
’ e 4 |
\\‘f/ \J Ulesanne: Hipotenuusist ja
kateedist konstrueerid_a tdisnurkne

J kolmnurk.

X 54, Toestamise viisid. Teoreemide tSestamisel tarvi-
tasime jargmisi votteid: 1) pealepaigutamist, 2) otsekohest
tdestust, 3) vastuviitelist tdestust ja 4) kilgepaigutamist.
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1) Pealepaigutamine. Kujundite teineteise peals paigu-
tamist algame nurga tipust. Kui nurkade tipud teineteise peale
on langenud, siis juhime {ihe kujundi nurga haru teise ku-
jundi nurga haru méséda; ja viimaks pbérame pealepaigutata-
vat kujundit tema ihtelangenud haru, kui telje, imber nii kaua,
kuni the kujundi tasapind teise kujundi tasapinnaga iihte lan-
geb ja ithe kujundi sisemine vald teise kujundi sisemise valla
peale langeb. Sellega 13ppeb meie tegevus; meile jaab jarele
ainult tdhele panna, kuhu langevad nurga teine haru, kujundi
killgede otsapunktid ja terve pealepaigutatav kujund.

2) Otsekohene tdestus. Selle nime alla thendame neid
vGtteid, milles me oletuse ja juba tuntud tddede pohjal jar-
jeldame ja iihe otsuse juurest teise juurde tile liheme nii
kaua, kuni me selle otsuse juurde jduame, mida me téeks
teha vaitsime. i

3) Vastuvditeline toestus seisab selles, et me oletame
tdeks seda, mis viitele otsekohe vastu kiib (sellele, mila tdeks
teha viidetakse). Niisuguse viitele .otsekohe vastukaiva ole-
tuse pdhjal arutame tuntud tddede abil, kuni me otsuse juurde
jouame, mis oletuses antud ehk tlepea juba tuntud téele vastu .
kaib ja seepirast vdimata on. Et viitele vastukiiv oletus
meid vdimata otsuse juurde (ad absurdum) viib, siis oleme
sunnitud véidet tdeks tunnistama. Seda tdestuse viisi nime-

takse Ladina keeles: deductio ad absurdum (mdttetusele vii-
mine).

4) Kiilgepaigutamine. Nagu pealepaigutamisel, nii ka
killgepaigutamisel mahutame me iihe kujundi'nurgatipu teise
kujundi nurgatipu peale, juhime the kujundi nurgaharu teise
kujundi nurgaharu mésda ja laseme kujundite tasapinnad
dihte langeda, aga nii, et liikuva kujundi sisemine vald paigal-
oleva kujundi vélimise valla peale langeks. Siis siinnitavad
need kaks kujundit {ihe kujundi, milles me mgne abijoone
tdmbame. Edasi otsekohest tdestust tarvitades jéuame soovi-
tud otsusele.
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Kolmnurkade mitte-kongruentsus.

55. Teoreem. Kui iihe kolmnurga kaks kiilge vas-,
tavalt vorduvad teise kolmnurga kahele kiiljele, aga nende
vahel olevad nurgad vordsed mitte ei ole, siis on neist
suurema nurga vastas suurem Kkiilg.

Oletus: AB=DE, BC=EF, B> _<E.
Viide: AC > DF.

8l D

™

|
C
N.B1.

Toestus: Paigutame /\ DEF

; /\-ga ABC kiilge nii,

G' 1) et E ihte langeks B-ga,
2) et EF langeks BD-d peale ja

3) et /\ DEF langeks teiselepoole BC-d.

Siis aseneb /\ DEF /\ BGC kohale.

Jagame .~ ABG pooleks. Et ZABC> _GBC (ehk
<~ DEF), siis laheb .Z-ga ABG poolitaja Z-ga ABC sisemist
valda modda ja 16ikab AC-d punktis I.

Uhendame G ja I ja vaatleme /\-ki ABI ja GBI, ja
parast veel /\-a GIC.
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AB= BG (=DE) | A-asGIC on GI4-IC < CG,

Bl s3] | aga Gl = Al ja CG=DF
< ABl= GBI (jagat.) f Al 1C > DF,
A ABI > A GBI ehk AC > DF.

M=t GE

Vastupidine teoreem: Kui iihe kolmnurga kaks kiilge:
vastavalt vorduvad teise kolmnurga kahele Kiiljele, aga
kolmandad kiiljed vérdsed mitte ei ole, siis on neist
Suurema vastas ka suurem nurk.

Oletus: AB — DE,BO~— EF VAC e ] T

Viide: ~B> ~E.

Toestus (vastuvaiteline): 1) .~ B ei véi olla vahem kui
£ E, sest muidu oleks, paripidise teoreemi pbhjal, AC vihem
kui DF; see kiib meie qletuse vastu.

2) B ei v3i ka olla vdrdne « E-le, sest muidu oleks:
/AABC® ADEF [k. k. 1t] ja oleks AC=DF, mis ka meje
oletuse vastu kaib. Seepirast jaab ainuke v&imalus, et

L B> AE;

Sarikkolmnurk.

/56, Teoreem. Sarikkolmuurgal on olemas siim-
meetria telg, milleks on tipu-
nurga poolitaja; ta poolitab ka
aluse ja on alusele perpendi-
kulaarne.

Oletus: AB=BC,

Loa=_p.

Viide: BM on. simm. telg,

AM =MC, BM | AC.

Toestus: Murrame A ABC
nurgapoolitajat BM mésda kahe-
korra, sfis laheb BC BA-d modda,
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sest et Za=_3, C langeb A peale, sest et BC = BA,
MC langeb tihte BA-ga ja /\/\-gad ABM ja CBM katavad
teineteist taiesti. Jarjelikult on nurgapoolitaja BM /\-ga ABC
siimmeetria telg ja A ja C on-BM kohta simmeetrilised punk-
~ tid. Sellest jargneb, MC =MA ja BM L AC [25,]
Vastupidised teoreemid: Sarikkolmnurgas langeb
siimmeetria teljega iihte 1) aluse
mediaan — sest 1abi kahe punkti
B ja M on vdimalik thtainust B8
sirgjoont tdmmata [6], :
2) korgus — sest antud punk- .
tist B antud sirgjoone AC peale
on vodimalik alla tdmmata iht-
ainust perpendikulaari [26],
3) aluse keskperpendikulaar
— cest ‘antud punktist M on vé6i-
malik antud sirgjoonele AC iles A M C
iémm..ata i.ilhtainust perpe.ndikullaari N ? >
126] ja niisugustena esineb juba INO )
siimmeetria telg.

~57. Vordkiilgse kolmnurga siimmeetria. Vord-
killgses kolmnurgas vdime igaiiht kilge aluseks Vétta,
seeparast on vordkiilgsel kolm-
nurgal 3 siimmeetria telge —
AR BE «Ch*y; g

Kdik kolm siimmeetria telge
v D 1dikuvad thes punktis; see
punkt on v6rdkﬁ]gse.kolmnurgé
simmeetria tsenter ja vord-

O

: C ki sel kolmnurgal on kolme-
A¢ E k. Ine tsentraalne siimmeetria.
Toestus: Et _BAC=

N84 - ~ZBCA=60° ja et AD ja

*)«j;::»ﬁ. Ne 84 palutakse kiilje . 3 peal olevat tihte lugeda ,F* ja
A -gas olevat I8ikepunkti lugeda ,O.
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CF on simmeetria teljed, siis on £ OAC= _~0OCA = 30°
OA =0C ja sarikkolmnurkade AOC ja: ABC iihise aluse AC
keskperpendikulaar laheb nende tippudest O ja B labi ja
langeb dhte /\-ga ABC siimmeetria teliega BE, mis niiviisi
AD ja CF lsikepunktist O l&bi laheb. P

Vérdkilgne /\ ABC jaguneb  kolmeks kongruentseks
sarikkolmnurgaks : /A AOC X /\ COB® A BOA, sest nende
alused on dhepikkused ja aluste ldhisnurgad on'ithesuurused,
sest. igaiiks on 30° :

Jarjelikult on ka tipunurgad whesuurused ja igaitks on
1200: 2 AOC = _~<COB = _~BOA —1209,

Kui me /A\-ka ABC psérame-O iimber 1207 vorra, siis
langeb ta iseenesega iihte Ja pérast kolmandat poéret tuleb
ta oma esimesse seisandisse tagasi. Jarjehkult on tal kolme-
kordne tsentraalne siimmeetria ja. O on siimmeetria tsenter.

/58. 1-ne iilesanne. Viljaspool sirgjoont olevast
3 punktist selle sirgjoone

[ peale tdmmata perpen-
T\ ‘ dikulaar.
\ Konstrueerimine :
. 1) Antud punkti A
/ \ votame sarikkolmnurga ti-
R D N puks seeldbi, et me te-
A BM N mast kui tsentrist mingi-
: suguse raadiusega kaare
y:\/ . tdmbame, mis antud sirg-
joont MN kahes punktis.
N85 ’ B ja C Iéikab. BC on

sarikkolmnurga alus ja
AB ja AC on tema tiivad (sarikad).
2) Ntld poolitame sarikkolmnurga tipunurga BAC ses-
labi, et punktidest B ja C mdne” iihise raadiusega kaared
témbame, mis Idikuvad punktis E.
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3) A ja E labi tdmbame sirgjoone AE (ehk AD). AE |

MN ehk AD | MN [56].
v 2-ne filesanne. Antud
joonloik pooleks jagada.
Konstrueerimine. A-dja

B-d tsentriteks vottes tdmbame -

vordsete raadiustega kaks kaart,
mis punktides E ja D l8ikuvad:

Sirgjoon ED jagab AB poo-

leks ja ED | AB.

Toestus. /\ DAB on sarik-.

kolmnurk ja DE ‘tema tipu-
nurga poolitaja.

Jarjel. AC=CBja ED | AB
[S6].

3-as iilesanne. Antud
joonldigu keskkohast tOm-

mata perpendikulaar. Vaata 2-ne ilesanne.
V 4-as tulesanne. Hiipotenuusist ja teravnurgast kon-

strueerida tdisnurkne kolmnurk.

/

! NB7a.

Konstrueerimine : 1) Konstrueerime antud teravnurga

B =
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2) Nurga B ihe haru peale asetame ant:.td hiipoteenusi

a,BC —=a.

3) Tipust C tdmbame perpendikulaari nurga B teise haru

peale: CA | BA. AABC on otsitav.

/

59. Diameetri peale toetav piirdeaurk. Nurk, mille

tipp ringi peal on, ja
mille harud Ghe ja selle-
sama diameetri otsapunk-
tidest labi lahevad, on
diameetri peaie toetav
piirdenurk.

Teoreem. Diameetri
peale toetav piirdenurk
on tdisnurk.

&

T

n\‘% /' y \\\\
i
e

0 :
N88

Toestus: Uhendame tipu A tsentriga O, siis on :

/\-gas AOC AO = CO, seeparast
/\-gas AOB AO = BO, seeparast

N.83

o e 1
Zy=-~B ,

ehk: A= _ Bl _-C.
Eto#8 0 oo o
= 1809 siis saame, kiii me
summa .2 B+ _~C asemele
paneme .~ A: 2 < A= 1809
jarjelikult: _~ A =909,

60. 1I-ne iilesanne.
Joonloigule tema otsa-
punktist tommata perpen-
dikulaar.

Konstrueerimine :

1) Tsentriks vdttes valjas-

pool AB-d olevat pdnkti C-d, tdmbame ringi, mis .A-st 13bi

laheb ja AB-d 15ikab punktis D.
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2) Labi Isikepunkti D ja tsentri C témbame diameetri DI.

3) Labi A ja 1 tdmmatud sirgjoon Al on otsitav:
Al | AB sest et .~ DAl =90% ta on piirdenurk, mis ennast
diameetri peale toetab [59].

2-ne iilesanne. Tiisnurkne kolmnurk konstrueerida
hiipotenuusist ja kateedist. Antud:

Konstrueerimine :

1) Antud hiipote- 4
nuusi CB =a votame 5
diameetriks, CB-d poo-
leks jagades leiame
tsentri ja tdmbame CB
ile poolringi.

2) Selle poolrmgl
sisse tombame ping-
joone CA = b.

/\ CAB on otsitav,
sest .~ CAB on dia-
meetri peale toetav piir- N 8 D
denurk ja seega 90

Ny
4

3-as iilesanne. Tiisnurkne kolmnurk konstrueerida
hiipotenuusist ja teravnurgast. Antud: a, (.

//\ S

| B’ ﬁ\. \
; NS4

Konstrueerimine: 1) Antud hiipotenuusi CB-=—=a v&-
tame diameetriks ja tdmbame tema ile poolringi.
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2) CB peal konstrueerims B juures antud teravnurga
B =, mille teine haru poolringi punktis A I8ikab.

A BAC on otsitav, sest .~ BAC on diameetri peale toe-
‘tav piirdenurk ja seega taisnurk 909

4-as iilesanne. Sarikkolmnurk konstrueerida Kkiil-
jest ja korgusest.

61. Projektsjooni mobiste. Punkti A projektsjoo-
niks sirgjoone MN peale nimetakse A-st MN peale
tommatud perpendikulaari (AA’) alust A’ :

Kui punkt ise (nait. D) selle sirgjoone peal on, mille
peale-teda projekteeritakse, siis langeb projekisjoon (DY) pro-
jekteeritava punktiga thte.

Joonloigu BC projektsjooniks sirgjoone MN peale
nimetakse selle joone MN 16iku B’'C’, mis otsapunktide
projektsjoonide vahel on.

Kui projekteeritava joonldigu iks ots D selle sirgjoone
peal on, mille peale teda projekteerltakse, siis on see 18igu
DE projektsjooniks joone MN 15ik DE’, mille dheks otsapunk-
tiks D ise on ja teiseks otsapunktiks on punkti E projektsjoon
E’ MN peale. :

JooniGiku DE-d ennast nimetame projekteeritavaks, per-
pendikulaari EE’-d  projekteerijaks ja projekteeritavast ja
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projektsjoonist siinnitud nurka EDE’-d nimetame kallakuseks:
ehk tousuks.
Edaspidi on meil tegemist peaasjalikult selle projektsjooni
_erijuhtumisega. Siin on selge, et projekteeritav DE on tais-
nurkse kolmnurga hiipotenuus, ~projekteerija EE’-ja projekts-
joon DE’ on kateeedid. :

Perpendikulaar ja kaldjodned.

62, a) Teoreem. Kui viljaspool sirgjoont olevast
punktist selle sirgjoone peale on tommatud perpendiku-
laar ja kaldjooned, siis:

1) on perpendikulaar lihem kui iikski kaldjoon;

2) vérdsetele projektsjoonidele vasta v
kaldjooned; ‘

3) pikemale projektsjoonile vastab pikem kaldjoon.

Oletus : a
1) AP | MN
2) PC=PB
3) PD > PB.

Viide :

1) AP<CAB
2) AC =AB
3) AD > AB.

Toestus :
1) Taisnurk- ‘
ses kolmndr- N‘S 5 :
gas APB on
kateet AP vahem kui htipotenuus AB [48, jareldus].

2L S AARC N /\ APB, sest AP == AP 'PC = PB,
o= B (=90, jarjel. on AC = AB.

“3) Et AP 1 MN, siis on Za=90’ ja Ly > 900, sest
ta on kolmnurga APC vilisnurk; et kolmnurgas ADC
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g
Zy > 909 siis on L0900 ja 2y A4 seepirast on
AD > AC [48_] ehk AD > AB.

b) Vastupidised teoreemid: Kui antud punktist antud
sirgjoone peale tommata igasugused sirgjooned, siis -

1) koige liihem nendest on perpendikulaarne an-
tud sirgjoonele ; 7

2) vordsetel kaldjoontel on vordsed projektsjoonid ;
3) pikemal kaldjoonel on pikem projektsjoon.

I-ne téestus: Ei oleks see kdige lihem joon AP mitte
perpendikulaarne MN-le; siis peaks aga, pdripidise teoreemi
pdhjal, see ,mingi teine joon*“ veel lihem olema kui ‘kdige
lithem joon AP, mis ometi v&imata on.

2-ne téestus: Kui AC — AB ja AP . CB siis on
A\ CAB — sarikkolmnurk ja PC = PB [56].

3-as toestus: Kui AD > AB, siis ei v8i olla PD < PB
sest muidu peaks olema AD <_AB; ka ei v5i olla B PR
sest muidu peaks olema AD = AB. Jaab ainuke vOimalus,
et BD >~ g

£

&

us. Punkti kaugust sirgjoonest esitab sellest
punktist sirgjoone peale téinmatud perpendikulaar,

Ceomeetriline koht.

63 Ulesanne. Leida punkt, mis antud punktist A

on antud kaugusel r.
~ Lahendamine. Antud punktist A témbame kiire mis-
tahes sihis ja selle kiire peale asetame antud kauguse
AB =r. Punkt B tiidab antud nduet.  Kiire AB vdime mis-
tahes sihis v&tta. Seepirast mitte ainult punkt B, vaid ka
k&ik punktid, mis leiduvad punktist A kui tsentrist raadiusega
r tdmmatud ringil, tididavad antud nouet, Punktid, mis s&6ri
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sees on, niisama Kka punktia, mis véaljaspool s&dri: on, ei
jaida seda nduet mitte, sest esimeste punktide kaugus tsent-
rist A on vahem kui r, ja vii-
maste -punktide kaugus tsentrist
A on suurem kui r. Siiski on
ka ringi peal olevaid punktisid
B' 16pmata palju ja meie tlesandel
on l8pmata palju lahendusi.
{/lesandel, millel I6pmata palju
lahendusi on, nimetakse wumb-
maidraseks. Kui seesuguse iles-
NS4 ande lahendamisel {ithe punkti ase-
mel saadakse I8pmata palju Ghe
joone peal olevaid punktisid, siis nimetakse seda joont antud
punkti geomeetriliseks kohaks.

Definitsjoon. Antud punkti geomeetriline koht on
joon (ehk mitu joont), mille koigil punktidel on selle
punkti kdest noutav omadus, ilma et vidljaspool seda
joont veel mingi niisugune punkt oleks. Jarjelikult:

1) Antud punktist A antud kaugusel r oleva punkti
geomeetriline koht on ring, mis tommatakse antud
punktist A ja antud kaugusega r.

2-ne nditus. Kahest = D
antud punktist ithekaugel /q\ .
oleva punkti geomeetri- A \
line koht on neid kaht R*\\
punkti i{ihendava joon- i R
16igu keskperpendiku- ] AT AR
laar. o} o 3 /1 B

Téestus: 1) AP = BP, et (B
AR = BR, AN = BN, sest i Sy
et AM = MB ja vdrdsetele b
projektsjoonidele vastavad N
vordsed kaldjooned [62,5]; N9 5
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2) DR+ RB > DB; aga RB ='TRA, jarjelikult DR -+
—+RA >DB; s 0. DA DB

3-as niitus : Nurga poolitaja on nurga harudest
iihekaugel oleva punkti geomeetriline koht.

Toestus: 1) Naitame,
et iga poolitaja peal oley
punkt dhekaugel on nurga
harudest.  Selleks vatame
punkti M ja témbame MD |
1 AB ja ME | CB. Siis
on: MB=—= MB, e 2
(=909, < MBD = _~MBE;
Jéarjel. /A MBD © A MBE ja
seega MD —=ME, 1 B

2) Naitame, et iga nurga D
harudest thekaugel olev NS 6
punkt on nurga poolitaja
peal. Selleks vétame punkti N nii, et NF | AB ja NG | CB,
ja- NF =NG. Siis on: NB =NB, NF=NG, ~/F=_GC
(== 909 ; jarjel. /\ NBF 2 ANBC ja seega .~ NBF — _~ NBC.
See tahendab, et NB on nurga poolitaja. Sellest jargneb aga,
€t iga punkt, - mis viljaspool nurga poolitajat on, mitte iihe-
kaugel ei ole nurga harudest. Jarjelikult on nurga poolitaja
nurga harudest tihekaugel cleva punkti geomeetriline koht.

F

64. Toestada teoreemid : 1) Kongruentsetes kolmnurkades
on homoloogsed kérgused, mediaanid ja nurga-poolitajad isekeskis vordsed.

2) Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui nad iihte siinnivad kahes
kiiljes ja iihes homoloogses kérguses.

3) Kaks sarikkolmnurka on kongruentsed, kui neil alused ja kor-_
gused on vordsed,

4) Sarikkolmnurgas aluse otsapunktidest tdmmatud kérgused on
isekeskis vordsed.

5) Nurga poolitajale perpendikulaarne sirgjoon 16ikab nurga haru-
dest iihepikkused tiikid #ra.

6) Kui kolmnurga sees olevat punkti D iihendada nurga tippudega
A ja B, siis on .~ ADB > _- ACB.
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7) Sarikkolmnurga tipu juures oleva vilisnurga poolitaja on alusele
paralleelne. 5 ¢ 2

8) See sirgjoon, mis sarikkolmnurgas iihendab aluse otsapunktide
projektsjoonisid kiilgede peale, on alusele paralleelne. ;

9) Kui me iihest kolmnurga tipust tdmbame. kdrguse ja nurgapooli-
taja, siis on nende vahel olev nurk pdél o0sa kolmnurga teiste nurkade vahest

10) Kolmnurgas siinnitavad kahe nurga poolitajad niisuguse nurga.
mis 900 v&rra suurem-on kui kolmas nurk. ¥

11) Kui kolmnurgas iihe kiilje. keskkohta tdmmatud mediaan selle
kiilje pool on, siis on see kolmnurk tdisnurkne. :
> 12) Sarikkolmnurga aluse punktist sarikate (tiibade) peale tdmma-
tud perpendikulaaride summa vérdub kiilje peale tdmmatud k3rgusele,

13) Vaordkiilgse kolmnurga sees olevast punktist tema kiilgede
peale tommatud perpendikulaaride summa vdrdub selle kolmnurga
korgusele.

14) Kui teatavat punkti seespool kolmnurka iihendada kolmnurga
tippudega, siis on ikendusjoonte summa vihem kui kolmnurga iimber-
“mdet ja suurem kui tema pooliimbermdetu. ;

15) Kui kahe nurga harud vastastikku perpendikulaarsed on ja ihe
nurga tipp on- viljaspool teise nurga valda, siis siinnitab iihe nurga poo-
litaja teise nurga harudega vordsed nurgad. \

Konstrueerimise iilesanded. Abikujundi metood.

65. Ulesanded, milles ndutakse konstrueerida kolmnurka tema
killgedest ja nurkadest, on alus-tilesanded: - Neid kolmnurga alus-iiles-
andeid on neli: '

1) Konstrueerida koimrurk kahest kiiljest ja nende vahel olevas
’ nurgast [44].

2). y » iihest 4 . ' tema kahest ldhis-

nurgast [45].
3) “ 2 kolmest [51].
4) # - kahest . ja iihele nendest vastasole-

vast nurgas 93]
Lisame neile neljale veel alus-iilesannetena juurde jirgmised, mis ise
kas tdesti alus-iitesanded on, ehk mida me alus-iilesannetena tarvitame :
5) Antud joonldik teise sirgjoone peale asetada [10].
6) Antud punkti®uurde antud sirgjoone peal asetada antud nurk [18].
7) Antud sirgjoonele ldbi antud punkti tdmmata paralleeljoon [32];
8) Antud nurk pooleks jagada [52,].
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9) Antud sirgjoonele tema peal antud punktist tmmata perpendikulaar [52,5].

10) S »  Vvdljaspool teda antud punktist 5 [58,4]-

11) Antud joonlsik pooleks jagada [58,,].

12) Joonlsigule tema otsapunktist témmata perpendikulaar [60,,.].

13) Konstrueerida kolmnurk iihest kiiljest, iihest vastasolevast ja iihest
ldhisnurgast [46].

14) 5 taisnurkne kolmnurk hiipotenuusist ja tihest teravnur-
S _gast [58, ohk 60,).

15) 3 5 0 y ja kateedist [60.,

' ehk 53].

16) » 3 L kateetidest [44].

17) ' % 8 kateedist ja tema lahisnurgast [45].

18) » » 5 " » = Vastasolevast nur-

gast [46].

19) Sarikkolmnurk konstrueerida alusest ja sarikast (tiivast) [51,].

20) i’ % A » aluse ldhisnurgast [47,,].

21) Z s sarikast ja tipunurgast [44].

22) : Y i » aluse lahisnurgast [47,,].

23) 5 3 5 » korguses( [53 ehk 60,,].

On kolmnurgas kiilgede ehk nurkade asemel teised osad antud,
ndit. korgused, mediaanid, nurgapoolitajad jne, siis katsutakse seda iiles-
annet iihe alus-iilesande (1—4) tiliipuse alla mahutada. Selleks otstarbeks
joonestakse silmavaral kolmnurk, millel umbes ndutud kuju on, ja tema
sisse joonestakse k&ik antud osad. Antud osad, mille kaudu kolm-
nurk konstrueerida tuleb, on tarvis kuidagi #ra tihendada. Niiviisi
saame me kujundis mitu kolmnurka ja nende seast peame siis niisuguse
leidma, mida iithe (eelpool ettetoodud) alus-iilesande tiilipuse jirele
voib konstrueerida. Oleme niisuguse kolmnurga leidnud, siis konstruee-
rime tema koigi selle alus-iilesande n&uete jarele, mille alla tema siin-
nib; selle konstrueerimise labi leiame harilikult mingi uue otsitava kolm-
nurga osa, mille kaudu kolmnurka ennast vGidakse konstrueerida. Kon-
strueerimise iilesande lahendamise otsimist nimetakse tema analiiiisiks.

Nditus : Kolmnurk Kkonstrueerida alusest, korgusest ja
kiiljest.

Analiiiis. Olgu ABC silmavaral joonestud kolmnurk, mille sees ka k&r-
gus BD ndha on. Antud osad, kiiljed BC ja AC, kdrgus BD ja tdisnurgad
BDC ja BDA, on ira mirgitud. Kui me niiid ksik ettetulevad kolm-
nurgad ABD, BDC ja ABC labi vaatame, siis ndeme, et ainult kolm-
nurka BDC-d on vgimalik antud osadest konstrueerida® nimelt kahest
kiiljest (BC ja BD) ja nendest suuremale vastasolevast nurgast (BDC)
[65,4 ehk 65,;]. On ABDC konstrueeritud, siis on sellega ka otsitava
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kolmnurga ABC nurk C leitud ja me v3ime siis otsitavat A\ ABC-d kon~
strucerida kahest kiiljest BC ja AC ja nende vahel olevast nurgast
BCA [65,].

Andmed: a, b, h,. - t Analiiiis.
l " s ‘ B

4 i
g s

‘NI 7a !

!

=

T

Konstrueerimine : Konstruee- D
rime enne A BDC § 53-da ji-
“rele, siis pikendame kiilge CD-d, N,9 7b.

asetame tema peale CA=:b ja
tthendame A-d B-ga.

-

———
- Kui konstrueerimine tdide on saadetud, siis on tarvis dra ndidata.
et konstrueeritud kuju iilesande tingimusi tdidab, s. o. et iga antud suu-

us  Gigel kohal on. Niisugust #randitamist nimetakse toestuseks.
Toestus on analiilisi vastupidine protsess.

-

66, Liheduse pdrast tarvitame edaspidi jargmisi tdhendusi :

a tdhendab nurga A ehk @ vastasolevat kolmnurga kiilge,
bodong S B A BT » e 3
e o S ey T H % 3
SN tipust A kiilje a peale alla tdmmatud k&rgust (h — hauteur =
=='Hohe),
hb " " B » b » » » "
hc » » B LR PN R ” » »
Mgas tipust A kiilje a keskkohani témmatud mediaani,
mb » » B » b » » »
W&y PENscd ST » » "
Vg . A kuni kiiljeni a tdmmatud nurga A ehk e poolitajat,
X6 LA - i ST R AT »
b e kAt X Snoe . LAV < Ay »
B kiilje b projektsjooni kiilje a peale, ‘l Seepérast on:
Qi ¥ 3 P TR § pt+a=a
Talsnurkses kolmnurgas on a — hiiotenuus, b ja ¢ on kpateedid.
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Sarikkolmnurgas on a — alus ja b on sarmas (tiib), @ on txpunwk
ja B on aluse lihisnurk.

Ulesanded: Konstrueerida tiisnurkne kolmnurk, kui on antud:
1) b, p; 2) hav ﬂ; 3) ha' q.

Konstrueerida vordkiilgne kolmnurk, kui on antud: 4) a; 5) h.

Konstrueerida sarikkolmnurk, kui on antud: 6) a, a; 7) 3, hy.

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud: 8) a, b, h.; 9) b, B, hy;
10) a, b, m, 11) b, a, vq; 12) h,, . 8; 13) b, @, m; 14) h,, m,, 3;
15) ', "hom s 16) 08, v i 17) b, h, vg; 18) b, a,°q; 19) p, g,
a+8; 20) ha. vgr B; 21) ¢, h, m_; 22) b, hy, m,; 23) hy, my, @
24) a, hy, Vs 25) h,, v4 a;' 26) b, hy, pj 27) h, m, q.

6%. Keerulisemad iilesanded. Mitte igakord ei saa me otsekohe
niisugust kolmnurka, mida iihe alustiiiipuse (1—4) jarele konstrueerida vGiks.
Sagedasti peame antud osad otsitavatega siindsal kombel iihendama, kas
mdnda paralleeljoont tdmmates ehk mitteiihendatud tippusid iihendades
jne. Kui kolmnurkade antud osade seas joonldikude, kiilgede, kdrguste
jne summad ja vahed ette tulevad, siis peab neid esialgse kujundi sisse
nii mahutatama, et me kergesti konstrueeritava kolmnurga saame, kui
me nende otsapunktid kujundi tippudega iihendame.

Nditus : kolmnurk konstrueerida, kui antud on a-tb,y B

Andmed : Analiiiis. Olgu
ABCotsitav kolm-

x4 . nurk, milles jay
teada on. Et ka

a-+ b sisse joo-

nestada, piken-

// dame AC-d CB=—

ﬁ;\ == a .worra. < sils
———h on AD =AC +
4+ GB=b+4a =—

=a - b. Siis ei

; saa me aga veel
mitte kolmnurka,

N'S 8 A 5 mida konstruee-

rida vdiks, kiglt

agafsiis A ABD, kui me D ja B iihendame [65,53], sest temas on teada
AD=a+4b, L A=180"— (B+7y) ja .,4 D-.__._;_,, g ._._; y seeparast,
et A\ BCD on sarikkolmnurk (CD:CB)}]:Z ACB=—y on tipu juures

i
olev vilisnurk. Kui A\ ABD on konstrueeritud, siis on ka kerge kon-

¥
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strucerida A BCD, milles alus BD leitud ja £ CBD = £ CDB =% v
teada on. Sellega on siis ka punkt C leitud ja /\ ABC konstrueeritud.

NISb

Ulesanded ; Konstrueerida kolmnurk, kus antud on: 1) a<b, ¢
8(w); 2) a+b, c,v; 3)ya+tb h, B4 a—beg B; S)a—b, h,, 3.

Tiaisnurkne kolmnurk konstrueerida, kui on antud: 6) a4 b, ¢;
7)a b+c; 8 a+b, y; 9 b—e a; 10) b—c, B; 11)a—b, c:
12) a—b, 8. = ;

Sarikkolmnurk konstrueerida, kui on antud: 13) a-4-b, «;
14) a—b, B. '

Vordkillgne kolmnurk konstrueerida, kui on antud: 15) a4h;.
]6) a — h. -

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud: 17) a—b, ¢, 7; 18)a—b,
@ 8; 19 a4b+4c, § y; 20)atb, h, 8 21) a-+b—c, B 7
22) a4-c—b, h, B

Taisnurkne kolmnurk konstrueerida, kui on antud: 23) a4 b+-c,
3;24)c+b—a y;22%)at+b—c, 7i26)p—0q 7; 27) b+c, B—1.

Kui kolmnurgas kdrguse aluspunktist alates q asetada p peale, siis
siinnib kolmnurk, mille kiilgedeks on b, ¢ ja p—aq ja nurkadeks 7,
1800 — 3 ja B—7.

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud: 28) p—gq, b, ¢; 29) p—q,
¢, B;30) b, c, B—7y;3)b,p—q, f—7; 32 ath, ¢ 3;33)p—h,,
a, y; 3)p,q b—h,; 35 b4p+h,c v 36)b+h, p—a ¥

/
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lll-as peatiikk: Nelinurgad.

68. Uhest tipust valjaminevad diagonaalid jaotavad
paljunurga nii mitmeks kolmnurgaks, mitu kiilge on
paljunurgal ilma 2-ta: (n — 2).

Vétame selle tipu A,
millest diagonaalid vilja 13-
hevad, ka&igi kolmnurkade ti-
puks, siis on sellest tipust
véljaminevad diagonaalid ja
2 kiilge AB ja AG kolm-
nurkade kiiljed ja kolmnur-
kade alusteks. vdivad olla-
ainult dlejadnud (n — 2) kal-
jed ja iga killg on isedralise
kolmnurga alus. Sellega on
‘kolmnurkade arv 2-e vérra (2-e arvul) vahem kui kiilgede arv.

69. Teoreem. Paljunurga sisenurkade summa teeb
vilja nii mitu sirget nurka (180°), mitu kiilge palju-
nurgal on ilma 2-ta: (n — 2).180°.

I-ne toestus: Uhest tipust valjaminevad diagonaalid
jaotavad paljunurga nii mitmeks kolmnurgaks, mitu kiilge
paljunurgal on ilma 2-ta (n—2) ja iga kolmnurga sise-
nurkade summa on sirgenurk [41]. Et nende kolmnurkade
sisenurkade summa ghtlasi ka paljunurga sisenurkade
summa on, siis on paljunurkade sisenurkade summa nii
mitu sirget nurka, mitu kiilge paljunurgal on ilma 2-ta, s..o.
(n—2).180%=n. 1809 — 360°,

84



2-ne toestus: Vdtame paljunurga sees mingi punkti O

ja iihendame selle tippudega.

N100

Et kelmnurga nurkade summa
on sirgenurk, siis on kaigi

kelmnurkade nurkade summa

nii mitu sirget nurka, mitu
killge on paljunurgal. Sel-
lest summast peame ara votma
tthise tipu O umber olevate
nurkade summa, s. o. tais-
péérde ehk 2 sirgetnurka =
SLH 3600 Siis  jaab jarele
paljunurga sisenurkade summa,

mis on n.180° — 360%=180°.(n — 2).

V 70. Teoreem. Paljunurga vilisnurkade summa on

tdispdore (360°).
I-ne toestus: Vaa-
tame paljunurga piirde
peale kui kinnise mur-
tud joone peale ja joon-
16ikude — paljunurga
kilgede — peale kui
punkti liikumise jalgede
peale. Hakaku punkt
liikuma mitte tipust,
vaid mingist kilje, nait.
FA, peal olevast punk-
tist M. Esiti liigub
punkt M AA’ sihis.
Tippu A-sse jdudes
peab punkt oma liiku-

ol

: N.lm./;

mise sihti jarsku muutma AA’ pealt ABB’ peale; niiviisi pdd-
rab litkumise siht ennast -paljunurga valisnurga A’AB vdrra.

Kui punkt jouab B-sse, siis po6rab tema liikumise siht
ennast jalle paljunurga vilisnurga B'BC v&rra jne. Kui
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punkt jéuab F-sse, siis muudab ta oma [iikumise sihti FF’
pealt FAA’ peale, ta p66rab ennast viimase valisnurga F'FA
vorra. Sellega on liikumise siht ennast pédranud esialgse
sihiga vorreldes kdigi paljunurga vélisnurkade summa vérra

ja thtlasi tuli ta
oma esialgse sihi
juurde tagasi, see

A - F
/e
N.102 a.

ja nende pikendustele :

téhenciab, ta tegi
taispoorde. Jarje-
" likult on palju-
nurgas koigi va-
lisnurkade summa
tédispéore ehk
360°,
2-ne todestus:
Mingist punktist
O témbame pa-
ralleeljooned pal-
junurga kiilgedele

OK || AA’
OL || BB/, jarjelikult: 1= _~q,
OM || CC/, 2 L2=_8,
ON || DD, . W T
OP || EE, v A N
OR || FF/, : o 4
OK || AA/, T

.
Ll 224 23+ L4+ L5+ 26= o+ 28+
+ Ly L0+ Le+ 29 = 360°

3-as toestus: Iga sisemine nurk ihes oma kérvunur-
gaga, s. o. sellesama tipu juures oleva valisnurgaga, kokku
sinnitab sirge nurga 180% Kui paljunurgal on n kiilge {tippu
ehk nurka)* siis on niisuguseid k&rvunurki olemas n paari ja
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nende summa on 180°.n. Kui sellest summast sisenur-
kade summa 180°.(n—2) &ra v3tta, siis jaab valisnur-

- N102%b.

kade summa jarele, mille suurus on jarjelikult :
1809 . n — (180° . n — 360%) = 1800 — 180°. n - 360° = 360°.

Parallelogrammid.

v %1. Definitsjoon. Parallelogramm on nelinurk,
mille vastaskiiljed on paralleelsed, nait. ABCD.
Parallelogrammi
nurkade omadu- 8 &
sed. 1ite oma- ;
dus : Parallelo-
- grammi vastasnur-
gad on vordsed, i
sest nende harud A D

i O g N 103
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2-ne omadus: Parallelogrammis on iihe kiilje lahis-
nurkade summa sirgenurk, sest need nurgad on paral-
leeljoonte rindnurgad.
3-as omadus: Kui pa- B G
rallelogrammis iiks nurk on
taisnurk; siis on3kéik nur-
gad taisnurgad. b
Oletus: AB| CD, BC||aD A D
ja ZA=d% (90°). N.104,
Vaide: B2 Ce ’Dlugd
TOestus: B =" rDeDd el K —0d g oSt
; LB=_D=1,
O end U g a0 1d.
Vo Teoreem.
C Diagonaal jagab pa-
rallelogrammi  ka-
heks kongruentseks
koimnurgaks.
Oletus: ABIICD,
BC || AD.
N5 Viide: AABD>
; %0 /\'BCD.
Toestus: BD=BD, Lfa= % L0=_8
/\ABD ® A BCD [k. k. IL t.].

v 3. Parallelogrammi kiilgede omadus: Teoreem.
Parallelogrammi vastaskiiljed on isekeskis virdsed.
Toestus: Toémbame diagonaali BD, siis on ABD >
9 £ BCD [72] ja jarjelikult ka AB=CD ja AD =% BC.
Seda teoreemi loetakse teisiti veel nii: Paralleeljoonte
vahelised paralleeljoonte 10igud on isekeskis vordsed.

Jareldus: Paralleeljooned on iiksteisest igal kohal
ithekaugel.

®) d tahendab tiisnurka; prantsuskeeles on droif — dige.
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Miarkus: Uht parallelogrammi kiilge v3ib aluseks vatta;
siis on parallelogrammi kdrguseks mingist vastaskiilje punktist
aluse ehk tema pikenduse peale tdmmatud perpendikulaar.

vV 74, Paraile-

BR % C logrammi diago-

o s SR s naalide omadus.

e R / Teoreem : Paral-

T lelogrammi  dia-

L\/Dt gonaalid poolita-

A 2 vad teineteist vas-
N1OB. tastikku.

Oletus: AB | CD, BC || AD.

Viide': ‘AE==EC, BE=—ED.

Toestus: AD = BC, kui parall-mi vastaskiljed,
~ EAD == _ZECB, kui paralleeljoonte pdiknurgad,
L EDA = AEBC i :; :

\AEDOOACEB |k. k. n )

AE__EC DE__EB

75. Teoreem.
Parallelogrammil on
kahekordne tsen-
traalne siimmeetria;
diagonaalide 10ike-
punkt on tema siim-
meetria tsenter ja
tema piirde (vastas- S
killgede) ja diago- \
naalide 16ikepunktist N. 107
labimineva sirgjoone
I6ikepunktid on siimmeetrilised punktid.

Toestus: Posrame || ABED 180° vorra mber C, siis:
jaheb CA moéadda CE-d ja A langeb E peale, sest o B o O
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CE laheb mééda CA-d ja E langeb A peale, sest CE = CA,
CRB 5 CD=d g B Dy ALt gD
(62385 . O L A i i st s G =GR
AB langeb ED peale, BE langeb DA peale, ED langeb AB
peale ja DA langeb BE peale, sest kahe punkti 1abi on v&i-
malik ainult Ght sirgjoont tdmmata; CF laheb mésda CG-d
ja CG laheb mosda CF-i — kui koike kujundit 180° vérra
umber C poérata — ja F langeb G-ga ja G langeb F-ga
ihte, sest kaks sirgjoont vdivad 18ikuda ainult Gihes punktis.

76. 1-ne vastupidine teoreem. Kui nelinurgas iiks
paar vastaskiilgi on
isekeskis paralleel-
sed ja vordsed, siis
on Ka teine paar ise-
keskis paralleelsed ja
vordsed, s. t. miisu-
gune nelinurk on
parallelogramm.

Oletus: BC || DA,
BC = 'DA:

Viide: CD || AB, CD — AB.
Toestus: BC = DA, oletuse jirgi;
BD = BD, tdmmatud diagonaal on iihine kiilg;
£ B =y, paralieeljoonte psiknurgad.
/\BCD % ADAB [k k. 1. t)
CD=AB, ~9=_~a
_CD || AB, s. t.ABCD on par-mm.

v 79. 2-ne vastupidine teoreem: Kui nelinurgas
vastaskiiljed on paarikaupa isekeskis vordsed, siis on
nad ka paralleelsed, s. t. niisugune nelinurk on paral-
lelogramm.

Oletus: BC =DA, CD = AB.
Viide: BC || DA, CD|| AB. .
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Téestus: BC = DA, CD=AB, BD =BD

A BCD >® A DAB [k k. I t.]

N.103.

|/ 78. 3 as vastupidine teoreem. Nelinurk, mille dia-
gonaalid teineteist poolitavad, on parallelogramm.

A
N110.
Oletus: AE — EC, BE =FD.
Viide: AD| BC. AB] CD.

Toestus : AE=EC AE=EC
ED—EB BE — ED
L1=_.3 L2= 4
A AED % A\ BEC A AEB % A CED
Lo=LY Zh=izp
AD || BC ABJ|CD s.t. ABCD

on parallelogramm.

91



Isesugused parallelogrammid.

v9, Taisnelinurk on parallelogramm, millel koik
nurgad on tiisnurgad.

B {3 Teoreem. Tiisneli-
nurga diagonaalid on
isekeskis vordsed.

fas iy Oletus: 4A'=4B=
‘ = _~C=_~D =900,
A R D Viide: AC =BD.

Nll 1. Toestus: DA = AD,

D= AR, oD ulcay

E (=909 ; jarjelikult [k. k.
8 Y C I t. jarele] /\ ACD o
X A BDA; jarjelikult:

b AC = BD.

S e e

80. Teoreem.
A D Taisnelinurga  vastas-

- F kiligede keskkohtadest
labiminev sirgjoon on
I\I '1 ]? : _ taisnelinurga siimmeet-

ria telg.
Toestus: BE = AF, BE || AF, kui ‘parall-mi vastas-
S e R e kilged= pooled;

AB=EF, AB||EF [76]
AB_L AD, AB | BC

EF 12 AD, E‘:‘ 1 -BE,
Kui me niitd ABCD EF mésda kahekorra murrame,
siis laheb EC mésda EB- d, sest .2 CEF = _ZBEF ja C lan-
geb B peale, sest EC = EB;
A ‘| FD . FA-d =, v DR s o CARE  jaDidan-
geb A peale, sest FD = FA.
CD katab BA-d, sest nende otsapunktid langesid {hte.

0y



Jareldus: Taisnelinurgal on 2 siimmeetria telge;

need teljed poolitavad teineteist.

81. Teoreem.

Tﬁisnelinurga diagonaal ja siim-
meetria telg poolitavad teineteist.

Toestus: EC=FA, Jy=_La, Le=_9,

AEOC ® AFOA [k k. IIL t.] jarele

EO = OF, OC = OA.

N.115.

v 82, Romb on pa-
rallelograinm, mille Kiil-
jed on koik isekeskis
vordsed.

Teoreem: Rombi
diagonaalid on vastas-
tikku perpendikulaar-
sed ja poolitavad rombi
nurki.

Oletus: AB=BC=
= CD == DA;

Viide: CA | BD, £ BCE=_DCE.
Toestus: Et BE=—=ED [74], siis on sarikkolmnurgas

BCD [56] CE_| BD
ehk CA | BD
ja- £ BCE= _£DCE.
Jareldus: Rombi
diagonaalid on rombi
siimmeetria teljed.
Vastupidine teo-
reem: erpendiku-
laarsete diagonaali-
dega parallelogramm
on romb.
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-Toestus: A\ BCE == ADCE [k. k. I t.] Jarele, sest
BE=ED, CE=CE ja BEC=_ DEC (—90%; jarjel.

AD—BC=CD=AB.

C

N.114b.

N.115.

V 83. Ruut on paralle-
logramm (nelinurk), mille
nurgad on koik tdisnurgad
ja mille kiiljed on isekeskis
vordsed. S.t. ruut on Ght-
lasi taisnelinurk ja romb, ja
seepdrast on temal k&ik tiis-
nelinurga ja rombi omadused:

1) ruudu diagonaalid
on isekeskis vordsed, on
vastastikku = perpendiku-
laarsed ja poolitavad
ruudu nurki;

2) vastaskiilgede kesk-
kohtadest labiminevad
sirgjooned ja diagonaalid
on ruudu siimmeetrig
teljed.

3) ruudu 4 siimmeet-
ria telge jooksevad kokku
ithes punktis, mis on ruu-
dule 4-ja kordse siim-
meetria tsentriks.

Tdepoolest, kui ruutu
simmeetria tsentri Umber
podrata 900 vorra, siis lan-
geb ta iseenesega ihte.

Ulesanne.  Toestada

teoreem: Kui ruudu tippudest alates iga kiilje peale @ihes ja
sellessamas sihis asetada vdrdsed 15igud ja saadud punktid

tthendada, siis stinnib uus ruut.
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Trapeets.

U 84. Teoreem. Kolmnurgas on kahe Kiilje kesk-
kohtl iithendav joonldik pool osa kolmandast kiiljest ja
paralleelne temale.

Oletus: AD =DB, CE=EB.
Viide: DE= :AC
DE || AC.

Toestus: Asetame DE pi-
kenduse peale EF =DE; {hen-
dame F B-ga ja C-ga, ja D C-ga. A
£t BE — EC ja DE — EF, siis N.116. -
on CFBD par-mm (78]. See tahen- ; _
dab: FC || BD, FC=BD. Et DA on BD pikendus, siis on ka:
FC || DA ja FC = DA. Jarjel. [76] DF || AC ja DF = AC;

Aga DE—.CE; siis on: DE|| AC ja DB s o A

Usesanne : Tdestada see teo-
reem tarvitades joon. Ne 117.

y 85. Definitsjoon. Trapeets
on nelinurk, mille kaks vastas-
kiilge on paralleelsed ja mille
teised kaks kiilge paralleelsed
G C ei ole./ Paralleelsed kiljed on

N1 17 trapeetsi alused; trapeetsi kor-

: guseks nimetakse aluste kaugust

teineteisest. Trapeetsi keskjoon

on see joonldik, mis mitte paralleelsete joonte keskkohti
tthendab. '

Teoreem. Trapeetsi keskjoon on alustele paral-
leelne ja on aluste poolsumma.
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Oletus: AF || BD, AC=CB, DE = EF.
Vidide: EC||AF |BD;

CE — AF+BD 5 0

* Toestus: Toémbame
B ja E labi sirgjoone,
kuni ta AF pikendust K-s
I15ikab ja vaatleme kolm- A 129
nurki BED ja FEK.

DE = EF, 4(1:4,8, N.]]B
D =2k - jarelikolt
en A BED ® AKEF [k. k.IL t]; sellega on: BE —EK ja
Bbi=EK.:

Niiviisi on /\-gas ABK punkt E kiilje BK keskkoht ja
AK = AF +FK = AF 4 BD. Et /A-gas ABK on AC==CB
ja BE=EK, siis on [84 jargi] CE[|AK ja CE=_lAK,

ehk CE || AF || BD ja CE =i‘°_;}_32_

£y
mm

86. Kui trapeetsi mitte-
paralleelsed kiiljed v&rdsed
on, siis nimv.etakse,~ seda tra-
peetsi sarik-trapeetsiks.

Teoreem. Sariktrapeet-
sis on 1) aluse ldhisnurgad
ja 2) diagonaalid isekeskis
vordsed ja 3) aluste kesk-
kohtadest ldbiminev sirg-
joon ou selle trapeetsi
siimmeetria telg.

Oletus: BC||AD, AB=CD; AP = PD, BO=0C.

Viide: 1) ~BAP=_<CDP ja .~ABO=_DCO;
2) AC —=BDj
3) OP on trapeetsi ABCD siimmeetria telg.




Toestus: 1) Témbame kérgused BF ja CE. Siis on:
. AABF o ADCE 'fk. k. IV. t], sest AB=CD, BF=CE,
: _ BFA — < CED.
' BAF = /CDE ja ~ ABF = £ DCE; | e

- FBO= _ECO, | kui tiisnurgad ;

_BAP— _CDP ja ABO = . DCO.
2) AADC ADAB [k. k. L t], sest AD=AD, DC =AB ja
e ~ ADC = £ DAB, nagu tdestud;

2} OP on taisnelinurga FBCE [80] simmeetria telg, AAECD
o AFBA ja kujundi kahekorra murdmisel OP-d modda kata-
vad OCDP ja OBAP teineteist.

Markus: Kui nelinurgas itks paar vastaskilgi pa{ral—
leelsed on ja teine paar isekeskis v@rdsed, siis on see neli-
nurk kas parallelogramm voi sarik-trapeets.

v 87. Teoreem. Kui nurga iihe haru peale asetada
vordsed joon- : :
l6igud ja labi
jaotuspunktide
tommata paral-
leeljooned, siis o U

asenevad  Kka N
FN

teise haru peale
H |

joonldigud, mis :
isekeskis vord- N 19 D
sed on. g

Oletus: AB= BC = CD = DE =EF,
BG || CH || DI || EK || FL.

Viide: AG=GH=HI=IK =KL.

Toestus: Labi jaotuspunktide B, C, D, E tdmbame AL-le
paralleeljooned ; siis on:
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it o Sies TR R En & e 2 0n kTl Wastavad
nurgad ;

L2 = L4 = 6 = 28 = 10,
AB = BC = CD = 'DE = EF, oletuse jarele.
/\ABG % /ABCM % /\CDN cc ADEO © AEFP (k. k. II. t]
AG e BM e UGN s D O D

I l I l

GH HI IK KL
Al ta—s G H = H o s ek Revw o TR

Jéreldus: [84 ja 85 vastup. teor.]: Sirgjoon, mis kolm-
nurgas ehk ftrapeetsis iihe Kkiilje keskkohast libi liheb
alusele paralleelselt, jagab teise kiilje pooleks,

Ulesanne. Antud joonldik jagada n vérdsesse jakku.
Konstrueerimine. Et AB-d n vordsesse jakku jagada, on
tarvis ainult Ghest otsast A tOmmata sirgjoon, mis AB-ga
mingi nurga siinnitab, selle sirgjoone peale asetada n missu-
gust tahes vordset jagu, viimast jaotuspunkti thendada teise
otsapunktiga B ja saadud iihen-
dusjoonele paralleeljooned tom-
mata 14abi teiste jaotuspunktide.

N.121a. - N.A21b.

Ehk: T8mbame kummégist»otsast sirgjooned, mis AB-ga
mistahes vérdsed pdiknurgad siinnitavad ; nende peale asetame,
otsadest alates, n mistahes v&rdset jagu. Sirgjooned, mis vasta-
vaid jaotuspunktisid thendavad, jagavad AB n vérdsesse jakku.

98



88. Toestada teoreemid: 1) Kongruentsed paljunur-
gad jaotakse vastavate diagonaalide labi vastavalt kongruent-
seteks kolmnurkadeks.

2) Kaks parallelogrammi on kongruentsed, kui iihe pa-
rallelogrammi diagonaalid ja ks kilg vorduvad vastavalt teise
parallelogrammi diagonaalidele ja tihele kiiljele.

3) Kaks parallelogrammi on kongruentsed, kui the pa-
rallelogrammi nurk, killg ja selle killje peale témmatud kor-
gus vorduvad teise par-grammi vastavatele elementidele.

4) Kaks trapeetsi on kongruentsed, kui iihe trapéetsi kdik
4 killge vérduvad vastavalt teise trapeetsi 4-le kiiljele. [Tar-
vis iihest tipust kiiljele paralleeljoon témmata].

5) Kaks nelinurka on kongruentsed, kui neil on vasta-
valt - vérdsed kiljed ja iks vdrdne ja homoloogne (sama-
paikne) nurk. .

6) Taisnelinurga (rombi) kilgede keskkohad on rombi
(taisnelinurga) tipud.

7) Nelinurga kiilgede keskkohad on niisuguse parallelo-
grammi tipud, mille kiiljed on nelinurga diagonaalidele paral-
leelsed ja vorduvad vastavalt nende pooltele. 3

8) Joonldigud, mis nelinurga vastaskiilgede keskkohti tihen-
davad, poolitavad teineteist. o

9, Kui rombis vastasnurkade tippudest saadik iga kilje
peale asetada vérdsed 16igud, siis on saadud punktid taisneli-
nurga tipud. : , '

10) Nende perpendikulaaride summa, mls sarikkolmnur-
gas mingist aluse punkrist killgede peale on tdmmatud, vor-
dub kiilje peale tdmmatud kdrgusele.

11) Mingist vordkilgse kolmnurga sisemisest punktist
tema kiilgede peale témmatud perpendikulaaride summa vor-
dub selle kolmnurga kdrgusele.

12) Taisnelinurga nurkade poolitajad siinnitavad ruudu;
par-grammi nurkade poolitajad stinnitavad tdisnelinurga.
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89, Ulesanded. Et nelinurki ehk paljunurki kon-
strueerida, jaotakse nad ‘diagonaalide ehk teiste abijoonte
kolmnurkadeks, mis siis konstrueerida tulevad. Nait.
parallelogramm jaotakse diagonaali abil 2-ks kongruentseks

3 d
\_{\ \
LESOR
ﬁ

kolmnurgaks; trapeets jaotakse
kiljele paralleelse sirgjoone abil,
mis {hest tipust vélja laheb,
kolmnurgaks ja parallelogrammiks.
Allpool ettetoodud n#itustes tdhen-
dame lihiduse otstarbel nelinurga
elemendid nii &ra, nagu kdrval-

A

u e seisev kujund niitab. Peale selle
N 122 on par-grammis h, ja h, kﬁlgedé
' -a ja b peale témmatud kérgused.

Trapeetsis on a ja ¢ — alused, m — keskjoon.

Konstrueerida ruut, kui on antud: 1).a; 2) e.
s _ taisnelinurk, kui on antud: 3) a, e; 4) e, s;
) g e,
< . romb, kui on antud: 6) a, e; 7) e, 13 8) a, h;
: 9)ie, i :

¥ parallelogramm, kui on antud: 10) e, f, &

100

11)'a, b, h;: 12) b, f, h; 13)a, h, h;-14)e,
SRS R e Shot i) e e R g B, 8

. trapeets, kui on antud: 18) a, b, y, d; 19) a,
CReRT D0Ncal bt DI h s b 20 a;
o, kel e23) o e b ade 08y 8 bovc g 25)s bt h,
et 26)@, ', e, f; 21)i4, h, 0,85 28)t, d, ¢, a

i nelinurk, kui on antud: 2'9) ay bt e,
30) by e, 8, feag Bl )b, 9y 0.



IV-jas peatiikk. Korrapdrased paljunurgad.

Y 9Q. Definitsjoon. Paljunurk on korraparane, kui
temal on n-kordne tsentraalne siimmeetria, kus n on
kilgede arv. Stummeetria tsentit nim. paljunurga tsentriks
Nait. v8rdkiillgne kolmnurk on korraparane kolmnurk, ruut on
korrapirane nelinurk.

Teoreem. Korrapdrases paljunurgas on:
I. koik kiiljed ithepikkused;
Il. koik nurgad isekeskis vordsed (iihesuurused);
Ill. koik tipud tsentrist {ihekaugel;
IV. koik killjed tsentrist iihekaugel.

A
B M-
C
g H
S 5
E

D F
N.124.

Tdestus: Olgu antud paljunurgal n kilge, sellega ka n
nurka ja n tippu.

Kui me teda pdédérame tsentri Gmber :T-diku faispéérde
vérra, siis langeb tema, definitsjooni jarele, iseendaga {hte.
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Selle juures langeb iihte iga kiilg, iga nurk, iga tlpp iga
kiilje peale tdmmatud perpendikulaar teise jérjekorraé oleva
kiljega, nurgaga, tipuga, kilje peale témmatud perpendiku-
laariga. Uhe taispsorde jooksul, kuna paljunurk oma esi-
messe seisandisse tagasi tuleb, siinnib see {ihtelangemine n
korda. Niiviisi langeb siis iihte iga. killg iga teise kiiljega,
iga nurk iga teise nurgaga, iga tipp iga teise tipuga, iga
killje peale tdmmatud perpendikulaar iga teise kiilje peale
tommatud perpendikulaariga. Jarjelikult on korrapirases palju-
nurgas: 1. kdik kiljed ithepikkused, II. kdik nurgad isekeskis
vordsed (ihesuurused), [II. k3ik tipud tsentrist {ihekaugel ja
IV. koik kiiljed tsentrist tihekaugel. -

Paljunurga kiilje kaugust tsentrist nim. tema apoteemiks.

91. Teoreem. Korrapérases paljunurgas laheb iga
: b) Kkiilje keskperpendiku-
laar
I. paljunurga tsentrist Jabi, II. on paljunurga siimmeet-
ria telg ja IIl. laheb veel
ithe kiilje keskkohast libi,
sellele - kiiljele perpendi-

. kulaarselt,
kui paljunurgal on paarisarv kiilgi, ja liheb
iihe Kkiilje keskkohast labi,
sellele Kkiiljele perpendi-
kulaarselt,
kui paljunurgal on liigarv kiilgi. [Joonestus Ne 123 ja Ne124].

v Toestus. a) I. Kui thendada kéik paljunurga tipud
tsentriga, siis stinnib n kongruentset sarikkolmnurka, sest palju-
nurga k&ik kiljed on Ghepikkused ja tipud on tsentrist iihe-
kaugel. Jarjelikult on: ZOBA =_Z0AB = OAl — _~OIA —
= L OIH=... jne. See tihendab, et paljunurga nurkade
poolitajad lahevad tsentrist 14bi.

b) I. Kui niid paljunurga killgede keskkohtadest per-
pendikulaarid {iles tdmmata, siis 1&hevad need perpendikulaa-

a) nurgapoolitaja |

iihest nurgatipust 1ldbi,
seda nurka poolitades,

iihe nurga tipust Iabi,
seda nurka poolitades,
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/
rid tsentrist 1abi, "sest sarikkolmnurga aluse keskkohast tles-
tsmmatud perpendikulaar laheb tipust labi.

a) II. Murrame paljunurga nurgapoolitaja AE-d mddda
kahekorra, siis laheb Al mdéda AB-d, sest L~ EAl = ~EAB;
I langeb B peale, sest et Al = AB, Edasi: IH laheb BC-d
Skada eest. et Ll=Bi B langeb. C peale, sest et
IH — BC jne. kuni viimaks F langeb D 'pe_ale.

. Et D ja F simmeetrilised on AE kohta, siis on
AE | DF-le ja AE jagab DF pooleks.

On. paljunurgal paarisarv kiillgi ja sellega ka paarisarv
tippusid, siis on peale D ja F veel iiks tipp olemas, mis D
ja F-ga sarikkolmnurga siinnitavad ja mille aluseks on joon-
16ik DF ja tipuks E. Et nttd simmeetria telg DF keskko-
hast perpendikulaarselt 14bi laheb, siis ldheb ta ka sarikkolm-
nurga tipust E 14bi ja jagab tipu ju'ures oleva nurga pooleks [56.5]-

On paljunurgal liigarv kiilgi ja tippusid, siis on D:ja.F-
tema viimased tipud ja DF tema viimane kiilg, ja simmeetria
telg laheb tema keskkohast perpendikulaarselt labi.

b) 1I. Murrame niiid paljunurga kiilje keskperpendiku-
laari MP-d mésda kahekorra, siis laheb. MI modda MA-d,
sest .~ PMI= _~PMA (=909, I langeb A peale, sest
MI= MA. IH laheb AB-d mooda, sest A Sl O R B
langeb B peale, sest et IH — AB jne., kuni viimaks E lan-
geb D peale, kul paljunurgal paarisarv killgi ja tippusid on
[Ne 123], ehk F langeb S peale [Ne 124], kui paljunurgal
liigarv kilgi ja tippusid on. 3

1ll. Et E ja D ihes paljunurgas, F ja S teises palju-
nurgas siimmeetrilised on MP kohta, siis on MP perpendi-
kulaarne ED-le, ehk FS-le ja laheb 'tema keskkosast 1abi.

On paljunurgal paarisarv kiilgi ja tippusid, siis on E ja
D viimased tipud ja DE on viimane kiilg, mis paari siinnitad
killje Al-ga. Niiviisi, kui paljunurgal paarisarv kiilgi on, siis
on kiilje Al keskperpendikulaar MP paljunurga stimmeetria
telg ja ta laheb veel the kiilje ED keskkohast labi perpendi-
kulaarselt selle kiljele.
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On paljunurgal liigarv kilgi ja tippusid, siis on peale F
ja S veel ks tipp D olemas, millel paari ei ole ja mis F ja
S-ga sarikkolmnurga FDS siinnitavad. Selle sarikkolmnurga
aluseks on joonldik FS ja tipuks D. Et MP perpendikulaarne
on FS-le: ja tema keskohast libi laheb, siis laheb ta ka
tipust D 1labi ja jagab tipu juures oleva nurga D pooleks.
Niiviisi, kui paljunur‘gal‘ liigarv kiilgi on, siis on kilje Al
keskperpendikulaar MP paljunurga simmeetria telg, ta ldheb
Ghest nurgatipust 1abi ja poolitab selle nurga.

Jareldus: Korrapirasel paljunurgal on nii mitu
siimmeetria telge, mitmekordne on tema tsentraalane
siimmeetria, ;

Kui paljunurgal n kilge ja sellega ka n-kordne tsen-
traalne ‘simmeetria on, siis on tal n kiilje-keskperpendikulaari
ja n nurgapoolitajat.

On n paarisarv, siis on iga kﬁlje-k‘eskperpendikulaar ka
veel tihe teise kiilje keskperpendikulaar ja iga nurgapoolitaja
on veel ihe teise nurga poolitaja; sellega on niisugusel kor-
rapédrasel paijunurgal ;——{—%:n simmeetria telge.

On n liigarv, siis on iga killje-keskperpendikulaar ka iiht-
lasi Ghe nurga poolitaja ja sellega on niisugusel korrapéarasel
paljunurgal n stimmeetria telge.
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V-es peatiikk. So60r ja ring.

92. Ringist on meil juba jargmist teada:
1) Ring on kinnine kdver joon, mille punktid on k&ik ihe-
kaugel iihest antud punktist [15, ehk 63,], :
2). Ring on antud punktist ithekatigel olevate punktide geo-
meetriline koht: antud punkti nimetakse tsentriks.
3) Ringiga piiratud tasapinna osa on sodr.
Z)' Ringi punktide kaugus tsentrist on raadius.
5) Ringi osa on Kkaar.
6) Kahte ringi punkti ‘ithendav joonldik on pingjoon.
7) Tsentrist labiminev pingjoon on diameeter ehk ldbimdetja.
Neist definitsjoonidest jargneb:
1) Uhe ja sellesama sd0ri raadiused on isekeskis vdrdsed.
2) Kui ithe punkti kaugus s&0ri tsentrist vdahem on kui
raac}ius, siis on see punkt sodri sees;
kui ithe punkti kaugus s&0ri tsentrist raadiys on, siis
on see punkt ringi peal;
kui ithe punkti kaugus sd8ri tsentrist suurem on kui
» raadius, siis on see punkt sd8rist valjas.
Umberpoordult :
C&3ri sees oleva punkti kaugus tsentrist on vdhem
kui raadius;
ringi peal oleva punkti kaugus tsentrist on raadius;
sBérist valjaspool oleva punkti kaugus tsentrist on
suurem kui raadius.
3) Diameeter on kahe raadiuse summa ja
4) ithe ja sellesama sG0ri diameetrid on isekeskis v3rdsed.

/
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93. Teoreem. Vordsete raadiustega ringid on ise-
keskis vordsed.

Toestus: Asetame  sdori
C s86ri O peale nii, et nende
/ tsentrid Gthte langevad; siis

o langevad ka ringid {ihte,
S R sest nende punktid on ké&ik
N.123. tsentrist thekaugel.

94. Teoreem. Diameeter jagab s00ri ja ringi
pooleks. :
: Toestus: Murrame s36ri diameet- H‘.
rit AB-d m6éda kahekorra, siis jadvad
otsapunktid A ja B omale kohale, aga
kaare AmB punktid langevad iihte kaare
AkB punktidega, sest koik ringi punktid
on tsentrist tthekaugel, ja et sd8ri pind
tardunud on, siis ei 166 ta kahekorra B
Lo : N.1Z6
murdmisel kortsusid. Vs :

Jareldus: So006ril on niihasti teljeline, kui ka tsen-
traalne slimmeetria; iga diameeter on siimmeetria telg
ja tsentraalse siimmeetria jark on l6pmatus.

95, Teoreem. Rin’gh ja sirgjoonel ei voi iile kahe
0 ithise punkti olla.

Toestus: Olgu rin-
gil, mille tsentriks O
on, sirgjoonega MK
3 uhist punkti ‘A, B ja
= e o siis‘on OA, OB ja

' OC raadiused ja seepi-

N127 rast isekeskis v@rdsed.

Témbame O-st MK peale perpendikulaari OP; siis

oleks aga vordsetel kaldjoontel OB ja OC mittevérdsed pro-
jektsioonid PB ja PC, mis v@imata on [62, b, ,.]

|
'
)
1
¥
i
'
i
1
I
1
1

106



1-ne jireldus: Labi 3-e punkti, mis iihe sirgjoone
peal on, ei ole voimalik ringi tOmmata.
2-ne jareldus: Ukski ringi osa ei voi sirgjoonega
iihte langeda.
Sirgjoon, millel ringiga 2 thist punkti, on 16ikaja;
- 4 5 1 dhine punkt, on riivaja ja
ithine punkt on riivaspunkt.

96. Teoreem. Lidbi 3-e punkti,
mis mitte fihe sirgjoone peal ei ole,
on véimalik ringi tdmmata ja nimelt
iihtainust.

Toestus: Uhendame A-d B-ga ja
B-d C-ga ja AB ja BC keskkohast tém-
bame iiles prependikulaarid : PO [ AB 3:
ja MO | BC. Need perpendikulaarid 'N128.
lgikavad teineteist punkiis O. -

Et AB=PB, siis on OA=0B [62-a, , ehk 63, ,];

et BM = MC, siis on OB==0C [62-a, 5 ehk 63, )}

OA=0B=0C, s. t.
kolme punkti ihendava kahe joonldigu keskperpendikulaaride
lsikepunkt on iihekaugel kdigist neist kolmest punktist.

Seeparast, kui punktist O raadiusega OA = OB =0C ring
tdmmata, siis laheb see ring jabi antud punktide’ A,\B ja C.

Et OA —OC, siis on /A AOC — sarikkolmnurk ja tema
aluse AC keskperpendikulaar laheb labi tema tipu O. See-
parast, kui me AB ehk BC asemel vdtame AC, siis saame
tsentriks ikka sellesama punkti O ja raadiuseks sellesama
joonldigu OA = OB — OC. Niiviisi on meil tiksainus tsenter
ja fiksainus raadius ja jarjelikult ka tksainus ring.

{l'esanne. Antud séOri tsenter leida!

Lahendamine : Ringi peal vétame 3 punkti, tdmbame
nende l4bi.2 pingjoont ja nende pingjoonte keskkohtadelt
tsmbame perpendikalaarid iles. :

Nende perpendikulaaride 1dikepunkt ongi otsitav tsenter.
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Kaar, tsentrinurk ja pingjoon.

99. Seletused. Tsentrinurgaks nim. niisugust nurka,
mille tipuks on tsenter ja 'harudeks raadiused.

- H
N.1Z23.

tgale kaarele vastab ks tsenirinurk
ja uks pingjoon. Igale tsentinurgale vas-
tab ks kaar ja ks pingjoon, mille peale
ta toetab. Aga igale pingjoonele vasta-
vad kaks erilist kaart ja kaks erilist tsentri-
nurka,. millest harilikult ks -suurem ja
teine vdhem on kui poolringi ehk sirge-
nurk, nait. pingjoonele EI vastavad kaared
EHI ja EDI ja nende kaarte peale toeta-
vad tsentrinurgad. Kui rdigitakse ping-

joonest ja temale vastavatest kaartest ehk tsentrinurkadest,
siis m&eldakse harilikult kaari, mis poolringist ja tsentrinurka,
mis sirgest nurgast vahemad on.

Sektor ehk s60ri viljalbige on soori osa, mis piiratud
on kahe raadiusega ja kaarega, niit. EDIC.

Segment ehk s0Ori draldige on soori osa, mis piiratud
pingjoone ja kaarega, niit. EIHE.

Kaared (segmendid ja sektorid) on vordsed, kui nad
pealepaigutamisel teineteist katavad.

98. Teoreem. Vordsetele kaartele vastavad vordsed
pingjooned ja vordsed tsentrinurgad.

Oletus: _AB — _CD.
Vaide: 1) AB-=CD; 8)
2) .~ AOB = _~ COD.

Toestus: Poésrame sektori AOB 0

‘tsentri O {imber

C
nii, et raadius OA A 8

laheks raadiust OC-d méoda; siis:
1) Alangeb C peale, sest AO—=0C; - N.130.-
'2) _AB laheb .CD-d mbdda,
sest et kdik ringi punktid on tihekaugel tsentrist;
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T,

3) B langeb D peale, sest SAB= GDS
4) OB langeb OD peale, sest nende otsapunktid on {ihte
langenud.

Jarjelikult: 1) pingjoon AB langeb pingjoone CD peale,
sest nende otsapunktid on dhte langenud, ja seeparast on
AB = CD; = &

2) £ AOB langeb ihte £ COD-ga ja seepérast on
AOB.—= 2 COD.

1-ne vastupidine teoreem. Vordsetele tsenfrinurka-
dele vastavad vordsed kaared ja vordsed pingjooned.

Oletus: .~ AOB = _~ COD.

Viide: 1) AB=_CD; 2) AB=CD.

Toestus: Poorame sektori AOB tsentri O Umber nii, et
raadius OA laheks raadiust OC-d médda; siis

1) A langeb C peale, sest OA = 0C;

2) OB laheb OD-d modda, sest et = AOB= LCOD;

3).B langeb D peale, sest et OB =0D.

Jarjelikult: 1) _AB langeb ihte CD-ga, sest et ‘koik
ringi punktid on tsentrist tihekaugel ja nende”otsapunktid
langesid ihte; seeparast on —AB= _CD. :

2) AB langeb iihte CD-ga, sest et nende otsapunktid lan-
gesid lihte; seepdrast on AB = Oy

2-ne vastupidine teoreem. Vordsetele pingjoontele
vastavad vordsed tsentrinurgad ja vordsed kaared.

Téestus: k. k. 1L t. jarele on A\ AOB o A\ COD; jar-
jelikult [97] L AOB = ~COD ja . AB= _CD.

99, Teoreem. Suuremale kaarele vastab suurem
tsentrinurk je suurem pingjoon, kui suurem kaar pool-
ringist suurem ei ole.

Oletus: AB> _CD.
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Viide: - 1) 2 AOB>_~CO0OD;:2) AB>CD,
Téestus: Posrame sektori AOB tsentri O mber nii, et
OA laheks OC-d mééda, siis: 1) A lan-
B8 ; geb C peale, sest et OA=0C;
2) _AB laheb _CD-d médda, sest
et kdik nende punktid on tsentrist O
A thekaugel ; ; ;
3) B langeb ._CD pikenduse peale
S e ) [9] nait. punkti F, sest et _AB>._CD;

N ‘131 4) seepérast laheb OB nurga COD

véalimist valda moédéda OF sihis.

Jarjelikult on .ZAOB> _~COD [18].

Et naidata, et AB>>CD, vaatleme kolmnurki AOB ja
COD. Neis leiame, et: OA =0C, OB=0D, aga .~ AOB >
> £ COD; jarjelikult [55] AB > CD.

1-ne vastupidine teoreem : Suuremale tsentrinurgale
vastab suurem Kkaar ja ka suurem pingjoon, kui suurem
tsentrinurk sirgest nurgast suurem ei ole.

Oletus: _~ZAOB>_~COD.

Viide: 1) _AB>._CD; 2) AB>CD.

Toestus (vastuvditeline): Oleks _AB<( _CD, siis
oleks otsekohese teoreemi jargi. ka 2~ AOB<C _~COD, see
kaib aga oletuse vastu; oleks _AB=._CD, siis oleks [98]
ka .~ AOB = _~COD, mis ka oletuse vastu kiib. Jarjelikult
v3ib ainult olla _AB > _CD ja selléga iihtlasi ka AB > CD.

2-ne vastupidine teoreem. Suuremale pingjoonele
vastab suurem tsentrinurk ja suurem kaar, Kkui tsentri-
nurgad sirgestnurgast ja kaared poolringist suuremad
ei ole.

Toestus: Et AO = CO, BO = DO ja AB > CD, siis on [55]
jarele .ZAOB > ZCOD ja jarjelikult ka — AB> _CD [99,],

Ulesanne. Téestada 1-ne vastupidine tcoreem pealepai-
gutamise abil.
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Pingjooned.

100. Teoreem. Pingjoonele perpendikulaarne raa-
dius ehk diameeter poolitab seda pingjoont, temale vas-
tavaid tsentrinurki ja kaari.

Oletus: DI | AB ehk CI | AB.

Viide : 1) AM — MB.

2) £ ACI= ~ICB ja
_~ ACD = _~DCB.
-3) LA =18 A
U P B 2 E ]

Toestus: Uhendame tsentri ping-

joone otsapunktidega A ja B; siis on NA5Z.

AC =CB ja A\ ACB on sarikkolmnurk ; et see juures

PG I on CM | AB, siis on

AM— MB ja .~ ACM = ~MCB[56,] | —IAD= _IBD

s.t. .~ ACl= _~ICB CIA=_1B

_Al=_IB  [98,] ‘ _AD=_BD ja

_ ACD = £ BCD.

Markus: DI on kdige selle kujundi siimmeetria telg.

1-ne vastupidine teoreem: Pingjoont poolitajad raa-
dius ja diameeter on sellele pingjoonele perpendiku-
laarsed [56]. .

9.ne vastupidine teoreem: Tsentrinurka poolitaja
raadius voi diameeter on sellele tsentrinurgale vastavale
pingjoonele perpendikulaarne [56,4].

3-as vastupidine teoreem: Kaart poolitaja raadius
voi diameeter on sellele kaarele vastavale pingjoonele
perpendikulaarne.  ToOestus: Bt wAl= 1B, siis’ on
~ AC1= ICB [98] ja CI | AB [56,]. :

4-jas vastupidine teoreem: Pingjoone keskperpen-
dikulaar liheb tsentrist labi ja poolitab pingjoonele
vastavaid kaari [56,g].
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- ja tombame OT | BL; siis on [101]

5-es vastupidine reoreem: Sirgjoon, mis kaare ja

pingjoone Kkeskkohast Iibi ldheb, liheb ka ldbi tsentri

ja on pingjoonele perpendikulaarne,

£ sest mdlemad punktid on pingjoonele
perpendikulaarse diameetri peal. !

8) 101, Teoreem. Vordsed ping-
jooned on tsentrist dihekaugel.

B Oletus: AB=DE, CN | AB,

N135. (€] o i B D

Véide: CN=CP.
Toestus: N\ ACBoo ADCE [k. k. Il t]
CN =CP [43] :

Vastupidine teoreem.  Tsentrist ithekaugel olevad
pingjooned on isekeskis vordsed. Téestagu &pilased!

102, Teoreem. Pikem pingjoon on tsentrile ligemal.

Oletus: AB > EF, OR | AB,
& Rl T

Viide: OR << OD.

Téestus: Asetame pingjoone EF
pingjoone BL kohale, nii et BL—=EF

OT = OD ja AB>BL.

N 134.

Uhendame R T-ga;
siis on /\-gas BRT:RB > BT, sest et - AB> | BL.

ZL B> Lal48

Z0< Ly, sest 900 — B <900 — g
OR <COT [48]; et aga OT = OD, siis
OR < OD.
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Vastupidine teoreem: Kahest pingjoonest on see
pikem, mis tsentrile ligem on.

Toestus: Et OR<COD,
ehk OR << OT,

siis on ka £0 < £y [48];
Zﬂl, sest 90° — d > 900 — y;
RB > BT :
"AB> BL ehk AB > EF.
Jireldus : Diameeter on kéige suurem pingjoon.

Toestuseks {ihendame pingjoone otsad tsentriga, siis on
kahe raadiuse summa ehk diameeter pingjoonest pikem.

163. Teoreem. Paralieelsete
pingjoonte vahel olevad kaared on
vordsed. '

Oletus: CD || AB.

Nildes (oAC == LBD

Toestus: Témbame diameetri
EE | ABj; siis on [100} _AE=.BE
jaEE | CD [34]; jarjel. _CE = _DE

Lo R Ce=s o B

104, Teoreem. Kui projekteeritavat muutmata jitia
ja kallakust muuta 0°-st kuni 90°%-ni, siis vastab suuremale
+ kallakusele suurem projekteerija ja vihem projektsjoon.
Oletus: AB,=AB,,
ZNAB, > < NAB, ;
Viide: B,P,>B,P;;
AP, << AP,.
Toestus: Témbame ringi, raa-
g _ diuseks véttes projekteeeritavat AB d,
N ,156 ja pikendame projekteerijaid B,P; ja
) : B,P, teisele poole MN-i nii kaugele,
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et nad ringiga l6ikuvad punktides D, ja D,. Siis leiame:
et ~B,AN> _~BAN ja et ZB,AD,=2./B,AN" ja
~ B,AD, = 2. £ B,AN, siis on ka :
. B,AD, > ~B;AD, ja mélemad on vdhemad kui 180%;
B,D; > B,D, [99,,] ehk 2B,P,>2B,P,
AP, < AP, [102] ja B,P, > B,P,.

2

Riivaja.

105. Riivajaks nimetasime meie [95] sirgjoont, millel
ringiga {iks thine punkt on; seda fbist punkti nimetasime
riivaspunktiks.

Teoreem. On sirgjoon perpendikulaarne raadiusele
tema otsapunktis, siis on ta ringi riivaja.

Oletus: TG | CA, TG laheb raa-
diuse otsapunktist A-st 1abi.

Viide: TG on riiv‘aja, s. t. TG-
on ringiga Uksainus Ghine punkt.

Téestus: Kui me mingit TG peal
NAZ7Z » G vBetud punkti N tsentriga C iithendame,
e siis on CN kaldjoon TG-le ja seepéarast

on CN>CA. See tihendab, et punkt N on viljaspool s&dri

Jja A on ringi ja TG ainus ihine punkt. Jarjelikult on TG

riivaja. :
1-ne vastupidine teoreem: Riivaspunkti tommatud

raadius ehk diameeter on riivajale perpendikulaarne.

Toestus: Et A riivaspunkt on, siis on mingi rlivaja TG peal

voetud punkt N valjaspool soori; seepidrast on CN > CA ja
kdigist sirgjoontest, mida tsentrist C riivaja TG peale v3ib
témmata, on CA kdoige lihem. Jarjelikult [62, b,;] on CA_LTG.

2-ne_vastupidine teoreem. Tsentrist riivaja peale
tommatud perpendikulaar ldheb riivaspunkti. Toestus:
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Vastasel korral saaksime riivaspunkti tsentriga Ghendades
kaks perpendikulaari tihest punktist C iihe sirgjoone TG peale,
mis voimata on.

3.as vastupidine teoreem: Riivaspunktist riivajale
tommmatud perpendikulaar laheb ringi tsentrist 1abi,
muidu saaksime tsentrit riivaspunktiga ihendades riivaspunk-
tis kaks perpendikulaari riivajale.

Jireldus: Kui sirgjoone kauguseks ringi tsentrist raa-
dius on, siis riivab see sirgjoon ringi; on sirgjoone kaugus
tsentrist lihem kui raadius, siis 16ikab sirgjoon ringi; on sirg-
joone kaugus tsentrist pikem kui raadius, siis ei ole sirgjoo-
nel ja ringil ihtegi dhist punkti.

Téestada teoreem: Pingjoonele paralleelne riivaja poo-
litab pingjoonele vastavat kaart.

106. 1-ne iilesanne. Sirgjoon tommata, mis antud
ringi antud punktis riivab. Antud
punkti iihendame tsentriga ja saadud
raadiusele témbame tema otsapunktis
A perpendikulaari.

2-ne iilesanne. Viljaspoel -
s60ri C antud punktist T tom-
mata selle ringile riivaja.

Konstrueerimine : 1) Uhen-
dame punkt T tsentriga C sirgjoone i e £ =
abil ;

2) Joonldigu TC jagame poo-
leks punktis D;

3) TC imber tdmbame ringi
TC-d diameetriks vdttes; see
ring D lsikab ringi C-d kahes
punktis A ja B;

4) T ja A, ning T ja B labi Sl
tdmmatud sirgjooned TA ja TB N ]AZQ .
on otsitud riivajad, sest LCAT= AL S
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=909 ja _ZCBT = 90° kui diameetri CT peale toetavad
piirdenurgad [59].

Teoreem: Uhest ja sellestsamast punktist fihe ja
sellesama ringi killge tdmmatud riivajate 16igud, iihisest
valjamineku punktist kuni riivaspunktideni arvatud, on
uhepikkused ja sirgjoon, mis seda riivajate ihist vdija-
mineku punkti ringi tsentriga iihendab, jagab riivajate
-siinnitatud nurga pooleks.

Toestus: ATAC® ATBC [k.k.1V,t pshjal, sest TC=TC,
AC=BC ja ~.TAC=_<TBC].
TA=TB ja £ATC — ~BTC.
Jareldus: TC on selle kujundi siimmeetria telg.-

107. Ulesanded. 1) S&&ri sees antud punkti labi ping-
joon tdmmata nii, et see punkt teda poolitaks.

2) Antud punkti tsentriks vottes ring tdmmata nii, st ta
antud sirgjoont riivaks,

3) Antud raadiusega ring tdmmata nii, et ta antud sirg-
joont antud punktis riivaks.

4) Antud ringi kiilge riivaja témmata nii, et ta antud
sirgjoonele a) paralleelne oleks, b) perpendikulaarne oleks,
c) antud sirgjoonega antud nurga stinnitaks.

5) Antud ringi kiilge riivaja témmata nii, et anfud pa-
ralleeljooned tema kiiljest antud joonldigu dra 13ikaksid.

6) Antud s88ris diameeter tommc.ta nii, et ta antud punk-
tist antud kaugusel oleks. '

7) Antud ringile kaks riivajat tdmmata nii, et nad
antud nurga stinnitaksid.

Néidata, et

8) Geomeetriliseks kohaks (lighendatult G. k.) niisuguse
ringi tsentrile, mis antud raadiusega tdmmatud ja antud punk-
tist 1abi l&dheb, on antud punktnst kui tsentrist antud raadiu-
sega témmatud ring.
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9) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mis antud sirgjoont an-
tud punktis riivab, on sellele sirgjoonele selles punktis tom-
matud perpendikulaar. :

10) G. k. ringi tsentrile, mis kaht l8ikuvat sirgjoont
riivab, on nendest sirgjoontest stinnitatud nurkade poolitajad.

11) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mis kaht paralleel-
joomt riivab, onm neile paralleeljoontele paralleelne, nende kes-
kelt 1abi tdmmatud sirgjoon.

12) G. k. niisuguse ringi tsentrile, ‘millele raadiuseks an-
tud joonldik.r on ja mis antud sirgjoont riivab, on mdlemad
r kaugel antud sirgjoonest olevad paralleeljooned.

13) G. k. kahest antud punktist 1abimineva ringi tsentrile
on neid punkta tihendava joonldigu keskperpendikulaar.

Nurgad sooris.

108. Piirdenurgad. Piirdenurk on niisugune nurk,
mille tipp on ringi peal ja mille harudeks on pingjooned.
Igale piirdenurgale vastab {iks kaar, mille peale ta toe-
tab, ks pingjoon ja tks tsentrinurk, mis sellesama kaare
peale toetab. :

Teoreem. Piirdenurk on pool
sellesama kaare peale toetavast
tsentri nurgast.

I-ne juhus: S&3ri tsenter on piirde-
nurga ithe haru peal.

Toestus: a4 8= Ly [40]

LB=Lal47 5
ol QeSS " '
1 N.140a.
L de=erdly '
[I-ne juhus: Sodri \ Ill-as juhus:  S&dri

tsenter on piirdenurga sise-
mises vallas.

tsenter on piirdenurga vali-

|
| %
| mises vallas.
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Toestus: Témbame labi A ja C diameetri AD, siis on:
1 1 :
482345 (l-sejuhuse)} Le=siLd l

ZB=3 Lg\ pohjal Zb=size)
Lot AP0 L) Le—sf=1(20— 2g)
4a=%.47 ; 4a=%-47

I-ne jdreidus: KOik piirdenurgad, mis i«
sellesama kaare peale toetavad, on isekeskis vordsed.

Il-ne jéreldus: Diameetri peale toetav piirdenurk
on tdisnurk, sest temale vastav
tsentrinurk on sirgenurk.

109. Teoreem. Pingjoone
ja riivaja sinnitatud nurk on -
pool nii suur kui tema harude

vahel oleva kaare peale toetav T ) gl

tsentrinurk. N 141
Toestus: Témbame diameetri b

DI| AB, sils on;  B==c 7y [100], £f =5 20

Aga [105, 1 jarele] on ;

CA L AT™); jarjel.: Pty Sl e Ny e
= < §i,

4(1—_—‘—2.47, Aalzééyl‘

. *) C on tsenter.

118



Riivaja ja pingjoone siinnitatud nurka tuleb ka piirdenur-
kade hulka arvata. )

110. Seletus. Kaart, mille peal leiduvad antud nurgale
vordsete piirdenurkade tipud, nimetakse antud nurka mahu-
tavaks kaareks. ’

Ulesanne  Antud pingjoone iile tommata kaar, mis
antud nurka piirdenurgana mahutab.

Konstrueerimine: Antud pingjoone AB kiilge tihe tema

otsapunkti juures
asetame antud nurga
a : 2 DAB = a.
Jagame AB pooleks
punktis M. Punk-
* tidest M ja A tOm-
bame perpendikulaa-
rid antud nurga
harudele. Nende
perpendikulaaride
N_ 149 a. 16ikepunktist O tom- N.142b.
bame raadiusega OA
kaare AEFB. _AEFB on otsitav.

Téestus: Uhendame miski punkti E ehk F pingjoone
otsadega A ja B. Siis on:

_~ AEB= ~ AFB = _AOM = ~ZDAB=ua.

Mirkus : Kaared v8ivad simmeet-
riliselt kummalegi poole AB-d aseneda
“selle jarele, kuhu poole AB-d me nurga
asetame. .

111. Teoreem. Nurk, mille
tipp on s0Ori sees, On pool temaga
ja tema rlstnurgaga iithe ja nende-
samade kaarte peale toetavate tsen- N. 143.
trinurkade snmmast.
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Toestus: Uhendame D B-ga ja tsentri C pingjoonte
otsadega E, F, D ja B;
siis on . Za=_20-+4 B, kui /\ ABD valisnurk [40].

Aga L0 =2y [108]
LB==209

La=5. (21429

112, Teoreem. Nurk, miile tipp on viljaspool
sO00ri ja mille harudeks on l6ikajad ehk riivajad
on pool tema harude vahei olevate Kkaarte peale
toetavate tsentrinurkade vahest.

N.144b.

Toestus: Vsimalik on 3 juhust ;
igas kolmes juhuses on 2 d /\-ga ABD
vélisnurk ja seeparast on:
LO0=_o+ £B; ehk: Za=_~0—_~8.

1

¢ 1 / ,
Et aga /_d:aé;f ja 4,)’=34q;,

43 1
siis on: _/_/a::-z. (LY~ ).

N144c Jareldus: G.k. punktile, kust
antud joonloikantud vaatenurga all ndha, on seda
nurka mahutav ja antud joonldigu kui pingjoone iile
tommatud kaar.
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Kaks sobri.

118. Seletus. Kaks s&6ri, millel Ghine tsenter, on
ithistsentrilised, kaks s&6ri mille igal-
iithel on eri tsenter, on eritsentrilised ehk

\ ekstsentrilised.

\ [Kaks thistsentrilist s6&ri vordsete
raadiustega katavad teineteist [93], eri-
raadiustega ringidel ei ole iihiseid punkta

i ja iiks s38r on taiesti teise sees].

N145 ‘ Enam kui kaks thist punkti ei voi

kazhel eritsentrilisel s&6ril olla, muidu
langeksid nad thte [95, 96]. Kaks ringi, millel 2 {ihist punkti
on, 10ikuvad, kaks ringi, millel 1 thine punkt on, riivavad
teineteist, ja nimelt véljastpoolt, kui kumbki s3or valjaspool
teist on, ja seestpoolt, kui ks s&3r taiesti teise sees on.
Kahe eritsentrilise s85ri tsentritest labiminev otsatu sirgjoon
on nende s3dride tsentrijoon ja nende tsentridega piiratud
tsentrijoone 16ik on tsentrite kaugus. Tsentrijoon on kahe
soori siinnitatud kujundi siimmeetria telg, sest tema
peal olevad diameetrid on kumbki oma s8ori simmeetria telg.

114. Teoreem. On kahel ekstsentrilisel ringil iiks
iihine punkt valjas-
pool tsentrijoont,
siis on neil ka teine ,
ithine punkt viljas- ik
pool tsentrijoont, ni- SHH
melt teiseks (hiseks ‘
punktiks on esimesele \_/.‘.nf.
punktile A tsentrijoone B

ST kohta stiimmeetri- N 146
line punktB. ;

Jareldus: Kahe ldikuva ringi tsentrijoon poolitab

nende ringide iihist pingjoont ja on temale perpendi-
kulaarne [25,].
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115, Teoreem. On kahel ringil tsentrijoone peal

A.

ithine punkf, siis riiva-
vad nad teineteist.

Toestus: Oleks rin-
gidel C ja O peale tsent-
rijoone peal oleva iihise-
punkti A , veel {ihine
punkt, mis ainult vail-
jaspool tsentrijoont -ella
voib, siis oleks neil ka

N’]47 ' [114 jarele] veel tsine

valjaspool tsentrijoont olev

ihine punkt [114], seega kéiges kokku 3 iihist punkti ja nad
langeksid iihte ]96]. :

Vastupidine teoreem: Kahe teineteist riivava ringi
riivaspunkt on tsentrijoone peal [114, 115].

116. Kahesgori vastastikkune selsand Liheduse pa-
rast tthendagu R — ithe s88ri
raadiust, r — teise s36ri raa-
diust ja d — tsentrite kaugust.

Kaks s86ri véivad teine-
teise kohta jargmises 5 sei-
sandis olla:

I. Kui kumbki s&6r O
ja C valjaspool teist sd5ri on,
siis on nende tsentrite kau-
gus suurem kui raadiuste
summa:d > R-r. T&epoo-
lest: OC =0A + ABBC
ja ‘OA on suurem kui OA 4~
+ BC, nimelt AB vérra.

Umberpéérdult: Kui
d>R+r, siis on s86rid
véljaspool teineteist [N 148].
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[I. Kui s&orid teineteist valjaspaol riivavad, siis on fende
tsentrite kaugus nende raadiuste summa: d=R-+4r. Toe-
poolest : OC = OA + AC.

Umberpoordult: Kui d=R-r, siis riivavad s60orid
teineteist valjaspool. [N 149]. .

111, Kui ringid 18ikuvad, siis
on tsentrite kaugus vahem kui
raadiuste summa ja suurem Kkui
raadiuste vahe: d<R+4-r ja
d>R—r.

Téepoolest: /\-gas OAC on
OC<OA 4 AC ja OC>0A ~AC. Nler
Umberpdordult: Kui d < R--r ja d>R—r, siis
18ikuvad ringid.

IV. Kui ringid teineteist riivavad
seespool, siis on tsentrite kaugus nende
i) raadiuste vahe: d=R —r. '
Téepoolest ; OC = OA — CA.
Umberpdordult: Kui d=R—r,
N ]51 siis riivayad ringid teineteist seespool.

V. Kui iks s36r C taiesti teise O
sees on, siis on tsentrite kaugus vahem
kui raadiuste vahe: d<CR — 1.

T&epoolest : OA—CB=0C-BA;
jarjelikult on OC < OA —CB, nimelt
BA vorra.

N152 Umberpoordult: Kui dIR—T,

siis on lks soor taielikult teise sees.

Markus: Koik vastupidised teoreemid toestatakse parast
otsekoheste teoreemide tdestamist vastuvaiteliselt.
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o117, Teoreemid tdestada. 1) Kahe vordse riivajate nurga
tipud on tsentrist iithekaugel, s

2) Kui kaks v&rdset I6ikajate nurka iihe ja sellesama pingjoone

peale foetavad, siis on nende harude vahel olevad kaared isekeskis
vordsed.

3) Kui iiks ring teist seestpoolt riivab ja kui viahem ring suurema
ringi tsentrist libi Igheb, siis poolitab vihem ring k&iki suurema ringi
pingjooni, mis riivaspunktist vilja lihevad,

4) Kui mones so6ris kaks piirdenurka ABC ja DEF isekeskis vérd-
sed on, siis-on kas AF ||€D ehk AF=CD.

§) Kui ringi peal 4 mistahes punkti v5tta ja iga kahe vastaskaare

keskkohti tihendada, siis on thendatavad sirgjooned teineteisele per-
pendikulaarsed.

6) Kui Isikajate siinnitatud nurga iiks haru labi tsentri liheb ja
teise haru vilimine osa raadiu§ele vordub, siis on iiks harude vahel
olev kaar 3 korda nij suur kui teine kaar,

7) Kui me kolmnurga 2 kiillge diameetriteks v&tame ja nende iile
ringid tdmbame, siis 16ikuvad need ringid kolmanda kiilje peal tema
Vvastastipu projektsjoonis.

8) Kui kahe I8ikuva ringi tsentri kauguse keskkohta nende ringide
1dikepunktiga {ihendada ja selle tihendusjoonega ring témmata, siis pao-
litab see ring igat joonidiku, mis antud ringile ISikepunktist I14bi nende
ringideni tdmmatakse. (Juhatus : Igast tsentrist tuleb selle joonlgigu
peale perpendikulaar tdmmata).

Geomeetrilised kohad. 9) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mis
antud ringi antud punktis riivab, on antud punktist ja antud ringi
tsentrist Idbiminev sirgjoon. :

10) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mille raadius on r ja mis an-
“tud ringi R riivab, on mélemad antud ringile histsentrilised ringid
raadiustega R+ r ja R —r,

1') G. k. niisuguse ringi tsentrile, mis antud sirgjoonest antud pik-
kusega pingjooned dra 16ikab, on kaks antud sirgjoonele paralleelset joont.

12) G. k. niisuguse ringi teentrile, mis antud ringi nii 18ikab, et

nende ihisel pingjoonel on antud pikkus, on kaks antud ringile iihis-
tsentrilist ringi.

V 118, Konstrueerimise iilesande uurimine. Ules-

anne: Kahest kiiljest ja iihe kiilje vastasnurgast /\ kon-
strueerida.
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Konstrueerimine: 1) Konstrueerime £ A =a«;
2) nurga A iihe
haru peale asetame Antud: a, b, a
seda nurka piirav

kiilg b nii et AC=b; g
3) tipust C raa- .

diusega a témbame =~

kaare, mis ldikab a 5 o

~-a A teist haru i

punktis B; A A% y {1

4) B ja C then-
dame sirgjoone abil. N153 &, N1535

/\ ABC on otsitav [53].

Uuriwnine: 1. Kui a > b, siis 1aheb punktist C raadiusega

a tdmmatud kaar tipu A tagant médda ja 16ikab haru AD-d
ihes punktis B (tei-

ne 18ikepunkt on DA

pikenduse peal), sest
vdetud raadius oh
pikem kui tipu C

kaugus harust AB:

N.154a N154b as>h,=CP.[N155].

' .Lahendusena esineb

1 koimnurk — /\ ACB, [N 155]. Kilg a peab iseenesest pikem

olema kui b, kui Za on témpnurk [N 154] ehk tdisnurk.

Kui me a-d vahendame, siis hakkab 18ikepunkt B lahenema

tipale A; me saame aga ikkagi 1 lahenduse — 1 kolmnurga,
néit. /\ ACB, nii kaua, kui a > b.

1I. Kui a saab vérdseks b-le, a = b, siis'ilmub ka teine
16ikepunkt, nimelt kaar ldheb tipust A labi; lahendusena esi-
neb 1 sarikkclmnurk — /\ ACB,.

[1I. Kui me edasi vdhendame a-d, nii et. a<(b, siis
hakkab, AD-d médda liikudes, B ldhenema A-le ja E — kau-
gele minema A-st, sellega teineteisele ja punkti P-le lahenedes.
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Selle juures on olemas 3 vdimalust: 1) b>a>h_; 5) b>a=h ;
{3, b> hebas : ;
\/ 1) Niikaua kui a > h_, saame lahendusena 2 kolmnurka:
/\ACB; ja /A ACE, (ehk. /A ACB, ja A\ ACE,) nii et
AC=AC 2 Al A )
OBy OB, il Pe=A800 — 2By
AE, = AB; - E By . LACE, = _~ACB; — < B,CE,.
*2) Kui a vaheneb
niipalju, et saab a=h_
(= CP), siis on punk-
tid B ja E teineteisele
niikaugele ldhenenud,
et nad ihte langevad
punktis P; kaar, mis
tsentrist C tGmmatakse
raadiusega a, ei 18ika
enam AD-d, vaid rii-
vab: teda ainult ja la-
; b : hendusena saame 1-he,
NlSS : ) ta1°nurkse kolmnurga——)
: A ACP. 52
X 3) Kui a-d edasi vahendada, siis kaob nurga harul AD-l
ja tsentrist C tdmmatud kaarel Gihine punkt dra, kaar ei ulatagi
haruni AD ja me ei saagi kolmnurka — {ilesanne on v8imata,

Kokkuvéte. \

a) Kui a > 900 s'is on a >b, ja iilesandel on 1 lahendus, témpnurkne A.

B)eaisiida g0 s o ol i 2 S | % tdisnurkne A.
£)s e gt jg dioca oo & o G

R e v g 1 4 sarikkolmnurka ;

ll. a<b, see juures aga:
1) a>>h, siis 2 lahendust, millest 1 — tdmpnurkne;
LY &= By Sl be /\ on tdisnurkne.
3) Al N, 70 ,, iile\sanne vGimata.
Sellest niitusest selgub, et konstrueerimise ilesande
uurimise abil saame teada, kas iilesanne lilepea vdimalik on,
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missugune peab vahekord olema antud suuruste vahel, et
ilesanne lahendatav oleks ja kas flesandel on {iks ehk
mitu lahendust. Selleks peame konstrueerimise veel
kord labi vaatama ja iga iksiku- osakonstrueerimise juures
@ht vastavat suurust ihes ja sellessamas mottes muutes
kindlaks tegema, kas ja missugustel tingimistel tlesanne fle-
pea lahendatav on ja mitu lahendust saadakse. - See juures
peab tahelepanemist isedranis selle peale juhitama, kas kahel
sirgjoonel, ehk sirgjoonel ja ringil ehk kahel ringil Ghiseid
punkta on v&i mitte, Seda on kerge kindlaks teha §§ 29,
105 jareld.,, 116 pohjal ja niiviisi leiame ilesannet vdimalda-
vad tingimused ja lahenduste arvu, mis tdmmatavate joonte
16ikepunktide arvust oleneb. :

119. 1-ne iilesanne.
Kahele antud  ringile
iihine viline riivaja tom-

mata. ‘ l ek 7 2
Analiiiis. Olgu AB ot- ,
sitav riivaja. Riivaspunkti- e

desse tdmmatud raadlused , :

OA ja CB on riivajale per- N 156
pendikulaarsed ja seeparast isekeskis paralleelsed OA || CB.
Seeparast on trapeetsis OABC teada nurgad (LA = £ B=90°
ja killjed OA=R, CB=r, OC =d. Kui tdmmata CD || AB, siis
on taisnurkses /\-gas
ODC teada hiipote-
nuus OC =d ja ka-
teet OD=R —r. See-
parast on meil v3&i-
malik  konstrueerida
enne /\ ODC ja see-
1abi leida DC—=AB;
parast konstrueerime
taisnelinurga ABCD
tema kiilgedest.
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Konsfrueerimine : 1) Jagame OC pooleks punktis M.

2) Raadiusega MO = MC =%OC tdmbame ringi OC im-
ber, seda diameetrlks véttes.
: 3) Asetame CL EO peale nii, et EF = CL, siis saame
OF —R. ) 9

4) O timber tdmbame raadiusega OF =R — r ringi, mis
M dmber t8mmatud ringi kahes punktis D ja D; Idikab.

5) Punktide O ja D ning punktide O ja D, 1abi tdmbame
raadiused OA ja OA,. ,

6) Punktidest A ja A; tdmbame raadiusega DG=R.C
kaared, mis ringi C-d 16ikavad puntides B ja B

7) Labi A ja B, labi A, ja B, témbame sirgjooned. AB
ja A,B; on otsitavad riivajad.

Toestus: OA=R  DA=CB
o) il AB=—DC :
DA—r-=CB DA || CB, AB || DC [77]
£0DC=090° [39;108,]  OA | AB
AB || DC OA | CB
: ~ OAB — g0° CB | AB.

Et AB kummagile raadiusele OA ja CB perpendikulaarne
on nende otsapunktis, siis on ta ringide O ja C thine riivaja.

Uurimine. 1) Niikaua kui OF =R —r vahem on kui
OC=d [116], Isikab punktist O raadiusega OF tsmmatud
ring punktist’ M raadiusega MO=MC:%OC tdmmatud ringi
2-es punktis ja me saame 2 thist valist riivajat, mis tsentri-
joone kohta simmeetrilised on.

2) On OF=0C, s.t. R—r=d, “siis riivab punktist
O raadiusega OF t8mmatud ring ringi M ja me saame’
1 thise valise riivaja. Teisiti see olla ei vdi, sest ring C
riivab ringi O seestpoolt R-—r=d.

3) On OF > 0C, s t. R—dd siis ei ole punktist
O raadiusega OF tdmmatud ringil ja ringil M {ihtegi whist
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punkti — viimane s&&r on esimese sees — ja ringidel O ja
C ei ole tihist sdivajat. Teisiti see olla ei v8i, sest ring C :
on rinm ' gees. -

\

2-ne iilesanne. Kahe
antud rizgi kiilge iihine
siseinine riivaja tommata.

Analiiiis. Kui t6mmata
CD || AB ja pikendada OA-d
kuni ta CD-d 18ikab punk-
tis D, siis on tiisnurkses -
/N\-gas ODC teada hiipote- ; Nlﬁga
nuus i OC =="'d ' ja’ i kateet ‘
OD =R-}-r, Seepdrast on meil vdimalik konstrueerida enne
/\ODC ja seeldbi leida DC = AB. Siis konstrueerime tiis-
“nelinurga ABED tema kiilgedest.

Vahe 1-se iilesande
ja 2-se tlesande vahel on
see, et CB asetakse OA
peaie, A-st alates, mitte
AQ,sihis, vaid OA sihis,
ja ~seepérast saame ka-
teedi OD = R} r ja mitte
R—r. Seeparast on ka
konstrueerimise juures see
vahe, et asetada tuleb
EF = CL mitte CO, vaid
OC sihis; siis saame ka
OF =R +-rja mitte R—r.

‘Niisama astub ka tdestuse ja uurimise juures R—r
asemele R—-r. ;

Nende kahe iilesande uurimisest selgub :

I-ne jéreldus: Kui kahest ringist kumbki viljaspool
teist on, siis on neil 2 Ghist valimist ja 2 tihist sisemist riivajat.

2-ne jareldus: Kui kaks ringi teineteist viljastpoolt
riivavad, siis on neil 2 thist vélimist riivajat ja 1 Ghine si-
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semine riivaja. ; Selle juures: ise sisemise riivaia osa,
mis riivaspunkti ja sisemise ja vilimise riivaja 10ike-
punkti vahel, on pool valimisest riivajast riivaspunktist
riivaspunktini arvatud ja sisemine riivaja jagab vélimise
riivaja pooleks. Tdepoolest: KT — KA = KG=3TG' [106].
Jarjelikult on ka KL ==TG.?
3-as jareldus: Kui ringid 16ikuvad, siis on neil 2 fhist
valimist riivajat; thist sisemist
d slrec riivajat ei ole.
‘ 4-)as jareldus: Kui ringid
_ teineteist riivavad seestpoolt,
siis on neil -ainult 1 dhine va-
limine riivaja.

K . 5-es jareldus: Kui ks
N 159 ring tiiesti teise sees on, siis
e { ei ole neil iihiseid riivajaid.

Viljaarvamise iilesanded.

1) Kahe teineteist riivava ringi killge on thised vélimi-
sed riivajad tdmmatud. Igas ringis on riivaspunktid teinetei-
sega ithendatud pingjoente abil, mille pikkus vastavalt a=15 m.
ja b=17 m. on. Kui pikk on thine riivaja ?

2) Kahe teineteist riivava ringi kiilge on ihine vélimine
riivaja témmatud. Kummagis ringis on riivaspunkt tsentri-
joone peale projekteeritud ja projekteerijate pikkus on vasta-
valt e=34,56 m, ja f=061,44m. Kui pikk on ihine (vali-
mine) riivaja, riivaspunktist riivaspunktini arvatud?

Sissekujundatud ja timberkujundatud paljunurgad.

120, Seletused. Paljunurk on ringi sisse kujundatud,’
kui paljunurga kiljed on ringi pingjooned ; ring on siis palju-
nurgale fimber kujundatud. Paljunurk on ringile fimber-
kujundatud, kui paljunurga kiiljed ringi riivajad on; ring on
siis paljunurgale sisse kujundatud.
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Teoreem. Iga kolmnurga iimber on véimalik ringi
kujundada ja nimelt iihtainust.

Toestus: Kolmnurga killjed peavad siis ringi pingjooned
olema ja ring peab kolmnurga tippudest labi minema. Me
team® aga [96], et libi 3-e punkti, mis mitte {ihe sirgjoone
peal ei ole, on w&imalik ringi tdmmata ja nimelt @htainust.

121. Teoreem. Iga kolmnurga sisse on véimalik
ringi kujundada ja nimelt iihtainust.

Konstrueerimine. Kui
otsitavad ringi riivajad pea-
vad kolmnurga kiiljed fihe-
kaugel olema ringi tsentrist.
Et nurgapoolitaja on geo-
meetriliseks kohaks niisugu-
sele punktile, mis tihekaugel
on nurga harudest, siis tém-
bame _Z-a A poolitaja AP F
ja Z-a E poolitaja ER, AP j
ja ER l6ikuvad punktis O,

Punktist O tmbame perpen- N 1 6 O
dikulaarid kdige kolme kiilje 7

peale: Ol | AE, OM_LAG, OL | EG. Siis on: Ol — OM
ja Ol=0A, jarjelikult OL = Ol = OM. Kui me niiid punk-
tist O raadiusega Ol = OL = OM ringi témbame, siis riivab
see ring igat kolmnurga kiilge ja on seega sissekujundatud
ring. Et O Ghekaugel on ka nurga G kilgedest, OL = OM,
siis on ta Z-a G poolitaja peal ja‘ka z-a G poolitaja GT
laheb punktist O 1abi, nii et missuguseid 2 nurka meie ka
ei p'gc'alitaks, ikka saame tsentriks punkti O ja raadiuseks
OL =0l = OM. See tihendab, et kolmnurgale AEG on v&i-
malik sisse kujundada iihtainust ringi.

122, Teoreem. Igas sissekujundatud nelinurgas
annab vastasniirkade summa sirgenurga.
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Toéestus: Uhendame O B-ga ja D-ga,
siis on 4A=;—a, [108].

1
LC=37;

4A+4C=%m+w:%%m¢wm

Vastupidine teoreem.  Kui
nelinurga vastasnurkade summa
sirgenurga (2d = 180°) annab, siis
voib selle nelinurga fimber ringi
kujundada, (Tdestatakse vastuvai-
teliselt).

Jareldus: Ruudu, taisnelinurga
ja sarik trapeetsi imber on v3imalik
ringi kujundada.

123, Teoreem. Igas iimber-
kujundatud nelinurgas vordub iihe paari vasraskiilgede
summa teise paari vastaskiilgede summale.

Toestus: (A1 — AP [106] Ehk: Need summad
{ BL =— BM seisavad koos neljast
CN = CM ) BC JAD  vastavalt vordsest
CD { DN = DP : kolil'(uarvatavast
: joonlGigust x, y, z,
AB -4 CD = AD + BC. t, [106].

Vastupidin€ teoreem:
Kui nelinurgas iihe paari
vastaskiilgede summa teise
paari vastaskiilgede summale
vordub, siis on voimalik
selle nelinurga sisse ringi
kujundada.

Jareldus: Ruudu ja rombi
sisse on v8imalik ringi kujundada.
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124, Teoreem. Iga korrapdrase paljunurga fimber
ja sisse on voimalik ringi kujundada — sest paljunurga
tsenter on iihekaugel kdigist tema tippudest ja iithekaugel kdi-
gist tema kiilgedest [90, IIL. 1V.].. Umberkujundatud ringi raa-
diuseks on paljunurga tipu kaugus tsentrist ja sissekujundatud
ringi raadiuseks on apoteem. '

125. Teoreem. Kui ring jaotada mitmeks (n) vord-
seks jaoks ja I. jaotuspunktid jdrjekorras iihendada ping-
joonte abil, ehk II. Jibi jaotuspunktide tdmmata riivajad,
siis saame I korrapdrase sissekujundatud paljunurga,

Il. korrapdrase iimberkujundatud paljunurga.

&

N1B3 NG e

Toestus: Poorame ringi tema tsentri imber :T-diku tais-
poodrde vorra, siis libiseb ring iseennast médda ja iga jaotus-
punkt langeb thte teise jarjekor-
ras oleva jaotuspunktiga, sest kdik
nende vahel olevad kaared on
isekekeskis vdrdsed.  Jarjelikult
langevad thte ka neid {ihenda-
vad pingjooned, sest nende otsa-
punktid langesid thte, ja nende
labi tdmmatud riivajad, sest jao-
tuspunktidesse tdmmatud raadius-
tele on igalihele tema otsapunktis
iksainus perpendikulaar v&imalik.
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Jireldus: Kui me ringile témbame riivajad, mis
paralleelsed on temale sissekujundatud korrapéarase palju-
nurga kiilgedele, siis saame korraparase iimberkujundatud
paljunurga [105, 16pp; 125, I1.]. Selle imberkujundatud palju-
nurga nurkade poolitajad langevad thte sissekujundatud palju-
nurga vastavate nurkade poolitajatega — sest niit. NO on
kujundi GNMO siimmeetria telg.

126. 1-ne iillesanne. Antud ringi sisse korrapdrane
kuusnurk kujundada.

Analiiiis. Olgu AB korrapirase
kuusnurga kilg; siis on ._AB é— tervest
ringist ja . AOB= L. 3600 — 600,

Et:OA — QB siison A — " ~B—
e B()o;_—ﬁgo: 600, Jarjelikult on A=
= £ B=_ZA0B=60% ja /X AOB on
vordnurkne. Sellest jargneb, et /\ AOB f
on ka vordkilgne ja AO=AB—OB. N1 6 6
See tihendab, et si'ssekujundatud kuus-
nurga kiilg on niisama pikk kui ringi raadius. [Vormel: a,=R].

Konstrueerimine : Asetame raadiuse s8&ri sisse ping-
joonena — ta mahub just 6 korda.

2-ne iilesanne. Antud ringi sisse korrapirane kolm-
nurk kujundada.
- Konstrueerimine : Jagame ringi kuueks, nagu l-ses
{ilesandes juhatud, ja thendame pingjoontega
o jaotuspunktid, ikka iiht vahele jattes.
, : 3-as iilesanne. Antud ringi sisse
s korrapﬁrane nelinurk (ruut) kujundada.
' Konstrueerimine: Tombame kaks vas-
tastikku perpendikulaarset diameetrit. — nad
! jaotavad ringi neljaks, sest kui tsentrinurgad
N157 on tiisnurgad, s. t. }I—taispéérdest, siis on
va.stav_a‘d kaared ‘ll—tervest ringist. Jaotuspunktid thendame
pingjoonte abil.
)
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Jareldus: Joonestusest on otsekohe niha, et Gmberku
jundatud korraparase nelinurga (ruudu) kiilg on niisama pikk
kui diameeter. [Vormel: b, = 2r].

Ulesanded: Konstrueerida korrapirane sissekujundatud
4) 8-nurk; 5) 16-nurk; 6) 12-nurk. 4

Konstrueerida korraparane {imberkujundatud 7) 6-nurk;
8) 3-nurk; 9) 12-nurk; 10) 8-nurk.

Kolmnurga tahtsad punktid.

127. Teoreem. Koigi kolmnurga kiilgede kesk-
perpendikulaarid jooksevad iihes punktis kokku; see:
punkt on kolmnurga fimber kujundatud s60ri tsenter.

Toestus: Vaata § 96 ja § 120.

128. Teoreem. Koigi kolmnurga nurkade poolita-
jad jooksevad iihes punktis kokku; see punkt on sisse-
kujundatud soOri tsenter.

Toestus: Vaata § 121. \

v 129, Teoreem. Koik kolm kolmnurga korgust
jooksevad iihes punktis kokku; seda punkti nimetakse
ortotsentriks. ,

Oletus : EM | AB, AN | BE,

BB | -AE,
Viaide: EM, AN ja BP jook-
sevad {hes punktfs kokku.

Toestus : Tdmbame iga tipu
A, B ja E labi vastaskilljele pa-
ralleeljoone; need paralleeljooned
siinnitavad, teineteisega 18ikudes,
uue kolmnurga RST, nii. et N168
RS || AE, ST || AB, RT || BE.

Et RB|| AE, RA || BE; AT||BE, TE||AB; ES||AB, BS||AE

731. RB—AE, RA=8%' T=BE, TE=AB; ES=AB, BS=AE
ja AE=RB

RA=—AT, TE==ES BS=RB.
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Jarjelikult on antud kolmnurga ABE tipud uue kolmnurga
RST kiilgede keskkohad, ja antud kolmnnrga kdrgused on uye
kolmnurga kiilgede keskperpendikulaarid; viimastena jookse-
vad nad tihes punktis O kokku [125]. Seda punkti nime-
takse ortotsentriks.

V180. Teoreem. Koéik kolm kolmnurga mediaani
‘ooksevad iihes punktis kokku ja jagunevad seal kaheks
ysaks nii, et tipupoolne osa 2 korda nii suur on Kkui
kiiljepoolne ©0sa; seda punkti
nimetakse kolmnurga raskuse
tsentriks (punktiks).

Oletus: EI=1ID, DU =
AR=RE.
: EU, DR ja Al iook-
sevad kokku ihes punktis K, ja
[ EK=2.KU, DK=2.KR, AK =
N]BS pes Bl 4
Toestus : Vaatleme kaht me-
diaani, niit. EU ja DR. Nemad [8ikuvad punktis K ja siin-
nitavad kolmnurga EDK.
Jaotame DK punktis T ja EK punktis S pooleks. Kolm-
nurgas "EDK on: DT = TK, kclmnurgas EDA on: DU = UA;
ES=SK; ER—RA

ST ED; ST—1.ED [84]; RU[|[ED; RU —L.ED.
ST RU, ST = RU!
RSTU on parallelogramm [76].
TK=KR, SK=KU [74].
Nitwiision BT == T KR Ja DK =2-KR% ES — SK'=KU
jarbElce—2lCl
Sellest on n#ha, et mediaanide 16ikepunkt jaotab me-

diaanid kahte osasse nii, et tipupoolne osa 2 korda nii suur
on kui kiiljepoolne osa (vahekorras 2:1). Ettetoodud téestus

.
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on taiesti tleiildine ja maksab ka mediaani Al kohta. Sellest
jargneb, et ka kolmas mediaan Al laheb labi punkti K, mis
DR-d ja EU-d nimetud vahekorras (2:1) jagab, ja jagatakse
temas nimetud vahekorras. y

Seda punkti nimetakse kolmnurga raskuse tsentriks. [See
nimetus on filisikast vdetud].

131. Teoreem. Kolmnurga iihe sisemise nurga ja
tema vastaskiilje juures oleva kahe wvalisnurga poolita-
jad jooksevad iihes punktis kokku. See punkt on tsent-
riks niisugusele ringile,
mis nimetud kiilge ja
iciste kiilgede pikendusi
riivab. Seda ringi kut-
suiakse kiilgekujunda-
tud ringiks.

Tdestus : Olgu O nur- .
kade ANG ja CGN poo- R
litajate 18ikepunkt ja tdm-
bame punktist O perpen- Nl?O
dikulaarid nende nurkade
harude peale: OB | AN, OR | NG, OE | GC.

Siis on OB = OR = OE [63,].

Et OB ja OE on punkti O kaugused nurga AIC harudest,
siis on punkt O nurga AIC poolitaja peal [63,]. Kui niid
raadiusega OB = OR = OE punktist O, kui tsentrist, ring tom-
mata, siis riivab see ring NG-d, NA-d ja GC-d. See ring
on kolmnurgale ING kiilgekujundatud, nimelt kilje NG
kilge kujundatud ring.

Igal kolmnurgal on 3 kiilgekujundatud ringi, igal kiljel 1.
Ulesanne: Antud kolmnurga kiilge tdmmata k&ik tema
kiilgekujundatud ringid.
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132. Ulesanded. Tsestada teoreemid : 1) Vordkiilgse kolmnurga
tmberkujundatud ringi raadius on 2 korda nii suur kui tema sisse ku-
jundatud ringi raadius.

2) Kui igast kolmnurga tipust iimberkujundatud ringi diameeter
tdmmata ja nende diameetrite teised otsapunktid tihendada, siis saame
antud kolmnurgale kongruentse kolmnurga,

3) Iga nelinurga nurkade poolitajad “siinnitavad nelinurga, mille
Uimber voidakse ringi kujundada.

4) Kui kolmnurga kérguste aluspunktid iihendada, siis siinnib uus
kolmnurk, mille nurki esimese kolmnurga korgused poolitavad (sisse ku-
jundatud nelinurk). *

S) Kolmnurga nurgapoolitaja 15ikab selle kolmnurga timber kujun-
datud ringi punktis, mis ithekaugel on kahest teisest kolmnurga tipust*
sissekujundatud ning iihe kiilgekujundatud ringi tsentrist.

6) Kolmnurga timber kujundatud ringi punktide projektsjoonid
kolmnurga k&igi kolme kiilje peale asenevad kgik iihe sirgjoone peal.

* 7) Kui kolmnurga ABC sisse on kujundatud ring O ja tema kiilje
BC kiilge on kujundatud ring D, siis:
a) tipust A véljaminev sissekujundatud tngi riivaja on kolm-
nurga poolperimeetrist vastaskiilje a vorra vahem,
b) ja kiilgekujundatud riivaja vérdub poolperimeetrile ;
c) tipust B véljaminev kiilgekujundatud ringi riivaja vc'\irdub
tipust C viljamineva sissekujundatud ringi_riivajale;

d) riivaspunktide kaugus
teineteisest selle kiilje peal
mille kiilge s86r D kujun-
datud ei ole, ‘vordub sel-
lele kiiljele, mille kiilge ta
on kujundatud ;

e) riivaspunktide kaugus
teineteisest selle kiilje peal,
mille kiilge ring D on ku-
jundatud, v6rdub kahe teise
& killje vahele;

f) nurk ADC, mille all

7 1 kiilgekujundatud ringi tsent-

rist ndha on kolmnuraa

kiilg AC, mille kiilge ring D kujundatud ei ole, on pool nii suur
kui selle kiilje vastasnurk B.

O
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Testus : Tihendame ettetulevad jooniSigud jargmiselt &ra:

BC—a AM—AP=x AG=AF=x/ y+z=—a
AC=b BM=BL=y BE=BF=y’ x+z=DbH
AB =¢ CL=CP:z/CE::CG:z’ x+y=c¢

a+b4c=2p Siis on kujundist ndha, et: 2x+2y-+2z=2p; X+y—+zZ=p

1) xt+y+z=p x-+y-+z=p x+y+z=p 2) BEV-{» CE=y/+}z'=a

y+z=—a x + z=b x+y =c¢ AG- CG=x/—2z'=Db

% =p—a y  =p—b z=p—C AF—CF=x—y/=c¢

9zt =%2p

- ; X, == p
3) ¥ —y/=c¢c x' —z/ =b 4) PG —KG-——AP
p—y =c p—z = \ PG=x/ — x
VY =p—Cc=2 ZZ=p—b=y N IRG = p(p—a)

PG=a=BC

5) LE = BC — (BL +-CE)
LE = BC —2BL (y=12/) s
LE=a——2(p_——b):a—2p+2b
A LE=a—(a+t+b+4c)+2b=b—c

6) LADC = 1809 — (LDAC 4 LACD) = 180°— (%+ e 18°°'2—E) =
i BN i Brnbm DA C g A EO S0
2 : 2 22 P

Konstrueerimise iilesanded. Jargmistes iilesannetes on: R —
timberkujundatud ringi raadius, r — sissekujundatud ringi raadius, r,
XY e kiilgekujundatud ringide raadiused, p — poolperimeeter.

Konstrueerida sissekujundatud nelinurk, kui antud on: 1)R, 3, b;
R & 0 IR, a0 4R, c (7)), a'—l—-'b; S5\r,ca; 6)r a B; Da, h, r;
8) h, vy, r; 9) C, rea; 10) 1,1, C; Yo piie b  PATE A
13)C, ry, a; 14) r, 1, Aj 15) a, my, m.

} Konstrueerida kotmnurk, kui antud on: 16): R, @, ¢, T} 17) R, a,
b, e; 18) R, a, C, D.

Konstrueerida iimberkujundatud nelinurk, kui antud on: 19) r, a,
e K 20N eRd A, O 21) a, b, ¢, e.

Konstrueerida sarik-trapeets, millele v3idakse ring sisse kujundada,
kui on antud: 22) r, b; 23) 1, a; 24) 1, C.
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Konstrueerimise iilesande tdielik lahendamine.

133, Konstrueerimise iilesande tiielik lahendamine seisab koos ,
4-st jaost : analiiiisist, konstrueerimisest, tGestustest [65] ja uurimisest [118].

L. Analiiiisis oletame me iilesannet lahendatuks ja leiame iiles-
andes need vahekorrad, mis iilesandes antud ja otsitavaid suurusi seo-
vad ja mis meile konstrueerimist véimaldavad.

Il. Konstrueerimine saadab analiiiisis leitud kava tiide, antud
suuruste kaudu otsitavaid konstrueerides.

Ill. Toestus nZitab, et konstrueerimise abil leitud suurused kdiki
lilesande tingimusi tdidavad; ta on analiilisi vastupidine protsess.

IV. Uurimise abil saame teada, kas lilesanne iilepea v&imalik on,
missugune peab vahekord olema antud suuruste vahel, et iillesanne v&i-
malik oleks ja kas iilesandel on iiks ehk mitu lahendust. Selleks peame"
konstrueerimise veel kord 1ibi vaatama ja iga iiksiku osakonstrueerimise
juures iiht vastavat suurust, kui voimalik katketult, iihes ja sellessamas
mottes (suurendades ehk vihendades) muutes, kindlaks tegemia, kas ta
lilepea lahendatav on ehk missugustel tingimustel ta lahendatav on
ja mitu lahendust saadakse. See juures peab tdhelepanu iseiranis selle
peale juhitama, kas kahel sirgjoonel, ehk sirgjoonel ja ringil, ehk kahel
ringil iihiseid punkta on vGi mitte. Seda on kerge kindlaks teha §§ 29,
105 jéreld.; 116 pohjal ja niiviisi leiame {ilesannet v&imaldavad tingi-
mused ‘ja lahenduste arvu.

Naitus : Konstrueerida kolmnurk, kui antud on a, h,, m
I. Analiilis. Olgu ABC — otsitav
kolmnurk. Pikendame BE-d teise véorra,
nii et ED = BE = my, ja iihendame D-d
A-ga ja .C-ga. Siis en BADC—paralle-
logramm [78], mida me /\ BDF abil
(BD=2my, DF=h,, /F=90% konstru-
eerida véime ja diagonaal AC jagab
selle .parallelogrammi kaheks kongru-
§ i entseks kolmnurgaks, millest iiks on
N172. otsitay A ABC.
Il. Konstrueerimine,
1) Mingi sirgjoone MN peal tSmbame perpendikulaari FD | MN.
2) Selle perpendikulaari peale asetame FD = ha.
3) Punktist D tdmbame kaare raadiusega 2my ; see 1Gikab sirgjoent
MN punktis B.

4) Punktist B alates asetame MN sihis BC=a; punkti C iihen-
dame D-ga.
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B SR e =

? [
5) Punktist D tdmbame paralleeljoone CB-le ja punktist B paral-

leeljoone CD-le; need sirgjooned 1dikuvad punktis A, mida me ithen-
dame C-ga. [\ ABC on otsitud kolmnurk.

Antud :

1il. Toestus. A-al ABC on antud alus, sest me. asetasime
BC = a, antud korgus, nimelt AH = DF = ha, sest ADFH on taisneli-
nurk, ja antud -mediaan, sest ABCD on paralellogramm ja sellepdrast
on ka AE = EC'ja BE=ED=1m;,

IV. Uurimine. 1-ses osakonstrueerimises valime MN peal -ai-
nult iihe punkti F, millest me perpendikulaari t6mbame. 2-ses konst-
rueerimises saame h, asetades perpendikulaari peale ainult iihe punkti D.
3-ndas konstrueerimises voib raadiusega 2 my punktist D tommatud
kaar sirgjoont MN kas 16igata, riivata ehk mitte sugugi puutuda, selle
peale vaadates, kui pikk on radius 2 my. "[108, jéreld.]

1) On 2 my >h, ehk mb>l2 h,, siis 18ikab kaar sirgjoont MN
kahes punktis B ja P ja edasikonstrucerimine haruneb kaheks. Et iga-
iiks jargmine, 4-jas ja 5.¢s, osakonstrueerimine meile ainult iithe punkti
annab — stimmeetrilisi punkta €i saa me arvesse v&tta — siis ilmuvad

sel korral otsitavatena 2 kolmnurka: A ABC ja A APK [A-as APK:PK
—a, AH=DF =ha, Pl=ID=m] ja iilesandel on 2 lahendust.

1
2)On 2 my=h, ehk my =75 h, siis “riivab kaar sirgjoont MN
punktis F ja otsitavana {lmub iiksainus A AFQ [FQ =3, DEhas
FY =% DF=—2“ha:mb]. Toepoolest, kui me my vihendama hak-
kame, siis hakkavad punktid B ja P, C ja K teineteisele liginema; kui
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¢ 1
viimaks m, saab v6rdseks§ hy-le, ehk 2 my =h,, siis sulavad B ja.- P

punktis F iihte, ja C ja K sulavad punktis Q ihte. Ulesandel on 1
lahendus. 3 3

\ / gt
3) Kui my edasi viheneb, nii et on my <§ha, siis ei ole kaarel
ega sirgjoonel MN enam lihtegi {ihist punkti, kolmmurka me ei saa ja
Ulesanne saab vdimatuks. Ulesandel on O lahendust. 2

Konstrueerimise iilesannete lahendamine geomeetri-
liste kohtade metoodi abil.

134, Ulesanne. Punkt leida, mis kahest antud punktist A ja
B iihekaugel ja kolmandast antud punktist O antud kaugusel a on.
Analiifis. Otsitav punkt peab kaht tingimust tditma: 1) ta peab
A-st ja B-st iihekaugel olema ja 2) ta peab O-st kaugusel a olema,

Kui me esialgu 2+

se tingimuse tdhelepanemata jatame ja ainult

nduame, et otsitav punkt peab A-st ja B-st iihekaugel olema, siis saab

ilesanne umbma&sraseks,
vad, jarjelikult ka otsitav,
perpendikulaari peal.

ame,

ja koik punktid, mis niisugust ndéuet rahulda-
leiduvad, § 63, 2 jirele, joonldigu AB kesk-

Kui me aga I-se tingimuse tdhelepanemata jitame ja ainult ndu-
et otsitav punkt peab O-st kaugusel a olema, siis saab lilesanne
jélle umbmasraseks ja koik punktid, mis seda nouet rahuldavad, jirje-

likult ka otsitay,
tud ringi peal.

Niiviisi leiame,

leiduvad, § 63,1 jirele O iimber raadiusega a tdmma-

et otsitud punkt peab olema niihdsti AB kesk-

perpendikulaari kui ka O iimber raadiusega a t6mmatud ringi peal; see
ahendab, ta on nende kahe joone 16ikepunkt.
Konstrueerimine. 1) Uhendame A B-ga ja tdmbame AB-le kesk-
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perpendikulaari; 2) O iimber t5mbame
raadiusega a ringi. Loikepunktid D ja E
on, otsitud punktid,

Toestus: Uhendame D A-ga, B-ga ja
O-ga. Siis on DO =a, kui ringi O raa-
dius ja DA = DB, sest neil kaldjoontel on
vdrdsed projektsjoonid,

Uurimine. O iimber tsmmatud ringil
vdib AB keskperpendikulaariga - olla  kas
1) 2 iihist punkti, 2) 1 thine punkt, 3) ei
lihtegi tihist punkti, mis sellest oleneb, kas
on 1) a>> OF, 2) a=OF, 3) a< OF.



Valime a > OF, siis on tsmmatud joontel 2 iihist punkti D ja B
ja tilesandel 2 lahendust. Hakkame A-d vidhendama, siis hakkavad D
ja E teineteisele liginema, kuni nad, kui saab a— OF, punktis F ihte
sulavad iilesandele 1-e lahenduse andes, ja viimaks, kui saab a < OF,
ira kaovad, nii et iilesandel O lahendust on.

Metoodi selefus. Need iilesanded, mille sisu peaasjalikult sel-
lesse koondub, et itht punkti, ndit. ringi tsentrit, kolmnurga tippu jne.
leida, lahendatakse nii, et iiks tingimus kdrvale jietakse ja leitakse otsi-
tavale punktile see geomeetriline koht, mis teisele tingimusele vastab ;
siis jdetakse teine tingimus korvale ja leitzkse sellesamale punktile see
geomeetriline koht, mis esimesele tingimusele vastab. Mélemate geo-
meetriliste kohtade 15ikepunkt ongi otsitav punkt.

Sagedasti ongi iiks otsitava punkti geomeetrilide koht iilesandes
juba antud.

135. Jaidavad ja muutuvad suurused. . Et kon-
struserimise Glesandeid uurida, pidime mé&nel suurusel muut-
mata alles hoidma selle vaartuse, mis temale alguses anti;
teiste suuruste vaartusi pidime aga ikka ja ikka muutma.
Naituseks: Ulesandes: ,ehitada kolmnurk tema kahe kilje
ja ihele nendest vastas oleva nurga abil [118]* muutsime
tema kiilge a-d. Ulesandes: ,ehitada kolmnurk a, h, my
abil.* muutsime mediaani my vaartust, kuna me a ja h, esi-
algsed vaartused alles hoidsime. Et uurida tlesannet: ,punkt
leida, mis kahest antud punktist A ja B iihekaugel ja antud
punktjst O a kaugel on,* muutsime antud kaugust a ja jat-
sime muutmata punktide & ja B kauguse teineteisest ja O
kauguse OF perpendikulaarist ME. :

Niiviisi nieme, et geomeetrias on olemas kahte liiki suu-
rused.

Spurust, mis omale iht ja sedasama véadrtust alles
hoiab, nimetakse jaddavaks suuruseks. Suurust, mis iiles-
ande lahendamisel ehk kiisimuse purimise juures mitu

vairtust omandab, nimetakse muutuvaks suuruseks.

On olemas suurusi, mis milgi tingimusel oma vaartust ei
muuda ; nait. paljunurga valisnurkade summa on ikka, killgede
arvu peale vaatamata, 360°0. Need on absoluut-jaddavad
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suurused. Teised suurused on jaddavad ainult antud tingi-
mustel, teataval juhusel.

II. Mudtuvad suurused on oma hulga poolest: piiratud,
16pmata vaikesed ja I6pmata suured. Muutuvat suurust nime-
takse piiratuks, kui ta omandada ei voi vadrtusi, mis iihest
teatud vidrtusest suuremad ja teisest vihemad on. Nai-
tus. Antud s38ris ldbi antud punkti tdmmatud
pingjoon on piiratud suurus. Toestus: Sodris

. O punktist T labiminev pingjoon ei v3i
I) suurem olla kui diameeter [102 jareld.],
(ja ei voi) II) vdhem olla” kui labi T
minevale diaméetrile perpendikulaarne
pingjon AB, sest viimane on tsentrist
O kaugemal kui tkski teine labi T mit
nev pingjoon OT > OP.

I Muutavat suurust nimetakse 16p-

N_175 mata vaikseks, kui ta teatud seaduse
jdrele muutudes voib saada vihemaks

kuil fikski kindlaks madratud suurus, olgu see kui viike
tahes. Naitus: Korrapirase paljunurga vilisnurk on 13pmata

vaike suurus, sest niisuguse paljunurga kiilgede arvu n suu-
0

vaiksemaks teha kui {ikski

rendades v@ime vilisnurga

ette kindlaks madratud nurk. . .

Muutuvat suurust nimetakse 16pmata suureks, kui ta
teatud seaduse jirele muutudes vOib saada suuremaks
kui iikski kindlaks médratud suurus, olgu see kui suur
tahes. Naitus: Antud s86ris antud punkti labi toffmatud
16ikajat v8ime pikemaks teha kui iikski kmdlaks maaratud
joonldik, olgu see kui pikk tahes.

Jaddavat suurust nimetame muutuva suuruse piiriks,
kui nende vahe on l0pmata vdike suurus. Nait, sirge-
nurk on korrapirase paljunurga sisenurga piir, sest paljunurga
sisenurk on muutuv suurus, kui me kiilgede arvu muudame,
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kuna sirgenurk jaddav suurus on ja nende vaheks on valis-
nurk, mis kiillgede arvu suurendamisel 18pmatu vaike suurus on,

1. Ulesandes: ,konstrueerida kolmnurk kahest kiiljest
a ja b ja dhele neist vastas olevast nurgast A“ muutsime
meie ise killje a vaartusi, b-d ja A-d muutmata jattes. Kilje
a muutmisega muutusid iseendast nurgad C ja B ning kilg c.
Sellest naeme, et muutumise p&hjuste jarele langevad suu-
rused kahte liiki:

Niisugust suurust, mille muutumine ei olene iihestki
teisest suurusest, mille vadrtusi me ise oma heaksarva-
mise jirele valime, nimetame me argumendiks (pohi-
suuruseks).

Niisugust suurust, mille vaiartuste muutumine on
mingi teise suuruse vadrtuste muutumise tagajarg ja
mis oleneb mingi teise suuruse muutumisest, nimetame
funktsjooniks (jarelsuuruseks).

Kui suuruse ¢ muutumine oleneb suuruse a muutumisest,
siis 6eldakse: ,c on a funktsjoon,” ja kirjutatakse : ,c=f(a).*

Algebrast teame, et ,summa on oma kokkuarvatavate
funktsjoon, vahe on vahendatava ja vdetava funktsjoon, kas-
vatis on tegurite funktsjoon, vahekord on jagatava ja jagaja
funktsjoon“ jne. Kui ¢ muutub selle tagajarjel, et muutus a,
siis véime ka, teiselt poolt, a-d sundida oma vaartusi muutma
selle 1abi, et me ¢ vaartusi muudame. See tdhendab, kui ¢
on a funktsjoon, siis on ka a c funktsjoon. Seepdrast raagi-
takse: argument ja funktsjoon on vastastikku vastupidised

/funktsjoonid.

V. Suurus muutub katketult piirides a-st kuni b-ni,
kuni tema a-st b peale file minnes koik a ja b vahel
olevad vairtused 13bi jookseb ja iihe vadrtuse jarele teise,
esimesele otsekohe jirgneva vairtuse omandab, ennast

l16pmata viikese suuruse vorra muutes, ehk nagu radgi-

takse, ,l0pmata vdikesi juurdetulekuid omandades.“

Niit., vaadeldud {ilesannetes muutusid K8ik suurused "

katketult. . ‘ -
' 3 ;45
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On ka suurusi olemas, mis muutuvad, nénda ftelda,
hilpetega. Nait. paljunurga nurkade summa 180°(n—2)
muutub hﬁpétega, sest nurkade arv vdib ainult loemulik, tais-
ary olla. Nii on kolmnurga nurkade summa 1809 nelinurga
n. s. on 3600 viisnurga n. s. 540° jne. ja see summa ei saa
olla ialgi 400° ega 630°.

Kui argumendi muutumisel a-st alates funktsjoon katketult
muutub ja argumendi lahenemisega b-le funktsjooni abso-
luutne vaartus kasvab ja saab 18pmata suureks siis, kui saab
argument b-ks, kuna ta jdrgneval argumendi muutumisel
sellessamas sihis omandab jalle piiratud véaartusi, siis raagi-
takse, et funktsjoonil on b juures katke olemas, ehk
funktsjoon katkeb b juures.

136. Ulesanded. Jirgmistes iilesannetes tdhendagu P, P/.....
antud *rpunkta; -5, 8400 antud” sirgigonl, - Op T vkl antud
ringisid.

Punkt leida, mis S (ehk O) peal on ja 1) P-st a kaugusel on;
2) kahest paralleeljoonest iihekaugel on; 3) S/-st ja S//-st ihekaugel
on; 4) P-st ja P’-st ithekaugel on; 5) S/-st ja S//-st {ihekaugel on.

Ring kujundada, mille tsenter S peal on ja mis 6) labi P ja P’
laheb; 7) S’-t ja S//-t 'riivab; 8) S/-t riivab P-s; 9) kaht paralleel-
joont riivab.

Antud raadiusega r ring kujundada, mis 10) ldbi P ja P’ léheb;
11) S-i riivab ja 1abi P ldaheb; 12) S-i ja O-d riivab; 13) O-d riivab P-s,
14) 14bi P liheb ja O-driivab; 15) S-i ja S riivab; 16) O-d ja O’ riivab ;
17) S-i riivab P-s; 18) O riivab ja S-st oma diameetri 4ra I&ikab.

Ring kujundada, mis 19) labi P, P/ ja P’/ laheb; 20) labi P la-
heb ja S-i riivab P’-s; '21) labi P ldheb ja O-d riivab P’-s; 22) S ja
. &/ riivab ja S nimelt P-s; 23) S, S’ ja S// riivab; 24) O-d ja S-i rii-
vab O-d nimelt P-s.

Antud raadiusega ring kujundada, mis 25) O ja O’ 1dikab nii, et
tal nende ringidega vdrdsed, iihised, antud pikkusega pingjooned olek-
sid ; 26) O-d riivab ja S-st antud pikkusega pingjoone dra 16ikab ; 27) O
ja S 1oikab nii, et tal O-ga iiks ja S-ga teine antud pikkusega ping-
joon oleks. "

137. Geomeetrilised kohad. 16) G. k. ringi vordsete pingjoonte
keskkohtadele on sellele ringile iihistsentriline ring.

17) G. k. kaigi ringis O 14bi P minevate pingjoonte keskkohtadele
on ring, mille diameetriks on OP.
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18) G. k. antud pikkusega riivajate otsapunktidele en antud ringile
#histsentriline ring.

19) G. k. niisugustele punktidele, millest antud }ing antud nurga
all niha, on antud ringile Hhistsentriline ring.

20) G. k. niisuguse kolmnurga tipule, millel antud alus ja antud
tipunurk on, on kaar, mis antud alust pingjoonena ja antud nurka piir-
denurgana mahutab.

138. Ulesanded. 1) Libi P tdmmata O-le IGikaja nii, et O te-
mast antud pikkusega pingjoone dra 16ikaks.

2) O-le riivaja tommata, millest O’ antud pikkusegs pingjoone dra
15ikaks.

3) Leida punkt, millest O-le ja O’-le antud pikkusega riivajad
voib tommata.

4) O sees labi P pingjoon tommata, mida antud pingjoon poolitaks.

5) O sees antud pikkusega pingjoon tdmmata, mille keskkoht S-st
ja S’-st iihekaugel oleks.

6) S ehk P peal punkt leida, millest oma seisandi poolest antud
joonlsik antud nurga all ndha oleks.

7) Punkt leida, millest O ja O’ antud nurkade all ndha oleksid.
Kolmnurk konstrueerida, kui antud on: 8) a, a, ha; 9) a, a m,
Tiaisnurkne kolmnurk konstrueerida, kui antud on: 10) a,p; 11) p, @

12) Antud kolmnurgas punkt leida, millest kolmnurga kiiljed koik
iihe ja sellesama nurga all ndha oleksid.

13) Kolmnurk konstrueerida, kui antud on a ja molemad a pooli-
taja 14abi siinnitatud a 18igud.

14) Sirgjoon témmata, mille I5ikudel O sees ja O ja S vahel antud
pikkused oleksid. :

139. Segiiilesanded. 1) Libi antud nurga harude sirgjoon t&m-
mata niiviisi, et tema harude vahel oleval 15igul antud pikkus oleks ja
et ta {ihe haruga antud nurga siirnitaks.

2) L&bi P sirgjoon tdmmata, mis P’-st ja P/’-st iihekaugel oleks.

3) Nurga harude vahel antud punkti 14bi sirgjoon témmata, nii et
see punkt seda nurga harude vahel olevat sirgjoone 13iku poolitaks.

4) S-le paralleeljoon tdmmata, nii et tema kauguste summa P-st ja
P’-st antud joonlSigule v&rduks. }

5) Kolmnurga sisse romb kujundada niiviisi, et tema kiilg kolm-
nurga aluse ja {iks tipp kolmnurga kiilje peal antud punktis aseneks.

6) Kolmnurga sisse parallelogramm kujundada, kui diagonaalide
16ikepunkt antud on. x
Kolmnurk konstrueerida, kui antud on: 7)R,c,m;8)R,C,1; 9) ¢, O

10) a, my, m_; 11) a, b, m_; 12) m, my, m..
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Nelinurk konstrueerida, kui antud on: 13) a, b, e, f, §; 14) b, ¢, e
£ BAC, ~ DAC. [89] .
Sissekujundatud nelinurk konstrueerida, kui antud on: 15) b, ¢, f, A;

16) R, e, f, 8; 17) e, f, @, 8; 18) a, ¢, R, B+ ¥. :
Umberkujundatud nelinurk konstrueerida, kui antud on: 19)r, @y, 1

20y a, @, B, ¥

21) Konstrueerida nelinurk, mille 2 kiilge pingjooned ja 2 kiilge
riivajad oleksid, kui antud on: a, e, R.

22) O sisse antud pikkusega pingjoon tﬁmmata, nii et ta P-stTan-
tud kaugusel oleks.

23) Labi P sirgjoon tdmmata nii, et selle sirgjoone peale projek-
teeritud P/ ja P’/ kaugused P-st antud summa annaksid.

24) Labi P ja P/ paralleeljooned témmata nii, et O neist ping-
jooned dra 18ikaks, mille summa (vahe) a on.

25) Labi kolmnurga alusele paralleeljoon tdmmata nii, et tema
kolmnurga sees olev 15ik vordne oleks nende kiilgede 15ikude summale
(vahele), mis 1dikjoone ja aluse vahel on,

26) O sisse kolmnurk kujundada, mille kaks kiilge 1dbizP jaTP’
ldheksid ja mille kolmas kiilg a oleks.

27) Kolmnurga tippude iimber teineteist riivajad ringid kujundada.

28) O 51sse 3 (4) ringi kujundada, millest iga kaks ringi teineteist
riivaksid,

29) Lzbi P tdmmata O-le 13ikaja, mida O poolitaks.

: 30) Antud on O ja tema kaks riivajat. Kolmas riivaja O-le tdm-
mala niji, et tema antud riivajate vahel olev 13ik =— a oleks.

31) L&bi P sirgjoon tdmmata nii, et tema kahe iihistsentrilise ringi
vahel olev 16ik = a oleks. .

32) Antud kolmnurga iihe kiilje peal niisugune punkt leida, et te-
mast teiste kiilgede peale tdmmatud perpendikulaarid antud summa
(vahe) = a annaksid.
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Joonestustes on jargmised puudused leitud:

Ihk. 25 joonestus N. 26 — harude peal puuduvad tihed M ja N;
.~ 26 greekakeelses tihestikus puudub tihe ¥ — nii jdrel taht & — ksi;
» 27 joonestus N. 29 — haru BC peal puudub tiht K;

g 1) 5 N. 51 — peab tdhe O asemel olema tdht D;

, 46 5 N. 57 — puudub GF pikendus FH;

Gl N N. 87 — AB ja ringi 15ikepunkti nimetus puudub, peab
olema D;

»: 107, : N. 128 — tulevad punktid A, B ja O iihendada punk-
tiga O.

Peale selle v&iks veel lhk. 45 16ppu juurde lisada jirgmine teine
toestus: Nihutame _2-ga DEF (iihes .£-gaga FEG) tema tasapinnal edasi
nii, et tema harud paralleelseteks jddvad iseenestele, kuni tipp E langeb
tipu B peale. Stiis jagb EF_ | BC ja ED | BA ehk BP | BC ja BR | BA.
Pd6rame niitid -ga DEF tema tipu E (ehk B) iimber tdisnurga vérra,
siis l&heb EF (BP) BC-d médda, sest .~ PBC =909 ja ED (BR) laheb
BA-d modda, sest .« RBA =90° ja EG liheb AB pikendust mooda. Nii-
viisi langeb .~ DEF iithte ~-gaga ABC ja on jirjelikult vérdsed, kuna
- £ FEG saab ~-ga ABC kdérvunurgaks ja jirjelikult on purkade ABC ja
FEG summa sirge nurk.
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