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Eessõna.

Selle õpperaamatu aluseks on võetud A.Nathing'i
„Lehrbuch der Geometrie für Gymnasien und Real-

schulen", mille tõlkimiseks ja parandamiseks, härra
Nathing mulle luba andis juba 1904 aastal. Ümber-

töötamise juures on raamat aga teistsuguse iseloomu

omandanud kui see hra Nathingi raamatul on.

Juurde on lisatud:

1) sümmeetria mõiste, mis võimalikult täieli-

kult ära on kasutatud, nimelt:

a) paralleeljoonte peateoreemi tõendakse süm-

meetria abil;
b) kolmnurkade ja nelinurkade vaatlemisel on

ka nende sümmeetriat tähele pandud;

c) kohe nelinurkade järele vaadeldakse korra-

päraseid paljunurki ja nimelt nende süm-

meetriat;

d) pärast seda, kui korrapärastes paljunur-
kades sümmeetria mõiste esimesele kohale
on tõusnud, kui sümmeetria telgede arv

ja tsentraalse sümmeetria järk nii suureks

kui tahes on kasvanud, muutuvad sõõris

need arvud otsatuks, sellega sidet luues

paljunurkade ja sõõri vahel ja nagu juba
selle peale tähendades, et sõõri peale võib

kui korrapäraste paljunurkade piiri peale
vaadata.
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Sellega kaob sümmeetria mõiste, kui
täiesti tuttav, esimeselt kohalt. Me tarvi-
tame teda veel ainult lõpu poole kahe
sõõri vastastikkust seisandit vaadeldes.

2) projektsjooni mõiste, ja õige varakult, ja tema

peal põhjenevad trigonomeetria suuruste

mõisted;

3) funktsjooni mõiste ja tasapinnaline trigono-
meetria, sest just trigonomeetriliste suuruste
abil on kerge funktsjooni mõistet selgitada;

4) lõpmata-väikeste suuruste ja piiride teooria
võimalikult täielt, et seda kergemini ja sel-

gemini põhjendatult välja arvata ringi pikkust
ja sõõri pinda, püramiidi ja ümmarguste
kehade ruumisuurust (kantsisu).

Kooli tarvidused ei luba mitte alati õppeainet
valjult-süstemaatiliselt korraldada. Mõnikord, ehk
küll harva ja ainult kujundamise (ehitamise) ülesan-
nete juures, on tarvis olnud dogmaatiliselt toimetada,
selle peale tähendades, et pärastpoole tuleb tõenduse
allatarvitud võtet õigustav teoreem. Kui seda ei oleks

tehtud, siis oleks teoreemide tarvidus vähem selge
olnud. Pealegi võiks õpilastele huvitavam olla teo-
reemisid ülesannetega läbi põimida, kui enne teo-

reemisid õppida ja alles pärast ülesandeid lahendada,
õpetajale jääb ikkagi võimalus eesolevat mater-

jali läbi võtta ka teises järjekorras kui see raamatus
esineb.

Kujundamise ülesanded on peaaegu kõik võetud
A. Nathingi õpperaamatust; ainult alguses on mõni
W. Lietzmann’i raamatust võetud.

Raamatu ümbertöötamisel'olen peale nimetud
A. Nathingi raamatu tarvitanud:
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David Hilbert — Grundlagen der Geometrie;
Fredrigo Enriquez — Fragen der Elementar

geometrie;
Emile Borel’l

Hadamard’i
Phillips ja Fischer’i,
flonryuinH’i,
IdsßOJibCKiü ja teisi venekeelseid õpperaamatuid.

Lõpuks avaldan oma südamlist tänu härra

David Rootsmannile tema lahke nõuandmise eest

ja härra Albert Saabergile, et ta raamatu keelelise

redigeerimise lahkesti enda peale on võtnud.

Tallinnas, 7-al jaanuaril 1919.
Oskar Perli.
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Alusmõisted.

1, Meie arusaamise järele on ruum ilmotsatu: ei ole

tal algust, ei lõppu, „ei äärt kusagil ja keskkoht igalpool*

(Giordano Bruno). Ruum laotab ennast laiali kolmes peasihis :
1) alla ja üles, 2) paremale ja pahemale poole, 3) ette ja
taha poole.

Kõik, mis ruumi tarvitab, nimetame kehaks, Kui me

kehade peale vaatame matemaatika seisukohast, siis küsime

üksnes: 1) missugune kuju on kehal? 2) kui palju ruumi võ-

tab keha oma alla? Teiste omaduste järele meie ei küsi.

On meil olemas igalt poolt piiratud ruum, siis võime nende

kahe küsimuse peale kosta ja meil on olemas matemaatiline

ehk geomeetriline keha. Seepärast: geomeetriline keha on

ruumi igalt poolt piiratud osa. Keha piiri nimetame

pinnaks. Pinna piiri nimetame jooneks. Joone piiri
nimetame punktiks.

Näit. Kuubus on kuuelt poolt piiratud, kuubusel on

6 külge, pinda; kuubuse iga külg on piiratud nelja joonega,
kuubuse servadega; iga serv on piiratud kahe punktiga, kuu-

buse tippudega. Rulli piirideks on 3 pinda — 2 põhi- ja
1 külgpind; iga põhi on piiratud ühe kõverjoonega; tippusid

rullil ei ole. Kera piirideks on üksainus pind, millel ei ole

servi ega tippusid.
Keha laotab ennast laiali kolmes peasihis: alt üles (ja

ümberpöördult), eest tahapoole (ja ümberpöördult), ja pare-
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mait poolt pahemale poole (ja ümberpöördult), kehal on kolm

mõedet: pikkus, laius ja kõrgus (sügavus, paksus). Pin-

nal on kaks mõedet: pikkus ja laius. Näit., kui me järve
pinnast räägime, siis mõtleme seda piiri, kus vesi ja õhk

kokku puutuvad, seal juures endale ainult kaht mõedet, pik-
kust ja laiust, ette kujutades. Tahaksime siin kolmandast

mõetest kõnelda,siis tõuseksime õhku ehk läheksime vette, ei

jääks aga mitte vee pinnale.

Joonel on üksainus mõede : pikkus. Näit, see piir, mis

pinda A lahutab mustast pinnast on joon

ja me võime ainult tema pikkusest rää-
kida. Tahaksime siin laiusest rääkida,

siis peaksime kas musta pinna ehk pinna
A peale minema, ei võiks aga mitte

ainult piiri peale jääda.

Punktil ei ole ühtegi mõedet.
See koht, kus pind B, must ja valge pind kokku jooksevad,
on punkt. Ta on nende kolme joone piir, mis musta lahu-

tavad pinnast B, pinda B-d valgest ja valget mustast. Selge
on, et siin ei või juttu olla ei pikkusest, laiusest ega

kõrgusest.

Punkti tähendakse ära harilikult suure ladinakeelse tähega,
näit, punkt A. •

Kehad, pinnad, jooned, punktid ja nende kogud kanna-

vad ühist nime: ruumilised kujutised (Raumgebilde, npo-

cTpaHCTßenHbie oõpasti).
1*

Ehk küll punkti olla ei või ilma jooneta, millele ta pii-
riks on, niisama ka joont ilma pinnata ja pinda ilma kehata,
oleme siiski sunnitud kergenduseks enesele mõttes ette kuju-
tama üksikuid punkta, üksikuid jooni, pindu ja kehasid.

2. Ehk me küll iga joone peal lõpmata palju punkta
näidata võime, siiski ei või üksteise järele ritta seatud punk-
tid joont sünnitada, sest punktil ei ole mõedet, pikkust, ja me
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kujutame enesele ette punkta vahedega lahutatult*). Ritta

seatud punktid võivad küll mõne joone ära määrata, kuid

joon sünnib ainult siis, kui punkt ruumis edasi liigub,
selle liikumise jäljena. Näit, pliiatsiga paberit mööda ve-

dades saame joone.

Üksteise kõrvale tõmmatud jooned ei või pinda sünni-

tada*), ehk nad teda, küll ära määrata võivad, sest joontel
ei ole laiust ja nende vahele peavad vahed jääma. Kui aga

joon lapiti edasi liigub, siis sünnitab ta pinna. Näit,

noaga leiba ehk õuna lõigates sünnitab noa tera, mis joon
on, pinna.

Kujutame endale ette, et mitu pinda on üksteise peale

pandud, nii et nende vahel sugugi vaheruumi ei ole, siis ei

saa need üksteise peale pandud pinnad keha sünnitada*),
sest pinnal ei ole paksust (kõrgust); kui aga pind lapiti
edasi liigub, siis sünnitab ta keha. Näit, kui me pehme
lume peale astume ja jalg lume sisse vajub, ja kui me

jala välja võtame ja jälje pealt kas või paberiga kinni

katame, siis on meil olemas igalt poolt piiratud ruum, o.

geomeetriline keha, mis pinna, meie talla aluse, liikumisest

sündis.

3, Jooned on sirged ja kõverad. Igaühele on selge,
mis on sirge joon ehk sirgjoon. Kui me mõnda rasket asja,
näit, hõbedast teelusikat, juuksekarva otsas vabalt rippuda la-

seme, siis annab see juuksekarv meile mõiste sirgjoonest.

Kõverjoon on niisugune joon, millel ühtegi sirget osa ei ole.

Vaata Ihk. 16 N 7, N Ba, N Bb, N 9.

*) On olemas ka vaade, mis ütleb : Kui me enesele ette kujutame

keha, mille üks mõede nii väheneb, et ta vähemaks saab kui miski suu-

rus,’ nii väike kui tahes, siis saame pinna, millel ainult 2 mõedet cn.

Kui pinnal üks mõede vähemaks saab kui miski suurus, nii väike kui

tahes, siis saame joone, millel ainult 1 mõede on. Kui joonel tema

pikkus vähemaks saab kui miski suurus, nii väike kui tahes, siis saame

punkti, millel ühtegi mõedet ei ole. Niisuguse vaate järele võivad küll

ritta seatud punktid joont sünnitada, kõrvu seatud jooned pinda sünni-

tada ja üksteise peale pandud pinnad keha sünnitada.
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Sirgjoon sünnib, kui punkt ühes ja sellessamas sihis (kõr-
vale kaldumata) edasi liigub; kõverjoon sünnib, kui punkt
oma liikumise juures oma sihti alatasa (kestvalt) muudab.

Jooni kujutame paberi ehk tahvli peal kriipsudega, mis

aga ei ole jooned päris geomeetrilises mõttes, <sest neil on

olemas niihästi laius, kui paksus: nende sünnitamiseks peab
natuke tinti ehk pliiatsit paberi peale ja kriiti tahvli peale
jääma. Sirgjooni tõmbame me liinjaliga; liinjal peab aga
enne ära proovitud olema.

Pinnad on tasased ja kõverad. Tasane pind ehk liht-

salt tasapind on niisugune pind, millega ühte langeb iga
sirgjoon, millel temaga kaks ühist punkti on. Kui me,

näit., äraproovitud liinjali tasapinna peale paneme ükskõik

mis sihis, siis ei paista pinna ja liinjali vahelt valgust läbi.
Kõver pind on niisugune pind, millel ühtegi tasast osa ei ole.

Kuubusel, näit., on 6 tasapinnalist külge ; rullil — 2 tasapin-
nalist põhja ja 1 kõver külgpind; keral on üksainus kõverpind.

Meie ettekujutamise järel ei ole ka tasapinnal ei algust
ega lõppu; ta on ilmotsatu. Ta laotab ennast laiali kahes

peasihis ja jagab ilmotsatut ruumi kaheks sümmeetriliseks

osaks, nii et ühest ruumiosast teise teisiti tungida ei saa kui

tasapinnast läbi tungides.
Jooned, punktid ja nende kogud, mis ühel tasapinnal ase-

nevad, on tasapinnalised kujutised.

Igalt poolt piiratud pinna osa on kujund (cjmrypa, Figur).
Igalt poolt piiratud tasapinna osa on tasapinnaline kujund.
Me ütleme tasapinnal, järjelikult ka tasapinnalistel

kujunditel, niisuguse omaduse olevat, et teda võib ühest

paigast teise viia ja teise poole peale pöörata, Mma et

temas kortsusid tekiks ja ilma et sellel tasapinnal olevad
kujundid oma kuju, oma suurust ega vastastikkust sei-

sukohta muudaksid. Seda lauset nimetakse ruumi aksioo-
miks (v. 5) ja seda tasapinna omadust — tarduvuseks,

me ütleme: tasapind on tardunud.
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4. Geomeetria on õpetus ruumist, ruumilistest kujutistest:

kehadest, pindadest, joontest, punktidest jä nende kogudest.
Geomeetria jaguneb kahte jakku: tasapinnaline geomeetria
ehk planimeetria vaatleb neid kujundisi, mis täieliselt tasa-

pinnale ära mahuvad; ruumiline geomeetria ehk stereo-

meetria vaatleb neid kujundisi, mis tasapinnale ära ei mahu.

5. Geomeetria õpetused põhjenevad mõne tõe peale, mis

nii lihtsad on, et neid võimata on teiste tõdede abil põhjen-
dada, sest nad on kõige lihtsamad tõed, alustõed, ja mis on ise-

enesest nii selged, et tarvis ei ole neid teiste tõdede abil ära

seletada. Niisuguseid tõdesid nimetame aksioomideks ehk

alustõdedeks.

Tuleb ka ette, et aksioomidena niisuguseid tõdesid tarvi-

takse, mis ainult üht üleval nimetud tingimust täidavad.

Aksioomidena tarvitame edaspidi järgmisi tõdesid:

1) Kui kahest suurusest on kumbki eraldi kolman-

daga võrdne, siis on nad võrdsed ka isekeskis.

2) Ühe suuruse asemele võidakse panna temaga
võrdne suurus»

3) Teivik on suurem kui ükski tema osadest.

4) Tervik on kõigi oma osade summa.

5) Kui võrdsetele suurustele võrdsed suurused

juurde lisada, siis saame võrdsed suurused.

6) Kui võrdsetest suurustest ära võtta võrdsed suu-

rused, siis jäävad järele võrdsed suurused.

7) Kui võrdsetele suurustele lisada juurde mittevõrd-

sed suurused, ehk mittevõrdsetele võrdsed, siis saame

mittevõrdsed suurused; see summa nimelt on suurem,

milles üks kokkuarvatav on suurem.

8) Kui võrdsetest suurustest ära võtta mittevõrdsed

suurused, siis on ülejäägid mittevõrdsed: ülejääk on

suurem seal, kust vähem ära võeti.

9) Kui mittevõrdsetest suurustest ära võtta võrdsed

suurused, siis on ülejäägid mittevõrdsed; nimelt, kus

enam oli, seal jääb ka enam järele.
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Teoreemeks nimetame me tõde, mille maksvus juba
kindlaks tehtud tõdede peale põhjeneb. Rida arutusi, mille
abil teoreemi maksvus ära näidatakse, on teoreemi tõendus.

Järeldus on teoreem, mille maksvus eelmisest tõest otse-
kohe järgneb. Teoreem seisab koos kahest jaost, oletusest
ja väitest.

Väide sisaldab tõendatavat tõde, mille maksvust kindlaks
teha «väidetakse" ; oletus sisaldab neid tingimusi, mis täide-
tud peavad olema, et väide õige oleks. Näituseks, oletus :

.kui arvu ristsumma on 3-ks jagatav", väide: .siis on ka
arv ise 3-ks jagatav". *4

Kui me teatavas teoreemis teeme väite oletuseks ja ole-

tuse väiteks, siis saame nõndanimetud vastupidise teo-

reemi; esialgset teoreemi nimetakse niisugusel korral päri-
pidiseks. Kui me teatavas teoreemis tema oletust ja väi-
det eitame, siis saame selle teoreemi vastasteoreemi.

Näituseks :

1) Päripidine teoreem : .Kui arvu ristsumma on 3-ks jagatav, siis
on ka arv ise 3-ks jagatav".

II) Vastupidine teoreem: .'Kui arv on 3-ks jagatav, siis on ka
tema ristsumma 3-ks jagatav".

III) Päripidise teoreemi vastasteoreem: .Kui arvu ristsumma
ei ole 3-ks. jagatav, siis ei ole ka arv ise 3-ks jagatav".

IV) Vastupidise teoreemi vastasteoreem: .Kui arv ei ole 3-ks
jagatav, siis ei ole ka tema ristsumma 3-ks jagatav".

Neist neljast teoreemist on IV-as I-se järeldus, sest .kui arv ei ole
3-ks jagatav, siis ei ole ka tema ristsumma 3-ks jagatav" seepärast, et
„kui oleks ristsumma 3-ks jagatav, siis oleks ka arv ise 3-ks jagatav"
I-se teoreemi järele. 111-as teoreem on 11-se teoreemi järeldus, sest .kui
arvu ristsumma ei ole 3-ks jagatav, siis ei ole ka arv ise 3-ks jagatav"
seepärast, et „kui oleks arv 3-ks jagatav, siis oleks ka tema ristsumma
3-ks jagatav" 11-se teoreemi järele.

Seepärast on neist neljast teoreemist tõendada ainult 2, kas I ja’ll
ehk I ja 111, sest üht võetud teoreemi loeme ikka 1-ks, mitte IV.

Teoreemi oletusel, kui ka väitel võib olla mitu osa ja täielikult
vastupidiseks teoreemiks loeme seda, milles on oletuse ja väite osasid
ühepalju ära vahetud.
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Planimeetria.

I-ne peatükk: Sirgjoon ja nurk.

a) Sirgjoon.

6, Aksioom. Kahe punkti läbi on võimalik üht-

ainust sirgjoont tõmmata. A BA B

Näitus: Kui me liinjaliga tõmbame

sirgjoone läbi kahe punkti ja liinjali N

teiselt poolt punktide külge pannes jälle sirgjoone tõmbame,

siis langevad need sirgjooned ühte, kui liinjal õige on. Nii-

viisi katsutakse ka liinjali.
Sellest aksioomist järgneb : 1) Kui kahel Sirgjoonel on

kaks ühist punkti, siis langevad nad ühte tervel oma

ulatusel; 2) kaks punkti määravad sirgjoone seisandi

täiesti kindlaks.

Ülesanne: Antud on 3,4, 5 ... n punkti, millest kolm

kõrvuolevat punkti kusagil ühe sirgjoone peal ei ole. Nen-

dest sirgjooned läbi tõmmata! Mitu sirgjoont võib nendest

läbi tõmmata?

7. Meie ettekujutuse järele ulatab sirgjoon mõlemale

poole ilmaotsata. Sirgjoont (AB), mida me enesele ette ku-

jutame mõlemale poole ilma otsata pikendatult, nimetame

otsatuks sirgjooneks, lihtsalt sirgjooneks ehk sirgeks.
Otsatu sirgjoon jagab tasapinna kaheks sümmeetriliseks jaoks,

nii et tasapinda mööda edasi liikudes ühe jao pealt teise

peale muidu minna ei saa, kui sellest sirgjoonest üle minnes.
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On sirgjoon (CD) ühelt poolt piiratud ja ulatab ta teisele

poole ilmaotsata, siis nimetame teda kiireks. Sirgjoon (EF),
millele mõlemalt poolt piir on pan-

dud, nimetame joonlõiguks ehk

C N 2 d lihtsalt lõiguks. Sirgjoont tähen,-

E N 3 F dakse ära kahe suure ladinakeelse

N 4 tähega; kiirel on üks ja joonlõigul
mõlemad tähed otsapunktidel.

Joont, mis koos seisab mitmest j
joonlõigust, millest igaüks erilises

sihis jookseb, nimetakse

neks, näit. GHIKLM.

Kahe punkti E ja F vahet

arvatakse sirgjoont mööda, mis

neist punktidest läbi läheb, ja
seda vahet mõedab joonlõik, mis

nende punktide vahel on. Seda

vahet nimetakse ka nende punk-
tide kauguseks teineteisest. Rää-

N 5

Joon, mis koos seisab joon-
lõikudest ja kõverjoontest, näit,

NOPQRSTUVX on segajoon.

gitakse: Sirgjoone lõik on kõige lühem kaugus kahe

punkti vahel.
S. Otsatu sirgjoone juures võime vahet teha kahe yas-

tassihi vahel A poolt B poole ja B poolt A poole. Selle järele
teeme vahet sirgjoone AB ja sirgjoone BA vahel. Üht sihti
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nimetame positiivseks ja teist negatiivseks. Sel põhjal võime

ka positiivsetest ja negatiivsetest joonlõikudest kõneleda. Kui

ED-d positiivseks lugeda, siis tuleb DE-d negatiivseks lugeda
ja ümberpöördult. Kui tarvidust ei ole

joone sihti tähele panna, siis võime ka Q B

lugeda AB-d ja BA-d üheks ja selleks- E D

samaks sirgjooneks ja ED-d ja DE-d

üheks ja sellekssamaks joonlõiguks.

9. Kui 3 punkti A, Bja C sirgjoone ehk kõverjoone
peal asenevad nii, et A poolt B poole

A C b liikudes meie enne kokku puutume

c C-ga ja siis alles B-ga, siis ütleme :

punkt C on A ja B vahel, punkt B

on AC jätku peal, punkt A on BC

jätku peal.
X

10» Definitsjoon. Kaks joonlõiku ja üleüldse kaks

kujundit on võrdsed, kui nad pealeasendamisel teine-

teist täiesti katavad.

Joonlõikude võrdlemine. Et B

joonlõikusid AB ja CD teineteisega

võrrelda, paigutame CD AB peale

nii, et C langeb A peale' ja et CD
N 12

läheb mööda AB-d; kui siis 1) D langeb Aja B'vahele,
siis on CD lühem kui AB: CD < AB; 2) kui D langeb B peale,
siis on CD võrdne AB-le: CD = AB; 3) kui D langeb AB

jätku peale, siis on CD piken kui AB:

Ülesanne. Antud joonlõik tuleb asetada antud sirg-
joone peale antud punkti juurde. Konstrueerimine. Võtame

sirkliga joonlõigu AB, s;rkli harude otsi lõigu AB otspunk-
tidesse pannes; siis pa-

A
neme sirkli ühe haru

- otsa antud punkti C
Nl3

peale, ja teise haru ot-

saga tõmbame antud sirgjoone peal CN sihis kriipsu, mis
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MN lÕJkab punktis D. CD on otsitav joonlõik: CD = AB.
Ühtlasi võime ka CM sihis ära lõigata CE==AB. Mõlemad

joonlõigud CD ja CE täidavad ülesande nõudeid, kui sihi

peale mitte vaadata. Kui aga CD-d positiivseks lugeda, siis

tuleb CE-d negatiivseks lugeda. Punktisid Dja E nimetakse

C kohta sümmeetrilisteks ja CD ja CE asenevad MN peal
C kohta sümmeetriliselt.

Kui sihi peale mitte vaadata ja CD-d üheks joonlõiguks
lugeda, siis on punkt C joonlõigu ED keskkoht ja igal joon-
lõigul on olemas üksainus keskkoht.

11, Joonlõikude summa, vahe ja mitmekordne.
1-ne ülesanne. Leida kahe joonlõigu summa. Konstrueeri-

mine: Otsatu sirgjoone MN

M F
peale asetame EF =AB ja

ME H p \ j"j EE jättyi peale FG = CD; siis
,

on EG =AB CD . EG on

AB ja CD summa. On teine
liidetav joonlõik negatiivne, siis peab teda vastassihis aseta-

tama, nimelt mitte FN sihis, nagu FG, vaid FM sihis. Siis
saame EH =AB -|- DC =AB -j- (— CD). EH on AB ja DC
(ehk —CD) summa.

2-ne ülesanne. Leida kahe joonlõigu vahe. Konstruee-
rimine: Otsatu sirgjoone MN peale asetame EF =AB ja siis

otsapunktist F alates EF-le vas-

tassihis FH = CD. Siis on J? QP
EH = AB— CD ; EH on AB -XN

ja CD vahe, sest EHCD = -
ja CD vahe, sest EH -j- CD —

EH + HF = EF = AB. Nl5

On võetav joonlõik negatiivne, siis peab teda asetatama
mitte FH ega FM sihis, vaid sellele vastassihis FN poole.
Siis saame EG =AB—DC= AB —(— CD) =AB -f- CD ;
EG on AB ja DC (ehk — CD) vahe, sest EG -|- DC =EG -j-
--4“GF =EF = AB. Sellest on näha: negatiivne joonlõigu
juurdeliitmine on seesama, mis .positiivse joonlõigu äravõtmine



19

ja negatiivse joonlõigu äravõtmine on seesama, mis positiivse

joonlõigu juurdeliitmine.
3-as ülesanne. Antud joonlõiku kasvatada 2-e, 3-e,

4-a, 5-e jne. kordseks. Konstrueerimine: Antud joonlõiku
AB kordame liidetavana

o «KUlLldillC lllUClclVdJld. q

2,3, 4, 5
...

n korda,

siis saame :CD = AB, * — — 1
CE =2

. AB, CE on
Nl6Nl6

kahekordne AB; CF =3
.
AB, CF on kolmekordne AB;;

CH =4 . AB, CH on neljakordne AB ; CI =5
. AB, CI on

viiekordne AB jne. On antud joonlõik negatiivne, siis

peame teda vastasslhis asetama, nimelt: IH=BA =— AB

IF =2.BA = 2 . (—AB) ; IE =3.BA = 3
. (-—AB) jne.

12, Joonlõikude mõetmine. Joonlõikude mõetmiseks

määratakse kõige esiti kindlaks joonlõik, millega mõedetakse.

Seda kindlaksmääratud joonlõiku nimetakse üksuseks, mõe-.
duks, mõetüksuseks, pikkuse üksuseks. Me tunneme pik-

kuse üksustena sülda, jalga,
C M küünart, meetrit jne. Mõet-

Ä B mine seisab selles, et memine seisab selles, et me

teada saame, mitu üksust

ehk mitu ja missugust ük-
Nl7

suse jagu on mõedetavas joonlõigus. Selleks asetame

mõetüksuse mõedetava joonlõigu peale nii mitu korda, mitu

korda see võimalik on.

a) Aseneb mõetüksus mõedetava joonlõigu peale täisar-

vulised, siis ilmub mõetmise tagajärjena täisarv, näit. CM

on 1 sentimeeter ja AB==6.CM = 6 sentimeetrit.

b) Jääb mõetüksuse asetamise juures mõedetava joon-

lõigu peale üks osa järele, q m -

L

mis üksusest vähem on, siis f
“

q
mõedame kas kogu joon-
lõiku ehk ainult ülejääki ük-

NlB

suse jagudega ja mõetmise tagajärjena ilmub murdarv, näit.

ED =23.CM= ~CM = ~cm. — 5 |cm. Kui mõedu mit-
4 4 4 4
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mendikule iseseisev nimi antakse, siis võib tagajärjena ka

täisarv ilmuda. See oleks aga juba joonlõigu ümbermõetmine

uue mõeduga, näit. ED = 23.NL.

c) Kui meil milgi põhjusel korda ei lähe niisugust üksuse jagu

leida, mis mõedetavasse joonlõiku täielikult ära mahuks, siis peame ligi’

kaudse mõetmisega leppima, nagu me seda igapäevases elus teeme.

Selle tarvis mahutame üksuse soovitavat jagu mõedetava joonlõigu sisse

nii mitu korda, mitu korda see võimalik on, ja jätame selle juures ilm-

siks tuleva ülejäägi ehk puuduse tähele panemata.

Niisuguse mõetmise tagajärjena esinevad kaks arvu, mille vahe on

üksuse võetud mitmendik ja millest üks mõedab antud joonlõigust vähe-

mat, teine aga suuremat joonlõiku. Esimene on mõedetava joonlõigu

ligikaudne väärtus puudusega, teine — liiaga, mõlemad on pee-

ned üksuse võetud mitmendikuni. Näit TL = 1 toll. TO = 1/io

EU = 3,6 tolli, ER = 3,7 tolli, EU<EA<ER. Järjelikult, kui me

EA pikkuseks võtame 3,6 tolli ehk 3,7 tolli, siis teeme vea, mis vähem

on kui Vjo tolli. Seepärast räägitakse : 3,6 tolli on EA ligikaudne väär-

tus puudusega peen kuni tollini ja 3,7 tolli on EA ligikaudne

väärtus liiaga peen kuni Vio tollini. Peenus on Vio Tähelepane-

mata jäetud ülejääk ehk puudutulek on viga, mida me nii väikeseks teha

võime kui tahame, kui me aga küllalt väikeste üksuse jagudega

mõedame. Mõetmise tagajärjena ilmunud arv on mõedetava joonlõigu

mõetarv *). Kui mõetarvu kaasas on mõedu nimetus, siis nimetakse

seda arvu nimega arvuks. Joonlõiku, mida äramõedetuks loetakse,

tähendakse ära väikese ladinakeelse tähega, näit, joonlõik a, joon-

lõik x; see täht on ühtlasi joonlõigu mõetarvuks, kui ka tema nimetuseks.

Kui me tahame joonlõiku moeta täpipealselt, siis peame niisuguse

üksuse mitmendiku leidma, mis mõedetava joonlõigu sisse täiesti ära

*) Kui mõedetav joonlõik on positiivne, siis on tema mõetarv ka

positiivne; kui mõedetav joonlõik on negatiivne, siis on ka mõetarv ne-

gatiivne, se«t mõedii sihti loeme alati positiivseks.
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mahub. Niisugust üksuse mitmendikku nimetakse üksuse ja joonlõigu

ühismõeduks.

Kas igal joonlõigul ja mõetüksusel iihismõetu olemas on ja kuidas

teda leida, kui ta olemas on, ja kuidas pikkuse üksust kui ka iga joon-

lõiku mitmeks ühesuuruseks jaoks |jagada, need küsimused jätame

edaspidiseks.

13. Joonlõikiide vahekord. Kahe joonlõigu vahe-

korraks nimetame esimese joonlõigu mõetarvu siis, kui

teine joonlõik mõetüksuseks on võetud. Joonlõikude va-

hekord näitab, mitu teist joonloiku esimene joonlõik m

mitu teist joonlõiku esimeses joonlõigus on, mitu korda teine

joonlõik esimese sisse mahub, kui esimene joonlõik pikem on

kui teine, ehk missugune jagu teisest joonlõigust on esimene

joonlõik, kui esimene joonlõik on lühem kui teine. Vahekord

on alati nimeta arv.

Järjelikult on vahekorra leidmine seesama mcetrr.ine, ai-

nult selle vahega, et meile tuntud mõetüksuse asemele Estub

mistahes joonlõik ja
vahekord on alati ni- ?

meta arv. Ka üleskir- A
.. ...

?

jutus on teine. Näi- N2O
tused :

a) Kui ED mahub AB sisse 5 korda, siis n.õedab AB

5 ED-d ja AB ja ED vahekord on täisarv 5 ; üleskirjutult:
AB

EÕ
= 5

-

b) Kui ED kolmas jagu mahub AB sisse 8 korda, siis
Q

mõedab AB — ED-d ja AB ja ED

k. 8
P vahekord on murd —; üleskirjutult:

A 6
AB 8 K 1 AB 2

-—
AD

_

O ±

N2l ED“" 3 ED
~

3‘

Sellest võime veel nii aru saada,

et AB-1 on 8 niisugust võrdset jagu, missuguseid ED-1 on 3,

ehk kaheksas jagu AB-st on niisama suur kui kolmas jagu
AB ED 1 IAR

ED ' st:
8
=

3’ 3
ED=

8
AB'
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c) Kui meil milgi põhjusel korda ei*lähe teise joonlõigu niisugust

jagu leida, mis esimese sisse

täielikult ära mahuks, siis leiame

* ligikaudse vahekorra, näit. AB

A B ja ED ligikaudne vahekord, peen

kuni on 2,67: ligikaudne va-
100

hekord = 2,67 (peen -J— **)
ED

v

100

N22

Joonlõikude vahekordade asemele võime panna ka nende mõetarvude

vahekorrad.

14. Kahe sirgjoone vastastikkune seisand. 1) Kui

kahel sirgjoonel 2 ühist punkti on, siis on neil kõjk punktid
ühised ja nad langevad ühte tervel oma ulatusel [6].

2) On kahel sirgjoonel ainult 1 ühine punkt, siis lõiku-

vad nad ja see ühine punkt on nende lõikepunkt, näit. AB

ja CD lõikuvad punktis E.

3) Ei ole kahel sirgjoonel ühtki ühist punkti, kui kaugele
me neid ka ei pikendaks (ja on nad mõlemad ühel tasapinnal),
siis jooksevad nad tervel oma ulatusel tein.e

teisega kõrvu ja
me nimetame neid pa-

ralleeljoenteks ehk

rööbasjoonteks. Sõna

„paralleel“ tähendame

ära märgiga ,|j“, näit. N23

FG||HK.
Ülesanne. Mitmes punktis lõikuvad 2,3, 4, 5

....n

sirgjoont ?

15, Ring. Ring on kinnine kõver joon, mille punk-
tid kõik ühevõrra kaugel on ühest teatavast punktist.
Seda teatavat punkti nimetakse ringi keskpunktiks ehk

tsentriks (0).

**) Et võrreldavad joonlõigud ühesihilised on, seda tähendakse ära

positiivse vahekorra abil;' et võrreldavad joonlõigud vastassihilised on,

seda tähendakse ära negatiivse vahekorra abil.
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Ringiga piiratud tasapinna osa nimetame sõõriks

Ringi punkti kaugust keskpunktist
nimetakse raadiuseks ehk poolmõet-
jaks (OA). Seepärast: ühe ja selle-

sama ringi raadiused on isekeskis

võrdsed.

Sellest järgneb :

1) On punkti kaugus tsentrist vähem kui

raadius, siis on see punkt sõõri sees;
2) On punkti kaugus tsentrist võrdne /

raadiusele, siis on see punkt ringi peal;

3) On punkti kaugus tsentrist suurem kui raadius, siis on see

punkt sõõrist väljas.

Ümberpöördult:
1) Sõõri sees oleva punkti kaugus tsentrist on vähem kui

raadius;

2) Ringi peal oleva punkti kaugus tsentrist on raadius;

3) Sõõrist väljaspool oleva punkti kaugus tsentrist on suurem

kui raadius.

Ringi osa on kaar (BC). Joonlõik, mis kaht ringi punkti

ühendab, on pingjoon (siduja) (PG). Tsentrist läbiminev

pingjoon on diameeter ehk läbimõetja (DI). Diameeter sei-

sab koos kahest raadiusest: DE =OD OE. Et ühes ja

sellessamas ringis kõik raadiused isekeskis võrdsed on, siis

on ka kõik diameetrid isekeskis võrdsed.

16. Ülesanded. 1) Tõmmata joonlõik, mis oleks 10 cm

pikk ehk 46 mm pikk.

2) Toas põranda ehk seina peal joonlõik ära moeta, mis

oleks 3 m pikk.
3) Toa pikkus ja laius ära moeta peenelt kuni 1 cm-ni.

laius ära moeta peenelt kuni4) Kirja ümbriku pikkus ja
1 mm-ni.

5) Oma sammu pikkus ära moeta.
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6) Kõrvalseisvat joonlõiku RP tuleb a) silma varal moeta,
b) siis mõeduga moeta ja c) silma-

varal-mõetmise viga leida.

7) Silma varal ja mõeduga moeta

a) teritamata pliiatsi pikkust, b) mingi
raamatu pikkust, laiust ja paksust.
c) kirjutusvihu pikkust ja laiust,

d) paberipoogna pikkust ja laiust ja siis silmavaral-mõet-

mise viga leida.

8) Silma varal ja mõeduga moeta a) laua kõrgust, pik-
kust ja laiust, b) akna kõrgust ja laiust ja silmavaral-mõet-

mise viga leida. Kõik need mõetmised tabelisse üles kirjutada !

9) Mõeda oma jala, käe, sõrme, küünra, . vaksa*) ja
sülla **) pikkust.

10) Joonestada joonlõik x = d-j-e, kus d ja e on antud

joonlõigud.
11) Joonestada joonlõik y — d —e, kus d ja e on antud

joonlõigud.
12) Joonestada joonlõik z — 6 a, kus a on antud joonlõik.
13) Antud murdjoon sirgeks tõmmata!

14) Joonestada joonlõik x= 3a -f-b — 2c, kus a, b ja

c on antud joonlõigud.
K 15) Antud punkti kui keskpunkti ümber tõmmata antud

raadiustega ringid lausaldase joonega, katkestud ja punkteeritud

joonega.
16) Antud ringis pingjoon tõmmata, millel oleks teatud

pikkus.

17) Antud sõõris tõmmata antud punkti läbi: a) raadius,
b) diameeter, c) pingjoon.

*) Väike vaks on laialiaetud pöidla ja esimese sõrme otsade vahe-

maa, suur vaks on laialiaetud pöidla ja keskmise sõrme otsade vahemaa.

**) Inimese süld on keskmiste sõrmede otsade kaugus teineteisest,

kui käed on laiali sirutud.

/
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b) Nurgad.

17. Nurga mõiste. Kui me kiirt tema otsapunkti üm-

ber ühes ja sellessamas sihis keerame nii kaua, kuni ta oma

esialgsesse seisandisse tagasi tuleb, siis ütleme, et kiir tegi

täie pöörde. Pööramisel libiseb kiir üle kogu otsatu tasa-

pinna ja jääb oma esialgse seisandi kohta väga mitmesse sei-

sandisse. Meie arusaamise järele on kõik täispöörded ühe-

suurused, isekeskis võrdsed. Seepärast on võimalik üht

kiire seisandit teise kohta, ehk ühe kiire seisandit teise kiire

kohta kindlaks määrata, näit, täispöörde jagude abil.

Definitsioon. Kui kaks kiirt ühest punktist välja

lähevad, siis nimetame nendest kiirtest sünnitud nur-

gaks seda pöörde suurust, mille abil võib üht kiirt teise

kiire seisandisse viia*).
Mõlemad nurka sünnitavad kiired BA ja BC on nurga

harud ja nende fihine otsapunkt B

on nurga tipp- Seda tasapinna osa,

millest kiir üle libiseb, nimet. nurga

sisemiseks vallaks, teist järele jää-
nud tasapinna osa nim. nurga väli-

miseks vallaks. Et kahtlust ei oleks,
N26

missugune tasapinna osa sisemine

vald on, märgime teda ära kaarega. Sõna „nurk“ tähen

dakse kirjas lühemalt ära märgiga ehk

*) Nurga kohta on veel niisugused vaated olemas: 1) nurk on ku-

jund, mis sünnitud on kahest lõikuvast sirgjoonest ja nende lõikepunktist.

2) Nurk on kahe lõikuva sirgjoone vahel olev tasapinna määramata osa.
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Nurk määratakse kindlaks: 1) kolme ladinakeelse suure

tähega, millest tiputäht teiste vahel loetakse ja kirjutakse,
näit. / ABC ehk /CBA; 2) ühe, tipu juures kirjutatava
ladinakeelse suure tähega, näit. /B; 3) ühe väikese, harili-

kult greekakeelsetähega, mis nurga sisse kirjutakse;
4) nurga sisse kirjutatava numbriga.

Et nurga harudeks kiired on, siis ei või juttugi olla ha-

rude pikkusest, ja nurga suurus oleneb ainult üleval nimetud

pöörde suurusest, näit. /ABC ja / MBN on üks ja see-

sama nurk.

Nurga juures võime vahet teha kiire kahe pööramise
sihi vahel: vastupäeva ja päripäeva. Ühes sihis pööra-
mise läbi sünnitud nurka võime lugeda positiivseks, ja teises

sihis pööramise läbi sünnitud nurka negatiivseks. Näit.

X ABC ja / CBA on üks ja see-

sama nurk, kui kiire pööramise sihti

arvesse ei võeta, ja üks nendest on

positiivne ja teine negatiivne, kui

pööramise siht arvesse võetakse.

Nurk võib sündida ka kahe sirg-
joone lõikumisel, näit. /DEF.

18. Definitsjoon. Kaks nurka on võrdsed, kui nad
pealeasendamisel teineteist täiesti katavad.

Nurkade võrdlemine. Et kaht nurka ABC ja DEF

võrrelda, asendame nurga ABC nii nurga DEF peale, 1) et
tipp B tipuga E ühte langeb ja 2) et haru BA haru ED-d

mööda läheb ; kui siis

*) Greekakeelsed tähed on järgmised :
— alfa, r/ — eeta, v —* aita, t/ — eeta, v — nii, y —

£ — beeta, (J — theeta, o —omikron, <p — fi.
7' gamma, t — joota, jc — pi, y — ehi,

delta, x — kappa, p — rho, qp — psi,
1 epsilon, / — lambda, <j —• sigma, o> — omega.
C — dzeeta

— mü, t — tau,
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I. BC läheb / DEF välimist valda mööda, näit. EG sihis,

siis on / ABC /DEF ;

peale ülemal kirjeldud viisil, siis läheb haru BC nurga

DEF välimist valda mööda.

11. Kui ABC = X DEF ja me asendame /ABC/DEF

peale ülemal kirjeldud viisil, siis läheb haru BC haru

EF mööda.

111. Kui X ABC < /DEF ja me asendame Z. ABC /DEF

peale ülemal kirjeldud viisil, siis läheb haru BC nurga

DEF sisemist valda mööda.

Ülesanne. Antud nurk tuleb sirgjoone pealoleva

antud punkti juurde asetada.

Konstrueerimine: 1) Antud nurgatippu B tsentriks valides

tõmbame vabalt valitud raadiusega kaare ühest nurga harust

teiseni ; sellesama raa-

diusega tõmbame, an-

tud punkti E-d tsentriks

võttes, kaare alates

sirgjoonest ED.

2) Nurgas ABC

oleva pöördesuuruse
mõedame ära, teda

sirkli avausega võttes punktist M punkti K-ni, ja asetame

11. BC läheb EF mööda, sjis on /ABC =/DEF;

111. BC läheb /DEF sisemist valda mööda, näit. EI sihis,

siis on / ABC / / DEF

Ümberpöördult:
I. Kui X ABC > XDEF ja me asendame /ABC/DEF
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ta E ümber tõmmatud kaarele seeläbi, et me punkti L

ümber raadiusega MK kaare tõmbame, mis endist kaart

punktis N lõikab.

3) Läbi E ja N tõmbame kiire

EF. ZLDEF — X ABC ja on oUVud
nurk. (Täieline tõendus pn § 52,
ehk 98, 2).

Me võime ka XABC teisel pool ED-d
konstrueerida, nii et X DEG = ABC.

Kui me aga nurga sihi arvesse võtame

ja ABC-d positiivseks loeme, siis on X DEG ne-

gatiivne ja DEG =— /ABC =—ZDEF,

19> Nurkade summa, vahe, mitmekordne ja jagu
1) Kui me ROP niiviisi tipu juurde ase-

tame, et tipp O langeb tipu I peale, et haru OR läheb haru

IK mööda ja et ROP sisemine vald läheb XMIK välimist

valda mööda, siis läheb haru OP IB sihis ja me saame uue

mida me ja ROP summaks nimetame:

MIB = MIK + X ROP.

2) Juhime aga niisuguse asetamise juures ROP si-

semise valla sisemist valda mööda, nii et haru OP

läheb IE sihis, siis nimetame nurka MIE MIK ja X ROP

vaheks : MIE = MIK— X ROP.

Ülesanne: kahe, kolme, nelja jne nurga summa leida.

Ülesanne: kahe nurga vahe leida, üht nurka teise peale
kahel viisil asendades.
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Märk-us. Nurkade kokku- ja mahaarvamisel võivad ka

positiivsed ja negatiivsed

3) Kui me X ABC

kokkuarvatavana mitu

korda järgemööda ase-

tame, siis saame an-

tud nurga mitmekordse,

näituseks:
„ n

V->

= ABC; N32
= ;

= X DEK =5 .
ABC.

4) Sellest näitusest järgneb aga ka, et: ABC —-

=Z.DEF =-|. DEG =-|. DEH DEI
.

Kiir, mis teatavat nurka pooleks jagab, on selle nurga

poolitaja ehk bissektor. Selge on, et igal nurgal on ole-

mas üksainus poolitaja (bissektor).

2(h Nurkade mõetmine. Nurkade loomulikuks mõe-

duks on täispööre. Et aga harilikud nurgad täispöördest vä-

hemad on, siis on nurkade mõeduks võetud 360-es*) jagu

täispöördest. Seda täispöördest nimetakse kraadiks.

1 kraad =6O minutit. 1° = 60'.

1 minut = 60 seekundit. 1' = 60".

Peale selle tarvitakse nurgamõeduks ka nurka, mis on

pool täispöördest ja nurka, mis on ~ täispöördest. Nii võib,

näit, nurga suurus olla 78° 5' 29'
.

21. Nurkade liigid.

1) Nurka, mille harud vastassihis lähevad, nõnda siis

sirgjoone sünnitavad, nimetakse sirgeks nurgaks. Ta on

*) Et kümnefid-süsteemi ka nurkade mõetmises tarvitada, on Prant-

susemaal katsutud nurga mõeduks võtta täispöördest ehk jQO
täis-

pöörde veerandist, aga suurt poolehoidmist ei ole «ee mõetüksus leidnud.
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pool täispöördest, sellega 180° suur, näit. XABC. Seepärast:

N33

täisnurgad on isekeskis võrdsed.

kõik sirged nurgad on isekes-

kis võrdsed.

2) Sirge nurga poolt nime-

takse täisnurgaks; ta on järjeli-
kult 90° suur, näit. X DEF. Kõik

Täisnurga harusid nimetakse perpendikulaarseteks joon-
teks ehk perpendikulaarideks. Nendest räägitakse ka, et nad

.on teineteise peal püsti ja kirjutakse: DE I EF, EF J_ ED.

3) Nurka, mis täisnurgast vähem on, nimetakse terav-

nurgaks, näit. XGHI.

4) Nurka, mis täisnurgast suurem ja sirgest nurgast vä-

hem on, nim. nürinurgaks ehk tömpnurgaks, näit. XKLM.
Nürinurki ja teravnurki nim. ühise nimega viltunurkadeks.

Nüri- ja teravnurkade harusid nim. kaldjoonteks.

5) Nurka, mis suurem on kui sirge nurk, näit. XROP,
nim. ülitömpnurgaks ehk ülinürinurgaks.

6) Kaks nurka, millel on ühine tipp ja üks ühine haru,
ja mille teised harud on teineteise jätku peal ning sün-
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nitavad järjelikult ühe sirgjoone, nim. kõrvunurkadeks, näit

ja XUTV. Joonestu-

sest on näha, et kõrvunur-

kade summa on sirgenurk
(180°): /UTV —

= X STV. Sellest järgneb :

a) On kõrvunurgad isekeskis

võrdsed, siis on kumbki

nendest täisnurk; ei ole

nad mitte võrdsed, siis on üks nendest teravnurk ja
teine on nürinurk.

b) Võrdsete nurkade ehk ühe ja sellesama nurga kõrvu-

nurgad on isekeskis võrdsed; sest kui a = /?, siis on

180°— a= 180°— £ [5, 6 ] ehk =

7) Kaks nurka, millel

on ühine tipp ja mille

harud on teineteise jätku

peal ning sünnitavad järjeli-
kult kaks sirgjoont, nimet.

ristnurkadeks, näit. /AEC

ja / BED, ehk /CEB jaQ J** ' i
Cl 1 K / vu D J d

Ristnurgad (a ja/?)
On isekeskis võrdsed, sest nad on ühe ja sellesama nurga

(y) kõrvunurgad.

- 22. Kui kaks sirgjoont AB ja CD kolmandaga läbi lõi-

gata, siis sünnib 8 nurka.
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Neid nurki, mis läbilõigatud joonte AB ja CD vahel on,,

nim. sisemisteks, nimelt nurgad y, ö, e, teised 4 nurka,

nimelt a, 6, nimet. väli-
misteks.

On kaks nurka ühelpool lõike-

joont EF, siis nim. neid ühepool-
seteks; on nad mitmel pool lõike-

joont EF, siis nimet. neid lahk-

poolseteks.

On kahel nurgal neist 8-st

N4l olemas ühine tipp, siis on nad

kas kõrvunurgad ehk ristnurgad.
Ei ole kahel nurgal neist 8-st ühist tippu, siis nimetakse neid

1) vastavateks nurkadeks, kui nad on ühepoolsed ja
üks on välimine, teine sisemine nurk, näit, /a ja

ja zLy ja Zö ja

2) põiknurkadeks, kui nad on lahkpoolsed ja mõlemad

on kas sisemised ehk välimised nurgad, näit. g ja.

ja Z/ja/X Xd ja Z«;

3) rindnurkadeks, kui nad on ühepoolsed ja mõlemad

on kas sisemised ehk välimised nurgad, näit. X- a ja

ja Z.7 ja Ze> ja Z.&

23* Teoreem.

a) Kui üks paar vastavaid nurki on isekeskis võrdsed,
ehk b) kui üks paar põiknurki on isekeskis võrdsed,
ehk c) kui ühe paari rindnurkade summa on sirge nurk

(180°), siis on

I) iga paar vastavaid nurki isekeskis võrdsed,

II) iga paar põiknurki isekeskis võrdsed

ja III) iga rindnurkade paari summa sirge nurk.\

Ehk: kui õige on üks neist 12-st võrdusest:

1) = = = z:0

2) —4) /d= =

>



33

7) X7 =Xt 9) = 180° 11) X? +Xe = 180®

8) =Xe 10)X/?+Xfl = 180® 12) X<s +Xf=lBo®,

siis on õiged ka kõik teised 11.

I. 2) X — XC, kui võrdsete nurkade, a.ja 8, kõrvu

nurgad [2 1, 6 b];
3) —

* „ „
a ja 8, kõrvu-

4) =

11. 6) =

7) Z.7 = Xf,

5) Za =ZO, sest

[21,7; 5,1];
8) X<s

—X«. sest kumbki neist on võrdne X a-le

[21,7; s,i].

111. 9) Xe 4-./ >) = 180’ (21,6] 11) z:-z+ 180°

=

Z. a V = 180° [5,21 7“F e
—

180<>

10) = 180° 12) 1800

[AJ. 2] =

lBo° + l80 °

nurgad;

, .
f) ja J, kõrvu-

nurgad;
a ja e, kõrvu-

nurgad ;

a ja e, kõrvu-

nurgad;
kumbki neist on võrdne Xs-ile



34

b) Kui antud on, et Xa —-
XO. siis on /c=X e,

sest kumbki neist on võrdne X ö-le [21, 7 ; 5,J. Sellest järg-
nevad aga kõik teised võrdused, nagu a)-s tõestatud on.

1

c) Olgu antud, et / g -4- /?] XBo° ;

Peale selle teame, et X e -|- XT] — 180° [21, 6]

Z.U = [SJ.
Võtame mõlemalt poolt X ära, siis jääb järele [5, 6 ] :
Z a =

Sellest järgnevad aga kõik teised võrdused, nagu a)-s
tõendatud on.

c) Kujundite sümmeetria.

2L Kujundite teljeline sümmeetria. Tähendame

ära ristnurkade harude peal ühepikkused lõigud ON = OS ja
OR = OP ja saadud punktid N, R, R, S ühendame sirgjoone
lõikude abil. Nii saame kujundi RPNS.

Ristnurkade tipust 0

£ läbi tõmbame ZAOB poo-
P K. R n

’ .
H

N.43.

L ja M jäävad omale kohale.

MR-ga, LN — LS-ga ja PN

litaja DE ja seda DE-d

mööda murrame kujundi
RPNS kahekorra. Siis läheb

OB OA-d mööda, sest et

<
/EOB = /EOA; OC lä-

heb OF-i mööda, sest et

= AOF [18]; P lan-

F geb R peale, sest et OP =

= OR; N langeb S peale,
sest et ON = OS ja punktid
Järjelikult langeb MP ühte

- RS-ga [6]. Niiviisi jagab
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DE kujundi RPNS kaheks osaks, mis teineteist täiesti kata-

vad ; EE jagab joonise RPNS pooleks — LMPN on pahem

pool ja LMRS on parem pool.

Teljeline sümmeetria on kujundite omadus, mis sei-

sab selles, et kujundi tasapinda võib sirgjoont mööda

kahekorra murda nii, et üks kujundi pool teist täiesti

katab.

Sirgjoon DE, mida mööda kujundi tasapind kahekorra

murtakse, on sümmeetria telg; kujund RPNS on sümmeetri-

line ED kohta ja need punktid, joonlõigud või nurgad, mis

ED-d mööda kahekorra murdmisel ühte langevad, on ED

kohta sümmeetrilised punktid, joonlõigud või nurgad.

Kaks kujundit on teatava telje kohta sümmeetriliselt asen-

dud, kui võimalik on kujundi tasapinda seda telge mööda

kahekorra murda nii, et kujundid teineteist katavad.

Märkus. Kui kõike tasapinda RPNS pöörda telje ED

ümber ilma murdmata, siis langeb MPNL ühte MRSL-ga ja
MRSL langeb ühte MPNL-ga ja tasapind on teise poole peale

pöördud. Järjelikult: teljelise sümmeetriaga kujundil on pahem-

pidi niisamasugune kuju nagu parempidi.

25. Selge on, et igal punktil on antud telje kohta

oma sümmeetriline punkt, ja nimelt üksainus, sest tasa-

pinna kahekorra murdmisel telge mööda langeb see punkt ikka

ühte mõne teiselpool telge oleva punktiga ja ei või ühtlasi

tema teiste punktidega ühte langeda.

1-ne teoreem. Telje kohte sümmeetrilised punktid
asenevad sirgjoone peal, mis teljele perpendikulaarne on,

ja on ühekaugusel telje ja perpendikulaari lõikepunktist.
Tõendus: On H ja K (joonist. 43) sümmeetrilised punk-

tid ja ED — sümmeetria telg, siis tõmbame läbi H ja K

sirgjoone, mis ED-d punktis I lõikab, ja murrame tasapinna

kahekorra. Siis langeb punkt K punkti H peale, X EIK lan-

geb ühte X EIH-ga ja IK langeb ühte IH-ga. Järjel, jagab
EI (ehk ED) sirge nurga HIK pooleks, s. t. X EIK ja X EIH
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on täisnurgad ja seepärast on HK | ED. Et IK IH-ga ühte

langes, siis on ka IK = IH.

2-ne teoreem. Kaks kiirt, mis ühest telje punktist
välja ja kahest sümmeetrilisest punktist läbi lähevad,
sünnitavad teljega võrdsed ja sümmeetriliselt asendud

nurgad — sest tasapinna kahekorra murdmise puhul telge
mööda katavad need nurgad teineteist.

3-as teoreem. Kui on kahe joonlõigu otsapunktid
mõne telje kohta vastastikku sümmeetrilised, siis on

joonlõigud ise ka sümmeetrilised selle telje kohta, sest

kui kahekorra murdmisel otsapunktid ühte langevad, siis pea-

vad ka nende vahel olevad joonlõigud ühte langema.

26. Kui sirgjoonel olevast punktist läbi tõmmatakse

perpendikulaar sellele sirgjoonele, siis öeldakse, et perpendiku-
laar tõmmatakse ehk kujutatakse „üles“; kui sirgjoonest väl-

jaspool olevast punktist tõmmatakse perpendikulaar sellele

sirgjoonele, siis öeldakse, et perpendikulaar tõmmatakse ehk

kujutatakse „al!a“.
Sirgjooned, mis teineteist läbi lõigates terav- ja tömp-

nurgad sünnitavad, on kaldjooned. Niihästi perpendikulaar-
sete joonte, kui ka kaldjoonte lõikepunkti nimetakse nende

~aluseks", — nii siis: perpendi-
J kulaari alus ja kaldjoone alus.

Teoreem. Sirgjoonel ole-

vast punktist on võimalik sel-

lele sirgjoonele ainult üht per-
C pendikulaari üles tõmmata.

Tõestus: Et igal nurgal on

üksainus poolitaja, siis on ka sirge

• p nurga ABC jaoks olemas üksai-
'*

nus sirgjoon BD, mis teda kaheks

N.44. täisnurgaks jaotab.
Niisama võime üheainsa per-

pendikulaari BF teisel pool AC-d üles tõmmata. Et X CBD
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ja X CBF on kumbki täisnurk, siis on X DBF sirge nurk ja

DBF on sirgjoon.

Teoreem. Sirgjoonest väljaspool olevast punktist
on võimalik sellele sirgjoonele alla tõmmata ainult üht

perpendikulaari.
Tõestus. Olgu võimalik punktist A kaht perpendiku-

laari alla tõmmata MN-le, nimelt AC ja AD. Ühendame
nende alused C ja D punktiga B,

mis on A-le MN kohta sümmeet- <jA
riline. Siis on X BCN — ACN \

ja [25, 2] ja
sellega täisnurgad. Siis on ka

nurgad ACB ja ADB sirged nur- M

gad ja jooned ACB ja ADB —

sirgjooned. See ei ole aga või-

malik, sest kahe punkti A ja B

läbi on võimalik ainult üks sirg-

joon. Järjelikult langevad kõik 1
punktist A sirgjoone MN peale

N.45.

alla tõmmatud perpendikulaarid ühte sirgjoonega AB, mis J_

on MN-le [2s, x ], ja meil on A-st MN peale üksainus perpen-

dikulaar võimalik.

(Teine tõestus. Oleks ühest punktist A ühele sirgjoo-
nele MN kaks perpendikulaari AO ja AD võimalik, siis sün-

nitaksid nad /\ AGP, milles sisemiste nurkade summa suu-

rem oleks kui 180° [4l].)

27. Kujundite tsentraalne sümmeetria. Tähendame

ära ristnurga ühe haru ja tema pikenduse peal ühepik-
kused lõigud OP =• OS ja teise haru ja tema pikenduse peal

ühepikkused lõigud ON = OR; saadud punktid R, P, N, S

ühendame joonlõikude abil. Nii saame kujundi RPNS.

Pöörame terve kujundi RPNS tema tasapinnal ümber

punkti 0 sirge nurga võrra. Siis näeme, et OA läheb

OC-d mööda ja R langeb N-ga ühte, sest OR =ON ;
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OB läheb OD-d mööda ja P langeb ühte S-ga, OC läheb OA-d

mööda ja N langeb ühte R-ga ja OD läheb 08-d mööda ja
S langeb ühte P-ga

Et läbi kahe punkti on

võimalik tõmmata ainult üht

sirgjoont, s is langeb RP —

NS-ga, PN —SR-ga, NS—-

RP-ga ja SR — PN-ga ühte

ja terve kujund RPNS langeb
iseenesega ühte.

Tsentraalne sümmeet-
ria on see kujundite oma-

dus, mis selles seisab, et

kujundit võib tema tasa-

pinnal ümber teatava punkti pöörata nii, et ta iseendaga
Ühte langeb; kujund ise on selle punkti kohta sümmeetriline;

punkt, mille ümber kujundit pöördakse, on pöörtsenter ehk süm-

meetria tsenter ; nurk, mille võrra kujundit pöörata tulel, et ta

iseenesega ühte langeks, on pöörnurk. Pöörnurkade arv täispöör-
des on sümmeetria järk. Meie näituses, kujundis [46] RPNS,
on pöörnurgaks sirge nurk ehk 180°-line nurk; täispööre mõe-

dab 2 sirget nurka ehk 2 korda 180° ja seepärast on kujundil
RPNS teise järgu sümmeetria ehk kahekordne tsentraalne

sümmeetria.

On kujundis! olemas, millel on kolmanda, neljanda jne
järgu sümmeetria, ehk kolmekordne, neljakordne jne tsent-

raalne sümmeetria.

Need punktid, joonlõigud või nurgad, mis pärast pööra
mist ühte langevad, on sümmeetrilised antud pöörtsentri kohta.

Selge on, et tsentraalse sümmeetriaga kujundi sümmeet-

rilised punktid pöörtsentrist ühekaugusel on, näit. OP = OS.

Ka kaks, kolm, neli jne kujundit võivad antud punkti
kohta sümmeetriliselt asendud olla; siis on see punkt nende

sümmeetriatsenter.



28. Teoreem. Joonlõik, mis kahekordse tsent-

raalse sümmeetriaga kujundis kaht sümmeetrilist punkti

ühendab, läheb sümmeetriatsentrist läbi ja jaguneb

temas pooleks.
Tõestus: Ühendame M q

sümmeetrilised punktid Mja « 0

L sümmeetriatsentriga 0. Et N47

punktidel MjaL O kohta ka-

hekordne tsentraalne sümmeetria on, siis, on

sirge nurk, tema harud OL ja OM sünnitavad sirgjoone LOM

ja joonlõik ML langeb ühte sirgjoone LOM-ga, nii et LM lä-

heb pöörtsentrist O-st läbi. Et kujundi pööramisel 180° võrra

O omale kohale jääb, L aga M-ga ja M — L-ga ühte lan

geb, siis on OL =|OM.

1-ne ülesanne. Kahekordse tsentraalse sümnteetriaga

kujundis leida antud punktile sümmeetriline punkt!

Lahendamine. Niisugune punkt on olemas, sest kui

me terve kujundi 180° võrra ümber sümmeetria tsentri pöö-

rame, siis langeb antud punkt mingi punktiga ühte. Et seda

punkti leida, on tarvis ainult sirgjoon tõmmata läbi antud

punkti ja sümmeetria tsentri ja sümmeetria tsentrist teisele

poole asetada antud punkti kaugus sümmeetria tsentrist.

2-ne Ülesanne. Ladinakeelses tähestikus ära näidata

sümmeetrilised tähed ja nende sümmeetria iseloom.
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d) Paralleeljooned.
4

29* Definitsioon. Kaks sirgjoont, mis ühel tasa-
pinnal on ja mis ei lõiku, nii kaugele kui me ka neid
ei pikendaks, on paralleeljooned. Paralleelsuse märgiks
on (märk)

B
||“.

Pikenduse abil ei ole aga võimalik kindlaks teha, kas
antud sirgjooned paralleelsed on ehk mitte. Sirgjoonte paral-
leelsuse pea-tundemärki, ühtlasi ka paraHeeljoonte olemasole-
mise võimalust, avaldab paralleeljoonte peateoreem:

Kui kahe sirgjoone läbilõikamisel kolmandaga võrd-
sed põiknurgad sünnivad, siis on läbilõigatud sirgjooned
paralleelsed.

Oletus: = (jär-
jelikult ka = [23].

\
R

Väide: AB||CD.
Tõestus : EF lõikab AB-d

ja CD-d punktides oja P. Olgu
K joonlõigu OP keskkoht, nii

et KO = KP.

B. Pöörame terve kujundi üm-
ber punkti K 180° võrra. Siis

läheb KE — KF-i mööda ja 0 langeb P-ga ühte, sest et
KO = KP; OA läheb PD-d mööda, sest et X? = X ja OR
läheb PC-d mööda, sest et <5 = ejaet OB sünnitab OA-ga
ja PC sünnitab PD-ga sirgjoone; KF läheb KE-d mööda ja
P langeb O-ga ühte, sest et KP = KO; PD läheb OA-d mööda,
sest et ja PC läheb 08-d mööda, sest et /&—/j)
ja et PC sünnitab PD-ga ja OB sünnitab OA-ga sirgjoone.
Järjelikult on sellel kujundil kahekordne tsentraalne sümmeetria
ja K on sümmeetria tsenter.

Kui nüüd mõelda, et AB ja CD ühelpool EF-i lõikuvad,
näit, paremal pool, punktis z, siis peavad nad lõikuma ka

40
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teisel, s. o. pahemal, pool EF-i, nimelt punktis Z, mis

on x-le K kohta sümmeetriline:

Et aga kahel mitte ühtelangeval sirgjoonel kaht ühist

punkti olla ei või, siis ei või sirgjoontel AB ja CD ühtki ühist

punkti olla, s. t. AB ja CD on paralleelsed. AB ’ CD.

1-ne järeldus: Kaks kolmandale perpendikulaar-
set sirgjoont on vastastikku paralleelsed, sest et nendest

sünnitud põiknurgad on täisnurgad, ja seepärast isekeskis

võrdsed.

2-ne järeldus: Kui kahe sirgjoone läbilõikamisel kol-

mandaga võrdsed vastavad nurgad sünnivad, siis on läbi-

lõigatud Sirgjooned paralleelsed, sest niisugusel korral on

ka põiknurgad isekeskis võrdsed [23].

3-as järeldus: Kui kahe sirgjoone läbilõikamisel kol-

mandaga sünnitud rindnurkade summa on sirge nurk,
siis on läbilõigatud sirgjooned paralleelsed, sest niisu-

gusel korral on ka põiknurgad isekeskis võrdsed [23].

30. Paralleeljoonte aksioom. Väljaspool sirgjoont
oleva punkti läbi on või-

malik tõmmata üksainus

sirgjoont, mis on esimesele p
paralleelne. -—

—

Näit, punkti A läbi on

Mvõimalik tõmmata lõpmata

palju sirgjooni, aga üksainus

nendest, LP, on paralleelne
MN-le.

N

N4-9.

31. Vastupidine teoreem. Kahe paralleeljoone läbi-

lõikamisel kolmandaga sündinud 1) põiknurgad on ise-

keskis võrdsed, 2) vastavad nurgad on isekeskis võrdsed

ja 3) rindnurkade summa on sirge nurk.

Oletus: ABIICD:

Väide:

Tõestus: Mõtleme, et ei võrdu et kas
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suurem on kui £ või vähem. Niisugusel korral võime q-gj
9

punkti 0 sirgjoone XY nii tõmmata, et ta sirgjoone EF-ga
sünnitab nurga XOF, mis võrdub Siis oleks

aga läbi punkti 0* tõmmatud

kaks sirgjoont AB ja
.

XY, mis

CD-le paralleelsed on, nimelt

AB on || CD oletuse järgi, ja XY

on || CD, sest et =

See käib aga paralleeljoonte ak-

sioomi vastu ja on seepärast või-

mata. Järjelikult ei ole võimalik,
N.50. et ei võrduks x" C. vaid

peab olema —x" C. Kui aga
uks paar põiknurki isekeskis võrdsed on, siis on iga paar
põiknurki isekeskis võrdsed, iga paar vastavaid nurki on ise-
keskis võrdsed ja iga rindnurga paari summa on sirge nurk.

32. Ülesanne. Läbi an-
tud punkti tõmmata antud

sirgjoonele paralleeljoon.
Konstrueerimine: Läbi an-

tud punkti A tõmbame sirgjoone,
mis. antud sirgjoont BC-d lõikab

punktisD, ja siis ehitame A juures
AD külge nurgale ADC' võrdse

põiknurga DAE ; viimase nurga
'

teine haru AE ehk FE on pa-
ralleelne BC-le, sest et =

33. Teoreem. Sirgjoon, mis üht paralleeljooni lõi
kab, lõikab ka teist.

Tõestus: Kui EF, mis '
AB-d lõikab punktis L, mitte ei A—-

lõikaks ka CD-d, mis on AB-le

paralleelne, siis oleks läbi lõike-

punkti L kaks paralleeljooni
CD-letõmmatud, mis võimata on.

C D

N.52.
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34, Teoreem. Sirgjoon, mis on ühele paralleel-

joonele perpendikulaarne, on

ka teisele perpendikulaarne. £
Oletus: AB!|CD, EFXAB.
Väide: EFJ_CD. £- 4 B
TÕestus: Et EF AB-d lõikab,

siis lõikab ta ka ; see juures J

on Xa— X £. kui vastavad nur- C , ; D

gad, kuna ABj'CD, ja ! p-
= 90°, sest et EFJ_CD N55

s. t. EFJ_CD

» n

35* Teoreem. Sirgjoon,
mis on ühele paralleeljoo-
nele paralleelne, on ka teisele

paralleelne.

Oletus: AB||CD, EF| AB.

Väide: EFjjCD.-
Tõestus: Lõikame kõik

kolm joont neljandaga MN läbi,

siis "on

X a = Xkui vastavad nurgad paralleeljoonte juures;

/ci—/_ /> » » » • ”

[S,J
EF || CD [29, 2j.

36» Teoreem. Paral-

leelsete harudega nurgad
on kas võrdsed, ehk nende

summa on sirge nurk.

Oletus: ED||BA, EF||BC.
Välde: = J a B

Tõestus : Pikendame

DE-d, kuni tema BC-d lõikab N. 55
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punktis I, ehk pikendame FE-d, kuni tema BA-d lõikab punk-
tis K, siis sünnib Xd.

1) = [3l] 2) + 180° [3l]
= [3l] = [3l]

= 0

37. Teoreem. Perpendikulaarsete harudega nur-

gad on kas isekeskis võrdsed, ehk nende summa on

Oletus: EF_LBC
ED J_ BA

Väide: 1) =

2) lBo°.

Tõestus: Tõmbame BP || EF ja BR||ED ehk .BRfiEG.
Siis on [36] = ja X = 180°.

EG I BA, sest EG on DE pikendus.
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11-ne peatükk: Kolmnurgad.

38. Kujundid. Tasapinnaliseks kujundiks nimetasime

[3] tasapinna piiratud osa. On tasapinnalise kujundi piirideks
kõverjooned, siis on see kujund kõverjooneline; on tema pii-
rideks sirgjoone lõigud, siis on ta sirgjooneline kujund ehk

paljunurk. Järjelikult: Paljunurk on joonlõikudega piira-
tud tasapinna osa. Missuguses punktis üks joonlõik lõppeb,
selles peab teine joonlõik algama ja viimane lõik lõppeb sel-

les punktis, milles esimene algab.

Paljunurka piiravad

joonlõigud on paljunurga
küljed.

Külgede otsapunktid
on paljunurga tipud.

Paljunurga külgede
summa on paljunurga
ümbermõet ehk peti-
meeter ; kõiki külgi ühte-
kokku võetult ühes nende

kuju ja seisukohaga nime-

takse paljunurga piirdeks.
N57

Paljunurga sisenurgaks nimetame seda nurka, mille ti-

puks on paljunurga tipp, mille harudeks on paljunurga küljed

ja mille sisemine vald paljunurga sisemise vahaga ühte langeb.

Sisenurga kõrvunurka nimetakse välisnurgaks, näit. XEFH.

Paljunurga diagonaal on see joonlõik, mis paljunurga kaht

mitte järjes olevat tippu ühendab, näit. AC, AD, AE, AF jne.



47

Et iga külje lõpupunkt on järgneva külje alguspunkt, siis

on igal paljunurgal niipalju tippusid kui palju külgi; et iga

tipu juures on üks sisenurk, siis on paljunurgal niisama palju
sisenurki kui palju tippusid ja külgi. Külgede arvu järele on

olemas: kolmnurgad, nelinurgad, viisnurgad jne. Harilikus

kõnes kolmnurki ja nelinurki paljunurkadeks ei nimetata.

Ühest paljunurga tipust ei või me diagonaali tõmmata

temasse enesesse ega-kahte teise tippu, mis temast väljamine-
vate külgede peal on; teistesse tippudesse on võimalik dia-

gonaali tõmmata. Kui paljunurga külgede arv on n, siis

võine ühest tipust (n —3) diagonaali tõmmata; kõigist tippu-

dest kokku n. (n —3) diagonaali. Seejuures on aga iga dia-

gonaal arvatud 2 korda, sinna ja tagasi; nii et diagonaalide
arv tõepoolest 2 korda vähem on. Järjelikult võib paljunur-

gas, millel n külge on, üleüldse er j diagonaali tõmmata.

näit. BD. Meie vaatleme

paljunurki.

Kolmnurk. Kolm-

nurgal on 3 külge, 3 tippu,
3 nurka, aga tal ei ole ühtki

diagonaali. Kaks kolmnurga

tippu on ühe külje otsapunk-
tid ja kolmas tipp on selle

külje vastas; ta on selle

Kui paljunurgal kõik

nurgad viltunurgad on, s. t.

kui tal ühtki ülinürinurka

ei ole ja kui ükski külg teist

ei lõika, siis on kõik diago-
naalid paljunurga sisemises

vallas; on aga paljunurgal
mõni ülinürinurk olemas,

siis on kä mõni diagonaal

väljaspool paljunurga valda,

edaspidi ainult esimest seltsi
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külje vastastipp, kuna külg selle tipu vastas-
külg on.

.

Nurk, mille tipp on antud külje vastas, on ise ka antud
külje vastas, ja teda nimetakse selle külje vastasnur-
gaks, 2 nurka on selle külje juures ja neid nime-
takse selle külje lähisnurkadeks. Näit. /B on külje AC
vastas, Aja on külje AC juures.

Külg, mille vastas on antud nurk, on ise ka selle nurga
vastas, on selle nurga vastaskülg; teised 2 külge pii-
ravad seda nurka, on seda nurka piiravad küljed ja nurk
on nende kahe külje vahel, on nende vahelnurk.

Iga kolmnurga külge võidakse kolmnurga aluseks võtta;
siis on tema vastastipp — kolmnurga tipp. Näit, kui me

AC aluseks võtame, siis on B kolmnurga tipp.

Kolmnurga tipust aluse ehk tema pikenduse peale alla

tõmmatud perpendikulaar on kolmnurga kõrgus, näit. BD'

Joonlõik, mis kolmnurga tippu vastaskülje keskkohaga ühen-

dab, on mediaan, näit. BM. Kui nurga poolitajast ehk

bissektorist räägitakse kolmnurgas, siis mõeldakse seda

nurga poolitaja lõiku, mis ulatab nurga tipust kuni vastas-

küljeni, näit. 81. Et iga külge võidakse kolmnurga alu-

seks võtta, siis on kolmnurgal 3 kõrgust, 3 mediaani ja
3 bissektorit ehk nurgapoolitajat. Sõna kolmnurk tähendakse

ära lühendult märgiga /\. '
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/40. Teoreem. Kolmnurga välisnurk on temaga
mitte kõrvuolevate sisenurkade summa.

Oletus: X BCD on kolmnurga ABC välisnurk.

Väide: = X A-4-XB.
Tõestus: Tõmbame CE |[ AB-le, siis on:

Xx — x A. kui vastavad nurgad,
X v ■= XB. kui põiknurgad ;

= /A-
ehk: ’ X BCD =X A -j- X B

A N.61. c D

Järeldus: Kolmnurga välisnurk on suurem, kui

ükski temaga mitte kõrvuolev sisenurk.

/41, Teoreem. Kolmnurga sisenurkade summa on

sirge nurk

Väide: XA-p X B + = 180°
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Tõestus : Tipust C tõmbame EF [I AB-le ;

siis on : ZA = Zx

=

zL b -j- c — xH-y — zdca—

a Z DCA ehk X ECF on sirge nurk.

1-ne järeldus: Kolmnurgas võib olla ainult üks

täisnurk, ehk üks tömpnurk.

2-ne järeldus: Kui kolmnurgas 2 nurka teada on,

siis on ka kolmas teada.

3-as järeldus: Kui ühe kolmnurga 2 nurka on teise

kolmnurga kahele nurgale vastavalt võrdsed, siis on ka

kolmandad nurgad isekeskis võrdsed.

Z42. Kolmnurkade liigid. Oma välimise kuju poolest
nurkade järele nimetakse kolmnurka:

1) teravnurkseks, kui kõik 3 nurka on teravnurgad,
näit. /\ ABC ;

2) tömpnurkseks, kui tal 1 nurk on tömpnurk, näi

tuseks /\ DEF;

3) täisnurkseks, kui tal 1 nurk on täisnurk, näit. /\ GHI

N.63.

Terav- ja tõmpnurkset kolmnurka nimetame ühise nimega

viltunurkseteks. Täisnurkses kolmnurgas nimetakse täis-

nurga vastaskülge hüpOteenus’iks — kaldküljeks — GH,
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ja täisnurka sünnitavaid külgi — kateetideks ehk ristküige-
deks —IG ja IH. Täisnurkses kolmnurgas on teravnurkade

summa täisnurk.

Külgede järele nimetakse kolmnurka:

1) võrdkülgseks, kui kõik 3 külge isekeskis võrdsed on,

näit. /\ KLM ;

2) sarikkolmnurgaks, kui 2 külge on isekeskis võrdsed,

kolmas aga ei ole, näit. /\ NOP;

3) isekülgseks, kui igal küljel on isesugune pikkus
näit. /\ QRS.

Sarikkolmnurgas võetakse harilikult see külg, mis teistega
ühepikkune ei ole, aluseks ja tema vastastipp on kolm-

nurga tipp. mõlemad võrdsed küljed on kolmnurga tiivad

(sarikad).

43. Kujundite kongruentsus. Kujundis pöörame oma

tähelepanemist tema kuju ja tema suuruse peale.
Kaks kujundit, mis lähevad oma suuruse poolest ühte,

aga oma kuju poolest lahku, on võrdsed ehk ühesuurused.

Märk „=“.

Kaks kujundit, mis lähevad oma kuju poolest ühte, aga

oma suuruse poolest lahku, on sarnased. Märk ,00*.

Kaks kujundit, mis lähevad kuju ning suuruse poolest
ühte, on kongruentsed.

Kaht kujundit, millel on üks ja seesama kuju ja üks ja
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seesama suurus, võidakse teineteise peale nõnda paigutada,
et nad teineteist täiesti katavad, et nad „ühtivad“.

Seepärast: kaht kujundit nimetakse kongruent-
seks (=), kui nad pealepaigutamisel teineteist täiesti

katavad.

Need kongruentsete kujundite osad, näit, tipud, küljed,

nurgad, kõrgused jne., mis pealepaigutamisel ühtivad, ühte

langevad, on samapaiksed ehk vastavad (homoloogsed).
Seepärast: kongruentsete kujundite samapaiksed osad on

isekeskis võrdsed.

Esimene kongruentsuse teoreem.

44. Kolmnurk tähendakse ära kolme suure ladinakeelse

tähega, mis tema tippude juurde kirjutakse. Iga tipu juures
olevat nurka tähendame ära vastava greekakeelse väikese

tähega ja tema vastaskülge vastava ladinakeelse väikese tä-

hega, nii et, näit., tipu A juures on ja tipu A ja /a
vastas on külg a, kuna küljed b ja c nurka a-t piiravad ja ti-

pus A-s kokku jooksevad.
l-ne ülesanne. Kahest küljest a ja b ja nende va

hei olevast nurgast y tuleb kolmnurk konstrueerida.

Antud : a, b, y.

Konstrueerimine: 1)

2) Nurga C ühe haru

Konstrueerime — </.y [lB] ;

peale asetame CB =a;
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3) ja teise haru peale asetame CA =. b ;

4) B ja A ühendame sirgjoone abil.

/\ ABC on otsitav kolmnurk.

Me võime konstrueerimise juures asetada CB = a pare-
male ehk vassakule poole punktist C, ja nurga y kas üleval-
pool ehk allpool CB-d konstrueerida.

Kuidas me ka seda kolmnurka ei konstrueeriks, ikka sün-
nivad konstrueeritud kolmnurgad oma kuju ja suuruse poolest
ühte; seda tõestab järgmine kolmnurkade kongruentsuse
esimene teoreem: Kaks kolmnurka on kongruentsed,
kui nad kahe külje ja nende vahelnurga poolest ühte
sünnivad.

Oletus : AC — DF

AB == DE

Väide: ABC DEF.

Tõestus. ABC paigutame /\ DEF peale nii, 1) et
A langeks D peale ja 2) et AC läheks DF mööda; siis:

1) AB läheb DE-d mööda, sest et / A = /D;
2) tipp C langeb tipu F peale, sest et AC = DF;
3) tipp B langeb tipu E peale, sest et AB = DE ja
4) külg BC ühtib külje EF-ga, sest nende otsapunktid on

ühte langenud ja kahe punkti vahel on võimalik ainult üks

sirgjoon.
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Niiviisi katavad kolmnurgad ABC ja DEF teineteist täie-

likult ja on seepärast kongruentsed, s. t. ABC 00 DEF.

1-ne järeldus. Kahe külje ja nende vahelnurga

läbi on kolmnurga kuju ja suurus täiesti kindlaks mää-

ratud. x ,

2-ne järeldus. Kaks täisnurkset kolmnurka on kon-

gruentsed, kui nad mõlemate kateetide poolest ühte sün-

nivad.

2-ne ülesanne: Sarikkolmnurk konstrueerida antud kül

jest ja tipu juures olevast nurgast.

Teine kongruentsuse teoreem.

X4.5. Ülesanne. Küljest c ja tema lähisnurkadest

aja konstrueerida kolmnurk.

Antud: c, a,

Konstrueerimine: 1) Teatava sirgjoone peale asetame

AB = c;

A juures X A = a ja2) AB peal konstrueerime

N.67b.N.67a

3) B juures XB = /?.
4) Nende nurkade teised harud lõikuvad tipus C.

on otsitav.



Kuigi me nurkade a ja ,5 kohad ära vahetame ehk neid
AB-st allapoole konstrueerime, siiski saame kuju ja suuruse poo-
lest ainult ühe kolmnurga. Seda tõestab kolmnurkade kon-
gruentsuse teine teoreem: Kaks kolmnurka on kongruent-
sed, kui nad ühe külje ja tema mõlemate lähisnurkade
poolest ühte sünnivad.

Oletus: AC =DF

=

Väide: A a BC = A dEF

Tõestus: AABC paigutame A DEF peale nii,
1) et A langeks D peale ja 2)

1) C langeb F peale, sest

2) AB läheb DE-d mööda,

et AC läheks DF mööda; siis

et AC = DF ;

sest et /A / D :

sest et C — F ;3) CB läheb FE-d mööda,

4) tipp B langeb tipu E peale, sest et kaks sirgjoont või-

vad lõikuda ainult ühes punktis.

Niiviisi katavad kolmnurgad ABG ja DEF teineteist täie-
likult ja on seepärast kongruentsed, s. t. A ABC 00 A DEF-

1-ne järeldus: Kaks kolmnurka on kongruentsed,
kui nad ühte sünnivad ühe külje ja kahe nurga poo-
lest [4l, 3J.



2-ne järeldus: Kaks täisnurkset kolmnurka on kon-

ruentsed, kui neil on üks võrdne kateet ja üks võrdne

ja samapaikne teravnurk.

3-as järeldus: Kaks täisnurkset kolmnurka on kon-

gruentsed, kui nad hüpotenuusi ja teravnurga poolest
ühte sünnivad.

4-as järeldus: Ühe külje ja kahe nurga läbi on

kolmnurga kuju ja suurus täiesti kindlaks määratud.

X46. Ülesanne. Küljest c, tema lähisnurgast a ja

vastasnurgast y kolmnurk konstrueerida.

Konstrueerimine : 1) Sirgjoone AD peale asetame AB — c

2) AD peale A ja B juure asetame antud nurga a nii,

et /A= a ja /FBD=a; siis on BF |AC [29, 2].

3) FB peale B juure asetame antud nurga y nii, et

=y; sellega võtame sirgest nurgast ABD ära a-f-y.
nii et järele jääb kolmnurga kolmas nurk = /?, ehk

külje AB teine lähisnurk.

4) Konstrueeritud nurga FBC = y teine haru lõikab A

juures konstrueeritud nurga A haru punktis C.

/\ ABC on otsitav.

Antud : c, a, y.
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Tõestus: seepärast on BFjjAC.

Et BF||AC, siis on = FBC = Peale selle on

//A = aja AB =c.

Järjelikult täidab £ ABC kõiki nõudeid ja on otsitud A-

Kolmnurga külgede ja nurkade vahekord.

Teoreem. Kolmnurga võrdsete külgede vastas

on võrdsed nurgad.
Oletus : AB = BC.

Väide: A =

Tõestus: Olgu BD nurga B pooli-

taja, mis alust AC-d lõikab punktis D,

siis on AB = BC,

bd = bd,

lk -
k

-
L t-*)l

’ ’

[43].

1- järeldus: Sarikkolmnurgas on aluse lähisnur-

gad isekeskis võrdsed ja mõlemad on teravad.

2- järeldus: Võrdkülgses kolmnurgas on kõik nur-

gad isekeskis võrdsed ja igaüks on 60° suur.

Ülesanded: 1) Sarikkolmnurk konstrueerida alusest ja

aluse lähisnurgast.

2) Sarikkolmnurk konstrueerida
tiivast ja aluse lähisnurgast.

3) Teised sarikkolmnurga nurgad leida, kui aluse lähis-

nurga suurus on: a) 40»; b) 45»: c) 60»: d) 72»; e) 36»; f) 68»;

9) 108»12'.

4) Sarikkolmnurga tipunurk on suur: a) 90°; b) 120°;

C ) 36»; d) 60»: e) 80»; f) 124»28': g) 97»6'28". Kui suu-

red on aluse lähisnurgad ?

‘) k. k. I. t. « kolmnurkade kongruentsuse esimene teoreem.
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Vastupidine teoreem. Kolmnurgas on võrdsete nur-
kade vastas võrdsed küljed. [Kujund 70.]

Oletus : A A = /c.

Väide : AB = BC.

Tõestus: Nurga B jagame pooleks sirgjoone BD abil
mis AC-d D-s lõikab. Siis on: BD = BD, ZA=ZC jazTABD = Järjelikult [45,J on ia
sellega ka AB = BC.

~

'4B. Teoreem. Kolm-
nurga suurema külje vastas

on ka suurem nurk.
Oletus: AB > BC.

Väide: /C>ZA.

Tõestus : Asetame BA
peale BC nii, et BD =BC

ja ühendame D C-ga. Siis
leiame :

sest tervik on suurem kui tema osa [S,3];
sest BD = BD ;

A( kui kolmnurga ADC välisnurk.

>

X Vastupidine teoreem. Kolmnurga suurema nurga
vastas on ka suurem külg.

Oletus:

Väide: AB>BC.
Tõestus (vastuväiteline): 1) AB ei või olla vähem kui

BC, sest muidu oleks (päripidise teoreemi põhjal) XC A.

2) AB ei või olla võrdne BC-le, sest muidu oleks _C= /A.
Nii jääb ainu võimalusena üle, et AB j> BC.

Järeldus. Täisnurkses kolmnurgas on hüpotenuus
kõige pikem külg.
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Kolmnurga külgede summa ja vahe.

XTth Teoreem. Kolmnurgas on kahe külje summa

suurem kui kolmas külg.

Oletus; AB on

kõige suurem külg/\,‘ as

ABC.

Väide:

AD-]-DB> AB.

Tõestus: Teeme

murdjoone ADB sirgeks

selle läbi, et me ase- . ,
tarne AD pikenduse peale DC = DB; sus on ~r

Ühendame C—B-ga ; siis on /\' as .

ainn it O sa
/a =X0- Aga on ainult osa

XABC-st; seepärast: X ABC>X£
X ABC> X «

ABC [4B järele]: AC >AB ;

see tähendab : AD +DB > AB.

XõO. Teoreem. Kolmnurgas on kahe külje va

hem kui kolmas külg.
Väide: AB —

Tõestus: Asetame BA peale

B BC nii, et BD =BC ja ühendame

C D-ga. Siis on a=zL P < 90 °

[47,J jaAD =AB—BC. [4o,j äreid.]

järele on ia järjelikult
X / < 90°

[2l,6a] järele on: Z > 9QO_

N.73. AD< AC

ehk AB —BC AC.

Teine tõestuse viis: Teada on, et AC -j- CB >AB ehk

AB< AC4-CB. Kui mõlemalt poolt ära võtta BC, sus saame

AB —BC<AC [5. 9].
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Kolmas kongruentsuse teoreem.

stw

s

erida
UleSanne

' Kolmest kÖ,jest kolmnurk kon

Antud: a, b, c.

Konstrueerimine: 1)Mõne sirgjoone peale asetame AC=b;
2) külge a-d raadiuseks ja tippu C-d tsentriks võttes

tõmbame kaare;

3) Külge
c-d raadiuseks

ja tippu A-d

tsentriks võt-

tes tõmbame

kaare;

4) Need

kaks kaart lõi-

kuvad tipus B;

5) B ühendame A-ga ja
A ABC on otsitav.

Ehk kuil kaared lõikuvad kahes punktis - ülevalpool

A
\ P°° AC-d, ja ehk küll me võime a-d raadiuseks võttes
-d tsentriks võtta ja c-d raadiuseks võttes C-d tsentriks võttasnski on kõigil niiviisi konstrueeritud kolmnurkadel üks ja

seesama kuju ja üks ja seesama suurus. Seda tõestabkolmnurkade kongruentsuse kolmas teoreem: Kaks kolm-nurka on kongruentsed, kui nad kõigi kolme küljepoolest ühte sünnivad.

Oletus: DE =AB

EF = BC

DF = AC.

Väide: ADEF22ABC.
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Tõestus: A DEF Pai9utame A ABC kül 9 e nii >
1) et D langeks A peale,

2) et DF läheks AC-d mööda ja

3) et A def teisele poole AC-d langeks.

Siis: 1) F langeb C peale, sest DF = AC ja 2) A BBB

aseneb A aic kohale -
Ühendame nüüd tipu B tipu I-ga,

siis saame kaks sarikkolmnurka A BAI J a A BCk

1

BAI on sest AI = AB,

BCI on sest CI = CB.

XI= XE.

Niiviisi on =

DE = AB

EF = BC

/\DEF^AABC [k. k. I. t.J

Järeldus: Kolme külje abil on kolmnurga kuju ja

suurus täiesti kindlaks määratud.

Ülesanded: 1) Sarikkolmnurk konstrueerida alusest ji

küljest.

2) Võrdkülgne kolmnurk konstrueerida antud küljest.
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/52. 1-ne ülesanne: Antud nurk tuleb sirgjoone peal
antud punkti juure asetada.

N76

Konstrueerimine: Vaata [lB].

Tõestus: DE =AB

DF = AC

FE = CB

=

/ 2-ne ülesanne: Antud nurk pooleks jagada

Konstrueerimine: 1) Tä-
hendame ära antud nurga ha-

rude peal mingisugused võrdsed

lõiked BM = BR.

2) Ükskõik kui pikkade,
kuid siiski võrdsete raadiustega
kujutame punktidest M ja R

kaared, mis lõikuvad punktis P.

3) .Läbi B jaP tõmbame sirg-
joone BP. BP jagab nurga ABC pooleks, nii etXABP=X PBC.

Tõestus: A MBPc°A RBP
>
sest et MB = RB, BP= BP

ja MP = RP; seepärast X ABP = XCBP.
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Ülesanded : 3) Sirge nurk pooleks jagada.

4) Konstrueerida täisnurk antud sirgjoone peal antud punkti

juures.

5) Sarikkolmnurga tipunurk pooleks jagada.

s 6-es ülesanne: Sirgjoone peal antud punktist per-

pendikulaar sellele sirg-

joonele tõmmata

Konstrueerimine: Sel-

leks on tarvis ainult seda

punkti sirge nurga tipuks ja

sirgjoont sirge nurga haru-

deks võtta ja sirge nurk poo- BAleks jagada. c
N7B.=

DC J_ AB.

Konstrueerida täisnurkne A • ?) kateetidest;

•*j 8) kateedist ja tema teravast lähisnürgast;

33} 9) kateedist ja tema vastasnurgast;

10) hüpotenuusist ja teravast nurgast;

11) sarikkolmnurk alusest ja tipunurgast;

12) täisnurkne sarikkolmnurk hüpotenuusist.

13) Täisnurk kolmeks võrdseks jaoks jagada.

Neljas kongruentsuse teoreem.

X 53. Ülesanne. Kahest küljest ja suurema külje

vastasnurgast konstrueerida kolmnurk.

Antud : a, b, a; a > b.
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Konstrueerimine: 1) konstrueerime A A =a.
2) Konstrueeritud nurga ühe haru peale asetame seda

nurka piirava külje b nü, et AC = b ;

Cl

Tippu C-d tsentriks ja nurga vastaskülge a-d raadiu-
seks võttes tõmbame kaare, mis nurga A teist haru lõikab
punktis B.

4) B ja C ühendame sirgjoonega.
A ABC on otsitav.

Kolmnurkade kongruentsuse neljas teoreem: Kaks
Kolmnurka on kongruentsed, kui nad kahe külje ja suu-
rema külje vastasnurga poolest ühte sünnivad.

Oletus: DF==AC, DF > DE

DE = AB, AC>AB
ZE = /B.

Väide: ADEF^A a BC.

Tõestus: Paigutame A DEF nii A a BC külge,
1) et D langeks A peale,

2) et DF läheks AC-d mööda ja
3 ) et A dEF teisele poole AC-d langeks.
Siis: 1) F langeb C peale, sest et DF —AC ja 2) ADEF

aseneb kohale.

Ühendame nüüd punkti B punkti I-ga, siis saame 2 kolm-
nurka : A BAI ja A BCI.
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Me teame, et X B = X I (= X E);
/\-gas BAI on X(t = X7. sest AB = AI.

/ \-gas BCI on / —X ö

IC = BC, ehk EF = BC.

Niiviisi on : EF — BC

DF = AC ehk /E=/B
DE = AB

[k. k. 111-nda ehk I-se t. j.]

1-ne järeldus: Kahe külje ja neist suurema külje

vastasnurga läbi on kolmnurga kuju ja suurus täiesti

kindlaks määratud.

2-ne järeldus. Kaks täisnurkset kolmnurka on kon-

gruentsed, kui nad hüpotenuusi ja ühe kateedi paari

poolest ühte sünnivad.

\) Ülesanne: Hüpotenuusist- ja
kateedist konstrueerida täisnurkne

kolmnurk.

X 54. Tõestamise viisid. Teoreemide tõestamisel tarvi-

tasime järgmisi võtteid: 1) pealepaigutamist, 2) otsekohest

tõestust, 3) vastuväitelist tõestust ja 4) külgepaigutamist.
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1) Pealepaigutamine. Kujundile teineteise peale paigu-
tamist algame nurga tipust. Kui nurkade tipud teineteise peale
on langenud, siis juhime ühe kujundi nurga haru teise ku-
jundi nurga haru mööda; ja viimaks pöörame pealepaigutata-
vat kujundit tema ühtelangenud haru, kui telje, ümber nii kaua,
kuni ühe kujundi tasapind teise kujundi tasapinnaga ühte lan-

geb ja ühe kujundi sisemine vald teise kujundi sisemise valla
peale langeb. Sellega lõppeb meie tegevus ; meile jääb järele
ainult tähele panna, kuhu langevad nurga teine haru, kujundi
külgede otsapunktid ja terve pealepaigutatav kujund.

2) Otsekohene tõestus. Selle nime alla ühendame neid
võtteid, milles me oletuse ja juba tuntud tõdede põhjal jär-
jeldame ja ühe otsuse juurest teise juurde üle läheme nii
kaua, kuni me selle otsuse juurde jõuame, mida me tõeks
teha väitsime.

3) Vastuväiteline tõestus seisab selles, et me oletame
tõeks seda, mis väitele otsekohe vastu käib (sellele, mida tõeks
teha väidetakse). Niisuguse väitele otsekohe vastukäiva ole-
tuse põhjal arutame tuntud tõdede abil, kuni me otsuse juurde
jõuame, mis oletuses antud ehk ülepea juba tuntud tõele vastu
käib ja seepärast võimata on. Et väitele vastukäiv oletus
meid võimata otsuse juurde (ad absurdum) viib, siis oleme
sunnitud väidet tõeks tunnistama. Seda tõestuse viisi nime-
takse Ladina keeles: deductio ad absurdum (mõttetusele vii-

mine).

4) Külgepaigutamine. Nagu pealepaigutamisel, nii ka
külgepaigutamisel mahutame me ühe kujundi nurgatipu teise
kujundi nurgatipu peale, juhime ühe kujundi nurgaharu teise
kujundi nurgaharu mööda ja laseme kujundite tasapinnad
ühte langeda, aga nii, et liikuva kujundi sisemine vald paigal-
oleva kujundi välimise valla peale langeks. Siis sünnitavad
need kaks kujundit ühe kujundi, milles me mõne abijoone
tõmbame. Edasi otsekohest tõestust tarvitade*s jõuame soovi-
tud otsusele.



67

Kolmnurkade mltte-kong-ruentsus.

55, Teoreem. Kui ühe kolmnurga kaks külge vas-

tavalt võrduvadteise kolmnurga kahele küljele, aga nende

vahel olevad nurgad võrdsed mitte ei ole, siis on neist

suurema nurga vastas suurem külg.

Oletus: AB = DE, BC = EF,

Väide : AC>DF

Tõestus: Paigutame /\ DEF

/\-ga ABC külge nii,

1) et E ühte langeks B-ga,

2) et EF langeks BD-d peale ja

3) et A DEF langeks teiselepoole BC-d

Siis aseneb A DEF A BGC kohale.

Jagame / ABG pooleks. Et ABC (ehk

siis läheb ABG poolitaja ABC sisemist

valda mööda ja lõikab AC-d punktis I.

Ühendame G ja I ja vaatleme A~ki ABI ja GBI, ja

pärast veel A~a GIC.
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AB = BG (= DE)
BI == BI

/\-as GIC on GI -j- IC < CG,
aga GI = AI ja CGGI = AI ja CG = Dr

= (jagat.)
A ABICO/\GBI

AI = GL

AI 4- ic > DF,
ehk AC > DF.

Vastupidine teoreem: Kui ühe kolmnurga kaks külge
vastavalt võrduvad teise kolmnurga kahele küljele, aga
kolmandad küljed võrdsed mitte ei ole, siis on neist
suurema vastas ka suurem nurk.

Oletus: AB = DE, BC = EF, AC > DF

Väide:

Tõestus (vastuväiteline): lj ZB ei või olla vähem kui'
ZE, sest muidu oleks, päripidise teoreemi põhjal, AC vähem
kui DF; see käib meie oletuse vastu.

2)ZBei või ka olla võrdne E-le, sest muidu oleks-.
A a [k. k. 11.] ja oleks AC = DF, mis ka meie
oletuse vastu käib. Seepärast jääb ainuke võimalus et

Sarikkolmnurk.

/ 56, Teoreem. Sarikkolmuurgal on olemas süm

g
meetria telg, milleks on tipu-
nurga poolitaja; ta poolitab ka
aluse ja on alusele perpendi-
kulaarne.

Oletus: AB = BC,

Väide: BM on sümm. telg,
AM = MC, BM £AC.

C Tnncfiir
•

a
aTõestus: Murrame

nurgapoolitajat BM mööda kahe-

korra, siis läheb BC BA-d mööda.
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sest et = C langeb A peale, sest et BC — BA,

MC langeb ühte BA-ga ja /\/\~ga d ABM ja CBM katavad

teineteist täiesti. Järjelikult on nurgapoolitaja BM ABC

sümmeetria telg ja A ja C on BM kohta sümmeetrilised punk-

tid. Sellest järgneb, MC =MA ja BM _l_ AC [25,J.
Vastupidised teoreemid: Sarikkolmnurgas langeb

sümmeetria teljega ühte 1) aluse

mediaan — sest läbi kahe punkti
R ia M on võimalik ühtainust üB ja M on võimalik ühtainust

sirgjoont tõmmata [6j,
2) kõrgus — sest antud punk-

tist B antud sirgjoone AC peale
on võimalik alla tõmmata üht-

ainust perpendikulaari [26],
3) aluse keskperpendikulaar

— sest antud punktist M on või-
3 c

malik antud sirgjoonele AC üles • ■ fvj
tõmmata ühtainust perpendikulaari NjQ'*

|26] ja niisugustena esineb juba 1 .OU.
.sümmeetria telg.

Võrdkülgse kolmnurga sümmeetria. Võrd-

külgses kolmnurgas võime igaüht külge aluseks võtta,

seepärast on võrdkülgsel kolm-

nurgal 3 sümmeetria telge

AD, BE, CF *).
Kõik kolm sümmeetria telge

lõikuvad ühes punktis ; see

punkt on võrdkülgse kolmnurga
sümmeetria tsenter ja võrd-

kü sel kolmnurgal on kolme-

k' Ine tsentraalne sümmeetria.
p k' Ine tsentraalne summeeina.

Tõestus: Et /BAC =

IN.On
z
/BCA = 60° ja et AD ja

*) Joon. N® 84 palutakse külje . 8 peal olevat tähte lugeda „F“ ja

A"9 as olevat lõikepunkti lugeda „O“.
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CF on sümmeetria teljed, siis on OAC
— OCA = 30°

OA =OC ja sarikkolmnurkade AOC ja ABC ühise aluse AC

keskperpendikulaar läheb nende tippudest 0 ja B läbi ja
langeb ühte /\~ga ABC sümmeetria teljega BE, mis niiviisi
AD ja CF lõikepunktist O läbi läheb.

Võrdkülgne AABC jaguneb kolmeks kongruentseks
sarikkolmnurgaks : A AOC oo A COB °° A BOA , sest nende
alused on ühepikkused ja aluste lähisnurgad on ühesuurused,
sest igaüks on 30°.

Järjelikult on ka tipunurgad ühesuurused ja igaüks on

1200; = XCOB BOA = 120°.

Kui me A'ka ABC pöörame 0 ümber 120° võrra, siis
langeb ta iseenesega ühte ja pärast kolmandat pööret tuleb
ta oma esimesse seisandisse tagasi. Järjelikult on tal kolme-
kordne tsentraalne sümmeetria ja 0 on sümmeetria tsenter.

/58. 1-ne ülesanne. Väljaspool sirgjoont olevast

punktist selle sirgjoone
peale tõmmata perpen-
dikulaar.

Konstrueerimine-.

1) Antud punkti A

võtame sarikkolmnurga ti-

puks seeläbi, et me te-

mast kui tsentrist mingi-
suguse raadiusega kaare

tõmbame, mis antud sirg-
joont MN kahes punktis
B ja C lõikab. BC on

sarikkolmnurga alus ja.
AB ja AC on tema tiivad (sarikad)

2) Nüüd poolitame sarikkolmnurga tipunurga BAC see

läbi, et punktidest B ja C mõne ühise raadiusega kaared
tõmbame, mis lõikuvad punktis E.

t
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3) A ja E läbi tõmbame sirgjoone AE (ehk AD). AE |_

MN ehk AD I MN [s6].
iz 2-ne ülesanne. Antud

joonlõik pooleks jagada.
Konstrueerimine. A-d ja

B-d tsentriteks võttes tõmbame

võrdsete raadiustega kaks kaart,

mis punktides E ja D lõikuvad.-

Sirgjoon ED jagab AB poo-

leks ja ED | AB.

Tõestus. on sarik-

kolmnurk ja DE tema tipu-

nurga poolitaja.

Järjel. AC = CBja ED j AB

[s6]. "
3as ülesanne. Antud

joonlõigu keskkohast tõm-

mata perpendikulaar. Vaata 2-ne ülesanne

V 4-as ülesanne. Hüpotenuusist ja teravnurgast kon-

strueerida täisnurkne kolmnurk.

B ——f~
vi.

1
N.8,7a. N.B7b.

instrueerimine : 1) Konstrueerime antKonstrueerime antud teravnurgaKonstrueerimine:
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2) Nurga B ühe haru peale asetame antud hüpoteenusi
a, BC = a.

3) Tipust C tõmbame perpendikulaari nurga B teise haru
peale: CA J_ BA. /\ABC on otsitav.

59. Diameetri peale
tipp ringi peal on, ja
mille harud ühe ja selle-

sama diameetri otsapunk-
tidest läbi lähevad, on

diameetri peale toetav

piirdenurk.

Teoreem. Diameetri C
peale toetav piirdenurk

too
on täisnurk. N.BS.

toetav piirdenurk. Nurk, mille

Ö

Tõestus: Ühendame tipu A tsentriga 0, siis on:

Z\“Sas AOC AO = CO, seepärast Zx= ' C [47]
zZ‘S as AOB AO = 80, seepärast Zy — x B

N. 8 2.

pool AB-d olevat punkti C-d,
läheb ja AB-d lõikab punktis

Z x Zy -- ZC 4- / b.

ehk: ZA=ZB-)~ZC.
Et a -f- /e 4- =

= 180°, siis saame, kui me

summa B -j- C asemele

paneme ZA:

järjelikult: A = 90°.

60. 1-ne ülesanne.
Joonlõigule tema otsa-

punktist tõmmata perpen-
dikulaar.

Konstrueerimine:

1) Tsentriks võttes väljas-
tõmbame ringi, mis A-st läbi

D.
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2) Läbi lõikepunkti D ja tsentri C tõmbame diameetri DL

3) Läbi A ja I tõmmatud sirgjoon AI on otsitav:

AI AB sest et X PAI = 90°. ta on piirdenurk, mis ennast

diameetri peale toetab [s9].
2-ne ülesanne. Täisnurkne kolmnurk konstrueerida

hüpotenuusist ja kateedist. Antud: a, b.

Konstrueerimine:

1) Antud hüpote-
nuusi CB=a võtame

diameetriks, CB-d poo-

leks jagades leiame

tsentri ja tõmbame CB

üle poolringi.

2) Selle poolringi
sisse tõmbame ping-

joone CA = b.

/\ CAB on otsitav, Q
sest XCAB on dia-

L ! O O
meetri peale toetav piir-meetri peale toetav piir-
denurk ja seega 90°.

3-as ülesanne. Täisnurkne kolmnurk konstrueerida

hüpotenuusist ja teravnurgast. Antud: a, /?.

Konstrueerimine: 1) Antud hüpotenuusi CB —
a võ-

tame diameetriks ja tõmbame tema üle poolringi.
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*-) CB peal konstrueerime B juures antud teravnurga
B =/?, mille teine haru poolringi punktis A lõikab.

BAC on otsitav, sest BAC on diameetri peale toe-
tav piirdenurk ja seega täisnurk 90°.

4-as ülesanne. Sarikkoimnurk konstrueerida kül-
jest ja kõrgusest.

61. Projektsjooni mõiste. Punkti A projektsjoo-
niks sirgjoone MN peale nimetakse A-st MN peale
Tõmmatud perpendikulaari (AA ) alust A .

Kui punkt ise (näit. D) selle sirgjoone peal on, mille
peale-teda projekteeritakse, siis langeb projektsjoon (Dz ) pro-
jekteeritava punktiga ühte.

1 !
i

Z
ZE

’
S '

jji / i

M-4 •
—i i ju

A S' C- D' r
N

N. 9 2.

Joonlõigu BC projektsjooniks sirgjoone MN peale
nimetakse selle joone MN lõiku B C, mis otsapunktide
projektsjoonide vahel on.

Kui projekteeritava joonlõigu üks ots D seile sirgjoone
peal on, mille peale teda projekteeritakse, siis on see lõigu
DE projektsjooniks joone MN lõik' DE', mille üheks otsapunk-
tiks D ise on ja teiseks otsapunktiks on punkti E projektsjoon
E z MN peale.

Joonlõiku DE-d ennast nimetame projekteeritavaks, per-

pendikulaari EE z-d projekteerijaks ja projekteeritavast ja
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projektsjoonist sünnitud nurka EDE'-d nimetame kallakuseks

ehk tõusuks.

Edaspidi on meil tegemist peaasjalikult selle projektsjooni

erijuhtumisega. Siin on selge, et projekteeritav, DE on täis-

nurkse kolmnurga hüpotenuus, projekteerija EE'/ja projekts-

joon DE' on kateeedid.

Perpendikulaar ja kaldjoõned.

62. a) Teoreem. Kui väljaspool sirgjoont olevast

punktist selle sirgjoone peale on tõmmatud perpendiku-

laar ja kaldjooned, siis:

1) on perpendikulaar lühem kui ükski kaldjoon;

2) võrdsetele projektsioonidele vast a v

kaldjooned;
3) pikemale projektsioonile vastab pikem kaldjoon

Oletus:

1) AP±MN

2) PC =PB

3) PD > PB.

Väide:

1) AP <AB

2) AC =AB

3) AD > AB.

.

M
Toestus:

1) Täisnurk-

ses kolmnür- M93.
gas APB on

kateet AP vähem kui hüpotenuus AB 148, järeldus].

2) A APC 00 A APB, sest AP = AP, PC = PB,

A’a = A/?(=90°), järjel, on AC = AB.

'3)Et AP I MN, siis on Aa = <t,o’ Ja A 7 > 90 °’ sest

ta on kolmnurga APC välisnurk; et kolmnurgas ADC
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siis on X Qo° ia /v \ -PZ-Xx’; seeparast onAD > AC [4B] ehk AD > AB.

b) Vastupidised teoreemid: Kui antud punktist antud
sirgjoone peale tõmmata igasugused sirgjooned, siis:

1) kõige lühem nendest on perpendikulaarne an-
tud sirgjoonele ;

2) võrdsetel kaldjoontel on võrdsed projektsioonid ;
3) pikemal kaldjoonel on pikem projektsjoon.
1-ne tõestus: Ei oleks see kõige lühem joon AP mitte

perpendikulaarne MN-le; siis peaks aga, päripidise teoreemi
pojal, see «mingi teine joon‘ veel lühem olema kui kõige
lühem joon AP, mis ometi võimata on.

2- tõestus: Kui AC =AB ja AP±CB siis on
— sarikkolmnurk ja PC = PB [s6],

3- tõestus: Kui AD j> AB. siis ei või olla PD <j PB
sest muidu peaks olema AD AB ;ka ei või olla PD = PB

'

etPD^BP6^5 °!ema AD = AB
' Jšäb ainuke võimalusi

,

us
;

Punkti kaugust sirgjoonest esitab sellest
punktist sirgjoone peale tõmmatud perpendikulaar.

Geomeetriline kont.

63 A Ülesanne. Leida punkt; mis antud punktist A
on antud kaugusel r.

Lahendamine. Antud punktist ,A tõmbame kiire mis-
tahes sihis ja selle kiire peale asetame antud kauguse
AB —r. Punkt B täidab antud nõuet. Kiire AB võime mis-
tahes sihis võtta. Seepärast mitte ainult punkt B, vaid ka
kõik punktid, mis leiduvad punktist A kui tsentrist raadiusega
r tõmmatud ringil, täidavad antud nõuet. Punktid, mis sõõri
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sees on, niisama ka punktid, mis väljaspool sõõri on, ei

läida seda nõuet mitte, sest esimeste punktide kaugus tsent-

rist A on vähem kui r, ja vii-

maste punktide kaugus tsentrist

A on suurem kui r. Siiski on

ka ringi peal olevaid punktisid

lõpmata palj-u ja meie ülesandel

on lõpmata palju lahendusi.

Ülesandel, millel lõpmata palju
lahendusi on, nimetakse umb-

määraseks. Kui seesuguse üles-

N.94. ande lahendamisel ühe punkti ase-

mel saadakse lõpmata palju ühe

joone peal olevaid punktisid, siis nimetakse seda joont antud

punkti geomeetriliseks kohaks.

Definitsjoon. Antud punkti geomeetriline koht on

joon (ehk mitu joont), mille kõigil punktidel on selle

punkti käest nõutav omadus, ilma et väljaspool seda

joont veel mingi niisugune punkt oleks. Järjelikult:

1) Antud punktist A antud kaugusel r oleva punkti

geomeetriline koht on ring, mis tõmmatakse antud

punktist A ja antud kaugusega r.

2-ne näitus. Kahest

antud punktist ühekaugel
oleva punkti geomeetri-
line koht on neid kaht

punkti ühendava joon-

lõigu keskperpendiku-
laar.

Tõestus: 1) AP=BP,

AR=BR, AN —
BN, sest

et AM — MB ja võrdsetele

projektsioonidele vastavad

võrdsed kaldjooned [62, 2];
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2) DR-j- RB >DB ; aga RB = RA, Järjelikult DR4-
H- RA > DB ; s. o. DA > DB.

3-as näitus. Nurga poolitaja on nurga harudest
uhekaugel oleva punkti geomeetriline koht.

Tõestus: 1) Näitame,
•et iga poolitaja peal olev

punkt ühekaugel on nurga
harudest. Selleks võtame
punkti M ja tõmbame MD ;
J_ AB ja ME-LCB. Siis
on: MB = MB, =

(=9o°), XMBE;
järjel. A MBD oo MBE ja
seega MD =ME.

2) Näitame, et iga nurga
harudest ühekaugel olev

punkt on nurga poolitaja
peal. Selleks võtame punkti N nii, et NF AB ja NG CB,
ja-NF = NG. Siis on: NB=NB, NF = NG, ZF=/G

90°); järjel. A NBF NBC ja seega NBF = NBC.
See tähendab, et NB on nurga poolitaja. Sellest järgneb aga,
et iga punkt, mis väljaspool nurga poolitajat on, mitte ühe-
kaugel ei ole nurga harudest. Järjelikult on nurga poolitaja
nurga harudest ühekaugel oleva punkti geomeetriline koht.

«4. Tõestada teoreemid : 1) Kongruentsetes kolmnurkades
on homoloogsed kõrgused, mediaanid ja nurga-poolitajad isekeskis võrdsed.

>.. . 2) KakS ko]mnurka on kongruentsed, kui nad ühte sünnivad kahes
küljes ja ühes homoloogses kõrguses.

3) Kaks sarikkolmnurka on kongruentsed, kui neil alused ja kõr-
•gused on võrdsed.

4) Sarikkolmnurgas aluse otsapunktidest tõmmatud kõrgused on
isekeskis võrdsed.

5) Nurga poohtajale perpendikulaarile sirgjoon lõikab nurga haru-
dest ühepikkused tükid ära.

6) Kui kolmnurga sees olevat punkti D ühendada nurga tippudega
Aja B, siis on ADB > ACB.
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7) Sarikkolmnurga tipu juures oleva välisnurga poolitaja on alusele

paralleelne.
8) See sirgjoon, mis sarikkolmnurgas ühendab aluse otsapunk.ide

projektsjoonisid külgede peale, on alusele paralleelne. ,
9) Kui me ühest kolmnurga tipust tõmbame kõrguse ja nurgapooli-

taja, siis on nende vahel olev nurk pool osa kolmnurga teiste nurkade vahest

10) Kolmnurgas sünnitavad kahe nurga poolitajad niisuguse nurga,

mis 90° võrra suurem on kui kolmas nurk.

11) Kui kolmnurgas ühe külje, keskkohta tõmmatud mediaan selle

külje pool on, siis on see kolmnurk täisnurkne.

12) Sarikkolmnurga aluse punktist sarikate (tiibade) peale tõmma-

tud perpendikulaaride summa võrdub külje peale tõmmatud kõrgusele.

13) Võrdkülgse kolmnurga sees olevast punktist tema külgede

peale tõmmatud perpendikulaaride summa võrdub selle kolmnurga

kõrgusele.

14) Kui teatavat punkti seespool kolmnurka ühendada kolmnurga

tippudega, siis on ühendusjoonte summa vähem kui kolmnurga umber-

mõet ja suurem kui tema poolümbermõetu.

15) Kui kahe nurga harud vastastikku perpendikulaarsed on ja uhe

nurga tipp on väljaspool teise nurga valda, siis sünnitab ühe nurga poo-

litaja teise nurga harudega võrdsed nurgad.

Konstrueerimise ülesanded. Abikujundi metood.

65. Ülesanded, milles nõutakse konstrueerida kolmnurka tema

külgedest ja nurkadest, on alus-ülesanded; Neid kolmnurga alus-ules-

andeid on neli :

1) K onstruee: ida kolmr.urk kahest küljest ja ner.de vahel oievas

nurgast [44].

*
ühest n ■

tema kahest lähis-

nurgast [4s],

3) „ ,
kolmest »

4) b
kahest ,

ja ühele nendest vastasole-

vast nurgas 53].

Lisame neile neljale veel alus-ülesannetena juurde järgmised, mis ise

kas tõesti alus-ütesanded on, ehk mida me alus-ülesannetena tarvitame :

5) Antud joonlõik teise sirgjoone peale asetada [lo],

6) Antud antud sirgjoone peal asetada antud nurk jlBj.

7) Antud sirgjoonele läbi antud punkti tõmmata paralleeljoon [32];
8) Antud nurk pooleks jagada [52,2 |.
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9) Antud sirgjoonele tema peal antud punktist tõmmata perpendikulaar [52, 3],
* » » väljaspool teda antud punktist

M [5B ].
11) Antud joonlõik pooleks jagada [sB,„].
12) Joonlõigule tema otsapunktist tõmmata perpendikulaar [60.,.].
13) Konstrueerida kolmnurk Ühest küljest, ühest vastasolevast ja ühest

lähisnurgast [46].
” täisnurkne kolmnurk hüpotenuusist ja ühest teravnur-

j , . _?astJsB.4 60, 3 ],
” " » ja kateedist [60. 2

ehk 53].
»„ „

kateetidest [44],
’

” >• kateedist ja tema lähisnurgast [45T..
18)

» •> r » vastasolevast nur-

gast [46],
19; Sarikkolmnurk konstrueerida alusest ja sarikast (tiivast) [SI.J.

» aluse lähisnurgast [47,J,
” » sarikast ja tipunurgast [44],

»„ „
aluse lähisnurgast [47,J.

" ” „ » kõrgusest [53 ehk 60,J.
On kolmnurgas külgede ehk nurkade asemel teised osad antud,

näit, kõrgused, mediaanid, nurgapoolitajad jne, siis katsutakse seda üles-
annet uhe alus-ülesande (I—4) tüüpuse alla mahutada. Selleks otstarbeks
joonestakse silmavaral kolmnurk, millel umbes nõutud kuju on, ja tema
sisse joonestakse kõik antud osad. Antud osad, mille kaudu kolm-
nurk konstrueerida tuleb, on tarvis kuidagi ära tähendada. Niiviisi
saame me kujundis mitu kolmnurka ja nende seast peame siis niisuguse
leidma, mida ühe (eelpool ettetoodud) alus-ülesande tüüpuse järele
võib konstrueerida. Oleme niisuguse kolmnurga leidnud, siis konstruee-
rime tema kõigi selle alus-ülesande nõuete järele, mille alla tema sün-
nib; selle konstrueerimise läbi leiame harilikult mingi uue otsitava kolm-
nurga osa, mille kaudu kolmnurka ennast võidakse konstrueerida. Kon-
strueerimise ülesande lahendamise otsimist nimetakse tema analüüsiks.

Näitus : Kolmnurk konstrueerida alusest, kõrgusest ia

küljest. J

Analüüs. Olgu ABC silmavaral joonistud kolmnurk, mille sees ka kõr-
gus BD näha on. Antud osad, küljed BC'ja AC, kõrgus BD ja täisnurgad
BDC ja BDA, on ära märgitud. Kui me nüüd kõik ettetulevad kolm-
nurgad ABD, BDC ja ABC läbi vaatame, siis näeme, et ainult kolm-
nurka BDC-d on võimalik antud osadest nimelt kahest
küljest (BC ja BD) ja nendest suuremale vastasolevast nurgast (BDC)
[65,4 ehk 65, 15 ]. On konstrueeritud, siis on sellega ka otsitava
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kolmnurga ABC nurk C leitud ja me võime siis otsitavat A ABC-d kon"

strueerida kahest küljest BC ja AC ja nende vahel olevast nurgast
BCA [65,J.

Andmed: a, b, h
b

. Analüüs.

rime enne A BDC § 53-da jä- N [ rt r "7!
reie, siis pikendame külge CD-d, I\l

f / D
asetame tema peale CA

— b ja
ühendame A-d B-ga.

Kui konstrueerimine täide on saadetud, siis on tarvis ära näidata

et konstrueeritud kuju ülesande tingimusi täidab, s. o. et iga antud suu-

rus Õigel kohal on. Niisugust äranäitamist nimetakse tõestuseks.

Tõestus on analüüsi vastupidine protsess.

<>B. Lüheduse pärast tarvitame edaspidi järgmisi tähendusi :
a tähendab nurga A ehk a vastasolevat kolmnurga külge,

b„„B„ /? „ „ „

c„»C _ y .C
„ 7

h
a „

tipust A külje a peale alla tõmmatud kõrgust (h — hauteur —

= Höhe),
h
b » -

B
„

b

h
c . „

B
„

c

m
a n tipust A külje a keskkohani tõmmatud mediaani,

mb * „
B

,
b

m
c . „

C
„

c

v
u „

A kuni küljeni a tõmmatud nurga A ehk a pooHtajat,

v d „ „
B

„ ,
b . , ,

B
„ /?

v7.„C„, c , .
C „ 7

p , külje b projektsjooni külje a peale, Seepärast on :
q n

C , ,
a

„ | p q= a.q

Täisnurkses kolmnurgas on a — hüotenuus, b ja c on kpateedid.
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Sarikkolmnurgas on a — alus ja b on sarikas (tiib), a on tipunurk

ja on aluse lähisnurk.

Ülesanded : Konstrueerida täisnurkne kolmnurk, kui on antud :

1) b, p; 2) h
a,
0; 3) h

a
. q.

Konstrueerida võrdkülgne kolmnurk, kui on antud : 4) a ; 5) h.

Konstrueerida sarikkolmnufk, kui on antud: 6) a, a; 7) a, h
b .

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud: 8) a, b, h
c
; 9) b, ,3, h

10) a, b, m
a ; 11) b, a, va ; 12) h

a, a. ,3 J 13) b, a, m
c

; 14) h
a, m

a, 3;
15) a, h

a,
m
a ; 16) a, /?, v.,; 17) b, h

a,
v G ; 18) b, a, q; 19) p, q,

a-f-#; 20) h
a , Va, ,3; 21) c, h

a,
m

c
; 22) b, h

a, m
a ; 23) h

b , m
c,
a;

24) a, h
b ,

v
? ; 25) h

a
,
v
a, a; 26) h

a,
h
b , p; 27) h

fl,
m
a, q.

67. Keerulisemad ülesanded. Mitte igakord ei saa me otsekohe

niisugust kolmnurka, mida ühe alustüüpuse (1 —4) järele konstrueerida võiks.

Sagedasti peame antud osad otsitavatega sündsal kombel ühendama, kas

mõnda paralleeljooni tõmmates ehk mitteühendatud tippusid ühendades

jne. Kui kolmnurkade antud osade seas joonlõikude, külgede, kõrguste

jne summad ja vahed ette tulevad, siis peab neid esialgse kujundi sisse

nii mahutatama, et me kergesti konstrueeritava kolmnurga saame, kui

me nende otsapunktid kujundi tippudega ühendame.

Näitus: kolmnurk konstrueerida, kui antud on a4~ b, 7, ,>■

Andmed :
Analüüs. Olgu

ABCotsitav. kolm-

nurk, milles/? ia vnurk, milles ja y

teada on. Et ka

a b sisse joo-

nestada, piken-
dame AC-d CB—-

= a võrra ; siis

on AD =AC 4-

4- GB= b -f-a
= a -|- b. Siis ei

saa me aga veel

Nf
— r—j mitte kolmnurka,

J (j (3L. , mida konstruee-

rida võiks, kiili

agafsiis A ABD, kui me Dja 3 ühendame [65, 13 ], sest temas on teada

AD—a-[- b, zl A= 180° — (/? + '/) ja- zi D =—7, /D=— y seepärast,
I ——2 2

et on sarikkolmnurk (CD = CB)]ja / ACB = y on tipu juures
olev välisnurk. Kui Ä ABD on konstrueeritud, siis on ka kerge kon-
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strueerida A BCD. milles alus BD leitud ja /CBD —
CDB——7

ülesanded: Konstrueerida kolmnurk, kus antud on: 1) a-j-b, c,

3 (a); 2) a+ b, c, 7 ; 3) a+ b, h
a
. 3 ; 4) a—b,c, 3; 5) a— b, h

a , 3-

Täisnurkne kolmnurk konstrueerida, kui on antud: 6) a b, c;

7) a, b 4-c ; 8) a-f b, 7 ; 9) b— c, a ; 10) b—c, 3 ; 11) a— b, c:

12) a —b, 3.
Sarikkolmnurk konstrueerida, kui on antud: 13) ab, u;

14) a — b, 3-
Võrdkülgne kolmnurk konstrueerida, kui on antud: 15) a -|- h;

16) a — h. *♦

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud : 17) a—b,c, 7; 18) a b,

g. 3; 19) a-j-b +c. 3> 7 1 20) a-f-b, h
a,
3; 21)a-|-b —c, 3,7;

22) a -j- c— b, h
a, 3-

Täisnurkne kolmnurk konstrueerida, kui on antud: 23) a-j- b +c >
3 ; 24) c+b —a, 7; 25) a+b — c, 7; 26) p— q, 7 ; 27) b -j- c, 3— 7-

Kui kolmnurgas kõrguse aluspunktist jdates q asetada p peale, siis

sünnib kolmnurk, mille külgedeks on b, c ja p— q ja nurkadeks 7,

180° — 3 ja 3 — 7*

Konstrueerida kolmnurk, kui on antud : 28) p—q,b, c ; 29) p q,

c, 3; 30) b, c, 0—y; 31) b, p —q, /?-?; 32) a-f h
c, c. ,3; 33) p - h

a>

a. ; 34)p, q, b—h
a

; 35) b+ p + h
a, c, y ; 36) b + h

a
, p—q, y.

/

teada on. Sellega on siis ka punkt C leitud ja A ABC konstrueeritud.
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111-as peatükk: Nelinurgad.

68. Ühest tipust väljaminevad diagonaalid jaotavad
paljunurga nii mitmeks kolmnurgaks, mitu külge on

paljunurgal ilma 2-ta: (n —2).
Võtame selle tipu A,

millest diagonaalid välja lä-

hevad, kõigi kolmnurkade ti-

puks, siis on sellest tipust
väljaminevad diagonaalid ja
2 külge AB ja AG kolm-

nurkade küljed ja kolmnur-

kade alusteks võivad olla

ainult ülejäänud (n —2) kül-

jed ja iga külg on iseäralise

kolmnurga alus. Sellega on

kolmnurkade arv 2-e võrra (2-e arvul) vähem kui külgede arv.

69< Teoreem. Paljunurga sisenurkade summa teeb

välja nii mitu sirget nurka (180°), mitu külge palju-
nurgal on ilma 2-ta: (n —2). 180°.

1-ne tõestus: Ühest tipust väljaminevad diagonaalid
jaotavad paljunurga nii mitmeks kolmnurgaks, mitu külge
paljunurgal on ilma 2-ta (n —2) ja iga kolmnurga sise-
nurkade summa on sirgenurk [4l]. Et nende kolmnurkade
sisenurkade summa ühtlasi ka paljunurga sisenurkade

summa on, siis on paljunurkade sisenurkade summa nii

mitu sirget nurka, mitu külge paljunurgal on ilma 2-ta, s. o-

(n —2). 180° = n. 180° —36o°.
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2-ne tõestus: Võtame paljunurga sees mingi punkti 0

ja ühendame selle tippudega. Et kolmnurga nurkade summa

on sirgenurk, siis on kõigi
kolmnurkade nurkade summa

nii mitu sirget nurka, mitu

külge on paljunurgal. Sel-

lest summast peame ära võtma

ühise tipu 0 ümber olevate

nurkade summa, s. o. täis-

_
_

L pöörde ehk 2 sirgetnurka =

NlO U — 360°. Siis jääb järele

paljunurga sisenurkade summa,

mis on n.!Bo° — 360°=180°.(n — 2)

V 70. Teoreem. Paljunurga välisnurkade sumina on

täispööre (360°).
1-ne tõestus : Vaa

tarne paljunurga piirde

peale kui kinnise mur-

tud joone peale ja joon-
lõikude — paljunurga
külgede — peale kui

punkti liikumise jälgede

peale. Hakaku punkt
liikuma mitte tipust,
vaid mingist külje, näit.

FA, peal olevast punk-
tist M. Esiti liigub

punkt M AA' sihis.

Tippu A-sse jõudes

peab punkt oma liiku-

mise sihti järsku muutma AA' pealt ABB' peale; niiviisi pöö-

rab liikumise siht ennast paljunurga välisnurga A'AB võrra.

Kui punkt jõuab B-sse, siis pöörab tema liikumise siht

ennast jälle paljunurga välisnurga B'BC võrra jne. Kui
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punkt jõuab F-sse, siis muudab ta oma pikumise sihti FF'

pealt FAA' peale, ta pöörab ennast viimase välisnurga F'FA

võrra. Sellega on liikumise siht ennast pööranud esialgse
sihiga võrreldes kõigi paljunurga välisnurkade summa võrra

ja ühtlasi tuli ta

oma esialgse sihi

juurde tagasi, see

tähendab, ta tegi

täispöörde. Järje-
likult on palju-

nurgas kõigi vä-

lisnurkade summa

täispööre ehk

360°.

2-ne tõestus:

Mingist punktist
0 tõmbame pa-

ralleeljooned pal-
junurga külgedele-

ja nende pikendustele :

OK || AA'
OL || BB', järjelikult: /1= /a,
om || cc; „

ON II DD z

, , Z3=/ Z,

opjiee; , Z4 = zd,
OR || FF', „

OK || AA', „
x6 =

+ = + /9-t.

7 ~r £
— 360' ! .

3-as tõestus: Iga sisemine nurk ühes oma kõrvunur-

gaga, s. o. sellesama tipu juures oleva välisnurgaga, kokku

sünnitab sirge nurga 180°. Kui paljunurgal on n külge (tippu
ehk nurka)' siis on niisuguseid kõrvunurki olemas n paari ja
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nende summa on 160». n. Kui sellest summast sisenur-

kade summa 180°.(n —2) ära võtta, siis jääb välisnur-

kade summa järele, mille suurus on järjelikult .
] BQo , n (180° .n — 360°) = 180°n— 180° . n 36CÜ = 360°,

Pa rallelogrammid.

v 71. Definitsjoon. Parallelogramm on nelinurk,

mille vastasküljed on paralleelsed, näit. ABCD.

Parallelogrammi
nurkade omadu-

sed. 1-ne oma-

dus : Parallelo-

grammi vastasnur-

gad on võrdsed,
sest nende harud

on paarikaupa pa-

ralleelsed.
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2-ne omadus: Parallelogrammis on ühe külje lähis-
nurkade summa sirgenurk, sest need nurgad on paral-
leeljoonte rindnurgad.

3-as omadus: Kui pa-

rallelogrammis üks nurk on

täisnurk, sus onjkõik nur-

gad täisnurgad.

Oletus: ABj.CD, BC il AD

ja
s
d*) (9O 9).

Väide: /\ABD'»

2° A bcd-

A ABD oo A BCD [k. k. 11. t.].
7 73. Parallelogrammi külgede omadus: Teoreem.

Parallelogrammi vastasküljed on isekeskis võrdsed
Tõestus : Tõmbame diagonaali BD, siis on A ABD 22

[72] ja järjelikult ka AB =CD ja AD-4 BC.

Seda teoreemi loetakse teisiti veel nii: Paralleeljooni"
vahelised paralleeljoonte lõigud on isekeskis võrdsed.

Järeldus: Paralleeljooned on üksteisest igal kohal

ühekaugel.

') d tähendab täisnurka; prantsuskeeles on droit — õige.

Tõestus : BD = BD, a= / /d= / ,3
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Märkus: Üht parallelogrammi külge võib aluseks võtta;

siis on parallelogrammi kõrguseks mingist vastaskülje punktist

aluse ehk tema pikenduse peale tõmmatud perpendikulaar.

Oletus : AB || CD, BC || AD.

Väide: AE — EC, BE = ED.

'J 74. Paraile-

logramrai diago-
naalide omadus.

Teoreem: Paral-

lelogrammi dia-

gonaalid poolita-
vad teineteist vas-

tastikku.

Tõestus: AD = BC, kui parall-mi vastasküljed,

/EAD — ECB, kui paralleeljoonte põiknurgad,

A. AED 00 ,/\CEB |k. k. 11. t.|

AE = EC, DE = EB

75. Teoreem.

Parallelogrammil on

kahekordne tsen-

traalne sümmeetria;

diagonaalide lõike-

punkt on tema süm-

meetria tsenter ja
tema piirde (vastas-

külgede) ja diago-
naalide lõikepunktist
läbimineva sirgjoone
lõikepunktid on sümmeetrilised punktid

Tõestus: Pöörame || ABED 180° võrra ümber C, siis:

läheb CA mööda CE-d ja A langeb E peale, sest CA = CE,
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CE läheb mööda CA-d ja E langeb A peale, sest CE .= CA,
CB

„ „
CD-d

.
B

„
D

„ „
CB = CD,

CD
„ ,

CB-d
„
D

,
B

„ „
CD = CB;

AB langeb ED peale, BE langeb DA peale, ED langeb AB

peale ja DA langeb BE peale, sest kahe punkti läbi on või-

malik ainult üht sirgjoont tõmmata; CF läheb mööda CG-d

ja CG läheb mööda CF-i — kui kõike kujundit 180° võrra

ümber C pöörata — ja F langeb G-ga ja G langeb F-ga
ühte, sest kaks sirgjoont võivad lõikuda ainult ühes punktis.

76. 1-ne vastupidine teoreem. Kui nelinurgas üks

paar vastaskülgi on

isekeskis paralleel-
sed ja võrdsed, siis

on ka teine paar ise-
keskis paralleelsed ja
võrdsed, s. t. niisu-

gune nelinurk on

parallelogramm.
Oletus : BC || DA,

BC = DA.
Väide: CD || AB, CD =AB

Tõestus : BC — DA, oletuse järgi ;
BD — BD, tõmmatud diagonaal on ühine külg;

y. paralleeljoonte põiknurgad.

ABCD cg ADAB [k. k. I. t.]
CD — AB, / a

CD || AB, s. t. ABCD on par-mm.

v *<• 2-ne vastupidine teoreem: Kui nelinurgas
vastasküljed on paarikaupa isekeskis võrdsed, siis on

nad ka paralleelsed, s. t. niisugune nelinurk on paral-
lelogramm.

Oletus: BC = DA, CD = AB.

Väide: BC || DA, CD || AB.
,
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Tõestus: BC = DA, CD = AB, BD =BD

A BCD 00 /\DAB [k. k. 111, t.]

BC ■ DA, CD || AB, s. t. ABCD on par-mm.

R«—r- —7 C

l/ 78 3as vastupidine teoreem. Nelinurk, mille dia-

gonaalid teineteist poolitavad, on parailelogramm.

Oletus : AE = EC, BE —
FD.

Väide: AD || BC, AB || CD.

Tõestus: AE =EC AE —EO

ED = EB BE = ED

z:

aaed^A bec äaeb-aced
=

Za=Z X

AB || CD s.t. ABCD
AD || BC

on parailelogramm.
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Isesugused parallelog’rammid.

79. Täisnelinurk on parallelogramm, millel kõik

nurgad on täisnurgad.

Teoreem. Täisneli-

nurga diagonaalid on

isekeskis võrdsed.

Oletus: =

=Z.C = D = 900.
D

“ -----

Väide: AC= BD.

Tõestus : DA = AD,
DC = AB, =

(=9o°); järjelikult [k. k.

I. t. järele] /\ ACD

=
BDA ; järjelikult:

AC = BD.

80. Teoreem.

Täisnelinurga vastas-

külgede keskkohtadest
läbiminev sirgjoon on

täisnelinurga sümmeet-
ria telg.

N 115?.
Tõestus: BE = AF, BE || AF, kui parall-mi vastas-

: külgede pooled;
AB = EF, AB jj EF [76]

AB J_ AD, AB_L BC

EF J_ AD, EF 1 BC.

Kui me nüüd ABCD EF mööda kahekorra murrame,
siis läheb EC mööda EB-d, sest = ja C Jan

geb B peale, sest EC = EB ;

FD FA-d
„ , ja D lan-

geb A peale, sest FD == FA.
CD katab BA-d, sest nende otsapunktid langesid ühte.
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Järeldus: Täisnelinurgal on 2 sümmeetria telge;

need teljed poolitavad teineteist.

81. Teoreem. Täisnelinurga diagonaal ja süm-

meetria telg poolitavad teineteist.

Tõestus: EC = FA, =

A EOC 00 A FOA [k. k. 111. t.] järele

EO = OF, OC = OA.

jr sea ja

nurki.

V 82» Romb on pa-

railelogramm, mille kül-

jed on kõik isekeskis

võrdsed.

Teoreem: Rombi

diagonaalid on vastas-

tikku perpendikulaar-
sed ja poolitavad rombi

N.113. Oletus: AB = BC =

— CD = DA.

Väide : CA J_ BD, BCE = / DCE

Tõestus: Et BE =ED [74], siis on sarikkolmnurgas

BCD [s6] CEJ_BD
ehk CA | BD

ja

Järeldus: Rombi

diagonaalid on rombi

sümmeetria teljed.

Vastupidine teo-

reeni: Perpendiku-
laarsete diagonaali-

dega parallelogramm
on romb.
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Tõestus: BCE — DCE [k. k. I. t.J Järele, sest

BE = ED, CE =CE ja BEC == DEC (= 90°); järjel.
AD = BC = CD = AB.

c

N.115.

V 83. Ruut on paralle-
logramm (nelinurk), mille
nurgad on kõik täisnurgad
jamille küljed on isekeskis

võrdsed. S. t. ruut on üht-

lasi täisnelinurk ja romb, ja
seepärast on temal kõik täis-

nelinurga ja rombi omadused:

1) ruudu diagonaalid
on isekeskis võrdsed, on

vastastikku perpendiku-
laarsed ja poolitavad
ruudu nurki;

2) vastaskülgede kesk-

kohtadest läbiminevad

sirgjooned ja diagonaalid
on ruudu sümmeetria

teljed
3) ruudu 4 sümmeet-

ria telge jooksevad kokku
ühes punktis, mis on ruu-

dule 4-ja kordse süm-

meetria tsentriks.

Tõepoolest, kui ruutu

sümmeetria tsentri ümber

pöörata 90° võrra, siis lan-

geb ta iseenesega ühte.

ülesanne. Tõestada

teoreem : Kui ruudu tippudest alates iga külje peale ühes ja
sellessamas sihis asetada võrdsed lõigud ja saadud punktid
ühendada, siis sünnib uus ruut.
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Trapeets

VB4. Teoreem. Kolmnurgas on kahe külje kesk-

kohti ühendav joonlõik pool osa kolmandast küljest ja

paralleelne temale.

Oletus: AD=DB, CE = EB.

Väide: DE =

DE || ÄC.

Tõestus: Asetame DE pi-

kenduse peale EF —DE ; ühen-

dame F B-ga ja C-ga, ja D C-ga.le F B-ga ja C-ga, ja D C-ga. A

Et BE = EC ja DE = EF, siis N. 1 IU.

on CFBD par-mm [7B]. See tähen-

dab • FC II BD FC = BD. Et DA on BD pikendus, siis on ka:

FC HDA "ja FC = DA. Järjel. [76] DF || AO Ja
DF =AC ;

Aga DE =SEE ; siis on : DE || AC ja DE =
2

.

AC.

LTesanne : Tõestada see teo-

reem tarvitades joon. N? 117.

85. Definitsioon. Trapeets

on nelinurk, mille kaks vastas-

külge on paralleelsed ja mille

teised kaks külge paralleelsed
ei Ole. Paralleelsed küljed on

A‘
G trapeetsi' alused; trapeetsi kõr-

N.l 1 7 guseks nimetakse aluste kaugust

teineteisest. Trapeetsi keskjoon

on see joonlõik, mis mitte paralleelsete joonte keskkohti

ühendab.

/ Teoreem. Trapeetsi keskjoon on alustele paral

leelne ja on aluste poolsumma.
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Oletus: AF ;| BD, AC = CB, DE =EF

Väide : EC || AF BD;
AF4-BD

CE = - -X_.

Tõestus: Tõmbame

B ja E läbi sirgjoone,
kuni ta AF pikendust K-s
lõikab ja vaatleme kolm-ioiksd ja vaatleme koim- ql\
nurki BED ja FEK. f
DE ~ EF, Za = Z

I
J, N.llB.

ZD =/F; järjelikult
on A BED -°2AKEF [k. k. 11. t.] ; sellega on:’ BE =EK ja
BD = FK.

Niiviisi on ABK punkt E külje BK keskkoht ja
AK =AF+FK =AFBD. Et /\-gas ABK on AC =CB

ja BE = EK, siis on [B4 järgi] CE || AK ja CE ~ |-AK,
ehk CE || AF || BD ja CE =

AF
a

BD
.

86. Kui trapeetsi mitte-
paralleelsed küljed võrdsed

on, siis nimetakse seda tra-

peetsi sarik-trapeetsiks.

Teoreem. Sariktrapeet-
sis on 1) aluse lähisnurgad
ja 2) diagonaalid isekeskis

võrdsed ja 3) aluste kesk-

kohtadest läbiminev sirg-m 1 1Q
.

s

joon ou selle trapeetsi
sümmeetria telg.

Oletus: BC || AD, AB =CD ; AP = PD, BO =OC

Väide: 1) Z. BAP = XCDP ja X ABC = X DCO ;

2) AC — BD;

3) OP on trapeetsi ABCD sümmeetria telg.
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Toestus: 1) Tõmbame kõrgused BF ja CE. Siis on:

AABF°°/\DCE [k. k. IV. t.], sest AB = CD, BF = CE,

Z
/BFA =

ZBAF = ja AABF = {
<FBQ = A ECO, J kui täisnurgad;

= ja

2) [k. k. I. t.], sest AD = AD, DC =AB ja

V = nagu tõestud ;

AO = DB.

2) OP on täisnelinurga FBCE [Bo] sümmeetria telg, A ECD co

/AFBA ja kujundi kahekorra murdmisel OP-d mööda kata-

vad OCDP ja OBAP teineteist.

Märkus: Kui nelinurgas üks paar vastaskülgi paral-

leelsed on ja teine paar isekeskis võrdsed, siis on see neli-

nurk kas parallelogramm või sarik-trapeets.

87. Teoreem. Kui nurga une haru peale asetada

võrdsed joon-
lõigud ja läbi

jaotuspunktide
tõmmata paral-
leeljooned, siis

asenevad ka

teise haru peale
joonlõigud, mis

isekeskis võrd-

sed on.

Oletus : AB =BC—CD — DE — EF,

BG || CH || DI || EK || FL.

Väide: AG =GH=HI — IK = KL.

Tõestus: Läbi jaotuspunktide B, C, D, E tõmbame AL-le

paralleeljooned ; siis on :
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A 1 — = Z5 = /6 = /9, kui vastavad

nurgad;
2== = =

AB = BC = CD = DE = EF, oletuse järele.

A oo Acdn °°Adeo °S Aepp [k. k. 11. t.]

AG BM = CN = DO = EP

II II II II
GH HI IK KL

AG = GH HI IK KL.

Järeldus: [B4 ja 85 vastup. teor.]: Sirgjoon, mis kolm-

nurgas ehk trapeetsis ühe külje keskkohast läbi läheb

alusele paralleelselt, jagab teise külje pooleks.

Ülesanne. Antud joonlõik jagada n võrdsesse jakku.

Konstrueerimine. Et AB-d n võrdsesse jakku jagada, on

tarvis ainult ühest otsast A tõmmata sirgjoon, mis AB-ga
mingi nurga sünnitab, selle sirgjoone peale asetada n missu-

gust tahes võrdset jagu, viimast jaotuspunkti ühendada teise

otsapunkt'ga B ja saadud ühen-

dusjoonele paralleeljooned tõm

mata läbi teiste jaotuspunktide

N.lSlb.

Ehk: Tõmbame kummagist-otsast sirgjooned, mis AB-ga
mistahes võrdsed põiknurgad sünnitavad; nende peale .asetame,
otsadest alates, n mistahes võrdset jagu. Sirgjooned, mis vasta-

vaid jaotuspunktisid ühendavad, jagavad AB n võrdsesse jakku.
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88» Tõestada teoreemid: 1) Kongruentsed paljunur-

gad jaotakse vastavate diagonaalide läbi vastavalt kongruent-

seteks kolmnurkadeks.

2) Kaks parallelogrammi on kongruentsed, kui ühe pa-

rallelogrammi diagonaalid ja üks külg võrduvad vastavalt teise

parallelogrammi diagonaalidele ja ühele küljele.

3) Kaks parallelogrammi on kongruentsed, kui ühe pa-

rallelogrammi nurk, külg ja selle külje peale tõmmatud kõr-

gus võrduvad teise par-grammi vastavatele elementidele.

4) Kaks trapeetsi on kongruentsed, kui ühe trapeetsi kõik

4 külge võrduvad vastavalt teise trapeetsi 4-le küljele. [Tar-

vis ühest tipust küljele paralleeljoon tõmmata].

5) Kaks nelinurka on kongruentsed, kui neil on vasta-

valt võrdsed küljed ja üks võrdne ja homoloogne (sama-

paikne) nurk. .

6) Täisnelinurga (rombi) külgede keskkohad on rombi

(täisnelinurga) tipud.

7) Nelinurga külgede keskkohad on niisuguse parallelo-

grammi tipud, mille küljed on nelinurga diagonaalidele paral-

leelsed ja võrduvad vastavalt nende pooltele.

8) Joonlõigud, mis nelinurga vastaskülgede keskkohti ühen-

davad, poolitavad teineteist.

9; Kui rombis vastasnurkade tippudest saadik iga külje

peale asetada võrdsed lõigud, siis on saadud punktid täisneli-

nurga tipud.

10) Nende perpendikulaaride summa, mis sarikkolmnur-

gas mingist aluse punktist külgede peale on tõmmatud, võr-

dub külje peale tõmmatud kõrgusele.

11) Mingist võrdkülgse kolmnurga sisemisest punktist

tema külgede peale tõmmatud perpendikulaaride summa võr-

dub selle kolmnurga kõrgusele.

12) Täisnelinurga nurkade poolitajad sünnitavad ruudu;

par-grammi nurkade poolitajad sünnitavad täisnelinurga.
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S9. Ülesanded. Et nelinurki ehk paljunurki kon-

strueerida, jaotakse nad diagonaalide ehk teiste abijoonte
abil kolmnurkadeks, mis siis konstrueerida tulevad. Näit,

parallelogramm jaotakse diagonaali abil 2-ks kongruentseks
kolmnurgaks; trapeets jaotakse

küljele paralleelse sirgjoone abil,
mis ühest tipust välja läheb,

kolmnurgaks ja parallelogrammiks.
Allpool ettetoodud näitustes tähen-

dame lühiduse otstarbel nelinurga
elemendid nii ära, nagu kõrval-

■ n

rA
seisev kujund näitab. Peale selle

N122 on par-grammis h
a
ja h

b külgede
a ja b peale tõmmatud kõrgused.

Trapeetsis on a ja c — alused, m — keskjoon

Konstrueerida ruut, kui on antud: 1) a; 2) e.

täisnelinurk, kui on antud: 3) a, e; 4) e, s;

5) a, e.

„ romb, kui on antud: 6) a, e; 7) e, f; 8) a, h;
9) e, h.

parallelogramm, kui on antud: 10) e, f, «;

U)’a, b, h
a
; 12) b, f, h

a
; 13) a, h

a
,

h
b ;-14) e,

f, h
a
; 15) e, h

a
, h

b
; 16) a, e, f; 17) a, e, s.

trapeets, kui on antud: 18) a, b, y, <3; 19) a,

c, f, /?; 20) a, b, d, a; 21) b, f, h, a; 22) a,

c, f, h ; 23) a,

e, f; 26) a, h,
nelinurk, kui

30) b, c, e, f,

e, f, d; 24) a, b, c, a; 25) b, h,

s, f; 27) a, h, a, e; 28) m, d, c, a.

on antud: 29) a, b, c, e, f;

e; 31) a, b, a, y, ö.
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IV-jas peatükk. Korrapärased paljunurgad.

V 90. Definitsjoon. Paljunurk on korrapärane, kui

temal on n-kordne tsentraalne sümmeetria, kus n on

külgede arv. Sümmeetria tsentiit nim. paljunurga tsentriks

Näit, võrdkülgne kolmnurk on korrapärane kolmnurk, ruut on

korrapärane nelinurk.

Teoreem. Korrapärases paljunurgas on :
f kõik küljed ühepikkused;
11. kõik nurgad isekeskis võrdsed (ühesuurused);

111. kõik tipud tsentrist ühekaugel;
IV. kõik küljed tsentrist ühekaugel

Tõestus: Olgu antud paljunurgal n külge, sellega ka n

nurka ja n tippu.ja n upyu.

Kui me teda pöörame tsentri ümber —-diku täispöörde

võrra, siis langeb tema, definitsjooni järele, iseendaga ühte.
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Selle juures langeb ühte iga külg, iga nurk, iga tipp iga
külje peale tõmmatud perpendikulaar teise järjekorras oleva

küljega, nurgaga, tipuga, külje peale tõmmatud perpendiku-
laariga. Ühe täispöörde jooksul, kuna paljunurk oma esi-

messe seisandisse tagasi tuleb, sünnib see ühtelangemine n

korda. Niiviisi langeb siis ühte iga. külg iga teise küljega,
iga nurk iga teise nurgaga, iga tipp iga teise tipuga, iga
külje peale tõmmatud perpendikulaar iga teise külje peale
tõmmatud perpendikulaariga. Järjelikult on korrapärases palju-
nurgas : I. kõik küljed .ühepikkused, 11. kõik nurgad isekeskis

võrdsed (ühesuurused), 111. kõik, tipud tsentrist ühekaugel ja
IV. kõik küljed tsentrist ühekaugel.

Paljunurga külje kaugust tsentrist nim. tema apOteemiks.

91> Teoreem. Korrapärases paljunurgas läheb iga

a) nurgapoolitaja
b* kOlje keskperpendiku-

taar

I. paljunurga tsentrist läbi, 11. on paljunurga sümmeet-
ria telg ja 111. läheb veel

ühest nurgatipust läbi,
ühe külje keskkohast läbi,

seda nurka poolitades.
sel,ele ku Jele P«r

kulaarselt,
kui paljunurgal on paarisarv külgi, ja läheb

ühe külje keskkohast läbi,
sellele küljele perpendi-

uhe
,

”urga '‘P”B ' lab1
’

kulaarselt,
Beda nurka P°olltadeB’

kui paljunurgal on liigarv külgi. [Joonestus 123 ja N° 124].
V Tõestus, a) I. Kui ühendada kõik paljunurga tipud

tsentriga, siis sünnib n kongruentset sarikkolmnurka, sest palju-
nurga kõik küljed on ühepikkused ja tipud on tsentrist ühe-

kaugel. Järjelikult on : XOBA = XOAB == XOAI = XOIA =

= =... jne. See tähendab, et paljunurga nurkade

poolitajad lähevad tsentrist läbi.

b) 1. Kui nüüd paljunurga külgede keskkohtadest per-

pendikulaarid üles tõmmata, siis lähevad need perpendikulaa-
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/

rid tsentrist läbi, sest sarikkolmnurga aluse keskkohast üles-

tõmmatud perpendikulaar läheb tipust läbi.

a) 11. Murrame paljunurga nurgapoolitaja AE-d mööda

kahekorra, siis läheb Al mööda AB-d, sest / EAI = EAB ;
I langeb B peale, sest et AI = AB, Edasi: IH läheb BC-d

mööda, sest et I = B; H langeb C peale, sest et

bc j ne . kuni viimaks F langeb D peale.

IH. Et D ja F sümmeetrilised on AE kohta, siis on

AE 1 DF-le ja AE jagab DF pooleks.

On paljunurgal paarisarv külgi ja sellega ka paarisarv

tippusid, siis on peale Dja F veel üks tipp olemas, mis D

ja F-ga sarikkolmnurga sünnitavad ja mille aluseks on joon-

lõik DF ja tipuks E. Et nüüd sümmeetria telg DF keskko-

hast perpendikulaarselt läbi läheb, siis läheb ta ka sarikkolm-

nurga tipust E läbi ja jagab tipu juures oleva nurga pooleks [56. 3].

On paljunurgal liigarv külgi ja tippusid, siis on Dja F

tema viimased tipud ja DF tema viimane külg, ja sümmeetria

telg läheb tema keskkohast perpendikulaarselt läbi.

b) 11. Murrame nüüd paljunurga külje keskperpendiku-

laari MP-d mööda kahekorra, siis läheb. MI mooda MA-d,

sest (=9o°), I langeb A peale, sest

MI=MA. IH läheb AB-d mööda, sest =ja H

langeb B peale, sest et IH=AB jne., kuni viimaks E lan-

geb D peale, kui paljunurgal paarisarv külgi ja tippusid on

[N« 123], ehk F langeb S peale [Ns 124], kui paljunurgal

liigarv külgi ja tippusid on.

111. Et Eja D ühes paljunurgas, Fja S teises palju-

nurgas sümmeetrilised on MP kohta, siis on MP perpendi-

kulaarne ED-le, ehk FS-le ja läheb tema keskkosast läbi.

On paljunurgal paarisarv külgi ja tippusid, siis on Eja

D viimased tipud ja DE on viimane külg, mis paari sünnitab

külje Al-ga. Niiviisi, kui paljunurgal paarisarv külgi on, sus

on külje AI keskperpendikulaar MP paljunurga sümmeetria

telg ja ta läheb veel ühe külje ED keskkohast läbi perpendi-

kulaarselt selle küljele.
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\
On paljunurgal liigarv külgi ja tippusid, siis on peale F

ja S veel üks tipp D olemas, millel paari ei ole ja mis Fja
S-ga sarikkolmnurga FDS sünnitavad. Selle sarikkolmnurga
aluseks on joonlõik FS ja tipuks D. Et MP perpendikulaarne
on FS-le ja tema keskohast läbi läheb, siis läheb ta ka
tipust D läbi ja jagab tipu juures oleva nurga D pooleks.
Niiviisi, kui paljunurgal liigarv külgi on, siis on külje AI
keskperpendikulaar MP paljunurga sümmeetria telg, ta läheb
ühest nurgatipust läbi ja poolitab selle nurga.

Järeldus: Korrapärasel paljunurgal on nii mitu
sümmeetria telge, mitmekordne on tema tsentraalane
sümmeetria*

Kui paljunurgal n külge ja sellega ka n-kordne tsen-
traalne sümmeetria on, siis on tal n külje-keskperpendikulaari
ja n nurgapoolitajat.

On n paarisarv, siis on iga külje-keskperpendikulaar ka
veel ühe teise külje keskperpendikulaar ja iga nurgapoolitaja
on veel ühe teise nurga poolitaja; sellega on niisugusel kor-

rapärasel paijunurgal = n sümmeetria telge.
On n liigarv, siis on iga külje-keskperpendikulaar ka üht-

lasi ühe nurga poolitaja ja sellega on niisugusel korrapärasel
paljunurgal n sümmeetria telge.
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V-es peatükk. Sõõr ja ring.

92» Ringist on meil juba järgmist teada :
1) Ring on kinnine kõver joon, mille punktid on kõik ühe-

kaugel ühest antud punktist [l5, ehk 63,J,

2) Ring on antud punktist ühekaügel olevate punktide geo-

meetriline koht; antud punkri nimetakse tsentriks.

3) Ringiga piiratud tasapinna osa on sõõr.

4) Ringi punktide kaugus tsentrist on raadius.

5) Ringi osa on kaar.

6) Kahte ringi punkti ühendav joonlõik on pingjoon.

7) Tsentrist läbiminev pingjoon on diameeter ehk läbimõetja.

Neist definitsjoonidest järgneb :

1) Ühe ja sellesama sõõri raadiused on isekeskis võrdsed.

2) Kui ühe punkti kaugus sõõri tsentrist vähem on kui

raadius, siis on see punkt sõõri sees ;

kui ühe punkti kaugus sõõri tsentrist raadiys on, siis

on see punkt ringi peal;
kui ühe punkti kaugus sõõri tsentrist suurem on kui

k raadius, siis on see punkt sõõrist väljas.

Ümberpöördult:
Sõõri sees oleva punkti kaugus tsentrist on vähem

kui raadius;

ringi peal oleva punkti kaugus tsentrist on raadius,
sõõrist väljaspool oleva punkti kaugus tsentrist on

suurem kui raadius.

3) Diameeter on kahe raadiuse summa ja

4) ühe ja sellesama sõõri diameetrid on isekeskis võrdsed.

/
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93. Teoreem. Võrdsete raadiustega ringid on ise

keskis võrdsed.

Tõestus: Asetame sõõri

C sõõri 0 peale nii, et nende

tsentrid ühte langevad; siis

langevad ka ringid ühte,

sest nende punktid on kõik

tsentrist ühekaugel,

94. Teoreem. Diameeter jagab sõõri ja ringi
pooleks.

Tõestus: Murrame sõõri diameet-

rit AB-d mööda kahekorra, siis jäävad
otsapunktid A ja B omale kohale, aga
kaare Amß punktid langevad ühte kaare

Akß punktidega, sest kõik ringi punktid
on tsentrist ühekaugel, ja et sõõri pindVU U* IXV IV CA

, JCL VI OWII pillU O

tardunud on, siis ei löö ta kahekorra . .
H
r

murdmisel kortsusid. < > ix.lz-O.

Järeldus: Sõõril on niihästi teljeline, kui ka tsen-

traalne sümmeetria; iga diameeter on sümmeetria telg
ja tsentraalse sümmeetria järk on lõpmatus.

95. Teoreem. Ringil ja sirgjoonel ei või üle kahe

□ ühise punkti olla.

Tõestus: Olgu rin-

gil, mille tsentriks 0

on, sirgjoonega MK

3 ühist punkti A, B ja
C, siis on OA, OB ja
OC raadiused ja seepä-

KT 497
iv.iz.r- rast isekeskis võrdsed.

Tõmbame O-st MK peale perpendikulaari OP; siis

oleks aga võrdsetel kaldjoontel OB ja OC mittevõrdsed pro-

jektsioonid PB ja PC, mis võimata on [62, b, 2 .]
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1- järeldus: Läbi 3-e punkti, mis ühe sirgjoone

peal on, ei ole võimalik ringi tõmmata.

2- järeldus: Ükski ringi osa ei või sirgjoonega

ühte langeda.
Sirgjoon, millel ringiga 2 ühist punkti, on lõikajas

1 ühine punkt, on riivaja ja

ühine punkt on riivaspunkt.

96. Teoreem. Läbi 3-e punkti,

mis mitte ühe sirgjoone peal ei ole,

on võimalik ringi tõmmata ja nimelt

ühtainust.

Tõestus: Ühendame A-d B-ga ja

B-d C-ga ja AB ja BC keskkohast tõm-

bame üles prependikulaarid : FO J_ AB

ja MO 1 BC. Need perpendikulaarid
lõikavad teineteist punktis 0.

Et AB = PB, siis on OA =OB [62-a, 2 63, 2],

et BM = MC, siis on OB =OC [62-a, 2
ehk 63, . 2],

OA = OB = OC, s. t.

kolme punkti ühendava kahe joonlõigu keskperpendikulaaride

lõikepunkt on ühekaugel kõigist neist kolmest punktist.

Seepärast, kui punktist 0 raadiusega OA = OB =OC ring

tõmmata, siis läheb see ring läbi antud punktide A, B ja C.

Et OA = 00, siis on /\ AOC — sankkolmnurk ja tema

aluse AO keskperpendikulaar läheb läbi tema tipu 0. See-

pärast, kui me AB ehk BC asemel võtame AC, siis saame

tsentriks ikka sellesama punkti 0 ja raadiuseks sellesama

joonlõigu OA =OB = 00. Niiviisi on meil üksainus tsenter

ja üksainus raadius ja järjelikult ka üksainus ring.

Ülesanne. Antud sõõri tsenter leida!

Lahendamine: Ringi peal võtame 3 punkti, tõmbame

nende läbi 2 pingjoont ja nende pingjoonte keskkohtadelt

tõmbame perpendikalaarid üles.

Nende perpendikulaaride lõikepunkt ongi otsitav tsenter.
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Kaar, tsentrinurk ja pingjoon.

97. Seletused. Tsentrinurgaks nim. niisugust nurka,
mille tipuks on tsenter ja harudeks raadiused.

bale kaarele vastab üks tsentrinurk

ja üks pingjoon. Igale tsentinurgale vas-

tab üks kaar ja üks pingjoon, mille peale
ta toetab. Aga igale pingjoonele vasta-

vad kaks erilist kaart ja kaks erilist tsentri-

nurka, millest harilikult üks -suurem ja
teine vähem on kui poolringi ehk sirge-
nurk

’
näit - pingjoonele EI vastavad kaared

N.IZ-J. EHI ja EDI ja nende kaarte peale toeta-

vad tsentrinurgad. Kui räägitakse ping-
joonest ja temale vastavatest kaartest ehk tsentrinurkadest,
siis mõeldakse harilikult kaari, mis poolringist ja tsentrinurka,
mis sirgest nurgast vähemad on.

Sektor ehk sõõri väljalõige on sõõri osa, mis piiratud
on kahe raadiusega ja kaarega, näit. EDIC.

Segment ehk sõõri äralõige on sõõri osa, mis piiratud
pingjoone ja kaarega, näit. EIHE.

Kaared (segmendid ja sektorid) on võrdsed, kui nad

pealepaigutamisel teineteist katavad.

98, Teoreem. Võrdsetele kaartele vastavad võrdsed

pingjooned ja võrdsed tsentrinurgad.
Oletus:

— s_zCD.

Väide: 1) AB—CD;
2) AOB = _/COD.

Tõestus: Pöörame sektori AOB

tsentri 0 ümber nii, et raadius OA

läheks raadiust OC-d mööda; siis:

1) A langeb C peale, sest A 0 =OC ; •
2) läheb mööda,

sest et kõik ringi punktid on ühekaugel tsentrist;
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3) B langeb D peale, sest =

4) OB langeb OD peale, sest nende otsapunktid on ühte

langenud.

Järjelikult: 1) pingjoon AB langeb pingjoone CD peale,

sest nende otsapunktid on ühte langenud, ja seepärast on

AB = CD;

2) X AOB langeb ühte X COD-ga ja seepärast on X2) X AOB

AOB =
t

/COD.

1-ne vastupidine teoreem. Võrdsetele tsentrinurka

dele vastavad võrdsed kaared ja võrdsed pingjooned.

Oletus : X AOB = X COD

Väide: 1) =-<_XD ; 2) AB — CD.

Tõestus: Pöörame sektori AOB tsentri O ümber nii, et

raadius OA läheks raadiust OC-d mööda; siis

1) A langeb C peale, sest OA —
OC :

2) OB läheb OD-d mööda, sest et X AOB = X COD ;
3) B langeb D peale, sest et OB = OD.

Järjelikult: 1) AB langeb ühte CD-ga, sest et kõik

ringi punktid on tsentrist ühekaugel ja nende otsapunktid

langesid ühte; seepärast on

2) AB langeb ühte CD-ga, sest et nende otsapunktid lan-

gesid ühte ; seepärast on AB = CD.

2-ne vastupidine teoreem. Võrdsetele pingjoontele

vastavad võrdsed tsentrinurgad ja võrdsed kaared.

Tõestus: k. k. 111. t. järele on A AOB °°ACOD I i är_

jelikult [97] ja _AB = _CD.

99. Teoreem. Suuremale kaarele vastab suureni

tsentrinurk ju suurem pingjoon, kui suurem kaar pool-

ringist suurem ei ole.

Oletus:
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Väide: 1) Z. AOB > ; 2) AB>CD.

TÕestus: Pöörame sektori AOB tsentri O ümber nii, et

OA läheks OC-d mööda, siis: 1) A lan-

geb C peale, sest et OA = OC;
2) läheb mööda, sest

et kõik nende punktid on tsentrist 0

ühekaugel;

3) B langeb pikenduse peale
[9] näit, punkti F, sest et

|\] 2 j 4) seepärast läheb OB nurga COD

välimist valda mööda OF sihis.

Järjelikult on X AOB X COD [lB].
Et näidata, et ABj>CD, vaatleme kolmnurki AOB ja

COD. Neis leiame, et: OA — OC, OB = OD, aqa X AOB [>
X COD : järjelikult [ss] AB]>CD.

1-ne vastupidine teoreem : Suuremale tsentrinurgale
vastab suurem kaar ja ka suurem pingjoon, kui suurem
tsentrinurk sirgest nurgast suurem ei ole-

Oletus: Z. AOB COD

Väide: 1) > ; 2) AB>CD.

Tõestus (vastuväiteline): Oleks < _CD, siis

oleks otsekohese teoreemi järgi, ka X AOB <C XCOD. see

käib aga oletuse vastu; oleks = siis oleks [9B]
ka X AOB — X COD, mis ka oletuse vastu käib, järjelikult
võib ainult olla j> ja sellega ühtlasi ka AB » CD.

2-ne vastupidine teoreem. Suuremale pingjoonele
vastab suurem tsentrinurk ja suurem kaar, kui tsentri-

nurgad sirgestnurgast ja kaared poolringist suuremad
ei ole.

Tõestus : Et AO = CO, BO =DOja AB CD, siis on [ss]
järele zL AOB > XCOD ja järjelikult [99,J,

Ülesanne. Tõestada 1-ne vastupidine teoreem pealepai-
gutamise abil.
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Ringjooned.

100. Teoreem. Pingjoonele perpendikulaarne raa-

dius ehk diameeter poolitab seda pingjoont, temale vas-

tavaid tsentrinurki ja kaari.' tavaid tsentnnurKi ja Kaan.

Oletus: DI I AB ehk CIJ_AB.

Väide: 1) AM = MB.

2) = ja

x acd =
'

3) ja

_AD =

D

= j
Tõestus: Ühendame tsentri ping-

joone otsapunktidega Aja B; siis on

AC=CB ja /\ACB on sarikkolmnurk; et see juures
on CM I AB, siis on

AM == MB ja X ACM = X MCB [56,-J = _XBD

s. t. X ACI = XICB XA=XB

_AI = .1B [9B,J ja

Märkus: DI on kõige selle kujundi sümmeetria telg.

1-ne vastupidine teoreem: Pingjoont poolitajad raa-

dius ja diameeter on sellele pingjoonele perpendiku-

laarsed [s6].
2- vastupidine teoreem : Tsentrinurka poolitaja

raadius või diameeter on sellele tsentrinurgale vastavale

pingjoonele perpendikulaarne [56, 2].
3- vastupidine teoreem : Kaart poolitaja raadius

või diameeter on sellele kaarele vastavale pingjoonele

perpendikulaarne. Tõestus: Et = siis on

z:ACI = [9B] ja CI J_ AB [56, 9].
4- vastupidine teoreem: Pingjoone keskperpen-

dikulaar läheb tsentrist läbi ja poolitab pingjoonele

vastavaid kaari [56, 3].
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5-es vastupidine reoreem: Sirgjoon, mis kaare ja
pingjoone keskkohast läbi läheb, läheb ka läbi tsentri

ja on pingjoonele perpendikulaarne,

t-
sest mõlemad punktid on pingjoonele
perpendikulaarse diameetri peal.

101* Teoreem. Võrdsed ping-
jooned on tsentrist uhekaugel.

Oletus: AB = DE, CN J_ AB,

N. 133. CP±DE

Väide: CN = CP.

Tõestus: A ACB oo A DCE [k. k. 111. t.]

CN =CP [43]

Vastupidine teoreem. Tsentrist uhekaugel olevad

pingjooned on isekeskis võrdsed. Tõestagu õpilased!

102. Teoreem. Pikem pingjoon on tsentrile ligemal

Oletus: AB > EF, OR _L AB,
OD J_ EF. f

Väide: OR< OD.

Tõestus: Asetame pingjoone EF

pingjoone BL kohale, nii et BL =EF

ja tõmbame OT | BL; siis- on [lol]
OT = OD ja AB > BL.

..

N 134
Ühendame R T-ga;

siis on A*9as BRT :RB j> BT, et ABA| BL
[4B]

■X d < X y, sest 90° — /? < 90° — a

OR <OT [4B]; et aga OT = OD, siis

OR < OD.
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Vastupidine teoreem: Kahest pingjoonest on see

pikem, mis tsentrile ligem on.

Tõestus: Et OR<OD,
ehk OR< OT,

siis on ka X(5 <Z X y [4B] ;
X Xa. sest 90° — Ö 90°—/ ;

RB>BT

AB > BL ehk AB > EF.

Järeldus : Diameeter on kõige suurem pingjoon.

Tõestuseks ühendame pingjoone otsad tsentriga, siis on

kahe raadiuse summa ehk diameeter pingjoonest pikem.

103. Teoreem. Paralleelsete

pingjoonte vahel olevad kaared on

võrdsed.

Oletus: CD [| AB.

Väide: = _BD

Tõestus: Tõmbame diameetritoestus: tõmbame diameetri p

EE_[_AB; siis on [loo] _AE — 1
ja EE 1 CD [34] ; järjel. =

= _BD.

101. Teoreem. Kui projekteeritavat muutmata jätta

jakallakust muuta O°-st kuni 90°-ni, siis vastab suuremale

kallakusele suurem projekteerija ja vähem projektsjoon.
Oletus: AB2

= AB
1 ,

2 >^nabj;

Väide : B 2P
2 > ;

ap.
2 <ap l .

Tõestus: Tõmbame ringi, raa-

diuseks võttes projekteeeritavat AB d,

ja pikendame projekteerijaid BjPj ja

B 2P
2
teisele poole MN-i nii kaugele,
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et nad ringiga lõikuvad punktides Dj ja D 2 .
Siis leiame :

et
2AN>^BIAN ja et X B 2AD2

=2 . B
Ž
AN ja

XBj ADr =2 .

B
XAN, siis on ka

X B.jAD., X B
I
AD

1 ja mõlemad on vähemad kui 180°;

[99, J ehk 2 B.
2
P2 > 2

AP
2 <AP! [lo2] ja B 2P 2 >B 1

P
1.

Riivaja.

105. Riivajaks nimetasime meie [9s] sirgjoont, millel

ringiga üks ühine punkt on ; seda ühist punkti nimetasime

riivaspunktiks.

Teoreem. On sirgjoon perpendikulaarne raadiusele

tema otsapunktis, siis on ta ringi riivaja.
r>

Oletus: TG J_ CA, TG läheb raa-

diuse otsapunktist A-st läbi.

Väide: TG on riivaja, s. t. TG-1

on ringiga üksainus ühine punkt.

Tõestus: Kui me mingit TG peal
võetud punkti N tsentriga C ühendame,[\j 4 *z*7 voetua punKLi isenirigci unenoarric,

siis on CN kaldjoon TG-le ja seepärast

on CN j> CA. See tähendab, et punkt N on väljaspool sõõri

Ja A on ringi ja TG ainus ühine punkt. Järjelikult on TG

riivaja.

1-ne vastupidine teoreem: Riivaspunkti tõmmatud

raadius ehk diameeter on riivajale perpendikulaarne.
Tõestus : Et A riivaspunkt on, siis on mingi riivaja TG peal
võetud punkt N väljaspool sõõri; seepärast on CN j> CA ja
kõigist sirgjoontest, mida tsentrist C riivaja TG peale võib

tõmmata, on CA kõige lühem. Järjelikult [62, on CA_ITG.

2-ne vastupidine teoreem. Tsentrist riivaja peale
tõmmatud perpendikulaar läheb riivaspunkti. Tõestus:
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Vastasel korral saaksime riivaspunkti tsentriga ühendades

kaks perpendikulaari ühest punktist C ühe sirgjoone TG peale,

mis võimata on.

3-as vastupidine teoreem: Riivaspunktist riivajale

tõmmatud perpendikulaar läheb ringi tsentrist läbi,

muidu saaksime tsentrit riivaspunktiga ühendades riivaspunk-

tis kaks perpendikulaari riivajale.

Järeldus: Kui sirgjoone kauguseks ringi tsentrist raa-

dius on, siis riivab see sirgjoon ringi; on sirgjoone kaugus

tsentrist lühem kui raadius, siis lõikab sirgjoon ringi; on sirg-

joone kaugus tsentrist pikem kui raadius, siis ei ole sirgjoo-

nel ja ringil ühtegi ühist punkti.

Tõestada teoreem 1 Pingjoonele paralleelne riivaja poo-

litab pingjoonele vastavat kaart.

106. 1-ne ülesanne. Sirgjoon tõmmata, mis antud

ringi antud punktis riivab. Antud

punkti ühendame tsentriga ja saadud

raadiusele tõmbame tema otsapunktis

A perpendikulaari.
2-ne ülesanne. Väljaspool

sõõri C antud punktist T tõm-

mata selle ringile riivaja.

Konstrueerimine: 1) Ühen-

dame punkt T tsentriga C sirgjoone

abil;

2) Joonlõigu TC jagame poo

leks punktis D ;

3) TC ümber tõmbame ringi

TC-d diameetriks võttes; see

ring D lõikab ringi C-d kahes

punktis Aja B ;

4) T ja A, ning T ja B läbi

tõmmatud sirgjooned TA ja TB

on otsitud riivajad, sest
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—
90° ja 90", kui diameetri CT peale toetavad

piirdenurgad [s9].

Teoreem: Ühest ja sellestsamast punktist ühe ja
sellesama ringi külge tõmmatud riivajate lõigud, ühisest
väljamineku punktist kuni riivaspunktideni arvatud, on

ühepikkused, ja sirgjoon, mis seda riivajate ühist välja-
mineku punkti ringi tsentriga ühendab, jagab riivajate
sünnitatud nurga pooleks.

Tõestus: [k.k.lV.t põhjal, sest
AC = BC ja .

TA = TB ja

Järeldus: TC on selle kujundi sümmeetria telg.

107, Ülesanded. 1) Sõõri sefes antud punkti läbi ping-
joon tõmmata nii, et see punkt teda poolitaks.

2) Antud punkti tsentriks võttes ring tõmmata nii, et ta

antud sirgjoont riivaks.

3) Antud raadiusega ring tõmmata nii, et ta antud sirg
joont antud punktis riivaks.

4) Antud ringi külge riivaja tõmmata nii, et ta antud

sirgjoonele a) paralleelne oleks, b) perpendikulaarne oleks,
c) antud sirgjoonega antud nurga sünnitaks.

5) Antud ringi külge riivaja tõmmata nii, et antud pa-

ralleeljooned tema küljest antud joonlõigu ära lõikaksid.

6) Antud sõõris diameeter tõmmata nii, et ta antud punk-
tist antud kaugusel oleks.

7) Antud ringile kaks riivajat tõmmata nii, et nad

antud nurga sünnitaksid.

Näidata, et

8) Geomeetriliseks kohaks (lühendatult G. k.) niisuguse
ringi tsentrile, mis antud raadiusega tõmmatud ja antud punk-
tist läbi läheb, on antud punktist kui tsentrist antud raadiu-

sega tõmmatud ring.



9) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mis antud sirgjoont an-

tud punktis riivab, on sellele sirgjoonele selles punktis tõm-

matud perpendikulaar.

10) G. k. ringi tsentrile, mis kaht lõikuvat sirgjoont

riivab, on nendest sirgjoontest sünnitatud nurkade poolitajad.

11) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mis kaht paralleel-

jooni riivab, on neile paralleeljoontele paralleelne, nende kes-

kelt läbi tõmmatud sirgjoon.

12) G. k. niisuguse ringi tsentrile, millele raadiuseks an-

tud joonlõik r on ja mis antud sirgjoont riivab, on mõlemad

r kaugel antud sirgjoonest olevad paralleeljooned.

13) G. k. kahest antud punktist läbimineva ringi tsentrile

on neid punkta ühendava joonlõigu keskperpendikulaar.

Nurgad sõõris.

108. Piirdenurgad. Piirdenurk on niisugune nurk,

mille tipp on ringi peal ja mille harudeks on pingjooned.

Igale piirdenurgale vastab üks kaar, mille peale ta toe-

tab, üks pingjoon ja üks tsentrinurk, mis sellesama kaare

peale toetab.

Teoreem. Piirdenurk on pool

sellesama kaare peale toetavast

tsentri nurgast.
I-ne juhus: Sõõri tsenter on piirde

nurga ühe haru peal.

Tõestus : 7 ( 40l
(47]

/
1
/

11-ne juhus: Sõõri

tsenter on piirdenurga sise-

mises vallas.

111-as juhus: Sõõri

tsenter on piirdenurga väli-

mises vallas.

117
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Tõestus: Tõmbame läbi A ja C diameetri AD, siis on:

£ —
2 Zl-sejuhuse\l • ZL b j

££a> Jr i ~
+x^=4(^ <5 ,x<f)

I-ne järeidus: Kõik piirdenurgad, mis i1 t

sellesama kaare peale toetavad, on isekeskis võrdsed.
11-ne järeldus: Diameetri peale toetav piirdenurk

on täisnurk, sest temale vastav

tsentrinurk on sirgenurk.

109» Teoreem. Pingjoone
ja riivaja sünnitatud nurk on

pool nii suur kui tema harude

vahel oleva kaare peale toetav

tsentrinurk.

_
F\ I 1 A -1

Toestus: Tõmbame diameetri

DI _L AB, siis on; [ 100], =-1 71 ;
Aga [lO5, 1 järele] on

CA±AT*j; järjel.: = [37], /L^=^a x
\

=
l =^ zr/i.

*) C on tsenter
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Riivaja ja pingjoone sünnitatud nurka tuleb ka piirdenur-

kade hulka arvata.

110. Seletus. Kaart, mille peal leiduvad antud nurgale

võrdsete piirdenurkade tipud, nimetakse antud nurka mahu-

tavaks kaareks.

Ülesanne Antud pingjoone üle tõmmata kaar, mis

antud nurka piirdenurgana mahutab.

Konstrueerimine: Antud pingjoone A B külge ühe tema

otsapunkti juures
asetame antud nurga

a : Z DAB = a.

Jagame AB pooleks

punktis M. Punk-

tidest M ja A tõm-

bame perpendikulaa-
rid antud nurga

harudele. Nende

perpendikulaaride
KT lõikepunktist O tõm- N.142b.

” C

bame raadiusega OA

kaare AEFB. _AEFB on otsitav

Tõestus: Ühendame miski punkti E ehk F pingjoone

otsadega Aja B. Siis on :

X AEB = X AFB — X AOM = X DAB = a

Märkus: Kaared võivad sümmeet-

riliselt kummalegi poole AB-d aseneda

'selle'järele, kuhu poole AB-d me nurga

asetame.

111. Teoreem. Nurk, mille

tipp on sõõri sees, on pool temaga

ja tema rlstnurgaga ühe ja nende-

samade kaarte peale toetavate tsen-

trinurkade summast.
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Tõestus: Ühendame D B-ga ja tsentri C pingjoonte
otsadega E, F, D ja B ;
siis on kui /\ ABD välisnurk [4o]

Aga .Zd^l^llOB ]

« = ~

2 •

112» Teoreem. Nurk, miile tipp on väljaspool
sõõri ja mille harudeks on lõikajad ehk riivajad
on pool tema harude vahel olevate kaarte peale
toetavate tsentrinurkade vahest.

Tõestus: Võimalik on 3 juhust;
igas kolmes juhuses on & A'9 a ABD

ehk: =

EtagaXö=-l/ ? ja

siis on: /a = . 7 — <jo).

NJ44c. Järeldus: G.k. punktile, kust
antud jodnlõikg antud vaatenurga all näha, on seda
nurka mahutav ja antud joonlõigu kui pingjoone üle
tõmmatud kaar.

välisnurk ja seepärast on
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Kaks sõõri.

113. Seletus. Kaks sõõri, millel ühine tsenter, on

ühistsentrilised, kaks sõõri mille igal-

ühel on eri tsenter, on eritsentrilised ehk

ekstsentrilised.

[Kaks ühistsentrilist sõõri võrdsete

raadiustega katavad teineteist [93], eri-

raadiustega ringidel ei ole ühiseid punkta

ja üks sõõr on täiesti teise sees].
Enam kui kaks ühist punkti ei või

kahel eritsentrilisel sõõril olla, muidu

langeksid nad ühte [95,96]. Kaks ringi, millel 2 ühist punkti

on, lõikuvad, kaks ringi, millel 1 ühine punkt on, riivavad

teineteist, ja nimelt väljastpoolt, kui kumbki sõõr väljaspool

teist on, ja seestpoolt, kui üks sõõr täiesti teise sees on.

Kahe eritsentrilise sõõri tsentritest läbiminev otsatu sirgjoon

on nende sõõride tsentrijoon ja nende tsentridega piiratud

tsentrijoone lõik on tsentrite kaugus. Tsentrijoon on kahe

sõõri sünnitatud kujundi sümmeetria telg, sest tema

peal olevad diameetrid on kumbki oma sõõri sümmeetria telg.

11*4. Teoreem. On kahel ekstsentrilisel ringil üks

ühine punkt väljas-

pool tsentrijoont,
siis on neil ka teine

ühine punkt väljas-
pool tsentrijoont, ni-

melt teiseks ühiseks

punktiks on esimesele

punktile A tsentrijoone

ST kohta sümmeetri-

line punkt B.

Järeldus: Kahe lõikuva ringi tsentrijoon poolitab

nende ringide ühist pingjoont ja on temale perpendi-

kulaarne [25,J.
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115. Teoreem. On kahe! ringil tsentrijoone peal
ühine punkt, siis riiva-
vad nad teineteist.

Tõestus: Oleks rin-

gidel C ja O peale tsent-

rijoone peal oleva ühise-

punkti A veel ühine

punkt, mis ainult väl-

jaspool tsentrijoont olla

võib, siis oleks neil ka

[ll4 järele] veel teine

väljaspool tsentrijoont olev
N.147

ühine punkt [ll4], seega kõiges kokku 3 ühist punkti ja nad

langeksid ühte ]96],

Vastupidine teoreem: Kahe teineteist riivava ringi
riivaspunkt on tsentrijoone peal [ll4, 115].

116. Kahe sõõri vastastikkune seisand. Lüheduse pä
rast tähendagu R — ühe sõõri

raadiust, r — teise sõõri raa-

diust ja d — tsentrite kaugust.
Kaks sõõri võivad teine-

teise kohta järgmises 5 sei-

sandis olla:

I. Kui kumbki sõõr 0

ja C väljaspool teist sõõri on,
siis on nende tsentrite kau-

gus suurem kui raadiuste

summa : d > R -j- r. Tõepoo-
lest : OC = OA -j- AB -j- BC
ja OA on suurem kui OA -j-
--- BC, nimelt AB võrra.

Ümberpöördult. Kui

dj> R -]- r, siis on sõõrid

väljaspool teineteist [N 148].
N. 143
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11. Kui sõõrid teineteist väljaspool riivavad, siis on nende

tsentrite kaugus nende raadiuste summa: d = R-|-r. Toe-

poolest : OC =OA -j- AC.

Ümberpöördult! Kui d=R + r, siis riivavad sõõrid

teineteist väljaspool. ]N 149]. •

111. Kui ringid lõikuvad,

on tsentrite kaugus vähem

raadiuste summa ja suurem

raadiuste vahe: d<R-|-r

d> R—r.

siis

kui

kui

ja

Tõepoolest: /\-gas OAC on |\j j
OC<OA-f-AC ja OC>OA -AC

Ümberpöördult: Kui +r ia dj>R r, siis

lõikuvad ringid.

IV. Kui ringid teineteist riivavad

seespool, siis on tsentrite kaugus nende

raadiuste vahe : d = R — r.

Tõepoolest: OO = OA —CA.

Ümberpöördult: Kui d— R r,

siis riivavad ringid teineteist seespool.

V. Kui üks sõõr C täiesti teise 0

sees on, siis on tsentrite kaugus vähem

kui raadiuste vahe : d <1 R ~ r-

Tõepoolest: OA—OB — OC-j-BA,

järjelikult on OO <OA —OB, nimelt

BA võrra.

Ümberpöördult: Kui d<R — r

siis on üks sõõr täielikult teise sees.N.152

Märkus: Kõik vastupidised teoreemid tõestatakse parast

otsekoheste teoreemide tõestamist vastuvaiteliselt.
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.117. Teoreemid tõestada. 1) Kahe võrdse riivajate nurgatipud on tsentrist ühekaugel.

2) Kui kaks võrdset lõikajate nurka ühe ja sellesama pingjoone

vsrdsed° ’ S"S °" ha™de Vahe ' °'evad kaared

rinn-
J^3 seestpoolt riivab J a ku * vähem ring suurema

gi tsentrist läbi läheb, siis poolitab vähem ring kõiki suurema ringi
pingjoom, mis riivaspunktist välja lähevad.

4) Kui mõnes sõõris kaks piirdenurka ABC ja DEF isekeskis võrd-
sed on, siis on kas AF || CD ehk AF = CD.

keskkoL^-J 11? 4 mlstahes punkti VÕtta Ja j ga kahe vastaskaare

pendlkulaarLd” ’ ' B1” ndala’ad jooned teineteisele pet-

tel..

K“' * õika iatB sünnitatud nurga üks haru läbi tsentri läheb ja
" raadlu Bele »<**■•>. al 's »n üks (.arude .ahel

aar 3 köida nii suur kui teine kaar.

rlrnAA me k°' mnursa 2 kÜlge diameetriteks võtame ja nende üle
rmg d tõmbame, siis lõikuvad need ringid kolmanda külje peal temavastastipu projektsjoonis.

8) Kui kahe lõikuva ringi tsentri kauguse keskkohta nende ringidelõikepunktiga ühendada ja selle ühendusjoonega ring tõmmata, siis poo-

i ab see ring igat joonlõiku, mis antud ringile lõikepunktist läbi nenderingideni tõmmatakse. (Juhatus; Igast tsentrist tuleb selle joonlõigupeale perpendikulaar tõmmata).
9

Geomeetrilised kohad. 9) G. k. niisuguse ringi tsentrile, misantud nngt antud punktis rlivab
, Qn .

tsentrist labiminev sirgjoon.

10) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mille raadius on r ja mis an-ud rimgi R riivab, on mõlemad antud ringile ühistsentrilised ringidraadiustega R-j- rjaß — r.
1 ) G. k. niisuguse ringi tsentrile, mis antud sirgjoonest antud pik-kusega pingjooned ära lõikab, on kaks antud sirgjoonele paralleelset joont.
12) G. k. niisuguse ringi teentrile, mis antud ringi nii lõikab et

nende ühisel pingj.oonel on antud pikkus, on kaks antud ringile ühis-
tsentnlist ringi.

V 118. Konstrueerimise ülesande uurimine. Üles-
anne: Kahest küljest ja ühe külje vastasnurgast A kon-
strueerida.
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Konstrueerimine: 1) Konstrueerime XA— a ;

2) nurga A ühe

haru peale asetame

seda nurka piirav

külg b nii et AC=b;

3) tipust C raa-

diusega a tõmbame

kaare, mis lõikab

x'-a A teist haru

punktis B ;

4) B ja C ühen

dame sirgjoone abil

/\ ABC on otsitav [s3]

Uurimine: I. Kui a>b, siis läheb punktist C raadiusega

a tõmmatud kaar tipu A tagant mööda ja lõikab haru AD-d

ühes punktis B
o (tei-

ne lõikepunkt on DA

pikenduse peal), sest
võetud raadius oh

pikem kui tipu C

kaugus harust AB :

a b

' *- A — kaugus harust AB :

N.154a. N.1548. a>h=cp. [Nissi.
Lahendusena esineb

1 kolmnurk —/\ ACB0 [N 155], Külg a peab iseenesest pikem
olema kui b, kui X a on tömpnurk [N 154] ehk täisnurk.

Kui me a-d vähendame, siis hakkab lõikepunkt B lähenema

tipule A; me saame aga ikkagi 1 lahenduse —1 kolmnurga,
näit. /\ ACB( nii kaua, kui aj> b.

11. Kui a saab võrdseks b-le, a= b, siis ilmub ka teine

lõikepunkt, nimelt kaar läheb tipust A läbi; lahendusena esi-

neb 1 sarikkclmnurk — /\ ACB Q.

111. Kui me edasi vähendame a-d, nii et.a<b, siis

hakkab, AD-d mööda liikudes, B lähenema A-le ja E — kau-

gele minema A-st, sellega teineteisele ja punkti P-le lähenedes.
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F
Selle juures on olemas 3 võimalust: l)b>-a>h.; 2) b'>a=h •
l3j b>h

c
>a.

x/ 1) Niikaua kui aj> h , saame lahendusena 2 kolmnurka :
/\ ACB3 ja /\ ACE ft (ehk /\ ACB4 ja /\ ACE,) nii et

AC;?—AC /A=/A (=a)
CE

o
'=CB

3 ' o
= 1800— /B; ,

AE
0
= AB

s
—E

o
B
3 o

= ACB
3
— / B3

CE
o .

' 2) Kui a väheneb

niipalju, et saab a=h

(= CP), siis on punk-
tid B ja E teineteisele

niikaugele lähenenud,
et nad ühte langevad
punktis P; kaar, mis

tsentrist C tõmmatakse

raadiusega a, ei lõika

enam AD-d, vaid rii-

vab- teda ainult ja la-

hendusena saame 1-hei

täisnurkse kolmnurga—
A ACP? '

x 3) Kui a-d edasi vähendada, siis kaob nurga harul AD-1

ja tsentrist C tõmmatud kaarel ühine punkt ära, kaar ei ulatagi
haruni AD ja me ei saagi kolmnurka — ülesanne on võimata.

Kokkuvõte.

a) Kui aj> 90°, s : is on aj>b, ja ülesandel on 1 lahendus, tömpnurkne A-
b) „

a — 90°,
„ „aj> b,

„ „ „
1

„ täisnurkne A-
c)

„
a<9o° ja I. a> b,

„ „ „ 1

11. a—b, 1
„ sarikkolmnurka;

111. a b, see juures aga:

1) aj> h
c,

siis 2 lahendust,
2) a= h

c
, „

1

millest I—tömpnurkne
A on täisnurkne.

3) a < h
c, „

0 ülekanne võimata.

Sellest näitusest selgub, et konstrueerimise ülesande

uurimise abil saame teada, kas ülesanne ülepea võimalik on,
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missugune peab vahekord olema antud suuruste vahel, et

ülesanne lahendatav oleks ja kas ülesandel on üks ehk

mitu lahendust. Selleks peame konstrueerimise veel

kord läbi vaatama ja iga üksiku osakonstrueerimise juures

üht vastavat suurust ühes ja sellessamas mõttes muutes

kindlaks tegema, kas ja missugustel tingimistel ülesanne üle-

pea lahendatav on ja mitu lahendust saadakse. See juures

peab tähelepanemist iseäranis selle peale juhitama, kas kahel

sirgjoonel, ehk sirgjoonel ja ringil ehk kahel ringil ühiseid

punkta on või mitte. Seda on kerge kindlaks teha §§ 19,

105 järeld., 116 põhjal ja niiviisi leiame ülesannet võimalda-

vad tingimused ja lahenduste arvu, mis tõmmatavate joonte

lõikepunktide arvust oleneb.

119. 1 -ne ülesanne

Kahele antud ringile
ühine väline riivaja tõm-

mata.

Analüüs. Olgu AB ot

sitav riivaja. Riivaspunkti

desse tõmmatud raadiused N. 156.
OA ja CB on riivajale per-

pendikulaarsed ja seepärast isekeskis paralleelsed OA || 03.

Seepärast on trapeetsis OABC teada nurgad /A = /B = 90"

ja küljed OA= R, CB=r, OC = d. Kui tõmmata CD || AB, siis

on täisnurkses/\-gas
ODC teada hüpote-
nuus OC = d ja ka-

teet OD=R —r. See-

pärast on meil või-

malik konstrueerida

enne /\ ODC ja see-

läbi leida DC = AB;

pärast konstrueerime

täisnelinurga ABCD

tema külgedest.



128

Konstrueerimine: 1) Jagame OC pooleks punktis M.

2) Raadiusega M 0 = tõmbame ringi OC üm-

ber, seda diameetriks võttes.

3) Asetame Ci_ EO peale nii, et EF = CL, siis saame

OF == R— r
.

4) 0 ümber tõmbame raadiusega OF = R — r ringi, mis

M ümber tõmmatud ringi kahes punktis D ja lõikab.

5) Punktide O ja D ning punktide oja D
x
läbi tõmbame

raadiused OA ja 0A
1#

6) Punktidest Aja A
t

tõmbame raadiusega DC = D,C

kaared, mis ringi C-d lõikavad puntides B ja 8,.

7) Läbi A ja B, läbi A
t ja B

x
tõmbame sirgjooned. AB

ja A
i
B

1
on otsitavad riivajad.

Tõestus: OA = R DA =CB

OD = R—r AB = DC

DA= r_ CB DA || CB, AB [J DC [77]

= 90° [59; 108,2 ] OAJ_AB
AB || DC OA || CB

= 90° CBIAB.
Et AB kummagile raadiusele OA ja CB perpendikulaarne

on nende otsapunktis, siis on ta ringide 0 ja C ühine riivaja.
Uurimine. 1) Niikaua kui OF = R—r vähem on kui

00 —d [ll6], lõikab punktist 0 raadiusega OF tõmmatud

ring punktist M raadiusega M 0 = MC tõmmatud ringi
2-es punktis ja me saame 2 ühist välist riivajat, mis tsentri-

joone kohta sümmeetrilised on.

2) On OF == OC, s. t. R — r= d, 'siis riivab punktist
O raadiusega OF tõmmatud ring ringi Mja me saame

1 ühise välise riivaja. Teisiti see olla ei või, sest ring 0
riivab ringi 0 seestpoolt R—r =d.

3) On OF j> OC, s. t. R—d j> d siis ei ole punktist
O raadiusega OF tõmmatud ringil ja ringil M ühtegi ühist
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punkti — viimane sõõr on esimese sees —ja ringidel oja
C ei ole ühist /iivajat. Teisiti see olla ei või, sest ring C
on r >nn sees.

2-ne ülesanne. Kahe
antud r’sgi külge ühine

sisemine riivaja tõmmata.

Analüüs. Kui tõmmata
CD |j AB ja pikendada OA-d

kuni ta CD-d lõikab punk-
tis D, siis on täisnurkses

/\~gas ODC teada hüpote-
nuus OC = d ja kateet

OD = R-f-r. Seepärast on meil võimalik konstrueerida enne

ODC ja seeläbi leida DC = AB. Siis konstrueerime täis-
nelinurga ABCD tema külgedest.

Vahe 1-se ülesande

ja 2-se ülesande vahel on

see, et CB asetakse OA

peale, A-st alates, mitte

AO sihis, vaid OA sihis,
ja seepärast saame ka-

teedi OD =R-f- r ja mitte
R— r. Seepärast on ka

konstrueerimise juures see

vahe, et asetada tuleb

EF =CL mitte CO, vaid
OO sihis; siis saame ka

OF = R -J-rja mitte R— r.

Niisama astub ka tõestuse ja uurimise juures R—r

asemele R -j- r. ,

Nende kahe ülesande uurimisest selgub :

1-ne järeldus: Kui kahest ringist kumbki väljaspool
teist on, siis on neil 2 ühist välimist ja 2 ühist sisemist riivajat.

2-ne järeldus: Kui kaks ringi teineteist väljastpoolt
riivavad, siis on neil 2 ühist välimist riivajat ja 1 ühine si-
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semine riivaja. Selle juure» ’ sisemise riiyaia osa,

mis riivaspunkti ja sisemise ja välimise riivaja lõike-

punkti vahel, on pool välimisest riivajast riivaspunktist

riivaspunktini arvatud ja sisemine riivaja jagab välimise

riivaja pooleks. Tõepoolest: KT =KA= KG = [lo6].

Järjelikult on ka KL =-TG.

3-as järeldus: Kui ringid lõikuvad, siis on neil 2 ühist

välimist riivajat; ühist sisemist

riivajat ei oie.

4-jas järeldus : Kui ringid

teineteist riivavad seestpoolt,

siis on neil ainult 1 ühine vä-

limine riivaja.

5-es järeldus: Kui üks

ring täiesti teise sees on, siis

ei ole neil ühiseid riivajaid.

Väljaarvamise ülesanded.

1) Kahe teineteist riivava ringi külge on ühised välimi-

sed riivajad tõmmatud. Igas ringis on riivaspunktid teinetei-

sega ühendatud pingjoonte abil, mille pikkus vastavalt a=ls m.

ja b—7 m. on. Kui pikk on ühine riivaja?

2) Kahe teineteist riivava ringi külge on ühine välimine

riivaja tõmmatud. Kummagis ringis on riivaspunkt tsentri-

joone peale projekteeritud ja projekteerijate pikkus on vasta-

valt e =34,56 m. ja f = 61,44 m. Kui pikk on ühine (väli-

mine) riivaja, riivaspunktist riivaspunktini arvatud?

Sissekujundatud ja ümberkujundatud paljunurgad.

120* Seletused. Paljunurk on ringi sisse kujundatud,

kui paljunurga küljed on ringi pingjooned ; ring on siis paju-

nurgale ümber kujundatud. Paljunurk on ringile ümber-

kujundatud, kui paljunurga küljed ringi riivajad on; ring on

siis paljunurgale sisse kujundatud.



131

Teoreem. Iga kolmnurga ümber on võimalik ringi
kujundada ja nimelt ühtainust.

Toestus: Kolmnurga küljed peavad siis ringi pingjooned
olema ja ring peab kolmnurga tippudest läbi minema. Me
team€ aga [96], et läbi 3-e punkti, mis mitte ühe sirgjoone
peal ei ole, on,võimalik ringi tõmmata ja nimelt ühtainust.

121. Teoreem. Iga kolmnurga sisse on võimalik
ringi kujundada ja nimelt ühtainust.

Konstrueerimine. Kui
otsitavad ringi riivajad pea-
vad kolmnurga küljed ühe-

kaugel olema ringi tsentrist.

Et nurgapoolitaja on geo-
meetriliseks kohaks niisugu-
sele punktile, mis ühekaugel
on nurga harudest, siis tõm-

bame A poolitaja AP

l’a E poolitaja ER. AP

ja ER lõikuvad punktis 0.

Punktist 0 tõmbame perpen-
dikulaarid kõige kolme külje
peale: OI J_ AE, OM J_ AG, OL J_ EG. Siis on: OI =OM
ja 01 = OA, järjelikult OL =OI= OM. Kui me nüüd punk-
tist 0 raadiusega OI =OL= OM ringi tõmbame, siis riivab
see ring igat kolmnurga külge ja on seega sissekujundatud
ring. Et 0 ühekaugel on ka nurga G külgedest, OL = OM,
siis on ta /-a G poolitaja peal ja ka G poolitaja GT

punktist 0 läbi, nii et missuguseid 2 nurka meie ka
ei poolitaks, ikka saame tsentriks punkti O ja raadiuseks
OL =OI=OM. See tähendab, et kolmnurgale AEG on või-
malik sisse kujundada ühtainust ringi.

122
+ Teoreem. Igas sissekujundatud neliuurgas

annab vastasnurkade summa sirgenurga.

9*
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Tõestus : Ühendame 0 B-ga ja D-ga,

siis on zIA = 2-a, [loB],

/a +z (ä+7)=r 360»= 1807

Vastupidine teoreem. Kui

nelinurga vastasnurkade summa

sirgenurga (2d = 180°) annab, siis

võib selle nelinurga ümber ringi

kujundada* (Tõestatakse vastuväi-

teliselt).
Järeldus: Ruudu, täisnelinurga

ja sariktrapeetsi ümber on võimalik

4 ringi kujundada.

123* Teoreem. Igas ümber-

kujundatud nelinurgas võrdub ühe paari vastaskülgede

summa teise paari vastaskülgede summale.

Tõestus: (AL =AP [lo6]\ Ehk: Need summad

A|BL= BM \ |
seisavad koos neljast

™
BC |AD vastavalt võrdsest

CN =CM / I
CD | J kokkuarvatavast

rjM — np /
( ulm —ur /

joonlõigust x, y, z,

AB + CD = AD + BC. t, [lo6].

c
Vastupidine teoreem:

Kui nelinurgas ühe paari
vastaskülgede summa teise

paari vastaskülgede summale

võrdub, siis on võimalik

selle nelinurga sisse ringi
kujundada.

Järeldus: Ruudu ja rombi

sisse on võimalik ringi kujundada.
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124, Teoreem. Iga korrapärase paljunurga ümber

ja sisse on võimalik ringi kujundada — sest paljunurga
tsenter on ühekaugel kõigist tema tippudest ja ühekaugel kõi-

gist tema külgedest [9O, 111. IV.]. Ümberkujundatud ringi raa-

diuseks on paljunurga tipu kaugus tsentrist ja sissekujundatud

ringi raadiuseks on apoteem.

125, Teoreem. Kui ring jaotada mitmeks (n) võrd-
seks jaoks ja I. jaotuspunktid järjekorras ühendada ping-
joonte abil, ehk 11. läbi jaotuspunktide tõmmata riivajad,
siis saame I. korrapärase sissekujundatud paljunurga,

11. korrapärase ümberkujundatud paljunurga

Tõestus : Pöörame ringi tema tsentri ümber täis-

pöörde võrra, siis libiseb ring iseennast mööda ja iga jaotus-
punkt langeb ühte teise järjekor-
ras oleva jaotuspunktiga, sest kõik
nende vahel olevad kaared on

isekekeskis võrdsed. Järjelikult

langevad ühte ka neid ühenda-

vad pingjooned, sest nende otsa-

punktid langesid ühte, ja nende

läbi tõmmatud riivajad, sest jao-

tuspunktidesse tõmmatud raadius-

tele on igaühele tema otsapunktis
üksainus perpendikulaar võimalik.

T K S

•N.165
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Järeldus: Kui me ringile tõmbame riivajad, mis

paralleelsed on temale sissekujundatud korrapärase palju-
nurga külgedele, siis saame korrapärase ümberkujundatud
paljunurga [lO5, lõpp; 125, ll.]. Selle ümberkujundatud palju-
nurga nurkade poolitajad langevad ühte sissekujundatud palju-
nurga vastavate nurkade poolitajatega — sest näit. NO on

kujundi GNMO sümmeetria telg.
126. 1-ne ülesanne. Antud ringi sisse korrapärane

kuusnurk kujundada.
Analüüs. Olgu AB korrapärase

kuusnurga külg; siis on — tervest

1 6

ringist ja / AOB =—. 360° == 60°.

Et OA = 08, siis on /K— XB —

=

2
= 60°. Järjelikult on XA—-

= ZT B = ja on

võrdnurkne. Sellest järgneb, et /\ AOB
on ka võrdkülgne ja AO =AB = 08. N.166
See tähendab, et sissekujundatud kuus-

nurga külg on niisama pikk kui ringi raadius. [Vormel: a
b=R]

Konstrueerimine: Asetame raadiuse sõõri sisse ping
joonena — ta mahub just 6 korda.

2-ne ülesanne. Antud ringi sisse korrapärane kolm

nurk kujundada.
Konstrueerimine: Jagame ringi kuueks, nagu 1-ses

ülesandes juhatud, ja ühendame pingjoontega

jaotuspunktid, ikka üht vahele jättes.
3-as ülesanne. Antud ringi sisse

korrapärane nelinurk (ruut) kujundada.
Konstrueerimine : Tõmbame kaks vas-

tastikku perpendikulaarset diameetrit — nad

\flC? -7 jaotavad ringi neljaks, sest kui tsentrinurgad
'

on täisnurgad, s. t. ~ täispöördest, siis on

vastavad kaared ~ tervest ringist. Jaotuspunktid ühendame

pingjoonte abil.
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Järeldus : Joonestusest on otsekohe näha, et ümberku

jundatud korrapärase nelinurga (ruudu) külg on niisama pikk

kui diameeter. [Vormel: b
4
= 2r].

Ülesanded: Konstrueerida korrapärane sissekujundatud

4) 8-nurk; 5) 16-nurk; 6) 12-nurk. *

Konstrueerida korrapärane ümberkujundatud 7) 6-nurk;

8) 3-nurk; 9) 12-nurk; 10) 8-nurk.

Kolmnurga tähtsad punktid.

127. Teoreem. Kõigi kolmnurga külgede kesk-

perpendikulaarid jooksevad ühes punktis kokku; see

punkt on kolmnurga ümber kujundatud sõõri tsenter.

Tõestus: Vaata § 96 ja § 120.

128. Teoreem. Kõigi kolmnurga nurkade poolita-

jad jooksevad ühes punktis kokku; see punkt on sisse-

kujundatud sõõri tsenter.

Tõestus: Vaata § 121. \

/129. Teoreem. Kõik kolm kolmnurga kõrgust

jooksevad ühes punktis kokku; seda punkti nimetakse

ortotsentriks.

Oletus: EM J_AB, AN J_ BE,

BPJ_ AE.

Väide : EM, AN ja BP jook-
sevad ühes punktis kokku.

Tõestus : Tõmbame iga tipu

A, B ja E läbi vastasküljele pa-

ralleeljoone; need paralleeljooned
sünnitavad, teineteisega lõikudes,

uue kolmnurga RST, nii. et

RS || AE, ST || AB, RT || BE.

B

N.168.

Et RB H AE, RA |1 BE; AT 11 BE, TE || AB; ES || AB,. BS || AE

rb=AE, RA=^r -' T—BE, TE=AB; ES=AB, BS=AE

ja AE=RB

RA=AT, TE=ES BS=RB.
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Järjelikult on antud kolmnurga ABE tipud uue kolmnurga
RST külgede keskkohad, ja antud kolmnnrga kõrgused on

kolmnurga külgede keskperpendikulaarid; viimastena jookse-
vad nad ühes punktis 0 kokku [l2s]. Seda punkti nime-

takse ortotsentriks.

Vl3O. Teoreem. Kõik kolm kolmnurga mediaani

ooksevad ühes punktis kokku ja jagunevad seal kaheks
isaks nii, et tipupoolne osa 2 korda nii suur on kui

küljepoolne osa; seda punkti
,f\ nimetakse kolmnurga raskuse

tsentriks (punktiks).
Oletus: EI= ID, DU = UA,

AR = RE.

/ \ - *• EU> DR ia AI iook ’

i~ FŠA sevad kokku ühes punktis K, ja
[ t ek = 2 .KU, DK = 2.KR, AK =

N.169. = 2
- Kt

Tõestus : Vaatleme kaht me-

diaani, näit. EU ja DR. Nemad lõikuvad punktis Kja sün-

nitavad kolmnurga EDK-

Jaotame DK punktis T ja EK punktis S pooleks. Kolm-

nurgas]EDK on: DT —TK, kolmnurgas EDA on: DU = UA;

ES = SK; E R = RA

ST || ED ; ST =
p

ED [B4] ; RU || ED ; RU =
p

ED.

ST || RU, ST == RU.

RSTU on parallelogramm [76].

TK = KR, SK =KU [74].

Niiviisi on : DT = TK= KR ja DK = 2 . KR ; ES = SK =KU

ja EK = 2
. KU.

Sellest on näha, et mediaanide lõikepunkt jaotab me-

diaanid kahte osasse nii, et tipupoolne osa 2 korda nii suur

on kui küljepoolne osa (vahekorras 2:1). Ettetoodud tõestus
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on täiesti üleüldine ja maksab ka mediaani AI kohta. Sellest

järgneb, et ka kolmas mediaan AI läheb läbi punkti K, mis

DR-d ja EU-d nimetud vahekorras (2 : 1) jagab, ja jagatakse

temas nimetud vahekorras.

Seda punkti nimetakse kolmnurga raskuse tsentriks. [See

nimetus on füüsikast võetud].

131, Teoreem. Kolmnurga ühe sisemise nurga ja

tema vastaskülje juures oleva kahe välisnurga poolita-

jad jooksevad ühes punktis kokku. See punkt on tsent-

riks niisugusele ringile,
mis nimetud külge ja
teiste külgede pikendusi
riivab. Seda ringi kut-

sutakse külgekujunda-
tud ringiks.

Tõestus : Olgu 0 nur-

kade ANG ja CGN poo-

litajate lõikepunkt ja tõm-

bame punktist 0 perpen-

dikulaarid nende nurkade

harude peale: OB | AN, ORJ_NG, OE J_ GC

Siis on OB = OR=OE [63, s].

Et OB ja OE on punkti 0 kaugused nurga AIC harudest,

siis on punkt 0 nurga AIC poolitaja peal [63, 3], Kui nüüd

raadiusega OB = OR= OE punktist 0, kui tsentrist, ring tõm-

mata, siis riivab see ring NG-d, NA-d ja GC-d. See ring

on kolmnurgale ING külgekujundatud, nimelt külje NG

külge kujundatud ring.

Igal kolmnurgal on 3 külgekujundatud ringi, igal küljel 1.

Ülesanne: Antud kolmnurga külge tõmmata kõik tema

külgekujundatud ringid.
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132. Ülesanded. Toestada teoreemid : 1) Võrdkülgse kolmnurga
ümberkujundatud ringi raadius on 2 korda nii suur kui tema sisse ku-
jundatud ringi raadius.

2) Kui igast kolmnurga tipust ümberkujundatud ringi diameeter
tõmmata ja nende diameetrite teised otsapunktid ühendada, siis saame

antud kolmnurgale kongruentse kolmnurga.

3) Iga nelinurga nurkade poolitajad sünnitavad nelinurga, mille

ümber võidakse ringi kujundada.

4) Kui kolmnurga kõrguste aluspunktid ühendada, siis sünnib uus

kolmnurk, mille nurki esimese kolmnurga kõrgused poolitavad (sisse ku-
jundatud nelinurk). ’

5) Kolmnurga nurgapoolitaja lõikab selle kolmnurga ümber kujun-
datud ringi punktis, mis ühekaugel on kahest teisest kolmnurga tipust*
sissekujundatud ning ühe külgekujundatud ringi tsentrist.

6) Kolmnurga ümber kujundatud ringi punktide projektsjoonid
kolmnurga kõigi kolme külje peale asenevad kõik ühe sirgjoone peal.

7) Kui kolmnurga ABC sisse on kujundatud ring O ja tema külje
BC külge on kujundatud ring D, siis :

a) tipust A väljaminev sissekujundatud riivaja on kolm-

nurga poolperimeetrist vastaskülje a võrra vähem,

b) ja külgekujundatud riivaja võrdub poolperimeetrile ;

c) tipult B väljaminev külgekujundatud ringi riivaja võrdub
tipust C väljamineva sissekujundatud ringi'riivajale;

d) riivaspunktide kaugus
teineteisest selle külje peal
mille külge sõõr D kujun-
datud ei ole, 'võrdub sel-

lele küljele, mille külge ta

on kujundatud ;

e) riivaspunktide kaugus
teineteisest selle külje peal,
mille külge ring D on ku-

jundatud, võrdub kahe teise

külje vahele ;

f) nurk ADC, mille all

külgekujundatud ringi tsent-

rist näha on kolmnurga
külg AC, mille külge ring D kujundatud ei ole, on pool nii suur
kui selle külje vastasnurk B.
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Tõestus : Tähendame ettetulevad joonlõigud järgmiselt ära :
BC a AM=AP=x AG—AF=x' yz— a

AC = b BM =BL=y BE=BF=y' x+z = b

AB = c CL=CP=z CE=CG=z' xy = e

a_j_b4-c=2p Siis on kujundist näha, et: 2x-|-2y-]-2z—2p; x-j-y-f-Z p

1) x+y-|-z=p x-j-y-J-z—P x-|-y-|-z=p 2) BEH-CE—y
z-|-zz

-a

y-j-z=a x + z=b x-j-y =c AG~ CG~x ~ z —b

x =p—a y =p—b z—P —c ÄF CF x< y c

2xz =2p

X
Z
= p

3) x'-y' = c x'—z'._b 4) PG =AG— AP

p'—y' = c p
z
— z'= b PG =X/ x

t

y' = p — c = z z' = p — b= y PG = p — (p —a)

PG = a =BC

5) LE = BC — (BL H-CE)
LE = BC —2BL(y = z')
LE = a— 2 (p — b) = a — 2p 4- 2b

LE =z a—(a+ b c) +2b= b — c

/ A „ . 180°—C\
_

6) ZADC = 180° — (ZDAC-f- ZACD) = 180°— + C -f- -—- j —

= lBOo_i-C - 900+j=900-^-j = 900-
A _±2 = ®

2 2 2 2 z

/ '3>

Konstrueerimise ülesanded. Järgmistes ülesannetes on. R

ümberkujundatud ringi raadius, r — sissekujundatud ringi raadius, r

a>

r r
c
— külgekujundatud ringide raadiused, p — poolperimeeter.

Konstrueerida sissekujundatud nelinurk, kui antud on : 1) R, a, b ,
r, a, 0 1 3) R, a, h

c
;4)R, c (-/), a'+ b;s)r,c,a;6) r, a, &; 7) a, h

c,
r ;

8) h
c,

vy, r; 9) C, r
c,
a; 10) r, rc, c; 11) r, r c, a b, 12) p, r, r c ,

13) C, r c, a; 14) r, rc, A ; 15) a, mb,
m
c.

Konstrueerida kolmnurk, kui antud on: 16) R, a, c, f; 17) R, a.

b, e; 18) R, a, C, D.

' Konstrueerida ümberkujundatud nelinurk, kui antud on: 19) r, a,

e, A; 20) r, a, A, C ; 21) a, b, c, e.

Konstrueerida sarik-trapeets, millele võidakse ring sisse kujundada,

kui on antud: 22) r, b ; 23) r, a; 24) r, c.
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Konstrueerimise ülesande täielik lahendamine.

133. Konstrueerimise ülesande täielik lahendamine seisab koos
4st jaost: analüüsist, konstrueerimisest, tõestustest [6s] ja uurimisest [llB].

I. Analüüsis oletame me ülesannet lahendatuks ja leiame üles-
andes need vahekorrad, mis ülesandes antud ja otsitavaid suurusi seo-

vad ja mis meile konstrueerimist võimaldavad.

11. Konstrueerimine saadab analüüsis leitud kava täide, antud

suuruste kaudu otsitavaid konstrueerides.

111. Tõestus näitab, et konstrueerimise abil leitud suurused kõiki

ülesande tingimusi täidavad; ta on analüüsi vastupidine protsess.

IV. Uurimise abil saame teada, kas ülesanne ülepea võimalik on,

missugune peab vahekord olema antud suuruste vahel, et ülesanne või-

malik oleks ja kas ülesandel on üks ehk mitu lahendust. Selleks peame

konstrueerimise veel kord läbi vaatama ja iga üksiku osakonstrueerimise

juures üht vastavat suurust, kui võimalik katketult, ühes ja sellessamas

mõttes (suurendades ehk vähendades) muutes, kindlaks tegema, kas ta

ülepea lahendatav on ehk missugustel tingimustel ta lahendatav on

ja mitu lahendust saadakse. See juures .peab tähelepanu iseäranis selle

peale juhitama, kas kahel sirgjoonel, ehk sirgjoonel ja ringil, ehk kahel

ringil ühiseid punkta on või mitte. Seda on kerge kindlaks teha §§ 29,
105 järeld., 116 põhjal ja niiviisi leiame ülesannet võimaldavad tingi-
mused 'ja lahenduste arvu.

Näitus: Konstrueerida kolmnurk, kui antud on a, h
a , mb

A D L Analüüs. Olgu ABC — otsitav

X :

kolmnurk. Pikendame BE-d teise võrra,
nii et ED = BE = mb , ja ühendame D-d

A-ga ja C-ga. Siis on BADC—paralle-
logramm [78], mida me f\ BDF abil

(BD=2mb , DF=ha, konstru-

eerida võime ja diagonaal AO jagab

H nr
selle parallelogrammi kaheks kongru-
entseks kolmnurgaks, millest üks on

N172. otsitav A ABC.

11. Konstrueerimine.

1) Mingi sirgjoone MN peal tõmbame perpendikulaari FD | MN.

2) Selle perpendikulaari peale asetame FD= ha.

3) Punktist D tõmbame kaare raadiusega 2mb ; see lõikab sirgjoent
MN punktis B.

4) Punktist B alates asetame MN sihis BC =a ; punkti C ühen-
dame D-ga.
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5) Punktist D tõmbame paralleeljoone CB-le ja punktist B para-

leeljoone CD-le; need sirgjooned lõikuvad punktis A, mida me ühen-

dame C-ga. A ABC on otsitud kolmnurk.

Antud:

lil Tõestus A-al ABC on antud alus, sest me asetasime
111. loesius.

DF h sest ADFH on täisneli-
BC = a, antua kõrgus, nimelt AH-ur - na,

nurk ja antud mediaan, sest ABCD on paralellogramm )a selleparast

on ka AE = EC ja BE = ED = mb
.

IV. Uurimine. 1-ses osakonstrueerimises valime MN peal ai-

nult ühe punkti F, millest, me perpendikulaari tõmbame 2-ses konst-

rueerimises saame h
a
asetades perpendikulaari peale ainult uhe punkti D

• 'coo võib raadiusega 2 mb punktist D tõmmatud
3-ndas konstrueerimises võib raaaiusegu *u b F .
kaar sirgjoont MN kas lõigata, riivata ehk mitte sugugi puutuda, selle

peale vaadates, kui pikk on radius 2 mb . [lO5, jareld.]

1) On 2 mb >ha
ehk mb

h
a.

siis lõikab kaar sirgjoont MN

kahes punktis BjaP ja edasikonstrueerimine haruneb kaheks Et iga-

üks järgmine, 4-jas ja 5-es, osakonstrueerimine meile ainult uhe pun

annab
L sitameetrillsi punkta ei saa me arvesse võtta - sns , taovad

sel korral otsitavatena 2 kolmnurka: A ia A IA aa

-a, ÄH =DF = ha, PI =ID=mb ] ja
ülesandel on 2 lahendust.

2) On 2 mb
=h

a
ehk mb =| h

a
siis . riivab kaar sirgjoont_MN

punktis Fja otsitavana ilmub üksainus AFQ [FQ —a, DF h
a,

FY
__l DF == i-h

a
=mb ]. Tõepoolest, kui me mb

vähendama hak-

kame, siis hakkavad punktid B ja P, C ja K teineteisele liginema; kui
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viimaks mb
saab h

b -le, ehk 2mb ~ h
a
,
siis sulavad Bja P

punktis F ühte, ja Cja K sulavad punktis Q ühte. Ülesandel on 1
lahendus.

<
13) Kui mb edasi väheneb, nii et on mb < h

a,
siis ei ole kaarel

ega sirgjoonel MN enam ühtegi ühist punkti, kolmnurka me ei saa jaülesanne saab võimatuks. Ülesandel on 0 lahendust.

Konstrueerimise ülesannete lahendamine geomeetri-
liste kohtade metoodi abil.

134. Ülesanne. Punkt leida, mis kahest antud punktist Aja
b uhekaugel ja kolmandast antud punktist O antud kaugusel a on.

Analüüs. Otsitav punkt peab kaht tingimust täitma : 1) ta peab
A-st ja B-st ühekaugel olema ja 2) ta peab O-st kaugusel a olema.

Kui me esialgu 2-se tingimuse tähelepanemata jätame ja ainult
nõuame, et otsitav punkt peab A-st ja B-st ühekaugel olema, siis saab
ülesanne umbmääraseks, ja kõik punktid, mis niisugust nõuet rahulda-
vad, järjelikult ka otsitav, leiduvad, § 63, 2 järele, joonlõigu AB kesk-
perpendikulaari peal.

Kui me aga 1-se tingimuse tähelepanemata jätame ja ainult nõu-
ame, et otsitav punkt peab O-st kaugusel a olema, siis saab ülesanne
ja le umbmääraseks ja kõik punktid, mis seda nõuet rahuldavad järje-likult ka otsitav, leiduvad, § 63,1 järele 0 ümber raadiusega a 'tõmma-
tud ringi peal.

Niiviisi leiame, et otsitud punkt peab olema niihästi AB kesk-
perpendikulaan kui ka O ümber raadiusega a tõmmatud ringi peal • see
tahendab, ta on nende kahe joone lõikepunkt.

Konstrueerimine. 1) Ühendame A B-ga ja tõmbame AB-le kesk-

, « |
"

, , Uurimine. 0 ümber tõmmatud ringil
-g võib AB keskperpendikulaariga olla kas

1) 2 ühist punkti, 2) 1 ühine punkt, 3) ei

J\] 174. ühtegi ühist punkti, mis sellest oleneb, kas
on 1) a > OF, 2) a = OF, 3) a < OF.’

perpendikulaari ; 2) 0 ümber tõmbame

raadiusega a ringi. Lõikepunktid D ja E
A, oh otsitud punktid.

Tõestus: Ühendame D A-ga, B-ga ja
O-ga. Siis on DO = a, kui ringi 0 raa-

bP* dius ja DA = DB, sest neil kaldjoontel on

| V -

võrdsed projektsjoonid.



143

Valime a > OF, siis on tõmmatud joontel 2 ühist punkti D ja E

ja ülesandel 2 lahendust. Hakkame A-d siis hakkavadlD

ja E teineteisele liginema, kuni nad, kui saab a— , Pun > s
sulavad ülesandele 1-e lahenduse andes, ja viimaks, kui saab a < OF,

ära kaovad, nii et ülesandel 0 lahendust on.

Metoodi seletus. Need ülesanded, mille sisu peaasjalikult sel-

lesse koondub, et üht punkti, näit, ringi tsentrit, kolmnurga tippu jne.

leida, lahendatakse nii, et üks tingimus kõrvale jäetakse ja leitakse otsi-

tavale punktile see geomeetriline koht, mis teisele tingimusele vastab

siis jäetakse teine tingimus kõrvale ja leitakse sellesamale punk iie see

geomeetriline koht, mis esimesele tingimusele vastab. Mõlemate geo-

meetriliste kohtade lõikepunkt ongi otsitav punkt.

Sagedasti ongi üks otsitava punkti geomeetrilirie koht ülesandes

juba antud.

135. Jäädavad ja muutuvad suurused. I. Et kon-

strueerimise ülesandeid uurida, pidime mõnel suurusel muut-

mata alles hoidma selle väärtuse, mis temale alguses an i;

teiste suuruste väärtusi pidime aga ikka ja iska muutma.

Näituseks: Ülesandes : .ehitada kolmnurk tema kahe külje

ja ühele nendest vastas oleva nurga abil [118],“ muutsime

tema külge a-d. Ülesandes: .ehitada kolmnurk a, h
a,

m
b

abil/ muutsime mediaani m
b
väärtust, kuna me a ja h

a
esi-

algsed väärtused alles hoidsime. Et uurida ülesannet; .punkt

leida, mis kahest antud punktist A ja B ühekaugel ja antu

punktist O a kaugel on/ muutsime antud kaugust a ja jät-

sime muutmata punktide «A ja B kauguse teineteisest ja O

kauguse OF perpendikulaarist ME.

Niiviisi näeme, et geomeetrias on olemas kahte liiki suu-

Suurust, mis omale üht ja sedasama väärtust alles

hoiab, nimetakse jäädavaks suuruseks. Suurust, mis üles-

ande lahendamisel ehk küsimuse uurimise juures mitu

väärtust omandab, nimetakse muutuvaks suuruseks.

On olemas suurusi, rnis milgi tingimusel oma väärtust ei

muuda; näit, paljunurga välisnurkade summa on jkU, küigode

arvu peale vaatamata, 360°. Need on absoluut-jaadavad
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suurused. Teised suurused on jäädavad ainult antud tingi-
mustel, teataval juhusel.

11. Muütuvad suurused on oma hulga poolest: piiratud,
lõpmata väikesed ja lõpmata suured. Muutuvat suurust nime-
takse piiratuks, kui ta omandada ei või väärtusi, mis ühest

teatud väärtusest suuremad ja teisest vähemad on. Näi-

tus. Antud sõõris läbi antud punkti tõmmatud

pingjoon on piiratud suurus. Tõestus: Sõõris

0 punktist T läbiminev pingjoon ei või

I) suurem olla kui diameeter [lO2 järeld.],
(ja ei või) II) vähem olla kui läbi T

minevale diameetrile perpendikulaarne
pingjon AB, sest viimane on tsentrist

O kaugemal kui ükski teine läbi T mil-

- pingjoon OT j> OP.

l Muutuvat suurust nimetakse lõp-
N.l/5 mata väikseks, kui ta teatud seadusemata väikseks, kui ta teatud seaduse

järelemuutudes võib saada vähemaks
kui ükski kindlaks määratud suurus, olgu see kui väike
tahes. Näitus: Korrapärase paljunurga välisnurk on lõpmata
väike suurus, sest niisuguse paljunurga külgede arvu n suu-

rendades võime välisnurga ----- väiksemaks teha kui ükski
n

ette kindlaks määratud nurk.

Muutuvat suurust nimetakse lõpmata suureks, kui ta
teatud seaduse järele muutudes võib saada suuremaks
kui ükski kindlaks määratud suurus, olgu see kui suur
tahes. Näitus: Antud sõõris antud punkti läbi tõrfiinatud
lõikajat võime pikemaks teha kui ükski kindlaks määratud

joonlõik, olgu see kui pikk tahes.

Jäädavat suurust nimetame muutuva suuruse piiriks,
kui nende vahe on lõpmata väike suurus. Näit., sirge-
nurk on korrapärase paljunurga sisenurga piir, sest paljunurga
sisenurk on muutuv suurus, kui me külgede arvu muudame,



kuna sirgenurk jäädav suurus on ja nende vaheks on välis-

nurk, mis külgede arvu suurendamisel lõpmatu väike suurus on.

111. Ülesandes : "konstrueerida kolmnurk kahest küljest

a ja bja ühele neist vastas olevast nurgast A“ muutsime

meie ise külje a väärtusi, b-d ja A-d muutmata jättes. Külje

a muutmisega muutusid iseendast nurgad C ja B ning külg c.

Sellest näeme, et muutumise põhjuste järele langevad suu-

rused kahte liiki:

Niisugust suurust, mille muutumine ei olene ühestki

teisest suurusest, mille väärtusi me ise oma heaksarva-

mise järele valime, nimetame me argumendiks (põhi-

suuruseks).
Niisugust suurust, mille väärtuste muutumine on

mingi teise suuruse väärtuste muutumise tagajärg ja
mis oleneb mingi teise suuruse muutumisest, nimetame

funktsjooniks (järelsuuruseks).
Kui suuruse c muutumine oleneb suuruse a muutumisest,

siis öeldakse: „c on a funktsjoon," ja kirjutatakse. „c=f(a).

Algebrast teame, et .summa on oma kokkuarvatavate

funktsjoon, vahe on vähendatava ja võetava funktsjoon, kas-

vatis on tegurite funktsjoon, vahekord on jagatava ja jagaja

funktsjoon" jne. Kui c muutub selle tagajärjel, et muutus a,

siis võime ka, teiselt poolt, a-d sundida bma väärtusi muutma

selle läbi, et me c väärtusi muudame. See tähendab, kui c

on a funktsjoon, siis on ka a c funktsjoon. Seepärast räägi-

takse : argument ja funktsjoon on vastastikku vastupidised

unktsjoonid.
IV. Suurus muutub katketult piirides a-st kuni b-ni,

kuni tema a-st b peale üle minnes kõik a ja b vahel

olevad väärtused läbi jookseb ja ühe väärtuse järele teise,

esimesele otsekohe järgneva väärtuse omandab, ennast

lõpmata väikese suuruse võrra muutes, ehk nagu räägi-

takse, Jõpmata väikesi juurdetulekuid on

Näit., vaadeldud ülesannetes muutusid

katketult.

10
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On ka suurusi olemas, mis muutuvad, nõnda ütelda,

hüpetega. Näit, paljunurga nurkade summa 180° (n —2i

muutub hüpetega, sest nurkade arv võib ainult loemulik, täis-

arv olla. Nii on kolmnurga nurkade summa 180®, nelinurga

n. s. on 360°, viisnurga n. s. 540° jne. ja see summa ei saa

olla ialgi 400° ega 630°.

Kui argumendi muutumisel a-st alates funktsjoon katketult

muutub ja argumendi lähenemisega b-le funktsjooni abso-

luutne väärtus kasvab ja saab lõpmata suureks siis, kui saab

argument b-ks, kuna ta järgneval argumendi muutumisel

sellessamas sihis omandab jälle piiratud väärtusi, siis räägi-

takse, et funktsioonil on b juures katke olemas, ehk

funktsjoon katkeb b juures.

136. Ülesanded. Järgmistes ülesannetes tähendagu P, Pz

antud punkta, S, S z antud sirgjponi, O, 0' antud

ringisid.
Punkt leida, mis S (ehk 0) peal on ja 1) P-st a kaugusel on ;

2) kahest paralleeljoonest ühekaugel on; 3) Sz -st ja S' z -st ühekaugel

on; 4) P-st ja Pz -st ühekaugel on; 5) S z -st ja Szz -st ühekaugel on.

Ring kujundada, mille tsenter S peal on ja mis 6) läbi P ja P z

läheb; 7) Sz -t ja Szz -t 'riivab ;8) Sz -t riivab P-s; 9) kaht paralleel-

joont riivab.

Antud raadiusega r ring kujundada, mis 10) läbi P ja Pz läheb ;
11) S-i riivab ja läbi P läheb; 12) S-i ja O-d riivab; 13) O-d riivab P-s

,

14) läbi P läheb ja O-d riivab ; 15) S-i ja S'riivab; 16) O-d ja Oz riivab ;

17) S-i riivab P-s ; 18) 0 riivab ja S-st oma diameetri ära lõikab.

Ring kujundada, mis 19) läbi P, Pz ja Pzz läheb ; 20) läbi P lä-

heb ja S-i riivab Pz
-s; 21) läbi P läheb ja O-d riivab Pz

-s ; 22) Sja

S z riivab ja S nimelt P-s ; 23) S, Sz ja S zz riivab ; 24) O-d ja S-i rii-

vab O-d nimelt P-s.

Antud raadiusega ring kujundada, mis 25) O ja Oz lõikab nii, et

tal nende ringidega võrdsed, ühised, antud pikkusega pingjooned olek-

sid ; 26) O-d riivab ja S-st antud pikkusega pingjoone ära lõikab ; 27) O

ja S lõikab nii, et tal O-ga üks ja S-ga teine antud pikkusega ping-

joon oleks.
,

137. Geomeetrilised kohad. 16) G. k. ringi võrdsete pingjoonte

keskkohtadele on sellele ringile ühistsentriline ring.

17) G. k, kõigi ringis 0 läbi P minevate pingjoonte keskkohtadele

on ring, mille diameetriks on OP.,
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18) G. k. antud pikkusega riivajate otsapunktidele »n antud ringile

Ähistsentriline ring.

19) G. k. niisugustele punktidele, millest antud ring antud nurga

all näha, on ajitud ringile ühistsentriline ring.

20) G. k. niisuguse kolmnurga tipule, millel antud alus ja antud

tipunurk on, on kaar, mis antud alust pingjoonena ja antud nurka piir-

denurgana mahutab.

138. Ülesanded. 1) Läbi P tõmmata O-le lõikaja nii, et 0 te-

mast antud pikkusega pingjoone ära lõikaks.

2) O-le riivaja tõmmata, millest 0' antud pikkusegs pingjoone ära

lõikaks.

3) Leida punkt, millest O-le ja O z -le antud pikkusega riivajad

võib tõmmata.

4) O sees läbi P pingjoon tõmmata, mida antud pingjoon poolitaks.

5) O sees antud pikkusega pingjoon tõmmata, mille keskkoht S-st

ja S'-st ühekaugel oleks.

6) S ehk P peal punkt leida, millest oma seisandi poolest antud

joonlõik antud nurga all näha oleks.

7) Punkt leida, millest O ja 0' antud nurkade all näha oleksid.

Kolmnurk konstrueerida, kui antud on : 8) a, a, ha; 9) a, a, m
a.

Täisnurkne kolmnurk konstrueerida, kui antud on: 10) a, p ; 11) P. q-

12) Antud kolmnurgas punkt leida, millest kolmnurga küljed kõik

ühe ja sellesama nurga all näha oleksid.

13) Kolmnurk konstrueerida, kui antud on a ja mõlemad a pooli-

taja läbi sünnitatud a lõigud.

14) Sirgjoon tõmmata, mille lõikudel 0 sees ja 0 ja S vahel antud

pikkused oleksid.

139. Segiülesanded. 1) Läbi antud nurga harude sirgjoon tõm-

mata niiviisi, et tema harude vahel oleval lõigul antud pikkus oleks ja

et ta ühe haruga antud nurga sünnitaks.

2) Läbi P sirgjoon tõmmata, mis Pz-st ja P"-st ühekaugel oleks.

3) Nurga harude vahel antud punkti läbi sirgjoon tõmmata, nii et

see punkt seda nurga harude vahel olevat sirgjoone lõiku poolitaks.

4) S-le paralleeljoon tõmmata, nii et tema kauguste summa P-st ja

P'-st antud joonlõigule võrduks.

5) Kolmnurga sisse romb kujundada niiviisi, et tema külg kolm-

nurga aluse ja üks tipp kolmnurga külje peal antud punktis aseneks.

6) Kolmnurga sisse parallelogramm kujundada, kui diagonaalide

lõikepunkt antud on.

Kolmnurk konstrueerida, kui antud on : 7) R, c, mc; 8) R, C, r; 9) c, C, r
c;

10) a, mb>
m
c

; 11) a, b, m
c

; 12) m
a,

mb , m c.
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Nelinurk konstrueerida, kui antud on : 13) a, b, e, f, <5; 14) D, c, e

BAC, Z. DAC. [B9]

Sissekujundatud nelinurk konstrueerida, kui antud on : 15) b, c, f, A ;

16) R, e, f, «; 17) e, f, a, s; 18) a, c, R, /? + y.

Ümberkujundatud nelinurk konstrueerida, kui antud on : 19) r, a, y, f;
20) a, a, y.

21) Konstrueerida nelinurk, mille 2 külge pingjooned ja 2 külge

riivajad oleksid, kui antud on: a, e, R.

22) O sisse antud pikkusega pingjoon tõmmata, nii et ta P-st'an-

tud kaugusel oleks.

23) Läbi P sirgjoon tõmmata nii, et selle sirgjoone peale projek-
teeritud P' ja P" kaugused P-st antud summa annaksid.

24) Läbi P ja Pz paralleeljooned tõmmata nii, et 0 neist ping-
jooned ära lõikaks, mille summa (vahe) a on.

25) Läbi kolmnurga alusele paralleeljoon tõmmata nii, et tema

kolmnurga sees olev lõik võrdne oleks nende külgede lõikude summale

(vahele), mis lõikjoone ja aluse vahel on.

26) O sisse kolmnurk kujundada, mille kaks külge ja’P'
läheksid ja mille kolmas külg a oleks.

27) Kolmnurga tippude ümber teineteist riivajad ringid kujundada.

28) O sisse 3 (4) ringi kujundada, millest iga kaks ringi teineteist
riivaksid.

29) Läbi P tõmmata O-le lõikaja, mida 0 poolitaks.

30) Antud on Oja tema kaks riivajat. Kolmas riivaja O-le tõm-

mata nii, et tema antud riivajate vahel olev lõik = a oleks.

31) Läbi P sirgjoon tõmmata nii, et tema kahe ühistsentrilise ringi
Vahel olev lõik = a oleks. .

32) Antud kolmnurga ühe külje peal niisugune punkt leida, et te-

mast teiste külgede peale tõmmatud perpendikulaarid antud summa

(vahe) = a annaksid.
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alus ocHOßanie Basis Grundlinie

analüüs (eritlus) ananns Analyse

apoteem Apothem

argument apryweHT Argument

asendama, peale oTKna;ibißaTb abtragen
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diameeter jjiaweTp Diameter

ekstsentriline 3KCueHTpnaecKifi exzentrisch
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kontsentriline

korrapärane
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kõver
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mõet
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muutuv
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nurk
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nürinurk
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sirge nurk

täisnurk
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poolitaja (nurga) öncceKTpuca (yrna)
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ruum npocTpancTßo Raum

ruut KsanpaT Quadrat

samapaikne ojjwHaKOßo pacnono- gleichliegend, homo-
(homologne, vastav) ÄeHHbiü log
sarikad

sarikkolrrinurk

sariktrapeets

sarnane

seisand

seotud suurus

serv

siduv suürus

siht

sirgjoon

sisse kujundama
sissekujundatud
sõõr

stereomeetria

sümmeetria

sümmeetriline

tarduvus

tasane

tasapind
täisnelinurk

täisnurkne

täispööre

telg

teljeline
teoreem

CTopoHbi(paßHo6ezip, d. Schenkel

(d. gleichschenk-T-i<a)
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Tp-K Dreieck
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CTepeoMeTpia Stereometrie

CHMMeTpisi Symmetrie
CHMMeTpuHHbin symmetrisch
oTßepjfknocrb Starrheit

nnocKix eben

nnocKocTb die Ebene

npHMcyronbHWK Rechteck

npHMoyronbHbift rechtwinklig
nojiHbiw oõopor ganze Umdrehung
ocb Achse

ocesoid Achsen-

TeopeMa Theorem, Lehrsatz



7

npawan Teopewa d. direkte Lehrsatzpäripidine t.

vastupidine t.

vastasteoreem

teravnurkne

tiib v. sarikas

tingimus

tipp

toetama(m-gi peale)
toetav

tõde

tõendus

tõestus

trapeets
tsenter

tsentraalne

tsentrijoon
tsenirite kaugus

ulatus

uurimine

ühistsentrilised

ühte langema
ühte sündima

ühtima

ühtivus (kongruent
sus)

üksus

ümber kujundama
ümberkujundatud
ümbermõet

umbmäärane

vahe, vahemaa

oöpaTHas Teopewa d. Umkehrung e.

Lehrsaizes

npoTWßononoJKHaa t. d. Gegensatz

ocTpoyronbHbiü spitzwinklig

cTopoua (õoKOßaa) Schenkel

ycnoßie Bedingung

Bepuinna Ecke, Spitze,
Scheitelpunkt

onnpaTbCH zugehören

onnpatoiuincH (zugehörig)
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yTßep>KjieHie Behauptung
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ueHTp Zentrum
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(Diskussion)
KOHueHTpnnecKiü konzentrisch

cosnajjaTb zusammenfallen

cornacoßaTbCH, cxo- übereinstimmen

fIKTbCH

coßMtinaTbCH sich decken

paßencTßO, KOHrpy- Kongruenz
3HUiJ3

eauHwna Einheit

onucaTb umschreiben

onwcaHHßiü umschrieben

nepwMeTp Umfang, Perimeter

HeonpefltneHHßiH unbestimmt

pa3CTOsiHie Strecke, Entfernung

spitzwinklig
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vahekord OTHomenie Verhältnis

vahelnurk, vahelolev BaKmoueHHbiž yron der eingeschlossene
nurk Winkel

vald oõnacTb Gebiet

vastassiht npoTHßonono>KHoe entgegengesetzte
Hanpaßnenie Richtung

vastas- (külg, nurk, npoTMßoneÄamifr gegenüberliegend
tipp)

i

jiexaTb npoiHß gegenüberliegen
cooTBhTCTBeHHbifi entsprechend
oõpaTHbifi umgekehrt
yTßepjKfleHie, Behauptung

vastas olema

vastav

vastupidine
väide

saKmoneHie

väljalõige (sektor) BbiphsoK, ceKTop Sektor

viltunurkne KocoyronbHbin schiefvKocoyrorißHbiK schiefwinklig
võrd- paBHo gleich

võrdkülgne paßHocTopoHHiž gleichseitig
võrdne paßHbiH gleich
võrdus paseHCTBO Gleichung
võrduma paßHHTbcn gleichen, gleich sein
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Vigade parandused ja õiendused.

Enne raamatu tarvitusele võtmist palutakse järgmised ülesleitud

ära parandada:vead

hk.

13

rida

7 ülev, peale asemel lugeda: peal

14 2 „ peale
3

,

tõendus

peal
tõestus

7
„

tõendatavat

5 alt tõendada

tõestatavat

tõestada

15 10
„

kõrvuolevat punkti
6

, ilmaotsata

punkti
ilma otsata

ilma otsata16 2 ülev, ilmaotsata

2 alt vahel A poolt vahel : A poolt

17 14 ülev, (ja edaspidi) jätku » , pikenduse

21 2 ,
ühismõeduks

, „
ühiseks mõeduks

23 11 alt DE =OD+OE
. „ DI=OD4-OI

26 1 ülev, määratakse kindlaks , .
tähendatakse ära

23
„

pealeasendamisel
„ „

pealepaigutamisel

25
.

asendame paigutame

paigutame7, 10, 13 ülev, asendame27

18 ülev, nurgatippu
6

»
tõendus

1 alt asendades

1
„

jätku

nurga tippu
tõestus28

paigutades

pikenduse

pikenduse

30

31 10 » jätku

4 ülev. Tõendus33 Tõestus

tõestatud10
»

tõendatud

2 » joonise
6

»
pool

34

35 kujundi

osa

14
„

kujundi

6 alt Tõendus

kujundite
tõestus
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Ihk. rida

pendikulaarne oleks mingi teine sirgjoon
79 4

» külgede asemel lugeda: tiibade
12 „ külje

, „
tiiva

81 10
» G

„ „ C
1

, hüotenuus, bjac on kpateedid asemel lugeda : hüpote-
nuus, b ja c on kateedid.

84 11
» iseäralise asemel lugeda: erilise

86 2
- s>rge nurga 180°

„ „ sirge nurga (180°)
94 10

» 4-ja kordse
„ „ 4-kordse

95 14 ülev. DE — I_DE
,

„
DE=I_DF

96 6 alt ou
„ on

2

102 1 ülev, iga tipp iga
„ ,

i ga tipp, iga
104 19

„ paijunurgal
„ „ paljunurgai

IHS ° « Asetame
„ „

Paigutame
1 alt projektsioonid

, w projektsjoonid
HO 12

„ otsekohese
„ „ päripidise

IH ü » [s6]
„ . [56,J

111 Bja 4 alt [56, 2] , „ [s6]
115 5 alt lõikab

„ „
lõikab

119 6 ülev. Ülesanne Antud
„ „

Ülesanne: Antud

124 12 ühendatavad
„ „

ühendavad

22
„ ringile

„ „ ringide

38 2 alt asendad asemel lugeda paigutatud
1 sümmeetriatsenter

f* w sümmeetria tsenter

39 3 ülev. sümmeetriatsentrist
w sümmeetria tsentrist

7 n sümmeetriatsentriga
yf

sümmeetria tsentriga
12

n lan
n lan-

40 6 alt Z p y) 7;
1 z X

41 2 ülev. x-le X-le
15 alt üksainus

- ühtainust
42 1 ülev. 3q?iS n läbi
55 2 alt kahe nurga w kahe samapaikse nurgal
67 7 teiselepoole teisele poole
68 12

» Sarikkolmuurgal Sarikkolmnurgal
69 2 ülev. BA-ga MA-ga
74 4

X täisnurk 90°
- täisnurk.,

76 10
» MN-le; w .MN-le, vaid MN-le per-

7 alt nurgas . B nurgast
13

„ vahel olevas
„ „

vahelolevast
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Ihk. rida

124 6 alt teentrile asemel lugeda: tsentrile

125 4ja 5 ülev, piirav külg , „
piirava külje

9 ülev, zi-a . „ Z>a

126 7 alt sarikkolmnurka
, „

sarikkolmnurk

131 2
„

neliuurgas . „ nelinurgas

132 12 ülev, sariktrapeetsi
. „

sariktrapeetsi

134 19
„

ab
= R

. „
aG = R

135 1 „
ümberku

. „
ümberku-

138 13
„ tipust’ . , tipust,

15
»

punktide
„ » punkti

21
„

külgekujundatud riivaja asemel lugeda: külgekujundatud

ringi riivaja
139 8

„
AF —CF asemel lugeda AF —BF

12 » p'~y'=c p
z—z'=b

, . p—y'=c p—z
z=b

45 4
„

vastas olevast „ „

vastasolevast

Trükkimisel masina juures ette tulnud vea pärast puuduvad mõnes

eksemplaris tähed, nii et

Ihk. 17 rea 9 peal alt tuleb lugeda: pikem

„
21 „14

,

ülev.
„ „

joonlõik

„
55 ja 56 puudub lehekülje number

„
56 rea 2 peal ülev, tuleb lugeda: gruentsed

„
58

„
9
,

alt suurem

6 , „ „ „ (vastuväiteline)

.
5

» „ , (päripidise)
60 ,13

, , „ ,
ja allpool

69 „
6

. „ „ „
külgsel

5 kordne

= / BCA3

2 külje AB peal

75 „
12

,
ülev. vastavad võrdsed

AC = AB
,

3
,

alt

76
„

11
- „

115
„

7
.

ülev.

Järeldus.

,
lis 2 perpendikulaari

„
8

„ , » „ : Kui sirgjoone
118

„
15

» alt

129
„

3
,

ülev.

130
B

1 . .

135
„.

3
„
I alt

136
„

7 , ülev.

14

piirdenurgad, mis

on ringi O sees

juures: ühise

„ |73] RB=AE, RA=BE; AT=BE,

„
jooksevad

Väide: EU, DR
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Joonestustes on järgmised puudused leitud :
Ihk. 25 joonestus N. 26 — harude peal puuduvad tähed M ja N ;

,
26 greekake&lses tähestikus puudub tähe v— nü järel täht $ — ksi;

,
27 joonestus N. 29 — haru BC peal puudub täht K;

,42
,

N. 51 — peab tähe 0 asemel olema täht D ;

,46
,

N. 57 — puudub GF pikendus FH;

,72
,

N. 87 — AB ja ringi lõikepunkti nimetus puudub, peab
olema D;

107
,

N. 128 — tulevad punktid A, B ja 0 ühendada punk-

tiga 0.

Peale selle võiks veel Ihk. 45 lõppu juurde lisada järgmine teine

tõestus: Nihutame zd-ga DEF (ühes zl-gaga FEG) tema tasapinnal edasi

nii, et tema harud paralleelseteks jäävad iseenestele, kuni tipp E langeb

tipu B peale. Siis jääb EFJ_ BC ja ED I BA ehk BPJ_ BC ja BR I BA.

Pöörame nüüd zd-ga DEF tema tipu E (ehk B) ümber täisnurga võrra,
siis läheb EF (BP) BC-d mööda, sest zdPBC = 90°, ja ED (BR) läheb

BA-d mööda, sest Z RBA = 90° ja EG läheb AB pikendust mööda. Nii-

viisi langeb / DEF ühte zd-gaga ABC ja on järjelikult võrdsed, kuna

zd FEG saab / -ga ABC kõrvunurgaks ja järjelikult on nurkade ABC ja
FEG summa sirge nurk.
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