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Sissejuhatus

Aine sissejuhatus

Looduses ja ithiskonnas — sealhulgas teaduslikus uurimistods, mitmesugustel tehnikaaladel ning
toostuslikus masstootmises — on sageli tegemist korduvalt esinevate ndhtustega, mis toimuvad voi
kulgevad iga kord veidi erinevalt. Niisuguseid néhtusi nimetatakse juhuslikeks.

Niiteid juhuslikest ndhtustest:

Ténaval vastutulevate inimeste pikkus (vanus, kehakaal, ...);

Mirklaua tabamine mérkilaskmisel piissi vOi vibuga;

Radioaktiivse elemendi aatomi eluiga;

Tuule suund ja suurus;

Viking-loto loosimise kuus vdoidunumbrit;

Masstootmises konveierilt tulevate seadmete voi detailide pikkus;

Uhe ja sama eseme pikkus (kaal, elektrijuhtivus, ...) erinevatel (korduvatel) mddtmistel;

Uldiselt saab koiki nzhtusi ja siindmusi liigitada kindlateks, véimatuteks ja juhuslikeks.

Niéhtust nimetatakse kindlaks, kui ta seatud tingimustel alati toimub. Nihtust nimetatakse
voimatuks, kui see seatud tingimustel ei toimu iialgi. Nihtus, mis seisneb selles, et kéestpillatud ese
kukub maha (ja ei ldhe selle asemel hoopis lendu), on kindel siindmus Maal, kuid ei ole seda mitte
timber Maa tiirlevas orbitaaljaamas. Samal ajal siindmus ,kéestpillatud pliiats jiib dhku holjuma”
on Maal vdimatu.

Nihtust nimetatakse juhuslikuks, kui see seatud tingimustel voib toimuda vdi mitte toimuda. Vdime
oelda ka nii, et seatud tingimustel juhuslik néhtus kulgeb korduvatel katsetel iga kord erinevalt.

Téringu viskamisel silmade 1, 2, 3, 4, 5 v6i 6 saamine on juhuslik ndhtus (eeldusel, et tiring on
korrapérane ja valmistatud homogeensest materjalist).

Paljudel ndhtustel on korduv iseloom, mis on korduvalt realiseeritavate pOhjuste (tingimuste)
tagajarg. Niisuguste korduvate néhtuste kohta voib kujuneda teatud “objektiivne” ettekujutus nende
juhuslikkuse voi voimalikkuse kohta. Osutub, korduvaid juhuslikke néhtusi iseloomustavad
seaduspérasused, mis ei ole juhuslikud. Selliseid seaduspérasusi nimetatakse tdendosuslikeks.

Juhuslikes suurustes voi néhtustes ilmnevaid mittejuhuslikke seaduspirasusi uurib, pohjendab ja
selgitab toenidosusteooria. Juhuslike suuruste tdendosuslike seaduspidrasuste eksperimentaalse
uurimisega ja pohjendamisega tegeleb matemaatiline statistika. Kui tdendosusteooria tegeleb
peaasjalikult juhuslike siindmuste ja juhuslike suuruste analiiiisiga, keskendudes tdendosustele,
jaotusfunktsioonidele ja juhulike suuruste arvkarakteristikute uurimisele, siis matemaatilise
statistika eesmirgiks on korduvatel moodtmistel voi vaatlustel saadud andmete statistiliste
seaduspirasuste viljaselgitamine ja pdhjendamine.

Opiviljundid, ehk kursuse positiivsele hindele Libinud iilidpilane:

1. modistab tdendosusteooria ja statistika pdhimdisteid
2. oskab lahendada tavalisemaid tdendosusteooria iilesandeid
3. oskab luua seoseid tdendosusteooria ja statistika vahel
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4. oskab leida andmestikke kirjeldavaid karakteristikuid (aritmeetiline keskmine, mediaan,
standardhélve)

oskab kontrollida statistilisi hiipoteese kahe andmestiku vordlemiseks (t-test, z-test)

6. on voimeline teostama korrelatsioon- ja regressioonanaliiiisi.

bt

Hindamismeetodid:

Hindamismeetoditeks on kodused t66d, kirjalik test, grupitod ning kirjalik eksam. Kodused t66d
(opiviljundid 1 — 6) annavad 10%, test (dpiviljundid 1, 2) annab 20%, grupito6 (opiviljundid 1, 4 —
6) 10% ning eksam (dpiviljundid 1, 3 — 6) 60% koondhindest. Testis ning eksamil on iilesande
juures dra toodud, palju punkte mingi iilesanne annab (kui iilesanne on jagatud mitmesse ossa, siis
palju punkte mingi osa annab). Grupitodl hinnatakse t60 piistitust, meetodi sobivust, tulemuse
Oigsust ning t66 vormistust. Kdik hindamismeetodid tuleb sooritada positiivsele hindele, s.t. peab
saama iile 50% punktidest.

Koondhinne arvutatakse vastavalt praegu kehtivale %-siisteemile ("A" =>90 % jne).

Grupit66 on mingi andmebaasi statistiliste seoste ja hiipoteeside otsimine-kontrollimine vabalt
valitud arvutusprogrammiga ning saadud tulemuste vormistamine. Grupi suurus — kuni 5 tudengit.
Analiitisitavad andmed leiavad tudengid soovitatavalt ise, aga vajadusel voib andmebaase saada ka
Oppejou kiest.

Grupit6o eesmirk:

e Praktilise kogemuse saamine andmete statistilise analiiiisiga. Véga tdendoliselt sisaldab ka
16putdo statistilist andmetdotlust.

e Statistikaprogrammidega tutvumine, sest 3 EAP raames arvutipraktikumi ei joua teha.

e Opitu rakendamine praktikas.

Test on kirjalik, tdendosusteooria iilesannete lahendamise peale

Eksam on kirjalik, 50% tilesannete lahendamine, 50% teooria.

Testi ja eksami {iilesannete osas on spikerdamine on limiteeritud. Kaastudengeid, raamatuid,
konspekte, arvuteid, telefone jne pole lubatud kasutada. Laual vdib olla kalkulaator ning iiks A4
formaadis lehekiilg vabalt valitud késitsi kirjutatud teksti, nagu valemid, definitsioonid, jne.



1 Juhuslikud sindmused

1.1. Stindmuste liigitamine

Iga teadusharu pohineb teatud arvul pohimdistetel, mille abil antakse teooria loogiline iilesehitus,
Iga teadusharu pohineb teatud arvul podhimdistetel, mille abil antakse teooria loogiline iilesehitus, s.t
miidratakse keerukamad moisted. Toendosusteoorias on esimesteks niisugusteks mdisteteks katse
(eksperiment) ja stindmus. Neid ei defineerita, vaid selgitatakse ndidetega.

Tdendosusteooria baaskontseptsioonideks on katse ja siindmus. Katse all mdistame teatud
tingimuste kompleksi realiseerumist, mille tulemusena vdivad toimuda mingid siindmused.
Tingimused vodivad olla loodud kunstlikult (tahtlikult), voi nad eksisteerivad soltumatult
eksperimentaatorist. Voime Oelda ka, et katse on niisugune olukord voi seisund, mille tulemusena
voivad toimuda mingid stindmused.

Katse ~ eksperiment ~ vaatlus
Soltuvalt siindmuse sisust kasutame nimetuse katse asemel veel nimetusi eksperiment voi vaatlus.
Siindmus — fakt voi ilming, mis leiab aset katses.

Niisiis katse tulemusena toimuvad teatavad (aimatavad) siindmused. Katse on méiratletud, kui on
teada katse tingimused ja oodatavate siindmuste hulk. Katse voib olla korraldatud kindla eesmirgi
suunitlusega, planeerimisega, aga ka passiivse vaatlusena, lihtsalt andmete registreerimisega.
Rohutame veel, et katse ei tarvitse olla korraldatud inimese poolt; katse voib kulgeda sdltumatult
inimesest. Siinjuures on inimene ainult vaatleja osas vOi toimuva registreerija.

Katse tulemusel toimuv siindmus vdib olla deterministlik (ette médératud) voi juhulik.
Deterministlik siindmus: korduval katsel on tulemus alati iiks ja seesama siindmus.
Juhuslik siitndmus: korduval (ithesugusel) katsel on siindmus iga kord erinev.

Tahistame stindmusi ladina tdhestiku suurtdhtedega, varustades neid vajaduse korral indeksitega:
A,B, ... Al, Bl jne.

Juhuslikuks stindmuseks nimetatakse siindmust, mis katsel vdib toimuda voi mitte, kusjuures varem
el ole teada, kas sindmus toimub. Juhusliku siindmuse toimumine on kiill voimalik, kuid selle
reaalne toimumine sdltub mitmetest omavahel seotud voi sOltumatutest pohjustest.

Néide 1.1. Lihtsamateks juhuslikeks siindmusteks on tdringu viskamisel silmade tulek, kaardi
votmine kaardipakist, miindi viskamine, voit loteriil, inimese eluiga jne.

Néide 1.2. Valime Tartu elanikest juhuslikult suvalise esindaja. Juhuslikuks siindmuseks on
meesterahva/naisterahva saamine, aga samuti vanema/noorema kui 35 aastat inimese saamine.

Niide 1.3. Koosnegu toodang n seadmest. Seadme kvaliteedi kontrollimine olgu aga niisugune, et
selle tulemusel seade hidvib. Et mitte hédvitada kogu toodangut, valitakse m seadet (m < n) ja
kontrollitakse neid. Katse tulemuseks saame defektsete seadmete arvu. Siit voib juba teha jareldusi
toodangu kohta.

Néide 1.4. Vaatleme Browni liikumist — vedelikus heljuvate viikeste aineosakeste kaootilist
liikkumist. Osake muudab oma asendit juhuslikult, porkudes kokku vedeliku molekulidega. Osakese
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asend fikseeritud ajamomendil ¢# on aga raskesti prognoositav ja seega juhuslik siindmus. Kui aga
aeg t muutub pidevalt, jduame iildisema mdiste — juhusliku protsessi juurde.

Vaadeldud néidetest tuleneb, et tdendosusteoorias siindmus on véga iildine ja universaalne mdiste,
mille alla mahuvad koik meid igapédevaelus timbritsevad nihtused.

Tdenédosusteoorias on eriline koht kahel siindmusel: kindel siindmus € ja voimatu siindmus ®.

Kindlaks siitndmuseks Q nimetatakse siindmust, mis katse tulemusena alati toimub, niiteks visatud
kivi kukub alati maa peale tagasi (ei kehti kosmoses); iga elusolend hukub temperatuuril 1000 °C.

Voimatu siindmus ® on siindmus, mis vaadeldava katse tulemusena kunagi ei toimu, nditeks 7
silma saamine tdringuviskel voi varahommikune temperatuur akna taga —275 °C.

Kui siindmuse A toimumisest jareldub siindmuse B toimumine, siis tdhistame

AcCB

s.t. A kuulub B-sse. Sel korral nimetatakse siindmust A ka siindmuse B alamsiindmuseks voi
osasiindmuseks ja siindmust B siindmuse A iilemsiindmuseks. Nditeks, kui siindmus A tdhendab
koiki TT kursusele registreerinuid ja B — koiki TT kursusele registreerinud tiitarlapsi, siis ilmselt
BcA.

Alati kehtivad seosed
OPcA; AcCQ.

Need seosed tdhendavad, et igasse siindmuste hulka kuulub ka vdimatu siindmus @ ja et iga
stindmus on kindla siindmuse €2 alamsiindmus.

Stindmusi A ja B nimetatakse vordseteks voi samasteks voi identseteks (ekvivalentseteks), kui
kehtivad seosed A < B ja B c A, sel korral kirjutatakse A =B

1.2. Venni diagrammid

Siindmus A olgu ekvivalentne juhusliku punkti sattumisega piirkonda A (ithe-, kahe- voi
kolmemddtmelises ruumis), mis on piirkonna £ alamhulk. Vaatleme siin kahemddtmelisi piirkondi.
Sel korral kindlat siindmust € kujutame ristkiilikuna. Joonisel 1.1 on siindmus A < B on toodud
alajaotusel b.

al

Joonis 1.1. Venni diagrammid.



1.3. Tehted siindmustega

Siindmuste vahelised elementaartehted on jargmised:
a) summa (vOi): AU B — toimub kas A, B vOi nii A kui ka B.
b) korrutis (ja): AN B —toimuvad nii A kui ka B.
c) vahe: A\ B —toibub A, aga B ei toimu.

d) vastandsiindmus: A = Q\ A — ei toimu siindmust A.

a) AUB b) AnB

0

m,n

Joonis 1.2. Siindmustevahelised elementaartehted.

Definitsioonidest jdreldub, et siindmuste summa ja korrutis on kommutatiivsed, s.0

AUB=BUA,
ANB=BNA.
Kehtivad siindmuste liitmise ja korrutamise assotsiatiivsuse seadus

(AUBUC=AU(BUO),
(ANBYNC=AN(BNC)

ja distributiivsuse seadus

AUB)NC=ANCUMBNO).

Kasutades vaadeldud tehteid, saab keerukamaid siindmusi (liitsiindmusi) avaldada antud siindmuste
(lihtsiindmuste) kaudu. Ulesannete lahendamisel on sageli otstarbekas lihtsustada valemeid, kus
mingid siindmused avalduvad teiste siindmuste kaudu. Seda voib teha vastavalt summa voi
korrutise kommutatiivsuse, assotsiatiivsuse voOi distributiivsuse omaduste pdhjal. Kasulikud on
siinjuures jargmised duaalsusseosed ehk Morgani seadused:

AUB=ANB, ANB=AUB,

mis formaalselt tdhendavad, et korrutamise ja summa tehtemirgid tuleb &dra vahetada, kui
stindmused asendada vastandsiindmustega.

Duaalsusseosed voib iildistada siindmuste hulga jaoks:
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=
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B

Joonis 1.3. Morgani seosed kolme hulga korral.

ULESANDED

Ulesanne 1.1. Esitada Venni diagrammil mustaks vérvitud ala HT (hulgateooria) tehete abil

1. kasutades mirke (n; U ;)

2. kasutades mirke (N ; U ;Y) , siin X voib olla A, B, C voi HT tehe nende vahel.

Lahendus:

a. AnB

b. AnhBNnC



c. (ANB)U(C\(AUB)) (ANB)U(AUB)NC)

d. (C\B)U(B\(AU(0)) (EmC)u((AuC)mB)
e. ANB)UANC)U(BNCO)

f.C

Ulesanne 1.2. Uurida Venni diagrammi jirgi, et kui AnBcC ja AUC c B, jarelikult
ANnC =7

Lahendus:

Vaatame alustuseks teist tingimust: AU C < B, see tdhendab, et nii A kui ka C peavad kuuluma

taielikult B-sse. Esimene tingimus, et AN B C C lihtsustub, sest kuna A kuulub B-sse, siis nende

tihisosa on vordne A-ga. Kuna aga A peab seega kuuluma C vastandsiindmusesse, siis, jarelikult
ANC =0, st A-lja C-1iihisosa puudub.

Ulesanne 1.3. Miinti visatakse 3 korda. Kirjuta vélja variandid, mille puhul:

A. kulli visatakse tipselt 2 korda
B. kulli visatakse vidhemalt 2 korda
C. kull ei tulnud enne, kui tuli kiri
D. esimesena visati kull

leia jdrgmised siindmused: A; AU(CND); AnD
Lahendus:
Voimalike variantide arv on 2° = 8
Kirjutame alustuseks vélja koik voimalikud variandid, tdhistame: kull = 0, kiri = 1:
(000); (001); (010); (011); (100); (101); (110); (111)
A. kulli visatakse tdpselt 2 korda: (001); (010); (100)
B. kulli visatakse vahemalt 2 korda:  (000); (001); (010); (100)

C. kull ei tulnud enne, kui tuli kiri: (100); (110); (111)
D. esimesena visati kull; (000); (001); (010); (O11)

A=(000)U 01 U0 UA10)U11)
AU(CAD)=AU® = A=(001)U(010) U (100)

A~ D =(100)

10



1.4. Stindmuse sagedus ja toendosus

Siindmuste tdendosuse klassikaline definitsioon — Siindmuse A tdendosuseks P(A), nimetatakse
slindmuse toimumiseks soodsate juhuste arvu m(A) suhet kdigi vdoimalike juhuste arvusse n, kus
juhused moodustavad elementaarsiindmuste siisteemi.

P(A) = —m;A)

Niide 1.5. Kausis on 4 kollast ja 5 punast ploomi. Kausist vdetakse juhuslikult 1 ploom, kui suur
on tdendosus, et see ploom on kollane? Kausis on kokku 4 + 5 = 9 ploomi, seega ploomivalikus on
9 erinevat voimalust, kollaste ploomide ehk soodsate juhuste arv on 4, seega kausist juhuslikult
kollase ploomi votmise tdendosus on P(A) =4 /9 =0,44.

Sageli pole siiski tdendosuse klassikalist definitsiooni vdoimalik rakendada ja tuleb leida siindmuse
suhteline sagedus. Vaatleme katset, mille tulemusena vdib toimuda siindmus A. Eeldame, et katset
voib korrata, kusjuures katsetingimused ei muutu ja igal katsel ei sOltu katsetulemus teiste katsete
tulemustest. Nimetame niisuguseid katseid sdltumatuteks katseteks siindmuse A suhtes. Olgu selles
katseseerias katsete arv n ja m(a) — selles seerias siindmuse A toimumiste (esinemiste) arv.
Vaadeldavas katseseerias nimetatakse siindmuse A sageduseks suurust

P*(A)=p, =—m;A).

Kui katsete arv n ei ole suur, siis siindmuse sagedus on oluliselt juhusliku iseloomuga. Katsete
suure arvu n korral on aga sagedused p, erinevates katseseeriates, nagu niitab pikaajaline praktika,
ligikaudu vordsed. S.t sagedusel on tendents stabiliseeruda (on stabiilsuse omadus). Siin peab
mirkima, et tdendosusteooria uurib ainult niisuguseid siindmusi, millel on stabiilsuse omadus.
TeisisOnu, eksisteerib niisugune konstant P(A), mida nimetatakse siindmuse A tdendosuseks, mille
timber sagedused vonguvad, s.o erinevad vihe sellest konstandist P(A). Liihidalt, iga 16pliku kuid
tha suurema n korral kehtib ligikaudne vordus

P(A)~ ’”f:‘) ,

Ning piirjuhul ldheb stindmuse sagedus siindmuse tdendosuseks:

m(A)

n

P(A)=lim,_,,

Edaspidi tegelemegi peamiselt siindmuste tdendosustega.

1.4.1. Sindmuste toenaosuse voimalikud vaartused

Kuna siindmuse A toimumiste arv saab olla 0<m(A)<n, siis jdrelikult 0<P*(A)<I1, s.t.

stindmuse A sagedus saab olla vahemikus 0-st 1-ni. Kui P(A) = 0, on tegemist vdimatu siindmusega,
kui P(A) = 1, on tegemist kindla siindmusega.
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1.4.2. Toenaosuste liitmisreegel
Kahe siindmuse A ja B korral kehtib vordus

P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB).
Toestus:

Léhtudes joonisest 1.4,
P(A) = M P(B) = @ P(ANnB) = L
n n n
ja
m(AUB) =m(A)+m(B) -1,
(liige ,,—[* seetdttu, et A ja B iihisosa loeti 2 korda), siis

m(A)+m(B)—1 _ m(A) N m(B) 1

P(AUB) = ;=P(A)+P(B)—P(AmB).

n n n

1.4.3. Toendosuste korrutamisreegel

Kahe juhusliku siindmuse A ja B korral kehtivad vordused
P(ANB) = P(A)P(B|A),
P(ANB) = P(B)P(AB),

kus P(A|B) on siindmuse A tinglik tdendosus siindmuse B suhtes. Uhe siindmuse A tdenzosust, mis
on leitud tingimusel, et teine siindmus B toimus, nimetatakse siindmuse A tinglikuks tdendosuseks
stindmuse B suhtes ja tdhistatakse P(A|B) .

1.4.4. Tinglik téenaosus

12



Joonis 1.4. Tingliku tdendosuse selgitus.

Lihtume joonisest 1.4:

m(A) m(B)

P(A)=—", P(B)= , P(ANB) =
n l’l
Tingliku tdendosuse moiste jirgi
l l

P(BIA)—M, P(AIB)—M
jarelikult

panB=L="Y L _paypBia)

n n m(A)

Analoogiliselt

P(ANB)= mB) 1 _ P(B)P(A|B)

n m(B)

Soltumatute siindmuste hulkade korral ei soltu siindmuste hulga A tdendosus sellest,
kas on toimunud stindmuste hulk C, ning vastupidi. Seega on P(AIC)= P(A).

See on ka tingimuseks siindmuste sdoltumatuse kohta.

Naide 1.6. Olgu Q koik TT kursusele registreerunud, A on noormehed ja B on fiitisikud.

17.01.13 seisuga oli registreerunuid kokku 95, noormehi neist 71. Fiitisikuid oli 28. Fiiiisikutest
noormehi oli 23.

P(A) = m4) = ;—1 = 0,747 on tdendosus, et juhuslikult valitud tudeng on noormees.
n
P(B) = m(B) 22 = 0,295 on tdendosus, et juhuslikult valitud tudeng on fiitisik.

P(ANB)=—= % = 0,242 on tdendosus, et juhuslikult valitud tudeng on korraga nii noormees kui
n

ka fuiisik.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) = n ﬁ—é 76 _ =0,8 on tdendosus, et juhuslikult valitud

95 95 95 095
tudeng on fiiiisik voi vihemalt noormees.

[ 23

P(BIlA)= m =" 0,324 on tdendosus, et juhusikult valitud noormees on fiilisik, s.t.
m

eelnevalt on paigas, et tegemist on noormehega.

P(AIB) = % = iz = 0,821 on tdendosus, et juhusikult valitud fiilisik on noormees, s.t. eelnevalt
m

on paigas, et tegemist on fiitisikuga.
13



71 23 23

P(ANB)=P(A)P(BIA)=— ——=-—"=0,242
(ANB) = P(A)P( V=55 71" 95

28 23 23
P(ANB)=P(B)P(AIB)=—-—=="-=0,242
(ANB) = P(B)P( )=95 28 " 93

P(A1B)=0,821+# P(A) =0,747 , jarelikult A ja B ei ole omavahel sdltumatud.

1.5. Toendosus stindmuste ruumis Q

Defineerime esmalt siindmuste tdissiisteemi {A,, A,,..., A, }.

(1) siindmused vilistavad vastastikku iiksteist

ANA =@ (i#k).

(2) Stindmused moodustavad tdissiisteemi

Oz
k=1

Kui iiksteist vilistavad sindmused {A,, A,, ..., A, } moodustavad tdissiisteemi ruumis €, siis kehtib
D> P(A) =1
i=1

Tiissiisteem tdhendab, et igal katsel leiab aset mingi siindmus (iiks ja parajasti iiks siindmus).
Vilistatud on olukord, kus katses iildse midagi ei juhtu.

Niide 1.7. Olgu siindmuseks A; miindiviskel kulli tulemine kdigil i-1 viskel. Et iiksikviskel on
kullisaamise tdendosus (1/2), on

1 i
P“*)‘(Ej

Kuna kehtib valem (tGestada iseseisvalt)

=l i
;r _rl—r ” Zr l-r "

i=1

(teine summa on koonduv vaid siis, kui | 7 [< 1), saame
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iP(A,.):iG) =1.

See on ndide lopmatust kuid loenduvast siindmuste tdissiisteemist. Saadud tulemus on tdestus
sellele, et vaatamata 1dpmatusele on see siindmuste siisteem tiielik.

ULESANDED

Ulesanne 1.4. Olgu A ja B kaks siindmuste hulka, mille tdenéiosused on P(A) = 2/3 ja P(B) = 1/6
ning P(ANB) = 1/9. Leida tdendosus P(AU B)?

Lahendus:
Joonistame Venni diagrammi. Sellelt on niha, et P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB), seega on

P(AUB)=2/3+1/6-1/9 =13/18

Ulesanne 1.5. Olgu E ja F kaks siindmuste hulka, mille kohta on teada, et neist vihemalt iihe
toimumise tdendosus on ¥%. Mis on tdenidosus, et ei £ ega ka F ei toimu?

Lahendus:

Joonistame Venni diagrammi ning kirjutame iilesande lahti valemite keeles. Teame, et P(EUF) =
%, meid huvitab téendosus, et P(EUF)=P(Q)-P(EUF)=1-3/4=1/4

Ulesanne 1.6. Olgu A ja B kaks siindmuste hulka, mille tdeniiosused on P(A) = 0,3 ja P(B) = 0,4
ning P(ANB) = 0,2. Leida tdendosus P(ANB)?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 0,2).

Ulesanne 1.7. Vaatame siindmuseid A, B ja C, mis véivad olla mingi eksperimendi tulemused.
Kontrolli, kas tdendosus, et ainult siindmus A toimub (B ja C ei toimu) on arvutatav valemiga
P(A\B\C) = P(AUBUC)-P(B)-P(C)+ P(BNC)

Lahendus: Joonista ise Venni diagramm. Sellelt nded, et antud valem kehtib.

Ulesanne 1.8. Olgu A ja B kaks siindmuste hulka, mille tdenéosused on P(A) = 0,4 ja P(B) = 0,5
ning P(ANB) = 0,1. Leida tdendosus, et juhuslik siindmus kuuluks hulka A voi B, kuid mitte
molemasse korraga.

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 0,7).
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Ulesanne 1.9. Ulesanne 1.8. algandmete pohjal kontrolli, kas siindmused A ja B on omavahel
soltumatud.

Lahendus: Siindmuste soltumatuse korral peab kehtima tingimus P(A| B) = P(A).

P(ANB) 0.1

PAIB) == ~0s5°

0.2

Kuna P(AIB)=0.2# P(A) =0.4, siis siindmused A ja B on omavahel sdltuvad.

1.6. Bayesi valem
Tingtdendosuse definitsioon oli

P(ANB)

P(AIB)= P(B)

Siin P(AIB) on Tdendosus A saamiseks tingimusel, et stiindmus B on toimunud.
Selles kontekstis nimetatakse siindmust B ka hiipoteesiks.
Kasutame korrutamisvalemit:
P(ANB)=P(AIB)P(B)=P(B1A)P(A).
Siit saab

P(AIB) = —P(B;?;;D(A) .

Niiiid edasi saab esitada tdistdenidosuse B jaoks
P(B) = P(ANB)+ P(AN B) = P(B1 A)P(A) + P(B| A)P(A)

Eelneva valemi esimene vordus on soovituslik tdestada Venni diagramme kasutades. Tundub
mottetu lihtsa asja keeruliseks ajamisena, aga see trikk on Bayesi valemi saamise eelduseks ning on
votmeks mitmete iilesannete lahendamiseks.

Niide 1.8. Olgu siindmuseks B eksamist lidbi saamine, siindmuseks A aga eksamiks Oppimine.
Eelnev valem tihendab seda, et tOenidosust eksamist ldbi saada vOib vaadelda kahe variandi
summana — ldbi saamine, kui Opitakse ning ldbi saamine, kui ei Opita. Kuna siindmus ja tema
vastandsiindmus moodustavad tdissiisteemi, siis vOib siindmuseks A valida tegelikult suvalise
siindmuse, tulemust see ei mojuta. Praktikas on mdistlik valida siiski siindmuseks A midagi, mille
kohta on mingisugust lisainfot.

Eelnevate valemite pdhjal saabki kokku panna Bayesi valemi:
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P(AIB)= P(BIAP(A)
P(BIA)P(A)+ P(BI A)P(A)

ULESANDED

Ulesanne 1.10. Leida tdeniosus, et klassis, kus on n tudengit, ei esine korduvaid siinnipievi?
Enne arvutamist teha kdhutunde pealt pakkumine, et kui suur peaks olema n, et see tdendosus oleks
suurem kui 0,3, s.t. et tdendosus, et klassis on korduv siinnipédev oleks suurem, kui et ei ole korduvat
slinnipdeva.

Lahendus:

Oletame, et tudengeid on kaks. Esimese tudengi siinnipdeval pole millegagi korduda. Tdenédosus
P(AAy), et teise tudengi siinnipéev ei kattuks esimese tudengi siinnipdevaga on:

1
P(AA)=1——.
(A44,) 365

Liige 1/365 viitab, et korduvate siinnipdevade saavutamiseks soodsate kuupdevade arv on 1, koigi
kuupédevade arv aga 365 (jitame liigaastad arvestusest vilja). Siin AjA,-ga tdhistame siindmust, et
tudengite A; ja A, slinnipdevad ei kattu, hiljem tdhistame A;A,A3-ga siindmust, et tudengite A, A, ja
Ajz stinnipdevad ei kattu.

Oletame, et tudengeid on kolm. Niiiid saame kasutada juba tingimuslikku tdendosust. Tingimuseks
on, et kahel esimesel tudengil on siinnipdevad erinevatel pidevadel, s.t. P(A1A;). TOendosus, et
kolmandal tudengil ei ole siinnipdev samal ajal esimese ja teise tudengiga, on P(A3l A1A»):

2
P(A 1A 4) =1-

Kasutades korrutamise reeglit, saame et

P(AAA,) = P(A,nAA,) = P(A 1 AA,)-P(AA,) = (1—3—25) : (1—%) ~0,9917

Oletame niilid, et me oleme vilja arvutanud juba n — 1 tudengi jaoks tdendosuse. n-nda tudengi
puhul oleks tdendosus, et n-nda tudengi siinnipdev ei kattuks eelnevate tudengite siinnipdevadega:

n—1

P(AIA )=1-
(4,14, 365

Kasutades niiiid jélle korrutamise reeglit, saame, et
n—1
P(A)=P(A,NA, )=PA, 1A )-P(A,_)=01 —%) -P(A, )

Rakendades saadud valemit jirjest alates n = 4, saame kergesti iildvalemi:
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P(A,)=P(A,NA, ) =P(A)-P(Ay) P(Ay)-P(A,)-..- P(A,) =

1 2 3 4 n-1
=07 365) 173650 17365 (173650 1735

Vastav joonis demos ,,korduvad_synnip2evad.mcd*

Alates 23-st tudengist on tdenédosus, et on kordseid siinnipédevi, suurem, kui et ei ole.

Ulesanne 1.11. Tiringut visatakse 2 korda. A on ,silmade summa on 4“, B on ,,vihemalt iihe
taringu silmade arv on 3*. Kas A ja B on sdltumatud siindmused?

Lahendus:

A tOendosus on 3/36, B tdendosus on 11/36, tdendosus, et kehtivad nii A kui ka B on 2/36
(variandid {(1; 3); (3; D}).

P(ANB) 2/36 2
P(B)  11/36 11

P(AIB)=

Kuna P(A) = % # P(AIB) = 1—21, siis jdrelikult pole siindmused A ja B s6ltumatud.

Ulesanne 1.12. Kaardipakist (52 kaarti) vdetakse kaks kaarti. Olgu S1, et esimene kaart on poti
mastist. Olgu S2, et teine kaart on potimastist. Arvuta a) P(S1); P(S21S1); P(S2151); b) Mis on

toendosus, et sOltumata esimese kaardi mastist on teine kaart potimast; ¢) Kas S1 ja S2 on
sOltumatud siindmused?

Lahendus: Lahenda ise (osa vastused on antud)

a) P(S2181)=13/51.
c) S1 ja §2 on sodltuvad siindmused, s.t. $2 tdendosus sdltub siindmuse S1 esinemisest.

Ulesanne 1.13. Sinul diagnoositakse iiks vihelevinud haigus. Sa tead, et selle haiguse saamise
toendosus on ainult 1%. Tidhistame, et D tdhendab, et ,,sul on see haigus* ja T tdhendab, et ,.test
iitleb, et sul on see haigus“. On teada, et see test pole tdiuslik, ehk P(T|1D)=0,98 ning

P(f I 5) =0,95. Testi tulemus oli positiivne, kuid mis on tdendosus, et sul tdesti on see haigus?

Lahendus:

Enne lahendama asumist, vaata neid numbreid ning paku kohutunde jirgi, kui suur on tdendosus, et
positiivne testi tulemus tdhendab, et sul tdesti on see haigus?

Paneme HT valemitena kirja olemasoleva info:
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P(D) =0,01, jirelikult P(D) = 0,99

P(T1D)=0,98

P(T 1 D) =0,95, jirelikult P(T | D) = 0,05

Kiisitakse P(DI1T)="?

Leiame koigepealt tdendosuse, et test annab positiivse tulemuse:

P(T)=P(T "D)+P(T "D)=P(T1D)-P(D)+ P(T|D)-P(D)=
=0,98-0,01+0,05-0,99 = 0,0098 + 0,0495 = 0,0593

Kasutame niiiid tingliku tdendosuse arvutamise reeglit:

P(DAT) 0,0098

P(DIT)= =
(D7) P(T) 0,0593

=0,165

Seega, kui testi tulemus on positiivne, on tdendosus 16,5%, et sa oled haige. Saadud tulemus tekitab
kahtlusi, kuna koik testi kohta kdivad tdendosused on ju iisna head. Samas analiilisime niiiid testi

kohta antud tingimust P(T | D) =0,95. Oletame, et testitakse 101 inimest, kes 100 on terved. See
tingimus aga annab, et test tunnistab terveks 95 inimest, seega on testi jargi haigeid 6 inimest, kuigi
tegelikult on ainult 1. Seega on tdendosus, et haigeks testitu ongi haige ainult 1/6 = 16,7%. Saadud
hinnang langeb histi kokku arvutatud tdendosusega.

Ulesanne 1.14. Arendame niiiid eelmist iilesannet edasi. Testi jirgi oled sa haige. Et kontrollida,
et tdesti oled sa haige, teed sa veel iihe testi. See osutus ka positiivseks. Mis on niiiid tdenédosus, et
sa toesti oledki haige? Huvi pérast, proovi uuesti kohu tunde jédrgi arvata, kui suur see tdendosus on.

Lahendus:

Kordame uuesti eelnevat arvutuskiiku, kuid niitid on haige olemise tdenidosus juba 0,165, seega
P(D) = 0,165, jirelikult P(D) = 0,835

Leiame koigepealt tdendosuse, et ka teine test annab positiivse tulemuse:

P(T)=P(T "D)+P(T "D)=P(T|D)-P(D)+ P(T|D)-P(D)=
=0,98-0,165+0,05-0,835=0,1617 + 0,0418 = 0,2035

Kasutame niitid tingliku tGendosuse arvutamise reeglit:

P(DNAT) _ 01617 _ o

P(DIT)= = =0,
P(T) 0,2035

Seega, kui ka teise testi tulemus on positiivne, on tdendosus 79,5%, et sa oled tdesti haige. Kahe
testi usaldusviirsus osutus mirgatavalt paremaks kui iihe testi usaldusviirsus.
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OLULINE: see kehtib ainult eeldusel, et teine test on esimesest sdltumatu, s.t. kasutab teistsugust
metoodikat! Kui kehva enesetunde korral kraadimine annab kehatemperatuuriks 37.6 °C, siis uuesti
kraadimisel sama tulemuse saamine ei muuda tdendosust, et sul on gripp, mitte sa pole lihtsalt
kiilmetanud!

Ulesanne 1.15. Seadmel on iilekuumenemise eest hoiatav lamp, mis peaks siittima, kui seade
kuumeneb iile. Téhistame W-ga siindmust, et ,hoiatustuli siittib“ ning F-ga, et ,seade on
tilekuumenenud®. Seadme iilekuumenemise tdendosus on 0,1; tdendosus, et kui seade on tdesti iile
kuumenenud, siis siittib hoiatuslamp, on 0,99. Toendosus, et lamp siittib, kui seade pole
tilekuumenenud, on 0,02. a) Leia tdendosus, et hoiatustuli on siittinud; b) Leia tingimuslik
toendosus, et kui lamp siittib, et siis on seade iile kuumenenud.

Lahendus: Lahenda ise (osa vastused on antud)
Lambi siittimise tdoendosus on 11,7%

Lambi siittides on seade iilekuumenenud 84,6% juhtumitest
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2 Kombinatoorika

Kombinatoorika valemeid me ei tdesta, eesmirgiks on meenutada/Oppida nende valemite
rakendamist praktiliste iilesannete lahendamisel.

2.1 Kombinatoorika ilma korduvate elementideta

Permutatsioonid on n elemendilise hulga elementidest moodustatud n-elemendilised jdrjestatud
osahulgad.

Permutatsioonide arv leitakse valemiga P, = n!

Kirjutist n! loetakse — "n faktoriaalis" ja arvutatakse jargmise reegli jargi:
n=1-2-3..(n-1)-n.

Jiatke meelde, et 0! =1ja 1! =1.

Naiited:

H1'=13'=1-2-3=6jas5!=1-2-3-4-5=120.

2) Neljast tdhest (k, a, r, u) on vdimalik moodustada tdhtede iimberpaigutamise teel 4! = 24 erinevat
sona.

3) 13 Opilasega klassis on voimalik teha 13! = 6227020800 erineva jirjestusega Opilaste nimekirja.

Kombinatsioonid n-elemendist k-kaupa on n-elemendilise hulga k-elemendilised osahulgad.

n!

Arvutusvalem on: Cf = —————.
k!(n—k)!

Kombinatsioonide arvu leidmisel elementide jérjestus pole oluline, s.t. kui kombinatsioon {lJiiri,
Mari} on olemas, siis {Mari, Jiiri} eraldi kombinatsioonina arvesse ei ldhe.

Naide 2.1. kiimnest inimesest on v&imalik moodustada erinevaid kolmeliikmelisi rithmi
N N
Y 3110-3)! 37!

Niaide 2.2. 30 opilasega klassis on vdimalik kaks korrapidajat ametisse miérata

' '
320 = 30! = 30! =435 erineval viisil.
; 21(30-2)! 218!

Variatsioonid n elemendist k kaupa on n-elemendilise hulga k-elemendilised jarjestatud osahulgad.

n!
Arvutusvalem on: V" =

(n—m)!
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Naiide 2.3. 30 lehekandja hulgast on vdimalik ametisse méirata lehekandja ja vanemlehekandja
) 300 30-29-28!

= = =870 erineval viisil;
(30-2)! 28!

Niide 2.4. Kuueliikmelisest vdistkonnast saab neli teatesuusatajat (koos jirjestusega) vilja valida
4 6! 6-5-4-3.2!
V6 = p—
(6-4)! 2!

=360 erineval viisil. Kui jédrjestus pole oluline, siis on tegemist

6! 6541 30

= 15
644 214 2

kombinatsioonidega, ehk siis cg‘ =

Liitmise reegel - kui mingi elemendi A saab valida n erineval viisil ja elemendi B saab valida
m erineval viisil, siis elemendi ''kas A voi B'' saab valida

m + n erineval viisil.

Korrutamise reegel - kui mingi elemendi A saab valida n erineval viisl ja elemendi B saab
valida m erineval viisil, siis elementide paari ""A ja B'' saab valida

m - n erineval viisil.

NB! A ja B valikud peavad olema s6ltumatud!!!

Niide 2.5. Martil on kuus "Jaguari", iiheksa "Volvot" ja kolm pieviniinud "Moskvitsi".
Toolesdiduks on tal valida

6 + 9 + 3 = 18 auto vahel;

Néide 2.6. Jiirkal on kooliminekuks voimalik valida nelja iilikonna, kolme jope ja viie paari
kingade vahel. Jiirkal on valikuvdimalusi kokku

4-3-5=60.

Niide 2.7. Maril on kooliminekuks vdimalik valida nelja kleidi, kolme miitsi ja viie paari kingade
vahel. Samas iga miits ei sobi iga kleidiga ning iga kleit iga kingaga. Seetdttu on valikuvoimalusi
oluliselt vahem kui 60.

ULESANDED
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Ulesanne 2.1. Klassis on 6 poissi. Kui mitmel viisil saab neid kehalise kasvatuse dpetaja tunni
algul rivvi panna? Kas ta jouab koik jirjestused 45 minutiga 1idbi proovida, kui iga iimberjérjestuse
peale kulub 5 sekundit?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 720, aega kuluks 60 minutit).

Ulesanne 2.2. Klassi kokkutulekule saabus 32 vana klassikaaslast ning iga tulija kallistas varem
kohalejoudnut. Mitu kallistust tehti kokku?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 496).

Ulesanne 2.3. Riiulis on 5 matemaatika ja 7 fiiisika Opikut. Mitu voimalust on 2 Opiku
vOtmiseks?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 66).

Ulesanne 2.4. Riiulis on 5 matemaatika ja 7 fiiiisika opikut. Mitu voimalust on 2
matemaatikadpiku votmiseks?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 10).

Ulesanne 2.5. Riiulis on 5 matemaatika ja 7 fiiiisika opikut. Mitu vdimalust on iihe
matemaatikadpiku ja iihe fiilisikadpiku votmiseks?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 35).

Ulesanne 2.6. Martil on taskus viis viiekroonist ja neli kiimnekroonist rahatihte. Kui suur on
tdendosus, et kahe kupiiiiri juhuslikul votmisel on mdlemad viiekroonised?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on ligikaudu 0,28).

Ulesanne 2.7. Martil on taskus viis viiekroonist ja neli kiimnekroonist rahatihte. Kui suur on
toendosus, et kahe kupiiiiri juhuslikul votmisel on need erineva nominaalvéértusega?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on ligikaudu 0,56).
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Ulesanne 2.8. Martil on taskus viis viiekroonist ja neli kiimnekroonist rahatihte. Kui suur on
toendosus, et kahe kupiiiiri juhuslikul votmisel on need sama nominaalvédrtusega?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on ligikaudu 0,44).

Ulesanne 2.9. Lumivalgekesel on 7 sdpra. Mitu erinevat seltskonda saab Lumivalgeke endale
kiilla kutsuda?

Lahendus: Lahenda ise (vastus on 127).

Ulesanne 2.10. Viking Lotol on 48 numbrit (kuuli) ja vdidud on 3, 4, 5 ja 6 Giget numbrit (6 on
,Jackpot’). Tuletada vastavad voidutdendosused:

Lahendus:

Arvutame, mitu erinevat voimalust on masinal valida 6 kuuli. Tegemist on kombinatsioonidega,
sest jdrjestus pole oluline:

n 48

(n—m)tm!  (48—6)16!

48-47-46-45-44-43-42) 8835488640
421.6-5-4-3.2 720

—_— m_
n=C; =

=12271512

Seega voib tulla ca 12,3 miljonit erinevat voimalust.

Kui oleme mingi konkreetse 6-se valiku teinud, mis sisaldab kolme soovitud kuuli, siis kodikide
erinevate vOoimaluste arv sellise tulemuse saamiseks on:

| | .5.4.3! . . . !
momClch e O 426543 42:4140-390 o nen a0
(6-3)131 (42-3)131  3.2.3  39:3.2
| | .5.4! . . 40!
mooCh el O 42 6:5AAALAO e g
(6-4)H41 (42-2)120 2-41 4012
| | .5 41
m=C3-CL 6 420 650 42:41_ o oes

T (6-5)151 (42—DL! 1.5 411

my 229600 1

Py = T 2271512 534
_my 12915 N 1
P T 0071512 9502

m, 252 1
Ps=——

n 12271512 48696
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pe=1/(12,3-10°%).

2.2 Kombinatoorika koos korduvate elementidega

KOMBINATOORIKA VALEMID

Permutatsioonid P p
123 213 312 n
132 231 321 PK B P, _ al
korduvustega PK) N Y =

(122 212 22? ) P-P-..-P, abt..-I

=n!

Variatsioonid V
12 21 31 41 m n!
13 23 32 42 V, =
14 24 34 43

(n —m)!

(korduvustega W)
aaa aab aba abb wW"=n"
baa bab bba bbb

Kombinatsioonid C o ym !

12 13 14 e
23 24 34 Pn mn—m)

(korduvustega G m—crn - n+m-1)!
aaa aab abb bbb " mim (n—1)!

Joonis 2.1. Kombinatoorika valemid koos lihtsa nditega.

ULESANDED

Ulesanne 2.11. Kui mitu erinevat kolmest saiast koosnevat Idunaoodet saab kohvikus tellida, kui
meniiil sisaldab 11 erinevat nimetust saiasid?

Lahendus:

Selgitame kdigepealt, millal lugeda kahte Idunaoodet (iithendit) teineteisest erinevateks. Antud juhul
on erinevad niiteks tellimused ABC ja ABD (erinevad elementide eneste poolest), aga samuti AAB
ja ABB (erinevad tellimuste proportsioonide poolest, kuid sisaldavad endas korduvaid elemente).
Kokkulangevateks tuleb aga lugeda niiteks tellimused ABC ja BCA, sest tellimuse esitamise
jarjekord pole oluline. Seega selleks, et leida erinevate voimalike 1dunaoodete arvu, tuleb leida
koigi voimalike kordumistega kombinatsioonide arv 11 elemendist 3 kaupa, s.t.

rno_en m+m-D! A1+3-1)! 13! 13-12-11
! L (=1 31 =1! 310! 3.2

= 286
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Ulesanne 2.12. Kui mitmel erineval viisil saab nimes TEELE tihti selliselt iimber paigutada, et
kolm tihte E ei satuks korvuti?

Lahendus:

Leiame koigepealt mitu voimalust on nime TEELE tihti erinevalt jirjestada. Oleksid koik tidhed
erinevad, oleks lahenduseks permutatsioonid, aga kuna esineb korduvusi, siis tuleb kasutada
ildisemat valemit — kordumistega permutatsioonide valemit. Téhti T ja L esineb iiks kord, tihte E
aga kolm korda. Pannes selle sisse valemisse, saame, et:

| 4.3
b 51 5:4:31

e TRRTIETE I

Leiame niitid jdrjestuste arvu, milles on kolm E-tdhte korvuti. Selleks tdhistame variandi EEE
tdhega F. Niiiid on vaja leida permutatsioonide arv tidhtedest T, L ja F, seega permutatsioonide arv
kolmest, mis on 3! = 6.

Seega on kokkuvdtteks voimalik nime TEELE tdhti selliselt imber paigutada, et kolm tidhte E ei
satuks korvuti 20 — 6 = 14.

Ulesanne 2.13. Auto registreerimisnumber koosneb kolmekohalisest arvust (ka arv 031 loetakse

kolmekohaliseks) ja kolmetédhelisest sdnast. Mitu autot on vdimalik registreerida, kui kasutatakse
25-tdhelist tdhestikku?

Lahendus:

Numbrite erinevate kombinatsioonide arv on korduvustega variatsioonide arv:
W" =n" =10° = 1000

samuti on tdhtede erinevate kombinatsioonide arv:
W =n" =25 =15625

Seega on voimalik registreerida

N =15625-1000 =15625000,

seega on voimalik registreerida ca 15 miljonit autot.

Ulesanne 2.14. Uhiselamu toas elab 3 iilidpilast. Neil on kokku 4 erinevat tassi, 5 erinevat
alustaldrikut ning 6 erinevat teelusikat. Kui mitmel viisil saavad nad katta laua hommikuseks
kohvijoomiseks, kui ndude paigutus laual pole oluline?

Lahendus:
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Tassid, alustaldrikud ning teelusikad on omavahel sOltumatud, seega on tegemist
kombinatsioonidega:

n! 4 4.3
Ny =Cl' = = =y =
tassid n m!- (n _ m)! 31. (4 — 3)' 31!
m n! B S! _5-4.3
Nalustaldrikud_cn _m'(n_m)'_3y(5_3)l_ 31.21 B
n! 6! _6:5-4. 3’

N . — Cm —
teelusikad n m,(n _m)' 3!. (6 3)1 31.3!

Kokku on erinevate voimaluste arv N =4-10-20 =800

Ulesanne 2.15. Kui mitmel viisil saab jagada 36-kaardilise kaardipaki kaheks osaks nii, et
molemad osad sisaldaks 2 dssa?

Lahendus:

Kuna mdlemas kaardipakis peab olema 2 dssa, siis iilejddnud kaardid véivad jaguneda suvaliselt.
Pohimotteliselt on tegemist kombinatsioonide arvuga, kus elementide arv m muutub nullist 32-ni
(sest dssasid ei varieerita):

32 1

N1= Z Z =321y ————=4,295-10
l’(32—1)' = it(32-i0)!

Niiiid votame veel arvesse, et 4 marki dssasid saab ka varieerida:

. |
Na—Clo M 432
2M(4-2)! 2.2

Seega saab jagada 36-kaardilise kaardipaki kaheks osaks nii, et mdlemad osad sisaldaksid 2 &dssa

kokku N=N1-N2=2,577-10".

Arvutame huvi pdrast vilja voimaluste arvu erijuhul, kui mélemal méngijal on vordne arv kaarte:

N .0 32 4
27 16-16! 212

= 6010803906 =3,6-10"

Ulesanne 2.16. Viis sdpra otsustavad teha lauajalgpalli turniiri, nii et méngitakse paarides ja kdik
voimalikud paarid méngiksid koigi voimalike paaridega korra ldbi. Kui oleks neli méngijat, siis
oleks kolm méngu (1,2 -3,4), (1,3 -2,4)ja (1, 4 — 2, 3). Mitmest mingust koosneb turniir 5-kesi
mingides? Mitu méngu tuleks méingida sama siisteemi jargi, kui oleks 8 sdpra?
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Lahendus:

Lahenda ise. Vastused on n(5) = 15; n(8) = 210.
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3 Juhusliku suuruse jaotused

Juhuslik suurus on suurus, mis katse tulemusel omandab ithe vOi teise, varem mitteteadaoleva
vidrtuse mingist vaartuste hulgast. Viimast hulka nimetatakse juhusliku suuruse vdoimalike véartuste
hulgaks.

Juhuslikuks suuruseks on néiteks:
e tdringu viskamisel saadud silmade arv,
telefonikeskjaama saabuvate kutsungite arv,
spordivdistlustel kaugushiippe voitja tulemus,
elektripirni pdlemiskestus,
gaasimolekuli kiirus,
vilisdhu temperatuur (mingil kindlal ajahetkel) Tartus Raekoja Platsil.

Siin kahel esimesel suurusel on naturaalarvulised, kolmel jidrgneval — reaalarvulised positiivsed
voimalikud véartused, viimasel — nii positiivsed kui negatiivsed (kui mdddame Celsiuse kraadides).

Tahistame juhuslikke suurusi ladina tdhestiku suurtidhtedega X, Y, ...; nende vdoimalikke viirtusi aga
vastavate viiketidhtedega x, y, ... . Kui katse tulemusel juhuslik suurus X omandab véartuse X = x,
siis Oeldakse ka, et x on juhusliku suuruse X realisatsioon. Uldiselt nimetatakse juhuslikuks
suuruseks suurust X, kui iga reaalviirtuselise x korral vahemikus

—0 < X<

on méadratud voi antud tdendosus leida juhuslik suurus punktist x vasemal P(X < x).

Liigitame juhuslikke suurusi diskreetseteks ja pidevateks suurusteks (voimalikud on ka segatiiiipi
juhuslikud suurused, aga neid selles kursuses ei vaadelda).

Juhuslikku suurust nimetatakse diskreetseks, kui selle vOimalikeks viirtusteks on iiksikud,
diskreetsed voi isoleeritud viidrtused. Voimalike véartuste hulk on siin 10plik voi loenduv hulk.
Niiteks tiringuviske tulemused saavad olla 1, 2, 3, 4, 5 v0i 6, teisi viirtuseid ei saa tdringuviskel
tulla.

Pideva juhusliku suuruse all mdistame niisugust suurust, mille vdimalike védirtuste hulk on
reaaltelg —oo < x <oo vOI1 selle mingi alamhulk, niiteks 16ik [a, b]. Ndiiteks tudengi esimene
drkamisaeg on pidev juhuslik suurus alumise piiriga kell O ja iilemise piiriga kell 24. Oluline on
tdhele panna, et erinevaid vOoimalikke drkamisaegasid on 10pmatult, sest aega saab (teoreetiliselt)
jagada Iopmatult paljudeks ajahetkedeks.

Juhuslikke suurusi iseloomustatakse jaotusseadustega. Oeldakse, et jaotusseadus ehk jaotus ehk
tdoendosusjaotus on antud, kui on miiratud:

1) juhusliku suuruse voimalike védrtuste hulk,

2) eeskiri, mis vOimaldab leida tdendosust, et juhusliku suuruse védrtus on mingis
piirkonnas. Jaotusseaduse enamlevinumateks ja praktilisteks vormideks on
jaotustabel, jaotustihedus ja integraalne jaotusfunktsioon.

Kui juhuslikul suurusel on antud jaotusseadus, siis deldakse, et juhuslik suurus on antud jaotusega
vOi juhuslik suurus allub antud jaotusele.
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3.1 Valik diskreetse juhusliku suuruse jaotusseaduseid

Vaatleme diskreetset juhuslikku suurust X vOimalike vddrtustega xj, xp, ..., X,. See, et juhuslik
suurus X omandab iihe neist védrtustest, nditeks X = x;, on tiilipiline juhuslik stindmus mingi
toendosusega. Tdhistame tdendosused

P(X =X)=p (k=1,2,..n),

mida nimetame diskreetse juhusliku suuruse X toendosusfunktsiooniks. IImselt kehtib

> pe=1, (3.1
k=1
kuna siindmused X = xix on ainuvdimalikud, iiksteist vélistavad ja moodustavad tdissiisteemi.

Hulka X: xi, x2, ..., x, vOib vaadelda ka elementaarsindmuste ruumina, ainult et klassikalist
vordtdendosuse eeldust ei tehta.

Vorduse (3.1) paremal poolel olev arv 1 on seega jaotatud juhusliku suuruse vdoimalike véartuste
vahel. Siit tuleneb ka nimetus jaotus.

Diskreetse juhusliku suuruse jaotusseaduse lihtsaimaks esitamisvormiks on tabel, kus on loetletud
voimalikud véidrtused ja neile vastavad tdendosused.

X X, X, .. X

n

P P Py - P,

Niisugust tabelit nimetatakse juhusliku suuruse jaotustabeliks.

Praktikas sobib kasutada jaotustabelit, kui vdoimalike viirtuste arv ei ole suur. Monedel juhtudel
saab jaotusseaduse anda ka valemi kujul

P =P(X=x)=g(x).

Jaotustabeli vOib esitada ka graafiliselt, mérkides juhusliku suuruse vdoimalikud viirtused x-teljel ja
toendosused y-teljel.

Niide 3.1. Teeldigul on 4 valgusfoori. Igaiiks neist fooridest lubab liiklusvahendi liikumise
toendosusega p. Leida liiklusvahendi poolt peatuseta (kuni esimese peatuseni) ldbitud fooride arvu
jaotustabel. Oluline lisaeeldus on, et foorid vilkugu iiksteisest sdltumatult!

Olgu juhuslik suurus X liiklusvahendi poolt peatuseta ldbitud fooride arv. Ilmselt X voimalikud
vadrtused on O (ei labi iihtki foori), 1, 2, 3 ja 4. Tahistame tdendosuse, et liiklusvahend ldbib
konkreetse foori p-ga, ja tdendosuse et ei lidbi konkreetset foori g-ga: ¢ = 1 — p. Siis tdendosused
avalduvad jargmiselt:

Toendosus, et ei ldbita tihtki foori:

PX=0)=g.
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Tdendosus, et ldbitakse esimene foor, kuid peatutakse teise ees:
PX=1)=pgq.

Tdendosus, et ldbitakse esimene ja teine foor, kuid peatutakse kolmanda ees:
PX=2)=p’q.

Tdendosus, et ldbitakse esimene, teine ja kolmas foor, kuid peatutakse neljanda ees:
PX=3)=p’q.

Tdendosus, et peatuseta ldbitakse koik neli foori:
P(X=4)=p".

Niisiis on jaotustabel kujul

Lihtne on kontrollida, et kehtib vordus (3.1):

4

Y p=ql+p+p>+p)+p'=1-p)A+p+p*+p)+p*=1.

k=0

Konkreetsetel juhtudel p = 0.1; p = 0.5 ja p = 0.9 saame

X 0 1 2 3 4

P=01 109 0,09 0,009 0,0009 0,0001

P=05 |05 025 0,125 0,0625 0,0625

P=09 |01 0,09 0,081 0,0729 0,6561

3.1.1 Binoomjaotus ehk Bernoulli jaotus

Vaatleme n soltumatut katset, kui igal katsel toimub siindmus A konstantse tdendosusega p.
Siindmuse A toimumise tdenédosus iiksikkatsel on p, mittetoimumise tdendosus aga on g =1 — p. Kui
teeme n katset ja saame mingis konkreetses jirjestuses siindmuse A toimumise k korda, ning
jarelikult, vastandsiindmuse A toimumise n — k korda, siis on sellise tulemuse saamise tdendosus

p*q"*. Kokku on erinevaid voimalusi saada erinevas jirjestuses k soodsat katset vdrdne

kombinatsioonide arvuga n liikmest k kaupa, s.0 C* -ga. Seega

P(X =k)=P(k)=Cip*q"™. (3.2)

ULESANDED
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Ulesanne 3.1. Testis on 10 kiisimust, igal kiisimusel on 4 valikvastust, millest iiks on dige. Kui
vastata huupi, siis tulemus allub Bernoulli jaotusele, kus dige vastuse tdendosus on P(1) = Y4. Mis
on tdendosus, et testis saame k diget vastust? Mis on tdendosus, et testis saame huupi vastates 5 voi
6 diget vastust?

Lahendus:

Kuip=1,siisg=1-p=3%.

k 10—k 10—k 10—k
=iyt (1) (3 3
k10-k)! \ 4 4 47 kM10-k)! k(10—-k)!
310—/{ 35
P(5)=346.——=3,46.——=0,058
k' (10-k)! Sk35!
310—/( 34
P(6)=346-——=346-——=0,016
k' (10-k)! 614!

Seega on tdendosus, et testis saadakse huupi vastates 5 voi 6 diget vastus, P =0,058 + 0,016 = 0,074
=74 %.

Ulesanne 3.2. Estonian Air teostab lende Tartu-Stockholm 33-kohalise lennukiga Saab-340.
Pileteid miitiakse vélja maksimaalselt 35, sest eeldatakse, et kdik pileti ostnud reisijad lennukile ei
joua. Kui juhtub olukord, kus kohale tuleb rohkem inimesi kui on lennukis kohti, peab lennufirma
mahajidjale kompensatsiooni maksma, lisaks ka lennufirma maine langus, seega oletame, et
lennufirma arvestab, et 95 % iilemiitidud lendude juhtumitest digustavad ennast. Mis on lennufirma
arvutustes tdendosus, et pileti ostnud inimene ei ilmu lennukile?

Lahendus:

Teeme eelduse, et alati miitiakse tilemiitidud lendudele 35 piletit, sest lennufirma ei saa eeldada, et
niiteks pooltel iilemiiiigi kordadel miitiakse 34 piletit.

Lennule joudmise tdendosust tdhistame p-ga, mittejoudmist g-ga. Leiame tdendosuse, et lennule
jouab 34 voi 35 inimest, s.t. lennufirmal on probleemid, vordsustame selle viie protsendiga, et
ilemiiiik ei digusta ennast:

35!

P34 :Ck k n—k: . 34. 1:35. 34' 1
GH=C,pq 335y Pl P q
35!

P(35) = Crpkg™™* = L0350 35
(35=C,pq 35135_35)! P q =p
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P(34:35)=35-p* -¢' + p* =0,05

35-p*-(1-p) + p* =0,05
35-p™* -34.p* =0,05
p**(35-34p)=0,05

Sellest vorrandist p tipselt leidmine ei ole lihtne, samas on iilesanne iisna kergesti lihtsalt
proovimise teel lahendatav, nditeks Mathcadis, sealt sain, et p = 0,871498. Seega eeldab lennufirma,
et keskmiselt 87 % pileti ostnutest jouab lennukile.

Ulesanne 3.3. Arendame edasi iilesannet 3.2. Estonian Air’i Boeing 737-500 vdtab pardale 120
reisijat. Kui miiiiakse iile samuti 2 piletit, siis mis on tdendosus, et kdik lennule jdoudnud ei mahu
pardale?

Lahendus:

Kasutame eelmises osas saadud tdendosust ning saadud valemit:
(122 -121p) =0,87'(122-121-087) =810

Seega selle lennuki puhul iilemiitigi juhtumitest praktiliselt ei tohiks lennufirmale probleeme
tekkida.

Ulesanne 3.4. Pood vatab miiiiki 1000 lampi. Téenosus, et juhuslikult valitud lamp on katki, on
p =0,1 %. Tihistame X-ga katkiste lampide arvu. Leida tdenédosus, et

a) koik lambid on terved;
b) iiks lamp on katki;

¢) katki on rohkem kui 2 lampi.

Lahendus:
|
P(X =k)=Cip“q"™" = 10904 001 .0,9991%0-+
k(1000—k)!
|
P(X=0)=C'p‘q"™" = 1000 -0,001°-0,999'" = 0,368
0L(1000—0)!
|
PX=1)=Ctp'q"™" = ﬂ-o,oml -0,999*” = 0,368
11000 —1)!
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~1000!
21(1000-2)!

P(X =2)=C!p‘q"™" -0,001*-0,999™ =0,184

P(X>2)=1-P(X=0)-P(X=D)-P(X =2)=
=1-0,368-0,368-0,184 = 0,080

Huvi pérast arvutame vilja ka variandid, et katki 1dheb 3 voi 4 lampi:

I
P(X =3)=C\p*q"™" = 1000! -0,001° -0,999”" = 0,061
3(1000—3)!
I
P(X =4)=Cipq"™ = 1000! -0,001*-0,999*° = 0,015
41(1000—4)!

On niha, et iga jargnev liige on eelmisest ligikaudu k korda véiksem, tingituna faktoriaali liikkmest.

3.1.2 Geomeetriline jaotus

Olukord nagu eelmisel Bernoulli katsete juhul, et siindmuse A toimumise tdenéosus iiksikkatsel on
p, mittetoimumise tdendosus aga on g =1 — p. Niiiid on katseseeria 10pmatu, ja kiisitakse, milline on

toendosus, et esimesed x — 1 korda tulevad Z, s.0. siindmust ei toimu, ja soodne siindmus A leiab
aset x-ndal katsel.

Geomeetrilise jaotuse tdendosusjaotus on:

P(X=k)=q¢""p (3.3)

Ulesanded

Ulesanne 3.5. Langevarju hiipetel on alati on tdenéosus, et langevari ei avane. Oletame, et see
toendosus on p = 0,1 %. Arvutada tdendosus, et a) langevari ei avane 5-ndal hiippel; b) langevari ei
avane 1000-ndal hiippel.

Lahendus:

Stindmuseks nimetame, et langevari ei avane. esimesed k — 1 korda toimub vastandsiindmus, s.t.
. ~ . k-1 . . . .

langevari avaneb, selle tdendosus on ¢ ', k-s kord toimub siindmus, s.t. langevari ei avane, selle

tdendosus on p:
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P(X =1)=4¢""p=0,999".0,001=0,001

P(X =2)=4¢""p=0,999"-0,001=0,000999
P(X =5)=4¢""p=0,999-0,001 =0,000995

P(X =1000)=¢" "' p =0,999"-0,001 = 0,000367

Nédeme, et 1000-ndal hiippel on langevarju mitteavanemine juba palju ebatdenédolisem kui 5-ndal
hiippel. See on aga tingitud lihtsast faktist, et tdendosus, et langevari pole avanenud juba varem,
jarjest kasvab. Niiteks tdendosus, et langevari ei avane teisel hiippel on viiksem tdendosusest, et
langevari ei avane esimesel hiippel seetdttu, et on olemas véike tdendosus, et langevari ei avane
juba esimesel hiippel.

Ulesanne 3.6. Oletame, et metsas 15kke siiiitamisel on tdenziosus, et tule saab siiiidatud iihe tikuga
p = 25%. Arvutada tdeniosus, et a) 10ke siitib esimesest tikust; b) 10ke siitib viiendast tikust; c) 1oke
siitib kahekiimnendast tikust.

Lahendus:

Siindmuseks nimetame, et 10ke siittib. esimesed k — 1 korda toimub vastandsiindmus, s.t. 10ke ei
siitti, selle tdendosus on qkﬁl, k-s kord toimub siindmus, s.t. 10ke siittib, selle tdendosus on p:

P(X=1)=4¢"p=0,75"-0,25=0,25=25%
P(X =5)=¢"p=0,75"-0,25=0,079=7.9%
P(X =20)=¢""p=0,75"-0,25=0,0011=0.11%

Nieme, et 20. tikuga 10kke siititamise tdendosus on iile 200 korra viiksem kui esimesel korral. Seda
seetdttu, et tdendosus, et 10ke siittis juba esimese 19 tiku abil, on viga suur.

Ulesanne 3.7. Petsi juures on iga niidal raju pidu, mille kiigus kiib ta iga kord ka autoga tanklas
varusid tdiendamas. Oletame, et on 5 % tdenéosus, et jaadakse politseile vahele. Arvutada
tdendosus, et a) ta jadb politseile vahele esimesel peol; b) ta jddb vahele kuu aja pérast 5. peol; ¢) ta
jaab vahele tapselt aasta parast 52. peol? Teeme eelduse, et pirast politseile vahele jaamist tabab
Petsi meelemuutus ning rajud peod 16pevad.

Lahendus:

Sitindmuseks nimetame, Pets jdidb politseile vahele. esimesed k — 1 korda toimub vastandsiindmus,
s.t. ei jad politseile vahele, selle tdendosus on qkﬁl, k-s kord toimub siindmus, s.t. jddb politseile
vahele, selle tdendosus on p:

P(X =1)=4¢""'p=0,95"-0,05=0,05
P(X =5)=4¢""p=0,95"-0,05=0,0407
P(X =52)=4¢""p=095"-0,05=0,0037.
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3.1.3 Poissoni jaotus

Vaatleme veel kord katseseeriat, milles on n katset ja siindmuse A tdendosus igal katsel on p.
Tdendosus, et katseseerias siindmus A toimub k korda, avaldub Bernoulli valemiga. Kui » on kiillalt
suur ja p viga viike, siis valem praktiliseks arvutamiseks ei sobi, kuna on tegemist védga suurte ja
viga viikeste arvude korrutamisega. Leiame sobivama valemi.

Eeldame, et korrutis np on konstantne ja tihistame

A=np, (3.4

tdpsemini

A=limnp .
n—>ow
p—0

Poissoni jaotuseks nimetatakse jaotust

ﬂ,k
PX=k)=e*=— (k=0,1,..)
k! (3.5)

Jaotust nimetatakse samuti viikeste arvude seaduseks ehk harva esinevate siindmuste seaduseks,
sest see kirjeldab harva esinevaid néhtusi.

Poissoni jaotus annab tdendosuse saada histi pikas katseseeria pikkusega n soodne siindmus -1
korral, kui iiksiksiindmuse tdenzosuson p=A/n<<1 .

Hinnanguliselt voib binoomjaotust ldhendada Poissoni jaotusega, kui p < 0,1. See aga tihendab, et

fikseeritud A korral peab vdtma katseseeria pikkuse tingimusest 7> A/ p =10A4. Kui 1 =10, siis
nditeks on usaldusvéirne valida n = 100.

ULESANDED

Ulesanne 3.8. Konekeskus saab minutis keskmiselt 20 konet. Leia toendosus, et veerand minuti
jooksul tuleb a) 3 konet; b) 5 konet; c) 7 konet; d) 10 kdnet? Lei a toendosus, et ithe
sekundi jooksul tuleb 2 konet?

Lahendus:

A=np=0,25-20=5
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P(X=T)=e 7!—0,10

P(X =10)=e" ‘—0,02

Tdendosus, et iihe sekundi jooksul tuleb 2 konet, on:

Ulesanne 3.9. Kaubamaja tegi kindlaks, et ndudmine teatud fotoaparaadi jirele allub Poissoni
jaotusele. Uhe niidala jooksul ostetakse keskmiselt kaks aparaati. Kui kord niidalas uuendatakse
kaubamaja laoseisu nii, et poes oleks 4 aparaati, siis kui suur on tdenédosus, et ndudmine iiletab
pakkumise?

Lahendus:

Kuna keskviadrtus EX = 2 , siis Poissoni jaotuse parameeter A = 2. Vastuseks iilesandes esitatud
kiisimusele tuleb leida tdendosus, et nddalas ostetakse iile nelja aparaadi. Selleks tuleb leida
tdendosus, et tahetakse osta 5 aparaati, 6 aparaati, 7 aparaati jne. See aga tdhendaks 10putult palju
arvutusi. Lihtsam on arvutada vastandsiindmuse tdenédosust, st et ostetakse neli voi vihem aparaati.

P(X <4) = P(0)+ P(1)+ P(2) + P(3)+ P(4) = i 2_‘ _

L2 L2t 22 L2 00
el —te T te i —te  —te =

0! I! 2! 3! 4!

—013531+013532+013534+013538 +01353E:
1 1 2 6 24

=0,1353 +0,2707 +0,2707 +0,1804 +0,0902 =0,9473

Kuna
P(X<4)+P(X >4)=1,
siis
P(X >4)=1-P(X £4)=1-0,9473=0,0527.

Seega on tdendosus, et ndudmine iiletab pakkumise 5,27 %.
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Ulesanne 3.10. Tehases on 10000 tootajat. Toendosus, et aasta jooksul keegi ei hukku
tooonnetusel, on 0,9. Kui suur on iihe tootaja jaoks tdendosus, et ta ei hukku aasta jooksul
tooonnetusel?

Lahendus:

Kodigepealt on vaja leida suurus A, leiame selle vastavalt Poissoni valemile:

In(e™*) =—1 =1n(0,9) ~ 0,105 = 1 ~0,105.
Tdendosus, et iiks konkreetne tottaja hukkub on arvutatav seosest

A=np = p:izwzo,ooomos.
n 10000

Tdendosus, et see konkreetne tootaja ei hukku aasta jooksul toodnnetusel on:
g =1-p=1-0,0000105 =0,9999895 .

Seega on iihe todtaja jaoks tdendosus g = 0,9999895, et ta ei hukku aasta jooksul t6odnnetusel.

3.2 Jaotusseaduste esitamine

Pidevalt muutuva suuruse X korral on tdeniosus, et tuleb etteantud fikseeritud viirtus X = x, vordne
nulliga:

P(X =x)=0.

Et seda demonstreerida, vaatleme nditeks 16iku [0, 1] ehk 0< x<1.Teeme oletuse, et juhuslik
suurus on jaotunud selle 16igul iihtlaselt. Kiisime — kui suur on tdendosus, et sellest intervallist
juhuslikult valitud arv on vordne arvuga x = 0.3181345232 4234902384 0924723898 78979 ?

Kiisimus on sisuliselt mdttetu, sest tdendosuse arvutamise reegli jargi

P soodsad voimalused

koik voimalused

on tulemuseks

P=—=0.

o0

Seepirast on motet vaid tdendosusel, et juhusliku suuruse realisatsioon asub mingis intervallis
x, < X <x,,v0lpoolldigul x, < X < x,, vOi rahuldab tingimust X < x, kus x on ette antud.

Naide 3.2. Juhuslik suurus x vdib omandada vordse tdendosusega mistahes viirtusi 1digust [1, 8].
Kui suur on tdendosus, et juhuslikult valitud x viirtus kuulub alamldiku [2, 5] (joonis 3.1)
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Joonis 3.1.

Otsitav tdendosus midratakse vastavate 16ikude pikkuste suhtena

_ soodsa piirkonna pikkus _ 5—
kogu piirkonna pikkus 8-

2:2:0,428.
I 7

Siin on ilmselt tegemist geomeetrilise tdendosuse juhtumiga, kus geomeetriliseks kujundiks on
sirgloik ning juhusliku siindmuse realiseerumise tdendosus on vordeline selle 16igu pikkusega.

Toodud niites ei olnud soodsas piirkonnas [2, 5] eelistatumaid ega vdhemeelistatumaid alasid.
Praktilistes iilesannetes aga harilikult on.

Niide 3.3. Kujutagu X endast patsiendi kehatemperatuuri °C, siis praktiliselt kdik vdimalikud x
vadrtused katab piirkond [34, 42]. Selles piirkonnas on aga temperatuuride alampiirkond [36, 38]
tildiselt hoopis tdendosem kui [40, 42].

Niide 3.4. Kujutagu x endast tdiskasvanud mehe kehakaalu (korrektsem oleks 6elda massi!)
kilogrammides. Kogu lubatav x véirtuste piirkond on hinnanguliselt [10, 300]. Samas on ilmne, et
alampiirkond [60, 90] on palju tdendosem kui sama lai piirkond [160, 190].

Juhusliku suuruse voimalike viirtuste erinevate piirkondade tdendosust viljendab juhusliku
suuruse jaotustihedus. Kasutatakse ka termineid toenidosustihedus, tihedusfunktsioon,
jaotusfunktsioon. NB! Termin jaotusfunktsioon on levinud ja kasutusel fiiiisikute ja keemikute
hulgas ning vastavate suundade erialakirjanduses. Matemaatikud tdhistavad selle terminiga
tavaliselt suurust, mida kidesolevas kursuses (hiljem, allpool) tdhistame terminiga integraalne
jaotusfunktsioon. Seepirast peab olema termini jaotusfunktsioon kasutamisega ettevaatlik ja alati
tapsustama, mida selle termini all konkreetselt silmas peetakse. Kiesolevas kursuses on
jaotusfunktsioonil alati juhusliku suuruse integraalse jaotusfunktsiooni tihendus.

Vaatleme reaalteljel (I6pmata) lithikest poolintervalli [x, x + dx), mis sisaldab vasema otspunkti x,
kuid ei sisalda parempoolset otspunkti x + dx (vt joonis 3.2.).

Joonis 3.2.
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Poolintervalli kasutamine on tarvilik, et iiks ja sama punkt ei oleks korraga mitmes alamhulgas.
Vaadeldes kaht korvutiseisvat poolintervalli [x, x + dx) ja [x + dx, x + dx + dx;) on kindel, et nende
kokkupuutepunkt x + dx kuulub parempoolsele intervallile, kuid ei kuulu vasempoolsele, ning
samal ajal ei ole ka olukorda, kus see punkt ei kuuluks kummalegi alamhulgale.

Tahistame tdendosuse, et pideva muutkonnaga juhuslik suurus X satuks sellesse poolintervalli [x, x
+ dx), simboliga dP. Ilmselt on tdendosus dP vordeline elementaarldigu pikkusega dx:

dP = f(x)dx. (3.6)

Vordetegurit f(x) nimetatakse juhusliku suuruse toeniosustiheduseks e. jaotustiheduseks.
Vastavalt toodud valemile vGib kirjutada

dP
f(x)—a,

s.0 tOendosustihedus on tdendosus, et X satub punkti x ldhiiimbrusesse, arvutatuna iihikulise
intervalli kohta.

Jaotustihedus miéirab pideva juhusliku suuruse toeniosuslikus tihenduses tiielikult ja
iiheselt — mingeid muid tiiendavaid karakteristikud enam vaja ei ole.

3.2.1 Jaotustihedus

Jaotustiheduse omadused:

1. Mittenegatiivsus:
f(x)=0.

See omadus jiareldub méirangust (3.6). Kuna loeme intervalli dx positiivseks ja kehtib dP >0, siis
jareldub meie viide. Jaotustiheduse pohimdtteline kuju on toodud joonisel 3.3.

Joonis 3.3.
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2. Elementaartoenéosuse geomeetriline tolgendus. ElementaartGendosus dP on ristkiiliku pindala,
mille aluse laius on dx ja korgus on fix) (joonis 3.3). Sel pohjusel nimetatakse
elementaartdendosust dP ka toendosuselemendiks.

3. Toeniosus loplikul 16igul. Summeerides valemi (3.6) iile elementaarintervallide dx 16plikul
poolintervallil [a, b), s.0 summeerides intervalli elementaartdendosused dP, saame tdendosuse, et
juhuslik suurus X satub sellesse vahemikku:

P(a<X <b)=[dP = f(x)dx. (3.7)

Vastavalt madratud integraali definitsioonile on paremal oleva integraali vdartuseks kdvera f(x) alla
jddva, vasemalt ja paremalt vertikaaljoontega x = a ja x = b ning alt reaalteljega piiratud kujundi
pindala § (joonis 3.4.)

&

Joonis 3.4.

4. Normeerimistingimus:
[rnax=1.

See tingimus viljendab tdsiasja, et suvalise X vidirtuse saamine peab olema tdene siindmus.
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S

§S=1

X

Joonis 3.5.

Geomeetriliselt tihendab see, et jaotustiheduse ja x-telje poolt piiratud kujundi kogupindala on
vordne ithega, nagu nédidatud joonisel 3.5.

Miirkus. Iga funktsioon, mis rahuldab mittenegatiivsuse tingimust ja normeerimistingimust, on
toendosustihedus (s.t voib olla mingi tdendosustihedus).

3.2.2 Jaotusfunktsioon

Integraalne jaotusfunktsioon F(x) on korvuti jaotustihedusega teine enamlevinud vahend pideva
juhusliku suuruse X kirjeldamiseks.

Juhusliku suuruse X (integraalseks) jaotusfunktsiooniks F(x) nimetatakse tdendosust, et kehtib
vorratus X < x:

F(x)=P(X <x). (3.8)

Seega, funktsioon F(x) on tdendosus, et juhuslik punkt X asetseb arvsirgel punktist x vasakul,
piirkonnas (—oo, x) (joonis 3.6.).

X

k\/

Joonis 3.6.

Umarsulg x viirtuse kohal tihistab asjaolu, et tegemist on paremalt avatud intervalliga, mille
otspunkt (kédesoleval juhul x ) ei kuulu selle intervalli koosseisu.

42



Vottes avaldises (3.7) vasakpoolse raja vOrdseks miinus I0pmatusega ja parempoolse raja b
vordseks x-ga, saame

P(—o<X<x) = P(X<x) = jif(x')dx'.
Seega

F() = [f»dy. (3.9)

169 F

Joonis 3.7.

Nagu ndeme, on jaotusfunktsioon leitav, kui on teada jaotustihedus f(x). Vastupidi, teades
jaotusfunktsiooni, on vdimalik arvutada jaotustihedus:

foy = W (3.10)
dx

Kuigi matemaatiliselt on jaotustihedus ja jaotusfunktsioon iiksteisest tuletatavad, on molemad siiski
tarvilikud, sageli lihtsustab valemite 3.9 ja 3.10 kasutamine oluliselt paljude esmapilgul viga
keeruliste tilesannete lahendamist.

ULESANDED

Ulesanne 3.11. Juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon on
F(x)=x%; 0<x<l1

Arvutage a)vastav jaotustihedus; b) tdendosus P(0,25 < X <0,75)
Lahendus:

dF(x)_d(xz)_
dx  dx

2x 0<x<1

fx)=
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P(0,25< X <0,75) = F(0,75) - F(0,25) = 0,75* = 0,25% = 0,5625-0,0625 = 0,5.

Ulesanne 3.12. Defineeri mingi jaotustihedus f(x), mis oleks vahemikus (-1; 2) mittekonstantne
ning mujal vordne nulliga. Leia selle funktsiooni jaotusfunktsioon ning vahemiku (0; 1) tdenédosus.

Lahendus:

See on iilesanne, millel pole iihest lahendust, s.t. digeid lahendusi on mitu. Sobib iga funktsioon,
millel pole negatiivseid véadrtuseid ning mis oleks normeeritud {iihele. Valime néiteks
ruutfunktsiooni, sest sellel puuduvad negatiivsed viirtused:

exti—1<x<2

0; mujal

o]

Niiiid leiame konstandi c, et ta oleks normeeritud iihele:

CX3

% -1 2 o 3 1\3
I:jf(x)dxz Ide+Ic-x2dx+Ide=T21=O+M+O:%:3czl = c=
—0 —0 -1 2

1
3 3 3

b

. . . lxz;—l <x<2
seega on sobivaks jaotustiheduseks f(x) =13 .

0; mujal

Kuna jaotustiheduse kuju sodltub piirkonnast, siis tuleb ka jaotusfunktsioon leida iga piirkonna jaoks
eraldi:

—o<x<-1 F(x)= If(y)dyz IOdyzO

B e G VM |

X -1 X 3
—l<x<?2 F(x)=_[f(y)dszOdy+_[%y2dy=0+ Y
—0 -0 -1

3.3 9 9
X -1 2 X 3 3 1\3
D < x <o F(x)= _[f(y)dy: I()dy+.[%y2dy+.[0dy:0+%‘zl+O:2 ; 1) :8;1:1
o —» -1 2

Ehk kokkuvdtlikult on jaotusfunktsioon:

0; x<-1

X+l

F(x)= ;—l<x<?2

1, x>2

vahemiku (0; 1) tdendosus on:

3 3
el 00+1 2 1 1 114q
) 9 9 9 9
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Erineva jaotustiheduse kuju valikul voib ka tdenéosus tulla erinev!

. 1
Ulesanne 3.13. Radioaktiivse aine pooldumist kirjeldab valem f (Z‘)Zt—eXp(—t /ty), kus
0

parameeter fy on antud aine poolestusaeg (ajaintervall, mille jooksul jddb ainet e = 2,718 korda
vihemaks. Tseesium 137 poolestusaeg on 43 aastat. Leia radioaktiivse aine pooldumist kirjeldav
tihedusfunktsioon. Palju kulub aega, et esialgsest Cs ainehulgast jadks jirgi ainult 1%?

Lahendus:

F@)y=--exp(-t/1,)

F(z)zjlf(t)dt=Iltiexp(—t/to)dt =tlexp(—t/t0)-(—t0]g =

=exp(-t/t,)

. =1—exp(-1,/1,)

Tingimus, et esialgsest Cs ainehulgast jadks jdrgi ainult 1% tdhendab, et esialgsest ainehulgast
(100%) on éra poolestunud 100% — 1% = 99%, seega meid huvitab jaotusfunktsiooni viértus kohal
99% ehk siis kohal 0.99:

1—exp(—t, /1,) =099 = exp(—t,/t,)=0,01 = —t,/t, =In(0.01) = 4,61
t,=4,61-1,=4,61-43=198

Seega oleks esialgsest ainehulgast 198 aasta pérast alles 1%.

Ulesanne 3.14. Ruumi temperatuurikontrollisiisteem hoiab ruumi temperatuuri vahemikus 20 °C
kuni 24 °C. Temperatuuri tsiiklilise muutumise tulemuseks on arkussiinustemperatuurijaotus,
keskviirtusega 22 °C. Mitu protsenti ajast on ruumi temperatuur vahemikus 21 °C kuni 23 °C?
Mitu protsenti ajast on ruumi temperatuur alla 20,5 °C voi iile 23,5 °C?

1
Arkussiinusjaotuse jaotustihedus on f(xX)=———, O<x<l
) J 7 x(1=x)
2 -arcsin(+/ x
ning tema jaotusfunktsioon on F(x)= —(\/_), O<x<lI.
s

Toestame koigepealt jaotustihedusele vastava jaotusfunktsiooni. Vaatame ainult piirkonda 0 < x <
1, sest kuna arkussiinusjaotus on nullist erinev ainult piirkonnas (0; 1), on tema jaotusfunktsioon
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F(x) = 0 piirkonnas x <0 ja F(x) = 1 piirkonnas x > 1.

P(X <x)=F(x)= j F(x)dx =

y:x/;:x:yzzdx:Zy-dy

—I I ! dx
_0 mlx(l X) 0 ﬂ«/(l—x Nx
J.\/i I —=dy= ()= 0:vx)=(0:vx)

]\/; _ 2- arcsm(\/; )
V4

2
=— [arcsin( 1N
V4

1
-y

Niiiid tuleb teha iilesande lahendamiseks muutujavahetus, et sobituda arkussiinusjaotuse valemiga:

Vaatame paare: x1=02>1=20
n=126n=24
) ] t—20
Vastav iileminekuvalem on ilmselt X= 1

Teeme tabeli meid huvitavatest temperatuuridest, vastavatest x-i vaartustest ning tihedusfunktsiooni
védrtustest:

t X F(x)
20,5 1/8 0,23
21 7 0,33
23 ¥4 0,67
23,5 7/8 0,77

Seega on vahemikus 21 °C kuni 23 °C ruumi temperatuur 0,67 — 0,33 = 34% ajast. Alla 20,5 °C voi
iile 23,5 °C on 0,23 + (1 — 0,77) = 46%. On huvitav mérkida, et tsiikliliste temperatuurimuutuste
korral piisib temperatuur kdige kauem vahemiku ekstreempunktide ldheduses ja kdige liihemat aega
ettendhtud temperatuuril. See omadus nihtub jaotustiheduse graafikust ja on intuitiivselt mdistetav,
vaadeldes siinuskOvera kulgu.

3.3 Juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Eespool nigime, et juhusliku suuruse jaotusseadus iseloomustab tdielikult juhuslikku suurust
toendosuslikult vaatekohalt. Jaotusseadus vdoimaldab leida juhusliku suurusega seotud iga siindmuse
toendosust. Jaotusseaduse pohikujudeks on teatavasti jaotustabel diskreetse juhusliku suuruse puhul
ja jaotusfunktsioon (jaotustihedus) pideva juhusliku suuruse korral.

Pideva suuruse korral on jaotustiheduse eksperimentaalne leidmine sageli viga kulukas ja
toomahukas iilesanne. Enamasti aga ei olegi jaotusseadust tarvis teada (ei ole tarvis nii tdielikku
infot). Piisab, kui kasutada nn juhusliku suuruse arvkarakteristikuid, mis iseloomustavad juhusliku
suuruse integraalseid omadusi. Ilma liialdamata voib Oelda, et tdendosusteooria rakendamisel
praktiliste iilesannete lahendamiseks on oluline osata kasutada juhusliku suuruse
arvkarakteristikuid, jattes korvale jaotusseadused.
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Olulisemateks arvkarakteristikuteks on keskvéirtus ja dispersioon. Peale nende pohikarakteristikute
kasutatakse veel suurt hulka teisi arvkarakteristikuid nagu kvantiilid, mediaan, mood, momendid,
asiimmeetriakordaja, ekstsessikordaja, karakteristlik funktsioon, entroopia jmt.

3.3.1 Keskvaartus

Keskviirtus on juhusliku suuruse tdhtsaim arvkarakteristik, mis iseloomustab juhusliku suuruse
paiknemist.

Juhusliku suuruse X keskviirtust tdhistatakse matemaatikas ja fiilisikas iisna mitmel erineval viisil.
Levinumad tdhistused on

m, my, m[x], P , <x> - flitisikute hulgas;
EX, M[X] — matemaatikute hulgas.

Siin tdhis m, M on voetud ingliskeelse sona mean (keskmine) esitdhest, £ aga on tulenenud
prantsuskeelse sona espérance (lootus, ootus) esitidhest.

Diskreetse juhusliku suuruse X = {x), x2, ..., X5} keskvéirtuseks nimetatakse suurust (arvu)

m= ) x.p- (3.11)
k=1

kus p, =P(X =x,).

Kui voimalike viaartuste hulk on loenduv, siis
m o= > xp (3.12)
k=1

kusjuures eeldatakse, et summa paremal koondub (on 16plik). Kui summa ei koondu, siis harilikult
keskvéartust juhuslikule suurusele ei omistata.

Pideva juhusliku suuruse X, mille jaotustihedus on f(x) ja vdimalike védrtuste hulk on kogu
reaaltelg, keskvaartuseks nimetatakse arvu

~+00

m(x) = j xf (x)dx (3.13)

—00

eeldusel, et integraal eksisteerib (koondub absoluutselt).

Mirkus. Valem keskviirtuse arvutamiseks langeb kokku valemiga varda massikeskme
arvutamiseks, kui varda mass on vordne iihega. Teisisonu, keskvddrtus on iihikmassiga varda
staatiline moment.

Valemi 3.13 edasiarendus x" keskviirtuse jaoks on:

m(x") = fx”f(x)dx, (3.14)
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Niide 3.5. Uhtlase jaotuse keskviirtus.

Uhtlase jaotuse jaotustihedus on defineeritud kui

|
R <x<b
fo=1p-—a “°° (3.15)
0,

mujal

Arvutame niiiid iihtlase jaotuse keskviirtuse kasutades valemit (3.13):

a

m= ]Ex-f(x)dxzjx-f(x)dx+jx-f(x)dx+Tx-f(x)dx:

—00 a

a b 0 b
:jx-de+Ix- ! dx+jx-0dx:0+jx- ! dx+0=

-0 a b_a b a b_a
_ 1 jxdxz 1 x_2 b: b’ —a’ :(b—a)(b+a):a+b
b-a- b—a\2) 2(b-a) 2(b—a) 2

See on 16igu [a; b] keskpunkt.

3.3.2 Keskmiste kasutamisest

Defineerime siinkohal veel modned keskmisi véddrtuseid kirjeldavad juhuslike suuruste
arvkarakteristikud:

. Mediaan on arv, millest suuremaid ja viiksemaid védrtuseid on variatsioonireas
tihepalju, ehk siis jaotusfunktsiooni kaudu véljendades F(x,,,,,)=0.5.

. Mood on tunnuse kdige sagedamini esinev vairtus.

. Kaalutud keskmine on arv, mis saadakse, kui aritmeetilise keskmise arvutamisel

antakse erinevatele véiirtustele erinevad kaalud. Kaaluks voivad olla niiteks
mootetulemuste standardhilbed.

Niide 3.6. Suvel mirgistatakse raadiomajakaga 9 kuldnokka, et teada saada kuldnokkade
keskmine rinde kestvus. Siigisel lahkusid kodik 9 kuldnokka Eestist, kuid vaatlusperioodi 16puks
suve alguses oli Eestisse tagasi joudnud ainult 7 kuldnokka, kelle ridnde kestvused olid vastavalt
146; 152; 152; 154; 156; 159; 159 pdeva. Mitu pédeva kestis sellel aastal keskmiselt kuldnokkade
rdnne?

Vastus: nihketa hinnang oleks mediaan, ehk 156 pideva. Aritmeetilist keskmist saab arvutada
ainult suve alguseks Eestisse tagasi joudnud lindude rdnnet arvesse vottes, see oleks 154
pdeva, kuid see ei arvesta voimalusega, et kadunud 2 lindu siiski kunagi, nditeks suvel, siiski
Joudsid tagasi. Ka annaks aritmeetiline keskmine selgelt nihutatud hinnangu juhul, kui moni
lindudest saabuks juba siigisel miskiparast Eestisse tagasi.
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Kui meid huvitab kodige tiilipilisem viirtus, siis seda nditab kodige suurema sagedusega véiirtus
mood. Mood on sageduse kdrgpunkt, ta ei niita, kas ja kui palju on temast suuremaid ja vihemaid
vadrtuseid. Nominaaltunnuste korral (niiteks rahvus, elukutse) leitakse keskmisena mood.

Mediaani leidmisel ei arvestata tunnuse vaartusi vaid ainult suurusjirjestust. Mediaani kasutatakse
siis, kui on eesmirgiks leida tdpne andmete jaotuse keskpunkt, vOi kui andmete hulgas on
ekstremaalseid viirtuseid, mis oluliselt mojutavad keskvidirtust.

Keskviirtus soltub koigist tunnuse védrtustest, kuid ta ei pruugi ise olla tunnuse véiirtus.
Keskviirtus voib sattuda vahemikku, kus tunnusel on véhe viirtuseid voi need puuduvad hoopis.
Siiski kasutatakse keskviirtust kiillalt sageli, sest ta on aluseks teiste statistiliste nditajate (nditeks
standardhilve, korrelatsioonikordaja) méadramisele.

Niide 3.7. Oletame, et iiks firma koosneb juhatajast ja 9-st todtajast. Tootajate kuupalk on 500
EUR, juhata kuupalk on 5500 EUR. Keskmine palk selles firmas on

m:9-500i|-01-5500 1000

Samas mediaanpalk selles firmas on keskmisest palgast poole viiksem, 500 EUR.

Uks teine firma koosneb neljast insenerist, kuupalgaga 1200 EUR ning koristajast, kuupalgaga
200 EUR. Keskmine palk selles firmas on

= 4-1200+1-200 ~1000.

Samas mediaanpalk selles firmas on keskmisest palgast suurem, 1200 EUR.

Seega, soltuvalt palkade jaotusest, vOib olla keskmine palk mediaanpalgast nii suurem kui ka
viiksem. Eesti keskmisena on siiski keskmine palk mediaanpalgast mérgatavalt kdrgem, seda tingib
ihelt poolt miinimumpalk, millest vdiksemat palka ei ole voimalik maksta, samuti tdsiasi, et meil
on teatud hulk inimesi, kes saavad iilisuuri palkasid. Niiteks oli statistikaameti andmeil Eestis 2010.
aastal tdisto0ajaga tootaja keskmine brutokuutootasu 819 eurot ja mediaan 688 eurot.

3.3.3 Dispersioon, ruuthélve ja standardhalve

Teades juhusliku suuruse keskviirtust, ei saa veel otsustada, milliseid viértusi juhuslik suurus voib
omandada ja kuidas nad on hajutatud keskvéaartuse iimber. Kui jaotustihedus on histi kitsas, kui
juhusliku suuruse hajuvus on viike, siis on keskviirtusest kiill, et iseloomustada juhuslikku suurust.
Kui aga jaotustihedus on lai ja lame? Meil on tarvis suurust, mis véimaldaks kvantitatiivselt hinnata
jaotuse ,.kitsust* voi ,,hajuvust®. Selliseks suuruseks on dispersioon.

Dispersiooni defineerimiseks toome esmalt sisse juhusliku suuruse hilbe ehk tsentreeritud juhusliku
suuruse:

& =x. —m[X]. (3.16)

Pole raske veenduda, et hélbe keskvéartus on vordne nulliga. Tdepoolest,
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& =0.

i
i=1

See on seletatav sellega, et voOimalikud hilbed on erinevate markidega ja summaarselt
kompenseeruvad. Jarelikult ei iseloomusta hidlve hajuvust. Tsentreerimine tdhendab geomeetriliselt
seda, et koordinaatide alguspunkt viiakse punkti m[X].

Juhusliku suuruse dispersiooniks (ingliskeelne nimetus variance) nimetatakse suurust
, (3.17)

mis voetakse iiheks hajuvuse karakteristikuks. Seega on dispersioon juhusliku suuruse iitheks nn
juhuslikkuse médra iseloomustajaks.

Teised levinumad tihised dispersioonile on veel o’ (dispersioon on siin tihistatud kui
standardhilbe ruut). Kédesolevas kursuses kasutame dispersioonile tdhist D.

ja kui tahame rohutada voi esile tuua, millise juhuliku suurusega on tegu, siis tdhist D(X).

Vastavalt definitsioonile (3.17) on diskreetse juhusliku suuruse dispersiooni arvutusvalem

D = Y (x,-m)p,. (3.18)

i

Niisiis, tegu on tdendosustega kaalutud iiksikrealisatsioonide hidlvete ruutude summaga.
Analoogiliselt, pideva juhuliku suuruse korral annab (3.13)

D = T(x—m)2 f(x)dx. (3.19)

—00

Dispersiooni praktiliseks arvutamiseks sobib kasutada Steineri valemit:
D[X]=m[x?]-(m[x]}. (3.20)

Toestus: ldhtume valemist (3.19):
D[x]= T(X —m[X ]’ f(X)dX = T(XZ 2 X m[X |+ (X ]F ) (X)X =
- T(Xz)f(X)dX * T(—z X -m[X]) f(X)dx +T(m[x I f(X)dx =
:m[Xz]—Z-m[X]-TX-f(X)dX +(m[X])2-Tf(X)dX = ,

= m{X* |- 2-m[x]-mX ]+ (u[X ]} -1 = m{x° ]~ (n[x ]

Dispersiooni ruutjuurt nimetatakse standardhilbeks, ruutkeskmiseks hilbeks ehk ruuthdlbeks.
Definitsioonidest on n#ha, et dispersiooni dimensioon on vOrdne juhusliku suuruse dimensiooni
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(mootiihiku) ruuduga, standardhilbe dimensiooniks on aga juhusliku suuruse dimensioon. Seetdttu
kasutatakse praktikas harilikult standardhilvet.

Mootemiadramatuste arvutamisel kasutatakse alati standardhilvet!!!

o=+D (3.21)

Niide 3.8. Tiringuvisete keskviirtus ning standardhilve.

Lahendamiseks teeme kdigepealt tabeli:

X x? x-m (x-— m)2 Di
1 1 -2,5 6,25 1/6
2 4 -1,5 225 1/6
3 9 -0,5 0,25 1/6
4 16 0,5 0,25 1/6
5 25 1,5 225 1/6
6 36 2,5 6,25 1/6
z 21 91 0 17,5 1

Leiame koigepealt keskvéidrtuse, lahtudes valemist (2.11):

m=Y x.p, =é-21=3,5.

k=1
Léhtudes valemist (2.19), saame:

D=>(x,—m)p, :17,5% ~292.

Lahtudes Steineri valemist (2.21), saame:

D =m[X*]-m’ = %—3,52 ~1517-1225=2,92.

Tiaringuviske standardhélve on

o(x)=+/D(x) =+/2,92 =1,71.

Naide 3.9. Uhtlase jaotuse standardhiilve.

Uhtlase jaotuse jaotustihedus on:

1
f(xX)=1b-a’
0,
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Uhtlase jaotuse keskviirtuse leidsime juba varem niites 3.5:

2 b 2\? 2 2 _
m(x):jx 1 dx = 1 jxdx: 1 (x :b a :(b a)(b+a):a+b
: b-a  b-ay b-a\2), 20-a) 20b-a) 2

Dispersiooni arvutamisel kasutame Steineri valemit (3.20). Leiame esmalt teist jarku algmomendi
(ehk X keskviirtuse):

t 1 1% 1 (X ’
2 = 2 d = zd = e =
m(x”) .[x P x b—ajx x ( l

/ / b—al\ 3
B b -a’ B (b—a)a®>+ab+b?) B a’ +ab+b*
3(b-a) 3(b—a) 3 '
Niiiid saame

D(x):m(xz)—(m(x))zza +ab+b _((l+bj _

3 2
B 4a® + 4ab + 4b* —3a* — 6ab — 3b* B a’ —2ab+b* B (b—-a)’
12 12 12

Standardhilve tuleb siis

o(x) = /D(x) :%b;“ ~ 0,577 b;“.

ULESANDED

Ulesanne 3.15. Jaotusfunktsioon on defineeritud jirgmiselt:

S5x, 1<x<2

0, mujal

f(X)={

Tee funktsiooni graafik, hinda silma jdrgi, kui suur voiks olla keskviirtus. Arvuta antud funktsiooni
tapne keskviirtus, kanna see joonisele.

Lahendus:

[e] 2 3
m(x):jf(x)-x-dxz!sﬁ-dx:-%gzg-(8—1)=3—;:11,67

Keskviirtus on viljaspool funktsiooni midramispiirkonda, kuid sisuliselt ei saa see nii olla. Kus on
viga?

Kontrollime jaotusfunktsiooni vastavust normeerimistingimusele:
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© 2 2
5x°1, 5 15
dy=[5x-di="?=2.4-1)=—=75=1
jwf(x)x!xx li=5@-n==

Seega ei olegi tegemist jaotusfunktsiooniga!!!

Ulesanne 3.16. Kolmnurkjaotust vdib defineerida ka jirgnevalt: piirkondades x < 0 ning x > b on
tema vaartus 0; vahemikus [0; b] on tema védrtus iihtlaselt kasvav (f(x) = cx). Arvuta koefitsient c,
jaotusfunktsioon, keskvéirtus ja mediaan ning standardhélve. Leia tdendosus, et siindmus satuks
piirkonda (m £ ¢); (m = 20). Joonista graafik ning kanna sellele keskvéértus ja mediaan ning viiruta
piirkond (m + 20).

Lahendus:

Kuna peab kehtima normeerimistingimus, siis

) b 2 2
jcx-dx:_[cx-dx:c-% ; :c-(b )El = c:l
0

—00

Seega on selle kolmnurkjaotuse tihedusfunktsioon:

E x<b
f)=9p*’ o
0, mujal

Leiame niitid jaotusfunktsiooni:

2x 2x x°
F(X) = jb—zdx = jb—zdx = b_2

—o 0
Arvutame niiud keskviirtuse:
b b 3\? 3
m()c)zj-xz—icdx:l2 )czclxzi2 * :&ngzo,&b
b b b’ 3 3

0

Arvutame mediaani kasutades jaotusfunktsiooni:

2
X

F(x):b——O,S = x=4/0,5-b=0,71b

~ =
Arvutame standardhilbe arvutamiseks vajaliku x, keskviirtuse:

b b 4\’ 4 2
m(x2)=fx22—xdx=3 x*dx = Z(XTJ =%:%'
0 0

Arvutame standardhilbe, kasutades Steineri valemit:
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)~y = |2 _(2bY L4 _ b
o(x)=4m(x")—-m(x) = 5 (3) b > 9" Uis

Leiame jaotusfunktsiooni véértused meid huvitavates punktides:

m—20 = zb —2—b ~ b(0,67-0,48)=0,19b
37 V18
2 b
m—o=—b—-———=b(0,67-0,24) =0,43b
37 18
2 b
m+o=—b+—=b(0,67+0,24)=0,91b
37 18
m+20 =gb+2—b ~b(0,67+0,48)=115b
37 18

F(m—-20)~ F(0,195) = 0,19° = 0,036
F(m—o)~ F(0,43b) = 0,43> = 0,185
F(m+0o)~ F(091b) =091 = 0,328
F(m+20)=F(1,15p) =1

P(m +0)=0,828 - 0,185 = 0,643 = 64,3%

P(m +20)=1-0,036 =0,964 = 96,4%

Ulesanne 3.17. Kolmnurkjaotuse jaotustihedus on defineeritud jéirgnevalt: piirkondades x < 5
ning x > 8 on tema véairtus 0; vahemikus [5; 8] on tema véirtus iihtlaselt kasvav (fix) = cx). Leia
koefitsient c; jaotusfunktsioon; keskviirtus, mediaan; standardhilve; tdendosus, et siindmus satuks
piirkonda (m(x), 12)?

Vastused:
0; x<5
2
c=£; F(x)= 1i—2; S5<x<8; m(x)=6,62; med=1/§ ;s(x)=0822; P=0,517
39 3 39 2
1; x>8

3.4 Valik pideva juhusliku suuruse jaotusseaduseid

Erinevate protsesside kirjeldamiseks on maailmas loodud viéga palju erinevaid jaotusseaduseid.
Antud kursuse raames vaatleme neist ainult monda olulisemat.
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3.4.1 Uhtlane jaotus

Pideva juhusliku suuruse X iihtlaseks jaotuseks (ka ristkiilikjaotuseks) 16igul [a; b] nimetatakse
jaotust, mille jaotustihedus sellel 16igul on nullist erinev konstant. Kuna peab kehtima
normeerimistingimus, siis

['e]

b
jc-dx=jc-dx=c-xz:c-(b—a)zl = c:b1

—a

Seega on iihtlase jaotuse jaotustihedus:

1 <
fx)=1b- (3.22)
0, mujal

Joonisel 3.8 on toodud iihtlase jaotuse jaotustiheduse graafik.

f(x) S iimmeetriatelg
A

il #r x

@2 P

Joonis 3.8. Uhtlase jaotuse jaotustihedus.

Uhtlase jaotuse keskviirtus ja standardhilve on:

a+b

m(x) =

1 b—a~ b—a
\/5 )

Tuletuskdigud toodud vastavalt ndidetes 3.5 ja 3.9.

3.4.2 Eksponentjaotus

Eksponentjaotuse jaotustihedus f{#) ja jaotusfunktsioon F(¢) on:

f ()= Aexp(-1r)
F(t)=1-exp(-At)’
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Siin A = 1/ ty, eksponentjaotuse keskviirtus ja standardhilve on mdlemad vordsed parameetriga t.

1.6 . . . .
1.4
1.2 =1
1.0 — Y
= 0.8} .
0.6} .
0.4} ]
0.2} ]
0.0 ' ' '

T

—_ O
ot
!

1.0

Joonis 3.9. Eksponentjaotuse jaotustihedus ja jaotusfunktsioon.

Niide 3.10. Radioaktiivse aine pooldumist kirjeldab valem f(¢)= lexp(—t/ t,), kus parameeter
t()

fo on antud aine poolestusaeg (ajaintervall, mille jooksul jdib ainet e = 2,718 korda vihemaks.
Tseesium 137 poolestusaeg on 43 aastat. Leia Cs pooldumise keskviirtus, mediaan ja
standardhilve.

Kasutame arvutuses poolestusaja poordvéartust A =1/1,:

| t
f ([) =A exp(—/lt) = 4—3 exp(— 4—3j
t
Fit)=1- exp(— 4—3j

Seega on eksponentjaotuse keskviirtus ja standardhilve vastavalt
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m(t) =o(t)=t, =43 aastat .

Leiame niiiid mediaanti:

F(t)=1—-exp(—-4At)=0,5 = exp(-4t)=0,5

— At =In(0,5)=-0,69 = = 069

=0,69-1, =0,69-43~ 30

Seega on tseesiumi pooldumise keskvidirtus 43 aastat, aga mediaan 30 aastat. Teisiti vdib mediaanviértust
sonastada nii, et 30 aastaga on pool esialgsest tseesiumi kogusest dra pooldunud.

3.4.3 Normaaljaotus

Normaaljaotus e. Gaussi jaotus on iiks tdhtsamaid jaotusseadusi juhuslikele suurustele, mis on
jaotunud kogu reaalteljele ja voivad omandada viéirtusi vahemikus (- o0, 00).

Juhusliku suuruse jaotust nimetatakse normaaljaotuseks ehk Gaussi jaotuseks, kui jaotustihedus
on

_ 1 _(x-a)’
f(x)= Yoy exp( = j, (3.23)

Kus a on fikseeritud reaalarv (vdib olla nii negatiivne kui positiivne, aga vdib olla ka null), ja o >0
on fikseeritud positiivne reaalarv. Antud loengukursuse raames me ei tdesta, vaid ainult
konstateerime, et parameeter a on normaaljaotuse keskviirtus ja o on normaaljaotuse
standardhalve.

Jaotustiheduse méadramispiirkond on kogu reaaltelg R (s.t argument x voib omandada viirtusi kogu
reaalteljel).

Normaaljaotuse tiheduse graafik on parameetrite a = 2, o = 1 korral toodud joonisel 3.9.
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J(x)

04 7

037

0.2 7

0.1

Joonis 3.9. Normaaljaotuse jaotustihedus.

Parameetri ¢ muutumisel joone asend muutub x-telje suhtes: a kasvades jaotus nihkub paremale
(toimub kujundi x-telje sihiline paralleelliike). Mida suurem on a, seda paremal paikneb kover

(joonis 3.10).

=
v

Joonis 3.10. Erinevad normaaljaotused ¢ = 1 korral: a = -2 (kdver f3(x)), a =0 (kdver f2(x)) jaa=2

(kdver £1(x)).

Kui parameeter o kasvab, siis kahanevad funktsiooni véirtused ja joon muutub lamedamaks —
kover surutakse kokku y-telje suunas. Kui o kahaneb, siis muutub joon teravatipulisemaks — kdver
venitatakse vélja y-telje suunas (joonis 3.11).
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f1(x) A
J2(x)
f03 (x) 0.5

Joonis 3.11. Normaaljaotus (a = 0) erinevate o-de korral: fI(x )—o =1, f2(x)—c=2 jaf03(x)—o
=0,3.

Paljud looduses toimuvad protsessid on kirjeldatavad normaaljaotuse abil: loomulik miira,
transpordivoo kiirus, teatud vanuseriithma meeste, naiste ja laste pikkus, vererdohk jne.

Nagu teistegi jaotusseaduste puhul, on ka normaaljaotuse puhul mingisse intervalli sattumise
toendosuse leidmiseks vaja teada tema jaotusfunktsiooni. Praktikas ei ole normaaljaotuse (3.23)
integreerimine just lihtne iilesanne. Selles loengukursuses me ei tdesta, et normaaljaotuse
jaotusfunktsioon on:

F(x)= 1{1+erf(w_ﬂ

erf(x) =

x , (3.24)
2 J- 5
— | exp(—t~)dt
NExS

Siin  erf(x) tdhistab veafunktsiooni. Praktiliste {iilesannete lahendamisel kasutatakse

valmisprogrammide abi. Mathcad’is on normaaljaotuse parameetritega a ja ¢ jaotustihedus kohal x
arvutatav funktsiooniga dnorm(x, a, 6) ning jaotusfunktsioon kohal x funktsiooniga pnorm(x, a, G).

Excel’is on jaotustihedus arvutatav kdsuga normdist(x, a, o, 0) ning jaotusfunktsioon kdsuga
normdist(x, a, o, 1).

Naiide 3.11. Arvutame viilja tdendosuse et normaaljaotuse puhul satuks siindmus intervalli (a * ),
(a = 20), (a £ 30). Kuna need tdenédosused ei soltu jaotuse parameetritest, siis valime vdimalikult
lihtsad parameetrid, niiteks a = 0 ja o = 1. Leiame Excel’i abil meid huvitavad jaotusfunktsiooni
vidrtused:

Normdist(-3, 0, 1, 1) =0,00135
Normdist(-2, 0, 1, 1) =0,0228
Normdist(-1, 0, 1, 1) = 0,159
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Normdist(1, 0, 1, 1) = 0,841
Normdist(2, 0, 1, 1) =0,9772
Normdist(3, 0, 1, 1) = 0,99865

Tegelikult piisaks ka neist ainult esimese kolme arvutamisest, sest normaaljaotus on siimmeetriline,
ning seega on tdendosus, et toimub siindmus x < a — z vOrdne tdendosusega, et toimub siindmus x >
a+z.

P(a £ 306) =0,99865 — 0,00135 = 0,9973 = 99,73 %
P(a +30) =1-2(0,00135) = 0,9973= 99,73 %
P(a +20) =1 -2(0,0228) =0,9545 =95,45 %
P(a +10) =1-2(0,159) =0,6827 =68,27 %

Seega satub vahemikku + 1o ligikaudu 68 %, vahemikku * 2¢ ligikaudu 95 % ja vahemikku * 3¢
ligikaudu 99,7 % stindmustest.

Normaaljaotust, kus keskvédrtus a = 0 ja standardhidlve ¢ = 1 nimetatakse standardiseeritud
normaaljaotuseks N(0; 1).

Uleminekuvalem suvaliselt normaaljaotuselt X ~ N(a; o) standardiseerutud normaaljaotuseks on:

X —a

~ N(Osl).

Ulesanne 3.18. Olgu teada, et 20-aastaste noormeeste pikkused alluvad normaaljaotusele
keskviirtusega a = 183 cm ja standardhélbega o = 7 cm. Kui suur osa noormeestest on pikemad kui
2 m; pikemad kui 2,1 m; pikkuse vahemikus 180 cm kuni 190 cm?

Lahendus: (kasutades Exceli funktsiooni NORMDIST):

P(X >200)=1-P(X <200) =1-F(200) =1- NORMDIST (200;183;7;1) =1-0,992421 = 0,007579
P(X >210)=1-P(X <210)=1-F(210) =1- NORMDIST (210;183;7;1) =1-0,999943 = 0,000057
P(180< X <190) = P(X <190)—-P(X <180) = F(190)- F(180) =

=0,841345-0,334118 = 0,507227.

Ulesanne 3.19. Uhe giimnaasiumi sisseastumiskatseks on komplekstest. Testi tulemused alluvad
normaaljaotusele keskvéirtusega m = 500 punkti ja standardhédlbega ¢ = 100 punkti. 108-le kohale
oli 427 kandidaati. Toomas sai katsetel 598 punkti. Kas sellest peaks piisama giimnaasiumisse
péadsemiseks?

Lahendus: (kasutades Exceli funktsiooni NORMDIST):
Giimnaasiumisse voetakse vastu 108 / 427 = 0,25293 = 25,29% kandidaatidest.

P(X >573)=1-P(X <573)=1-F(598) =1- NORMDIST (573;500;100;1) =1-0,7673 = 0,2327 =~ 23%.
Kuna Toomas oli parima 23% sisseastujate seas ja vastu voeti 25,29%, siis peaks Toomase

tulemusest piisama gliimnaasiumisse padsemiseks.
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3.4.4 Studenti jaotus
Inglise teadlane Student, alias W.S. Gosset tdestas, et:

Kui X on normaalne juhuslik suurus, siis juhuslik suurus

7= —m|x] (3.25)
l/li.XN )

allub jaotusele tihedusega

tz -N/2
sy, ()=C 1+ . 3.26
w0 ( N_lj (3.26)
Siin C,_, on normeerimistegur. Jaotust (3.26) nimetatakse (N-1 vabadusastmega) Studenti

Jaotuseks. Studenti jaotus erinevate N —1 viirtuste korral on toodud joonisel 3.12, millelt on ka
ndha, kuidas see funktsioon vabadusastmete arvu kasvades ldheneb standardiseeritud
normaaljaotusele.

Joonis 3.12. Uhe, kahe, viie ja kiimne vabadusastmega Studenti jaotus s, (x) ning

standardiseeritud normaaljaotus f(x).

Studenti jaotuse oluline omadus on, et juhusliku suuruse 7' jaotusfunktsioon s,  (¢) soltub

vaid iihest parameetrist (nn vabadusastmete arvust) N —1 ja ei soltu iildse juhusliku suuruse
(moodetava suuruse) X konkreetsest dispersioonist ega keskvairtusest (kiill on aga oluline X
normaalsus). Selles mdttes on tegu universaalfunktsiooniga, mis iseloomustab suvaliste ithesuguse
normaaljaotusega juhuslike suuruste summa iildisi omadusi.

Otsene jdreldus asjaolust, et juhuslik suurus (3.25) allub Studenti jaotusele on, et usaldusnivoole p
vastav mootmistulemuse paiknemise intervall on esitatav kujul
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Ply — 1y, (pu(xn) < x < xv +ty, (puCan)|= p. (3.27)

Siin suurus 7, ,(p) on (Studenti) -kordaja — parandustegur etteantud usaldusnivoo p ja N —1
vabadusastme korral. f-kordaja on samuti ainult iihest parameetrist N sdltuv universaalne
usaldusnivoo funktsioon, mis on leitav Studenti jaotusest. Tavaliselt antakse 7-kordaja kindlate p

védrtuste jaoks tabuleeritult. Studenti f-kordaja tabuleeritud viirtused on toodud lisas 1. Mathcadis
+p

on t-kordaja leidmiseks funktsioon qt(l ,vj; Excelis funktsioon TINV(l - p,v).

Valemit (3.27) nimetatakse Studenti testiks.

Suurte N -ide korral 1dheb Studenti jaotus iile standardiseeritud normaaljaotuseks. Tabelis 1 toodud
Studenti #-kordaja tabelist on néha, et niiteks 7,(95%) — 4,30 ja 1,(99,73%) — 4,09 jne. Erinevus
on oluline alas N <30 ja véga oluline alas N <10.

Ulesanne 3.19. Olgu teada, et 20-aastaste noormeeste pikkused alluvad normaaljaotusele, jaotuse
parameetrite mddramiseks moddeti nelja 20-aastase noormehe pikkused. Keskmiseks noormeeste
pikkuseks tuli 181 cm standardhidlbega 8 cm. Lihtudes Studenti jaotusest, millisesse vahemikku
peaks jadama 95% noormeeste pikkused? Kui suur oleks see vahemik siis, kui mdddetud noormeeste
arv oleks olnud 607

Lahendus: (kasutades Exceli funktsiooni TINV:

t,(95%) =TINV (0,053) = 3,182

95% = m(x)£t,(95%)-s(x) =181£3,182-8 =181+ 25 = (156;206).
t5,(95%) = TINV (0,05:59) = 2,000

95% = m(x) £t5,(95%)-s(x) =181+£2,000-8 =181+16 = (165;197).

Seega samade parameetrite juures annab suurem valim tdpsema hinnangu.

Kidesoleva konspekti koostamisel on kasutatud prof. Rein RoOomu loengukonspekti
,» LToendosusteooria ja statistika, I vihik* materjale.
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1.5. Lisa 1. Studenti t-kordaja vaartused

Studenti #-kordaja véirtused ¢ (p) soOltuvalt vabadusastmete arvust v=N —1 ja soovitavast

usaldusnivoost p .

Vabadusastmete Osa D protsentides
avv=N-—-1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73"
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
0 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000

(I) Suuruse x jaoks, mida kirjeldab normaaljaotus keskviirtusega x ja standardhilbega o,
sisaldab vahemik xtko_  p=6827; 95,45 ja 99,73 protsenti jaotusest vastavalt k=1;2ja3
korral.

63



* *
* g *

!_..-r""'_.-""
Eurcopa Liit

Euroopa Sotsizalfond Eesti tuleviku heaks

Ee-f:ppe programm

Toendosusteooria ja statistika

II osa — Statistika
LOFY.03.056

Erko Jakobson, PhD

erko.jakobson @ut.ee

2013 kevad, Tartu



Sisukord

1

2

3

Statistilise andmeanaliilisi pOhIMOISTEA .......eevuviiiiiiiiiiiieeieeet e 3
1.1 UldKOGUM jA VAL ....c.oeieieieeieiecececececececece e sese s seseseeseesasesaees 3
1.2 Statistilise tunnuse karakteristikud............c.cooviiiiiiniiniiiiiec e 4

Statistilised hiipoteesid ja nende tOESLAMINE ............eeervieeeieeeeiieeeeiieerieeerreeereeesereeesareeeseeesaneees 6
2.1 Statistiliste hinnangute USAlAUSVAATSUS ........eerruiiiiiiiiiiiiieriie ettt 6
2.2 StatiStiliNg NUPOLEES ...ecuvveeeiiieeiieeeiie ettt et e e e e e st e e s eesaaeeeabeeessaeeensneesaseeennnes 6

2.2.1 Vead hiipoteeside KONtrollimisel.........cocueeriiiieiiiiiiiiiiiiieeieeeceeeeeeeee e 7

2.2.2 Statistiliste hiipoteeside tOEStAMINE .........cccueeerrieerieeeiiieeeireenieeesveeesreeeereeeareesreeens 7

Testid statistiliste hiipoteeside tOSTAMISEKS .......eeerviieriiieriieeriie ettt 8
3.1 F-test normaaljaotusega iildkogumite dispersioonide vordlemiseks ...........ccoceeveenieencnne. 9
3.2 Studenti t-test normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse keskvéirtuse kohta.................. 11

3.2.1 Studenti t-test keskvéartuse vordlemiseks konstandiga..........ccceeveveeeriiennieeniieeennnn. 11

322 Studenti t-test keskvéértuste vordlemiseks vordse dispersiooniga iildkogumite korral

.................................................................................................................................... 13

323 Studenti t-test keskvédrtuste vordlemiseks erineva dispersiooniga iildkogumite korral

.................................................................................................................................... 13

324 Studenti t-test keskvédrtuste vordlemiseks paarikaupa andmete korral..................... 15

Lisa 1. Studenti t-kordaja VAATTUSEd. ........ceeivieeiiieeiieeeiieecieeesieeesieeesree e e eveeeaaeesaaeeseaeeesnneees 23



1 Statistilise andmeanaltilisi pohimoisted

1.1 Uldkogum ja valim

Uldkogumi (populatsiooni) all mdeldakse teatavat ndhtust voi protsessi looduses voi iihiskonnas,
mida statistilise andmeanaliiiisi abil uuritakse. Uldkogumit kirjeldab 16putu hulk iseloomulikke
tunnuseid.

Valimi all mdistetakse iildkogumi kohta kittesaadavat modteinformatsiooni, s.o. Idplikku arvu
tunnuseid, mida moddetakse iildkogumi iiksikutel objektidel.

Néide 1.1:

Uldkogum Elementaarobjektid Moodetavad tunnused

Maailma jarved Uksikud jirved Pindala, kOrgus merepinnast,
sligavus, vee ldbipaistvus ...

Peipsi jirve vesi N kohas x ajal voetud | Temperatuur, pH, ldbipaistvus,

veeproovid virvus, hapnikusisaldus ...

Eesti ilmastik aastal 2012 Iga kolme tunni moOtmis- | Temperatuur, niiskus, dhurdhk,

andmed n ilmajaamast pilvisus, kiirgusbilanss ...

TTS loengukursus Uksikud iliopilased Sugu, vanus, pikkus, kaal,
hinded, IQ, eriala ...

Eesti metsad Uksikud metsatiikid Metsatuki keskmine vanus,
keskmine korgus, kasvukoha-
tiilip, aastane juurdekasv

Eesti metsad Uksikud puud Vanus, 14bimoot, korgus, liik,
aastane juurdekasv

Valim peab olema iildkogumit esindav (representatiivne). Selleks peab olema
1. valim kiillalt arvukas;
2. valimi jaotus ldhedane iildkogumi jaotusele.

Valimi koostamisel peab iildkogumi objektidel olema vOrdne tOendosus valimisse sattumiseks.
Lopmatu valimi korral peab valimi koostamise eeskiri olema iildkogumi suhtes iihtlase jaotusega.

Niide 1.2: Olgu iildkogumiks iihe giimnaasiumi Gpilased. Valimiks ei sobi siis niiteks koik
klasside 7 — 9 opilased. Valiku tegemiseks voib:

e nummerdada koik Opilased ning siis juhuslike arvude generaatori abil leida valimisse
minevad Opilased;

e valida valimisse koik dpilased, kelle isikukoodi viimane number on niiteks 3 voi 4;
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1.2 Statistilise tunnuse karakteristikud

Tunnuse karakteristikud on statistilist jaotust iseloomustavad parameetrid. Selgub, et viga paljudel
juhtudel ei olegi uuritava suuruse tépset jaotusseadust vaja teada (ja sageli see polekski reaalselt
voimalik), vaid piisab valimitest monede parameetrite leidmisest. Neist kdige tdhtsam on

keskviirtus ehk matemaatiline ootus:

ixi
(L.1)

m(x) = % = XXt Xy G
N N

Suuruse x hajuvust keskvéértuse m(x) imber kirjeldab empiiriline standardhélve:

o(x)= (1.2)

Suuruse x aritmeetilise keskviidrtuse hajuvust kirjeldab aritmeetilise keskmise empiiriline
standardhailve:

o _ (1.3)

o(x)= \/ﬁ =

Lisaks kasutatakse statistikas veel palju erinevaid karakteristikuid (assiimeetria kordaja, ekstsess,
geomeetriline ja kaalutud keskmine, kvantiilid ja kvartiilid, mood jne), kuid selle kursuse

raamidesse need ei mahu.



Naiide 1.3: Olgu iildkogumiks iihe ilmajaama kahe meetri temperatuur iihel pieval. Valimiks vdeti
iga kolme tunni tagant mdoddetud temperatuur. Modtmisandmed olid jargmised: (12; 9; 8; 15; 21;
22;19; 16) °C. Teeme tabeli:

nr x x-mx) | (x-m)
1 12 -3 9
2 8 =7 49
3 7 -8 64
4 15 0 0
5 21 6 36
6 22 7 49
7 19 4 16
8 16 1 1
SUM 120 0 224
AVER 15,0

Valimi keskviirtuseks on:

200"
= - ~ 32 =566°C.
N-1 7

Valimi aritmeetilise keskmise empiiriline standardhilve on:

o()—c):‘j/%)z%:ﬁ:zc’c.

Valimi empiiriline standardhélve annab infot tiksikute moddetud temperatuuride (iiksikelementide)
hajuvuse kohta; aritmeetilise keskmise standardhidlve annab infot valimi keskvddrtuse hajuvuse
kohta tildkogumi keskvéértusest.



2 Statistilised hluipoteesid ja nende toestamine

2.1 Statistiliste hinnangute usaldusvaarsus

Statistilise andmeanaliiiisi  pohiiilesandeks on  tunnuste parameetrite  hindamine ning
tunnustevaheliste seoste otsimine ja kindlakstegemine. Hinnatakse nii tunnuste viirtusi endid kui ka
nende hinnangute usaldusviirsust. Usaldusvéidrsuse hindamise vajadus tekib seoses sellega, et me
tahame meile valimi kujul kittesaadava informatsiooni pdhjal otsustada iildkogumis kehtivate
seoste iile. Kas see otsus on usaldusvéirne ja kui suure vea me teeme iildkogumi kohta otsustades?
Usaldusviirsuse hindamise kriteeriumina anname ette statistilise olulisuse nivoo a, mis néitab, kui
suur on tdendosus teha viga tildistades valimi pohjal tehtud jdreldusi tildkogumi kohta.

2.2 Statistiline hipotees

Statistiline hiipotees on viide iildkogumi voi tema parameetrite kohta. Kontrollimiseks esitatakse
alati kaks teineteist vilistavat hiipoteesi, millest ainult {iks saab olla tdene:

e sisukaks hiipoteesiks H1 nimetatakse véidet, mida soovitakse tdestada;
e nullhiipoteesiks HO nimetatakse sisuka hiipoteesi vastuviidet.

Sisukas hiipotees tuleb olemasolevate andmete pdohjal tdestada voOi tagasi liikkata. Nullhiipoteesi ei
ole voimalik tdestada, selle vastuvotmine voib tdhendada lihtsalt uuringute jatkamist.

Niited parameetri kohta kéivatest hiipoteesidest:

e HO:v=vy
HI1: v #vy
Kdige lihtsam hiipotees parameetri v véddrtuse kohta on viide, et see parameeter on vOrdne
mingi konstandiga vy.

e HO:v=<vy
HIl:v>wvy
Uhepoolne hiipotees, mis vdidab, et parameetri v véddrtus on mingist teadaolevast arvust vg
suurem.

e HO:v>vyg
Hl:v<wvy
Uhepoolne hiipotees, mis viidab, et parameetri v viirtus on viiksem kui mingi teadaolev
konstant v.



2.2.1 Vead hiupoteeside kontrollimisel

Et otsustusi tehakse valimi pdohjal, siis kaasnevad sellega paratamatult vead. Vdimalikud on
jargmised vead:

Voetakse vastu HO Voetakse vastu H1
Kehtib HO Oige 1. liiki viga
Kehtib H1 2. liiki viga Oige

Hiipoteesid sOnastatakse nii, et eriti ebasoovitav on esimest liiki viga. Seda arvestades
konstrueeritakse otsuse vastuvotmise kriteerium nii, et esimest liiki vea tegemise suurim lubatav
tdoendosus (olulisuse nivoo a) oleks voimalikult vdike. Olulisuse nivooks valitakse mingi véike arv,
sageli 0,1; 0,05; 0,01 (soltuvalt selles, kui rasketele tagajirgedele voib 1. liiki vea tegemine viia).
Fiiiisikas kasutatakse tavaliselt olulisuse nivood 0,05. Uldiselt toimub esimest liiki vea tdendosuse
vihendamine teist liiki vea arvelt.

Naide 2.1: Olgu meil piistitatud jirgmine hiipoteeside paar:

HO: geenmuundatud toit kujutab ohtu inimeste tervisele;
H1: geenmuundatud toit ei kujuta ohtu inimeste tervisele.

1. liiki viga tehakse siis, kui voetakse vastu sisukas hiipotees H1 ning lubatakse kasutada GMO
toiduained ning alles hiljem selgub, et see rikub inimeste tervist.

2. litkki viga tehakse siis, kui jdiddakse nullhiipoteesi HO juurde ja ei lubata kasutada GMO
toiduaineid, kuigi need ei kujutaks ohtu inimese tervisele.

2.2.2 Statistiliste hiipoteeside toestamine

Hiipoteeside kontrollimisel piiiitakse tdestada sisukas hiipotees nullhiipoteesi kummutamise teel.
Selleks arvutatakse valimi andmete pdhjal teatud teststatistik, mille teoreetiline jaotus nullhiipoteesi
kehtivuse korral on teada. Juhul kui leitud teststatistiku vaidrtus on ebatdenidoline, vOrreldes tema
teoreetilise jaotusega, loetakse nullhiipotees kummutatuks ja sisukas hiipotees tdestatuks. Kui
sisukat hiipoteesi tdestada ei dnnestu, jaddakse nullhiipoteesi juurde, mis voib tdhendada nii seda, et

1) olukord vastas nullhiipoteesile;
kui ka seda, et

2) valimi maht oli liiga viike sisuka hiipoteesi tdestamiseks.



3 Testid statistiliste hipoteeside toestamiseks

Statistiliste hiipoteeside tOestamiseks kasutatakse erinevaid teste. Millist valida, sdltub tunnuse
tiitibist, tunnuse jaotusest, valimi suurusest ja testitavast karakteristikust.

Tunnuse jaotuse kohta tehtavatest eeldustest ldhtudes jagatakse testid parameetrilisteks ja
mitteparameetrilisteks.

Parameetrilised testid — nende puhul eeldatakse, et uuritav juhuslik suurus allub mingile tuntud
tiitipjaotusele. Koige sagedamini eeldatakse, et tunnus allub normaaljaotusele.

Mitteparameetrilised testid ei tee eeldusi uuritava tunnuse jaotuse kohta. Mitteparameetrilised
jaotused on teoreetiliselt paremini pohjendatud, kuid nende vOimsus on reeglina vdiksem kui
parameetrilistel testidel, sest nad raiskavad eelinformatsiooni tunnuse jaotusseaduse kohta.

3.1 Pearsoni X?-test jaotusseadusele alluvuse testimiseks

Pearsoni Xz—testi kasutatakse empiirilise jaotuse vordlemiseks mone klassikalise jaotusseadusega,
enamasti nditeks normaaljaotusega. Esiteks tuleb leida jaotuse parameetrite sobivad vidirtused
(hinnangud), seejirel arvutatakse empiirilisele sagedustabelile vastavad teoreetilised sagedused ning
16puks otsustatakse empiiriliste ja teoreetiliste sageduste kooskdla iile Pearsoni y*-testi abil.

Valimi jaotuse vOrdlemiseks teoreetilise jaotusega tuleb andmed jagada klassidesse. Rusikareegel
on, et klasside arv k voiks olla ligikaudu vordne ruutjuurega valimi suurusest. Teoreetilise jaotuse,
nditeks normaaljaotuse jaoks, arvutatakse samuti vélja erinevatesse klassidesse sattuvate elementide
arv, kusjuures teoreetilise jaotuse parameetriteks kasutatakse valimi keskvéartust ning
standardhidlvet. Valimi ja teoreetilise sageduse kooskOla hindamiseks arvutatakse Xz—statistik
valemiga:

kus  n; on i-ndasse klassi sattunud valimi elementide arv;
n, on i-ndasse klassi sattunud teoreetilise jaotuse elementide arv;

k on klasside arv.

Kui vaadeldav valim oleks oletatava teoreetilise jaotusega (normaaljaotusega) iildkogumist, siis on
Xz—statistik Xz—jaotusega vabadusastmete arvuga

v=k-r-1,
kus k on klasside arv;

r on teoreetilise jaotuse parameetrite arv, mida on hinnatud valimist. Normaaljaotuse puhul
arvutatakse valimist keskvéértus ning standardhilve, seega on r = 2.

Excelis arvutatakse y*-jaotuse tiiendjaotusfunktsiooni virtuseid funktsiooniga
o = CHITEST(%; v).

HO juurde (valim allub vorreldavale teoreetilisele jaotusele) tuleb jiddda, kui a > 0,05;
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H1 on tdestatud (valim EI ALLU vorreldavale teoreetilisele jaotusele), kui a < 0,05.

0.8 \ \ *;’
N AR AN ;
IR NN 10
cos L AN a
ol AN

0.3 \ \ \ Xzzzk:(""_ﬁ")z
1SRN
o1\

0 5 10 15 20 25 30 35 40
X2

Joonis 3.1. xz—jaotuse tdiendjaotusfunktsioon sdltuvalt vabadusastmete arvust (erinevad virvid). H1
leiab kinnitust 95% usaldusnivool, kui funktsiooni viirtus on viiksem kui 0,05 (ehk punasest
joonest all pool).

3.2 F-test normaaljaotusega lildkogumite dispersioonide vordlemiseks

Olgu 512 ja 55 normaaljaotusega tildkogumist périt valimite dispersioonid. Jérjestame iildkogumid
.. 2
ni, ets;” >

Olgu nullhiipoteesiks viide, et valimid on iihesuguse dispersiooniga tildkogumitest:
HO: 5,% = s,°.

Sisukaks hiipoteesiks on viide, et valimid on erinevate dispersioonidega tildkogumitest:
HI: 5% # 557

Dispersioonide vOordlemiseks arvutatakse F-statistik:

mis on eelduse s12 = 522 korral F-jaotusega juhuslik suurus, vabadusastmete arvuga Ny — 1 ja N, — 1,
kus N ja N, on vastavate valimite mahud.



Sisukas hiipotees H1 loetakse toestatuks, kui

kus F, on F-jaotuse o/2 tdiendkvantiil, vabadusastmete arvuga N; — 1 ja N, — 1. Tdenédosus

—,N,-1;N,-1
M 2

eksida, vottes vastu otsuse, et valimitele vastavate iildkogumite dispersioonid on erinevad, on
maksimaalselt a.

2
Kui F=>_<F

a
& N~;N,-1
S 2T

arvutamiseks on nditeks Excelis kidsk x = FINV(o; Ny — 1; N, — 1).

, siis tuleb jddda nullhiipoteesi HO juurde. F-jaotuse tdiendkvantiili

Alternatiivne lihenemine on leida tdeniosus, et F-jaotus parameetritega N; — 1; N, — 1 on suurem
kui arvutatud F-statistik. Selleks on Excelis kdsk o = FDIST(F; N; — 1; N> — 1). Saadav tGenéosus o
nditab, kui suur on tdendosus teha esimest liiki viga, vottes vastu iihepoolse sisuka hiipoteesi.
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2 3 4 5
F-statistik

Esimest liiki vea toenaosus a
o
(6]
o
o
o
o

o ¢
o

©
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o

Joonis 3.1. Esimest liiki vea tdendosus o sodltuvalt F-statistikust ning valimite vabadusastmete
arvust ithepoolse hiipoteesi korral.

OLULINE: F-jaotuse kuju soltub vabadusastmete jarjekorrast, ehk FDIST(x;3;5) # FDIST(x;5;3).

Niide 3.1: 2012. aastal tegi iihes aines kontrolltod 82 tudengit ning tulemuste keskviirtus oli
m_2012 = 73,3 ning standardhilve oli s_2012 = 18,7.
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2013 aastal tegi kontrolltod 89 tudengit ning tulemuste keskvédirtus oli m_2013 = 59,3 ning
standardhidlve oli s_2013 = 19,1. Kas kontrolltodde tulemuste dispersioonid on iihesugused
usaldusnivool 95%?

Lahendus:
2 2

F-statistik on F = % = 19’12 =1,043.

s, 18,7
F-jaotuse o/2 tdiendkvantiil on F, = FINV(0,025;81;88) =1,533.

S MlN-l

Kuna F =1,043< F, =1,533, siis tuleb jiddda nullhiipoteesi juurde ehk 2012. ja 2013. aasta

SN,

kontrolltoode dispersioonid olid vordsed.

Kui tahta teada, kui suur on tdeniosus teha esimest liiki viga, vottes vastu iithepoolse sisuka
hiipoteesi, kasutame funktsiooni FDIST:

a = FDIST (1,043;81;88) = 0,422 .

Seega — tuleb jddda nullhiipoteesi juurde. Kui votta vastu sisukas hiipotees, et dispersioonid on
erinevad, siis on esimest liiki vea tegemise tdendosus 42%.

3.3 Studenti t-test normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse
keskvaartuse kohta

3.3.1 Studenti t-test keskvaartuse vordlemiseks konstandiga
Studenti test ehk t-test on normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse keskvairtuste vordlemiseks.

T-testi puhul kasutatakse t-statistikut ehk Studenti suhet, mille védrtuse saab arvutada valimist
jargnevalt:

t:mf—zo
s(z)

siin N on valimi maht ja s(z) on standardhdlve. Saab tdestada, et kui iildkogum allub
normaaljaotusele, siis t-statistik allub N — 1 vabadusastmega Studenti jaotusele. Meenutame, et
Studenti jaotus soltus ainult vabadusastmete arvust ning soovitud usaldusnivoost.

Studenti testi puhul peab sisuka hiipoteesi vastuvotmiseks olema tdidetud tingimus:

e iihepoolse hiipoteesi puhul |t| >ty

e kahepoolse hiipoteesi puhul |t| >t

b
vV

(SRR

siin ¢, , on Studenti parameeter, mis soltub soovitud usaldusnivoost a ning vabadusastmete arvust

v =N — 1, nditeks Excelis on Studenti parameeter arvutatav kdasuga TINV (a; v).
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Niiteks olulisuse nivoo a = 0,05 puhul tuleb iithepoolse hiipoteesi kontrollimisel kasutada o = 0,05,
kahepoolse hiipoteesi kontrollimisel aga a = 0,025, sest viga voib tulla mdlemas suunas.

Alternatiivne ldhenemine on leida tdendosus, et t-jaotus vabadusastmete arvuga v = N — 1 on
suurem kui arvutatud t-statistik. Selleks on Excelis kidsk o = TDIST(¢; Ny — 1; tails). Siin parameetri
tails vairtusest soltub, kas ldhtutakse ithepoolsest (tails = 1) vdi kahepoolsest (fails = 2) hiipoteesist.
Saadav tdendosus o nditab, kui suur on tdendosus teha esimest liiki viga, vottes vastu sisuka
hiipoteesi.

Niide 3.2: 2013 aastal tegi iihes aines kontrolltéd 89 tudengit ning tulemuste keskviirtus oli
m_2013 = 59,3 punkti ning standardhélve oli s_2013 = 19,1 punkti. Varasemate aastate keskmine
kontrolltdo tulemus oli 67 punkti. Kas 2013. aasta kontrollto6 tulemused olid oluliselt madalamad
varasemate aastate keskmisest usaldusnivool 95%?

Lahendus:
Paneme kirja hiipoteesid:

HO0:2013. aasta kontrolltoo tulemused ei olnud oluliselt madalamad kui varasemate aastate
keskmine.

H1:2013. aasta kontrolltoo tulemused olid oluliselt madalamad kui varasemate aastate keskmine.

Leiame t-statistiku:

r=JNZT% - Jgg 877993 14
s(2) 19,1

Kuna meil on tegemist ithepoolse hiipoteesiga, siis

ty, =1ysss = TINV(0,05:88) = 1,987
Kuna 1 =3,80 <1, s s = 1,987, siis saab vastu votta sisuka hiipoteesi.

Alternatiivne voimalus iilesannet lahendada on leida esimest liiki vea tegemise tdendosus:
a = TDIST(t; Ny — 1; tails) = TDIST(3,80; 88; 1) = 0,00013 = 0,013%

Kuna esimest liiki vea tegemise tdendosus o = 0,013% on viiksem kui lubatud 5%, siis voib vastu
votta sisuka hiipoteesi.

Arendame {iilesannet edasi — kas samade keskviirtuste ja standardhélvete viidrtustega saaks sisuka
hiipoteesi vastu votta ka siis, kui tudengeid oleks olnud ainut 20?

r=JNZT2 2 50877993 603
s(2) 19.1

a = TDIST(t; N — 1; tails) = TDIST(1,803; 19; 1) = 0,0436 = 4,4%

12



Kuna esimest liiki vea tegemise tdendosus o = 4,3% on viiksem kui lubatud 5%, siis voib ka sellel
juhul vastu votta sisuka hiipoteesi.

3.3.2 Studenti t-test keskvaartuste vordlemiseks vordse dispersiooniga
uldkogumite korral

Olgu meil teada kahe normaaljaotusega iildkogumi valimi aritmeetilised keskmised ning
standardhilbed. Oletame, et valimid on vordse dispersiooniga iildkogumitest (saab kontrollida
nditeks F-testiga). Keskmiste vordlemiseks arvutatakse t-statistik:

X=X
NN, | [V =12+ (N, -1)57 ]
N,-N, N, +N,-2

Vabadusastmete arv Studenti parameetri arvutamiseks on:

v=N+N,-2.

3.3.3 Studenti t-test keskvaartuste vordlemiseks erineva dispersiooniga
uldkogumite korral

Olgu meil teada kahe normaaljaotusega iildkogumi valimi aritmeetilised keskmised ning
standardhilbed. Oletame, et valimid on erineva dispersiooniga iildkogumitest (saab kontrollida
nditeks F-testiga). Keskmiste vordlemiseks arvutatakse t-statistik:

X=X
t= .
2 2
St 5
N, N,

Vabadusastmete arv Studenti parameetri arvutamiseks on:

Sz S : ’
Sy S

2\2 N2
N, N N,

N, +1 N,+1

Niide 3.3: Olgu meil kaks valimit normaaljaotusega iildkogumitest, nende valimi mahud,
keskviirtused ning standardhilbed on jargmised: Ny = 10; m(x;) =50; s(x;) = 15; Ny = 20; m(x;)
=45; s(x) = 10. Kas esimese iildkogu keskvairtus on oluliselt suurem teise iildkogu keskvéaartusest
usaldusnivool 95%?
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Lahendus:

Esmalt on vaja sooritada F-test kontrollimaks, kas iildkogumite dispersioonid on iihesugused voi
erinevad.

5. 157
F-statistik on F =—5=—— =225
s, 10

Kui tahta teada, kui suur on tOendosus teha esimest liiki viga, vottes vastu iithepoolse sisuka
hiipoteesi, kasutame funktsiooni FDIST:

a = FDIST (2,25;9;19) = 0,065 .
Kuna a =0,065 > 0,05, siis tuleb jiida HO juurde, ehk iildkogumite dispersioonid on tihesugused.

Leiame niiiid t-statistiku ning vastava vabadusastmete arvu ithesuguste dispersioonide eeldusel:

B X~ X 3 |5()—45| B
N +N, | [(N,=1)-57 +(N,-1)-5,’ [10+20] (10-1)-15* +(20-1)-10?
N,-N, N, +N, -2 10-20 10+20-2

= > - 5585 =1,090.

\/0,15[2025221900} ,

v=N+N,-2=10+20-2=28.
Esimest liiki vea tegemise tdendosus on:
a = TDIST(t; v; tails) = TDIST(1,09; 28; 1) = 0,143 = 14,3% > 5%.

Seega tuleb jddda nullhiipoteesi juurde, ehk esimese iildkogu keskviirtus ei ole oluliselt suurem
teise lildkogu keskvéadrtusest usaldusnivool 95%.

Kontrollime huvi pirast, kui suur tuleks o, kui dispersioonid oleksid olnud erinevad:

e Js0-4s 5 s
s12 s22 \/152 102 \/22,5 + 5 5,24 ’ '
NN, V10 20

Vabadusastmete arv Studenti parameetri arvutamiseks on:
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i 2 i 2 g 2 g 2 46,02 +1,19
N, N, 10 20
+ +

N,+1 N,+1 10+1 20+1

2 2?2
S8
NN (27,5) e (27.5)

Esimest liiki vea tegemise tdendosus on:
a = TDIST(t; v; tails) = TDIST(0,953; 14; 1) = 0,178 = 17,8% > 5%.

Seega ka sellisel juhul tuleks jadida HO juurde.

3.3.4 Studenti t-test keskvaartuste vordlemiseks paarikaupa andmete korral

Oletame, et meil on tegemist valimiga normaaljaotusega iildkogumist, kus valimi objekte on
moddetud kahel korral, nditeks enne teatud toimingut ja pérast seda. Testi tulemusena soovime
teada saada, kas ldbiviidud toiming muutis tildkogumi keskvéaartust voi mitte.

Keskmiste vordlemiseks arvutatakse t-statistik kujul

1=JN -2

s(A)’

kus A on modtmispaaride vahe keskvéartus ning s(A) on modtmispaaride vahe standardhélve.
Vabadusastmete arv on v =N —1.

Niide 3.4: Kahel kinnisvarahindajal lasti iiksteisest soltumatult hinnata kiimmet
kinnisvaraobjekti. Tulemused olid jargmised (KEUR):

Hindaja 1 | 60 44 40 92 33 37 48 69 28 71
Hindaja 2 | 62 47 40 93 31 40 50 68 29 74
A -2 -3 0 -1 2 -3 -2 1 -1 -3

Kas hinnangud olid siistemaatiliselt erinevad, usaldusnivool 95%?
Lahendus:

Leiame statistikud:

N
24 12
m(A) = i=1 = = _1’2 D
N 10
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D (A —m(A))?

s(A) =12 N1 =1,75.

Leiame t-statistiku:

r=JN -2 0. 22 -217,

Esimest liiki vea tegemise tdendosus on kahepoolse hiipoteesi korral:

a = TDIST(z; v; tails) = TDIST(2,17; 9; 2) = 0,058 = 5,8% > 5%,
Seega ei leidnud kinnitust sisukas hiipotees, et hinnangud on siistemaatiliselt erinevad.
Piistitame uue sisuka hiipoteesi, et teine hindaja hindas kinnisvaraobjekte esimesest kallimaks.
Esimest liiki vea tegemise tdendosus on niiiid ithepoolse hiipoteesi korral:

a = TDIST(z; v; tails) = TDIST(2,17; 9; 1) = 0,029 = 2,9% < 5%,

seega leidis kinnitust sisukas hiipotees, et teine hindaja hindas kinnisvaraobjekte esimesest
kallimaks (vale jarelduse tdendosus alla 2,9%).

4 Korrelatsioonanaluus

4.1 Lineaarne korrelatsioonikordaja

Kahe juhusliku suuruse iitheaegsel mdotmisel saadud andmetest on voimalik leida nendevahelise
lineaarse seose olemasolu ning tugevus. Kui suuruste vaheline seos pole lineaarne, on sageli
voimalik leida teisendus (ruutu votmine, logaritmimine vms) mille jdrel seos juba muutub
lineaarseks.

Lineaarse korrelatsioonikordaja parim hinnang saadakse:

2 (5 =X)(; - Y)

Korrelatsioonikordaja standardhilve on:

1-R?

s(R) = N_3"

Lineaarse korrelatsioonikordaja parima hinnangu saab leida Exceli kisuga CORREL({x;};{yi}).

Kui tahta arvutada paljude samaaegselt mdddetud suuruste omavahelisi korrelatsioone, siis selleks
on Excelis paketi Tools/DataAnalysis all korrelatsioonimaatriksi arvutamise pakett Correlation.
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Determinatsioonikordaja
D=FR’

niitab, milline osa koguhajuvusest on seletatav korrelatsiooniga.

4.2 Lineaarse korrelatsioonikordaja hinnangu usaldatavus

Valimi pohjal arvutatud lineaarse korrelatsioonikordaja  punkthinnangu usaldatavuse
kontrollimiseks piistitatakse nullhiipotees HO: lineaarset seost juhuslike suuruste X ja Y vahel ei ole,
tildkogumi regressioonisirge tdus on null:

HO: k=0.
Sisukaks hiipoteesiks on viide, et iildkogumi regressioonsirge tdus erineb nullist:
H1: k#0.

Piistitatud hiipoteeside kontrolliks arvutatakse F-statistik valemiga

:(N—2)-R2

F
1-R?

Nullhiipoteesi  digsuse korral on antud statistik F-jaotusega, vabadusastmete arvuga
vi =1 javy =N - 2. Sisukas hiipotees H1 (tunnuste vahel on usaldusviérne lineaarne seos) loetakse
toestatuks, kui

:(N—2)-R2

F
1-R?

Fa;l;N72 ’

kus Fy.1.n2 on F-jaotuse o-tdiendkvantiil. Toendosus eksida, viites, et iildkogumi regressioonsirge
tous erineb nullist , on maksimaalselt a. Juhul kui

:(N—2)-R2

F
1-R?

S Fa;l;N72 ’

tuleb jddda nullhiipoteesi juurde, st me ei saa tdestada olulisuse nivooga a, et iildkogumi
regressioonsirge tous on nullist erinev.

Mbones allikas pakutakse hiipoteeside kontrolliks F-testi asemel t-testi, kuid kuna F,,., , = (ta; N_z)z,

siis annavad molemad testid identseid tulemusi.

Niide 4.1: Kui suur peab olema korrelatsioonikordaja R, et regressioonsirge tdus oleks
statistiliselt usaldusvéaarselt nullist erinev usaldusnivool 95%, kui andmepaaride arv on a) N = 8; b)
N =100; ¢) N =10000?

Lahendus:

Lihtume pohivalemist:
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(N-2)-R’
Fe=rr—r—>F, v, =F,

1-R* “
(N-2)-R*>F,-(1-R%)
N-R*-2-R*>F_-F, R’
R*(N-2+F,)>F,

R|> F,
N-2+F,
F 5,987

F,.s, =FINV(0,051,6)=5987 = |R> b — =0,707.
. N-2+F, \8-2+5987

F,.1100, = FINV(0,05;1:98) =3,938 = |R|> B . 3,938 =0,197.
. N-2+F, \100-2+30938

F, 110002 = FINV(0,05;1;9998) = 3,842 = |R|> Fo _ 3,842 =0,0196.
o N-2+F, \10000-2+3,938

Seega peab N = 8 andmepaari vahelise korrelatsiooni absoluutviirtus olema suurem kui 0,71, et
trend oleks usaldusviirne, samas kui N = 100 andmepaari vahelise korrelatsiooni absoluutviirtus
peab olema suurem kui 0,20 ning N = 10000 andmepaari korral kdigest suurem kui 0,02.

4.3 Punkthinnang regressioonsirge tousule
Juhusliku suuruse Y regressioonisirge vorrandi

Y=k-X+b
leidmiseks X suhtes on vaja modta kahe tunnuse X ja Y véirtusi.

Kasutades vidhimruutude meetodit, minimeeritakse mooddiste ja ldhendussirge vaheliste hilvete
ruutude summa:

ul 2

> (y,—kx,—b) =S — min
i=1

1

Vordsustades osatuletised sirge tdusu k ja vabaliikme b jargi nulliga ning lahendades saadud
vorrandisiisteemi, saab sirge parameetritele jirgmised hinnangud, samuti Exceli vastavad
funktsioonid:

N
> (-5 (3, - 9)
k = =1 . : k = SLOPE(y-plokk; x-plokk);
z (x,—X)*
i=1

b=y—k-X; b = INTERCEPT(y-plokk, x-plokk).
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Regressioonsirge  parameetrite  abil saab  funktsioontunnuse  védrtuseid prognoosida
argumenttunnuse suvalise viirtuse korral:

V., =k-x,+b.

Mobddetud funktsioontunnuse viirtuse y; ja selle prognoosi y; vahet nimetatakse prognoosijaigiks ;:

A

E=Yi= )i+
Regressioonsirge sobivuse hindamiseks arvutatakse jadkdispersioon:

52: 1 N( _A)Z
e N—2i=1 yi yi :

Ruutjuurt jidkdispersioonist nimetatakse jddkstandardhilbeks ehk prognoosiveaks ehk mudeli
standardveaks:

T 2,
e N—2 yi yi °

i=1

Jadkstandardhilve iseloomustab funktsioontunnuse keskmist erinevust regressioonijoonest.

Niide 4.2: Tudengid modtsid kuue erineva ekraani diagonaali pikkuse d ning pikselite pindala S
ning said allolevad tulemused. Leia diagonaali pikkuse ja pikselite pindala vaheline korrelatsioon,
kontrolli trendi usaldusviirsus usaldusnivool 95%, leia lineaarse regressioonsirge parameetrid ning
jaakstandardhilve, samuti pikselite pindala standardhélve. Sinisega tdidetud tabeli osa on juurde
arvutatud.

nr | d(in) | Smm’) [d-m@d) | d-m@)* | S-m(S)| (S-m©S))’ | @d-m@d)(S-m(S))
1 5 0,014 -11 121 -0,036 0,001296 0,396
2 13 0,047 -3 9 -0,003 0,000009 0,009
3 17 0,032 1 1 -0,018 0,000324 -0,018
4 17 0,063 1 1 0,013 0,000169 0,013
5 20 0,066 4 16 0,016 0,000256 0,064
6 24 0,078 8 64 0,028 0,000784 0,224

SUM 96 0,3 0 212 0 0,002838 0,688
Lahendus:

Lineaarse korrelatsioonikordaja parim hinnang saadakse:
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N

205 =D =) 0.688

\/(i(x _x)zj(i(y,_y)zj i \212-0,00284 -

b

Selleks, et trend oleks usaldusviirne, peab korrelatsioonikordaja R olema suurem kui

|R| S FINV (0,05;1;4) _ 7,71 _ 0811
N -2+ FINV(0,05;1;4) 6-2+7,71

Seega on trend usaldusviirne.

Lineaarse regressioonsirge parameetrid on:

D =Xy, - )

k =-=—
2 (5= %)’

b=y-k-x=03/6-0,003245-16 =-0,0019 ..

= 0,088 =0,003245;

Tdiendame jadkstandardhilbe arvutamiseks tabelit:

nr | d(in) | Smm’) | § §_¢ (S —38)?

1 5 0,014 |0.014301887 | -0.0003 0,1E-06

2 13 | 0,047 |0.040264151 | 0.0067 45.4E-06

3 17 | 0032 |0.053245283 [ -0.0212 451,4E-06

4 17 | 0,063 |0.053245283 | 0.0098 95,2E-06

5 20 | 0,066 |0.062981132 | 0.0030 9.1E-06

6 24 | 0078 [0.075962264 | 0.0020 4.2B-06
SUM | 96 03 |03 4,3E-17 605,2E-06

Regressioonsirge jadkstandardhilve on:

N
5,(S) = \/LZ(% -3.) = \/6712605,2-10-6 =0,0123.

N-2°3

Pikselite pindala standardhilve on:
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1 & —\ 1
s(S)= |[——>I|S.—-S :1/—0,002838 =0,0238
) \/N—lg‘( ' ) 6-1

Nagu ndeme, on pikselite pindala lahendamisel keskvddrtusega standardhilve praktiliselt kaks
korda suurem kui lihendamisel regressioonsirgega.

4.4 Vahemikhinnang regressioonsirge tousule

Eespool toodud regressioonsirge parameetrite arvutusvalemitega arvutatavad suurused on
valimihinnangud. Nende tdpsuse hindamiseks eeldatakse, et prognoosijddgid on normaaljaotusega.
Sellisel juhul on regressioonsirge kordajate hinnangud normaaljaotusega, mille standardhélbed saab
arvutada valemitega:

Niide 4.2 jitk: leiame sirge parameetrite standardhélbed:

b 00123 |- —0,000845:
212

Sirge parameetrite vahemikhinnangud usaldusnivool 95% on leitavad kasutades Studenti
kattetegurit vabadusastmete v = N — 2 jaoks:

foos60 = TINV(0,05:4) = 2,78 .
Sirge parameetrite vahemikhinnangud on seega:
[k —1-s(k);k +1-5(k)]=[0,00324 — 2,78 -0,000845;0,00324 + 2,78 -0,000845 | = [0,00089:0,00559];
[b—t-s(b);b+1-5(b)]=[-0,0019-2,78-0,0144:-0,0019 +2,78-0,0144] = [- 0,042:0,038].

Seega tdesti on selle sirge tous statistiliselt nullist erinev. Sirge vabaliige aga ei ole statistiliselt
nullist erinev.
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Regressioonaliiiisi tegemiseks on Excelis paketi Tools/DataAnalysis all regressioonsirge arvutamise
pakett Regression.

Kasutades seda nédide 4.2 andmetel, saame véljundiks

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0.88698099
R Square 0.786735277
Adjusted R Square 0.733419097
Standard Error 0.012300867
Observations 6
ANOVA
df SS MS F Significance F

Regression 1 0.002232755 0.002232755 14.75603217  0.018438132
Residual 4 0.000605245 0.000151311
Total 5 0.002838

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%
Intercept -0.001924528  0.014419921 -0.133463169 0.900272348 -0.041960646 0.03811159
d (in) 0.003245283  0.000844827 3.841358116 0.018438132  0.000899667 0.005590899

Nieme, et statistikapakett andis samad tulemused, ainult oluliselt vihema vaevaga.

Kasutatud kirjandus:

e Andmeanaliiiis MS Exceli abil. Tanel Kaart, 2000.
http://www.eau.ee/~ktanel/kool ja_too/stat excelis/

e Matemaatiline statistika MS Excel keskkonnas. Andres Kiviste, 1999
e Matemaatiline statistika. Ulesannete kogu. Kadrin Keres, Aleksander Levin, 2006
e Modotmised ja modteméadramatused loengukonspekt, Erko Jakobson, 2012

e Statistika ja andmeanaliiiisi kursus. Evely Leetma,
http://math.ut.ee/~evelyl/Statistika.php?id=0

e Statistiline andmeanaliiiis. Loengukonspekt keskkonnatehnoloogia eriala iilidpilastele. Ulle
Kikas, 2002.

e Toenidosusteooria ja statistika II vihik. Rein R6om, 2012
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Lisa 1. Studenti t-kordaja vaartused

Studenti #-kordaja véirtused ¢ (p) soOltuvalt vabadusastmete arvust v=N —1 ja soovitavast

usaldusnivoost p .

Vabadusastmete Osa D protsentides
avv=N-—-1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73"
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
0 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000

(I) Suuruse x jaoks, mida kirjeldab normaaljaotus keskviirtusega x ja standardhilbega o,
sisaldab vahemik xtko_  p=6827; 95,45 ja 99,73 protsenti jaotusest vastavalt k=1;2ja3
korral.
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Sissejuhatus:

Juhuslikes suurustes voi nahtustes ilmnevaid mitte-
juhuslikke seadusparasusi uurib, pohjendab ja selgitab
toenaosusteooria. Juhuslike suuruste toenaosuslike
seadusparasuste eksperimentaalse uurimisega ja
pohjendamisega tegeleb matemaatiline statistika.

Kui toenaosusteooria tegeleb peaasijalikult juhuslike
sundmuste ja juhuslike suuruste analuusiga, keskendudes
toenaosustele, jaotusfunktsioonidele ja juhulike suuruste
arvkarakteristikute uurimisele, siis matemaatilise statistika
eesmargiks on korduvatel mootmistel voi vaatlustel
saadud andmete statistiliste seadusparasuste
valjaselgitamine ja pohjendamine.




Sissejuhatus:

On olemas kolme sorti valesid: suured valed,
vaiksed valed ja statistika.

Mark Twain



Sissejuhatus:

1.

Eestis oli 2010. aastal taistooajaga tootaja keskmine
brutokuutootasu 819 eurot. Vorreldes 700 eurose
kuupalgaga inimesega saavad

a) ule poolte taistodajaga tootajatest temast korgemat palka.
b) ule poolte taistooajaga tootajatest temast madalamat palka.

2010. aasta mediaanpalk oli 688 eurot.

Jarjesta toenaosuse jargi, et juhuslikult valitud isik
aasta jooksul (2010 aasta andmetel):

a) saab lotomiljonariks (kroonides) V 13tk
b) hukkub liikluses I 79tk
c) sooritab enesetapu | 221tk
d) kaitseb LOTE-s doktorikraadi Il 47 tk

e) on Polva vallavolikogu liige IV 15tk



Erko Jakobson

Teenistuskdik

Tadkoht ja amet 2013 - ... Tartu Observatoorium; Teadur (0.70)

2012 - .., Tartu Ulikool, Loodus- ja tehnoloogiateaduskond, Tartu Ulikooli Fldsika
Instituut, Atmosfaarifiiisika labor ; Teadur (0, 50)

2010 - 2012 Tartu Observatoorium; Jareldoktor {1.00)

2010 - 2011 Tartu Ulikool, Loodus- ja tehnoloogiateaduskond, Tartu Ulikooli Fldsika
Instituut, Atmosfaarifiiisika labor ; Insener (0,50)

2008 - 2009 Tartu Ulikool, Loodus- ja tehnoloogiateaduskond, Tartu Ulikooli Fldsika
Instituut, Atmosfaarifiiisika labor ; insener (0, 70)

2008 - 2009 Tartu Ulikool, Bioloogia-geograafiateaduskond; Teadur (0.30)

2006 - 2008 Tartu Ulikool, Loodus- ja tehnoloogiateaduskond, Tartu Ulikooli Okoloogia-
ja Maateaduste Instituut, Loodusgeoaraafia ja maastikudkoloogia dppetoal;
Erakorraline teadur (0.50)

2005 - 2008 Tartu Ulikool, Loodus- ja tehnoloogiateaduskond, Tartu Ulikooli Keemia
Instituut, Katsekoda; insener {0.50)

2001 - 2002 A5 Alarmnet, tehnik

Haridustee

1997 - 2002 BSc, fuiisika, Tartu Ulikool
1994 - 1997 Waru Kreutzwaldi Gimnaasium

Teadusorganisatsiconiline ja -administratiivne tegevus 2009 - ... Magistrioppekava "Rakenduslik moéteteadus™ kaitsmiskomisjoni lige












Opivaljundid:

Opivaljundid, ehk kursuse positiivsele hindele labinud

e
2

uliopilane:
moistab toenaosusteooria ja statistika pohimoisteid;

oskab lahendada tavalisemaid toenaosusteooria
ulesandeid;

oskab luua seoseid toenaosusteooria ja statistika
vahel;

oskab leida andmestikke kirjeldavaid karakteristikuid
(aritmeetiline keskmine, mediaan, standardhalve);

oskab kontrollida statistilisi hupoteese kahe
andmestiku vordlemiseks (t-test, z-test);

on voimeline teostama korrelatsioon- ja
regressioonanaluusi.



Hindamismeetodid:

Hindamismeetoditeks on:
1. Moodle testid (10%);
2. Kkirjalik test (20%) toenaosusteooria Ulesannete peale;
3. grupitoo (10%);
4. Kkirjalik eksam (60%).

Koondhinne arvutatakse vastavalt praegu kehtivale
%-susteemile ("A" = >90% jne).

Eksamile paasemise eelduseks on Moodle testidest, kirja-
likust testist ja grupitoost vahemalt 50% punktide saamine.

Eksam on kirjalik, 50% ulesannete lahendamine, 50%

teooria.
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Hindamismeetodid:

Grupitoo on mingi andmebaasi statistiliste seoste ja
hupoteeside otsimine-kontrollimine vabalt valitud
arvutusprogrammiga ning saadud tulemuste
vormistamine. Grupi suurus — kuni 5 tudengit.

Grupitoo eesmark:

— Praktilise kogemuse saamine andmete statistilise
anallisiga. Vaga toenaoliselt sisaldab ka loputoo statistilist
andmetootlust.

—  Statistikaprogrammidega tutvumine, sest 3 EAP raames
arvutipraktikumi ei joua teha.

—  Opitu rakendamine praktikas.

11



Hindamismeetodid:

Testi ja eksami Uulesannete osas on spikerdamine
limiteeritud. Kaastudengeid, raamatuid, konspekte,
arvuteid, telefone jne pole lubatud kasutada. Laual voib
olla kalkulaator ning uks A4 formaadis lehekulg vabalt
valitud kasitsi kirjutatud teksti, nagu valemid,
definitsioonid, jne.

12



Ajakava:

1. — 7. nadal — toenaosusteooria;

8. Nadal — Kirjalik test (3. aprill 2013);

9. nadal — testi analuus, sissejuhatus statistikasse,
grupitoode planeerimine;

10. — 14. nadal — statistika.

15. — 16. nadal — statistika, grupitoode analuus.

Osa materjalist kordab aines “Mootmised ja
mootemaaramatused” opitut (jaotustihedus, pidevad
jaotused jms).
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Moodle

Paralleelselt aine lugemisega on tegemisel ka Moode e-tugi.
kohustuslik on osaleda ainult kontrolltool, grupitool ning eksamil.
Koik loengus esitatavad materjalid panen Moodle keskkonda ules.

hitps:/moodle.ut.ee

Toenaosusteooria ja statistika (LOFY.03.056)

Palun lisage Moodlesse enda pilt ja opitav eriala!

14



Juhuslikud sundmused:

Toenaosusteooria baaskontseptsioonideks on katse ja
sundmus. Katse all moistame teatud tingimuste kompleksi
realiseerumist, mille tulemusena voivad toimuda mingid
sundmused. Tingimused voivad olla loodud kunstlikult
(tahtlikult), voi nad eksisteerivad soltumatult
eksperimentaatorist. Voime Oelda ka, et katse on
niisugune olukord voi seisund, mille tulemusena voivad
toimuda mingid sundmused.

Sundmus - fakt voi ilming, mis leiab aset katses.

15



Juhuslikud sundmused:

/ SUNDMUS
\ DETERMINISTLIK

JUHUSLIK SUNDMUS
SUNDMUS S
KINDEL VOIMATU

SUNDMUS SUNDMUS

Lihtsamateks juhuslikeks siindmusteks on taringu
viskamisel silmade tulek, kaardi votmine kaardipakist,
mundi viskamine, voit loteriil, inimese eluiga jne.

16



Juhuslikud sundmused:

Kindlaks sundmuseks Q nimetatakse sundmust, mis katse
tulemusena alati toimub, naiteks visatud kivi kukub alati
maa peale tagasi (ei kehti kosmoses); iga elusolend hukub
temperatuuril 1000 °C.

Voimatu sundmus ® on sundmus, mis vaadeldava katse
tulemusena kunagi ei toimu, naiteks 7 silma saamine
taringuviskel voi varahommikune temperatuur akna
taga —275 °C.

17



Juhuslikud sundmused:

Kui sindmuse A toimumisest jareldub sindmuse B
toimumine, siis tahistame

AcB

s.t. A kuulub B-sse. Sel korral nimetatakse siundmust A ka
sundmuse B alamsundmuseks voi osasundmuseks ja
sundmust B sundmuse A ulemsundmuseks.

Naiteks, kui sundmus A tahendab koiki TT kursusele
registreerinuid ja B — koiki TT kursusele registreerinud
titarlapsi, siisilmselt B — A.

18



Juhuslikud sundmused:

Sundmusi A ja B nimetatakse vordseteks voi samasteks
voli identseteks (ekvivalentseteks), kui kehtivad
samaaegselt seosed

Ac B
Bc A

sel korral kirjutatakse

A=1B

19



Venni diagrammid:

Graafiliselt kujutame edaspidi sundmusi punktihulkadena

Venni diagrammi naol.

a)

b)

20



Tehted sundmustega:

Siindmuste vahelised elementaartehted on jargmised:
a) summa (vo1): AU B —toimub kas A, B vo1 ni1 A kui ka B.
b) korrutis (ja): An B —toimuvad ni1 A kui ka B.

c) vahe: A\ B —toibub A, aga B e1 toimu.

d) vastandsindmus: A =Q\ A — ei1 toimu siindmust A.

21



Tehted sundmustega:




Tehted sundmustega:

duaalsusseosed ehk Morgani seadused:

23



Ulesanded:

Esitada Venni diagrammil mustaks varvitud ala HT
(hulgateooria) tehete abil.

24



Ulesanded:

Uurida Venni diagrammi jargi, et kui
ANBc C

ja
AuCcBh

jarelikult

AcyEC=8

25



Ulesanded:

Munti visatakse 3 korda. Kirjuta valja variandid, mille
puhul:

A. kulli visatakse tapselt 2 korda

B. kulli visatakse vahemalt 2 korda

C. kull ei tulnud enne, kui tuli Kkiri’

D. esimesena visati kull

leia jargmised sundmused:

A
AUu(CND)

AnD

" s.t. kiri tuli ka.

26



Ulesanded:

Joonista Venni diagrammid jargmistele tehetele:

1) (A\B)uC
2) (ANB)U(A\B)
3) (AA\C\B)N(ANC)

&

(>

27




Ulesanded:

Joonista Venni diagrammid jargmistele tehetele:

1) (A\B)u(C
2) (AnB)U(A\B)
3 (AVUB) e CAIE)

9
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Kodune t00

Enam-vahem igal nadalal on Moodles kodune test. Testid annavad
punkte eksamihindesse ning eksamile paasemise eelduseks on
testidest summaarselt vahemalt 50% punktide saamine.

Testide kuisimused “enesekontrolliks” on harjutamiseks, nende eest
punkte ei saa.

Selle nadala test sulgub 19.02.2013 kell 23:55.

Juba sulgunud teste ei saa hiljem jargi teha!!!
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Moodle testi tagasiside:

Juhuslikes



Sundmuse toenaosus:

Sundmuste toenaosuse klassikaline definitsioon —
Sundmuse A toenaosuseks P(A), nimetatakse sundmuse
toimumiseks soodsate juhuste arvu m(A) suhet koigi
voimalike juhuste arvusse n, kus juhused moodustavad
elementaarsundmuste stisteemi.

m(A)

n

P(A) =

Naide 1.5. Kausis on 4 kollast ja 5 punast ploomi. Kausist
voetakse juhuslikult 1 ploom, kui suur on toenaosus, et
see ploom on kollane? Kausis on kokku 4 + 5 = 9 ploomi,
seega ploomivalikus on 9 erinevat voimalust, kollaste
ploomide ehk soodsate juhuste arv on 4, seega kausist
juhuslikult kollase ploomi votmise toenaosus on
P(A)=4/9 =0,44.



Sundmuse toenaosus:

Sageli pole siiski toenaosuse klassikalist definitsiooni
voimalik rakendada ja tuleb leida sundmuse suhteline
sagedus

P*(A)Ep::m(A)

n

Piirjuhul laheb sundmuse sagedus sundmuse
toenaosuseks:
m(A)

P(A)=lm .
n




Sundmuse toenaosus:

1.4.1. Toenaosuste liitmisreegel

Kahe stindmuse A ja B korral kehtib vordus

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB).

ToOestus:

Lahtudes joonisest 1.4,

ML) - pogy - OISR
n n n

P(A) =

ja
m(AUB) =m(A)+m(B)-1,
(liige ,,—[* seetodttu, et A ja B iihisosa loeti 2 korda), siis

P(AUB) = m(A)+m(B)—1 _m(A) m(B) I

n n n n

L~ P(A)+P(B)-P(ANB).



Sundmuse toenaosus:

Toenaosuste korrutamisreegel

Kahe juhusliku siindmuse A ja B korral
kehtivad vordused

P(ANB) = P(A)P(B|A),
P(A\B) = P(B)P(A|B),

kus P(A‘B) on siindmuse A tinglik tdendosus siindmuse B suhtes. Uhe

stindmuse A tdoendosust, mis on leitud tingimusel, et teine siindmus B toimus,
nimetatakse siindmuse A tinglikuks toenidosuseks siindmuse B suhtes ja

tahistatakse P(A‘B) :



Tinglik toenaosus:

Lahtume joonisest 1.4:

piaye A s miB) e
n n n
Tingliku tdendosuse moiste jargi
[ [

P(BIA)—M, P(AIB)—w
jarelikult

PANB) =L oA e

n n m(A)

Analoogiliselt

pANB -8 b

n m(

Soltumatute siindmuste hulkade korral e1 soltu stindmuste hulga A tdendosus sellest,
kas on toimunud siindmuste hulk C, ning vastupidi. Seega on P(AIC)= P(A).

See on ka tingimuseks stindmuste sdltumatuse kohta.



Tinglik toenaosus:

Naide 1.6. Olgu Q koik TT kursusele registreerunud, A on
noormehed ja B on fuusikud.

17.01.13 seisuga oli registreerunuid kokku 95, noormehi
neist 71. Fuusikuid oli 28. Fuusikutest noormehi oli 23.

LEIA:
1. P(A):; 2. P(B):;
3. P(ANB); 4. P(AU B);
5. P(BIA); 6. P(AlB).

7. Kontrolli, kas hulgad A ja B on omavahel soltumatud.
8. Kontrolli, et kehtivad vordused
P(ANB)=P(A)P(B|A)= P(B)P(AlB).



Toenaosus sundmuste ruumis Q:

Defineerime esmalt siindmuste tdissiisteemi {A,, A,,..., A, }.

(1) siindmused vilistavad vastastikku iiksteist

ANA =@ (i#k).

(2) Siindmused moodustavad tédissiisteemi

(=6
k=1

Kui iiksteist vilistavad siindmused {A,, A,,..., A, } moodustavad tdissiisteemi ruumis Q, siis kehtib

> P(A) =1

Téissiisteem tdhendab, et igal katsel leiab aset mingi siindmus (iiks ja parajasti iiks stindmus).
Vilistatud on olukord, kus katses tildse midagi ei juhtu.

9



Ulesanded:

Ulesanne 1.4. Oleu A ja B kaks siindmuste hulka, mille
toendosused on P(A) = 2/3 ja P(B) = 1/6 ning P(ANB) = 1/9. Leida
toendosus P(A U B)?

Ulesanne 1.5. Olgu E ja F kaks siindmuste hulka, mille kohta on
teada, et neist vihemalt iihe toimumise toendosus on 3. Mis on
toendosus, et e1 E ega ka F' e1 toimu?

Ulesanne 1.6. Oleu A ja B kaks siindmuste hulka, mille
toendosused on P(A) = 0,3 ja P(B) = 0,4 ning P(ANB) = 0,2. Leida

toendosus P(Z N B)?

10



Ulesanded:

Ulesanne 1.7. Vaatame siindmuseid A, B ja C, mis voivad olla
mingi eksperimendi tulemused. Kontrolli, kas tdendosus, et ainult

sindmus A toimub (B ja C ei1 toimu) on arvutatav valemiga
P(A)=P(AUBUC)-P(B)-P(C)+P(BNC)

Ulesanne 1.8. Olgu A ja B kaks siindmuste hulka, mille
toendosused on P(A) = 0,4 ja P(B) = 0,5 ning P(ANB) = 0,1. Leida
toendosus, et juhuslik siindmus kuuluks hulka A vd1 B, kuid mitte
molemasse korraga.

Ulesanne 1.9. Ulesanne 1.8. algandmete pohjal kontrolli, kas
siindmused A ja B on omavahel soltumatud.

11



Bayesi valem:

Tingtoendosuse definitsioon oli

P(ANB)

P(AIB)= S

Siin P(AIB) on Toendosus A saamiseks tingimusel, et siindmus B on toimunud.
Selles kontekstis nimetatakse siindmust B ka hiipoteesiks.

Kasutame korrutamisvalemit;
P(ANB)= P(AIB)P(B) = P(B| A)P(A).

Siit saab

P(B|A)P(A)

P(AIB)= 5

12



Bayesi valem:

Korrutamisvalem on:
P(ANB)=P(AIB)P(B)=P(B|A)P(A)
Esitame taistoenaosuse B jaoks:

P(B)=P(ANB) + P(ANB)=

= P(Bl1 A)P(A)+ P(B| A)P(A)

Eelneva pohjal saame Bayesi valemi:

P(BlA)P(A)
P(BlA)P(A)+ P(B| A)P(A)

P(A|B) =

13



Ulesanded:

Ulesanne 1.10. Leida tdendosus, et klassis, kus on n tudengit, ei esine
korduvaid slinnipaevi?

Enne arvutamist teha kohutunde pealt pakkumine, et kui suur peaks
olema n, et see toenaosus oleks suurem kui 0,5, s.t. et toenaosus, et
klassis on korduv suinnipaev oleks suurem, kui et ei ole korduvat
sunnipaeva.

Oletame, et tudengeid on kaks. Esimese tudengi stunnipaeval pole
millegagi korduda. Toenaosus P(A,A,), et teise tudengi siinnipaev ei
kattuks esimese tudengi siinnipaevaga on:

1
PAA =1~
L) 365

14



Ulesanded:

1

PAA) ==
L) 365

P(A; 1 AA, )—1—i
365

P(AAA,) = P(A NAA,) = P(A |AA,) P(AA,) =

=1

P(A, | A,
( D 365

P(An):P(A ﬂA 1):P(A |An—1)'P(An—1):

nl)

365
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Ulesanded:

P(A,)=P(A,nA,_)=PA 1A _) P(A_)=
n—1

=
( 365

)'P(An—l)

Rakendades saadud valemit jarjest alates n = 4, saame kergesti
uldvalemi:

P(A,) = P(A, M A, )= P(A)-P(A,)- P(A,)- P(A,)-.... P(A,) =

:(1_L).(1_i).(1_i).(1_i).m.(1 n—l)

365 365 365 365 e

Vastav joonis demos ,.korduvad_synnip2evad.mcd*
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Ulesanded:

Ulesanne 1.11. Taringut visatakse 2 korda. A on ,,silmade summa on
4%, B on ,,vahemalt Uhe taringu silmade arv on 3“. Kas A ja Bon
soltumatud sundmused?

Ulesanne 1.12. Kaardipakist (52 kaarti) voetakse kaks kaarti. Olgu S1,
et esimene kaart on poti mastist. Olgu S2, et teine kaart on
potimastist. Arvuta:

a) P(S1); P(S21S1); P(S21S1)

b) Mis on toenaosus, et soltumata esimese kaardi mastist on teine
kaart potimast;

c) Kas S1 ja S2 on soltumatud sundmused?

17



Ulesanded:
Ulesanne 1.13. Sinul diagnoositakse iiks vahelevinud haigus. Sa tead,
et selle haiguse saamise toenaosus on ainult 1%. Tahistame, et D
tahendab, et ,,sul on see haigus® ja T tahendab, et ,,test utleb, et sul on
see haigus“. On teada, et see test pole téiuslik, ehk P(7'| D) =098
ning P(7 |1 D) =0,95. Testi tulemus oli positiivhe, kuid mis on
toenaosus, et sul toesti on see haigus?

Paneme HT valemitena kirja olemasoleva info:
P(D) = 0,01, jdrelikult P(D) = 0,99
P(T|1D)=0,98

P(T 1 D) =0,95, jirelikult P(T | D)= 0,05
Kiisitakse P(DI1T)="?

18



Ulesanded:

Paneme HT valemitena kirja olemasoleva info:
P(D) = 0,01, jdrelikult P(D) = 0,99

P(T | D)=0,98
P(T 1 D) =0,95, jirelikult P(T | D)= 0,05

Kiisitakse P(DI1T)="?
Leiame koigepealt toendosuse, et test annab positiivse tulemuse:
P(T)=P(T "D)+P(TD)=P(T|D)-P(D)+P(T|D)-P(D) =
=0,98-0,01+0,05-0,99 = 0,0098 + 0,0495 = 0,0593

Kasutame nuid tingliku toenaosuse arvutamise reeglit:

P(DAT) 0,0098
P(T)  0,0593

P(DIT) = =0,165

19



Ulesanded:

Ulesanne 1.14. Arendame niiiid eelmist lilesannet edasi. Testi jargi
oled sa haige. Et kontrollida, et toesti oled sa haige, teed sa veel uhe
testi. See osutus ka positiivseks. Mis on nuud toenaosus, et sa toesti

oledki haige?

Lahenda ise. Mis on erinevus vorreldes alltoodud eelmise ulesande
tingimustega?

Paneme HT valemitena kirja olemasoleva info:
P(D) = 0,01, jirelikult P(D) = 0,99

P(T | D) =098

P(T | D) =0,95, jirelikult P(T | D) = 0,05

Kiisitakse P(DI1T)="?
20



Ulesanded:

Ulesanne 1.15. Seadmel on iilekuumenemise eest hoiatav lamp, mis
peaks siittima, kui seade kuumeneb ilile. Tdhistame W-ga siindmust, et
,,holatustuli siittib® ning F-ga, et ,seade on iilekuumenenud®. Seadme
tilekuumenemise toenidosus on 0,1; tdoendosus, et kui seade on tdesti iile
kuumenenud, siis siittib hoiatuslamp, on 0,99. Tdendosus, et lamp siittib,
kui seade pole lilekuumenenud, on 0,02. a) Leia tdendosus, et hoiatustuli
on siittinud; b) Leia tingimuslik tdendosus, et kui lamp siittib, et siis on
seade iille kuumenenud.

Lahendus: Lahenda ise (osa vastused on antud)
Lambi siittimise toendosus on 11,7%

Lambi siittides on seade iilekuumenenud 84,6% juhtumitest
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Kodune t00

Enam-vahem igal nadalal on Moodles kodune test. Testid annavad
punkte eksamihindesse ning eksamile paasemise eelduseks on
testidest summaarselt vahemalt 50% punktide saamine.

Testide kuisimused “enesekontrolliks” on harjutamiseks, nende eest
punkte ei saa.

Selle nadala test sulgub 26.02.2013 kell 23:55.

Juba sulgunud teste ei saa hiljem jargi teha!!!
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Moodle testi tagasiside:

Tagasiside



Tinglik toenaosus:

Soltumatute siindmuste hulkade korral e1 soltu stindmuste hulga A tdendosus sellest,
kas on toimunud siindmuste hulk C, ning vastupidi. Seega on P(AIC) = P(A).

Hulgad on omavahel s6ltumatud parajasti siis,
kui Uhte hulka kuulumise teadasaamine ei

mojuta toenaosust teise hulka kuuluda. i




Kombinatoorika:

Permutatsioonid on n elemendilise hulga elementidest
moodustatud n-elemendilised jarjestatud osahulgad.

Permutatsioonide arv leitakse valemiga P,, = n!

Kombinatsioonid n-elemendist k-kaupa on
n-elemendilise hulga k-elemendilised osahulgad.

n!

kKl(n—k)!

Arvutusvalem on: C* =

Variatsioonid n elemendist k kaupa on n-elemendilise
hulga k-elemendilised jirjestatud osahulgad.

n!

Arvutusvalem on: V" =
(n—m)!



Kombinatoorika:

Liitmise reegel - kui mingi elemendi A saab valida n
erineval viisil ja elemendi B saab valida m erineval viisil,
siis elemendi "kas A voi B" saab valida

m + n erineval viisil.

Korrutamise reegel - kui mingi elemendi A saab valida n
erineval viisl ja elemendi B saab valida m erineval viisil,
siis elementide paari "A ja B" saab valida

m < n erineval viisil.

NB! A ja B valikud peavad olema soltumatud!!!




Kombinatoorika:

Naide 2.5. Martil on kuus "Jaguari", itheksa "Volvot" ja kolm
paevindinud "Moskvitsi". Toolesoiduks on tal valida

6 +9 + 3 = 18 auto vahel;

Naide 2.6. Jiirkal on kooliminekuks vdimalik valida nelja iilikonna,
kolme jope ja viie paari kingade vahel. Jiirkal on valikuvoimalusi kokku

4.-3-5=60.

Naide 2.7. Maril on kooliminekuks voimalik valida nelja kleidi, kolme
miitsi ja viie paari kingade vahel. Samas 1ga miits ei sobi 1ga kleidiga ning
1ga kleit 1ga kingaga. Seetdttu on valikuvoimalusi oluliselt vahem kui 60.



Kombinatoorika:

Ulesanne 2.1. Klassis on 6 poissi. Kui mitmel viisil saab neid kehalise
kasvatuse Opetaja tunni algul rivvi panna? Kas ta jouab koik jirjestused
45 minutiga 1dbi proovida, kui iga iimberjarjestuse peale kulub 5
sekundit?

Ulesanne 2.2. Klassi kokkutulekule saabus 32 vana klassikaaslast ning
1ga tulija kallistas varem kohalejoudnut. Mitu kallistust tehti kokku?

Ulesanne 2.3. Riiulis on 5 matemaatika ja 7 fiiiisika opikut. Mitu
vOimalust on 2 Opiku votmiseks?

Ulesanne 2.4. Riiulis on 5 matemaatika ja 7 fiilisika opikut. Mitu
voimalust on 2 matemaatikadpiku votmiseks?

Ulesanne 2.5. Riiulis on 5 matemaatika ja 7 fiilisika opikut. Mitu
vOimalust on ithe matemaatikadpiku ja iihe fiitisikaopiku votmiseks?




Kombinatoorika:

Ulesanne 2.6. Martil on taskus viis viiekroonist ja neli kiimnekroonist rahatihte. Kui suur
on toendosus, et kahe kupiiiiri juhuslikul votmisel on molemad viiekroonised?

Ulesanne 2.7. Martil on taskus viis viiekroonist ja neli kiimnekroonist rahatihte. Kui suur
on tdendosus, et kahe kupiiiiri juhuslikul votmisel on need erineva nominaalviirtusega?

Ulesanne 2.8. Martil on taskus viis viiekroonist ja neli kiimnekroonist rahatihte. Kui suur
on tdendosus, et kahe kupiiiiri juhuslikul votmisel on need sama nominaalvéartusega?

Ulesanne 2.9. Lumivalgekesel on 7 sOpra. Mitu erinevat seltskonda saab Lumivalgeke
endale kiilla kutsuda?

Ulesanne 2.10. Viking Lotol on 48 numbrit (kuuli) ja vdidud on 3, 4, 5 ja 6 Siget numbrit
(6 on ,Jackpot’). Tuletada vastavad voidutdoenidosused:




Kombinatoorika:

KOMBINATOORIKA VALEMID

Permutatsioonid P p
123 213 312 "

=n!

PK =

132 231 321 P

122 212 221

n(a,B,....A)
(korduvustega PK) @.B,.4) P-P-..

Variatsioonid V

12 21 31 41 v n!
13 23 32 42 I~
14 24 34 43 (n —m)!
(korduvustega W)
aaa aab aba abb an =n"

baa bab bba bbb

KombinatsioonidC =y~

i n!
12 13 14 C, = =— ‘
23 24 34 p, mt(n—m)!
(korduvustega G " =c" = (n+m-1!
aaa aab abb bbb n el (n=1)!




Kombinatoorika:

Ulesanne 2.11. Kui mitu erinevat kolmest saiast koosnevat
ldunaoodet saab kohvikus tellida, kui meniiii sisaldab 11 erinevat
nimetust saiasid?

Ulesanne 2.12. Kui mitmel erineval viisil saab nimes TEELE tihti
selliselt imber paigutada, et kolm tdhte E ei satuks korvuti?

Ulesanne 2.13. Auto registreerimisnumber koosneb kolmekohalisest
arvust (ka arv 031 loetakse kolmekohaliseks) ja kolmetdhelisest sonast.

Mitu autot on voOimalik registreerida, kui kasutatakse 25-tdhelist
tahestikku?

10



Kombinatoorika:

Ulesanne 2.14. Uhiselamu toas elab 3 iiliopilast. Neil on kokku 4
erinevat tassi, 5 erinevat alustaldrikut ning 6 erinevat teelusikat. Kui
mitmel viisil saavad nad katta laua hommikuseks kohvijoomiseks, kui
noude paigutus laual pole oluline?

Ulesanne 2.15. Kui mitmel viisil saab jagada 36-kaardilise kaardipaki
kaheks osaks nii, et molemad osad sisaldaks 2 dssa?

Ulesanne 2.16. Viis sopra otsustavad teha lauajalgpalli turniiri, nii et
mangitakse paarides ja koik voimalikud paarid méangiksid koigi
vOimalike paaridega korra 1dbi. Kui oleks neli méngijat, siis oleks kolm
mangu (1, 2 — 3, 4), (1, 3 — 2, 4) ja (1, 4 — 2, 3). Mitmest mingust
koosneb turniir 5-kest mingides? Mitu mingu tuleks méngida sama
stisteemi jargi, kui oleks 8 sopra?

11



Kodune t00

Testide kusimused “enesekontrolliks” on harjutamiseks, nende eest
punkte ei saa.

Selle nadala test sulgub 05.03.2013 kell 23:55.

Juba sulgunud teste ei saa hiljem jargi teha!!!
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Moodle testi tagasiside:

Tagasiside



Juhusliku suuruse jaotused

Juhuslik suurus on suurus, mis katse tulemusel
omandab uhe voi teise, varem mitteteadaoleva vaartuse
mingist vaartuste hulgast. Viimast hulka nimetatakse
juhusliku suuruse voimalike vaartuste hulgaks.

Juhuslikuks suuruseks on naiteks:

taringu viskamisel saadud silmade arv,
telefonikeskjaama saabuvate kutsungite arv,
spordivoistiustel kaugushuppe voitja tulemus,
elektripirni polemiskestus,

gaasimolekuli kiirus,

valisohu temperatuur (mingil kindlal ajahetkel)
Tartus Raekoja Platsil.



Juhusliku suuruse jaotused

Juhuslikud suurused jaotuvad kahte klassi:
—  diskreetsed
—  pidevad

Diskreetsed suurused saavad omada ainult ettemaaratud vaartuseid,
naiteks taringuvise silmasid 1 — 6, mundivise kulli ja kirja ning
suvalise digitaalmootevahendi nait (digitaalne kaal resolutsiooniga

1 gramm voimalikud mootetulemused grammides on taisarvud).

Juhuslikku suurust nimetatakse pidevaks, kui tema voimalike
vaartuste hulk on arvtelje (Ioplik voi Iopmatu) vahemik. Fluusikalised
suurused ise on uldiselt pidevad, naiteks temperatuur, mass, takistus

jne.
—  Diskreetimine teisendab pidevaid andmeid diskreetseteks.

— Interpoleerimine teisendab diskreetseid andmeid pidevateks.



Juhusliku suuruse jaotused

Juhuslikke suurusi iseloomustatakse jaotusseadustega.
Oeldakse, et jaotusseadus ehk jaotus ehk toenaosus-
jaotus on antud, kui on maaratud:

1) juhusliku suuruse voimalike vaartuste hulk,

2) eeskiri, mis voimaldab leida toenaosust, et
juhusliku suuruse vaartus on mingis piirkonnas.

Jaotusseaduse enamlevinumateks ja praktilisteks
vormideks on jaotustabel, jaotustihedus ja integraalne
jaotusfunktsioon.

Kui juhuslikul suurusel on antud jaotusseadus, siis
oeldakse, et juhuslik suurus on antud jaotusega voi
juhuslik suurus allub antud jaotusele.



Juhusliku suuruse jaotused

Vaatleme diskreetset juhuslikku suurust X voimalike vairtustega xi, xo, ..., Xp.
See, et juhuslik suurus X omandab iihe neist viartustest, nditeks X = x,, on
tiitipiline juhuslik siindmus mingi tdendosusega. Tahistame tdendosused

REG —s—p e (k=12 b

mida nimetame diskreetse juhusliku suuruse X toendosusfunktsiooniks.
IImselt kehtib

Db =1, (3.1)

kuna stindmused X = xx on ainuvdimalikud, tiksteist vélistavad ja moodustavad
taissiisteemi.

Hulka X: xq, x5, ..., x, vOib vaadelda ka elementaarsiindmuste ruumina, ainult
et klassikalist vordtoendosuse eeldust ei tehta.



Juhusliku suuruse jaotused

Diskreetse juhusliku suuruse jaotusseaduse lihtsaimaks esitamisvormiks on
tabel, kus on loetletud voimalikud véirtused ja neile vastavad tdenédosused.

X Xy e n e R

n

P P P, - P,

Niisugust tabelit nimetatakse juhusliku suuruse jaotustabeliks.

Praktikas sobib kasutada jaotustabelit, kui voimalike viairtuste arv er ole
suur. Monedel juhtudel saab jaotusseaduse anda ka valemi kujul

P=P(X=x)=g(x).



Juhusliku suuruse jaotused

\ D, \ D,
1 1 1 | "f:k ‘| "f;k
X; X%Xq3X, Xn Xy X XgXy Xn

Juhusliku diskreetse suuruse toenaosusjaotus.

Toenaosus erineb nullist ainult maaratud, diskreetsetel vaartustel.
Naiteks taringu viskel vaartus 2,9 ei ole maaratud ja tema toenaosus
on seega null.



Juhusliku suuruse jaotused

Naide 3.1. Teeldigul on 4 valgusfoori. Igaiiks neist fooridest lubab
liiklusvahendi litkumise tdendosusega p. Leida liiklusvahendi poolt
peatuseta (kuni esimese peatuseni) ldbitud fooride arvu jaotustabel. Oluline
lisaeeldus on, et foorid vilkugu tiksteisest soltumatult!

Olgu juhuslik suurus X litklusvahendi poolt peatuseta ldabitud fooride arv.
Ilmselt X voimalikud viirtused on O (ei ldbi iihtki foori), 1, 2, 3 ja 4.
Tédhistame tdendosuse, et litklusvahend ldbib konkreetse foori p-ga, ja
toendosuse et e1 1dbi konkreetset foori g-ga: g = 1 — p.



Binoomjaotus ehk Bernoulli jaotus

Vaatleme n soltumatut katset, kui 1gal katsel toimub siindmus A konstantse
toendosusega p. Siindmuse A toimumise toendosus iiksikkatsel on p,
mittetoimumise tdoendosus aga on g =1 — p. Kui teeme n katset ja saame
mingis konkreetses jirjestuses siindmuse A toimumise k korda, ning
jarelikult, vastandsiindmuse A toimumise n — k korda, siis on sellise

tulemuse saamise toendosus p“g" . Kokku on erinevaid voimalusi saada

erinevas jarjestuses k soodsat katset vordne kombinatsioonide arvuga n
liikmest k kaupa, s.0 C*-ga. Seega

P(X=k)=P(k)=C p =

10



Binoomjaotus ehk Bernoulli jaotus

Ulesanne 3.1. Testis on 10 kiisimust, igal kiisimusel on 4 valikvastust,
millest iiks on dige. Kui vastata huupi, siis tulemus allub Bernoulli jaotusele,
kus O1ge vastuse tdoendosus on P(1) = Y4. Mis on tdendosus, et testis saame k
Oiget vastust? Mis on tdendosus, et testis saame huupi vastates 5 vo1 6 diget
vastust?

Ulesanne 3.4. Pood vatab miiiiki 1000 lampi. Toenzosus, et juhuslikult
valitud lamp on katki, on
p = 0,1 %. Tahistame X-ga katkiste lampide arvu. Leida tdendosus, et

a) koik lambid on terved;
b) iiks lamp on katki;

c) katki on rohkem kui 2 lampi.

11



Geomeetriline jaotus

Olukord nagu eelmisel Bernoulli katsete juhul, et siindmuse A toimumise
toendosus iiksikkatsel on p, mittetoimumise tdendosus aga on g =1 — p.
Niiiid on katseseeria 10pmatu, ja kiisitakse, milline on tGendosus, et esimesed

x — 1 korda tulevad A, s.o. siindmust e1 toimu, ja soodne siindmus A leiab
aset x-ndal katsel.

Geomeetrilise jaotuse tdendosusjaotus on:

PlX —t)=q°p

12



Geomeetriline jaotus

Ulesanne 3.5. Langevarju hiipetel on alati on tdenéosus, et langevari ei
avane. Oletame, et see toenidosus on p = 0,1 %. Arvutada tdendosus, et a)
langevari ei avane 5-ndal hiippel; b) langevari e1 avane 1000-ndal hiippel.

Ulesanne 3.6. Oletame, et metsas 10kke siilitamisel on tdendosus, et tule
saab siitidatud tihe tikuga p = 25%. Arvutada tdendosus, et a) 10ke siitib
esimesest tikust; b) 10ke siitib viiendast tikust; ¢) loke siitib kahekiimnendast
tikust.

Ulesanne 3.7. Petsi juures on iga nidal raju pidu, mille kiigus kiib ta iga
kord ka autoga tanklas varusid tdiendamas. Oletame, et on 5 % tOendosus, et
jaddakse politseile vahele. Arvutada tdendosus, et a) ta jadb politseile vahele
esimesel peol; b) ta jadab vahele kuu aja péarast 5. peol; ¢) ta jaab vahele
tapselt aasta pirast 52. peol? Teeme eelduse, et parast politseile vahele
jadmist tabab Petsi meelemuutus ning rajud peod 16pevad.

13



Poissoni jaotus

Vaatleme veel kord katseseeriat, milles on n katset ja siindmuse A tdendosus
igal katsel on p. TOendosus, et katseseerias siindmus A toimub k korda,
avaldub Bernoulli valemiga. Kui n on kiillalt suur ja p vdga viike, siis valem
praktiliseks arvutamiseks ei sobi, kuna on tegemist vdga suurte ja viga
viikeste arvude korrutamisega. Leiame sobivama valemi.

Eeldame, et korrutis np on konstantne ja tdhistame

A=np,

tapsemini

A=limnp .
n—
p—0

14



Poissoni jaotus

Poissoni jaotuseks nimetatakse jaotust

k
P(X =k)=e* % (k=0,1,..)

Jaotust nimetatakse samuti vaikeste arvude seaduseks ehk harva esinevate
sindmuste seaduseks, sest see kirjeldab harva esinevaid néhtusi.

Poissoni jaotus annab tdendosuse saada hasti pikas katseseeria pikkusega n
soodne siindmus k-1 korral, kui iiksiksindmuse tOendosus on

p=Aln=—1l

Hinnanguliselt voib binoomjaotust ldhendada Poissoni jaotusega, kui
p <0,1. See aga tihendab, et fikseeritud A korral peab vOtma katseseeria

pikkuse tingimusest n>A/p =10A. Kui A=10, siis niiteks on
usaldusvéarne valida n = 100.

15



Poissoni jaotus

Ulesanne 3.8. Kdnekeskus saab minutis keskmiselt 20 konet. Leia toe-
naosus, et veerand minuti jooksul tuleb a) 3 konet; b) 5 konet; c) 7 konet;
d) 10 konet? Leia toenaosus, et ilhe sekundi jooksul tuleb 2 konet?

Ulesanne 3.9. Kaubamaja tegi kindlaks, et ndudmine teatud fotoaparaadi
jarele allub Poissoni jaotusele. Uhe niadala jooksul ostetakse keskmiselt
kaks aparaati. Kui kord nadalas uuendatakse kaubamaja laoseisu nii, et
poes oleks 4 aparaati, siis kui suur on toenaosus, et noudmine uletab
pakkumise?

Ulesanne 3.10. Tehases on 10000 té6tajat. Toendosus, et aasta jooksul
keegi ei hukku tooonnetusel, on 0,9. Kui suur on uhe tootaja jaoks
toenaosus, et ta ei hukku aasta jooksul to6onnetusel?

Ulesanne. Poodi tuuakse iga paev 2000 pakki piima. Iga paev leitakse
keskmiselt 3 piimapakki, mis lasevad piima labi. Kui suur on toenaosus,
et ihe paeva jooksul ei leita poest mitte uhtegi lekkivat piimapakki?

16



Kodune t00

Selle nadala test sulgub 12.03.2013 kell 23:55.

Juba sulgunud teste ei saa hiljem jargi teha!!!

Testi sulgumise jarel avaneb “test harjutamiseks”,
seda saab harjutada piiramatult kuni semestri
lopuni.
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Moodle testi tagasiside:

Tagasiside

Tanane teema:

jaotustihedus ja jaotusfunktsioon,
keskvaartus ja standardhalve



jaotusseadused

Elementaarsindmuseks nimetatakse juhusliku katse tulemust.

Diskreetse juhusliku suuruse esinemistoenaosus on avaldatav
valemiga

- Soodsate elementaarsiindmuste hulk ~ 0< p, <1
-

Koigi elementaarsiindmuste hulk Z =
k

Diskreetsete suuruste jaotusfunkisioon ehk kumulatiivnhe
toenaosusjaotus on defineeritud valemiga:

Fky=> p, 0<E(c)=I

i<k



jaotusseadused

Tabel 2.1. Mootmisel saadud diskreetsed arvvaartused x;, nende
esinemiste arv m;, tdendosus P(x;) ja jaotustunktsioon F(x;).

X; m P(xi) F(xi)
1 2 3 4
35.80 1 0.01 0.01
35.81 2 0.02 0.03
35.82 4 0.04 0.07
35.83 10 0.1 0.17
35.84 21 0.21 0.38
35.85 23 0.23 0.61
35.86 19 0.19 0.8
35.87 12 0.12 0.92
35.88 5 0.05 0.97
35.89 2 0.02 0.99

35.90 1 0.01 1



P(xi)

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

T S A R RN

35.80 35.81 35.82 35.83 35.84 35.85 35.86 35.87 35.88 35.89 35.90 |
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jaotusseadused

0.25 \ \ \ ——o—9 | 1
—o— Toen&osus ,/\ A
0.2 | —e— Jaotusfunktsioon / 0.8
fass @15 \ 0.6
2%
2 - 0.4
0.05 - // 0D
0 0

35.81

3580 p
i\

N

35.83

35.84

35.85

S

35.86

35.87

35.88

35.89

35.90

E(ky=2y P = PO o)

i<k




jaotusseadused

Kuna toenaosusjaotuses ei saa olla negatiivseid vaartuseid, siis
jaotusfunktsiooni vaartused ei saa samuti vaheneda:

F(x,) 2 F(x,), kui x, > X;.

Kui aga muuta x vaartust tema voimalikes piirides, muutub F(x) alates
0 kuni 1, s.t. jaotusfunktsioon rahuldab vorratust 0 < F(x) < 1.

Toenaosus sundmuse vaartuse sattumiseks vahemikku [x,; x,], on
vordne funktsiooni F(x) vaartuste vahega:

P{x, <x<x,}=F(x,)-F(x,) F(ky=).p,

i<k



jaotusseadused
Plo<x=x - FEO,) B

Pideva suuruse korral voib vaartused x, ja x, votta voimalikult
teineteise lahedusest. Siit tuleneb, et kui votta x, — Xx,, siis

lim [F(x,)— F(x,)]|=0.

Seega saame vaita, et pideva suuruse korral on mingi konkreetse
vaartuse toenaosus vordne nulliga. Naiteks toenaosus, et uhe
mootesilindri maht on tapselt 1 liiter, on null. Seega on moistlik
vaadata pidevate suuruste korral hoopis toenaosust, et suindmus
satuks vahemikku [x;; Xx,]-



jaotusseadused

Jaotustihedus f(x) on tuletis jaotusfunktsioonist F(x):

_dF(x)
J(x)= =

Teistpidi on jaotusfunktsioon maaratud integraal jaotustihedusest:

F(xp) = [ f(x)dx

Kuigi matemaatiliselt on jaotustihedus ja jaotusfunktisioon uksteisest
tuletatavad, on molemad siiski tarvilikud, sageli lihtsustab nende
valemite kasutamine oluliselt paljude esmapilgul vaga keeruliste

ulesannete lahendamist.



jaotusseadused

Geomeetriline interpretatsioon jaotustihedusest ja
jaotusfunktsioonist.

dp=dF (x)= f(x)-dx

p(a,b)=Pa<X gb):jdp:jf(x)-dxz

= [ f(x)-dx— [ f(x)-dx=F(b)-F(a)
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jaotusseadused kokkuvotlikult
dF (x)
dx

Jaotustihedus f(x) on: f(x)=

Jaotustiheduse normeerimis- ja mittenegatiivsustingimus:
F@)= [ f@dc=1  fx)=0

Jaotusfunktsioon F(x) on: F(xo) — If(x)dx

Vahemiku toenaosus on: P{xl <= xz}: F(xz) A F(xl)

11



jaotusseadused

Ulesanne 3.11. Juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon on
F(x)=x"; 0<x<l1
Arvutage a)vastav jaotustihedus; b) téendosus P(0,25 < X <0,75)

Ulesanne 3.12. Defineeri mingi jaotustihedus f(x), mis oleks vahemikus
(=1; 2) mittekonstantne ning mujal vordne nulliga. Leia selle funktsiooni
jaotusfunktsioon ning vahemiku (0; 1) tdeniosus.

Ulesanne  3.13. Radioaktiivse aine pooldumist kirjeldab  valem

i (t)=t—eXp(—t/ f,), kus parameeter #; on antud aine poolestusaeg
0

(ajaintervall, mille jooksul jddb ainet e = 2,718 korda vihemaks. Tseesium 137

poolestusaeg on 43 aastat. Leia radioaktiivse aine pooldumist kirjeldav

tihedusfunktsioon. Palju kulub aega, et esialgsest Cs ainehulgast jddks jargi

ainult 1%?

Ulesanne 3.14. Ruumi temperatuurikontrollisiisteem hoiab  ruumi
temperatuuri vahemikus 20 °C kuni 24 °C. Temperatuuri tsiiklilise muutumise
tulemuseks on arkussiinustemperatuurijaotus, keskvairtusega 22 °C. Mitu
protsenti ajast on ruumi temperatuur vahemikus 21 °C kuni 23 °C? Mitu
protsenti ajast on ruumi temperatuur alla 20,5 °C vai iile 23,5 °C?

12



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud: keskvaartus

Diskreetse juhusliku suuruse x keskvaartus on:
n
m = Zxkpk
k=1

Pideva juhusliku suuruse x keskvaartus on:

—+00

m(x) = jxf (x)dx

—00

Pideva juhusliku suuruse x n-nda astme x" keskvaartus on:

400

m(x") = Ix”f(x)dx

—o0

1. Leia taringuviske keskvaartus.

2. Leia Uhtlase jaotuse jaoks x ja x?> keskvaartus.

13



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud: keskvaartus

Defineerime siinkohal veel moned keskmisi véirtuseid kirjeldavad juhuslike
suuruste arvkarakteristikud:

. Mediaan on arv, millest suuremaid ja viiksemaid védartuseid on
variatsioonireas Uhepalju, ehk siis jaotusfunktsiooni kaudu

véljendades F(x,,,....)=0.5.
. Mood on tunnuse koige sagedamini esinev vairtus.
. Kaalutud keskmine on arv, mis saadakse, kui aritmeetilise

keskmise arvutamisel antakse erinevatele vaartustele erinevad

kaalud. Kaaluks voOivad olla niiteks moOOtetulemuste
standardhalbed.

14



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud: keskvaartus

Naide 3.7. Oletame, et Uks firma koosneb juhatajast ja 9-st tootajast. ToOtajate
kuupalk on 500 EUR, juhata kuupalk on 5500 EUR. Keskmine palk selles firmas
on

s 9-500;01-5500 1000

Samas mediaanpalk selles firmas on keskmisest palgast
poole vaiksem, 500 EUR.

Uks teine firma koosneb neljast insenerist, kuupalgaga 1200 EUR ning
koristajast, kuupalgaga 200 EUR. Keskmine palk selles firmas on

% 4-1200+1-200 _ 1000

m

Samas mediaanpalk selles firmas on keskmisest palgast suurem, 1200 EUR.

15



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud: dispersioon

Juhusliku suuruse dispersiooni definitsioonvalem on:
2
D[x]=m|(x ~m{x ]
Diskreetse juhusliku suuruse x dispersioon on:

D()=3 (5,

Pideva juhusliku suuruse x dispersioon on:

o0

D(x) = j(x—m)z f(x)dx

—100)

Steineri valem dispersiooni arvutamiseks:
px]=m{x* |- (m[x ]

Dispersiooni ruutjuurt nimetatakse standardhalbeks:

s(x) =4/ D(x)

16



Keskvaartus ja dispersioon kokkuvotlikult

mx= Yxp, p[x]=m(x ~m{x ] ]
o ; D(x)=Z(xl.—m) p

m(x) = j xf (x)dx

—oo D(x) = j(x— m)” f(x) dx
gab plx]=mx - ([ )
F (xmedlaan) 05

s(x) =+/D(x)

17



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Ulesanne 3.15. Jaotusfunktsioon on defineeritud jirgmiselt:

S5x, <l

2 =
1) {O, mujal

Tee funktsiooni graafik, hinda silma jirgi, kui suur voiks olla keskvéértus. Arvuta antud
funktsiooni tdpne keskviirtus, kanna see joonisele.

Ulesanne 3.16. Kolmnurkjaotust voib defineerida ka jdrgnevalt: piirkondades
x < 0 ning x > b on tema viéartus 0; vahemikus [0; b] on tema véirtus iihtlaselt kasvav
(flx) = cx). Arvuta koefitsient ¢, jaotusfunktsioon, keskvididrtus ja mediaan ning
standardhilve. Leia tdendosus, et siindmus satuks piirkonda (m + 6); (m = 20). Joonista
graafik ning kanna sellele keskviirtus ja mediaan ning viiruta piirkond (m £ 20).

Ulesanne 3.17. Kolmnurkjaotuse jaotustihedus on defineeritud jérgnevalt:
piirkondades x < 5 ning x > 8 on tema véaartus 0; vahemikus [5; 8] on tema védartus
tihtlaselt kasvav (f(x) = cx). Leia koefitsient c; jaotusfunktsioon; keskviartus, median;
standardhilve; tdendosus, et siindmus satuks piirkonda (m(x), 12)?

18



Kodune t00

Selle nadala test sulgub 19.03.2013 kell 23:55.

Juba sulgunud teste ei saa hiljem jargi teha!!!

Testi sulgumise jarel avaneb “test harjutamiseks”,
seda saab harjutada piiramatult kuni semestri
lopuni.
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Moodle testi tagasiside:

Tagasiside

EKSAMI AJAD (viimane korraline loeng peaks olema 29. mai):

20. maiks Iopetajatel hinded valjas!!!



Moodle testi tagasiside:

Tagasiside

Test on 3. aprill ja annab 20% koondhindest!
Jargmine nadal kordame seniopitut!

Vaga soovitatav on juba jargmiseks loenguks ette valmistada A4
paber valemitega, mida ka kontrollt60l kasutada.

Tanane teema:

jaotustihedus ja jaotusfunktsioon, keskvaartus ja standardhalve;
pidevad jaotused (Uhtlane jaotus, eksponentjaotus, normaaljaotus,
Studenti jaotus)



jaotusseadused kokkuvotlikult
dF (x)
dx

Jaotustihedus f(x) on: f(x)=

Jaotustiheduse normeerimis- ja mittenegatiivsustingimus:
F@)= [ f@dc=1  fx)=0

Jaotusfunktsioon F(x) on: F(xo) — If(x)dx

Vahemiku toenaosus on: P{xl <= xz}: F(xz) A F(xl)



Keskvaartus ja dispersioon kokkuvotlikult

mx= Yxp, p[x]=m(x ~m{x ] ]
o ; D(x)=Z(xl.—m) p

m(x) = j xf (x)dx

—oo D(x) = j(x— m)” f(x) dx
gab plx]=mx - ([ )
F (xmedlaan) 05

s(x) =+/D(x)



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Ulesanne 3.17. Kolmnurkjaotuse jaotustihedus on
defineeritud jargnevalt: piirkondades x < 5 ning x > 8 on
tema vaartus 0; vahemikus [5; 8] on tema vaartus
uhtlaselt kasvav (f(x) = cx).
Leia

—koefitsient c;

—jaotusfunktsioon;

—keskvaartus,

—mediaan;

—standardhalve;

—toenaosus, et sundmus satuks piirkonda (m(x), 12)?




enamkasutatavad jaotusseadused — uhtlane jaotus

Uhtlane jaotus f(©)  Ssimmeetriatelg
A
a+b o
m = =
> b-a
: 2‘0 :
1 b—a b—a
o= ~0.577 — e
V3 2 2 & @R

Uhtlase jaotuse niiteks on mootevahendi resolutsioonist tingitud
maaramatus, seda eriti selgelt digitaalnaiduga seadmetel. Kui naiteks
digitaaltermomeetri resolutsioon on 0,1 °C ning naiduks on 22,6 °C,
siis tegelik temperatuur on vahemikus (22,55 °C — 22,65 °C). Kuna meil
pole mingi alust eeldada, et temperatuuril esineks mingisugused
eelistatumaid vaartuseid, siis on koige moistlikum eeldada, et
mootevahendi resolutsioonist tingitud maaramatus on kirjeldatav

uhtlase jaotusena.



enamkasutatavad jaotusseadused — kolmnurkjaotus

Kolmnurkjaotus

Vaatame uhte erijuhtu kolmnurkjaotusest, mis on summeetriline ning
asub loigul [0; 2], seega on tema jaotustihedus on antud funktsiooniga

(x: 0< x<1 o
f(x)=32—-x;1<x<2 ~V6o V6o

|0; mujal 1

Et ulalkirjeldatud kolmnurkjaotus
on summeetriline, siis ilmselt
on tema keskvaartus

LU :

m
% 1 2




enamkasutatavad jaotusseadused — kolmnurkjaotus

Kolmnurkjaotus )

Kolmnurkjaotuse ruudu keskvaartus on:

o0

1 2 4 3 4
e 5 e [t ST Rl %Lz_ij
m(x”) = J-x f(x)dx-z‘;x xdx+‘!'x (2—x)dx = ; ‘O+ Sl ‘1
3

=0

1 ol6: 0 1G]
1A 4 1 77

ja kolmnurkjaotuse dispersioon ning standardhalve on:

2

14
D= 2y By e e e
m(x”)—m ()12

12
2
a=5=1/§z0,41



enamkasutatavad jaotusseadused — eksponentjaotus

Eksponentjaotus

Eksponentjaotuse saate labi arvutada radioaktiivse aine pooldumist
kirjeldavas naites.
: f(£)=Aexp(=At)

F(t)=1—-exp(—At)
Siin A =1/ t,, eksponentjaotuse keskvaartus ja standardhalve on
molemad vordsed parameetriga i,.

16 T T T T 10 T T T =
1al A=05 _
— ) — 0.8
1.2f A=l
A=1.5
,...1'0 | ~< 0.6
= 0.8} {2
0.6} | Toa4
0.4F .
0.2 .
0.2f .
0.0 ' ' ' — 0.0/




enamkasutatavad jaotusseadused — eksponentjaotus

Hooglambi eluiga allub eksponentjaotusele. Tootja vaidab, et
hooglambi keskmine eluiga on 1000 tundi. Kui pikk on keskmise lambi
eluiga? Kui suur on toenaosus, et uhe lambi eluiga on ule 5000 tunni?

Lahendus — Mathcadiga — (lambi_eluiga.mcd).
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enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Juhusliku suuruse jaotust nimetatakse normaaljaotuseks ehk Gaussi
jaotuseks, kui jaotustihedus on

Ll 4 =)
fx)= O'\/% GXP[ 252 )9

157

0.6 n
1
fI (x) 04 SI(x) i
f2 (x) flf( \.\ .":' ...". J2(x)
f3 (x ) _qa"\fz T .""-._ J03 (x) 0.5
0 N»




enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Nagu teistegi jaotusseaduste puhul, on ka hormaaljaotuse puhul
mingisse intervalli sattumise toenaosuse leidmiseks vaja teada tema
jaotusfunktsiooni. Praktikas ei ole normaaljaotuse integreerimine just
lihtne Ulesanne. Selles loengukursuses me ei toesta, et
normaaljaotuse jaotusfunktsioon on:

F(x)= 1{1+erf(a\/_ﬂ

erf (x) =

2 X

—jexp(—tz)dt

V7 g

Siin erf(x) tahistab veafunktsiooni. Praktiliste lilesannete lahendamisel
kasutatakse valmisprogrammide abi.
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enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Mathcad’is on hormaaljaotuse parameetritega a ja o jaotustihedus f(x)
kohal x arvutatav funktsiooniga dnorm(x, a, o) ning jaotusfunktsioon
F(x) kohal x funktsiooniga pnorm(x, a, o).

Excel’is on jaotustihedus f(x) arvutatav kasuga normdist(x, a, o, 0)
ning jaotusfunktsioon F(x) kasuga normdist(x, a, o, 1).

Naide:

Pliiatsitehases toodetavate pliiatsite pikkus allub normaaljaotusele
keskvaartusega 180,0 mm ning standardhalbega 0,7 mm. Kui suur on
toenaosus, et toodangu seast juhuslikult valitud pliiatsi pikkus on
vahem kui 179 mm?

normdist(179; 180,0; 0,7; 1) = 0,076563726 = 7,66%. 5



enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Normaaljaotuse korral satub vahemikku * 1o ligikaudu 68%,
vahemikku 20 ligikaudu 95% ja vahemikku * 3o ligikaudu 99,7%
sundmustest.

Normaaljaotust, kus keskvaartus a = 0 ja standardhalve o = 1
nimetatakse standardiseeritud normaaljaotuseks N(0; 1).

Uleminekuvalem suvaliselt normaaljaotuselt X ~ N(a; o)
standardiseerutud normaaljaotuseks on:

X —a
o

~ N(0;])

15



enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Ulesanne 3.18. Olgu teada, et 20-aastaste noormeeste pikkused
alluvad normaaljaotusele keskvaartusega a = 183 cm ja
standardhalbega o = 7 cm. Kui suur osa hoormeestest on

— lUhemad kuia—-2 * o = 1,69 m;
—  pikemad kui 2 m;
— pikemad kui 2,1 m;

—  pikkuse vahemikus 180 cm kuni 190 cm?

Ulesanne 3.19. Uhe giimnaasiumi sisseastumiskatseks on
komplekstest. Testi tulemused alluvad normaaljaotusele
keskvaartusega m = 500 punkti ja standardhalbega o = 100 punkti.
108-le kohale oli 427 kandidaati. Toomas sai katsetel 573 punkti. Kas
sellest peaks piisama gumnaasiumisse paasemiseks?

16



enamkasutatavad jaotusseadused — Studenti jaotus

Studenti jaotus

Inglise teadlane Student, alias W.S. Gosset toestas, et:

Kui X on normaalne juhuslik suurus, siis juhuslik suurus

5 XN —_m[X]
5 M(XN)

allub jaotusele tihedusega

tz e
S (B £1+ j .

e

17



enamkasutatavad jaotusseadused — Studenti jaotus

S i (x ) 0.4 2

18



enamkasutatavad jaotusseadused — Studenti jaotus

Studenti jaotuse oluline omadus on, et juhusliku suuruse 7T
jaotusfunktsioon s, ,(7) soltub vaid iihest parameetrist (nn

vabadusastmete arvust) N —1 ja ei soltu uldse juhusliku
suuruse (moodetava suuruse) X konkreetsest
dispersioonist ega keskvaartusest (kiill on aga oluline X
normaalsus). Selles mottes on tegu universaalfunktsiooniga,
mis 1seloomustab suvaliste {ihesuguse normaaljaotusega
juhuslike suuruste summa tildisi omadusi.

Otsene jdreldus asjaolust, et juhuslik suurus allub Studenti
jaotusele on, et usaldusnivoole p vastav mootmistulemuse

paiknemise intervall on esitatav kujul

P[xN — tN_l(p)u(;N) <x<xy+ tN_l(p)u(;N)]z p.

19



enamkasutatavad jaotusseadused — Studenti jaotus

P[XN = tN_l(p)u(;cN) S ;N + tN_l(p)u(;N)]z D.

Siin suurus #,_,(p) on (Studenti) f-kordaja — parandustegur

etteantud usaldusnivoo p ja N —1 vabadusastme korral. I-
kordaja on samuti ainult iihest parameetrist N  sOltuv
universaalne usaldusnivoo funktsioon, mis on leitav Studenti
jaotusest. Tavaliselt antakse 7-kordaja kindlate p viirtuste
jaoks tabuleeritult. Mathcadis on t-kordaja leidmiseks
1+ p

funktsioon qt( ,v); Excelis funktsioon TINV(l — p,v).

Antud valemit nimetataksegi Studenti testiks.

20



enamkasutatavad jaotusseadused — Studenti jaotus

Vabadusastmete Osa D protsentides
avv=N —1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73"
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 213 278 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 245 252 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 218 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 o 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 217 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 216 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 213 285 3,42
25 1,02 1,71 2,06 o 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 275 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
o0 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000
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enamkasutatavad jaotusseadused — Studenti jaotus

Ulesanne 3.20. Olgu teada, et 20-aastaste noormeeste pikkused
alluvad normaaljaotusele, jaotuse parameetrite maaramiseks moodeti
nelja 20-aastase noormehe pikkused. Keskmiseks noormeeste
pikkuseks tuli 181 cm standardhalbega 8 cm. Lahtudes Studenti
jaotusest, millisesse vahemikku peaks jaama 95% noormeeste
pikkused? Kui suur oleks see vahemik siis, kui moodetud noormeeste

arv oleks olnud 60?

22



enamkasutatavad jaotusseadused

Tegelikult on erinevaid jaotusseaduseid “mustmiljon” ja neid koiki
igaks juhuks tundma oppida ei ole mottekas.

Kuidas teada saada, milline jaotusseadus meid huvitav protsessi
voiks kirjeldada?

Enamasti leitakse mingit protsessi kirjeldav jaotusseadus kas
teoreetilistel kaalutlustel voi eksperimendi tulemusena.

23



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Ulesanne. Tudengite eksamitulemust mingil eksamil hinnatakse
skaalal 0-st 100-ni. Oletame, et tudeng on eksamist labi saanud, kui
tema tulemus on vahemalt 55 punkti. Oletame, et eksami tulemused
on modelleeritavad jargmise jaotustihedusega:

-

e 10 <x <90
4900
90
X et 90 < x <100
F) 4900
0; mujal
a) leia toenaosus, et tudeng kukub eksamilt 1abi?
b) leia toenaosus, et tudeng saab vahemalt 95 punkti?
C) leia eksami keskmine tulemus?
d) leia eksami mediaantulemus?

e) leia eksami tulemuste standardhalve?
24



Kodune t00

Selle nadala test sulgub 26.03.2013 kell 23:55.

Juba sulgunud teste ei saa hiljem jargi teha!!!

Testi sulgumise jarel avaneb “test harjutamiseks”,
seda saab harjutada piiramatult kuni semestri
lopuni.
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Moodle testi tagasiside:

Tagasiside

EKSAMI AJAD (viimane korraline loeng peaks olema 29. mai):

20. maiks Iopetajatel hinded valjas!!!



Moodle testi tagasiside:

Tagasiside

Test on 3. aprill ja annab 20% koondhindest!
Jargmine nadal kordame seniopitut!

Vaga soovitatav on juba jargmiseks loenguks ette valmistada A4
paber valemitega, mida ka kontrollt60l kasutada.

Tanane teema:

jaotustihedus ja jaotusfunktsioon, keskvaartus ja standardhalve;
pidevad jaotused (Uhtlane jaotus, eksponentjaotus, normaaljaotus,
Studenti jaotus)



Juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Ulesanne. Tudengite eksamitulemust mingil eksamil hinnatakse
skaalal 0-st 100-ni. Oletame, et tudeng on eksamist labi saanud, kui
tema tulemus on vahemalt 55 punkti. Oletame, et eksami tulemused
on modelleeritavad jargmise jaotustihedusega:

-

e 10 <x <90
4900
90
X et 90 < x <100
F) 4900
0; mujal
a) leia toenaosus, et tudeng kukub eksamilt 1abi?
b) leia toenaosus, et tudeng saab vahemalt 95 punkti?
C) leia eksami keskmine tulemus?
d) leia eksami mediaantulemus?

e) leia eksami tulemuste standardhalve?
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Jargnevate loengute esialgne plaan

9.nadal 10.04

10.nadal 17.04
11.nadal 24.04

12.nadal 01.05
13.nadal 08.05

14.nadal 15.05
15.nadal 22.05

16.nadal 29.05

Kontrollto6 analluus, grupitoo tutvustus; toenaosuse
eksperimentaalne hindamine; keskvaartuse ja
dispersiooni hindamine mootmistulemustest.

Loengu asemel on kontrollt6o jareltoo
Kovariatsioon ja korrelatsioon;

Z-test ehk normaalsustest;

T-test ehk Studenti test.

Loengut ei toimu (VOLBER)
Kovariatsioon ja korrelatsioon;

Z-test ehk normaalsustest;

T-test ehk Studenti test;
hipoteeside kontrollimine.

Regressioonanaliils; vahimruutude meetod.

Regressioonanallus; vahimruutude meetod,
grupitoode analuus.

Grupitoode analuus; konsultatsioon.



Kontrolltoo tagasiside:

Kontrolltoo tulemus
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Kontrolltoo tagasiside:

Seoses oodatust oluliselt madalama tulemusega, tuleb
korralduses vaike muudatus:

Jareltood voivad teha koik ning koefitsienti 0,8 ei
rakendata. Jareltoo tegijatel laheb arvesse jareltoo
hinne, soltumata t00 hindest.

Jareltoo aeqg: kolmapaeval, 17. aprillil kell 12-14.



Grupitoo (10% eksamihindest):

Grupitoo on mingi andmebaasi statistiliste seoste ja
hupoteeside otsimine-kontrollimine vabalt valitud
arvutusprogrammiga ning saadud tulemuste
vormistamine. Grupi suurus — kuni 5 tudengit.

Grupitoo eesmark:

— Praktilise kogemuse saamine andmete statistilise
anallisiga. Vaga toenaoliselt sisaldab ka loputoo statistilist
andmetootlust.

—  Statistikaprogrammidega tutvumine, sest 3 EAP raames
arvutipraktikumi ei joua teha.

—  Opitu rakendamine praktikas.



Grupitoo (10% eksamihindest):

Grupitoo naide:
Andmebaas — meteomasti 2 m ja 10 m tuule Kkiirus,
resolutsiooniga 2 minutit, 30 paeva pikkune periood suvel.

Hupoteesid:

10 m korgusel on tuule kiirus suurem kui 2 m korgusel;

paeval (kell 12 — 16) on tuule kiirus suurem
kui 60sel (kell 00 — 04);

paeval on tuule kiiruse varieeruvus suurem kui oosel;

2 m korgusel on tuule kiiruse varieeruvus suurem
kui 10 m korgusel;

korrelatsioon 10 m ja 2 m tuule kiiruse vahel on suurematel
tuule kiirustel korgem kui vaiksemate tuulekiiruste korral;

jne



Grupitoo:

Analuusitavad andmed leiavad tudengid soovitatavalt ise,
aga vajadusel voib andmebaase saada ka oppejou kaest.

Grupitoo tahtajad:
10. nadalaks (17.04) —  grupid moodustatud
11. nadalaks (24.04) — andmebaas valitud ja hupoteesid

(min 2 tk) pustitatud
12. nadala lopuks (03.05) — esimene versioon valmis
14. nadalaks (15.05) — viimane versioon valmis

1 preemiapunkt, kui grupis on 1 voi 2 kolmanda
kursuse tudengit ja andmebaas on seotud loputooga.



Toenaosuse eksperimentaalne hindamine

toenaosuse eksperimentaalne hindamine;
keskvaartuse hindamine mootmistulemustest;
dispersiooni hindamine mootmistulemustest.

Kahjuks veel statistika osa uut konspekti pole ®
lisamaterjalide osas on see materjal leitav
“I_osa 2012k.pdf”’, lehekuljed 30 — 42.



Kodune t00

‘Tegelege grupitooga, Moodle testi ei ole!

-Jargmine nadal (17.04) loengut ei ole, kuid
tuleb Moodle test!



Toenaosusteooria
ja statistika

LOFY.03.056

Erko Jakobson, PhD

2013 kevad



Jargnevate loengute esialgne plaan

9.nadal 10.04

10.nadal 17.04
11.nadal 24.04

12.nadal 01.05
13.nadal 08.05

14.nadal 15.05
15.nadal 22.05

16.nadal 29.05

Kontrollto6 analluus, grupitoo tutvustus; toenaosuse
eksperimentaalne hindamine; keskvaartuse ja
dispersiooni hindamine mootmistulemustest.

Loengu asemel on kontrollt6o jareltoo
hupoteeside kontrollimine;

T-test ehk Studenti test.

Loengut ei toimu (VOLBER)

Kovariatsioon ja korrelatsioon;

Z-test ehk normaalsustest;

T-test ehk Studenti test.
Regressioonanallilis; vahimruutude meetod.

Regressioonanallls; vahimruutude meetod,
grupitoode analuus.

Grupitoode analuus; konsultatsioon.



Grupitoo:

Analuusitavad andmed leiavad tudengid soovitatavalt ise,
aga vajadusel voib andmebaase saada ka oppejou kaest.

Grupitoo tegemine on vabatahtlik, saadavad punktid on
preemiapunktid! Eksami osakaal muutub 60% - 70%.

Grupitoo viimase versiooni tahtaeg on 14. nadal (15.05)

1 preemiapunkt, kui grupis on 1 voi 2 kolmanda
kursuse tudengit ja andmebaas on seotud loputooga.



Grupitoo (10% eksamihindest):

Grupitoo naide:
Andmebaas — meteomasti 2 m ja 10 m tuule Kkiirus,
resolutsiooniga 2 minutit, 30 paeva pikkune periood suvel.

Hupoteesid:

10 m korgusel on tuule kiirus suurem kui 2 m korgusel;

paeval (kell 12 — 16) on tuule kiirus suurem
kui 60sel (kell 00 — 04);

paeval on tuule kiiruse varieeruvus suurem kui oosel;

2 m korgusel on tuule kiiruse varieeruvus suurem
kui 10 m korgusel;

korrelatsioon 10 m ja 2 m tuule kiiruse vahel on suurematel
tuule kiirustel korgem kui vaiksemate tuulekiiruste korral;

jne



keskvaartuse hindamine mootmistulemustest

Tehes kokku N soltumatut mootmist, saame juhusliku suuruse X
valimi {X,, X,, X3, ..., X;, ---; X\.15 Xj}- Selle valimi aritmeetiline
keskvaartus

N
3
i i=1

N N

T b e
XN =

on parim lahend toelisele vaartusele piirvaartuse mottes

lim, . x~v=x,.



Dispersiooni hindamine mootmistulemustest

Dispersiooni katselisel maaramisel on olukord analoogiline
keskvaartuse hindamisega. Meenutame siin dispersiooni definitsiooni

D[X] = Z('xi _m)z.pi

Kuna summa ule p-de peab olema vordne tihega ning pole pohjust
oletada, et naditeks esimesed mootmised olid tapsemad kui viimased,
siis p, = 1/N, seega

N
D[X] ~ O, = l-Z:(xi—m)2
N i=1

Alternatiivset valemit dispersiooni arvutamiseks nimetatakse
empiiriliseks dispersiooniks:

N
D[X] ~ SN2 — ﬁ'Z(Xi —m)2
—1 =



Dispersiooni hindamine mootmistulemustest

i e e :
D[X] x 0N2 = ﬁ';(xi—my D[X] A ﬁ';(xi_m)
Osutub, et nende suuruste keskvaartused rahuldavad seoseid

m[O' ] 4 e ld m[slzv]zd,

kus d on uksiksuuruse X, dispersioon. Nagu naeme, lahendab suurus
s> vahemalt matemaatilise ootuse (keskmise) mottes toelist
dispersiooni 6igesti, kuna suurus o2 alahindab dispersiooni.
Seeparast kasutame edaspidi juhuslikus suuruse dispersiooni
hindamisel suuruse X empiirilist dispersiooni.

Juhusliku suuruse X empiiriline standardhalve on vastavalt

ﬁ(xl-—?mf
SN\/ZI z\/g

N -1




Dispersiooni hindamine mootmistulemustest

Aritmeetilise keskmise dispersioon on (ilma toestuseta):

ning jareldusena

Seega: ihesuguselt jaotunud N soltumatu suuruse aritmeetilise
keskmise dispersioon on N korda vaiksem kui uksiksuuruse
dispersioon ja standardhalve on ruutjuur N korda vaiksem Kkui
uksiksuuruse standardhalve.




Dispersiooni hindamine mootmistulemustest

Naide: Tudeng ostis karbi (6 tk) mune, suurus M, mis tootja kinnitusel
tahendab kaaluvahemikku (53, 63) g. Munade kaalud olid jargmised:

1)55 ¢ ﬁ:
Xi
2) 58 g m(x):x1+x2;”+xN:"=]1v
3)54 g
4) 56 g S
s(x) \/1 ~d .
5)60¢g N -1

6) 53 g o \r 60

Leia munade kaalu keskmine vaartus ning standardhalve.



Statistilised hupoteesid

Statistiliseks hupoteesiks nimetatakse teatud teineteist valistavate
vaidete paari uldkogumi(te) voi tema parameetrite kohta.

HO — nullhupotees, mis tavaliselt valjendab uurijat mittehuvitavat juhtu
(Uldkogumi vastamine teatud standardile).

Nullhipoteesi ei ole voimalik toestada. Selle vastuvotmine tahendab,
et kui uurija tahab mingit erinevust, moju voi seose olemasolu
toestada, siis tuleb tal mootmisi jatkata.

H1 — sisukas e. alternatiivne e. konkureeriv hupotees, mida uurija
soovib toestada ( tavaliselt mingi erinevuse, moju voi seose
olemasolu).

10



Statistilised hupoteesid

Hupoteeside kontrollimisel puutakse toestada sisukas hupotees
nullhipoteesi kummutamise teel.

Selleks arvutatakse valimi andmete pohjal teatud teststatistik, mille
teoreetiline jaotus nullhupoteesi kehtivuse korral on teada.

Juhul kui leitud teststatistiku vaartus on ebatoenaoline, vorreldes
tema teoreetilise jaotusega, loetakse nullhtiipotees kummutatuks ja
sisukas hiupotees toestatuks.

Kui sisukat hupoteesi toestada ei onnestu, jaadakse nullhupoteesi
juurde, mis voib tahendada nii seda, et

1) olukord vastas nullhlupoteesile; kui ka seda, et

2) valimi maht oli liiga vaike sisuka hiupoteesi toestamiseks.

11



Statistilised hupoteesid

Kuna statistiliste hupoteeside kontrollimisel tehakse valimi pohjal
jareldusi uldkogumi kohta, on voimatu valtida vigu. Vigu saab olla
kaht liiki.

1. Esimest liiki viga tekib siis, kui voetakse vastu sisukas hlupotees,
aga tegelikult on oige nullhipotees. See on raske viga, mis tahendab,
et uurija “toestas” erinevuse, moju voi seose mida tegelikult ei ole,
vaid mis juhuslikult iimnes moodetud valimis.

2. Teist liiki viga tekib siis, kui jaadakse nullhupoteesi juurde, ehkki
tegelikult on oige sisukas hlpotees. See on kergem viga, mis
enamasti tahendab, et soovitu toestamiseks tuleb mootmisandmeid
juurde koguda.

12



Statistilised hupoteesid

Esimest liiki vead on sageli ohtlikud vead, mille tegemist tuleks
voimalikult valtida.

Esimest liiki vea tegemise suurimat lubatavat toendaosust nimetatakse
olulisuse nivooks e. riskiprotsendiks.

Olulisuse nivood tahistatakse tahega a.

Olulisuse nivooks valitakse mingi vaike arv, sageli 0,1; 0,05; 0,01
(soltuvalt selles, kui rasketele tagajargedele voib 1. liiki vea tegemine
viia). Fuusikas kasutatakse tavaliselt olulisuse nivood 0,05.

13



Statistilised hupoteesid

Uhepoolsed ja kahepoolsed hiipoteesid.

Kahepoolsed hupoteesid kontrollivad, kas keskvaartused on

omavahel erinevad:
Nullhipotees:

Sisukas hupotees:

HO: z= ZO

H1: z# z,

Uhepoolsed hiipoteesid kontrollivad, kas liks keskvaartus on teisest

suurem:
Nullhipotees:
Sisukas hupotees:
Voi
Nullhupotees:

Sisukas hupotees:

HO: z = z,

H1: z> 2,

HO: z2 z,

H1: z< z,

14



Statistilised hupoteesid

Statistiliste hupoteeside kontrollimine toimub tavaliselt
vahemikhinnangute kaudu.

Olgu naiteks nullhipoteesiks see, et hinnatav parameeter z on vordne
etteantud vaartusega z;:

Nullhupotees: HO: z = Z,

Sisukas hupotees: H1:z# 2z,

Leiame usaldusvahemiku (z,, z,), nii et
P(z <z<z)=lies

Kui antud vaartus z, satub vahemikust (z,, z,) valja, siis saab vastu
votta sisuka hupoteesi, muidu tuleb jaada nullhupoteesi juurde.

15



Studenti test

Studenti test ehk t-test on normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse
keskvaartuste vordlemiseks.

T-testi puhul kasutatakse t-statistikut ehk Studenti suhet, mille
vaartuse saab arvutada valimist jargnevalt:

t:\/ﬁz_zo
5(z)

siin N on valimi maht ja s(2) on standardhalve.

Saab toestada, et kui Uldkogum allub normaaljaotusele, siis t-statistik
allub n -1 vabadusastmega Studenti jaotusele. Meenutame, et
Studenti jaotus soOltus ainult vabadusastmete arvust ning soovitud
usaldusnivoost.

16



Studenti test

Studenti testi puhul peab sisuka hupoteesi vastuvotmiseks olema
taidetud tingimus:

Uhepoolse hiipoteesi puhul ‘t‘ el

Kahepoolse hiipoteesi puhul ‘t‘ > 1

a
=l
)k

Naiteks olulisuse nivoo 0,05 puhul tuleb uhepoolse hupoteesi
kontrollimisel kasutada a = 0,05, kahepoolse hupoteesi kontrollimisel
aga a = 0,025, sest viga voib tulla molemas suunas.

17



Studenti test

Studenti jaotus, Excelis kask TINV(P, v), kus P on lubatud esimest
tlilpi vea toendosus ning v = n— 1 on vabadusastmete arv.

\"/ 10% 5% 2.50% 1% 0.50%
1 6.31 12.71 25.45 63.66 127.32

2 2.92 4.30 6.21 9.92 14.09

3 2.35 3.18 4.18 5.84 7.45

4 2.13 2.78 3.50 4.60 5.60

5 2.02 2.57 3.16 4.03 4.77

6 1.94 2.45 2.97 3.71 4.32

7 1.89 2.36 2.84 3.50 4.03

8 1.86 2.0 2.75 3.36 3.83

9 1.83 2.26 2.69 3.25 3.69

10 1.81 2.23 2.63 3.17 3.58

15 1874 2.13 2.49 2.95 3.29

25 1.71 2.06 2.38 2.79 3.08

50 1.68 2.01 2.31 2.68 2.94
100 1.66 1.98 2.28 2.63 2.87
1000 1.65 1.96 2.24 2.58 2.81
10000 1.65 1.96 2.24 2.58 2.81




Studenti test

Naide: Tudeng ostis karbi (6 tk) mune, suurus M, mis tootja kinnitusel
tahendab kaaluvahemikku (53, 63) g. Munade kaalud olid

jargmised:

X+ X+t Xy  55+58+54+56+60+53
1)55 49 m(x) = w o > £
2)58 ¢ e

() = \/;(Xi - \/ I + @+ (2P + O + (4 +(3) _

3)54 g o :

1+4+4+0+16+9 34
4) 56 g :\/ E =\/;=J@:2,608g
5)60(¢
6) 53 ¢

Kontrolli pustitatud hupoteesid:
1. Munade mass erines kaaluvahemiku keskmisest (58 g).

2. Munad olid kergemad kui kaaluvahemiku keskmine (58 g). i



Studenti test

Naide: Tudeng ostis karbi (6 tk) mune, suurus M, mis tootja kinnitusel
tahendab kaaluvahemikku (53, 63) g. Munade kaalud olid
jargmised: e

Toesta hiipoteesid: TSGR e
1. Munade mass erines kaaluvahemiku keskmisest (58 g).

2. Munad olid kergemad kui kaaluvahemiku keskmine (58 g).

t— N =£-56_58:—1,879.

5(2) 6,8
H=188<t, =t,4s5=3,16
E,V

| =188 <1, , =145 = 2,57

Seega tuleb molema hupoteesi puhul jaada nullhtupoteesi juurde.



Kodune t00

Moodle testi tuleb nadala lopuks,
annan sellest eraldi teada.

Jargmine nadal (1.05) loengut ei ole (volber).

21
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Jargnevate loengute esialgne plaan

13.nadal 08.05 hupoteeside kontrollimine;
x3-test; F-test; T-test ehk Studenti test.

14.nadal 15.05 Regressioonanaluus; vahimruutude meetod.
x3-test; F-test; T-test ehk Studenti test.

15.nadal 22.05 Regressioonanallils; vahimruutude meetod,
Kovariatsioon ja korrelatsioon; grupitoode analuus.

EKSAMI ajad:

22. mai kell 14 — 16 (3. kursuse tudengitele)
29. mai

5. juuni

Jareleksami aeg:

17. juuni



Grupitoo:

Analuusitavad andmed leiavad tudengid soovitatavalt ise,
aga vajadusel voib andmebaase saada ka oppejou kaest.

Grupitoo tegemine on vabatahtlik, saadavad punktid on
preemiapunktid! Eksami osakaal muutub 60% - 70%.

Grupitoo viimase versiooni tahtaeg on 15. nadal (21.05)

1 preemiapunkt, kui grupis on 1 voi 2 kolmanda
kursuse tudengit ja andmebaas on seotud loputooga.



Studenti test

Naide: Tudeng ostis karbi (6 tk) mune, suurus M, mis tootja kinnitusel
tahendab kaaluvahemikku (53, 63) g. Munade kaalud olid

jargmised:

X+ X+t Xy  55+58+54+56+60+53
1)55 49 m(x) = w o > £
2)58 ¢ e

() = \/;(Xi - \/ I + @+ (2P + O + (4 +(3) _

3)54 g o :

1+4+4+0+16+9 34
4) 56 g :\/ E =\/;=J@:2,608g
5)60(¢
6) 53 ¢

Kontrolli pustitatud hupoteesid:
1. Munade mass erines kaaluvahemiku keskmisest (58 g).

2. Munad olid kergemad kui kaaluvahemiku keskmine (58 g).



Studenti test

Naide: Tudeng ostis karbi (6 tk) mune, suurus M, mis tootja kinnitusel
tahendab kaaluvahemikku (53, 63) g. Munade kaalud olid
jargmised: e

Toesta hiipoteesid: TSGR e
1. Munade mass erines kaaluvahemiku keskmisest (58 g).

2. Munad olid kergemad kui kaaluvahemiku keskmine (58 g).

t— N =£-56_58:—1,879.

5(2) 6,8
H=188<t, =t,4s5=3,16
E,V

| =188 <1, , =145 = 2,57

Seega tuleb molema hupoteesi puhul jaada nullhtupoteesi juurde.



Studenti test

Jatkame konspektist. Analuusime Tartu temperatuuride andmeid.
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Jargnevate loengute esialgne plaan

14.nadal 15.05 Regressioonanaluus; vahimruutude meetod.
x2-test; F-test; T-test ehk Studenti test.

15.nadal 22.05 Regressioonanallls; vahimruutude meetod,
Kovariatsioon ja korrelatsioon; grupitoode analuus.

EKSAMI ajad:

22. mai kell 14 — 16 ruum 410 (3. kursuse tudengitele)
29. mai kell 12 — 14 ruum 160

5. juuni kell 12 — 14 ruum 160

Jareleksami aeg:

17. juuni kell 10 — 12 ruum 160



Grupitoo:

Analuusitavad andmed leiavad tudengid soovitatavalt ise,
aga vajadusel voib andmebaase saada ka oppejou kaest.

Grupitoo tegemine on vabatahtlik, saadavad punktid on
preemiapunktid! Eksami osakaal muutub 60% - 70%.

Grupitoo viimase versiooni tahtaeg on 15. nadal (21.05)

1 preemiapunkt, kui grupis on 1 voi 2 kolmanda
kursuse tudengit ja andmebaas on seotud loputooga.



Korrelatsioonanaluus

Jatkame konspektist: Korrelatsioonanalluus



Eksami kava:

Eksam on kirjalik, 50% ulesannete lahendamine, 50%
teooria. Eksam annab 70% aine koondhindest.

Eksami ajal naidatakse projektoriga toos vajalike jaotuste
taiendkvantiilide tabelit.

Naidiseksam.pdf



Studenti test

Jatkame konspektist. Analuusime Tartu temperatuuride andmeid.
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Kokkuvotvalt seni vaadatud testidest
1. Pearsoni X2-test: X = Z@
a = CHITEST(x2; v).

HO juurde (valim allub vorreldavale teoreetilisele jaotusele) tuleb
jaada, kui a > 0,05.

2

S
2. F-test dispersioonide vordlemiseks: F =—-
o)

a = FDIST(F; N, — 1; N, — 1).

HO juurde (dispersioonid on uhesugused) tuleb jaada, kui a > 0,05.



Kokkuvotvalt seni vaadatud testidest
3. Studenti t-test:
o = TDIST(t;v;tails).

HO juurde (Uldkogumite keskvaartused on vordsed) tuleb jaada,
kui a > 0,05.



Naidiseksami lahendused
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