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Liihikokkuvote. Kéesolevas bakalaureuset6os kirjeldatakse moningaid topoloo-
gilises andmeanaliiiisis levinud meetodeid ja pohimoisteid. Esmalt tuletatakse
meelde vajalikke algebralisi aluseid. Seejérel defineeritakse simplitsiaalsed komp-
leksid ja nende homoloogia, eesmérgiga uurida Vietoris-Ripsi komplekside filtrat-
sioone. Peamine tooriist selleks on piisivusmoodulite normaalkuju teoreem, mis
on esitatud koos toestusega. Lopuks tuuakse ndide pohiteoreemi rakendamisest.
CERCS teaduseriala: P150 Geomeetria, algebraline topoloogia.
Mairksonad: algebraline topoloogia, homoloogiateooria.

Topological data analysis
using persistence modules

Bachelor’s thesis
Indrek Pertman

Abstract. In this Bachelor’s thesis we describe some common tools and concepts
used in topological data analysis. First we remind the reader of necessary algebraic
definitions and results. Then we define simplicial complexes and their homology,
with the goal of studying filtrations of Vietoris-Rips complexes. The main tool for
that is the normal form theorem for persistence modules, which is presented along
with a proof. Finally we present an example how to apply the main theorem.
CERCS research specialisation: P150 Geometry, algebraic topology.
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Sissejuhatus

Homoloogia sai alguse 19.ndal sajandil, kui leiti, et topoloogilisi ruume saab eris-
tada nende aukude poolest algebraliste meetoditega. Viimasel ajal on esile tous-
nud piisivushomoloogia, millega saab analiiiisida topoloogiliste ruumide struktuu-
ri vaadates nende 16plikke alamruume. Aastal 1994 toestas S. Barannikov antud
t00 peatulemuse — piisivusmoodulite normaalkuju teoreemi.

Kéesoleva bakalaureuseto6 eesmérgiks on anda liihike iilevaade moningatest
topoloogilises andmeanaliiiisis levinud meetoditest ning pohimoistetest.

Antud t66 on jaotatud kuueks peatiikiks. Esimeses peatiikis tutvume mone
algebralise moiste ja tulemusega, mida ldheb edasise t00 lugemise kaigus vaja.

Teises peatiikis anname {ilevaate simplitsiaalsest homoloogiast, tooriistast,
millega saab tuvastada topoloogiliste ruumide erinevate mootmetega auke. Selleks
tutvume abstraktse simplitsiaalse kompleksi moistega, ning defineerime Vietoris-
Ripsi kompleksi, mis on oma nime saanud austria matemaatiku Leopold Vietoris
ja Létis siindinud matemaatiku Eliyahu Rips jargi.

Kolmandas peatiikis toome sisse piisivusmooduli definitsiooni, toome paar
néidet ning seostame piisivusmoodulid Vietoris-Ripsi kompleksidega.

Neljandas peatiikis uurime tapsemalt pilisivusmoodulite spektraalpunkte ning
toestame mitut nendega seotut tulemust.

Viiendas peatiikis toestame &ra piisivusmoodulite normaalkuju teoreemi, mis
lubab meil esitada igat pilisivusmoodulit mitme lihtsa piisivusmooduli otsesum-
mana.

Kuuendas peatiikis toome véikese néite triipkoodist ja piisivusdiagrammist
ning raagime natuke rakendustest.

1 Algebralised alused

Siin t66s tahistame N = {1,2,...}, Ny = NU{0}, kui hulk A on B périsalamhulk,
siis kirjutame A C B ning kui A on B alamhulk, siis kirjutame A C B.

Esitame moned vajalikud algebra pohimoisted ning tulemused, mis suures
osas pohinevad kursuse Algebra II loengukonspektile [I].

Definitsioon 1.1. Ringiks nimetatakse hulka R, kus on defineeritud kaks kahe-
kohalist algebralist tehet: liitmine (+) ja korrutamine (-), mis rahuldavad jérgmisi
tingimusi:

R1. R on liitmise suhtes Abeli riithm;
R2. R on korrutamise suhtes monoid;
R3. Va,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-c
R4. Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c.

Kommutatiivse ringi puhul kehtib lisaks tingimus



R5. Va,be R:a-b=b-a.
Siin t60s vaatame ainult kommutatiivseid ringe.

Definitsioon 1.2. Korpuseks nimetakse vihemalt kahe-elemendilist kommuta-
tiivset ringi, kus iga nullelemendist erinev element on pooratav.

Naide 1.1. Moned néited ringidest.
1. Ratsionaalarvude korpus Q ja reaalarvude R.
2. Taisarvude ring Z.

3. Loplikud jéaargiklassiringid Z, naturaalarvu n korral on ringid, ning kui n
on algarv, siis Z,, on korpus.

Definitsioon 1.3. Vasakpoolseks mooduliks ile ringi R ehk vasakpoolseks R—
mooduliks nimetatakse Abeli rithma (A;+), kui iga elemendi » € R jaoks on
defineeritud iihekohaline tehe

A=A a—ra

nii et mistahes a,b € A jar,s € R korral
L. (r+s)a=ra+ sa;
2. r(a+b)=ra+rb;
3. (rs)a =r(sa);
4. la = a.

Vaatame siin t00s ainult vasakpoolseid mooduleid ja seetottu kutsume vasak-
poolseid mooduleid lihtsalt mooduliteks.

Naide 1.2. Moned naited moodulitest.
1. Nullmoodul 0, mille ainus element on 0.
2. Iga vektorruum on moodul.
3. Iga ring on moodul iile iseenda.

Definitsioon 1.4. R-moodulit B nimetatakse R-mooduli A alammooduliks kui
B on A alamriithm ning
Vre R,a€ B:raé€ B.



Definitsioon 1.5. Olgu A ja B R-moodulid. Siis kujutus ¢: A — B on moodu-
lite homomorfism parajasti siis, kui

pla+b) =pla) +ob);  @(ra) =re(a)
iga a,b € A, r € R korral.
Naide 1.3. Iga kahe R-mooduli A, B vahel eksisteerib nullkujutus
0:A— B, z+0,
mis on moodulite homomorfism.
Definitsioon 1.6. R-mooduli A baasiks nimetatakse hulka X C A nii, et kehtib

1. X on A moodustajate siisteem, s.t. iga element a € A on esitatav kujul

n
CL:ZH%, neNreR, z,€ X,

i=1

2. elemendid z; € X on lineaarselt soltumatud, s.t. et kehtib implikatsioon

ZTiSCi:0:>7”i:O, VZG{L,TL}

i=1

Definitsioon 1.7. Kui R-moodulil A on baas, siis selle mooduli astakuks nime-
tame selle baasi voimsust.

Mairkus 1. Igal baasil on sama voimsus, seega astak on iiheselt méaératud.

Lemma 1.1. Olgu A ja B R-moodulid, X mooduli A moodustajate stisteem ning
¢: A — B moodulite homomorfism, siis p(X) on alammooduli p(A) moodustajate
susteem.

Toestus. Olgu u € (A), siis leidub v € A nii, et ¢(v) = u. Element v esitub
kujul

n
vzg rix;, 1 €R, x;eX,
i=1

tanu sellele, et ¢ on homomorfism, kehtib

n n

u=pv) =y (Z nm) = Z@(ﬁxz) = ZWP(%)

i=1 =1

Seega suvaline element ¢(A) element u esitub ¢(X) elementide lineaarkombinat-
sioonina. Seega ¢(X) on ¢(A) moodustajate siisteem. O

Kui on antud hulk X, siis saame konstrueerida mooduli A nii, et hulk X on
mooduli A baas.



Definitsioon 1.8. Vabaks R-mooduliks hulgal X nimetatakse moodulit XV, mis
koosneb formaalsetest summadest

erx, ry € R, card{x € X:r, # 0} < o0.

rzeX

Formaalsete summade liitmine ning skalaariga toimub komponenthaaval ehk

Z rx + Z rr = Z(rm + 7)),

zeX rzeX zeX
s(E r&:)zg (s-1z)x, s € R.
reX zeX

Hulga X elementi 2’ v6ime samastada formaalse summaga > _\ 7., kus 2’
kordaja r,, = 1 ning muud kordajad on vordsed nulliga. Seega saame hulka X
vaadelda hulga RX) alamhulgana ehk edaspidi kirjutame X € R™).

Téapsustame, et formaalne summa {ile tithja hulga on 0 ning vaba R-moodul
iile tiihja hulga X on nullmoodul 0.

Lause 1.1. (Vaba mooduli universaalomadus) Olgu A suvaline R-moodul, siis
suvalise funktsiooni f: X — A korral leidub parajasti iiks voimalik R-moodulite
homomorfism f: R%) — A, mis laiendab kujutust f, ehk flx = f. Tapsemalt

f <Z$) => rf(x).

rzeX rzeX

Toestus. Formaalsete summade liitmise ja skalaariga korrutamise definitsioonide
tottu on lihtne néaha, et f on moodulite homomorfism ning et f on f ahend. Sellega
on olemasolu naidatud, néitame niiiid, et f on ainus selline homomorfism, mis
laiendab kujutust f.

Olgu ¢: R*) — A moodulite homomorfism, mis laiendab kujutust f. Niita-
me, et siis ¢ = f Olgu ) .y 7at € RX) | kasutades seda, et ¢ on homomorfism,
saame, et

4 <Z 7”:1:90) =Y plroa) =) repla) =) rof(@)=f <Z mx> :

rzeX rzeX rzeX zeX reX

]

Vaba mooduli universaalomadusest saame, et moodulite morfismi RX) — A
defineerimiseks on piisav, kui kirjeldada, kuidas see kéditub hulga X (ehk baasi)
elementidel. Mujal saame kujutuse defineerida lineaarkombinatsioonide kaudu.

Olgu B R-mooduli A alammoodul. Defineerime iga a,b € A jaoks seose

a~b&sb—ac€ B.

See seos on ekvivalentsiseos hulgal A ja annab meile klassijaotuse.
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Definitsioon 1.9. R-mooduli A faktormooduliks alammooduli B jargi nimeta-
takse moodulit, mille elementideks on hulgad {a + B: a € A}, kus hulk

a+B={a+b: be B} ={c: c—a € B},
ning kus kehtib
Vay,ay € A,Vr,s € R: r(a; + B) + s(ax + B) = (ra; + saz) + B.
Tema tahistuseks on A/B.

Naiide 1.4. Téisarvude ring Z iile iseenda on moodul. Hulk nZ = {n-k: k € Z},
n € N on Z alammoodul ning Z/nZ = {0,1,...,n — 1} on faktormoodul iile Z.
Hulkade mottes Z/nZ = 7Z,, aga kirjaviisi Z, kasutamisel suhtume sellesse kui
ringi (jasdgiklassiring).

Lause 1.2. Olgu antud R-moodulid A ja C' ning R-moodulite homomorfism
frA—=C.
Kui B on mooduli A alammoodul, siis f indutseerib R-moodulite homomorfismi
f:A/B—=C, a+Bw f(a)

suis, kui f(x) =0 iga © € B korral. Tekib kommuteeruv diagramm

kus 1 on R-mooduli A loomulik projektsioon faktormoodulile A/B.

Toestus. Téhistame T = () = x + B, siis

=7 ¢(x) =1y)
Defineerime f(T) = f(z). Definitsiooni korrektsuseks naitame, et kui 7 = 7,
siis f(ZT) = f(y). Kui T =7, siis (x — y) € B. Ning sellest niitid saame, et
0=f(z—y)=fx) = fly) = f@) — /@)

ehk 0 = f(z) — f(7), millest f(z) = f(@).
_ Fikseerime kaks mooduli A elementi a; ja as ning r € R. Sel juhul ndeme, et
f on homomorfism, sest

f(r(ar + a2)) = f(r(ar + as)) = rf(a1 + az) = r(f(a1) + f(as))
=rf(a) +rflax) = rf(@)+rf(@).



2 Simplitsiaalne homoloogia

Siin peatiikis tutvume simplitsiaalse homoloogia moistega, mille abil saame tuvas-
tada topoloogilise ruumi n-mootmelisi auke. Peatiiki lopus defineerime Vietoris-
Ripsi kompleksi, mille hiljem homoloogiat rakendame.

Geomeetrilised simpleksid on sisuliselt iildistatud kolmnurgad. Utleme, et 0-
simpleks on punkt, 1-simpleks on 16ik, 2-simpleks on kolmnurk, 3-simpleks on
tetraeeder jne. Geomeetriliste simpleksitega me antud t66s véiga ei tegele, seega
jargmine definitsioon on eelkoige illustratiivsel eesméargil.

Definitsioon 2.1. Geomeetriliseks simplitsiaalseks kompleksiks X (ruumis R")
nimetatakse simpleksite hulka, kus

1. iga simpleksi ¢ € X iga tahk 7 on kompleksi X simpleks,

2. iga kahe simpleksi 01,09 € X korral, kui simpleksitel o1, 09 on mittetiihi
ithisosa, siis see iihisosa on kummagi simpleksi iiks tahk.

Naide 2.1. Naide geomeetrilisest simplitsiaalsest kompleksist.

Uu
z v

Y

See simplitsiaalne kompleks koosneb kuuest tipust ehk 0-simpleksist, kuuest 10i-
gust ehk 1-simpleksist ning {ihest kolmnurgast ehk 2-simpleksist.

Tihti meid ei huvita geomeetriliste simplitsiaalsete komplekside tdpne pai-
gutus eukleidilises ruumis vaid hoolime neist homéomorfismi tapsuseni. Selleks
piisab, kui teada millised tipud simplitsiaalses kompleksis koos moodustavad n-
simpleksi, siis me teame, et iga alamhulk nendest tippudest voimsusega k + 1
moodustavad k-simpleksi, kus 0 < k < n. Seega saame esitada geomeetrilisi
simplitsiaalseid komplekse puht kombinatoorsel kujul.

Definitsioon 2.2. Olgu S mingi 16plik hulk. Abstraktseks simplitsiaalseks komp-
leksiks nimetatakse hulga S alamhulkade hulka X, kus

1. kuio' Co € X jao #0,siiso’ € X,
2. kuix € 9, siis {z} € X.

Hulka S nimetatakse selle simplitsiaalkompleksi tippude hulgaks. Tahistame stim-
boliga X" hulka, mis koosneb hulga X elementidest, mille voimsus on n+1, n €
No. Tihti hulgad S ja X° samastatakse. Hulga X" elemente nimetatakse n-
simpleksiteks.

On ilmne, et iga geomeetrilisele simpleksile vastab abstraktne simplitsiaal-
ne kompleks. On teada, et igale abstraktsele simplitsiaalsele kompleksile vastab
geomeetriline simplitsiaalne kompleks homéomorfismi tapsuseni [2].
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Naiide 2.2. Olgu hulk S = {z,y, z,u,v,w}. Moni néide abstraktsetest simplit-
siaalsetest kompleksidest sellel hulgal:

1. X = {{$}7 {y}> {Z}, {u}> {U}> {w}};
2. X' = XU{{z,y},{y, 2}, {u,v}};
3. X" = X'"U{{x, 2}, {z,y, 2}, {y,u}, {2, u}}.

Abstraktse simplitsiaalse kompleksi X" {ihte voimalikku geomeetrilist esitust
on niha niitest .11

Definitsioon 2.3. Simplitsiaalset kompleksi Y nimetatakse simplitsiaalse komp-
leksi X alamkompleksiks, kui Y C X.

Niide 2.3. Eelmise niite pohjal X C X' C X",

Definitsioon 2.4. Simplitsiaalset kompleksi X nimetatakse sidusaks, kui teda
ei saa esitada kahe (vOi enama) mitteldikuva mittetiihja alamkompleksi iihen-
dina. Simplitsiaalset kompleksi nimetatakse joonsidusaks (path-connected), kui
iga iiksteisest erineva o, 0’ € X" korral leidub kompleksi X 1-simpleksitest koos-
nev ahel, mis neid iihendab. Teisisonu leiduvad o; € X°, i € {1,...,n} nii, et
{0;,0i41} on X' element ning {o,01} on X' element ja samuti {o,,0'} on X'
element.

Mainime, et simplitsiaalse kompleksi sidususe ja joonsidususe moisted on oma-
vahel samavéadrsed [3].

Definitsioon 2.5. Simplitsiaalse kompleksi X sidususkomponentideks nimeta-
takse maksimaalseid kompleksi X sidusaid alamkomplekse Y.
Meie jargnev lahenemisviis on tehtud raamatu [4] eeskujul.

Definitsioon 2.6. Olgu X simplitsiaalne kompleks ning R mingi ring. Vaba R-
moodulit C),(X) hulgal X" nimetatakse kompleksi X n-ahelate mooduliks. See
koosneb formaalsetest summadest ehk n-ahelatest

N
E Ci0jg,
=1

kus ¢; € R ja 0; on kompleksi X n-simpleks. Lisaks tdhistame C_;(X) = 0.

Fikseerime simplitsiaalse kompleksi X tippudel mingi lineaarse jarjestuse ning
siit alates kirjaviisis {vo,...,v,} on tipud jarjestatud kasvavas jarjekorras, kus
iga ¢ korral v; on X tipp. Selline jarjestus annab vaikimisi simpleksitele mingi
,orientatsiooni ning kordajat —1 simpleksi ees tolgendame kui vastupidist orien-
tatsiooni.

Definitsioon 2.7. Rajaoperaatoriks nimetatakse R-moodulite homomorfismi

On: Cp(X) = Ch_1(X),
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mis on baasi elementidel o = {wp,...,v,} (n-simpleksitel) defineeritud kui

n

On(0) =D (=1){wo,.. ., B, ..., vn},
=0
kus {vo, ..., 0s ... 00} = {vo,..., v} \ {v;} ja —1 on ringi R iihikelemendi vas-
tandelement. Téapsustame, et

aO:C()(X)—)O, r +— 0.

Vabade moodulite universaalomaduse tottu piisab homomorfismi defineeri-
miseks, kui defineerida homomorfism mooduli baasi elementidel.
Niisiis iga simplitsiaalkompleks X tekitab rajaoperaatorite jada

877,71

2 O (X) 2 Cu(X) 25 G () 2552 (X)) 2 Go(X) 2o,

Lemma 2.1. Iga n € Ny korral 0,, 0 0,11 = 0.

Toestus. Olgu o = {vg, ..., Ups1}. Siis

O (O i1(0)) = O, (Z(—ni{vo, D ,vn+1}>

_ Z(_l)ian({vo, iy U })

n+1 i—1

= Z Z(-l)iJrj{’l}o, Ce 7@]'7 Ce ,’IA),L‘, Ce ’Un+1}—|—
1=0 j=0
n+1 n+1

+ Z Z (—1>i+j_1{1)0, ce 762'; ce ,’[Jj, SN Un—i—l}-

i=0 j=i+1

Fikseerime naturaalarvud 0 < a < b < n + 1. Paneme tdhele, et simpleks
{vo, .-, 0ay- -, 0py...0ns1} esineb molemas summas iihe korra ning nad on eri-
neva margiga.

1. Kui i = a ja j = b, siis see liidetav on teises summas kordajaga (—1)*"*~1,
sest v, kustutati enne ara.

2. Kuii=bja j = a, siis see liidetav on esimeses summas kordajaga (—1)**°.
Jarelikult nende kahe liidetava summa vordub nulliga. O]

Homoloogia defineerimiseks toome sisse moisted tsiiklid ja rajad. Mooduli
Cr(X) alammooduli Z,(X) = kerd, elemente nimetatakse tsikliteks. Mooduli
Cy(X) alammoodul B,(X) = Imd,1 koosneb rajadest.

Lemma tottu saame, et B,(X) on Z,(X) alammoodul, sellest tuleneb
jargmine definitsioon.
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Definitsioon 2.8. Olgu X simplitsiaalne kompleks. Faktormoodulit
Hn(X) = Zn(X)/Bn(X)>
n € Ny, nimetame simplitsiaalse kompleksi X n-indaks homoloogiamooduliks.

Naide 2.4. Tiihja simplitsiaalse kompleksi homoloogiamoodulid on nullmoodulid

0.

Markus 2. Simplitsiaalse kompleksi homoloogiamooduli konstruktsiooni juures
eeldasime, et kompleksi tipud on jarjestatud. Voib néidata, et isomorfismi téapsu-
seni sellest jarjestuse valikust homoloogiamoodulid ei soltu.

Naide 2.5. Olgu meil ringiks Z. Fikseerime néitest simplitsiaalse kompleksi
X" tipud jarjekorda r < y < z < u < v < w. Arvutades voib leida, et 1-ahelate
tsiiklid ehk ker 0; elemendid on formaalsed summad

a{z,y} + (a — b){y, 2} — a{z, 2z} + b{y, u} — b{z,u}, a,beZ.

2-ahelate rajad ehk Im 0, elemendid on formaalsed summad

aly, z} —a{z, 2z} + a{z,y}, a€Z.

Vordleme siin kompleksis kahte tsiiklit. Esimene neist on {z,y} + {y, 2} —
{z, 2z}, mis piiritleb seest téis kolmnurka xyz ning teine tsiikkel {y, z} — {y, u} +
{z,u} piiritleb seest tiihja kolmnurka yzu. Méarkame aga, et selle simplitsiaal-
se kompleksi tsiikkel, mis piirab kolmnurka xyz on ka selle kompleksi 2-ahela
{z,y, 2z} rajaks. Seega faktormoodulis 7, (X)/B,(X) samastatakse see tsiikkel
vordseks nulliga ning see teine tsiikkel, mis piiritleb seest tiihja kolmnurka, jaab
mittetriviaalseks.

Eelmise néite pohjal voime 6elda, et homoloogiamoodulid tuvastavad topoloo-
giliste ruumide auke. Oeldakse, et 0-mdotmeline auk on topoloogilistes ruumides
sidususkomponente eraldav vahe.

Lause 2.1. Homoloogiamoodul Ho(X) tuvastab simplitsiaalse kompleksi X si-
dususkomponente. Tdpsemalt Hy(X) on vaba ning selle astak on sidususkompo-
nentide arv.

Téestus. Olgu X simplitsiaalne kompleks. Faktormooduli Hy(X) = Zy(X)/By(X)
leidmiseks peame leidma Zy(X) = ker 0y ning By(X) = Im 9;. Kuna 9y(Co(X)) =
0, siis ker dy = Cp(X).

Faktormoodulis Zy(X)/By(X) samastame By(X ) elemendid vordseks nulliga.
Mérkame, et By(X) on moodustatud elementide poolt, mis on kujul {v;} — {v;},
kus v; ja v; on simplitsiaalse kompleksi X korvutiasetsevad tipud ehk {v;,v;} €
X*. Jarelikult faktormoodulis Ho(X) saame, et

{vi} = {vi} = 0= {v;} = {ui}.
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Siit on lihtne néha, et faktormoodulis Hy(X) samastatakse simplitsiaalse komp-
leksi X koik samas sidusas komponendis olevad 0-simpleksid omavahel dra. Kui
{v;} ja {v;} ei ole samas sidususkomponendis, siis ei leidu analoogilist vorduste
ahelat, mis samastaks O-simpleksid {v;} ja {v;}.

Olgu kompleksis X n sidususkomponenti. Siis saame valida igast sidususkom-
ponendist O-simpleksi {v;}. Siis simpleksid {vy,...,v,} on selle faktormooduli
baas ning sellega saame, et Hy(X) astak on n. ]

Toome ka iihe detailsema néite homoloogia arvutamisest.

Naide 2.6. Olgu meil ringiks Z. Leiame simplitsiaalse homoloogia moodulid
Hy(X), Hi(X), Ho(X) simplitsiaalse kompleksi

X = {{1’7 y}, {y, Z}7 {xv Z}a {JI}, {y}7 {Z}}

jaoks, kus vaatame tippude jérjestust x < y < z. Tegemist on seest tiihja kolm-
nurgaga ja me ootaks, et simplitsiaalne homoloogia leiaks selle 1-mootmelise augu
iiles. Kompleksi X n-ahelad on

Co(X) = {a{z} + b{y} + c{z}, a,b,c € Z},
Ci(X) ={a{x,y} + b{y, 2z} + {x, 2}, a,b,c € Z},
Cn(X)=0, kuin > 1.

Margime, et definitsiooni jargi dy = 0, s.t.

h({z}) = d({y}) = d({z}) = 0.
Seega Zy(X) = ker y = Cy(X). Leiame By(X) = Im 0;:

n({z,y}) ={yy — {2}, 0y, 2z}) ={z} —{v}, Oa({x,2}) = {z} —{=z}.
Saame lemma [1.1| tottu, et By(X) moodustajad on
{y} —{=}, {z} — {y} ning {z} — {z}.
Faktormoodulis Hy(X) = Zy(X)/Bo(X) sisuliselt votame By(X) elemendid

vordseks nulliga, seega

{y} —{a} = 0= {y} = {2} ning

{z}—-{y}=0={y} ={z}.

Saame, et faktormoodulis Hy(X) kehtib {z} = {y} = {z}. Sel juhul esinevad koik
Hy(X) litkmed kujul

a{z} +b{z} +c{z} = (a+ b+ c){z} =d{z}, d € Z.

Jarelikult Hy(X) = Z, millest ndeme, et meie kompleksil on iiks sidususkompo-
nent, kuna vaba mooduli Z astak on 1.
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Kui n > 1, siis B,_1(X) = Im 0, on triviaalselt vordne nulliga, sellepérast,
et C,(X) = 0. Lisaks kui n > 1, siis Z,(X) = kerd,, = 0, millest jareldub, et
Hy(X) = Zy(X)/B2(X) =0/0 = 0.

Olgu u = a{x,y} + b{y, 2z} + {z, 2z} € C1(X). Leiame 0;(u):

Oi(u) = a({y} — {z}) + b({z} — {y}) + c({z} — {z})
=(—a—o){z}+ (a—=b){y} + (b+c){z}. (2.1)

Kuna moodulid C,(X) on vabad, siis teame, et summa saab olla null
parajasti siis, kui baasi elementide {x},{y}, {2z} kordajad on nullid. Siit saame,
et a = b ning b = —¢, jérelikult 0y viib nulliks elemendid a({z,y} + {y, 2} —
{z,2}), a € Z. Jarelikult

Zy(X) =kero, = Z

ning Hy(X) = Z1(X)/B1(X) = Z/0 = Z. Néeme, et H;(X) on isomorfne vaba
mooduliga Z, mille astak on iiks. Jarelikult simplitsiaalses kompleksis X on iiks
iithe-mootmeline auk.

Defineerime niiiid selle peatiiki pohimoiste: Vietoris-Ripsi kompleks. Vietoris-
Ripsi kompleks seob omavahel abstraktseid simplitsiaalseid komplekse ja (16plik-
ke) meetrilisi ruume.

Definitsioon 2.9. Olgu (X,d) loplik meetriline ruum ja ¢ € R skaala para-
meeter. Siis Vietoris-Ripsi kompleksiks R.(X) ile X, skaalaga e, nimetatakse
simplitsiaalset kompleksi

R.(X)={c CX |Vu,veo:u#v, du,v)<e}.

Niide 2.7. Vaatleme meetrilise ruumi R? (standardse meetrikaga) 16plikku alam-
ruumi X = {wg,v1,v2,v3,v4}. Toome néite Vietoris-Ripsi kompleksidest kuue
erineva ¢ vaartusega, kus €; < €5 < ... < €¢ ning kirjutame valja nende homoloo-
giamoodulid H,, (iile korpuse Zs), mis erinevad nullmoodulist. Nende loomiseks
joonistame iga punkti imber ringjoone raadiusega £/2, siis kui kaks ringjoont
16ikuvad kahes punktis (ehk 16ikuvad, aga ei puutu) ruumis R?, siis kahe punkti
vaheline kaugus on véaiksem kui €.

/)
& I

Hy = Z¥ e, (X)
Hy = 7§
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R (X)
Hy =7, R, (X)
Hy = Zy
Néeme, et R.,(X) koosneb ainult viiest O-simpleksist. Kompleksis R.,(X) li-
sandub kolm 1-simpleksit. Kompleksis R.,(X) lisandub iiks 1-simpleks ja iiks
2-simpleks. Kompleksis R.,(X) lisandub kaks 1-simpleksit ning mérkame, et siin
kompleksis on tekkinud iiks 1-mootmeline auk ristkiiliku vyvivev, keskel. Komp-
leks R..(X) tdidab selle augu &ra nelja 2-simpleksi ja iihe 3-simpleksiga. Komp-
leksis R.,(X) lisandub iiks 3-simpleks juurde tippudel vyv3vovs. Veidi suurema e
vaartuse korral on kompleks R.(X) iiks 4-simpleks koos koigi alamsimpleksitega.

Definitsioon 2.10. Filtratsiooniks nimetatakse jarjestatud hulga I poolt in-
dekseeritud struktuuride peret {X;};er, kus

a<pel=X,CXg,
kus X, C Xj tdhistab seda, et X, on Xz alamstruktuur.

Naiide 2.8. Méarkame, et Vietoris-Ripsi kompleksid R.(X) on indekseeritud reaal-
arvude poolt ning e; < g9 = R, (X) C R.,(X). Seega Vietoris-Ripsi komplekside
pere { R.(X)}.er on filtratsioon.

Olgu simplitsiaalse kompleksi Y tipud lineaarselt jarjestatud ning olgu alam-
kompleksi X C Y tippude jarjestus indutseeritud kompleksi Y tippude jarjestuse
poolt. Siis defineerime R-moodulite homomorfismi 7, sisestusena

in: Cp(X) = Co(Y), u— u.
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On lihtne ndha, et ruut

Co(X) =2 Ci (X)

i = (2.2)

kommuteerub iga n € N korral. Kasutame niiiid lauset [I.2] et konstrueerida ho-
moloogiamoodulite vaheline homomorfism 0: H, (X) — H,(Y'), mis paneb kom-
muteeruma ruudu

i”‘Zn(X)

Zn(X) Zn(Y)

wl lw (2.3)

Zo(X)/Ba(X) ~ Za(Y)/BalY).

Teame, et diagrammis on in|z,(x) ja parempoolne loomulik projektsioon
Y homomorfismid, seega nende kompositsioon f = 1) 0 i,|z,(x) on homomorfism
Zn(X) = Z,(Y)/B,(Y). Jadb jérele ndidata, et iga u € B,(X) korral f(u) =0
ehk i, (u) € B,(Y).

Olgu u € B,(X). Kuna B,,(X) = Im d,1, siis leidub mingi v’ € C,11(X) nii,
et u = Op41(u'). Kommuteeruvast ruudust (kus vaatame n ja n — 1 asemel
n+ 1 ja n) saame, et

in(t) = in(Ont1 (u') = Opsa (in+l(ul)) € Im 0,41 = Bu(Y).

Saime homoloogiamoodulite vahelise homomorfismi §: H,,(X) — H,(Y"). Kir-
jeldatud homomorfismi konstruktsiooni simplitsiaalsete komplekside filtratsiooni-
le rakendades tekib struktuur, millega tutvume jargmises peatiikis.

Mainime, et Vietoris-Ripsi filtratsioon ei ole ainuke voimalik ldhenemine ning
on olemas teisi filtratsioone, mis on analiilisitavad sarnaste meetoditega, naiteks
Cechi kompleks ja tunnistaja kompleks (witness complez). Paremate topoloogilis-
te omadustega variant on Cechi kompleksite filtratsioon, kuid selle rakendamine
praktikas on ebaméistlik (arvutuskeerukuse poolest). Selle tottu tihti kasutatakse
Vietoris-Ripsi komplekse, et Cechi komplekse lihendada [5].

Erinevaid Vietoris-Ripsi komplekside filtratsioonide arvutamise algoritme saab
leida artiklist [5].

3 Piisivusmoodulid
Jargmised peatiikid piisivusmoodulite kohta pohinevad artiklil [6] ning jargmiste
peatiikkide 1oppeesmérgiks on toestada selle t66 peatulemus — piisivusmoodulite

normaalkuju teoreem, mida arvatavasti toestas esmakordselt aastal 1994 mate-
maatik S. Barannikov.
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Kéesolevas peatiikis anname piisivusmooduli definitsiooni ja toestame moned
tulemused alammoodulite summade kohta. Samuti toome néiteid piisivusmoodu-
litest, muuhulgas néditame, et iga Vietoris-Ripsi kompleks tekitab teatud loomu-
likul viisil piisivusmooduli.

Definitsioon 3.1. Pisivusmooduliks nimetatakse paari (V, ), kus V' = {V, };er
on pere loplikumootmelistest vektorruumidest V; iile korpuse K ning 7 on pere
lineaarkujutustest 7y, Vi — V4, kus s,t € R, s < ¢ nii, et

1. Vs, t,r, s <t <r:ms, =m,oms Ning 7, , on samasusteisendus.

2. Ulimalt 16plikus koguses punktides ¢ € R ei saa leida punkti ¢ iimbrust U
nii, et m,, on isomorfism iga s,r € U, s < r korral.

3. Iga punkti ¢ € R korral leidub £ > 0 nii, et iga s € (t — ¢,t) korral kujutus
Ts4 on isomorfism.

Kujutusi 7y, kutsume pisivuskujutusteks.

Siin t66s nimetame punkti x € R iimbrusteks vahemikke kujul (a,b) nii, et
z € (a,b). Mainime, et piisivusmooduli definitsiooni teise tingimuse tottu leidub
reaalarv to, nii, et iga t > s > t, korral 7, on isomorfism, see jareldub lemmast
. Teisisonu, pere {V;} stabiliseerub piisavalt suurte indeksite ¢ korral. Fikseeri-
me sellise piisavalt suure reaalarvu t., ning tahistame sellele vastavat vektorruumi
Voo = V. Kuna V on loplikuméotmeline vektorruum iile K, siis voime oelda,
et leidub selline n € Ny, et iga t > t,, korral V; =2 V_ = K". Sarnane omadus
kehtib piisavalt viikeste indeksite ¢ korral, kuid selle jaoks eraldi tahistust pole
tarvis sisse tuua.

Naide 3.1. Defineerime piisivusmooduli iile korpuse Q jargmiselt.
1. V,=Q? kui t € R,
2. ms, on samasusteisendus.

Naide 3.2. Defineerime piisivusmooduli iile korpuse R jargmiselt.

1. (a

b

(a) Vi =0, kui t < —42,

(b) V; = R, kui —42 < ¢ < 17,
(c

(

(

V, =R3 kui 17 < t,

2.
b

(c

)
)
)
a) ms on nullkujutus, kui s < —42,
) ms+ on samasusteisendus, kui s,t € (—42,17] voi s,t € (17, 00),
)

s, on defineeritud vordusega
mst(z) = (2,0,0),

kui s € (—42,17] ja t € (17,00).
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Mairkus 3. Siit alates vaatame mooduleid ja piisivusmooduleid vaikimisi tile
korpuse K, kui just pole teisiti mainitud.

Naide 3.3. Fikseerime loplikus meetrilises ruumis X tippude lineaarse jarjestuse
ning loome Vietoris-Ripsi komplekside filtratsiooni. Selle abil saame defineerida
piisivusmoodulid. Tépsemalt saame piisivusmoodulid kujul £, (X) = (H,, 0), kus
H,, on vektorruumide {(H,):}eer pere, kus (H,). on Vietoris-Ripsi kompleksi
R.(X) n-is homoloogiamoodul ning € on eelmise peatiiki 16pus konstrueeritud si-
sestuste poolt indutseeritud homoloogiamoodulite vaheliste homomorfismide siis-
teem. Piisivusmoodulit F,(X) kutsume meetrilise ruumi X, n-indaks Vietoris-
Ripsi piisivusmooduliks.

Lause 3.1. Vietoris-Ripsi pisivusmoodulid F,,(X) on toepoolest piisivusmoodulid.

Toestus. Naitame, et F,(X) rahuldab piisivusmoodulite tingimusi.

1) Fikseerime reaalarvud s, ¢, r nii, et s < ¢t < r. Olukorra illustreerimiseks
kleebime kaks ruutu omavahel kokku. Loetavuse parandamiseks jatame ku-
jutustel ¢ ahendi mérgi &ra.

(in)s,r

(in)t,r

Zn(Ry(X)) (G Z(Ri(X))

Peame néitama, et 05, = 0;, 0 6,,. Ruudu kommuteerumise tottu on meil
jargnevad vordused:

w o (in)s,r - es,r o 1/}7 w o (in)t,r = et,r o ?/17 ¢ % (in)s,t = es,t o w

Sisestuse 4,, definitsiooni tottu on lihtne néha, et (iy)s, = (in)ir 0 (in)st. Seega
saame, et

es,r o w = 'l/) o (in)s,r = ¢ o (in)t,r o (in)s,t
- Qt,r o w o (in>s,t - ‘gt,r o es,t o w

Kuna v on siirjektiivne, siis voime ta vorduse
es,r o ZZ) = et,r o es,t o w

molemalt poolelt paremalt dra taandada ning saame, et 6,, o 05, = 0;,, mis on
see mida tahtsime.
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Kui s = t, siis paneme téahele, et
Zn(Rs(X))/Bn(Rs(X)) = Zn(Bi(X))/Bn(Re(X)),

seega kujutuseks 0 ; sobib samasusteisendus ning loomuliku projektsiooni 1 siir-
jektiivsuse tottu on 6, ; liheselt méératud. Seega eelnev konstruktsioon annab
0ss = 1.

2) Tingimus on rahuldatud, sest vaatame Vietoris-Ripsi komplekse 16plikel
meetrilistel ruumidel.

3) Fikseerime t € R, siis

R(X)={0c C X |Yu,v €0:d(u,v) <t}

Kuna X on 16plik meetriline ruum, siis leidub € > 0 nii, et R;_.(X) = Ri(X).
Kuna R; (X)) = Ry(X), siis ka H,(Ri—-(X)) = H,(R(X)), mille tottu 0 tuleb
ithikkujutus, ning seega on isomorfism. ]

Definitsioon 3.2. Piisivusmoodulite morfism
e: (V,m) = (V') 1)

on lineaarkujutuste pere
Pt ‘/t — ‘/;5,7 teR

nii, et iga s < ¢ korral jairgmine diagramm kommuteerub:

Ts,t
Vs — Vi

%l l% . (3.1)

i s, ’ { t,
s,t

Morfismi ¢ nimetame piisivusmoodulite isomorfismiks kui ¢; on isomorfism
iga t € R korral.

Definitsioon 3.3. Olgu (V,7) ja (V,#) kaks piisivusmoodulit. Nende viline ot-
sesumma on piisivusmoodul (W, p) vektorruumidega

W, =V,eV,
ning pisivuskujutustega
P Vi® Vi = Via Vi,
mis on defineeritud vordusega

Pst(,y) = (Ts(2), 7t (y)) -

On lihtne néha, et selliselt defineeritud (W, p) rahuldab piisivusmooduli defi-
nitsiooni tingimusi.
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Definitsioon 3.4. Piisivusmooduli (V, 7) alampisivusmooduliks nimetatakse pii-
sivusmoodulit (W, 7"), mis koosneb alamruumidest W, C Vi, Vs € R nii, et
ahend

W}S’/Z = Toilw,: We = W,

on korrektselt defineeritud iga s < t korral. Tépsemalt kehtib tingimus 7, (W) C
W, koikide reaalarvude s < t korral.
Alammooduli definitsioonist saame, et jargmine diagramm kommuteerub:

Siit alates litleme alampiisivusmooduli asemel lihtsalt alammoodul ja kirjuta-

me W C V.

Definitsioon 3.5. Olgu W ja W’ kaks piisivusmooduli (V,7) alammoodulit.
Nende summaks nimetatakse alammoodulit M vektorruumidega

Mt:Wt‘i‘WtI.

Kui Wy, N W, = {0} iga s € R korral, siis vektorruumi V' alamruumide W; ja
W! summa on nende alamruumide otsesumma ehk W+ W, = W, + W!. Sel juhul
deldakse, et alammoodul M on alammoodulite W ning W’ sisemine otsesumma.

Lause 3.2. Olgu W, W' piisivusmooduli (V, ) kaks alammoodulit ning M nende
summa. Siis M on piisivusmooduli V' alammoodul.

Toestus. On ilmne, et iga reaalarvu t korral vektorruum M; C V,. Néitame, et
ahend ’/T% on korrektselt defineeritud iga s <t korral.
Olgu z, + 2, € My, kus z, € W, ja 2!, € W/, Siis saame, et

mop(2s + 7)) = mly(es + 7l) = m () + ml(a)) = ml (as) + ) ().

w
s,t

(z,) € Wy ja 7% (2)) € W/. Seega

Kuna W ja W’ on alammoodulid, siis 7 ot

oMz, +2)) = WK;(%S) + WSVI;/(x’S) € M,,

s,t

mis on see mida tahtsime néidata.
On selge, et M definitsioon rahuldab piisivusmooduli definitsiooni tingimusi
ning on seega toepoolest V' alammoodul. O]

Lause 3.3. Olgu W ja W' piisivusmooduli (V, ) alammoodulid ning
M=W+W
nende sisemine otsesumma. Siis

(M, ™)y = (W, z") & (WI,T('W/).
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Téestus. Tahistame (L, 7)== (W, 7")@ (W', #""). Kursusel Algebra II téestati,
et moodulite (seega muuhulgas ka vektorruumide) sisemine otsesumma W; + W/}
on isomorfne nende vilise otsesummaga W, @& W,. Defineerime sealses toestuses
esinevaga analoogilise kujutuse ¢;: W, W, — W, + W/ igat € R jaoks vordusega

i (wy, wy) = wy + wy,

kus wy, € Wy ja w;, € W/. Teame Algebra II toestusest, et o, on vektorruumide
isomorfism. Néitame, et siis ¢; o W;t = w% o ps. Fikseerime W, @& W. elemendi

(w,w’). Uhelt poolt saame

oy (ws, w))) = gu(we, wy) = w; + wy,

W/
st

kus w; = 7" (w,) € W, ja w, = w1, (w)) € W/. Teiselt poolt saame, et

oy (0s(ws, w))) = wl (wy + wl) = mly (wy) + mly (w)) = wy + .

Seega pere ¢ = {p; }4er on plisivusmoodulite isomorfism. O

Téhisega (a, b] tahistame nii 1oplikke poolldike (a, b], kui a,b € R, 16pmatuid
poolldike (—o0, b], kui @ = —o0, ning ka 16pmatuid vahemikke (a, 00), kui b = 0o
ning (—o00,00), kui a = —o0, b = oc.

Definitsioon 3.6. Intervalli (a,b] jaoks, kus —oco < a < b < oo, defineerime
piisivusmooduli K (a,b] jargnevalt

K, kuite€ (a,b 1, kui s,t € (a,b
K(CL, b]t = . ( ] y Msit = . ( ]
0, mujal 0, mujal

kus 1 tahistab hulga K samasusteisendust, 0 tdhistab {ihe-elemendilist K-vektorruumi
ja 0 téhistab nullkujutust K (a,b]s — K(a, b];. Sellist piisivusmoodulit nimetatak-
se intervallmooduliks.

Definitsioon 3.7. Triipkoodiks B nimetatakse loplikku intervallide multihulka,
s.t. 1oplikku paaride hulka {(/1, k1), ..., (In, kn)}, kus I; = (a;, b;] on intervall ja
k; € N on naturaalarv, mida loeme selle intervalli kordsuseks.

4 Pisivusmooduli spektraalpunktid

Selles peatiikis tutvume ldhemalt piisivusmooduli spektraalpunktidega. Naitame
nende olulisust seoses piisivusmoodulitega ning 16pus defineerime piisivusmooduli
poolsiirjektiivse alammooduli.

Definitsioon 4.1. Punkti ¢ € R kutsutakse piisivusmooduli (V,7) loplikuks
spektraalpunktiks, kui punkti ¢ iga iimbruse U korral leiduvad s, € U, s < r
nii, et s, : Vi — V, ei ole isomorfism. Lisaks loeme spektraalpunktiks oco. Piisi-
vusmooduli V' spektraalpunktide hulka tdhistame Spec V.
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Definitsiooni teise tingimuse tottu on SpecV 1oplik hulk. Edaspidi olgu
(V, ) piisivusmoodul ja

SpecV ={ay,...,an} U{o0}

tema spektraalpunktid, kus a; < ... < ay < anyy1 = 0.
Vormistuse lihtsustamiseks olgu ag = —oo. Rohutame, et aq ei ole spektraal-
punkt.

Mairkus 4. On voimalik, et piisivusmoodulil V' ei leidu iihtegi 1oplikku spektraal-
punkti, sel juhul SpecV = {a;}, kus a; = oo ning V; = V,_ iga reaalarvu
s € (ag,a1] = (—o00, 00) korral.

Lisaks iitleme, et piisivuskujutus 7, q,,, = s tdhendab piisivuskujutust

) Tt kui s < 1.,
5,00 — 1 .
Ty s KUl s>t

Piisivuskujutuse m,_ , pooratavus tuleneb jargmisest lemmast (lemma 4.1)).
Utleme, et supreemum iile tiihja hulga on —oo ning iilalt tokestamata hulga
supreemum on oo.

Lemma 4.1. Kui vahemik (a,b), —oo < a < b < oo ei sisalda thtegi spektraal-
punkti, siis mistahes reaalarvude s,t € (a,b], s <t korral ms; on isomorfism.

Toestus. Kui s = t, siis 7y on piisivusmooduli definitsiooni esimese tingimuse
tottu isomorfism.
Olgu reaalarvud s,t € (a,b], s <t sellised, et 74, ei ole isomorfism. Olgu

y = sup{z: 7, on isomorfism iga z € [s, z) korral}.

See hulk on mittetiihi, sest 7, on piisivusmooduli definitsiooni esimese tin-
gimuse tottu isomorfism. Lisaks on see hulk tilalt tokestatud reaalarvuga ¢ (kuna
st €l ole isomorfism). Jérelikult tédnu reaalarvude téielikkusele on sellel hulgal
iilemine raja y € R olemas.

hY

Ad 7

¢ ° ° °

a S x Y t b

Paneme téahele, et y # s, sest muidu punkti s igas iimbruses leiduks reaalarv
u > s nii, et 7y, ei ole isomorfism, seega s oleks spektraalpunkt, vastuolu. Kuna
y > s, siis piisivusmooduli definitsiooni kolmanda tingimuse ning supreemumi
definitsiooni tottu saame, et 7, = m,_. , 07, on isomorfism, kus € on piisavalt
viike positiivne reaalarv nii, et y — e > s ja m,_., on isomorfism. Sarnaselt
mérkame, et iga z € (y,t) korral m, . ei ole isomorfism, sest muidu oleks 7, , =
Ty, O Ts, isomorfism, mis oleks vastuolus punkti y definitsiooniga.

Seega punkti y iga timbruse korral leidub punkt z > y, mille korral 7, . ei ole
isomorfism, millest saame, et y on spektraalpunkt. See on vastuolus eeldusega, et
iga s € (a,b) korral s ¢ Spec V. Jérelikult 7, on isomorfism. O
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Seega spektraalpunktid jaotavad reaaltelje intervallideks

(ag,a1] U (a1,a2] U ... U (an—1,an] U (an,any1),
kusjuures

e iga intervalli koigile punktidele vastavad vektorruumid on omavahel iso-
morfsed (sama mootmega),

e punkt ¢, asub viimases intervallis,

e korvutiasuvate intervallide punktidele vastavad vektorruumid ei pruugi olla
mitteisomorfsed (erineva méotmega).

Viimase punkti jaoks toome jargneva néite.

Niide 4.1. Olgu (V, 7) piisivusmoodul, kus iga s € R korral on V; = R, ning 7,
defineerime tihikkujutusena, kui s ja ¢ on molemad mittepositiivsed, voi molemad
on negatiivsed, ning nullkujutusena vastupidisel juhul. Sellisel juhul on punkt 0
piisivusmooduli spektraalpunkt, kuid V; = V; iga s,t € R korral.

Jargmine joonis kirjeldab néaite piisivusmoodulit tema spektraalpunktide
kaudu. Joonisel on a; = —42, as = 17. Koik vektorruumid Vi, s € (ag,a1] on
isomorfsed vektorruumiga V,, = 0, koik vektorruumid Vi, s € (aq, as] on isomorf-
sed vektorruumiga V,, = R ning koéik vektorruumid Vi, s € (ag, as] on isomorfsed
vektorruumiga V,, = V., mis on meil defineeritud kui vektorruum V;_ = R3, kus
ts on mingi fikseeritud reaalarv vahemikust (as, 00).

Taq,a2 Tag,00
Va1 Vag voo == V;foo

s X o
X X

A 7

N

ag = —00 ay as Tso as = 00

See ka pohjendab, miks me votsime kasutusele ¢, ja miks me ei pidanud eraldi
téahistama vektorruumi V; piisavalt véikeste t jaoks. Seega selle asemel, et vaadata
piisivusmooduleid iile kogu reaaltelje, saame neid vaadata lopliku vektorruumide
jadana ning nendevaheliste lineaarkujutustena.

Lause 4.1. Olgu (V,7) ja (V',7') piisivusmoodulid nii, et Spec V' C SpecV ja
iga a; € SpecV korral leidub isomorfism ., nii, et ruut kommuteerub iga
s,t € Spec V' korral. Siis need piisivusmoodulid on isomorfsed.

Toestus. Defineerime iga s € R korral isomorfismi

ws: Vo = V.

/
S,a;

Kui reaalarv s kuulub poolldikku (a;_1, a;], siis lemma tottu on 7,4, ja m
isomorfismid ning seega 7, ,. on pddratav ja

Ps = (W;,ai)il O Pa; © Ts,a;
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on isomorfism.
Néitame, et siis kommuteerub ruut iga reaalarvu s,t korral. Olgu a; 1 <
s < a; ning a,_1 <t < a, jas < t. Siis iihelt poolt

o / -1 o / -1 _
9075 © 7T57t - (ﬂ-t,an) © SOan © 7Tt,an © ﬂ-s,t - (ﬂ-t,an) o (pan o 7Tt,an o 7T-a,i,t o 71-s,ai -

o / —1

= (Ta,)" © Pan © Tayan © Tsas

Ning teiselt poolt

/ ! / -1 ! / / -1 o
ﬂ-s,t O Ps = 71-s,t © (Trs,ai) © Soai © 7T57ai - 7T-ai,t © ﬂ-s,ai © (ﬂ-s,ai) © Spai © 7T57(1i -

0 . / -1 / / -
- 7T-ai,t ° (pai © 7T8,ai - (ﬂ-t,an) o 7T-t,an © 7Tai,t © SOCL«; © 7TS7CL¢ -
- / -1 /
- (ﬂ-t,an) © ﬂ-ai,an © SDai © 7T57(1i
Kuna eeldasime, et ¢ on kooskolaline spektraalpunktidel ehk 7/ = o ¢, =
Y a;i,an g
.. ~ / . . .
©Pa, O a; an » Siis tOepoolest proms ; = 7,05 ning ¢ = {y; hter on plisivusmoodulite
isomorfism. O

Lause 4.2. Olgu W ja W' piisivusmooduli (V,7) alammoodulid nii, et Spec W,
Spec W' C Spec V' ning W,, = Wé 19a a; € SpecV' korral. Sits alammoodulid W
ja W' on omavahel vordsed.

Toestus. Olgu SpecV = {ay,as,...ayn,anys1} reaalarv s € (a;_1,a;], kus i € N,
kus ayy1 = 00 ning ag = —o0, ning olgu = € W ja ng;i (x) =v. Lemmamtéttu
on WZGZ_, ng;i ning WZT; isomorfismid. Seega leidub ' € W/ nii, et ng; (') = y.
Kuna 7" ja 7" on 7V ahendid, siis seega 7" (z) = 7V (2). Kuna aga Ty, ON

bijektiivne, siis leidub parajasti iiks V; element, mille korral lineaarkujutus 7'(';{%

kujutab elemendiks y, seega © = 2’ ja W, C W.. Vastupidine sisalduvus on

analoogiline, seega W, = W/ ning saame, et alammoodulid W ja W’ on vordsed.
O

Lause 4.3. Olgu V' piisivusmoodul ning olgu iga a; € SpecV korral antud alam-
ruumid Wy, C Vo, nii et mq,0;(Wa,) € Wa,, kui a; < a; € SpecV. Siis (W, ™),
kus

Ws = 7T71 (Wai>7 s € (ai,l,ai], 1€ {1,2, ceey N + 1}

5,0k

ja ™ on pisivuskujutuse © ahend, on pisivusmooduli (V,m) alammoodul.

Toestus. On lihtne nédha, et iga reaalarvu s korral W, C V. Néitame, et sellisel
juhul on " korrektselt defineeritud.
Olgu a;_1 < s <t < a;. Siis
Ty (W) = il o (mh, )7 (Wa,) = w0 (m)y, o) T (Wa,) =
s (mi) o (mf ) T (W) = (m ) TH(Wa,) = W

:ﬂ-st (ﬂ-st t,a;

Olgua;1 < s<a; < am_1 <t<ay,. Siis

Tt (Ws) = o 0 T, (We) = gl ,(Wa,) = (i, )™ OﬂtamOWZVi,t(Wai)z
= (M) 0 Mo, (Wa,) € (m,) " (Wa,,) =
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Seega, pilisivusmooduli V' alammooduli iiheselt spetsifitseerimiseks piisab anda
see kooskolaliselt piisivusmooduli V' spektraalpunktides.

Definitsioon 4.2. Piisivusmooduli (V,7) kogumoddotmeks nimetame mittenega-

tiivset taisarvu
N+1

dim(V) = > " dim V.
=1

Definitsioon 4.3. Piisivusmooduli V' alammoodul W on poolsiirjektiivne, kui
leidub r € RU {—o0} nii, et

1. W, =V, iga reaalarvu t € (—oo, r| korral,
2. WK;: Wy — W, on siirjektiivne, kui r < s < t.

Niide 4.2. Niitest [3.2] piisivusmooduli (V, 7) iiks poolsiirjektiivne alammoodul
on W, kus

1. (a) W, =0, kui t < —42,
(b) W, = R, kui —42 < t < 17,
(c) W, =R? kui 17 < ¢,
2. (a) WE; on nullkujutus, kui s < —42,
(b) m) on samasusteisendus, kui s, ¢ € (—42,17] vdi s,t € (17, 00),
(c) 7%, on defineeritud vordusega

mo(x) == (,0),
kui s € (—42,17] ja t € (17,00).
Siin sobib votta r = 17.

Naide 4.3. Igal piisivusmoodulil (V, ) leiduvad alati jargmised poolsiirjektiivsed
alammoodulid:

1. (V,m), voime votta r € [ay, 00),

2. nullalammoodul (0, 0), mis koosneb ainult nullruumidest ja nullkujutustest,
voime votta r = —oo, kui V,, # 0 voi r € [—00, a;], kui V,, = 0.

Lemma 4.2. Olgu W pisivusmooduli (V,m) poolsirjektiivne alammoodul. Kui

v . .. w .
Te, ON isomorfism, siis ka Ty, on isomorfism.
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\%

Y on isomorfism, siis ta on bijektiivne ning tema ahend 7", on

Toestus. Kuna m
ilmselt injektiivne. Néitame, et 7r§f§ on siirjektiivne.
Kuna W on poolsiirjektiivne, siis leidub r € R U {—oc}, mis rahuldab pool-
siirjektiivsuse definitsioonis toodud tingimusi.
Kuir < s, siis Wz on siirjektiivne. Kui s < r, siis fikseerime y € W,. Kujutuse
7y, bijektiivsusest teame, et leidub = € Vj nii, et 7),(z) = y. Kuna s < r, siis
W, = Vi, ehk x € W,. Saame, et 7'('?;(1‘) = y. Jarelikult 7722 on stirjektiivne.
Kokkuvottes wgf; on bijektiivne lineaarkujutus ehk vektorruumide isomorfism.
O

Lemma 4.3. Olgu W C V' poolsiirjektiivne alammoodul. Siis
(1) SpecW C SpecV,
(2) dimW < dimV,
(3) kui iga t € SpecV korral Wy =V, siis W =V,
(4) dmW =dimV = W =V.

Toestus. (1) Teame, et SpecW > oo € SpecV. Olgu a € SpecW \ {oo}.
Esimese viite toestuseks oletame vastuviiteliselt, et a ¢ Spec V. Sellisel juhul
leidub punkti @ iimbrus U nii, et iga s,t € U, s < t korral Wzt on isomor-

fism. Kuna a € Spec W, siis leiduvad reaalarvud b,c¢ € U, b < ¢ nii, et 7TZI:}2 ei

ole isomorfism, kuigi 7, on isomorfism. Saime vastuolu eelmise lemmaga, seega

SpecW C SpecV'.

(2) Toestame teise viite. Kuna tegemist on 16plikumodtmeliste vektorruumi-
dega ja spektraalpunkte on loplik kogus, siis Wy C V; iga s € R korral ning
Spec W C Spec V' tottu dimW < dim V.

(3) Kolmas véide jareldub kiesoleva lemma esimesele punktile ning lausest
[4.2] kus V' alamoodulideks votame W ja V.

(4) Toestame niitid viimase véite. Teame, et W C V ning Spec W C Spec V.
Kui mingi j € {1,..., N + 1} korral a; ¢ Spec W, siis kui dim V,; > 1, saame, et

N+1 N+1 N+1

dimV = ZdimVai > Z dimV,, > ZdimWai > dim W.
i=1 i=1 i=1
i#j i#j

Vorratus dim V' > dim W on vastuolus eeldusega dim V' = dim W. Kui dim V,,; =
0, siis ilmselt W, = V,,. Jarelikult Wy =V, iga t € SpecV korral ning seega
lemma eelmise vaite tottu W = V. Sellega oleme lemma &ra toestanud. O]

5 Normaalkuju Teoreem

Selles peatiikis toestame lopuks piisivusmoodulite normaalkuju teoreemi.
Nagu varasemast on valja paistnud, piisivusmoodulitega tegelemisel piisab
enamasti spektraalpunktides to6tamisest. Anname jargmise abistava tulemuse.
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Lemma 5.1. Olgu V piisivusmoodul ning olgu W, W' selle alammoodulid, mille
korral Spec W, Spec W' C Spec V. Siis

1. W =W' parajasti siis, kui Wy, = W iga s € SpecV korral,

2. kui M =W + W', siis Spec M C SpecV ning M = W + W' parajasti siis,
kui My, = W,+ W/ iga s € SpecV korral,

3. W C V on poolsiirjektitone alammoodul parajasti siis, kui lerdub punkt r
nii et Wy =V, 1gas spektraalpunktis, kus t < r ning s, on sirjektiivne iga
spektraalpunkti s, t korral, kus r < s < t.

Téestus. 1) Tarvilikkus on ilmne ning piisavust toestasime lauses [4.2]

2) Olgu a € Spec M ning oletame vastuvaiteliselt, et a ¢ Spec V' ning seega ka
a ¢ SpecW jaa ¢ Spec W'. Ilmselgelt a # oo, seega leidub punkti a timbrus U nii,
et iga s,t € U, s <t korral Wzt on isomorfism. Kuna Spec W, Spec W’ C SpecV,
ei saa punkt a olla ka W ega W' spektraalpunkt, mistottu analoogilised iimbrused
leiduvad ka kujutuste 7"V ja ™ jaoks. Eeldame iildisust kitsendamata, et U on
neist imbrustest vdikseim. Kuna a € Spec M, siis leiduvad b,c¢ € U nii, et ﬂl%
ei ole isomorfism. Teame, et M on piisivusmooduli V' alammoodul, seega ahend

71'% on injektiivne. Olgu y € M., siis saame esitada y = w. + w’,, kus w, € W, ja

. . ! . ~ . . .
w!, € W/, Siis 7", ja m}". isomorfsuse tottu leiduvad wy, € W, ja w, € Wy nii, et

T (wy) = w, ja my, (w,) = w. Seega

Moo (W + W) = ), (wy +wp) = 7 (wy) + o (wy) = My (ws) + g (w}) =

= w. +w., =y.

Saime, et 71'% on siirjektiivne, jarelikult on ta isomorfism, vastuolu.

Kui M = W+ W', siis ilmselt M, = W,+ W/ iga s € SpecV korral. Kui
M, = W,+W! iga s € SpecV korral, siis M = W + W’ toestamine toimub
analoogiliselt lemma [4.2] kolmanda punkti toestusega.

3) Tarvilikkus on ilmne. Toestame niitid piisavust.

Néitame, et kui leidub punkt r nii et W, = V; igas spektraalpunktis ¢, kus
t < r ning 7, on siirjektiivne iga spektraalpunkti s, ¢ korral, kus r < s < ¢, siis
W on poolsiirjektiivne alammoodul.

Siirjektiivsus: Olgu reaalarv s € (a;_1, a;], kus a;_1 > r ja t € (a,_1,a,| ning
t > s. Siis

1

— _ -1 -
Tt = Tagt © Ts,a; = Tia, © Ttan © Tait © Ms,a; = Mia, © Maj,an © Ts,a;

on siirjektiivne, kuna 7, ,, ning m, aln on bijektiivsed ja 7, o, on stirjektiivne.
Poolsiirjektiivse alammooduli esimese tingimuse taidetuse toestus on analoo-
giline lause [4.2] toestusega. O

Lemma 5.2. Olgu V' piisivusmoodul ning W C V' poolsiirjektiivne alammoodul,
sits leidub poolsiirjektiivne alammoodul W, C V nii, et W, = W & K(I), kus
I = (a,b], a € SpecV U{—o0}, b € SpecV ja a <b.
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Téestus. Olgu SpecV = {ay,...,an} U {o0}, kus ayy1 = oo ning tdhistuse mu-
gavdamiseks olgu ag = —o0.

Eeldusest W C V saame, et leidub mingi k£ € {1,..., N + 1} nii, et W, #
Va,- Muidu lemma [4.3] kolmanda punkti tottu oleks W = V. Valime minimaalse
spektraalpunkti a; € Spec V', kus W,, C V,, ning olgu z,, € V,, \ W,,,.

Tahistame z,, = 74, q,(24;) € Va,, kui k € {i +1,..., N +1}. Vaatame kahte
voimalikku juhtu.

1. 3k e {i+1,...,N +1} nii, et z,, € W,,.
2.Vee{i+1,... . N+1}, z,, ¢ W,,.

1. Esimesel juhul valime véikseima naturaalarvu j € {i+1,..., N + 1}, mille
korral z,, € W,,. Kuna WCYZ%, on poolsiirjektiivsuse definitsiooni tottu siirjektiivne,
sest Wy, # Vg, leidub x,, € Wy, nii, et 74, 4,(Ta;) = 2a;- OlgU Yo, = 24, — Tay,
siis yq, € Va,. Defineerime y,, = 74, a0, (Va;), kus k € {i +1,..., N + 1}. Jérgnev

diagramm illustreerib elementide kuuluvust.

Vo > > Vo, b > Va, > ...
W W
Zq; - Za;
A m
Wa, > > W, b > Wa, b
O%yaizzai_l‘ai yajzo

Mainime, et y,, ¢ W,, ning seega ka y,, # 0 € W,,. Kui y,, oleks W,, element,
siis
Ya; = Za; — Ta; = Wai = (yai + xai) = Za; ¢ Wai )

vastuolu.
Sarnaselt, kui naturaalarv k£ on vahemikus ¢ < k < j, siis m,, 4, lineaarsuse
tottu saame, et T4, o, (Ya,) ¢ Wa,,, sest

Tas,an (yai) = Tas,a (Zai) — TMas,an (xai) = Zap — May,ay (:Eai)7
ning z,, ¢ W,,. Samuti méirkame, et
Ta;,a; (yai) = Ta;,a; (Zai) — Ta;,a (xai) = Za; — Ra; = 0.
Jarelikult piisivusmooduli definitsiooni esimese tingimuse tottu
Tait(Yai) = Tajt © Tapa; (Ya;) = Ta;2(0) = 0, iga t > a; korral.

Defineerime y,, = 0, kui 0 < k < 4, siis saame piisivusmoooduli (V,7) alam-
mooduli (P, 7"), kus iga spektraalpunkti a;, korral on vektorruum P,, defineeritud
vordusega

Pak = Span(yak)7
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tapsemalt
P _ 0, kui 0 < k < i voi k > 7,
* span(y,, ), kuii <k <j.

Niitame, et lause eeldused on tdidetud. On ilmne, et P, on vektorruumi
Va, alamruum. Naitame, et 7t on kooskolaline iga spektraalpunkti jaoks. Olgu
0 < k <n < N + 1 ning naitame, et 7, o, (Pa,) C P,,. Lemma abil piisab
néidata, et m,, 4, (Yo, ) € Pa,- Kul 0 < k < 4, siis ilmselt 7, 4,(0) =0 € P,,. Kui
1 < k, siis y,, definitsioonist saame, et

Tay,an (yak) = Tay,an © Ma;,ax (Ya,) = Ta;,an (Ya;) = Ya, € Pa,-

Niiiid defineerime W, = W + P ja niitame, et W, on poolsiirjektiivne alam-
moodul, ning on isomorfne selle vélise otsesummaga, mis on lemma sonastuses
ehk

W* =W D K((li_l, CLZ‘].

Lause [3.3] tottu teame, et sisemine otsesumma on isomorfne vilise otsesummaga,
seega piisab, kui toestame, et

(a) W, =W + P,
(b) W, on V poolsiirjektiivne alammoodul,
(¢) (P,7") on isomorfne intervallmooduliga K (a;_1,a;].

(a) Néitame, et iga spektraalpunkti s € SpecV korral W, N Py = {0}. Kui
s & (aj—1,a;—1], siis Py = {0}, millest ilmselt W, N P, = {0}.

Olgu s € (a;_1,aj_1]. Piisab néidata, et V; 3 y,, ¢ W, kuna ilmselt y,, € P;
ning P on vordne y,, lineaarse kattega. See on meil aga eelnevalt juba néidatud,
seega lemma teise punkti tottu W, = W + P.

(b) Kuna (P, ) ja (W, ) on (V, ) alammoodulid, siis nende lemma [3.2[tottu
nende otsesumma on ka (V, ) alammoodul.

Lemma toestuse algusest teame, et W,, = V,,, kui & < ¢ — 1. Samuti P
konstruktsioonist teame, et P,, = {0}, kui k£ < i — 1. Jarelikult

(W*)ak = Wak —"_ Pak - Wak = ‘/ak

kui £ < ¢ — 1, mis rahuldab esimest poolsiirjektiivsuse tingimust. Jaab jérele

naidata, et 7o, o, = WZZM +7T5k’an on siirjektiivne kui a;_; < a, < a,. Kuna
7 ja 7wl . juba on siirjektiivsed, siis nende otsesumma on ka siirjektiivne.
k>an af,an

Seega lemma kolmanda punkti tottu on (b) osa téestatud.

(c) Néitame, et P on isomorfne intervallmooduliga K(a;_1,a;_;]. Kasutame
selleks lauset ning kontrollime selle eeldusi. Intervallmoodulil K (a;_1,a;_;]
leiduvad kaks spektraalpunkti: a;_; ning a;_;. On lihtne néha, et need on ka P
spektraalpunktid ning Spec P C Spec V. Loome morfismide pere ¢ = {¢; }respec v
kus

Pt Kt<aiflaajfl] — B
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on defineeritud vordustega

or(a) = {0, kui t ¢ (a;_1,a;-1],

a-y, kuit € (ai—1,aj-1],

kus a € K.

Kui ¢t ¢ (ai_1,a;_1], siis vektorruumides P, ning K;(a;—1,a;_1] on ainult iiks
element, milleks on nullvektor, seega ¢; on bijektiivne. Kui t € (a;_1, a;_1], siis
koik P, elemendid esituvad kujul a- (y,, ), @ € K ning koik K;(a;—1,aj_1] elemen-
did esituvad kujul a-1, kus @ € K ning 1 on vektorruumi K (a;_1, ;1] ithikvektor.
On lihtne ndha, et siis on ka ¢, bijektiivne. Samuti on lihtne néha, et ruut
kommuteerub iga s,t € SpecV korral. Kuna ¢; on bijektiivne iga t € Spec V' kor-
ral, siis ¢ on isomorfism iga P spektraalpunkti korral, mis on see mida tahtsime
niidata ja lause tottu on P = K (a;—1,a;_;].

2. Lemma teise juhtumi (kus z,, ¢ W, ,Vj > i) toestus kéib analoogiliselt.
Loome alammooduli P = {P;}, mis on isomorfne intervallmooduliga K (a;_1, 00).
Iga spektraalpunkti a; korral on vektorruum F,, defineeritud vordusega

P,, = span(z,,),

tapsemalt

0, kui k < i,
Pak = ..
span(z,, ), kuii<k.

Moodul W, = W+ P, on analoogiliselt esimese juhuga otsitav poolsiirjektiivne
alammoodul. Sellega oleme lemma toestanud. O

Oleme niitid valmis toestama Normaalkuju teoreemi, mis lithidalt vaidab se-
da, et piisivusmoodulid on isomorfismi tdpsuseni intervallmoodulite 16plikud ot-
sesummad.

Teoreem 5.1 (Normaalkuju Teoreem). Iga pisivusmooduli (V,7) jaoks leidub
loplik kogum intervalle I; kordustega k; ehk {(I;, k)Y, kus I, = (a;,bi], kus

a; < b, a e RU{—o0}, be RU{oo}, k; € N, I; # I;, kuii # j, nii, et V esitub
otsesummana

N
V=P K@)
=1

Lisaks on selline otsesumma iiheselt méaaratud liidetavate jarjekorra permutee-
rimise tapsuseni, seega igal piisivusmoodulil leidub parajasti iiks triipkood B(V).
Siinses t00s me unikaalsust ei néita, kiill aga ndidatakse seda tekstis [6].

Toestus. Kui V; = 0 iga s € R korral, siis V' esitub tiihja intervallmoodulite
otsesummana. Olgu V; # 0 mingi s € R korral. Kasutame Lemmat [5.2] et luua
sellist otsesummat. Olgu W (0) = 0. Niitest 4.3 teame, et 0 on V' poolsiirjektiivne
alammoodul. Loome induktiivselt W (i 4+ 1) = W (i), kus

W) = W(i) @ K(I),
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kus I on mingi intervall kujul (a,b] ja K(I) tuleb lemma konstruktsioonist.
Teame, et W (i+1) on mooduli V' poolsiirjektiivne alammoodul selle sama lemma
tottu. Méarkame, et iga sammuga moode suureneb, dim W (i +1) = dim W (i) + 1,
sest dim K (I) = 1. Jarelikult kuna V' koosneb 16plikumdodtmelistest vektorruumi-
dest ja loplikust kogusest spektraalpunktidest, siis see protsess loppeb mingi n €
N korral, kus dim W (n) = dim V. Lemma 4.3 kolmanda punkti tottu W (n) = V.
Sellega oleme konstrueerinud sonastuses toodud esituse. [

6 Rakendused

Lopetuseks mainine, et piisivushomoloogiat saab rakendada viga mitmes vald-
konnas. Nimekirja igasugustest rakendusvaldkondadest, kus monda neist on ka
detailsemalt kisitletud, saab leida raamatust [7].

Matemaatikas on piisivushomoloogia oluline Morse teoorias, mis on diferent-
siaaltopoloogia valdkond, kus uuritakse muutkonna topoloogiat kasutades sellel
muutkonnal diferentseeruvaid funktsioone.

Levinud kasutusvaldkond piisivushomoloogia jaoks on korge-mootmeliste and-
mete visualiseerimine, mida on tavaliste statistiliste vahenditega raske teha. Too-
me ihe lihtsa illustratiivse néite andmete visualiseerimisest, kus rakendatakse
teoreemi [B.11

Toome néite triipkoodist ja iihest teisest levinud viisist triipkoodi esitada,
mida nimetatakse pisivusdiagrammiks. Loplikuks meetriliseks ruumiks on sada
tasandil R? asetsevat punkti, mis on paigutatud ronga kuju jérgi. Homoloogia
arvutamiseks ning triipkoodi ja piisivusdiagrammi joonistamiseks on kasutatud
programmeerimiskeele R teeki TDAstats [§]. Punktihulka genereeriv ning homo-
loogiat arvutav kood on leitav t66 lisades.

oo
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Teek TDAstats kasutab homoloogia arvutamisel korpusena Z,, kuid C++ tee-
gis Ripser, mis arvutab TDastats paketis triipkoode, saab valida korpusteks Z,,
kus n on algarv. Pakett TDAstats kasutab nii-6elda vihendatud homoloogiat (re-
duced homology), kus sisuliselt vihendatakse homoloogiamooduli Hy astakut tihe
vorra, et see ei loeks enam sidusukomponente vaid 0-mootmelisi auke. Seega siit
triipkoodist on néha, et kui Vietoris-Ripsi kompleksi diameeter on umbes 0.6 voi
suurem, siis ta on sidus. Samuti ndeme, et triipkood tuvastas iihe kaua piisiva
1-mootmelise augu. Ning mitut vihem piisivat auku.

modde

-1

1.0
Vietoris-Ripsi skaala parameeter

Mirkus 5. Oeldakse, et pikalt piisivad triipkoodi elemendid on olulisemad and-
mete tunnused ning véahe piisivaid elemente loetakse miiraks voi viiksema skaala
tunnusteks.

Teine levinud viis triipkoodi vaadata on pisivusdiagrammide abil, kus iga
triipkoodis esineva intervalli alguspunkt on piisivusdiagrammi x-koordinaat ning
lopppunkt on y koordinaat. Seega punktid, mille vertikaalne kaugus sirgest y = x
on suur, on kaua piisivad tunnused ning punktid, mis on sirge y = x ldhedal on va-
hem olulised tunnused voi miira. Siit jooniselt on néha iihte olulist 1-mootmelist
tunnust, mis vastab triipkoodis olevale pikale intervallile.
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Tunnuse kadumine

o

05

1.0
Tunnuse tekkimine
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Loob viimases peatiikis oleva

Lisa 1.

install.packages("TDAstats") #Paigaldab TDAstats paketi
library("TDAstats")

punktide_arv <- 100

#Genereerime ihtlase jaotusega juhuslikke nurki ja kaugusi
nurk <- runif(punktide_arv, 0, 2*pi)

kaugus <- runif (punktide_arv, 1,2.1)

punktid <- cbind(kaugus*cos(nurk), kaugus*sin(nurk))
colnames (punktid) <- c("x","y")

plot (punktid)

punktid.hom <- calculate_homology(punktid) #homoloogia arvutamine
plot_barcode(punktid.hom) #triipkoodi joonistamine
plot_persist(punktid.hom) #persistence diagrammi joonistamine
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