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Sissejuhatus

Oma 1695. aasta kirjas kiisis I'Hospital Leibnizilt: ,Mis saab, kui avaldises d" /dx™ f(x)
votta n = 1/27¢ [1} lk. 3]. Tol ajal ei osanud Leibniz seda selgitada ning antud
kiisimus jai pikaks ajaks lahtiseks. Alles alates 1832. aastast Liouville’i avaldatud
toode seeriaga jouti murrulise tuletise definitsioonini [3, k. 23-24], mis andis 16puks
vastuse 1’Hospitali kiisimusele pea 150 aastat hiljem. Liouville’i teoorial baseeruvad
ka kéesoleva t66 pohitulemused.

Viimaste aastakiimnete jooksul on murruliste tuletiste teooria uurimine muutunud
aktuaalsemaks. Osutub, et murrulist jarku tuletisi sisaldavad diferentsiaalvorran-
did omavad rakendusi nii majanduses, keemias, inseneerias kui ka paljudes teistes
valdkondades |1, lk. 3].

Kaesoleva bakalaureusetoo eesméark on anda teatav iilevaade murruliste tuletiste
teooriast ning saadud tulemusi rakendada funktsioonide murrulist jarku tuletiste
leidmisel. Seejuures késitleme me erinevaid murrulist jirku integraal- ja diferent-
siaaloperaatoreid ning uurime nende pohiomadusi. Lisaks toestame piisava tingimuse,
mille korral on murrulist jarku diferentsiaaloperaator rakendatav vaadeldavale funkt-
sioonile. Lopuks leiame murrulist jarku tuletise moningatest levinud funktsioonidest
ja visualiseerime nende graafikuid.

T66 koosneb kolmest peatiikist. Esimeses toome vélja murruliste tuletiste teooria
jaoks olulised moisted ning eelteadmised. Teises esitame Riemanni-Liouville’i integ-
raaloperaatori, Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaatori ning Caputo diferent-
siaaloperaatori definitsioonid ning toestame moned nende pohiomadused. Kolmandas
peatiikis rakendame saadud tulemusi tuntud funktsioonide murrulist jarku tuletiste

arvutamiseks ning nende graafikute visualiseerimiseks soltuvalt tuletise jargust.



1 Eelteadmised

1.1 Tahistused

Selles alapeatiikis toome vilja erinevad tahistused, elementaarsed definitsioonid
ja omadused. Antud toos késitletavate arvuhulkade seas on naturaalarvud N =
{1,2,... } ja mittenegatiivsed taisarvud N, = NU {0}, reaalarvud R = (—o0,00)
ning positiivsed reaalarvud R = (0,00). Olgu ¢ imaginaariihik, mis rahuldab
tingimust i = —1, ning C = {z = z+1iy : z,y € R} kompleksarvude hulk. Olgu
0 < T < oo. Antud t66s uurime funktsioone peamiselt fikseeritud 16igul [0,77] C R.

Funktsioonide ruumidest ja hulkadest toome esile 16igus [0, T'] pidevate funktsioo-
nide hulga C[0,T], mis on Banachi ruum 16pmatusnormiga

£l = max|f(t)], f € Cl0,T]

o<t<T

Kui m € N, siis 16igus [0, 7] m-korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulk
olgu C"™[0,T]. Lebesgue’i mattes 16igus [0, 7] integreeruvate funktsioonide hulka

tahistame L, [0, 7], mis on Banachi ruum normiga

111, = [ lrwlae < o 1 € Ly0.7

0,77

Kirjapildiga f[O,T] f(t) dt, kus margime integreerimispiirkonna integraali alla, viitame
me asjaolule, et tegu on Lebesgue’i integraaliga.

Olgu X hulk ja f,g: X — R suvalised funktsioonid ning a € R konstant. Defi-
neerime funktsiooni konstandiga korrutamise, funktsioonide liitmise ning korrutamise

punktiviisi, see tahendab, et iga x € X korral

(af)(z) = af(z), (f+9)(z):= flx)+9(z), (fo)z) = flr)g(z).



Olgu f suvaline funktsioon. Kirjanduses ei eristata tihti funktsiooni f ning selle
vadrtustamise eeskirja f(x). Antud t66s kasutame operaatoreid, mis teisendavad
funktsioone funktsioonideks, mistottu vajame selgemat téhistust. Siimboliga ,, -
tahistame avaldises kohta, kuhu paigutub teisendatav argument. Vajadusel timbrit-
seme selle selguse mottes sulgude voi nurksulgudega. Nii defineerime funktsiooni
otse selle eeskirja kaudu. Naiteks el'): R — R on eksponentfunktsioon = - e*.
Keerulisema néitena kirjeldab funktsioon (Zii o klsin(7-) + - ) : R — R teisendust
xr (Ziio klsin(7z) + x)

Tdestuse loppu téahistame siimboliga W.

1.2 Tuletis- ja integraaloperaator

Esitame jargnevalt klassikaliste tuletis- ja integraaloperaatorite kirjeldused ning
toome vilja moned nende olulisemad omadused.
Olgu funktsioon f 16igul [0, 7] diferentseeruv. Defineerime (klassikalise) diferent-

staaloperaatori D iga x € [0,T] korral seosega

(Df)(x) = f(z), (1)
kus

Punktide x = 0 ja * = T korral vaatame vastavalt parem- ja vasakpoolseid piir-
vaartusi h — 04 voi h — 0—, kui need leiduvad.

Tihistame D°f := Idf = f, kus Id on ithikoperaator. Igan € N korral tahistame
n-kordset operaatori D rakendamist jirgmiselt: D" f := DD" 1f.

Olgun € N ja f funktsioon, mis on n korda diferentseeruv punktis 0. Operaatorit

T, mis on defineeritud iga z € R korral eeskirjaga

n. (k)
CHIRS SEAL 2
k=0 ’

nimetatakse n-jirku Taylori operaatoriks punktis 0.
Jargmiselt defineerime (klassikalise) integraaloperaatori ning toome vélja selle

moned olulised omadused.



Olgu funktsioon f 1digus [0,7] (Lebesgue’i mottes) integreeruv. Operaatorit
J: L1[0,T] — L,[0,T], mis on madratud seosega

x

(Tf)(z) = / fydt,  z e 0.7], 3)

0

nimetame (klassikaliseks) integraaloperaatoriks.
Olgu f ldigus [0, 7] (Lebesgue’i mottes) integreeruv. Sarnaselt diferentsiaalope-
raatorile, defineerime Jf := Idf = fning iga n € N korral tihistame jarjestikust

integreerimist vordusega J"f := JJ"lf.

Teoreem 1 (Diferentsiaal-integraalarvutuse pohiteoreem). Olgu f l6igul [0, T]

Riemanni mottes integreeruv funktsioon. Seosega
F@) = [ f0dt, o € 0.1)
0

mddratud funktsioon F on loigus [0, T] iihtlaselt pidev ning, kui f on punktis x € [0, T

pidev, siis F' on selles punktis diferentseeruv, kusjuures F'(z) = f(x).

Viimane teoreem on toestatud opikus [2, lk. 366-367].
Kui f on 16igus [0, T] pidev funktsioon, siis seoste (1), ning teoreemi |1| pohjal

saame kirjutada
DJf = f. (4)

Olgu f l6igus [0,7] Lebesgue’i mottes integreeruv funktsioon. Mitmekordset
integreerimist saab esitada valemiga raamatust [4}, 1k 123]:

xT

5 [ o (5)

(n—1
0

(J"Hx) =

Seda valemit tuntakse ka kui Cauchy n-kordse integreerimise valemit funktsiooni f
jaoks ning sellest lahtume hiljem murrulist jarku tuletiste defineerimisel.
Veendume koigepealt, et valem toepoolest kehtib. Siis paneme téahele, et n = 1

korral

R = o / (x—00F (1) dt = / F(t)dt.
0

0



Olgu n > 2. Kehtigu valem n — 1 korral, siis

T

Ire) = (i) = [ = o [ [e—orie) s
00

0

Viimases avaldises integreerimisjarjekorda muutes saame

a . -
(J"f)(x) = mo/o/(t—s) F(s)dsdt —

x

= ﬁo/ws/x(tS)”zf(S)dtds = (n12)!o/wf(5)/(t5)n2dtd5 =

S

= ﬁ /(m —s)" L1 f(s)ds.

0

Jarelikult matemaatilise induktsiooni printsiibi pohjal kehtib valem igan € N

korral.

1.3 Gammafunktsioon

Jarjestikusel diferentseerimisel ja integreerimisel kerkib loomulikul viisil esile fak-
toriaali funktsioon f(n) = n!, mille maaramispiirkonnaks on hulk Nj. Murruliste
tuletiste teoorias tekib aga vajadus seda iildistada positiivsete reaalarvude hulgale
R*. Osutub, et faktoriaalile loomulikke omadusi rahuldavaid jatke on mitu, nendest
kaesoleva t66 raames on koige olulisem Euleri gammafunktsioon I'. Selles alapeatiikis
defineerime selle funktsiooni ja toome vélja moned selle olulised omadused, toetudes

raamatutes [9, [7] kasutatud ideedele.

Definitsioon 1. Olgu z € C,Rez > 0. Paratut parameetrist soltuvat integraali
o
['(z) := /e_ttz_l dt (6)
0

nimetatakse Fuleri teist jirku integraaliks, ehk Euleri gammafunktsiooniks voi lihtsalt

gammafunktsiooniks.



Siinkohal méargmine, et valemiga @ esitatud paratu integraal koondub hulgas
D = {z € C,Rez > 0},

mis sisaldab antud t66 raames ka meile koige olulisemat hulka R*. Selleks peame
niitama kompleksmuutuja funktsioonide teooriale tuginedes [7, 1k. 53], et paratu
integraal koondub iihtlaselt igas kinnises tokestatud piirkonnas D C D. Olgu selline
D’ fikseeritud, iihtlase koondumise niitamiseks kasutame Weierstrassi koondumis-
tunnust. Kuna D’ on kinnine ja tokestatud, siis leiduvad arvud m ja M nii, et

0<m< x < Migaz = x+iy € D’ korral. Defineerime funktsiooni g jargmiselt:

tm=t kuit € [0,1];
g(t) = {

e M=l kuit > 1.

Funktsiooni g abil saame gammafunktsiooni definitsioonis ([6)) integraalialuse funkt-

siooni mooduli jaoks anda hinnangu:
‘e—ttm—l-ﬁ—iy‘ — |e—tt9:—1€iln(t)y‘ < |6—t|‘tm—1‘ — e tpz—1 < g(t)

Niiiid piisab naidata, et
oo

/g(t) dt < oo.

0

Viimase avaldise vasakul poolel oleva integraali saame funktsiooni g definitsiooni
pohjal esitada kujul

o0

o) 1 00 1
/g(t) dt = /g(t) dt—l—/g(t) dt = /tm—l dt+/e—ttM—1 dt.
0 0 1 0

1
Seejarel kasutades matemaatilises analiiiisis tuntud tulemusi ndeme, et viimases
summas esimene paratu integraal koondub, sest ™! astendaja rahuldab tingimust
m — 1 > —1 ning teine integraal koondub, sest see sisaldab tegurit e~!. Sellega
olemegi ndidanud, et gammafunktsioon on maaratud ja lisaks ka analiiiitiline iga
z € C,Rez > 0 korral.

Gammafunktsioon rahuldab iga z € C,Rez > 0 korral omadust

I(z4+1) = zI'(2). (7)



Selles voime veenduda kasutades ositi integreerimist:

z+1) = /e‘ttz dt = (—e 't?) —|—z/e‘ttz_1 dt = 2T'(2).
0
0 0

Lisaks kehtib

r) = /e‘t dt = 1,
0

mis voimaldab meil valemi abil delda, et T'(2) = 1xT(1) = 1! jne. Korduv

valemi rakendamine annab meile seose
F'n+1) = n!. (8)

Kasutades kompleksmuutuja funktsioonide analiiiitilise jatkamise votet, saame
gammafunktsiooni méiéramispiirkonna {z € C,Rez > 0} laiendada suuremaks
piirkonnaks C\ {0, —1,—2, ... }. Selleks panememe esmalt tihele, et iga —1 < Rez <
0,z # 0 korral saame valemist seose

r(s) = e+l (9)

z

mis on esialgse funktsiooni jitk uude piirkonda {z € C,—1 < Rez < 0,z # 0}.
Seejirel on seose (9) rakendamist voimalik korrata hulgal —2 < Rez < —1,z # —1
jne. Osutub, et sellise jatkamise tulemusel on gammafunktsioon ka uues piirkonnas

pidev ja analiiiitiline |7, 1k. 161].

1.4 Mittag-LefHeri funktsioon

Mitmeid murruliste tuletiste teoorias esinevaid avaldisi on lihtsam kirja panna

kasutades rootsi matemaatiku Gosta Mittag-Leffleri jargi nime saanud funktsioone.

Definitsioon 2. Olgu p € R ning z € C. Funktsiooni F,, mis on defineeritud

'u,’
eeskirjaga
Ol e (10)
E . (z2) = _ 10
" — D(kp+1)

nimetatakse iheparameetriliseks Mittag-Leffleri funktsiooniks.

Anname jarngnevalt ka veidi iildisema definitsiooni.

9



Definitsioon 3. Olgu p,v € R* ning z € C. Funktsiooni E, ,, mis on defineeritud

v
eeskirjaga

o) Zk
E,(2) = ;m (11)

nimetatakse kaheparameetriliseks Mittag-Leffleri funktsiooniks.

Nende definitsioonide pohjal on lihtne veenduda, et E, ;(z) = E,(z) ning E;(z) =
e®. Definitsioonid on korrektsed, sest read ja koonduvad iga z € C korral
[1, k. 68].

10



2 Murrulist jarku diferentsiaal- ja

integraaloperaatorid

2.1 Riemanni-Liouville’i integraaloperaator

Esmaseid ideid murrulist jarku tuletiste teoorias voib leida Niels Henrik Abeli 1823.
aastal avaldatud toost. Selles kasutas ta algelist versiooni murrulist jarku integraalist
ja tuletisest, mida tanapiaeval tuntakse vastavalt Riemanni-Liouville’i integraali ja
Caputo tuletisena. Kahjuks ei késitlenud Abel neid oma hilisemates toodes ning
seetottu tema panus sellesse teooriasse unustati pikkadeks aastakiimneteks. Alates
1832. aastast avaldatud toode seerias t6i Liouville sisse esimese murrulise analiiiisi
késitluse [3), 1k. 23-24]. Just selle teooria edasiarendusi késitleme pohjalikumalt ka
kéesolevas alapeatiikis, seejuures toetume raamatule [1].

Riemanni-Liouville’i murrulist jarku tuletiste kasitlemist alustatame murruli-
se integraali defineerimisest. Lahtudes Cauchy valemist saame anda jargmise

definitsiooni.

Definitsioon 4. Olgu a € R" ning f € L,[0,T]. Operaatorit Jg,: L,[0,T] —
L,[0,T], mis on iga = € [0,T] korral defineeritud eeskirjaga

x

U@ = o [le=0e @t (12)

0
nimetatakse a-jirku Riemanni-Liouville’i integraaloperaatoriks, suurust Jg'; f nime-

tame ka funktsiooni f Riemanni-Liouville’i (murrulist jarku) integraaliks.

Naitame, et definitsioon on korrektne, tuginedes raamatule [8, 1k. 63-65]. Olgu



f € Ly]0,T], see tihendab, et

/|f )| dt < oc.
0,7]
Veendume, et Jg, f € L,[0,T]. Selleks naitame, et
/ |(Jg LN (@) dz < oo.

[0,T]

Esmalt saame Riemanni-Lioville’i integraali seose jargi lahti kirjutada ning

/!(%&f)(fv)ldx < / / oL f(t)| dt da. (13)

[0,T]

hinnata:

Avaldises ([13]) on integreeritav funktsioon positiivne, mistdttu voime vahetada integ-

reerimise jarjekorra ja, arvestades tingimust @ > 0, saame kirjutada:

‘//] 00 dede = /yf \/|x—t\0‘1dmdt

07] [0,2] ey
1 [Tt Tl

= — t)|———dt < )| dt =

I'a) / )] a @ T(a+1) <

0,77

Oleme naidanud, et toepoolest kehtib Jg', f € L,[0,T].

[OT

Definitsioon [4] ei luba juhtu @ = 0. Defineerime selle sarnaselt klassikalise in-
tegraaloperaatori juhuga labi seose J2 , f := Idf = f. Seejuures kehtib jirgnev

lemma.

Lemma 1. Olgu f € C'0,T]. Siis

el —— I (14)
TOESTUS. Lahtume Riemanni-Liouville’i murrulist jarku integraaloperaatori definit-

sioonist:
X

(Jg o f)(x) = ﬁ Ja—isaar
0



kus f € C0,T]. Kasutades ositi integreerimist ja seost saame

IR - R T ) YN L U e L

o 0/( O = 0] / ey ar
O v
—F<a+1)+r(a+1>/<x—t)f()dt——+f /f (x).

0

Eelnevas vajalike piirvadrtuste leidmiseks kasutasime gammafunktsiooni pidevust
médramispiirkonnas ja omadust I'(1) = 1. [ |
Eespool definitsiooniga [4] esitatud integraaloperaator Jg'; rahuldab mitmeid loo-
mulikke omadusi. Esmalt paneme tahele, et kui o € N, siis seos kujutab endast
Cauchy valemit , ehk operaator Jg'; kaitub o € N korral nagu valemiga (i3
defineeritud klassikaline integraaloperaator J. Lisaks rahuldab klassikaline integraa-
loperaator J iga m,n € N; ja (Lebesgue’i mottes) integreeruva funktsiooni f korral
tingimust J*J™f = J"T™f. Jirgnev teoreem niitab, et antud omadus kandub edasi

ka operaatorile Jg'; .

Teoreem 2. Olgu « ja  mittenegatiivsed reaalarvud ning f € Ly[0,T]. Siis
Tl = JF = TRt (1)

TOEsTUS. Juhul, kus @ = 0 v6i f = 0 on tulemus ilmne. Vaatame juhtu, kus a« > 0

ja 8 > 0. Olgu z € [0,T], definitsiooni |4 pohjal saame

(g I D) = ﬁ / (= )2 (I 1) (1) dt

:<—O/H —m/t”ﬂlf o

= / / — )51 f(s) ds dt.

Muutes viimases avaldises integreerimisjarjekorda saame

//m—to‘l s)P1f(s)dsdt

13



€T x

= W/f(8> /(w—t)al(t—s)ﬁl dtds.

0 s

Seejérel laiendame murdu 1/(T'(«)T(8)) arvuga I'(a + 3) ning kirjutame lugejas
oleva gammafunktsiooni I'(av + [3) definitsiooni |1] jargi lahti:

—/f /a:—t Lt — )81 dtds

_ (a+6 /f / (a+ B)(z — )°=1 (¢ — 5)P dt ds

_ (a+B /f // —ugetB-1(p — g)a=1(t — §)8~1 du dt ds.

(16)

Leiame eelneva vorduse kaks sisemist integraali eraldi. Teeme muutujavahetuse
v = (x—1t)/(t—s), millest jareldub, et dt = —(t—s)?>dv/(x —s) ning (z—1)*"! =
~1(t — s)*71. Selle pohjal

// ety Al (z — )2 (t — s)F L dudt
s 0

— 33—8 // —u a+51a1<t_ )omL,B 2( ) du dv

— .I—S 1// —u a—i—ﬁ 1 v 1( )a-i—ﬂdudv'
00

Niiiid v definitsioonist jareldub, et ¢ = (vs+ x)/(v + 1) ning lisaks saame

Vs +x VS +x —UvSs— S r— S8

t— = — — =

v+1 v+1 v+1

Viimast tulemust kasutades leiame

oo o0

(x —s)7t // —uyetBlye—l(t — 5)o B du dv

0

oo 0
= (z—s)*tF-1 // e~ uttF 1y (v + 1)7* P dudv.
00

14



Jargmiseks olgu w = u/(v+ 1), siis du = (v+ 1) dw ehk
(x_s)ori-ﬁ—l // e—uuoz+5—1va—1(v+ 1)—a—ﬁ du dv
— (il? a+,6’ 1// —WY oW a+6 <U+1>a+6 1 v~ 1<U+1) a—[F+1 dw dv

— x_sa—i-ﬂ 1// —wv o —w a+,6’1 a— 1dwdv

Lopuks vahetame taaskord integreerimisjéirjekorda ning siis kasutame asjaolu dv =

d(wv) /w, kokku saame:

[e oNe o)
(x_s)a-i-ﬁ—l // e~ WY o= w oo+ B—1pa—1 Jo5 Jo,
00
oo o0
= (z —s)2tF1 //ew“wo‘lvalewwﬁ dvdw

= a:—s‘”ﬁl/ 61/ U (w)*t d(wv) dw
0
= (z—8)1T(a /e Yl dw = (z— )P0 (a)T(B).
0

Eelneva avaldise viimase rea vordustes kasutasime jélle gammafunktsiooni definit-

siooni . Asendades leitud tulemuse avaldisse saame

(a+5 / f(s / / e u P (@ — 1)t — 5)P " dudt ds

! a+pB-1 « s
B F(a+ﬁ)F(a)F(6)0/ F($) (@ = 5)* 7 T (o) D(B) d

— 1 l’—so‘_lss: OH-@
_F<a+6>o/( ) (s ds = (@)

Sellega oleme toestanud teoreemi vaite esimese vorduse, teine jareldub vahetult,

sest a + 8 = [+ a. Seega
(i D@) = (Jpi’H@) = (R N@) = (IR0 @),
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nagu soovitud. [ ]

Kaesoleva t66 hilisemates osades on oluline jargnev tulemus, mis annab piisava
tingimuse piirvdartuse ja murrulise integraaloperaatori Jg'; rakendamise jarjekorra

vahetamiseks. Jargnevas toestuses tugineme raamatule [1, lk. 21].
Teoreem 3. Olgu o € R ning olgu f ja f,, (k € N) pidevad funktsioonid léigul

0, T]. Koondugu funktsioonide jada (f},)72 loigul [0,T] dhtlaselt funktsiooniks f ehk

te[0,T) k—o0

ka—fHoo = Sup ‘fk(t)_f(t)l = max| —f@)’ — 0.
te[0,T]
Siis on ka koondumine Jg | f;. — J§ f loigul [0, T dihtlane:
— 00

g e — TRl — 0

TOESTUS. Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori definitsiooni [4] pohjal saame iga

x € [0,T] korral kirjutada

g f) @) — (g (@) ’ = / N — 1y i,

Selle vorduse paremal poolel oleva avaldise jaoks kehtivad jargmised hinnangud:

1 [ a—1 L i . . 1
\m/ )= S0l =] < /!fk<t> F(O](a = de

Ifi— A, o Ifi = Al T fe = 1,
S T /@_t) =TT S TTar ) o

Viimases vorratuse saamisel kasutasime asjaolu, et x € [0,7] ning o > 0 korral

«

x® < T“. Paneme ka tahele, et viimane hinnang ei soltu muutujast x, mistottu
[ Tenfe — I fll = sup [(Jg o fi)(@) — (T f)(@)] < LU= Tl » 0.
- _ & x€[0,T) ) i F(Oz + 1) k—o0
Sellega oleme toestanud soovitud tulemuse. [ ]

Jareldus 3.1. Funktsionaaljada iithtlasest koondumisest jareldub punktiviisi koon-

dumine, mistdttu lubab teoreem [3| piirvaartuse ning Riemanni-Liouville’i integraalo-
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peraatori J2, vahetada ehk iga = € [0,T] korral

(,}LIEOJ}%LJ@(@ = <J1?-Lkh_g>lofk>(x) = (Jgpf)(@).

2.2 Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaator

Selles alapeatiikis anname Riemanni-Liouville’i murrulist jarku diferentsiaalope-
raatori definitsiooni ning esitame moned selle olulisemad omadused. Siin toetume
raamatule [1]. Olgu m,n € N ning m > n ja f pidev funktsioon, siis diferentsiaal-

ja integraalarvutuse pohiteoreemist (1| saame jareldada, et
D"f = DmJm"f, (17)
sest
Dmjm-nf = pDm-Y(DJ)Jmnolf = pmolymensle —
= pm—(m=n)ym-—n—(m-n)f — pnf

See tahendab, et n-jarku diferentsiaaloperaatori rakendamise saab taandada vabalt
valitud korgemat jarku m, kus m > n, diferentsiaaloperaatori rakendamisele. See

tahelepanek, koos seosega motiveerib jargmise definitsiooni.

Definitsioon 5. Olgun € Nning o € (n—1,n] ehk n = [«a]. Operaatorit DF,

mis on iga x € [0,7] korral defineeritud eeskirjaga

(Diipf)(x) = (D" f)(z), (18)

nimetatakse a-jirku Riemanni-Liouville’ diferentsiaaloperaatoriks, suurust Dg'; f

nimetame ka funktsiooni f Riemanni-Liowville’i (murrulist jirku) tuletiseks.

Jargneva lausega niitame, et eelneva definitsiooni pohjal kehtib omaduse (|17))

analoog ka Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaatori puhul.
Lause 4. Olgun,m € N, m > n ning a € (n—1,n|, siis
Dgpf = D™Ig . (19)
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TOEsTUS. Kasutades klassikalise diferentsiaaloperaatori aditiivsust ning Riemanni-

Liouville’i integraali aditiivsust , voime kirjutada:

Dy f = (DD U g ) f

= D™ D™ I MR f = DM f = DR LS.

Lisaks arvestasime eelnevas tingimust m—n € N, mis voimaldas korduvalt rakendada

diferentsiaal- ja integraalarvutuse pohiteoreemi [} [ |

Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaator on lineaarne. Toestame selle omaduse

jargmise lause abil.

Lause 5. Olgucy,cy € R,n € Njaa € (n—1,n] ning X C [0,T]. Kui funktsioonide
fr9: X — R korral leiduvad (Dg; f)(x) ja (Dg9)(x) iga x € X korral, siis leidub

ka Dg (ci f + co9)(x) iga x € X korral, kusjuures

(Dgrlerf +co9)(@) = e (D pf)(@) + ca(Dg19) (@) (20)
TOEsTUS. Riemanni-Liouville’i diferentsiaaloperaatori, definitsiooni |5 pohjal jareldub
eeldustest, et ka (J77%f)(x) ja (JF7%g)(z) leiduvad iga € X korral. Fikseerides
suvalise x € X, saame definitsiooni [5| ning klassikalise diferentsiaaloperaatori D

lineaarsuse tottu kirjutada:

c1 (D f)(@) + co(Dgpg)(w) = e (DR f)(x) + co(D" IR 1%g) ()

= (D"[er (R f) + o (JRpg)) (). (21)

Seejuures kasutades definitsiooni [d] saame suvalise 2’ € X korral eraldi integraalo-

peraatori lineaarsust naidata:

(1 (R f) + (g 9)(@’) = et (R (@) + o (Jg9) (2")

/

= T O/(x/_t)"—a— £(t) dt+F<n—_a)0/<x,_t)n_Q_ o(t) di
= 1 7(x/ _t)n—a—1<c f(t) +c g(t)) dt = (Jn—a(c f—|—0 g)>($/)
I'(n—a) 1 2 r-r (€1 2 :

0
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Siit ndeme, et hulgal X kehtib
et (Jgp™f) + eo(Jgp9) = Jgp¥(erf + cag).
Selle abil kirjutame esialgse murrulise tuletise avaldise kui

(D" [er(Jpz ) + eo (IR g (@) = (DI (e f + ¢29))(x) = Dgiperf + ep9)(),

millega oleme soovitud tulemuse tdestanud. [ |

Eelneva teoreemi jareldusena saame esimese naite funktsiooni murrulist jarku

tuletisest.

Jareldus 5.1. Nullfunktsiooni f,: [0,7] — {0} mistahes jarku Riemanni-Liouville’i
tuletis on nullfunktsioon. Téepoolest, fikseerides n € N ning a € (n — 1,n] ning

arvestades, et f, = 0f,, kehtib lause 5| pohjal iga = € [0,T] korral

(D}?-Lfo)(x) = (D}?-L(Ofo))(x) = O(D}?‘.Lfo)(w) = 0. (22)

Edasistes arvutustes on oluline jargnev tulemus murrulist jirku tuletisest astme-

funktsiooni korral, mille toestuse voib néiteks leida bakalaureusetoost [6].

Lause 6. Olgun € N, « € (n—1,n] ning b > 0 reaalarv. Siis a-jirku Riemanni-
Liouville’i integraal astmefunktsioonist (-)°: x + x° avaldub iga x € [0,T) korral
valemiga

(Urp(P)@) = prp o) giie (23)

(b+1+a)
Riemanni-Liouville’i a-jirku tuletis astmefunktsioonist (-)° avaldub iga x € [0,T)

korral valemiga

0 , kutaa—b € N;

(Dgp(-)")(z) = Tb+1) . , (24)
mxb , kuia—b ¢ N.

Kuib—a > 0, siis on avaldis (24)) mdidratud iga x € [0,T] korral, vastasel juhul

on see madratud vaid poolloigus x € (0,T].

Paneme téahele, et eelneva lause avaldises voib gammafunktsiooni argument

b+ 1 — a olla negatiivne, mistottu oli vajalik jitkata gammafunktsiooni hulgale
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C\{0,—1,-2,... }. Seejuures juhul b+1—a € {0,—1,—-2,... } kehtib a —b € N
ning valemi jargi on Riemanni-Liouville’i tuletis 0. Uhesonaga astmefunktsiooni

murrulist jarku tuletise valem on gammafunktsiooni definitsiooniga kooskolas.

Jareldus 6.1. Vottes lause @ avaldises astendaja vadartuseks b = 0, on lihtne
naha, et iildjuhul ei ole konstantse funktsiooni Riemanni-Liouville’i murrulist jarku

tuletis vordne nulliga.

2.3 Murrulist jarku tuletise leidumine

Eelnevalt jatsime tapsustamata, milliste funktsioonide korral iildse leidub Riemanni-
Liouville’i murrulist jarku tuletis. Hilisemates arvutustes on kasulik teada, millised
uuritavad funktsioonid on murrulises méttes diferentseeruvad. Antud alapeatiikis
anname selleks piisava tingimuse, mis katab meie jaoks olulisemad juhud. Téestame
lihtsama juhu raamatus [1, Lemma 2.12] esitatud tulemusest.

Enne piisava tingimuse andmist sonastame ja toestame kaks lemmat.

Lemma 2. Olgu o € (0,1), x € [0,T] ja lisaks h selline, et x+h € [0,T]. Kehtigu
t € [0,min{x,z + h}], siis

(x+h—t)l7 — (x —t)l7@
h

1
1—a/a:+9h—t )= do. (25)
0

TOESTUS. Defineerime abifunktsiooni
o(0) = (x+0h—t)-e
Selle abil saame avaldises vahe esitada jargmiselt:
1
(@t b= = (=) = pl(1) = p(0) = [ (6)de.
0
Seejuures on lihtne veenduda, et
©'(0) = (1—a)(x+60h—t) “h.
Viimasest aga jireldub vahetult vordus (25]), mida oligi tarvis niidata. ]
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Lemma 3. Olgu o € (0,1), z € [0,T] ja f" loigus [0,T] pidev. Defineerime

xT

F(z) = /(g; — ) f(t) dt, (26)

0
siis F' on diferentseeruv iga x € (0,T) korral, seejuures x = 0 korral paremalt ja

x = T korral vasakult.

TOESTUS. Definitsiooni jargi

(DF)(x) = lim F(zx+h)— F(x)

h—0 h
1 z+h x
= }llii%ﬁ</(m+h—t)l_o‘f’(t)dt—/(x—t)l_o‘f'(t)dt)
0 0

Vaatame eraldi kahte juhtu, kus h > 0 ja h < 0. Naitame, et piirvadrtuse votmine

ja integreerimise jarjekorra vahetamine integraalis on lubatud.

1. Olgu h > 0. Sel juhul

z+h T

lim%(/(w+h—t)l_o‘f'(t)dt—/(m—t)l_af’(t)dt> =
0 0

h—0

T

i (/ (x—i—h—t)l_o‘—(m—t)l_o‘f,<t)dt

h—0 h
0

z+h
1 [Ern—neswar). (21)

T

Avaldise teise integraali puhul kehtib

z+h z+h

%‘/(az—l—h—t)laf’(t)dt‘ < |71 /(:1:+h—t)1adt

xT
t=x+h

CWhepra g

=] _
= _NJ Noo h — )2«
<x-+ ) 2—« h—0

h(2 — )

t=x
Lisaks naitame avaldise esimese integraali absoluutset koondumist. Selleks

kasutame lemmat [2 Paneme téihele, et

/

0

(x+h—t)7 — (xz — )@
h

Iz <t>] dt
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z 1
(1—a) /‘/xwh—t O‘f’(t)‘dedt
0
1

xT

< 1—)|f s //|x+9h—t\‘ad0dt.

00
Seejarel kasutame asjaolu, et h > 0 ja —a < 0, mistottu |z + 0h — |7 <
|z —t|~“ ehk

1

x 1 x
(1= alf s [ [lo+oh—tdodt < (1= )lfl [lo—t1 [ doar

00 0 0

— =)l [l dt = 1 '
0

Seega oleme naidanud integraali absoluutset integreeruvust ning voime avaldises
(27) piirvdartusega esimese integraali alla minna:

y Copl—a (o \1—
hm/(.r—l—h t) (x—1t)
h—0 h

0

_ /lim (z+h—t)7 - (x_t)l_af’(t) dt
0

) ar

h—0 h

- [
- - [
0

. Olgu h < 0. Sarnaselt eelnevale juhule kirjutame:

x+h x
%ig})%(/(x—l—h—t)l_o‘f’(t)dt—/(x—t)l_o‘f’(t)dt>
| e+ h—tyie | X
. rH+h—1)"=(x—1t) "
- ;1336(/ h e
0

xT

_ % / (@ — )2 f (1) dt>. (28)

z+h

Avaldise parempoolse integraali hddbumist saab pohjendada analoog-

selt avaldise parempoolse integraali juhule. Vasakpoolse puhul kasutame
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absoluutse koondumise naitamiseks taas lemmat 2l Siis

z+h
/ (@+h—t) h_<x_t) F/(t) dt (29)
0
z+h 1
= (1—a) (x + 6h — )~ f'(t) dO dt.
/]

Seejarel arvestame, et b < 0, mistottu |z + 6h —t|7* < |z + h —t|~*. Lisaks
x+h—t > 0igat € [0,z + h| korral, mille pohjal voime kirjutada:

h

l—a

O\i

1
/ +0h—1t) af’(t)d@’dt
0

z+h 1

(1= a)|f ] //|x+9h—t|_0‘d0dt
0 0

N

x+h 1

(1—a)|f //|x+h—t|_o‘d0dt

0 0
x+h

— (- )/ / (2 +h— )y dt. (30)

0

N

Olgu fikseeritud € > 0 nii, et z—¢ € [0,7] ja olgu |h| < /2. Saame avaldises
integraali kahes osas kirjutada:

z+h T—€ z+h

/(m+h—t)_0‘dt: /(m+h—t)_0‘dt+/(x+h—t)_o‘dt. (31)

0 0 r—e

Vaatame esmalt eelneva avaldise parempoolset integraali ff:;h Arvestades,
et h on piisavalt viike ehk |h| < £/2, kehtib:

z+h

/($+h—t)_adt _ _(x‘l‘h—t)l_a‘t—a?-l-h B |h+5|1—a - cl-a
= 1_a e - l_a X 1_04'

T—e

r—e

Avaldise vasakpoolse integraali [ puhul on integrandi domineerivaks
0

funktsiooniks (x — e — t)~%, sest eelduse kohaselt piisavalt viikese h korral

(|h| < €/2) kehtibx —e < v+ hehk (z—e—1t)"* > (z+ h—1t)"* Samas

on kerge veenduda, et tdepoolest on (z —e — ¢)~* 16igul [0, x — ¢] integreeruv.
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Minnes tagasi integraali juurde, voime selle jagada osadeks:

z+h
/ (x+h—t)"—(x—1t) ﬂxf’(t)dt
h

0

_ / (ac—l—h—t)l_o‘—(x—t)l_o‘f,(t>dt

h
0
oth l—« 11—«
+/(:c—|—h—t) h—(:l;—t) (1) dt

Seejuures 1abi eelneva arutelu oleme niidanud, et osa fom_s puhul on olemas

domineeriv funktsioon. Seega voime piirvaartusega h — 0 selle integraali alla

minna:
N i C ) P s
0 0

Lisaks osa f;_th puhul oleme eelneva arutelu kdigus leidnud hinnangu

x+h
(.I + h _ t)l—a _ (LL‘ _ t)l—a , 51—04 ,
< .
/ - Fvdt < Il

Kui 16puks koik eelnev kokku panna, saame:

z+h T
. (x+h—t)"—(z—t)'™ /(@)
lim ff)dt—(1—a) [ ——Fdt

h—0 h (:L‘ —1

_ ‘/ G k) et k) _aff(t)dt—@_a)/(f&dt’

h—0 h :L‘—t)o‘
0 0
o Jlmo (g — )1
) r+h—t)"—(x—1t) >,
+ i/ h ra

11—«

< \(1—a> / (fﬂdth S Y —)

Sellega oleme juhud h > 0 ning h < 0 labi vaadanud. Kokkuvottes on iga xz €
(0, T] korral funktsioon F'vasakult ning iga € [0,7) korral paremalt diferentseeruv.

Seega antud lemma viites esitatud F on tdepoolest 16igus [0, T diferentseeruv,
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kusjuures

/(@)
(z — 1)

(DF)(z) = (1 —a) / dt, (32)
0

mida oligi tarvis naidata. [ |

Lause 7 (Piisav tingimus Riemanni-Lioville’i tuletise leidumiseks). Olgu
f € CYo,1] ning o € (0,1). Siis leidub (D2, f)(x) iga x € (0,T] korral ning see

avaldub kujul

DELNE) = Tt + F e / i (33)
0

Kui lisaks f(0) = 0, siis leidub DZ, f iga = € [0,T] korral.

TOESTUS. Definitsiooni jargi
Dy, f = Do f = D( / dt)
0

kuna f on 16igul [0, 7] differentseeruv siis saame kasutada ositi integreerimise valemit:

D(ﬁ O/(- e f( dt)

= D(_<' _t)l_aﬂt)’;r ! )0/(~ —t)l_o‘f’(t)dt)

I'2—a) '2—a

() f(0) 1 [ ay
= D¥a a +F<2_a>DO/( 1= f (1) dt. (34)

Kasutame parempoolses avaldises lemmat [3| ning juhul f(0) # 0 saame vasakpoolses

avaldises diferentsiaaloperaatorit rakendada. Uhesonaga kehtib

_ A=a)()f0)  1-a / f(t)
= + dt

I'2—a) F(2—a)0 (- —t)>
() f(0) I )
= Ti_o +F(1—a)0/(-—t)adt' (35)

25



Paneme téhele, et kui f(0) = 0, siis avaldises kaob esimene liidetav, mis seoses
(35)) ei oleks x = 0 korral maaratud. Seega juhul f(0) = 0 leidub murrulist jarku

tuletis iga € [0,7] korral. Oleme soovitud tulemuse toestanud. [ ]

Jireldus 7.1. Eelnevalt vaadeldud astmefunktsioon ( - )¢, eksponentfunktsioon el
siinusfuktsioon ja koosinusfunktsioon kuuluvad kaik hulka C[0, 7], mistottu on need

lause [7| pohjal ka Riemanni-Liouville’i mottes diferentseeruvad iga o € (0,1) korral.

Jireldus 7.2. Eeldusel f € C![0,T] ning juhul f(0) = 0 saame lause|7|ja Riemanni-
Liouville’i integraali definitsiooni ((12)) pohjal

1 e
ot = 9ot~ s | L s — o
0

Seega antud eeldustel voime vahetada Riemanni-Liouville’i tuletise definitsioonis

diferentsiaal- ja integraaloperaatori jarjekorra.

Jareldus 7.3. Kui f € C?[0,T] ning f(0) = 0, siis leidub Riemanni-Liouville’i
tuletis sellest funktsioonist ka iga o € (1,2) korral, sest jarelduse [7.2| pohjal voime

kirjutada:
Dg.f = D?Jg3*f = DDJg*f = DJg°Df = Dgi'Df,

kus Dg7' = DJi " = DJ2®. Lisaks kuna f € C2[0,T], siis Df € C[0,T],
mis tihendab, et tdepoolest saab rakendada lauset [7} Antud mdttekéiiku on voimalik

korrata jéarjest korgemat jarku tuletiste puhul.

2.4 Caputo tuletis

Teoreetiliselt tdidab Riemanni-Liouville’i murrulist jarku tuletis palju klassikalisele
tuletisele omaseid tingimusi, samas on sellel mitmed puudused. Eelnevalt veendusime,
et iildjuhul ole murrulist jarku Riemanni-Liouville’i tuletis konstantsest funktsioonist
vordne nulliga. Lisaks on praktikas keeruline Riemanni-Liouville’i murrulist jarku
tuletistega algtingimustega iilesandes vastavaid algtingimusi ette anda [5]. Jargnevas
defineerime Caputo murrulist jarku diferentsiaaloperaatori. Osutub, et eelnevalt

valja toodud puuduseid sellel operaatoril ei esine. Seetottu voib Caputo murrulist
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jarku tuletist pidada loomulikumaks tavalise tuletise jatkuks. Jargnevas tugineme

raamatule [1].
Definitsioon 6. Olgun € N ja o € (n— 1,n| ning tdhistagu T,,_; valemiga
defineeritud (n — 1)-jarku Taylori operaatorit. Lisaks olgu funktsioon f selline, et iga

z € [0,T] korral leidub Dg'; (f — T,,_; f)(z). Operaatorit D, , mis on defineeritud

iga z € [0,T] korral eeskirjaga

(D)) = (DR (f = T,ma f)) (),

nimetatakse a-jirku Caputo murrulist jirku diferentsiaaloperaatoriks, suurust D¢y f

nimetame funktsiooni f Caputo (murrulist jirku) tuletiseks.

Nagu néha, defineeritakse Caputo tuletis Riemanni-Liouville’i murrulise tuletise
kaudu. Viimase omadustest tulenevalt esitame jargmise lause raamatust |1, 1k. 53],

mis osutub tuletiste arvutamisel kasulikuks.

Lause 8. Olgun € N ning o € (n— 1,n]. Kui f on selline funktsioon, et leiduvad
nit Dy f kui ka Dg,, f, siis
a [} k; a
(Dépf) (@) = (DR H(x Z NC _a+ e (36)

TOESTUS. Esmalt paneme téhele, et (D2, T, f)(z) leidub iga z € (0,7] korral.

Kasutades Taylori operaatori valemit , seost ning lauset |5, voime kirjutada:

[ f a = (k k+1) k—a
(DgipTq (Z o DRL Zo 'I‘ _a+1>x
n—1
e
—~ T'(k —a+1)

Seega toetudes definitsioonile [6] ning lausele [, saame kirjutada

(D&, f)(x) = (Dg,(f— T_1f>><x> = (D§ P (@) — (D§ Ty f)(2)

n—1

a k—a
DRLf z;l—‘ —Oz—l—l)x P

mida oligi tarvis naidata. ]

Osutub, et Caputo tuletis konstantsest funktsioonist on vordne nulliga. Olgu

n € Njaa € (n—1,n] ning konstantne funktsioon f,: [0,T] — {c}; = + c. Sel
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juhul

(fo = Toaf) (@) = fol@) = (T,1fo)(x) = fo(z) -

Varasemast teame, et nullfunktsioonile f, Riemanni-Liouville’i murrulist jarku dife-

rentsiaaloperaatorit rakendades on tulemuseks nullfunktsioon . Seetottu

(Dgapfc)('r> = (D}%L<fc_Tn—1fc)>('r> = (DIg—LfOMm) = 0. (37)

Olgu € (0,1) jan = 1. Paneme tédhele, et a-jarku Caputo tuletises kehtib
igan € Nkorral (f— T,_,f)(0) = 0. Sellest tulenevalt juhul f € C'[0,7] saame
Caputo murrulist jarku tuletisele anda uue kuju. Kuna T, ,f € C*°[0,T]igan € N
korral, siis ka f — Ty f € C*[0,T]. Antud tingimustel lubab lause [7| kirjutada:

DGt = De(f = Tof) = DIRE*(f = Tof) = Jp1*D(f — Tof)

= 1" (Df =DTof) = Jpz*(Df =0) = Jp3*Df;
kui niiiid lisaks f(0) = 0, siis
DG, f = Jag*Df = D3 f = Dg.f,

ehk Riemanni-Liouville’i ja Caputo murrulist jarku diferentsiaaloperaatorid langevad

eelnevalt mainitud tingimustel kokku.
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3 Funktsioonide murrulist jarku tuletised

3.1 Astmeritta arendatavate funktsioonide

murrulist jarku tuletised

Antud peatiikis arvutame tuntud funktsioonide murrulist jarku tuletisi ning visuali-
seerime nende graafikuid. Definitsiooni [5| pohjal on selleks esimese sammuna vaja leida
vaadeldava funktsiooni Riemanni-Liouville’i murrulist jarku integraal. Kui funktsioon
on arendatav Taylori ritta, mis koondub 16igul [0, T iihtlaselt, siis teoreem [3| lubab
meil seda astmerida liikmeti integreerida. Kuna antud tingimustel on lubatud ka
astmerea liikmeti diferentseerimine, saame murrulist jarku diferentsiaaloperaatorit
rakendada funktsiooni astmereale liikmeti. Seejuures on oluline, et lause [6] pohjal
oskame me astmefunktsiooni murrulist jarku tuletist arvutada.

Niiiid on olemas koik vajalik, et arvutada moningate keerulisemate funktsioonide
murrulisi tuletisi. On hésti teada, et eksponentfunktsiooni e® suvaline naturaalar-
vulist jarku tuletis avaldub lihtsa eeskirja (e‘”)(n) = €% kaudu. Osutub aga, et see
tulemus ei pea kehtima murrulist jarku tuletiste puhul. Esimese néitena leiamegi
eksponentfunktsiooni murrulist jarku tuletise, keskendudes seejuures juhtudele, kus

tuletise jéark ei ole naturaalarv.

Lause 9. Olgu n € N ning a € (n — 1,n). Riemanni-Liouville’i a-jirku tuletis

funktsioonist el'1: [0,T] — R; x  e® avaldub iga x € (0,T] korral valemiga

a -] S
(Dgge) % T k Tz a) (38)

Kasutades mitmeparameetrilise Mittag-Leffleri funktsiooni definitsiooni[3, saame

avaldise iga © € (0,T] korral esitada eeskirjaga

1

(D) (@) = —Fyyale). (39)
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TOESTUS. Esmalt tuletame meelde, et eksponentfunktsiooni astmerida avaldub iga

x € R korral eeskirjaga
ook

e’ = Z %,
k=0
kusjuures fikseeritud 16igus [0, T'] koondub vaadeldav astmerida iihtlaselt.

Kuna ¢® = 1 # 0, siis lause [7| pohjal teame, et eksponentfunktsiooni murrulist
jarku Riemanni-Liouville’i tuletis leidub vaid poollsigul (0,7]. Olgu z € (0,7
suvaline. Kasutades definitsiooni [5| ning eksponentfunktsiooni astmereaks arendust
saame

(Dg el ) (z) = (DJ%L;O%%)(I) = (D”JI?_ZO‘ lim i%)(m)

m—oo
k=0

Kuna rida koondub 16igul [0,7] iihtlaselt, siis lubab teoreem [3| piirvaartuse ja
Riemanni-Liouville’i integraaloperaatori votmise jarjekorra vahetada. Kasutades
lisaks lauses 5| ndidatud murrulise integraali lineaarust, saame kirjutada:

(g i S SF Y = (07t gz S S o)

k=0

= (1w 3 EE
m—o0 £~ k! )
Paneme tahele, et saadud funktsionaalrida koondub koikjal, mistottu on lubatud
klassikalist diferentsiaaloperaatorit D™ reale rakendada liikmeti ehk
progim SO o (SRR oy (55D
m—oo k! k! k! '
k=0 k=0 k=0
Viimaseks arvutame lause [6] abil astmefunktsiooni murrulist jirku tuletise. Siinkohal
peame arvestama, et indeksi & = 0 korral on (-)* astendaja 0, mistottu parameetri
a > 0 korral pole murruline tuletis punktis z = 0 méaaratud. See iihtib meie eelneva
aruteluga, kus pohjendasime eksponentfunktsiooni murrulist jarku tuletise leidumist
vaid poolldigul x € (0,T]. Seega saame:

D (R, (S Tt Y rhe
(Z “ >(x)_ (Zr(k+1—a)k!<'>k >(3"')_Zr(l~c+1—a)’

k=0 k=0 k=0
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Kokkuvdottes oleme leidnud, et iga x € (0,7T] korral

xkfoz

Nk+1—a)’

M]3

(D el ) (2) =

b
|

0
mis toestab esimese osa lausest. Viimase avaldise saame kirjutada kujul:
kZOI‘k+1—oz xe 0Fk+1—a

Vottes Mittag-Leffleri funktsiooni E, , parameetriteks p = 1 ning v = 1 —a (vt
definitsiooni , néeme, et valem esitub valemina :

1

(D}?-Le[’])(l’) = x_aE1,1—a(33)-

Sellega oleme lause molemad véaited tdestanud. Eksponentfunktsiooni Riemanni-

Liouville’i murrulist jiarku tuletise graafik on kujutatud joonisel [I} [ |

4

3 Tuletise jark
0.75

Y

2 0.50
0.25
0.00

1

0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
x

Joonis 1: Riemann-Liouville’i tuletis eksponentfunktsioonist e”

Eelnevas niites kasutatud votete abil on voéimalik leida Riemanni-Liouville’i
murrulisi tuletisi funktsioonidest, mida saab arendada punktis 0 {ihtlaselt koonduvaks

astmeraks. Leiame jargnevalt murrulist jarku tuletise funktsioonist sin(w- ).
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Lause 10. Olgun € N, w € R ning a € (n—1,n). Riemanni-Liouville’i a-jirku
murruline tuletis funktsioonist sin(w-) on kujul

' oo (_1>kw2k+1x2k+1—a
Dg : -

TOESTUS. Siinusfunktsiooni astmerida avaldub valemiga:

= W$17QE272—04<_(W37)2)-

. o0 (—1)k(wx)2k+1
SIN WL = .
I; 2k + 1)!

Analoogselt eksponentfunktsiooni murrulise tuletise leidmisel esitatud pohjendustele

saab operaatorit rakendada astmereale liikmeti:

o B o) (—l)kw2k+1Da_ (_)2k+1
(Dt ) = (3 g A )@
B ( 1)k 2k+1r(2k+2>(‘)2k+1—a
- (Z 2%+ 1) T(2k+2—a) ><x)

k=0

(
B ( 1)kw2k+1( . )2]6-{—1—04
- (Z T(2k+2—a) >("E)'

k=0

Seega
Y2+ g2k 1—a

(Dg, sin(w z% TR ) (40)

Esitame avaldise ka Mittag-Leffleri funktsiooni kaudu. Selleks paneme téhele, et

00 Y2t g2k 1—a o (—1)k >2k 00
Z [(2k + 2 MZ [(2k + 2 B 1azrzk 2
k=0 + 2= O{) k=0 + — OK =0 + 2 — Oé)
Vottes viimases avaldises Mittag-Leffleri funktsiooni parameetriteks p = 2 ning
v = 2 — a, saame valemile anda kuju:
(D psin(w-))(z) = wal™Eyy o(—(wz)?). (41)

Seejuures paneme tihele, et juhul v € (0, 1] on murrulist jarku tuletis méaaratud
iga x € [0,7] korral, kui o > 1, siis vaid iga € (0,7] korral. See langeb ka
kokku lauses [7] antud tingimusega, kus sin(w-) € C'[0,7T] ning lisaks sin(0) = 0.
Siinusfunktsiooni Riemanni-Liouville’i murrulist jarku tuletise graafik on kujutatud

joonisel 2] [}

Analoogselt eelnevatele naidetele saame leida murrulised tuletised ka teistest
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2
1 Tuletise jark
1.5
0
Y 1.0
0.5
-1 0.0
-2
0.0 2.5 5.0 7.5
T

Joonis 2: Riemann-Liouville’i tuletis funktsioonist sin x

tuntud astmeridadega funktsioonidest. Olgu edaspidi n € N ning a@ € (n —1,n).
Koosinuse astmerida avaldub kujul

oo (_1)k$2k
(2k)!

COST =
k=0

Selle pohjal saame, et funktsiooni cos(w - ) Riemanni-Liouville’i a-jarku tuletis esitub

jargmiselt:
[e%e) (_1)kw2kx2k—a 1 9
DO‘ . e == _E - . 42
(Dgg'p cos(w+)) () kz_o T2k +1—a) s 2,1—a( (wz)?) (42)
Vaatleme veel astmerida
1 > &
-
1—2z —

Viimase avaldise puhul tuleb arvestada, et selle rea koonduvusraadius on R = 1,

millest tulenevalt nduame, et [0,7] C [0,1). Seega

1 I'k+1
(DﬁLl_—_)(l’) = ;ﬁfcka- (43)



Viimaseks vaatame astmerida
a:
k:l
kusjuures ka selle koonduvusraadius on R = 1. Sellest tulenevalt vaatame Riemanni-

Liouville’i murrulist tuletist vaid 16igul [0, 7] C [0,1). Siis kehtib:

. S Mt 1S T(-n)
(Dl + D)) = D (D pam i = =) Tar oy @Y

Funktsioonist In(- + 1) Riemanni-Liouville’i murrulist jarku tuletise graafik on

kujutatud joonisel
1.00
0.75 Tuletise jark
1.00
0.75
Y 0.50 0.50
0.25
0.25 0.00
0.00
0.00 0.25 0.50 0.75

X

Joonis 3: Riemann-Liouville’i tuletis funktsioonist In(z + 1)
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