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Peatiikk I

Punktide, sirgete ja tasapindade vastastikune
- asetsemine.

§ 1. Sissejuhatus.

Stereomeetria ehk ruumigeomeetria iilesandeks on
uwurida ruumilisi kujundeid, s. o. kujundeid, mis
ei asetse kdigi oma punktidega iihel ja samal tasapinnal.
Iga kujundi uurimisel on eeskitt vaja saada kujundist dige
kujutlus ning osata teda kujutada joonise ja mu-
deli abil.

Majast kujutluse saamiseks peame oskama niha selle
iiksikosi, nagu seinu, aknaid, katust jne. Niisamuti peame
iga geomeetrilise kujundi juures oskama niha neid lihtsa-
maid kujundeid, millest ta koosneb.

Koige lihtsamad geomeetrilised kujundid on punkt,
sirge ja tasapind. Neid kujundeid nimetatakse
pohikujunditeks, sest nende abil uuritakse teisi
kujundeid. Punkti ja sirge mdisted on tuttavad plani-
meetriast; tasapinna mdiste defineerime jdrgmiselt:

tasapind on niisugune pind, millel asetsevad iga sirge kdik
punktid, niipea kui sirge kaks punkti asetseb sel pinnal.

K3iki muid pindu nimetatakse kdverpindadeks.
Kui sirge kdik punktid asetsevad tasapinnal, siis deldakse,
et sirge asetseb tasapinnal Eeltoodust sel-
gub, et

sirge asetseb tasapinnal, kui sirge kaks punkti asetseb sel tasa-
pinnal.



Ruumiliste kujundite hulgas tihtsa riithma moodusta-
vad kehad.

Keha on igalt poolt piiratud ruumiosa.

Viljaspool keha olevast ruumist eraldab keha tema
pind. Keha pinnaks on kas iiksainus k&dverpind, nagu see
esineb niiteks kera juures, vdi ta koosneb mitmest pinna-
tiikist, nagu see esineb niiteks kuubil ja silindril. Mdne
keha pind koosneb ainult tasapinna-tiikkidest; viimaseid
nimetatakse keha tahkudeks ja keha ennast —
tahkkehaks.

Uks lihtsamaid tahkkehi on risttahukas.
on keha, mille kdik tahud on ristkiilikud (joonis 1).

See

H G

Joonis 1.

Vaatleme risttahuka kaht mingit tahku. Neil v&ib
olla iihiseid punkte v&i neid ka mitte olla. Esimesel juhul
vaadeldavaid tahke nimetatakse lihistahkudeks <
teisel juhul vastastahkudeks. Kahe lihistahu iihi-
sed punktid moodustavad sirgldigu, mida nimetatakse
risttahuka servaks. Manedel servadel on iihiseid
punkte; need punktid on risttahuka tipud.
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Iga tahkkeha iseloomustavad tema tippude, servade
ja tahkude arv ning viimaste kuju ja suurus.

Ulesanded.

1. Mitu tahku, serva ja tippu on risttahukal? Mitu
risttahuka tahku on iihe tahu suhtes ldhistahud, mitu
vastastahud?

2. Mitmes suuruses on risttahukal tahke ja mitmes
suuruses servi? Kui palju on iithepikkusi servi ja kui palju
iihesuurusi tahke?

3. Kuidas kontrollida, kas niiteks laua pind on
tasane?

§ 2. Kahe sirge vastastikused asendid.

Kui piiramatult pikendada risttahuka iga serva, siis
tekib 12 sirget, mis on iiksteise suhtes mitmesugustes asen-
dites. Valides nende sirgete hulgast mistahes kaks sir-
get, vdime veenduda, et nad kas 16ikuvad, nagu sir-
ged AB ja BC, vdi on paralleelsed, nagu sirged
AB ja DC, voi ei 18iku ega ole ka‘paralleel-
sed, nagu sirged AB ja FG (joonis 1).

Sirgeid, mis ei 18iku ega ole paralleelsed, nimetatakse kiiv-
sirgeteks.

Seega ruumis kaks sirget kas 18ikuvad v&i on paral-
leelsed vdi on kiivas.

Kaks kiivsirget ei asetse iihel ja samal tasapinnal,

sest kaks iihel ja samal tasapinnal asetsevat sirget teata-
vasti kas 16ikuvad voi on paralleelsed.
Ulesanded.

4. Mitu kuubi serva 15ikuvad iihe servaga, on paral-
leelsed iihe servaga, on kiivas iihe servaga?



5. Risttahuka kahe mitte iihel tahul asetseva tipu
thendamisel sirgldiguga tekib risttahuka diagonaal. Mitu
risttahuka serva 16ikuvad, on paralleelsed, on kiivas selle
diagonaaliga?

6. Kui palju on horisontaalseid, kui palju vertikaal-
seid sirgeid, mis lidbivad antud punkti?

7. Mitu horisontaalset sirget saab joonestada antud
vertikaalsel tasapinnal 1dbi antud punkti?

8. Kui palju on horisontaalseid, kui palju vertikaal-
seid tasapindu, millel asetseb antud punkt?

§ 3. Tasapinna miiramise viisid.

Teatavasti sirge on miiratud oma kahe punktiga.
Nagu sirget saab miirata lihtsamate kujundite — punk-,
tide — abil, nii saab ka tasapinda miirata lihtsamate ku-
jundite, nimelt sirgete ja punktide abil.

Votame mingil tasapinnal a kaks punkti A ja B. Tasa-
pindu, millel asetsevad punktid A ja B, on peale a veel

loendamatult palju;

kLY kdik need tasapinnad

> g moodustavad iihe ta-
© / sapindade kimbu

L U (joonis 2). Olgu kaks
\ A B \ neist tasapindadest f
Q ja y. Punkte A ja B
= ¢ labiv sirge asetseb iga-
Joonis 2. ithel neist tasapinda-

dest, sest tal on iga-

iihega neist kaks iihist punkti. Kui peale punktide A ja B
on antud viljaspool sirget AB veel iiks punkt C, siis meie

Kujutluse jirgi on olemas ainult iiks tasapind, millel asetse-
vad punktid A4, B ja C. Selle asjaolu sdnastame jargmiselt:

8



tasapind on miiratud oma kolme punktiga, mis ei asetse iihel
ja samal sirgel.

Kahe punkti asemel vdime tasapinna midramisel
votta ka sirge, mis ldbib neid kaht punkti. Seega

tasapind on miidratud iihe sirge ja viljaspool sirget asetseva
punktiga.

Sama tasapinna y saame, kui tema médramiseks vO-
tame punkti C asemel mingi sirge tasapinnal y. See sirge
kas 16ikub sirgega AB v3i on sellega paralleelne. Esime-
sel juhul

tasapind on miiratud kahe I6ikuva sirgega

ja teisel juhul ;
tasapind on miiratud kahe paralleelse sirgega.

Et kolm punkti, mis ei asetse ithel ja samal sirgel,
miidravad iiheainsa tasapinna, siis on selge, et

kui tasapindadel on kolm iihist punkti, mis ei asetse iihel sir-
gel, siis need tasapinnad iihtivad.

Vastavalt tasapinna miidramise viisile saab tasapinda
tihistada kas kolme punkti tidhiste, sirge ja punkti tdhiste
voi kahe sirge tdhiste abil. Seega niiteks tasapind st on
tasapind, mis on médratud sirgetega s ja f.

Ulesanded.

9. Paljude aparaatide jaoks, nagu fotoaparaat, pikk-
silm, teodoliit, tarvitatakse kolme jalaga statiivi.
Selgita, miks?

10. On antud neli punkti, mis ei asetse iihel ja sa-
mal tasapinnal. Kas vdib leiduda nende hulgas kolm
punkti, mis asetsevad iihel ja samal sirgel? Mitut sirget
ja mitut tasapinda médravad antud neli punkti?

11. Leia kuubi servadel 3 punkti nii, et kuubi igal
tahul asetseks iiks neist punktidest.



12. Leia kuubil 2 punkti nii, et oleks 5, 4, 3, 2, 1, 0
tahku, kus valitud punkte ei asetse.

13. Kuubi iga tahk on virvitud isevirviliseks ja ni-
melt liks paar vastastahke mustaks ja valgeks, teine paar
vastastahke siniseks ja punaseks, kolmas paar vastastahke
kollaseks ja roheliseks. Missugused virvidekombinatsi-
oonid esinevad tippude juures? Missugused virvidepaarid
ei esine iihegi tipu juures?

§ 4. Kahe tasapinna 1dikumine.

Kui kahel tasapinnal on iihiseid punkte, aga tasa-
pinnad ei iihti, siis Seldakse, et nad 16ikuvad. Meie
kujutluse jargi kahel 18ikuval tasapinnal ei saa olla ainult
iiks iihine punkt, vaid neil on iihine joon; viimast nimeta-
takse tasapindade 15ikejooneks. Toestame, et

kahe tasapinna 15ikejoon on sirge.

Toestus. Kui kahe tasapinna a ja B 13ikejoon ei
oleks sirge, siis ta peaks olema kdver (joonis 3). Kaver-
joonel aga on alati vdima-
lik valida kolm punkti K, L,
M nii, et nad ei asetse iihel
Y] ja samal sirgel. Need kolm
I punkti oleksid siis tasapin-
K dade a ja g iihised punktid,
jarelikult need tasapinnad
\/ iihtiksid. Et aga antud tasa-
pinnad ei iihti, siis saavad
Joonis 3. nende iihised punktid aset-

seda ainult iihel sirgel.
Kahe tasapinna @ ja B 15ikumisel tekib neli nurka
(joonis 4); neid nurki nimetatakse kahetahulis-
teks nurkadeks. Kui kdrvaldada teisel pool tasapindade
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15ikesirget asetsevad tasapindade osad, siis saame iihe
kahetahulise nurga. Tasapindade 13ikesirget s nimeta-
takse selle kahetahulise nurga servaks ja pooltasa-
pindu « ja f — selle kahe-
tahulise nurga tahku-
diek's:

Kahetahulise nurga
suurust mdoddetakse nn.
joonnurga abil. Selle
nurga saame jargmiselt:
kahetahulise nurga serva
s mingist punktist joones-
tame tahul « kiire z nii, et
u 1 s, ja tahul g kiire v nii, Joonis 4.
et v | s; kiirte u ja v vahe-
line nurk ongi kahetahulise nurga joonnurk (joonis 4).

N,

Kui kahetahulise nurga joonnurk on tdisnurk, siis
deldakse, et tasapinnad ristuvad; liihidalt:

A
kui uv=90° siis a L B.
Kui kaks Idikuvat tasapinda ei ristu, siis nende 16iku-
misel tekkinud kahetahulistest nurkadest kaks nurka on
teravnurgad ja kaks on niirinurgad. Siis loetakse kahe

tasapinna vaheliseks nurgaks harilikult
nende 15ikumisel tekkinud teravnurk.

§ 5. Sirge ja tasapind.

Tasapinna definitsioonist selgus, et kui sirgel on tasa-
pinnaga k a k s iihist punkti, siis sirge asetseb tasapinnal;
sel juhul Oeldakse ka, et tasapind 1dbib sirget.
Kui sirgel ja tasapinnal on iiksainus iihine punkt, siis
deldakse, et nad 16ikuvad. Kui sirgel ja tasapinnal
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ei ole ihtki iihist punkti, siis 6eldakse, et nad on
paralleelsed. Nii on ruumis igal sirgel iga tasapinna
suhtes iiks jargnevast kolmest asendist:

1) sirge asetseb tasapinnal,
2) sirge 16ikab tasapinda,
3) sirge on paralleelne tasapinnaga.

Sirge ja tasapinna paralleelsuse kindlakstegemisel
saab monikord kasutada jirgmist teoreemi:

kui sirge, mis ei asetse tasapinnal, on paralleelne sirgega, mis
asetseb sel tasapinnal, siis on ta paralleelne tasapinnaga.

Eeldus: s” f; s ei asetse tasapinnal a; f asetseb
tasapinnal a (joonis 5).
Viide: s || a.
Tdestus. Sirged s ja { middravad tasapinna 8, mis
15ikub tasapinnaga e moédda sirget £. Kui sirge s 16ikuks
tasapinnaga a, siis nende
Idikepunkt X asetseks nii
& tasapinnal g kui ka tasapin-
nal e, jarelikult nende tasa-
pindade 16ikesirgel ¢. Seega
oleks punkt X sirgete s ja
t tthine punkt. Kuid eelduse
a jirgi ei ole neil sirgetel
iihist punkti; seepidrast ei
Joonis 5. saa sirge s 1dikuda tasapin-
naga a. Et eelduse jirgi
sirge s ei asetse tasapinnal a, siis jddb iile vSimalus: s on
paralleelne tasapinnaga a.

Ulesanne. Lidbi antud punkti P, mis ei asetse
antud tasapinnal o, ehitada sirge, mis on paralleelne tasa-
pinnaga a.

12



Lahendus. Joonestame antud tasapinnal e mingi
sirge ¢ (joonis 5). Antud punkt P ja sirge ? miidravad iihe
tasapinna, olgu see f. Joonestame tasapinnal p ldbi antud
punkti P sirge s paralleelselt sirgega ¢. Sirge s ongi paral-
leelne tasapinnaga a, sest ta on paralleelne tasapinnal o
asetseva sirgega f.

Esitatud iilesanne on nidide konstruktsioon-
iilesandest ruumis. Selle lahendusest selgub, et
konstruktsiooniilesande lahendamiseks ruumis tuleb kasu-
tada iiht v6i monikord ka mitut abitasapinda, lahendades
neil tasapindadel planimeetriast tuntud konstruktsioon-
iilesandeid. Iga kasutatav abitasapind peab olema mdédra-
tud selleks vajalikkude andmetega.

Ulesanded.

14. Mitu sirget on vdimalik ehitada ldbi antud punkti
paralleelselt antud tasapinnaga?

15. Antud on sirge ja viljaspool seda punkt. Ehita
libi antud punkti antud sirgega paralleelne sirge ja antud
sirgega ristuv sirge.

16. Ehita 14bi antud punkti antud sirgega paralleelne
tasapind. Mitu niisugust tasapinda on olemas?

17. Antud on kaks kiivsirget. Ehita tasapind, millel
asetseb iiks neist sirgeist ja mis on paralleelne teise
sirgega.

§ 6. Kahe tasapinna paralleelsus.

Kaks tasapinda on paralleelsed, kui neil ei ole iihtki iihist punkti.

Et tasapinnad vdivad asetseda teineteise suhtes nii, et
neil ei ole iihtki {iihist punkti, seda nditab jdrgmine
teoreem: \

kaks tasapinda on paralleelsed, kui kaks 15ikuvat sirget, mis aset-
sevad iihel neist tasapindadest, on p!ralleelsed teise tasapinnaga.

13



Eeldus: sirged s ja ¢ 16ikuvad ja asetsevad tasa-
_pinnal «; s” B; t“ﬁ (joonis 6 ).

Viide. a “ 13

Toestus. Tasapinnad a ja f ei iihti, sest sirged
S ja t asetsevad tasapinnal «, kuid ei asetse tasapinnal f.
Kui tasapinnad « ja # 16ikuksid, siis nende 15ikesirge, aset-

Joonis 6.

sedes tasapinnal a, 16ikuks vihemalt iihega sirgetest s ja 7.
Loikugu ta niditeks sirgega s punktis X. See punkt X oleks
siis sirge s ja tasapinna f ithine punkt. Kuid eelduse jirgi
sirge s iikski punkt ei v3i asetseda tasapinnal f. Jireli-
kult ei saa tasapinnad « ja f§ 16ikuda; seega on tdestatud,
et nad on paralleelsed.

Tdestame, et paralleelsetel tasapindadel on jirgmine

i tahtis omadus:

paralleelsete  tasapindade
I6ikamisel tasapinnaga tekivad

paralleelsed 15ikesirged.
e Eeldus: a”ﬂ;aja

y 16ikejoon on s; f ja y 15i-
kejoon on ¢ (joonis 7).
i Viide: s|t.

Toestus. Sirged s
ja t, asetsedes iihel ja sa-
mal tasapinnal y, kas 15i-

Joonis 7. s kuvad v3i on paralleelsed.

14



Kui s ja f 16ikuksid, siis nende 18ikepunkt X asetseks tasa-
pinnal a, sest sirge s kdik punktid asetsevad tasapinnal a;
samuti asetseks punkt X tasapinnal B, sest sirge ¢ koik
punktid asetsevad tasapinnal . Seega oleks X tasapindade a
ja # ithine punkt. Kuid iihist punkti neil tasapindadel olla ei
saa, sest a|| f. Jarelikult s ja ¢ ei 15iku, vaid on paralleelsed.

Miarkus. Keha pinna
osi, mis on paralleelsete tasa- /
pindade tiikid, nimetatakse pa-
ralleelseteks. Nii Oeldakse nii-
teks, et keha tahud on paral-

leelsed, kui nende tahkude

il
tasapinnad on paralleelsed. /
7

Ulesanded.

18. Toesta, et risttahuka Joonis 8.
vastastahud on paralleelsed.

19. Ehita antud tasapinnaga paralleelne tasapind 1dbi
antud punkti.

20. Toesta, et antud punkti 14dbib ainult iiks tasapind,
mis on paralleelne antud tasapinnaga. Nidpundide: ra-
kenda teoreemi paralleelsete tasapindade 15ikamisest tasa-
pinnaga.

21. Ehita kaks paralleelset tasapinda nii, et iihel
neist asetseks iiks ja teisel teine antud kiivsirgetest.

i
b
i

§ 7. Kolme tasapinna vastastikused asendid.

Kolm tasapinda vdivad asetseda nii, et

1. neil ei ole iihtki Idikesirget (joonis 8); sel
juhul tasapinnad on paralleelsed;

2. neil on iiks 15ikesirge (joonis 2); sel juhul need
tasapinnad kuuluvad iihte tasapindade kimpu;

15



3. neil on kaks I13ikesirget (joonis 7); sel juhul
kaks tasapinda nende hulgast on paralleelsed;

4. neil on kolm Idikesirget (joonis 9.ja 10).

Viimasel juhul on tasapindade I&ikesirgetel kaks
asendi vOoimalust, nagu selgub jirgnevast teoreemist.

Kolme tasapinna Iikesirged on kas paralleelsed voi 18ikuvad
iihes ja samas punktis. i

Eeldus: tasapindade ¢ ja f 15ikesirge on ¢, B ja 7
16ikesirge on a ning y ja a 15ikesirge on b (joonised 9 ja 10).

Kf/

Joonis 9. Joonis 10.

Vidide: 1. kui a ja b 16ikuvad, siis ¢ 1ibib nende
16ikepunkti P (joonis 9);

2. kui a ja b ei 16iku, siis a || b, c”b jac|a (joo-
nis 10).

Toestus. Sirgetest a, b ja ¢ saab moodustada kolm
sirgete paari, nimelt paari @ ja b, paari a ja c, paari b ja c.
Neist esimene paar asetseb tasapinnal 7, teine tasapinnal
ja kolmas tasapinnal a. Jirelikult ei ole nende sirgete hul-
gas kiivsirgeid.

Kui iiks paar sirgeid, niiteks @ ja b, 15ikuvad (joo-
nis 9), siis nende 1dikepunkt P asetseb nii tasapinnal a,
kus asetseb sirge b, kui ka tasapinnal B, kus asetseb
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sirge a. Seega on punkt P tasapindade a ja f iihine punkt
ja jdrelikult asetseb nende tasapindade 1&ikesirgel ¢. Sel
juhul sirged a, b ja ¢ 16ikuvad iihes ja samas punktis P.

Kui @ ja b ei 16iku, siis a.|| b, sest nad ei ole kiivsirged.
Kuid siis ka c| a ja ¢| b, sestcja avdic jab Idikumise
puhul jirelduks tdestuse eelmise osa pShjal, et ka a ja b
16ikuvad.

Toetudes eelmisele teoreemile saab niidata, et ruumi-
geomeetrias jddb Oigeks jdrgmine tasapinnageomeetriast
tuntud teoreem:

kui kumbki kahest sirgest on paralleelne mingi kolmanda sir-

gega, siis nad on ka teineteisega paralleelsed.
“

Eeldus: a”c; b”c.

Viide: a|b. '

Todestus. Sirged a ja ¢ méddravad tasapinna f, sir-
ged b ja ¢ tasapinna a. Tasapinnad a ja f kas iihtivad voi
I6ikuvad. Kui a ja g iihtivad, siis on sirged @, b ja ¢ iihel
ja samal tasapinnal. Sel juhul sirgetel a ja b ei saa olla
I6ikepunkti, sest 1dbi iihegi punkti ei lihe kaht sirget, mis
on paralleelsed sirgega c; jirelikult ¢ | b. Juhul, kui aga
tasapinnad « ja B 16ikuvad (joonis 10), votame sirgel a
mingi punkti A; sirge b ja punkt A mididravad tasapinna j.
Tasapindade y ja # 13ikesirge on eelmise teoreemi pdhjal
paralleelne sirgega ¢, jdrelikult iihtiv sirgega a, sest lidbi
punkti A liheb tasapinnal f ainult iiks sirge paralleelselt
sirgega ¢. Eelmise teoreemi pdhjal on tasapindade y ja f
16ikesirge iihtlasi paralleelne sirgega b, jirelikult a [[ b.

Ulesanded.

22. Paiguta kolm tasapinda iiksteise suhtes niisugu-
sesse asendisse, et nende 15ikesirgete hulgas on iiks paar,
kaks paari, kolm paari ristuvaid sirgeid.

2 Etverk, Stereomeetria. 17



23. Toesta, et kui tasapind on risti iithega ka-
hest paralleelsest tasapinnast, siis on ta risti ka
teisega.

§ 8. Vastavalt paralleelsete haaradega nurgad.

Vastavalt paralieelsete ja samasuunaliste haaradega nurgad on
vordsed.
Eeldus: s ” u; tH v; s ja t 18ikuvad punktis K; z ja
v 16ikuvad punktis L (joonis 11).
A

VAN
Ya ndrer st i=—tnuy, 5
Toestus. Votame kiirel s vabalt punkti A ja kii-
rel ¢ vabalt punkti D. Sirgetega s ja u miidratud tasapin-
nal sz joonestame ldbi punkti A sirge AB paralleelselt sir-
gega KL; samuti joonestame
sirgega KL paralleelse sirge
DC tasapinnal ¢v. Tekkinud
nelinurgad ABLK ja DCLK on
roopkiilikud. Et roopkiiliku

vastaskiiljed on vdrdsed, siis

A = Kl i =—¢ D@}
Sirged AB ja DC, mis on paral-
leelsed sirgega KL, on ka teine-
teisega paralleelsed. Seega ka
nelinurk ABCD on rd6pkii-
Joonis 11. lik. Roopkiiliku vastaskiilgede

vordsuse tottu

A s BL KD ==LC i jalki s ADve B,
Kolmnurkade vordsuse tunnuse kkk jidrgi seega

DUAKD == A BIC,
millest jareldub, et A
K=1L,

mida oligi tarvis tdestada.
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§ 9. Ruumisnurk.

Kui kolme tasapinna ldikesirged ldbivad iihist punkiti,
siis tekib selle punkti juures kaheksa kolmetahulist
nurka (joonis 9).

Uhes punktis vdib 15ikuda ka enam kui kolm tasa-
pinda — iildiselt n tasapinda. Kujundeid, mis tekivad
tasapindade 1dikumisel iihes
punktis, nimetatakse ruu-
misnurkadeks. On 16i-
kuvaid tasapindu niiteks viis,
siis tekkiv ruumisnurk on
viietahuline (joonis 12). Ruu-
misnurga igal tahul asetseb
kaks ruumisnurga serva, mis
moodustavad ruumisnurga
ithe tasanurga. On
selge, et n-tahulisel ruumis-
nurgal on n serva ja n tasa-
nurka. Kui ruumisnurga l5ikamisel tasapinnaga tekib
kumer hulknurk, nagu joonisel 12, siis nimetatakse ruumis-
nurka kumeraks. Kumera ruumisnurga tasanurkade
summa on viiksem kui 360° nagu selgub nende tasa-
nurkade asetamisel tasapinnale iihe punkti iimber.

Joonis 12.

Ulesanded.

24. Mitu kahetahulist nurka ja mitu kolmetahulist
nurka esineb kuubi juures? Kui suur on kuubi kolme-
tahulise nurga tasanurkade summa?

25. Mitu tahku, serva ja tippu on kehal, mis tekib
neljatahulise ruumisnurga 15ikamisel tasapinnaga?

§ 10. Tasapinna normaal.

Laigaku sirge s tasapinda a punktis A (joonis 13).
Joonestame tasapinnal a libi punkti A mingi sirge u ja
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vaatleme, kas muutub nurk sirgete s ja u vahel, kui sirget
u podrata tasapinnal e iimber punkti A. Kui nurk sirgete
S ja u vahel on tidisnurk ja jiib tdisnurgaks ka sirge uz mis-
tahes asendi puhul tasapinnal a, siis iitleme, et sirge s on
risti tasapinnaga a (joonis 14). Seega:

sirge on risti tasapinnaga, kui ta on risti koikide sellel tasapin-
nal asetsevate sirgetega, mis libivad antud sirge ja tasapinna Idike-

punkti.
7

KT [F7

Joonis 13. ; Joonis 14.

Tasapinnaga ristuvat sirget nimetatakse selle tasa-
pinna normaaliks. Sirget, mis tasapinda 16ikab, kuid
ei ole tasapinna normaal, nimetatakse selle tasapinna suh-
tes kaldsirgeks. Saab toestada, et

iga punkti 1dbib ainult iiks sirge, mis ristub antud tasapinnaga.

Tdepoolest, kui punkti P libiks mitu sirget, mis on
risti tasapinnaga a, niiteks sirged PP, ja PP, siis nende
kahe sirgega miiratud tasapinnal f liheks libi punkti P
kaks sirget, mis oleks risti tasapindade a ja g Idikejoonega,
nimelt sirged PP, ja PP,. See aga ei ole vdimalik, jireli-
kult punkti P libib ainult iiks sirge, mis on risti tasa-
pinnaga a.

Et tdestamisel ei olnud oluline, kas punkt P asetseb
tasapinnal a v3i viljaspool seda, siis on viide dige iga
punkti kohta. .
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Sirge ja tasapinna ristseisu tunnusena kasutame jirg-
mist teoreemi:

sirge on risti tasapinnaga, kui ta on risti kahe sellel tasapinnal
asetseva sirgega, mis ldbivad antud sirge ja tasapinna 13ikepunkti.

Eeldus: s 1 OA; s L OB; OA ja OB on tasapinnal a
(joonis 15).

Viardesisilia.

Toestus. Sirge s ris-
tumiseks tasapinnaga a on
eespool-antud  definitsiooni
jargi tarvis, et sirge S ris-
tuks iga sirgega, mis aset-
seb tasapinnal a ja ldbib
punkti O. Tdestamiseks vo-
tame seepdrast tasapinnal o
mistahes kolmanda sirge Joonis 15.

OC 14dbi punkti O ja nditame,
et s 1 OC. Selleks tidiendame joonist jargmiselt:

1. mirgime sirgel s punktid K, ja K, nii, et
OKl - OKz;

2. Idikame sirgeid OA, OB ja OC sirgega AB;

3. iihendame punktid A, B ja C punktidega K, ja K.

Vastavate elementide vordlemisel voime niiiid kolm-
nurkade vordsuse tunnuse knk alusel oelda, et

AAOK, = AAOK, ja ABOK, = ABOK,;
sellest jareldub, et
AK, = AK,. ja : BKy = BK,.
Kuid siis kolmnurkade vdrdsuse tunnuse kkk jargi
A ABK, = A ABK,

ja seega
A A
CBK, =/ CBKy
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Rakendades niiiid kolmnurkade vordsuse tunnust knk,
saame, et
ACBK == UNCBKA
sellest jareldub, et
CKi == 0K
Vordsuse tunnuse kkk jirgi saame edasi, et

A COK1 — A COKz’

millest jireldame, et
A AN
COK,i== GOK5;

Nurgad COK; ja COK, on kd&rvunurgad, mistSttu
nende vordsusest jareldub, et

S 10C.

Et sirge s on eelduse jirgi risti kah e sirgega 04 ja
OB ning tGestuse jirgi on risti ka mistahes kol-
manda sirgega OC, mis asetseb tasapinnal a ja libib
punkti O, siis on ta risti iga tasapinnal a asetseva ja
punkti O lébiva sirgega; jirelikult s on risti tasapinnaga a.

Eelnenud teoreemidest on vdimalik jireldada, et

koik tasapinna normaalid on iiksteisega paralleelsed.

Et selles veenduda, vaatleme tasapinna e mistahes
kaht normaali p ja ¢. L&ikugu nad tasapinnaga a vasta-
valt punktides P ja Q. Joonestame tasapinnal a kaks sir-
get 1dbi punkti P ja kaks, nendega vastavalt paralleelset
sirget 1dbi punkti Q. Kujutleme niiiid sirget, mis ldbib
punkti QO ja on paralleelne sirgega p; et vastavalt paral-
leelsete haaradega nurgad on vordsed, siis see sirge on
risti 1abi punkti Q joonestatud kahe sirgega, jarelikult on
risti ka tasapinnaga a. Kuid ldbi punkti Q saab minna
ainult iiks sirge, mis on «isti tasapinnaga a, jarelikult sirge
p paralleel 1dbi punkti O iihtib sirgega gq.
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Ulesanded.

26. Toesta, et risttahuka iga serv on risti kahe tahuga.

27. Antud on tasapind ja selle normaal. Tdesta, et
iga tasapind, mis ldbib seda normaali, on risti antud tasa-
pinnaga.

28. Antud on kaks ristuvat tasapinda ja punkt, mis
asetseb iihel neist tasapindadest. Tdesta, et sellest punk-
tist tasapindade 13ikesirgele joonestatud ristsirge on teise’
tasapinna normaal.

29. Toesta, et kahetahulise nurga serv on risti kahe-
tahulise nurga joonnurga tasapinnaga.

30. Toesta, et kahetahulise nurga servaga ristuv tasa-
pind 18ikub nurga tahkudega nii, et 16ikesirgete vaheline
nurk on selle kahetahulise nurga joonnurk.

31. Toesta, et tasapind, mis on risti kahetahulise
nurga servaga, on risti ka selle nurga tahkudega.

32. Ehita antud sirgega ristuv tasapind

a) labi sirgel antud punkti,
b) ldbi viljaspool sirget antud punkti.
33. Ehita antud tasapinnaga ristuv tasapind
a) lidbi tasapinnal antud punkti,
b) ldbi viljaspool tasapinda antud punkti.
34. Ehita antud tasapinnaga ristuv sirge
a) libi tasapinnal antud punkti,
b) ldbi viljaspool tasapinda antud punkti.

35. Toesta, et antud tasapinna normaal ristub iga
tasapinnaga, mis on paralleelne antud tasapinnaga.

§ 11. Punkti ja sirge normaalprojektsioon tasapinnale.

Olgu antud véljaspool tasapinda a punktid P, O, R, ...
Joonestame libi antud punktide tasapinna a normaalid p,
a, ... (joonis 16) ja leiame punktid, kus need normaalid
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16ikuvad tasapinnaga «. Saadud punkie P, QR
nimetatakse antud punktide P,O,R,...normaalpro-
jektsioonideks tasapinnale a. Uldiselt

punkti normaalprojektsioon tasapinnale on seda punkti libiva
normaali 15ikepunkt tasapinnaga.

Punkt, mis ise asetseb tasapinnal, iihtib oma normaal-
projektsiooniga.  Punkti ja
tema normaalprojektsiooni va-
helist kaugust nimetatakse
lQ; l R, pun.kti kauguseks ta-

/22 sapinnast.
: Olgu antud tasapind « ja
4Q ] | sirge s. Leiame sirge s punk-
tide normaalprojektsioonid ta-
sapinnale a.

Joonis 16.

Sirge punktide projektsioonide kogu nimetatakse sirge pro-
iektsiooniks.

Kui sirge s ristub tasapinnaga a, siis selle sirge mis-
tahes punkti ldbiv tasapinna a normaal iihtib sirgega s,
seega koigi sirge s punktide normaalprojektsioonid tasa-
pinnale « iihtivad sirge ja tasapinna I6ikepunktiga. Ji-
relikult

tasapinnaga ristuva sirge normaalprojektsioon samale tasapin-
nale on punkt.

Kui sirge s ei ristu tasa- A
pinnaga a, siis kdik tasapinna $
normaalid, mis libivad sirge s o -QA(
punkte, asetsevad iihel ja sa-
mal tasapinnal 8, sest nad on £

koik isekeskis paralleelsed. See V
tasapind # on méidratud sirgega
s ja iiht sirge s punkti libiva
normaaliga, niiteks normaaliga AA, (joonis 17). Sirge s

Joonis 17.
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kdigi punktide normaalprojektsioonid tasapinnale a on
tasapindade f ja a lGikesirgel s,. Jarelikult

tasapinnaga mitteristuva sirge normaalprojektsioon tasapinnale
on sirge.

Kui sirge s ei ole paralleelne tasapinnaga a, siis ta
16ikub oma projektsiooniga, sest nad asetsevad iihel ja
samal tasapinnal f.

Kaldsirge ja tema normaalprojektsiooni vahelist teravnurka
nimetatakse sirge ja tasapinna vaheliseks nurgaks ehk sirge kalde-
nurgaks.

Tédhistame sirge s kaldenurga, s. o. nurga APA, joo-
nisel 17, tdhega . Kolmnurgast APA, saame siis, et

AP = AP:cofop
ehk

18igu normaalprojektsioon vordub 16igu pikkuse ja tema kalde-
nurga koosinuse korrutisega.

See seos on kehtiv ka siis, kui 16igu AP mdlemad ots-
punktid on viljaspool tasapinda a; seda saab tdestada, kui
l1ibi 16igu iihe otspunkti ehitada tasapind, mis on paral-
leelne tasapinnaga a.

Ulesanded.

36. Kuubi serva pikkus on ¢ cm. Kui pikk on selle
kuubi diagonaal?

37. Joonesta kuubi diagonaali ja tahu vaheline nurk
loomulikus suuruses. Kui suur on see nurk?

38. Risttahuka m66tmed on 3 cm, 4 cm ja 5 cm. Kui
pikk on selle risttahuka diagonaal?

39. Risttahuka md6tmed on @ cm, b cm ja ¢ cm. Kui
pikk on selle risttahuka diagonaal?

40. Kus asetsevad ruumis need punktid, mis on ka-
hest antud punktist vOrdsetel kaugustel?
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41. Kus asetsevad ruumis need punktid, mis on an-
tud kolmnurga tippudest vérdsetel kaugustel?

42. Toesta, et antud punkti normaalprojektsioon
tasapinnale asetseb antud punktile lihemal kui iikski teine
selle tasapinna punkt. Nipuniide: kasuta asjaolu, et kaa-
tet on lilhem kui hiipotenuus.
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Peatiikk IL

Geomeetriliste kehade liigitelu.
§ 12. Tahkkeha.

Ruumiosa, mis on igalt poolt piiratud ainult tasapinna
tilkkidega, nimetatakse tahk kehaks ehk hulk-
tahukaks.

Piiravad tasapinna tiikid on tahkkeha tahud; sirg-
16igud, kus 1dikuvad tahkkeha tahud, on tahkkeha ser-
v a d; punktid, kus 13ikuvad servad, on tahkkeha tipud.
Tahkkeha iga serva juures on iiks kahetahuline nurk ja iga
tipu juures iiks ruumisnurk.

Joonis 18.

Tahkkehi liigitatakse nende tahkude arvu jargineli-
tahukateks, viistahukateks, kuustahu-
kateks jne. (joon. 18). Vihem kui neli tahku ei saa
tahkkehal olla.

Tahkude kuju jirgi eristatakse korrapdraseid ja korra-
paratuid tahkkehi. ;
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Korrapidrane tahkkeha on tahkkeha, mille tahud on vdrdsed
korrapirased hulknurgad ja mille kahetahulised nurgad on vordsed.

Korrapiraseid tahkkehi on ainult viis (joonis 19);
korrapirased vgivad olla nimelt nelitahukas ehk tetra-
eeder, kuustahukas ehk heks aeeder, kaheksatahu-
kas ehk oktaeeder , kaksteisttahukas ehk d od eka-
eeder ja kakskiimmendtahukas ehk ikosaeeder.

Joonfs 19.

§ 13. Prisma.

Prisma on tahkkeha, mille kaks tahku on paralleelsed ja mille
teiste tahkude IGikejooned on paralieelsed.

I Seega joonisel 20 kuju-
tatud keha on prisma, kui
ABCDE ” FGHIK

ja
AF ![ BG ” CH ” DI ” EK.
Prisma paralleelseid tah-
ke nimetatakse prisma poh-
jadeks ja teisi tahke —
? _B kiilgtahkudeks. Kiilg-
Joonis 20. tahkude 15ikejooned pohja-
dega on pdhiservad ja
kiilgtahkude-vahelised 15ikejooned on kiil gservad.
Prisma pShjade tasapindade vaheline ristl3ik (& joonisel 20)
on prisma kdrgus.
TGestame, et
prisma kiilgtahud on rd6pkiilikud ja pShjad on vordsed hulknurgad.
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Toestus. Vaatleme, nditeks, kiilgtahku ABGF. Et
paralleelsete tasapindade 1Gikamisel tasapinnaga tekivad
paralleelsed ldikesirged, siis

AB ” G
prisma definitsiooni jargi
AF ” BG;
jarelikult nelinurk ABGF on rodpkiilik. Samal viisil saab
toestada, et ka teised kiilgtahud on rédpkiilikud. Et ré6p-
kiiliku vastaskiiljed on vordsed, siis
AB == B(rs W BC =— 'GH\ @R Tl (|
Et vastavalt paralleelsete haaradega nurgad on vordsed, siis
A A A A
ABCI=="FGH ' ' BOD ==5x@GHE Ex:
Seega hulknurk ABCDE on vordne hulknurgaga FGHIK.
Tdestatud teoreemist on kerge jareldada, et
prisma kiilgservad on vdrdsed.
Samal viisil nagu tdestasime, et prisma pdhjad on

vordsed, saab tdestada, et

prisma Iikamisel tasapinnaga, mis on paralleelne pShjaga, tekib
pdhjaga vOrdne hulknurk.

Prismasid liigitame

1. nende kiilgtahkude arvu jdrgi ja

2. kiilgserva ja pohja vahelise nurga jargi.

Kiilgtahkude arvu jdrgi on prismad kolmetahulised,
neljatahulised, viietahulised jne. ?

Kiilgserva ja pdhja vahelise nurga jdrgi on prisma
kas piistprisma vdi kaldprisma.

Piistprisma on prisma, mille kiilgservad on pShjaga risti;

vastasel korral on prisma kaldprisma. Et piistprisma

kiilgservad moodustavad pdhiservadega tdisnurgad, siis
kdik piistprisma kiilgtahud on ristkiilikud.
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Piistprismad liigitatakse pdhja kuju jargi korra-
padrasteks ja korrapidratuteks prismadeks.

Korrapidrane prisma on piistprisma, mille pohjaks on korra-
pérane hulknurk.

Joonisel 21 on kujutatud korrapdrane kolme-, nelja-,
viie- ja kuuetahuline prisma. Korrapédrase prisma kiilg-
tahud on vordsed ristkiilikud.

Joonis 21.

Mbnele sagedamini esinevale prismale on antud eri-
line nimetus. Niiteks

prismat, mille pdhjaks on r&8pkiilik, nimetatakse rédptahukaks;

piistprismat, mille pShjaks on ristkiilik, nimetatakse risttahukaks.

Sellest selgub, et rooptahuka koik tahud on roop-
kiilikud ja risttahuka kdik tahud — ristkiilikud. Rist-
tahuka erikuju on kuu p.

Kuup on risttahukas, mille kdik tahud on vdrdsed.

Ulesanded.

43. Joonista kolm viistahukat: piiramiid, prisma ja
keha, mis tekib prisma 15ikamisel pohjaga mitteparalleelse
tasapinnaga. Mitu serva ja mitu tippu on igal joonista-
tud kehal?

44. Mitu tahku, serva ja tippu on n-tahulisel prismal?
45. Mitu serva on prismal, millel on 2¢ tippu?
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46. Mitu tahku on prismal, millel on 3s serva?

47. Tdesta, et prisma ldikamisel tasapinnaga, mis on
paralleelne kiilgservaga, tekivad kiilgtahkudel 15ikejooned,
mis on paralleelsed kiilgservaga.

48. Missugusel prismal on servade arv tippude ar-
vust 7 vOrra suurem?

49. Missugusel prismal on servade arv tahkude ar-
vust 16 vorra suurem?

50. Joonista kuup ja iihenda selle iga tahu keskpunkt
selle tahu ldhistahkude keskpunktidega. Missugusel ke-
hal on need sirgldigud servadeks? i

§ 14. Piiramiid ja tiivipiiramiid.

Piiramiid on tahkkeha, mille iiks tahk on hulknurk ja teised
tahud on iihise tipuga kolmnurgad.

Joonis 22 kujutab viie-
tahulist piiramiidi; selle
pohjaks on viisnurk ABCDE
jakiilgtahkudeks on kolm-
nurgad, mille iihine tipp on
punkt O. Seda tippu nimeta-
takse piiramiidi tipuks.
Tipust pdhja tasapinnani minev
normaali 16ik OH on piiramiidi Joonis 22.
korgus.

Piiramiidi servi liigitatakse, nagu prismalgi, kiilg-
servadeks ja pohiservadeks.

Toestame jargmise teoreemi:

piiramiidi 15ikamisel pdhjaga paralleelse tasapinnaga tekib pdh-
jaga sarnane hulknurk.

Eeldus: A,B,C,D,| ABCD (joonis 23).

Viide: A,B,C,D,~ ABCD.

31



Tdestus. Et pshja tasapind ja 15ike tasapind on
paralleelsed, siis

AiB, || 4B;  B,C, | BC; €D, || CD;...

Sellest jireldub, et kiilgtahkudel on sarnased kolm-
nurgad, ja seega piiramiidi 15ike ja pohja kiiljed on v&r-
delised. Toepoolest, vordeist

AB, : AB — OB, : OB
ja
B,C, : BC = OB, : OB
saame vorde
AB, : AB = B,C, 55 6
samal viisil ka
B,C, :BC = CiD 6D

jne.

Joonis 23.

Et 16ike ja pShja vastavate nurkade haarad on vasta-
valt paralleelsed ja samasuunalised, siis

A A A A
A,B,C, = ABC; B,C,D, — BCD; . ..

Seega 15ige on pohjaga sarnane hulknurk, sest nende
nurgad on vastavalt vrdsed ja kiiljed vdrdelised.

Péhjaga paralleelne tasapind tiikeldab piiramiidi ka-
heks kehaks; neist alumine (joonis 23) on tivipiira-
miid ja iilemine on selle tiivipliramiidi tdiendus-
piramiid. Tiivipiiramiidil on kaks péhja.

Piiramiide liigitatakse kiilgtahkude arvu jirgi kolme-
tahulisteks, neljatahulisteks, viietahulisteks ine. piiramiidi-
deks. Peale selle saab pliramiide veel liigitada korra-
pérasteks ja korrapiratuteks.

Piiramiid on korrapiirane, kui tema pohjaks on korrapiirane
hulknurk ja kdrgus 15ikab pdhja selle keskpunktis.
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Joonis 24 kujutab korrapirast kuuetahulist piiramiidi.
Et punkt H on pdhja keskpunkt, siis
AH — BH
ja seega '
A AHO = A BHO,
millest jareldub, et
AO = BO;

korrapirase piiramiidi kiilg-
servad on vordsed ja kiilgtahud on
virdsed vdordhaarsed kolmnurgad.

Samuti on vdrdsed ka
kiilgtahkude korgused ehk
piramiidi apoteemid (OK joonisel 24).

Tivipiiramiidi, mis tekib korrapirase piiramiidi 13i-
kamisel pdhjaga paralleelse tasapinnaga, nimetatakse
korrapdraseks tiivipiiramiidiks.

Joonis 24.

Ulesanded.

51. Mitu tahku, serva ja tippu on n-tahulisel pilira-
miidil?

52. Mitu serva on piiramiidil, millel on 9 tahku?

53. Missugusel piiramiidil on servade #rv tahkude
arvust 10 vorra suurem?

54. Kolmetahuline piiramiid on 1digatud tasapinnaga,
millel asetseb iiks piiramiidi serv. Missugusteks kehadeks
tilkkeldub piiramiid?

55. Kolmetahuline prisma on 15igatud tasapinnaga,
mis on miidratud pdhiservaga ja tipuga, mis ei asetse selle
pohiservaga iihel ja samal tahul. Missugusteks kehadeks
tiikkeldub prisma?

56. Neljatahuline piiramiid, mille pohiservad on
4,5 cm, 3,5 cm, 3,2 cm ja 5,4 cm, on 16igatud pdhjaga paral-
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leelse tasapinnaga nii, et pdhja ja ldiketasapinna vahele
jddnud kiilgservade 15igud on # kiilgservadest. Kui pikad
on 16ike kiiljed?

57. Kui pikk on korrapirase neljatahulise piiramiidi
apoteem, kui piiramiidi kdrgus on 15 cm ja pdhiserv on
16 cm?

58. Korrapirase neljatahulise piiramiidi kiilgserv on
9 dm ja pShiserv on 8 dm. Kui kdrge on piiramiid?

59. Korrapidrase kuuetahulise piiramiidi korgus on
1,5 m ja pdhiserv on 1,2 m. Leia apoteemi ja kiilgserva
pikkused?

60. Korrapirase neljatahulise piiramiidi pshiserv on
25 cm ja kdrgus on 20 cm. Kui suur on kiilgserva kalde-
nurk ja kiilgtahu kaldenurk pShja suhtes?

61. Korrapirase viietahulise piiramiidi pohiserv on .
10 cm ja kiilgtahu ning pShja vaheline nurk on 50°. Kui
pikk on piiramiidi apoteem?

§ 15. Silinder.

Kui laseme ristkiilikul pdorelda tema iihe kiilje imber,
siis tekib keha, mida nimetatakse silindriks (joonis 25).

Silinder on piiratad kahe vordse ja
paralleelse ringiga ja silindrilise pinnaga.

Silindrit piiravad ringid on si-
lindri p6hjad ja silindriline pind
on kiilgpind.

Sirgloiku, mis iihendab silindri
pohjade keskpunkte, nimetatakse si-
lindri teljeks. Et telg on risti
molema pdhjaga, siis on ta iihtlasi

Joonis 25. ka silindri k6 rguseks. Moodda si-
lindri kiilgpinda minev sirglik, mis
tthendab silindri pdhju, on silindri moodusta ja;
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Kui silindrit 15igata tasapinnaga, millel asetseb si-
lindri telg, siis tekib 10ige, mida nimetatakse telgloi-
keks. Silindri telgldige on ristkiilik, mille iiheks kiiljeks
on silindri pdhja 14bimGot ja teiseks kiiljeks — moodustaja.

Kui silindrit 16igata pGhjaga paralleelse tasapinnaga,
siis tekib pohjaga vordne ring.

Ulesanded.

62. Silindri telgldige on ruut kiiljega ¢ cm. Kui suur
on silindri pShja pindala? .

63. Kuidas peab sirge liilkuma, et ta moodustaks
silindrilise pinna?

64. Kus asetsevad ruumis need punktid, mille kau-
gus antud sirgest on nditeks 10 cm?

§ 16. Koonus ja tiivikoonus.

Taisnurkse kolmnurga poéorlemisel iihe kaateti iimber
tekib keha, mida nimetatakse koonuseks (joonis 26).
Koonus on piiratud iihe ringiga ja koonilise pinnaga.

Neist esimene on koonuse
pdhi ja teine — koonuse kiilg-
pind. Sirgldik, mis iihendab koo-
nuse tippu pdhja keskpunktiga,
on koonuse telg. Et viimane on
risti pdhjaga, siis on ta ka iihtlasi
koonuse kdrguseks. Sirgloik, mis
iihendab koonuse tippu pdhja ring-
joone mingi punktiga, on koonuse
moodustaja. Et koonus tekib
tdisnurkse kolmnurga pdorlemisel, Joonis 26.
siis on koonuse moodustajad vord-
sed, sest nad vérduvad pddrleva kolmnurga hiipotenuusiga.
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Kui koonust 1digata tasapinnaga, millel asetseb koo-
nuse telg, siis 16ikab see tasapind koonuse pdhja modda
1abimd6tu ja koonuse kiilgpinda — modda kaht moodus-
tajat. Koonuse telgldige on seega vordhaarne kolmnurk,
mille aluseks on koonuse p&hja libimdst ja haaraks —
koonuse moodustaja (A AOB joonisel 26).

Pohjaga paralleelne koonuse 15ige on ring.

Toepoolest, kui 15ikav tasapind a on paralleelne koo-

nuse pdhjaga (joonis 27), siis nende tasapindade 18ikami-

2O sel telgldike tasapinnaga te-

kivad paralleelsed 15ikesirged
AK ja A,K,; jarelikult

A OAK, ~ A 0AK,
millest
AK, : AK = OK, : OK.
Iga muu telglGike tasapinnal
saame samuti vorde, milles AK
asemel esineb mingi teine p&h-
Joonis 27. ja raadius, aga OK; ja OK jii-
vad endiseks; seega peab ses
vordes esinema ka A,K, asemel temaga vdrdne 15ik. Nii
on tasapinna a ja koonilise pinna 16ikejoone k&ik punktid
vordsel kaugusel punktist K,, seega 15ikejoon on ringjoon.
Koonuse 15ikamisel tasapinnaga, mis on paralleelne
pohjaga, tiikeldub koonus kaheks kehaks; neist iiks on
tivikoonus ja teine selle tiienduskoonus. Tiivikoo-
nus on piiratud kahe ringiga ja iihe koonilise pinnaga; esi-
mesed kaks on tiivikoonuse p6hjad ja kolmas on tiivi-
koonuse kiilgpind. Tiivikoonust vdib vaadelda ka
kehana, mis tekib tdisnurkse trapetsi pdorlemisel alustega
ristuva haara iimber; seetdttu 15iku KK, joonisel 27 nime-
tatakse tiivikoonuse teljeks ja 18iku AA, — tiivikoo-
nuse moodustajaks.
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Ulesanded.

65. Missuguse pinna moodustavad need sirged, mis
libivad antud punkti ja millel on antud tasapinna suhtes
vordsed kaldenurgad, niiteks 30°?

66. Kui k&rge on koonus, mille moodustaja on
9,7 cm ja pdhja raadius on 6,5 cm?

67. Koonuse kdrgus on x cm ja pdhja raadius 2x cm.
Kui suur on telgldike iimbermdst?

68. Tiivikoonuse pdhjade 14bimdddud on 15 cm ja
10 cm, kdrgus on 6 cm. Kui pikk on moodustaja?

69. Tiivikoonuse moodustaja on 7,4 cm, kdrgus 7 cm
ja suurema pdhja raadius 6 cm. Kui pikk on viiksema
pohja raadius?

70. Koonuse pdhja 14bimd5t on 15 cm ja moodustaja
9 cm. Kui suur on moodustaja kaldenurk pShja suhtes?

71. Koonuse moodustaja kaldenurk pdhja suhtes on
42°15" ja korgus on 24,2 cm. Kui pikk on moodustaja ja
kui pikk pdhja raadius?

§ 17. Kera.

Ringi pdorlemisel tema 1ibimdddu iimber tekib keha,
mida nimetatakse keraks; kera piiravat pinda nimeta-
takse kerapinnaks ehk sfdidriks (joonis 28).
Et kerapind tekib ringjoone pddriemisel iimber libimdddu,
siis

kerapinna ko&ik punktid asetsevad vordsel kaugusel iihest kind-
last kera punktist, mida nimetatakse kera keskpunktiks.

Sirgldik, mis iihendab kaks kerapinna punkti, libides
keskpunkti, on kera 14bimddt ehk diameeter;
keskpunkt tiikeldab 14bimd5du kaheks raadiuseks. Uhe ja
sama kera raadiused on vdordsed ja samuti on 14bimdddud
vordsed.
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Kui kera Idigata tasapinnaga, mis libib kera kesk-
punkti, siis tekib ringikujuline 15ige, sest selle 13ike piir-
joone koik punktid asetsevad samal tasapinnal olevast

i

I

kera keskpunktist vordsetel kau-
gustel. Seda 18iget nimetatakse
kera suurringiks;

kera suurringi raadius vdrdub
kera raadiusega,

Toestame, et

kera iga 15ige tasapinnaga
on ring.

Olgu kera 15igatud tasapin-
naga a ning l6ike piirjoonel ol-
gu punktid A, B, ... (joonis 29).

Joonis 28. Ehitame kera keskpunktist O
Idiketasapinnale @ normaali OK
ja ilihendame punktid O ja K punktidega A, B, ... Et

kolmnurgad AOK, BOK, ..

. on tdisnurksed, iihe iihise kaa-

tetiga ja vordsete hiipotenuusidega, siis ka nende teised

kaatetid on vordsed:
AK = BK — ...

Seega asetsevad punktid
A, B, ... ringjoonel, mille
keskpunktiks on punkt K.

Selle ringjoone raadius

fs i \/;é____pz’

kus p ehk OK on 15ike tasa- Joonis 29.
pinna kaugus kera kesk-
punktist ja r ehk A0 on kera raadius.

Kolmes viimases paragraafis kirjeldatud kehad, nimelt
silinder, koonus, tiivikoonus ja kera, tekivad teatavate
tasapinnaliste kujundite poorlemisel iimber samal tasa-
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pinnal asetseva sirge. Kdiki niisuguseid kehi nimetatakse
poordkehadeks. Viimased moodustavad iihe tdht-
sama riithma mittetahkkehade hulgas. Korraldades kaik
eespoolkirjeldatud kehad iihte skeemi, saame jdrgneva
kokkuvdtte kehade liigitelust:

Korra-
ol p‘fi_rane
plst-
prisma
Piist-
prisma
Korra-
->Prisma > > g;l:t‘_w
prisma
AL Kgld—
prisma
Korra-
- pidrane
piiramiid
> Tk L > Pliramiid e
gl Korra-
Tiivi- > paratu
piiramiid piiramiid
Muud tahk-
kehad
> Silinder
Keha =
->- Koonus
Po6rd-_ |5 Tiivi-
o keha 5 koonus
-> Kera
Mitte- Muud pd6rd
poord-
g > kehad
Muud mitte-
tahkkehad
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Ulesanded.

72. Kus asetsevad ruumis need punktid, milledest
paistab antud sirgloik tdisnurgas?

73. Kera 14bimé6t on 12 c¢cm. Kui suur on kera
iimbermoot?

74. Gloobuse 14bim&dt on 20 cm. Kui pikk on sel
gloobusel meridiaani kaar ekvaatorist pooluseni?

75. Kera, mille raadius on 15 cm, 1digati tasapin-
naga, mis asetseb keskpunktist 8 cm kaugusel. Kui pikk
on 16ike raadius?

76. Kui kaugel kera keskpunktist peab asetsema 15ike
tasapind, et 16ike pindala oleks pool suurringi pindalast?

77. Missugune korrapirane prisma (piiramiid) on ka
korrapirane tahkkeha?

78. Missugusteks tuntud kehadeks saab) tiikeldada
keha, mis tekib rombi poorlemisel oma diagonaali iimber,
korrapirase kaheksanurga poorlemisel oma kiilje keskrist-
sirge iimber?
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Peatiikk III
Kehade kujutamine paralleelprojektsioonis.

§ 18. Tsentraalprojektsioon ja paralleelprojektsioon.

Tasapinnalise kujutise saamiseks kehast valgustame
keha niiteks piikesekiirtega ja joonistame varju, mis tekib
keha taha paigutatud tasapinnal. Saadud varjujoonis nii-
tab keha kuju ja tema abil saab otsustada teisigi keha kohta
kdivaid geomeetrilisi kiisimusi.

Joonis 30.

Keha varjujoonist nimetatakse harilikult keha pro-
jektsiooniks ja tasapinda, millel on saadud joonis —
projektsiooni tasapinnaks. Kiiri, mis tekitavad
projektsiooni, nimetatakse projektivateks kiir-
teks. Kehade kujutamisel kasutatakse kahesuguseid
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projektsioone, nimelt tsentraalprojektsioone
ja paralleelprojektsioone.

Tsentraalprojektsiooniks nimetatakse keha projektsiooni juhul,
kui projektivad kiired lihtuvad punktitaolisest valgusallikast.

Joonis 30 kujutab kolmetahulise piiramiidi tsentraal-
projektsiooni tekkimist; punkt K on projektsiooni kesk-
punkt, « — projektsiooni tasapind, KA,, KB,, ... —'pro-
jektivad kiired ja 0,4,B,C, — piiramiidi OABC tsentraal-
projektsioon.

Kui projektsiooni keskpunkt K viia védga kaugele pro-
jektsiooni tasapinnast, siis projektivad kiired on peaaegu
paralleelsed.

Projektsiooni, mis saadakse paralleelsete projektivate kiirtega,
nimetatakse paralleelprojektsiooniks.

Et piikesekiired on peaaegu paralleelsed, siis vdib
pidada nende poolt mingile tasapinnale tekitatud varjusid
paralleelprojektsioonideks. Seevastu on fotograafilised
lilesvtted tsentraalprojektsioonid. Tsentraalprojektsioo-
nis tehtud kujutisi nimetatakse sagedasti ka perspek-
tiivseteks kujutisteks. See kujutamisviis leiab
rakendamist maalikunstis, sest ta vdimaldab kujutada ese-
meid nii, nagu neid nieb meie silm. Kehade kujutamine
paralleelprojektsioonis leiab rakendamist tehnikas ja tea-
duses, sest ta vdimaldab kergesti keha md&tmete kindlaks-
tegemist.

§ 19. Paralleelprojektsiooni pohiseadused.

Paralleelprojektsiooni iseloomustab kolm jargnevat
teoreemi.

I. Sirge projektsioon on iildiselt sirge, erijuhul aga punkt.

Eeldus: A, B, ... on sirge s punktide projektsi-
oonid tasapinnal a ja AA, | BB, | CC, [ --. Goonis 31).
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viaide: A, By, Cy, ... asetsevad iihel ja samal sir-
.gel s;.

Téestus. Kiired AA,, BB, CC,, ... asetsevad tasa-
pinnal B, mis on mdidratud sirgega s ja viljaspool sirget
asetseva punktiga A,; jdrelikult asetsevad kiirte BB,
CC,, ... ja tasapinna a l5ikepunktid B,, C;, ... tasapin-
dade f ja a I5ikejoonel s;, mis teatavasti on sirgjoon.

Joonis 31. Joonis 32.

Kui sirge s on paralleelne projektivate kiirtega, siis
AA,, BB,, CC,,... iihtivad sirgega s, mistdttu sirge s ja
tasapinna a 16ikepunkt on koigi sirge s punktide projekt-
siooniks.

II. Sirged, mis on paralleclsete sirgete projektsioonideks, on
isekeskis paralleelsed.

Eeldus: s ” t; s ja t paralleelprojektsioonid on
vastavalt s, ja ¢, (joonis 32).

Viide: s | 4.

Tsestus. Sirgeid s ja ¢ projektivad kiired asetse-
vad tasapindadel f ja y, mis on paralleelsed, sest kaks 15i-
kuvat sirget s ja u tasapinnal g on paralleelsed kahe 16i-
kuva sirgega f ja v tasapinnal .y. Paralleelsete tasapin-

dade B ja y 15ikamisel tasapinnaga a tekivad paralleelsed
I15ikesirged s, ja ;.
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ITI. Paralleelsed sirgldigud on vordelised oma projektsioonidega.

Eeldus: AB | CD; A,B, ja C.D, on AB ja CD paral-
leelprojektsioonid (joonis 83).
Viide:
- AL T
AB, T CDy T
Toestus. Votame sirgel BB, punkti B, nii, et
AB, || AB,, ja sirgel DD, punkti D, nii, et CD,| C,D,.

B Et eelmise teoreemi jargi
D AB,|C,D,, siis ka
/& ,lDz AB, ” 0D
8 ol Kolmnurkadel ABB, ja CDD,

!

on seega kiiljed vastavalt pa-

ot /
' /
., T SR
I ‘D, ralleelsed, jirelikult
/A’/c,;/“ /
X

A A
BAB, = DCD,

A/ 7
II
!

ja
Joonis 33. Ang — C/l\)Dz.

Kolmnurkade sarnasuse I tunnuse  jdrgi  siis
A ABB, ~ A CDD,, millest jareldub, et
AB: AB k= CD - CD,.
Et nelinurgad AB,B,A, ja CD,D,C, on roopkiilikud,
siis
AB, = A\B, ja CD, =C,D,.
Asetamisel eespool leitud vérdesse saab, et
AB:AB, — CD: Gyl
Erijuhul, kui AB ” a, tihtib punkt B, punktiga B; sel
juhul ABB,A, on roopkiilik, jirelikult A,B, = AB; seega

p'rojektsioonitasapinnaga paralleelse sirgldigu pikkus ia selle pa-
ralleelprojektsiooni pikkus on vérdsed

.
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§ 20. Normaalprojéktsioon.

Koige lihtsam on paralleelprojektsiooni joonestada sel
puhul, kui kiired on risti projektsiooni tasapinnaga.

Projektsiooni, mille tekitavad projektsioonitasapinnaga ristu-
vad kiired, nimetatakse rist- ehk normaalprojektsiooniks.

Et keha ristprojektsioon iihele tasapinnale ei anna iga-
kord kiillalt selget kujutlust kehast, siis projektitakse keha
kahele, monikord ka kol-
mele, iiksteise suhtes risti- y A0,
seisvale tasapinnale. Ha- /
rilikult voetakse esimeseks
tasapinnaks rohttasapind
(7, joonisel 34) ja teisteks
tasapindadeks kaks ristu-
vat piisttasapinda (77, ja 7,
joonisel 34). Et kujutatav
keha asetseb harilikult
pohjaga tasapinnal ,, siis Joonis 34.
nimetatakse sellel saadud
projektsiooni pdhijooniseks; iilejadnud kaks pro-
jektsiooni on piistjoonis (tasapinnal ) ja kiilg-
joonis (tasapinnal ;). Joonisel 34 kujutatud piiramiidi
pohijoonis on A ABC, piistjoonis on A 4,C,0, ja kiilg-
joonis on A B3A;0,.

Pohijoonist  nimeta-
takse ka plaaniks ehk
tilaltvaateks, piist-
joonist eestvaateks
ja kiilgjoonist kiilgvaa-
teks.

Harilikult  esitatakse
kdik kolm normaalprojekt-
Joonis 35. siooni iihel ja samal

2]
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joonise pinnal (iihel lehel) teatavas kindlas vastastikuses
paigutuses. Niisuguse paigutuse saame, kui (joonisel 34)
pOdrame tasapinna s, {imber projektsioonitelje
x noolega ndidatud suunas 90° vorra ja tasapinna sz, iimber
projektsioonitelje y noolega niidatud suunas samuti 90°

G

risttahuka asendi

P e—

i
|
1
'
'
1
1
1
{)
'
'
1
'
'
'
!

Joonis 36.

o

| x
3 : {

vorra. Nii tehes oleme koik
kolm projektsiooni saanud
piisttasapinnal ,, nagu niha
joonisel 35. Uhe ja sama
punkti projektsioonid on see-
juures iihendatud punktiir-
joontega; viimased on risti
vastava projektsiooniteljega.

Nidide keha normaal-
projektsioonide joonestami-
sest.

Olgu risttahuka moot-
med 21 cm, 28 cm ja 31 cm
ning asetsegu tema kdige
vidiksem tahk rdhttasapinnal.
Joonestame selle risttahuka
pohi- ja piistjoonise, vdttes

piisttasapinna suhtes vabalt.

Kui joonis loomulikus suuruses jooniselehele ei mahu,
siis joonestame ta vihendatult, niiteks moddus 1 : 10
(joonis 36). Joonestamist teostame jargmises jidrjekorras:
joonestame projektsioonitelje x;
joonestame risttahuka pShijoonise, milleks on
ristkiilik mddtmetega 2,1 cm ja 2,8 cm;
pShijoonise tippudest joonestame projektsioonitel-

1
24
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jele ristjooned;

joonestame risttahuka kiilgservade piistprojektsi-
oonid pikkusega 3,1 cm ja iihendame nende ots-

punktid.



Nagu selgub iilaltoodud niitest, hdlbustab normaal-
projektsioonide joonestamist see tuntud tosiasi, et

projektsioonitasapinnaga ristuva sirge normaalprojektsiooniks
on punkt,
ning teine, sellest jarelduv asjaolu, et

projektsioonitasapinnaga ristuva tahu normaalprojektsiooniks on
sirgldik.

Nii on joonisel 36 risttahuka kiilgserva pohijooniseks
punkt ja kiilgtahu pShijooniseks 16ik.

Et keha pdhi- ja piistjoonist on vordlemisi kerge val-
mistada ja neilt joonistelt on vdimalik keha kergesti
moota, siis kasutatakse tehnikas eeskatt pohi- ja piistjoo-
nise meetodit.

Ulesanded.

79. Valmista korrapirase kuuetahulise prisma pohi-
ja piistjoonis, kui prisma pShiserv on 2,5 cm ja kiilgserv
on 4 cm.

80. Valmista korrapirase viietahulise pliramiidi pohi-
ja piistjoonis, vottes piiramiidi pShja limber joonestatud
ringjoone raadiuseks 2 cm ja korguseks 5 cm.

81. Kujuta pohi- ja piistjoonises koonusekujuline
kuhi, mille pohja 1ibimddt on 4 m ja kdrgus on 2 m.

82. Kujuta pohi- ja piistjoonises tiivikoonus, mille
pohjade 14bimdddud on 6 cm ja 4 cm ning korgus on
3,5 cm.

§ 21. Kaldprojektsioon.

Mitme kokkukuuluva normaalprojektsiooni (pShi-,
piist- ja kiilgjoonise) mahutamiseks kulub rohkesti ruumi,
ka nduab niisuguste mitmeosaliste kujutiste kasutamine
kujutatavast kehast selge kujutluse saamiseks vastavat vi-
lumust. Kus aga tahetakse lihtsa ja vdhe ruumi ndudva
joonise abil tekitada kiiresti ja hdolpsasti kujutlust keha-
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dest, nditeks geomeetrilistel joonistel Spperaamatuis, seal
tarvitatakse kehade kujutamiseks kaldprojektsiooni.

Kaldprojektsioon on niisugune paralleelprojektsioon, mille puhul
projektivad kiired ei ole risti projektsioonitasapinnaga.

Joonis 37 selgitab iihe tahuga vastu piisttasapinda
asetseva kuubi kaldprojektsiooni joonestamise kiiku. Joo-
nise I osa on kuubi pdhi- ja piistjoonis ning IV osa sama
kuubi kaldprojektsioon piisttasapinnal; II ja III osa nii-
tavad joonestamise iiksikuid samme.

% /4 m

C B
D 7
D, A,
Joonis 37.

Keha joonestamiseks kaldprojektsioonis on vaja anda
projektivate kiirte siht. Harilikult valitakse kiirte siht
niisugune, et nad tulevad paremalt poolt iilevalt. Seda
sihti saab ldhemalt miidrata kahe andmega, milleks on
projektsiooni kaldenurk o ja’projekt-
siooni lihendustegur g. '

Projektsiooni kaldenurgaks nimetatakse projektsioonitasapin-
naga ristuva sirge projektsiooni ia projektsioonitasapinnal asetseva
rohtsirge vahelist nurka.

Joonisel 37, niiteks, o — 45° sest piisttasapinnaga
ristuva serva projektsioon AB moodustab projektsiooni-
teljega nurga 45°,

Projektsiooni liihendustegur on arv, millega tuleb korrutada pro-
iektsioonitasapinnaga ristuva sirgldigu pikkust sama 16igu projektsi-
ooni pikkuse saamiseks.
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Joonisel 37, niiteks, ¢ = %, sest AB — %- A,B, ja A,B
esitab serva toelist pikkust.

Projektsiooni kaldenurk « ja lithendustegur ¢ vali-
takse nii, et joonestamine oleks vdimalikult lihtne; hari-
likult @ on kas 30° 45° 60° vdi 90° ja g on kas 1, %, 3,
% voi .

Kokkuvdttes toimub joonisel 37 kuubi kaldprojekt-
siooni valmistamine jdrgmiselt:

(I) joonestatakse kuubi pShi- ja piistjoonis;

(II) vastavalt antud o ja ¢ suurustele joonestatakse
kuubi pohja kaldprojektsioon ABCD;

(IIT) joonestatakse kuubi kiilgservade projektsioonid,
mis on iiksteisega paralleelsed ja esinevad loo-
mulikus pikkuses;

(IV) joonestatakse iilejidnud servad, kusjuures néh-
tamatud servad joonestatakse katkeva joonega. .

Selgitame lihemalt, kuidas andmed » ja ¢ miiravad
kindlaks projektivate kiirte asendi projektsioonitasapinna
suhtes. Selleks kujutleme projektsioonitasapinna normaali
16iku, mille iiks otspunkt on projektsioonitasapinnal, ja
mille teist otspunkti ldbib projektiv kiir. See 13ik ja kiir
koos 15igu projektsiooniga moodustavad tdisnurkse kolm-
nurga, milles projektiva kiire ja projektsioonitasapinna
vahelise nurga vastaskaatetiks on normaali 16ik ja ldhis-
kaatetiks selle 15igu projektsioon. Et viimase kaateti suhe
eelmisega ongi projektsiooni lithendustegur, siis

projektsiooni lithendustegur ¢ on projektiva kiire ja projektsi-
oonitasapinna vahelise nurga kootangens.

Seega arv ¢ niitab, kui palju kaldu on projektivad
kiired; nurk o niitab, kuhu poole on kiired kaldu.

Ulesanded. ;
83. Kujuta kaldprojektsioonis pShitasapinnal asetsev
ruut kiiljega 4 cm, vottes o = 45° ja ¢ = 3.
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84. Kujuta kaldprojektsioonis pdohitasapinnal aset-
sev korraparane kuusnurk kiiljega 3 cm, vottes w =— 45°
Jo B

85. Kujuta kaldprojektsioonis kuup servaga 3,5 cm,
kui kuup asetseb nii, et péhja diagonaal on risti piisttasa-
pinnaga, vottes w — 45° ja ¢ = 3.

86. Kui suure nurga moodustab projektiv kiir pro-

jektsioonitasapinnaga, kui projektsiooni lithendustegur on
G- B

§ 22. Niiteid kehade joonestamisest kaldprojektsioonis.

I. Joomestada kuup servaga 25 mm, vottes pdhijoo-
nise asend projektsioonitelje suhtes vabalt; o =— 45°
o) ==tk

Joonestame abijoon-
teks kuubi pdhja igast ti-
pust ristldigud piisttasa-
pinnani (joonis 38). Et
pohijoonises need ristldi-
gud esinevad loomulikus
pikkuses, siis antud o ja
q jdrgi saab joonestada
nende ristldikude kald-
projektsioone. Viimaste
otspunktide iithendamisel
saame kuubi pdhja kald-
projektsiooni. Selle tip-
pudest joonestame Kkiilg-
servad risti projektsiooni-

Joonis 38. teljega.
II. Joonestada korrapirane kuuetahuline piiramiid
pohiservaga 8 cm ja korgusega 15 cm, kui o = 60°
ja q = 3
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Eelmise iilesande eeskujul joonestame esiteks piist-
tasapinnal piiramiidi pdhja (mdddus 1:4) ja selle jargi
pohja kaldprojektsiooni. Viimase keskpunktist piistitame
korguse ja iithendame piiramiidi tipu pohja tippudega
(joonis 39).

Joonis 39. Joonis 40.

I1I. Joonestada silinder, mille pShja raadius on 1,5 m
ja kdrgus on 2,7 m, kui @ = 90° ja ¢ = 3.

Silindri pdhijoonis on ring. Selle kaldprojektsiooni
joonestamiseks vGtame ringjoonel kiillalt tihedalt punkte,
leiame nende punktide kaldprojektsioonid ja joonestame
k&verjoone, mis vdimalikult histi ldbib koiki leitud punkte.
Nii saadud kdoverjoont nimetatakse ellipsiks. Seega

ellips on ringjoone kaldprojektsioon.

Ellipsi joonestamiseks tema iiksikute punktide jérgi on ka-
sulik tarvitada kdverjoonlauda ehk lekaali
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Silindri tiilemise pOhja projektsiooni joonestamiseks
joonestame kiillaldase arvu moodustajaid ja ithendame
nende otspunktid endisel viisil (joonis 40, mdot 1 :100).

Ulesanded.

87. Kujuta kaldprojektsioonis korrapirane nelja-
.tahuline piiramiid, mille pShiserv on 5 cm ja korgus 4 cm,
vottes w — 60° ja ¢ — 3.

~ 88. Kujuta kaldprojektsioonis pohitasapinnal asetsev
ringjoon raadiusega 3 cm, vottes w = 60° ja g = 3.

89. Kujuta kaldprojektsioonis silinder, mille pdhja
raadius on 3 cm ja korgus on 5 cm, vottes w =— 90° ja
g =8

90. Kujuta kaldprojektsioonis koonus, mille pohja
raadius on 25 cm ja k&rgus on 45 cm, vottes w = 90°
Jaig =&

§ 23. Tahkkeha I6ikamine tasapinnaga.

Antud on rooptahukas paralleelprojektsioonis; joonestada selle
keha 1dige tasapinnaga, millest on antud 1dikejoon iihe tahu tasapin-
naga ja iiks punkt teise tahu tasapinnal.

Olgu s 1dike-
tasapinna ja ta-
gumise tahu tasa-
- pinna 18ikejoon
ja P ldiketasapin-
na iiks punkt alu-
mise tahu tasa-
pinnal (joonis 41).

Siis  sirgldik
AB on ldiketasa-
pinna ja rédpta-
huka  tagumise
Joonis 41. tahu 1&ikejoon,
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punkt Q aga on ldiketasapinna, tagumise tahu tasapinna ja
alumise tahu tasapinna iihine punkt. Jarelikult PQ on 13ike-
tasapinna ja alumise tahu tasapinna l6ikesirge. Ta 16ikub
rédptahuka parempoolse alumise servaga punktis C, mis on
ldiketasapinna, parempoolse tahu tasapinna ja alumise tahu
tasapinna iihine punkt. Jidrelikult BC on lGiketasapinna ja
parempoolse tahu tasapinna 15ikesirge. Joonestades AE pa-
ralleelselt sirgega BC, saame ldiketasapinna ja vasakpoolse
tahu 16ikejoone. Et punktid D ja E on 1diketasapinna ja esi-
tahu servade 15ikepunktid, siis on DE l5iketasapinna ja esi-
tahu 15ikejoon. Rodpkiilik ABDE ongi antud keha 1dige an-
tud tasapinnaga.

Ulesanded.

91. Risttahukal, mille pdhiservad on 3,4 dm ja 5 dm,
on pealmine osa tasapinnaga nii dra 16igatud, et iilejdéinud
keha kolm kiilgserva on 2 dm, 2,5 dm ja 3 dm. Kujuta
iilejainud keha pdhi- ja piistjoonisel, asetades keha seisma
pdhitasapinnale ndnda, et iikski pdhiserv ei ole paralleelne
projektsiooniteljega.

92. Joonesta kaldprojektsioonis vabalt kuup ja 1oika
see tasapinnaga, millest on antud 15ikejooned piist- ja pdhi-
tasapinnaga.

93. Korrapirane neljatahuline piiramiid, pShiservaga
15 cm ja korgusega 18 cm, on 15igatud pdhjaga paralleelse
tasapinnaga, mis poolitab korguse. Joonesta saadud tiivi-
piiramiidi kaldprojektsioon, vdttes w = 45° ja q¢ = &.

94. Joonesta kaldprojektsioonis korrapdrane kuue-
tahuline tiivipiiramiid, mille pdhiservade pikkused on 4 cm
ja 2,5 cm ning k&rgus on 3,5 cm, vottes kdik muud and-
med vabalt.

95. Joonesta kaldprojektsioonis tiivikoonus, mille
pohjade raadiused on 5 cm ja 3 cm ning moodustaja on
45 cm, kui @ = 90° ja ¢ = %.
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Peatiikk 1V.

Keha pindala ja ruumala.

§ 24. Ruumala mo66tmine ja ruumalaiihikud.

Suuruse mootmine teatavasti tdhendab suuruse vord-
lemist vastava suurusiithikuga; vordlemise arvuline tulemus
on suuruse modtarv.

Keha ruumala md6tarv nditab, mitu korda keha ruumala on suu-
rem ruumalaiihikust v8i missuguse osa ruumalaiihikust ta moodustab.

Ruumalaiihikuna  tarvita-
takse ruumala, mis on iihiku-
pikkuse servaga kuubil. Nii on
kuupmeeter ehk m® iihemeetri-
lise servaga kuubi ruumala, lii-
ter ehk dm® on detsimeetrilise
servaga kuubi ruumala ning cm?®
on kuubi ruumala, kui kuubi

= =Y serva pikkus on 1 cm.
Joonis 42. Kui iiks pikkusiihik on tei-

sest 10 korda suurem, siis vas-
tav ruumalaiihik on teisest ruumalaiihikust 10° ehk 1000
korda suurem, nagu selgub suurema kuubi tiikeldamisel
vidiksemateks (joonis 42). Seetdttu ruumalaiihikud on
jargmiselt teineteisest olenevad:

1 m®* = 1000 dm® = 1 000 000 cm® = 1 000 000 000 mm?®
1 dm?® = 1000 cm?® 1000 000 mm?
1 cm?® 1000 mm®.
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Ulesanded.

96. Mitu kuupsentimeetrit on 12 dm®; 0,38 dm®;
4 m?; 0,067 m*; x m*; x m* y dm*?

97. Mitu kuupdetsimeetrit on 80 cm?®; 5400 mm®;
4300 cm®; 5000 mm?®; x cm?®; x cm® y mm?®?

98. Mitu kuupmeetrit on 1 km®; 10° km?®;
3,8-10%* km?®?

99. Kasutades arvu 10 astmeid, avalda kuupmilli-
meetrites 1 cm? 1 dm?® 1 m® ja 1 km?3.

§ 25. Risttahuka ruumala.

Eeskirja risttahuka ruumala arvutamiseks risttahuka
modtmete kaudu viljendab jirgmine teoreem.

Risttahuka ruumala vdrdub risttahuka kolme ldhisserva kor-
rutisega.

Eeldus: risttahuka kolm serva, mis ldhtuvad iihest
tipust, on vastavalt pikkusega a cm, b cm ja ¢ cm.

Viide: risttahuka ruumala on abc cm’.

Téestus. Risttahuka servade mddtarvude a, b ja ¢
kohta saab esineda kolm juhtu: 1) kdik mddotarvud on
tidisarvud, 2) vidhemalt iiks mddtarv on murdarv, teised
aga kas tdis- vdoi murdarvud,

3) vidhemalt iiks modtarvu- Vil
dest on irratsionaalarv. // :/ Fi /7[
1) Kui a, b ja ¢ on tiis- “ F/ l/ l/T

arvud (niditeks ¢ = 6, b = 4 :

ja ¢ = 5, nagu joonisel 43), G T e
siis on vdimalik risttahukat A =L L LN
tilkkeldada kuupideks servaga g Pl VST :
1 cm. Et tikeldamisel tek-  {}Z LEEGE:]

kivas rohtkihis on niisugu- 3o %

seid kuupe a-b ja neid kihte Joonis 43.
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on iildse ¢, siis antud risttahukas tiikeldub abc kuubiks ser-
vaga 1 cm. Seega on risttahuka ruumala abc cm®.

2) Kui mdni mddtarv on mur’darv, niiteks a = 6,5,
b=4 ja ¢=15,3, siis on vdimalik leida niisugune uus
pikkusiihik, et koik servade pikkused viljenduvad tiis-
arvudes. Nditena toodud pikkuste puhul on niisuguseks
tihikuks mm, sest servade pikkused millimeetrites on 65,
40 ja 53; iildiselt @ cm = 10¢ mm, b cm =— 106 mm ja
¢ cm = 10c mm. Siis, vastavalt eelmisele juhule, rist-
tahuka ruumala on 10z-106-10¢ mm?® ehk abc-1000 mm?,
ja seega, nagu viidetud, abc cm?®.

Kui @, b ja ¢ on harilikud murrud, siis teisendame nad
tihenimelisteks; iihine nimetaja niitabki, mitmendik seni-
sest pikkusiihikust tuleb votta uueks pikkusiihikuks.

3) Olgu mdni mddtarv irratsionaalne. Et teoreem
osutub Gigeks iga niisuguse risttahuka kohta, millel on
irratsionaalsete servapikkuste asemel nende tiis- voi murd-
arvulised ldhisviddrtused, ning jaib digeks iikskdik kui tip-
sete ldhisvidrtuste korral, siis tuleb ta lugeda Gigeks ka
siis, kui servade md&dtarvud on irratsionaalsed. Seega ka
sel juhul risttahuka ruumala m&&tarvuks on korrutis abe.

Jdreldus I. Risttahuka kahe lihisserva korrutist
vdib nimetada risttahuka pdhja pindalaks S, sest risttahu-
kal v&ib iga tahu vGtta pdhjaks; kolmas serv on siis rist-
tahuka korgus . Seda arvestades vdib delda, et

risttahuka ruumala vdrdub pShja pindala ja kdrguse korrutisega:

Vi =iy Uy

Jareldus II. Et kuup on risttahukas, mille servad

on vdrdsed (¢ = b = c), siis sel juhul ruumala
V=aaa

ehk
V=2n,
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seega
kuubi ruumala vérdub tema serva kuubiga.

Ulesanded.

100. Mitu hl rukkeid on risttahukakujulises salves,
mille mddtmed on 3,2 m, 1,8 m ja 1,5 m?

101. Mitu kg petrooleumi mahutab risttahukakuju-
line ndu, mille mddtmed on 26 cm, 24 cm ja 14 cm?

102. Risttahukakujulisse klaasvanni valati 9 1 vett.
Kui korgelt tdidab see vesi vanni, kui vanni pohja mdot-
med on 35 cm ja 18 cm?

103. Uks jooksev meeter ruudukujulise ristldikega
lattrauda, mille tahu laius on 16 mm, kaalub 2,01 kg. Leia
selle raua erikaal.

104. Mitu kg kaalub ruudukujulise ristldikega raud-
latt, mille pikkus on 2,5 m ja tahu laius on 68 mm, kui
selle raua erikaal on 7,857

105, Tammepuust kuup servaga 8,5 cm kaalub 424 g.
Leia tamme erikaal.

106. Kuldlehekesi toodetakse paksusega ‘[s mm.
Kui pika servaga on ruudukujuline leheke, mis kaalub 1 g?

107. Kuubi serva pikkus on 15 cm. Kui pikk serv
on kuubil, mille ruumala on antud kuubi ruumalast 2
korda suurem?

§ 26. Piistprisma ruumala.

Olgu antud piistprisma ABCEFG (joonis 44), mille
pohjaks on tdisnurkne kolmnurk ABC, hiipotenuu-
siga AC. Ehitame antud prisma kiilge teise samasuguse
prisma CDAGHE. Et selle pohi CDA on vdrdne antud
prisma pdhjaga ABC ja taiendab ta ristkiilikuks ABCD,
siis on keha ABCDEFGH risttahukas. Selle risttahuka
ruumala on kaks korda suurem antud prisma ruumalast,
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sest juurdeehitatud prisma on vordne antud prismaga, kuna
neid saab nii teineteise sisse paigutada, et vastavad tipud,

Joonis 44.

servad ja tahud iihtivad. Kui antud
prisma kdrguse tdhistame tihega h
ja pohja pindala tihega S, siis rist-
tahuka ruumala avaldub risttahuka
pdhja pindala 28§ ja k&rguse /1 kaudu
teatavasti korrutisena 2Sh. Antud
prisma ruumala V on pool sellest,
jarelikult V = ShA. Tulemuse saame
sOonastada jiargmiselt: piistprismal,
mille pShjaks on tdisnurkne kolm-
nurk, on ruumala v&rdne pdhja

pindala ja kdrguse korrutisega. Seda tulemust rakenda-
des toestame igasuguse piistprisma kohta teoreemi:

piistprisma ruumala vdrdub pdhja pindala ja kdrguse korrutisega.

Koigepealt nditame, et teoreem on oige iga kolme-
tahulise piistprisma kohta. Kolmetahulist piistprismat
saab 15igata kaheks niisuguseks kolmetahuliseks piist-

prismaks, mille pdhjadeks on tiisnurk-
sed kolmnurgad (joonis 45). Et kum-
magi saadud prisma ruumala on

vordne pdhja pindala ja korguse E
Korrutisega, siis on esialgse prisma |
ruumala bl
V = S,h+ S.h Q
ehk I Sy
V=(S+8)-h SIS
—_
seega
 CAEE Joonis 45.

kus S; ja S, on I5ikamisel saadud prismade pShjade pind-
alad, § — esialgse prisma pohja pindala ja & — nende

prismade iithine k&rgus.
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Et teoreem on oOige iga piistprisma kohta, selgub
jargmiselt. Iga n-tahulist piistprismat (z > 3) on voimalik
tiikkeldada (nditeks joonisel 46 esitatud viisil) kolmetahu-
listeks piistprismadeks, mille pohjade pindalade S;, S,,. ..
summa vordub esialgse prisma o
pohja pindalaga S ja mille kor-
gus vdrdub esialgse prisma kor-
gusega h. Siis avaldub esialgse :
prisma ruumala V nende kolme- :
tahuliste prismade ruumalade 5 i
summana, seega

V== Sy Sol - S ==
Sy P R

ehk

Joonis 46.

Va2 Sk,

Ulesanded.

108. Kui palju kaalub trapetsikujuline tiikkk 2-milli-
meetrise paksusega raudplekki, kui selle trapetsi alused
on 0,9 m ja 1,6 m ning kdrgus on 1,2 m?

109. Mitu m® mulda tuleb kraavi kaevamisel selle
pikkuse iga meetri kohta vilja votta, kui kraavi siigavus
on 1,20 m, pdhjalaius — 0,30 m ja pealtlaius — 2,50 m?

110. Arvuta korrapirase kuuetahulise prisma ruum-
ala, kui prisma kdrgus on 15 cm ja pdhiserv on 8 cm.

§ 27. Piistprisma pindala.

Kui piistprisma kiilgpinna pappmudel iiht kiilgserva
mooda lahti 18igata, siis saab prisma koik kiilgtahud lao-
tada iihele tasapinnale; nii saadav piistprisma kiilg-
pinna laotus on kujult ristkiilik, mille alus vdrdub
prisma pohja {imbermddduga, korgus — prisma Kkiilg-
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servaga ja pindala — prisma kiilgpindalaga. Sellest sel-
gub, et

piistprisma kiilgpindala vérdub pohja limbermdddu ja kiilgserva
korrutisega.

Liites kiilgpindala ja p&hjade pindalad, saame piist-
prisma kogupindala ehk tiispindala, liihidalt: tema pindala,

Avaldame korrapirase n-
tahulise prisma pindala S pris-
ma pdhiserva a, kiilgserva b ja
pShja apoteemi ¢ kaudu (joo-
nis 47). Et pohja iimbermdst
on na, siis on kiilgpindala na-b
ja tihe pdhja pindala na- ¢, ji-
relikult

S =nab + 3nac -2 = nab + nac

ehk
Joonis 47. S =na® + ¢).

Ulesanded.

111. Kui suur pindala on risttahukal, mille m&6tmed
on 15 cm, 12 cm ja 22 cm?

112. Avalda risttahuka pindala S m&dtmete a, b ja
¢ kaudu. ?

113. Risttahuka pindala on 936 cm® ja tema mdst-
med on vdrdelised arvudega 2, 5, 6. Leia risttahuka

modtmed. ‘

. 114. Kuidas muutuvad risttahuka pindala ja ruum-
ala, kui risttahuka kdik modtmed suurenevad vai viahene-
vad n korda?

115. Niita, et avaldis (a+b -+ ¢)> — @+b* 4+
esitab risttahuka pindala, kui @ b ja ¢ on risttahuka
modtmed.
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116. Kuubi diagonaali pikkus on 10 cm. Kui suur
on kuubi pindala? ’

117. Kuubi pindala ruutsentimeetrites ja ruumala
kuupsentimeetrites viljenduvad iihe ja sama arvuga. Kui
pikk on kuubi serv?

118. Kuubi pindala on 0,492 m®. Arvuta ruumala.

119. Arvuta kolmetahulise piistprisma pindala ja
ruumala, kui prisma k&rgus on 14,5 cm ja prisma pdhjaks
on tdisnurkne kolmnurk kaatetitega 8 cm ja 3,9 cm.

120. Arvuta korrapirase kolmetahulise prisma pind-
ala ja ruumala, kui prisma pdhiserv on 12 cm ja kiilgserv
on 17 cm.

121. Korrapirase viietahulise prisma pdhiserv on
3,8 cm ja kiilgserv on 8,4 cm. Arvuta prisma kiilgpindala.

122. Korrapidrase kuuetahulise prisma ruumala on
480 cm® ja kdrgus on 20 cm. Kui suur on selle prisma
pindala?

123. Kahe korrapirase neljatahulise prisma kiilg-
pinna laotused on vdrdsed ristkiilikud, mille iiks kiilg on
teisest 2 korda pikem. Uhe prisma kiilgservaks on rist-
kiiliku pikem kiilg ja teise prisma kiilgservaks on ristkiiliku
lihem kiilg. Kuidas suhtuvad nende prismade ruumalad?

§ 28. Cavalieri aksioom.

Paljude kehade ruumalade vordlemist ja ruumala va-
lemite tuletamist on kerge teostada Cavalieri®) aksioomi
abil, mida vdib sdnastada jargmiselt: -

kui iihel kehal on kdrgus vdrdne teise keha korgusega, pdhi pind-
vordne teise keha pdhjaga ja iga tasapinnaline 16ige, mis on pdhjaga
paralleelne, on pindvdrdne teisel kehal pdohjast niisama kaugel aset-
seva paralleelldikega, siis need kehad on ruumvdrdsed.

*) F. B. Cavalieri, itaalia matemaatik, elas a. 1598—1647.
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Aksioomina viljendatud asjaolu selgitamiseks 16ikame
virna papitiikikesi, mis jirk-jirgult viiksemaks muutuvad,
ja moodustame neist papitiikikestest mitmesuguseid kehi
(joonis 48). On selge, et kuidas me neid papitiikikesi iiks-
teise suhtes ka nihutame, nende poolt moodustatud keha
ruumala ei muutu. Samuti muutumatuks jadb nende ke-
hade pohja pindala, kérgus A ja mistahes kdrgusel . teh-
tud 16ike pindala.

Joonis 48.

Kui muudame papitiikikeste jarjekorda iihesuguselt
kdigis virnades, saame kehad, millel jallegi on korgused
vordsed, pohjad pindvordsed ja pohjadest samakauged
16iked pindvordsed; ilmselt on aga nende ruumalad jii-
nud endisteks, jdrelikult isekeskis vdrdseteks.

Muudame papitiikikeste virnu veel selles mottes, et
esimese virna moodustame niiteks kolmnurgakujulistest,
teise — nelinurgakujulistest ja kolmanda — ringikujulis-
test papitiikikestest, kuid ikkagi nii, et iihel ja samal kor-
gusel & asetsevad papitiikikesed on vordsete pindaladega.
Meie kujutluse jirgi on ka sel juhul nende kehade ruum-
alad vordsed.

Olgu iildiselt kaks keha iikskdik missuguse erineva
kujuga, ainult olgu tdidetud kolm tingimust, et 1) kehade
kérgused on vordsed, 2) iihe keha pohi on pindvdrdne
teise keha pdhjaga ja 3) ithe keha iga 13ige, mis on pdh-
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jaga paralleelne, on vastavalt pindvordne teise keha 16i-
kega, mis on samuti pdhjaga paralleelne ja asetseb poh-
jast samal kaugusel. Kujutleme niiiid kumbagi keha koos-
nevana iikskdik kui Shukestest kihtidest, pohjaga paral-
leelsete tasapindade vahel, ja vordleme iihel ja samal kor-
gusel asetsevaid kihte kummalgi kehal: need JShukesed
kihid on nagu vordsete pindaladega papitiikikesed eespool-
kirjeldatud virnades. Seega vdib Oelda nende kehade
kohta sama, mis iitlesime papitiikikeste virnade Kkohta:
kehad on ruumvdordsed. Seda mdtet véljendabki Cavalieri
aksioom.

§ 29. Prisma ruumala.
Cavalieri aksioomi abil saab tdestada jdrgmise teo-

reemi:
iga prisma ruumala vordub pdhja pindala ja kdrguse korrutisega.

Eeldus: prisma pdhja pindala on § cm? ja korgus
on i cm.

Viide: prisma ruumala on Sh cm®.

Joonis 49.

Tdestus. Antud prisma pdhja tasapinnale paigu-
tame piistprisma, millel on niisama suur pohja pindala ja
sama kdorgus (joonis 49).

Et prisma ldikamisel tasapinnaga, mis on paralleelne
pdhjaga, tekib pdhjaga vordne hulknurk, siis vdib Cavalieri
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aksioomi pé&hjal delda, et need prismad on ruumvdrdsed.
Sellest jareldub, et ka kaldprisma ruumala vdrdub tema
pohja pindala ja kdrguse korrutisega.

§ 30. Prisma pindala.

Prisma pindala on pdhjade pindalade ja kiilgpindala
summa. Leiame prisma kiilgpindala arvutamiseks eeskirja,
mis sobiks niihésti piistprisma kui ka kaldprisma puhul.

Prisma kiilgpindala on kiilgtahkude pindalade summa.
Prisma kiilgtahkudeks on teatavasti roopkiilikud. Kui
kiilgtahu pindala arvutamisel loeme aluseks prisma kiilg-
serva, siis on kdrguseks kiilgtahu laius (kiilgservade vahe-
line ristldik), seega kiilgtahu pindala vOrdub kiilgserva
pikkuse ja kiilgtahu laiuse korrutisega. Et koigi kiilg-
tahkude pindalade puhul esineb prisma kiilgserva pikkus
ithise tegurina, siis saadakse prisma kiilgpindala avaldi-
seks kiilgserva pikkuse korrutis kiilgtahkude laiuste sum-
maga.

Saadud arvutamiseeskirja on v&imalik liihemini s&-
nastada, kui vdetakse tarvitusele prisma ristldike
mdoiste. Prisma ristldikeks nimetatakse tema 15iget tasa-
pinnaga, mis on risti kiilgservadega. Et ristldige on hulk-
nurk, mille kiilgedeks on prisma kiilgservade vahelised
ristldigud, siis on ristldike imberm33t vdrdne kiilgtahkude
lajiuste summaga; jirelikult

prisma kiilgpindala v&rdub kiilgserva pikkuse ja ristldike iimber-
mdddu korrutisega.

§ 31. Ruumvdrdsed piiramiidid.

Kui Idikame piiramiidi tasapinnaga, mis on paralleelne
pdhjaga, siis on lGi’ge teatavasti pShjaga sarnane hulknurk.
Léike pindala arvutamiseks saame kasutada tuntud teo-
reemi, et sarnaste hulknurkade pindalade jagatis vdrdub
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vastavate kiilgede jagatise ruuduga. Kui piiramiidi pohja
ABCD pindala on S, 16ige A,B,C,D, on pdhjaga paralleelne
(joonis 50, vasakpoolne piiramiid) ja selle 16ike pindala
on P, siis saame

7, Al (A131 )2

8 TN An gy
Saadud vorduses voime kiilgede pikkuste A,B, ja AB ase-
mele votta ka mingi muu paari nendega vordelisi pikkusi,

Joonis 50.

niiteks B,E ja BE (sest A A,B,E ~ /A ABE) v&i viimas-
tega vordelise paari EF, ja EF (sest A B,EF, ~ A BEF);
seega saame vOrduse

2 2
Lo ow £

S JBRY Y
Et EF on piiramiidi kdrgus ja EF; on ldiketasapinna
kaugus tipust, siis vOime tulemuse sOnastada jargmiselt:

piiramiidi pdhjal ja pdhjaga paralleelsel 15ikel on pindalad vor-
delised nende tasapindade ja piiramiidi tipu vaheliste kauguste
ruutudega.

Seda asjaolu kasutades saame Cavalieri aksioomi abil
toestada, et

piiramiidid on ruumvdrdsed, kui nende pdhjad on pindvérdsed
ja kdrgused on vordsed.
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Toestus. Cavalieri aksioom seab kolm tingimust,
mis peavad olema tdidetud, et kehad oleksid ruumvordsed.
Neist tingimusist on eelduse jargi kaks tdidetud. Niitame,
et on tdidetud ka kolmas tingimus. Selleks paigutame
piiramiidid pdhjadega iihele ja samale tasapinnale ja 13i-
kame neid mingi tasapinnaga, mis on paralleelne pohjade
tasapinnaga (joonis 50). Tahistame 15ike pindala esimesel
piiramiidil tdhega P ja teisel piiramiidil tihega Q; kum-
magi piliramiidi pShja pindala olgu S ja kdrgus h; 16ike-
tasapind on siis kummagi piiramiidi tipust vordsel kau-
gusel, mille tdhistame tihega k. Vordustest

e K : L e
ja TP
jareldub siis: ‘P = Q. Et 1dikav tasapind oli vGetud iiks-
koik kui kaugel pShjade tasapinnast, on tulemus dige iga
15iketasapinna puhul. Antud piiramiidide kohta on seega
tdidetud ka kolmas Cavalieri aksioomi tingimus, nimelt
on pdhjadest iihel ja samal kdrgusel asetsevad paralleel-
16iked vastavalt pindvordsed. Jérelikult need piiramiidid
on ruumvordsed.

kT

Ulesanded.

124. Piiramiidist, mille pShja pindala on 67,5 cm?® ja
kdrgus on 12 cm, eraldati pohjaga paralleelse 15ike abil
uus piiramiid, mille krgus on 4 cm. Arvuta viimase piira-
miidi pShja pindala.

125. Piiramiid, mille kdrgus on 10 cm, on 13igatud
pdhjaga paralleelse tasapinnaga nii, et saadud 15ike pind-
ala on pool pShja pindalast. Kui kaugel piiramiidi tipust
asetseb 1G6ike tasapind?

126. Piiramiidi pShjaga paralleelne 13ige poolitab
korguse. Leia pdhja pindala ja 15ike pindala suhe.
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§ 32. Piiramiidi ruumala.

Piiramiidi ruumala vGrdub pdhja pindala ja korguse iihe kol-
mandiku korrutisega.

Toestame selle teoreemi. esiteks kolmetahulise piira-
miidi kohta ja siis mistahes piiramiidi kohta.

Olgu piiramiidi OABC pdhja ABC pindala § ja piira-!
miidi korgus # (joonis 51). Teoreem vididab, et selle pii-
ramiidi ruumala

V ==:3Sh.

Toestuseks ehitame kolmetahulise prisma ABCODE,
millel on piiramiidiga iihine pdhi ABC ja iiks ihine kiilg-
serv AO, jarelikult ka iihine korgus k. Kui sellest pris-
mast eraldada piiramiid OABC, siis jadb jdrele neljatahu-
line piiramiid, mille tipp on O ja pShi on BDEC. Ldikame

Joonis 51.

selle neljatahulise piiramiidi tasapinnaga OBE Kkaheks
kolmetahuliseks piiramiidiks OBDE ja OBEC. Viimased
on ruumvdrdsed, sest pdhjadeks on neil vdrdsed kolm-
nurgad BDE ja BEC ning k&rgus on neil iihine. Kuid need
piiramiidid on ruumvdrdsed ka antud piiramiidiga OABC,
sest piiramiididel OABC ja BODE on vdrdsed pdhjad ABC
ja ODE (prisma pdhjad) ning vdrdsed kdrgused (prisma
kdrgus). Jirelikult on prisma ABCODE tiikeldatud kol-
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meks ruumvordseks piiramiidiks, mistottu iga saadud pii-
ramiidi ruumala vdrdub iihe kolmandikuga prisma ruum-
alast. Et prisma ruumala on Sh, siis piiramiidi OABC
ruumala on 3Sh.

Olgu niiiid mistahes piiramiidi pdhja pindala S ja kor-
gus i Niitame, et ka sel juhul ruumala on 3Sh. Selleks
kujutleme antud piiramiidi kdrval teist piiramiidi, nimelt
kolmetahulist, mille pdhja pindala on samuti S ja korgus &
(joonis 50) ning mis seetdttu on eelmise teoreemi jargi
ruumvordne antud piiramiidiga. Tema ruumala on aga,
nagu tdestuse eelmisest osast ndhtub, 3Sh. Jirelikult on
ka antud piiramiidil

-

V = &Sh.

Ulesanded.

127. Kui palju kaalub korrapidrane neljatahuline
graniidist piiramiid, mille pdhiserv on 2,8 m ja kdrgus
on 3,5 m?

128. Egiptuse suurima piiramiidi (Cheopsi piiramiidi)
pohiserv on 233 m ja kdrgus on 147 m. Mitu m® kive on
tarvitatud selle ehitamiseks, kui mitte arvestada kiike ja
kambreid nende viiksuse tottu?

129. Korrapédrase neljatahulise piiramiidi kdrgus on
1,8 dm ja ruumala on 1,944 dm®. Kui pikk on pdhiserv?

130. Korrapdrase kolmetahulise piiramiidi iga serv
on 10 cm. Arvuta selle piiramiidi ruumala.

131. Piiramiidi pShjaks on romb, mille diagonaalid
on 12 cm ja 15 cm. Arvuta piiramiidi ruumala, kui kor-
gus on 21 cm.

132. Missuguse osa kuubi ruumalast moodustab pii-
ramiidi ruumala, kui piiramiidi pdhjaks on kuubi iiks tahk
ja piiramiidi tipuks on kuubi keskpunkt?
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§ 33. Korrapirase piiramiidi pindala.

Olgu korrapirase n-tahulise piiramiidi pdhiserva pik-
kus @ cm, piiramiidi apoteemi pikkus m cm ja pdhja apo-
teemi pikkus / cm. Siis on iihe kiilgtahu pindala sam cm®
ja koikide kiilgtahkude pindalade summa n-3am cm?, mis
ongi piiramiidi kiilgpindala. Et

n-sam =— m-3na,
siis voib tulemust sonastada jargmiselt:

korrapiirase piiramiidi kiilgpindala vordub piiramiidi apoteemi
ja pohja iimbermdddu poole korrutisega.

Lisades kiilgpindalale pdhja pindala 2ne-l, saame
korrapirase piiramiidi pindala S, nimelt

S = %na-m-+3%na-l
ehk :
S = 3na(m +1);
seega

korrapiirase piiramiidi pindala on pool pdhja iimbermd6du kor-
rutisest piiramiidi apoteemi ja pdhja apoteemi summaga.

Ulesanded.

133. Korrapirase neljatahulise piiramiidi iga serva
pikkus on @ cm. Avalda piiramiidi pindala S serva pik-
kuse ¢ abil.

134. Kolmetahulise piiramiidi iga serva pikkus on
a cm. Avalda piiramiidi pindala S serva pikkuse a abil.

135. Korrapirase neljatahulise piiramiidi korgus on
35 cm ja pohiserv on 46 cm. Arvuta piiramiidi pindala
ja ruumala.

136. Paviljoni katus on korrapirase kaheksatahulise
piiramiidi kujuline pdhiservaga 4,6 m ja kiilgservaga 7 m.
Mitu lehte katuseplekki kulub selle katuse katmiseks, kui
igale ruutmeetrile kulub 1,2 lehte?
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137. Korrapdrase tetraeedri apoteem on m. Avalda
tetraeedri pindala m abil.

138. Korrapirase kuuetahulise piiramiidi kdrgus on
12 cm ja pdhiserv on 6 cm. Arvuta piiramiidi ruumala
ja pindala.

139. Korrapirase kuuetahulise piiramiidi kiilgserv
on 10,6 cm ja apoteem on 9 cm. Arvuta piiramiidi ruum-
ala ja pindala.

140. Korrapirase kuuetahulise piiramiidi p&hiserv
on 2,4 dm ja kiilgserv on 7,6 dm. Arvuta piiramiidi ruum-
ala ja pindala.

141. Korrapidrase oktaeedri serv on 5 cm. Arvuta
selle oktaeedri pindala ja ruumala.

142. Korrapirase kolmetahulise piiramiidi kérgus on
12 cm ja pdhiserv on 9 cm. Arvuta piiramiidi ruumala
ja pindala.

143. Avalda korrapidrase neljatahulise piiramiidi
ruumala ja pindala ta pdhiserva @ kaudu, kui kiilgserv
moodustab pdhjaga nurga 45°.

144. Korrapirase neljatahulise piiramiidi pindala on
229,5 cm’ ja kiilgpindala on 157,25 cm®. Arvuta piiramiidi
ruumala.

145. Piiramiidi pShjaks on ristkiilik kiilgedega 22 cm

ja 16 cm. Arvuta piiramiidi pindala ja ruumala, kui iga
kiilgserva pikkus on 25 cm.

§ 34. Tiivipiiramiidi ruumala.

Olgu tiiviptiramiidi alumise pdhja pindala S cm?, iile-
mise pdhja pindala Q cm® (S > Q) ja kdrgus & cm. Tiivi-
piiramiidi ruumala V arvutamiseks ehitame tiivipiiramiidile
peale tdienduspiiramiidi; tdhistame tdienduspiiramiidi kdr-
guse tdhega f.
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Tiivipliramiidi ja tema tdienduspiiramiidi iihendami-
sel saame piiramiidi, millel on pdhja pindala S ja kdrgus
h + t, jarelikult ruumala '

3S(h + o).
Kui sellest ruumalast lahutada tidienduspiiramiidi ruumala,
jidb iile antud tiivipiiramiidi ruumala V. Et tdiendus-
piiramiidi ruumala on
%Qt,

siis saame, et tiivipiiramiidi ruumala

V = 3S(h+t) — 30t
ehk

V = 3Sh+ 3St—30¢
ehk

V = aSh -} 5(S— O)t.

Viimases avaldises esineb peale andmete S, O ja &
tiienduspiiramiidi korgus ¢, mis ei kuulu tiivipiiramiidi
andmete hulka ja tuleb seepirast andmete kaudu avaldada.

Teatavasti § 31 jdrgi

2 t
T (T
millest saame, et
S = Q*+2hnt+ %)
ja edasi
(S— Q)* —20ht — QR = 0.

Selle ruutvorrandi lahendamisel saame, et

__ 20h+V40R +4(S—0) OF

A 2(S—0)
ehk
N 20h 1+ \/4SOR?
St 2(S—0)
ehk B
g h(Q+VS0)
R | e
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Et § > O, siis on iiks lahendeist positiivne, teine nega-
tiivne. Téienduspiiramiidi kdrgusena on kasutatav ainult
positiivne lahend

mQ + VS0)
o
Selle kirjutamegi tiivipiiramiidi ruumala avaldisse suuruse
t asemele ja saame

¥ %Sh+%(s—o)-ﬂ9{\/$
ehk
V = 3Sh+ 30h-+ 3h\/SO .

Tulemuse vdime sGnastada jargmiselt:

tivipiiramiidi ruumala vdrdub kolme niisuguse piiramiidi ruum-
alade summaga, mis on tiivipiiramiidiga iihekdrgused ja mille pohjade
pindaladeks on iihel tiivipiiramiidi alumise pdhja pindala, teisel iile-
mise pShja pindala ja kolmandal nende geomeetriline keskmine.

Tivipliramiidi ruumala valemile vdime anda ka lii-
hema, arvutusteks sobivama kuju

Vo ~;i(s+0+\/§6 ).

Ulesanded.

146. Piiramiid on 15igatud pdhjaga paralleelse tasa-
pinnaga, mille kaugus tipust on } piiramiidi k&rgusest.
Missuguse osa piiramiidi ruumalast moodustab tekkinud
tiivipiiramiidi ruumala?

147. Mitu liitrit mahutab tiivipiiramiidikujuline
anum, millel on ruudukujulised pdhjad, alumise pdhi-
serva pikkus 20 cm, iilemise pdhiserva pikkus 45 cm ja
~ja iga kiilgserva pikkus 32,5 cm?

148. Tiivipiiramiidi ruumala on 245 cm® alumise
pdhja pindala 50 cm® ja k&rgus 7,5 cm. Arvuta iilemise
pohja pindala.
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§ 35. Silindri pindala ja ruumala.

Valmistame paberist silindri kiilgpinna mudeli, 18i-
kame selle iiht moodustajat mooda lahti ja laotame silindri
kiilgpinna tasapinnale (joonis 52). Saadud ristkiilik on
silindri kiilgpinna laotus ja selle pindala vordub
silindri kiilgpindalaga. Et selle ristkiiliku alus vordub si-
lindri pohja iimbermddduga ja kdrgus vordub moodusta-
jaga, siis j

silindri kiilgpindala vordub péhja iimbermd6du ja moodustaja
korrutisega.

Joonis 52.

Tarvitades silindri kiilgpindala, pdhja raadiuse ja
moodustaja tdhistamiseks siimboleid S;, r ja m, saame
kiilgpindala arvutamiseks valemi

S, = 2arm.

Liites kiilgpindalaga pdhjade pindalad, saame si-
lindri pindala
§i=x'8, +2S,
ehk
S = 2arm + 2ar?
ehk
S = 2ar(m+r).
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Silindri ruumala valemi saamiseks kujutleme silindri
k&rval prismat, millel on niisama suur pohja pindala ja
korgus kui silindril. Et prismal on kdik pohjaga paralleel-
sed 15iked pShjaga vérdsed ja ka silindril on pohjaga pa-
ralleelsed 15iked pdhjaga vdrdsed, siis on Cavalieri aksi-
oomi jargi silinder ruumvdrdne prismaga, niipea kui neil
on kdrgused vordsed ja pdhjad pindvdrdsed. Jirelikult
nagu prismal nii ka

silindril on ruumala vrdne pdhja pindala ia korguse korrutisega.

On silindri kdrgus # cm ja pdhja raadius r cm, siis on
pShja. pindala #r* cm?, seega ruumala ar?h cm?; tihistades
viimase md&tarvu tihega V, saame valemi

V = 2ar’h. 1)
Ulesanded.

149. Mitu cm?® plekki kulub liitrise silindrikujulise
kaaneta ndu valmistamiseks, kui ndu kdrgus on 5 cm ja kui
valtsimiseks kuluvat plekki mitte arvestada?

150. Silindri kiilgpindala on vérdne pohjade pindalade
summaga ja pdhja libimdst on 16 cm. Kui kdrge on silinder?

151. Silindri telglSige on ruut kiiljega @ cm. Avalda
silindri pindala ja ruumala a abil.

152. Silindri kiilgpinna laotus on ruut kiiljega a cm.
Avalda silindri pindala ja ruumala @ abil.

153. Uks jooksev meeter iimmarrauda 1dbimddduga
38 mm kaalub 8,903 kg. Leia selle raua erikaal.

154. 10000 m vasktraati labim6dduga 5 mm kaalub
1767 kg. Leia selle traadi erikaal.

155. Mitu m terastraati 1abim66duga 2 mm kaalub
1,25 kg?

156. Silindrikujuline purk, mille sisemine 1abimdot

on 16 cm ja k&rgus on 15 cm, on tididetud meega, mis kaa-
lub 4,5 kg. Leia mee erikaal.
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157. Tabeli andmete pdhjal arvuta puuduvad suurused..

Niide nr. \
m ORI e R Rl

pohja raadius (cm) | 5{ 16| 7312,5 l ‘

pohja pindala (cm?) l 43 | 5280|1490 5.5

k&rgus (cm) 12 | 6,1

kiilgpindala (cm?) 3017 ] | 12880

tiispindala (cm?) 1 967 | 1 4500

ruumala (cm?) ‘ 2450 ’ 1 ‘ 27,5

158. Kuidas muutub silindri ruumala, kui
a) pdhja raadiust suurendada 3 korda?
b) korgust suurendada 5 korda?
c) pdhja raadiust suurendada 4 korda ja kor-
gust suurendada 2 korda?
d) pohja raadiust vihendada 1,5 korda ja kor-
gust suurendada 4,5 korda?

159. Kui suurendada silindri kdrgust 3 korda ja
pShja 14bimd5tu 2 korda, siis ruumala saab 0,96 m® suuru-
seks. Kui suur on esialgne ruumala?

160. Ristkiiliku iiks kiilg on teisest kaks korda pikem.
Kuidas suhtuvad nende silindrite ruumalad (pindalad), mis
tekivad selle ristkiiliku poorlemisel iiks kord pikema ja
teine kord liihema kiilje iimber?

161. Ajalehe teatel torm t&i 1934. a. kevadel
New Yorgi kohale tolmupilve, milles arvati olevat
300 milj. tonni tolmu. Kui paksu kihina oleks katnud see
tolm linna maa-ala, kui New Yorki mdelda ringina, 14bi-
md&dduga 30 km, ja kui tolmu erikaal on 1,5?

162. Silindrikujulisest palgist, mille pikkus oli 5,4 m,
tahuti v&imalikult suur ruudukujulise ristlikega palk.
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Kui suur on d#ratahutud puidu (laastude) ruumala, kui
iimmarguse palgi 14bimdot oli 28 cm?

163. Kui raske on 3 m pikkune raudtoru, mille vili-
mine ldbimd6t on 60 mm ja sisemine 1dbimd5t on 50 mm?

164. Kui raske on 25 cm pikkune alumiiniumtoru,
mille vélimine 14ibim66t on 24 mm ja seina paksus on
3 mm?

165. Mitu 1 vett voolab 45 min. viltel libi toru,
mille 1abimd6t on 4 cm, kui vee voolu kiirus on 6 cm/sek.?

166. Ajalehe teatel katkes 1. III 1929 Helsingi vee-
vdrgi iiks peajuhtmetest, 14bimddduga 61 cm, millest kahe
tunni kestel voolas vilja iile 10 000 m® vett. Katkemis-
koha iimbruses tGusis vesi 0,5 m kdrgusele maapinnast.
Arvuta, kui suur oli vee voolu kiirus katkenud juhtmes
ja kui suure maa-ala tiitis viljavoolanud vesi keskmise
stigavusega 0,5 m?

§ 36. Koonuse pindala.

Kui niiteks paberist valmistatud koonuse kiilgpinna
mudel iiht moodustajat médda lahti 13igata ja tasapinnale
laotada (joonis 53),
siis tekib koonuse
kilgpinna lao-
tus. Koonuse kiilg-
pinna laotus on rin-
gi sektor, mille kaa-
re pikkus vdrdub
koonuse pdhja iim-
berm&dduga ja raa-
dius vérdub koonu-
se  moodustajaga.
Kui koonuse pdhja
Joonis 53. raadius on r cm ja
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moodustaja on m cm, siis kiilgpinna laotamisel saadud
sektori kaare pikkus on 2ar cm ja raadius on m cm. Téhis-
tame koonuse kiilgpindala siimboliga S, . Et sektori pind-
ala vordub kaare pikkuse ja raadiuse poole korrutisega, siis
S = 'a4-2nr-m
ehk
Sy ==

Koonuse kiilgpindala on pool pdhja iimbermdddu ja moodustaja
korrutisest.

Liites koonuse kiilgpindala ja pdhja pindala, saame
koonuse pindala

S = arm + ar’
ehk

S = ar(m -+ ).
Ulesanded.

167. Paberist viljaldigatud sektorist raadiusega
13 cm ja nurgaga 125° valmistati koonuse kiilgpinna
mudel. Leia selle pdhja 14bimdadt.

168. Mitu katusekivi kulub torni koonusekujulise
katuse katmiseks, kui katuse kdrgus on 3,8 m, torni labi-
m&6t on 8,4 m ja iihele ruutmeetrile kulub 15 kivi?

169. Plekist on vaja valmistada lehter, mille koo-
nusekujulise osa kdrgus on 9 cm ja pohja 1dbimddt on
11,2 cm. Kui suur peab olema selleks vGetava sektori
raadius ja kesknurk?

170. Koonuse telgldige ja pohi on pindvordsed.
Arvuta pdhja pindala, kui koonuse k&rgus on 11 cm.

§ 37. Koonuse ruumala.

Koonusel on pohjaga paralleelsed Ioiked teatavasti
ringid, millede raadiused on vdrdelised nende tasapindade
ja tipu vaheliste kaugustega. Et ringide pindalad on v&r-
delised raadiuste ruutudega, siis jareldub, et
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koonuse pdhjal ja pdhjaga paralleelsel 13ikel on pindalad v&r-
delised nende tasapindade ja tipu vaheliste kauguste ruutudega.

Seda asjaolu kasutame koonuse ruumala valemi saa-
miseks. Kujutleme koonuse k&rval piiramiidi, millel on
niisama suur pdhja pindala ja kdrgus kui koonusel. Kui
votame kummalgi kehal pdhjaga paralleelse 15ike pohjast
ithel ja samal kaugusel, siis on mé&lemal 13ikel ka kaugus
tipust iiks ja sama. Seetdttu on aga neil Icigetel ka pind-
alad vordsed, sest kummagi pindala jagatist pdhja pind-
alaga viljendab iiks ja sama arv, nimelt I6iketasapinna ja
tipu vahelise kauguse ruudu jagatis keha kdrguse ruuduga.
Jarelikult on Cavalieri aksioomi jargi koonus ruumvérdne
piiramiidiga, millel on pdhja pindala ja kdrgus niisama;
suur kui koonusel. Seega

koonuse ruumala on iiks kolmandik pdhja pindala ja kérguse
korrutisest.

Tédhistades koonuse k&rgust tdhega h, pdhja raadiust
tdhega r ja ruumala tihega V, saame tulemuse valemi kujul

V = &arch.
Ulesanded.

171. Tabeli andmete pshjal arvuta puuduvad suurused.

P e Niide nr.

S

Koonuse \\\
pohja raadius (cm) | 4 | 9 ' r i ' | 12
7

moodustaja (cm) 1549054051 24

kdrgus (cm) ‘
|
|

pdhja pindala (cm?) 36,3 ’128,7

kiilgpindala (cm?) ’ |321 :1356 307

ruumala (cm?®) ’ '

tiispindala (cm?) ] ’ | ‘ ] 534
I | | j 400
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172. Koonusekujulise kartulikuhja iimbermd6t on
11,9 m ja korgus on 1,6 m. Mitu kvintaali kartuleid on
kuhjas, kui 1 hl kartuleid kaalub 72 kg?

173. Kui palju kaalub koonusekﬁjuline liivahunnik,
mille kdrgus on 1,3 m ja pShja iimbermdot on 15 m, kui
1 m® liiva kaalub 1,8 t?

174. Koonuse kdrgus on 8 cm, nurk telje ja moodus-
taja vahel on 41°20°. Arvuta koonuse pindala ja ruumala.

175. Koonuse ruumala on 250 cm?® ja pdhja raadius
on 6 cm. Kui suur on moodustaja ja pdhja vaheline
nurk?

176. Kuidas muutub koonuse ruumala, kui
a) pohja 1dbimo6otu suurendada 5 korda?
b) kdrgust vihendada 2,5 korda?

¢) pdhja 14bimddtu vihendada 4 korda ja kor-
gust suurendada 8 korda?

177. Koonuse telgldige on vordkiilgne kolmnurk
iimbermddduga 42 cm. Arvuta koonuse ruumala.

178. Koonuse telgldike pindala on P cm® ja pdhja
iimbermddt on ii cm. Avalda koonuse ruumala.

179. Ruut, mille diagonaal on d cm, pdorleb iimber
diagonaali. Arvuta selle pddrdkeha pindala ja ruumala.

180. Vordhaarne tdisnurkne kolmnurk, mille kaatet
on @ cm, poorleb iimber sirge, mis ldbib hiipotenuusi iiht
otspunkti ja on paralleelne iithe kaatetiga. Arvuta selle
po6rdkeha pindala ja ruumala.

181. Vodrdhaarne tiisnurkne kolmnurk, mille pind-
ala on 50 cm?®, pdorleb iimber hiipotenuusi. Arvuta selle
poordkeha pindala ja ruumala.
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§ 38. Tiivikoonuse pindala.

Téhistame tiivikoonuse pdhjade raadiusi tdhtedega
. Iy ja r, ning moodustajat tihega m; vastava tiienduskoo-
nuse moodustaja olgu x (joonis 54). Tiivikoonuse kiilg-
pindala saab vaadelda kahe koonuse kiilgpindalade va-
hena, milledest esimese raadius on r; ja moodustaja on
m + x ning teise raadius on r,
ja moodustaja on x. Seega vil-
i jendub tiivikoonuse kiilgpindala
\ jargmiselt:

: S, = ar,(m + x) — ar,x

20

Sy = arym+ ar,x — ar,x

S, = arym + ax(ry —r,).

Joonis 54. Et tdienduskoonuse moodustaja

x ei kuulu tiivikoonuse andmete

hulka, siis tuleb ta andmete kaudu avaldada. Sarnastest
kolmnurkadest BDO ja ACO leiame, et

A
x+m .’

millest

bt I o
seega

Xry — Xr, = r,m
ja

X(ry—ry) = rym.

Asendades varem leitud S, avaldises x(ry —r,) sel-
lega vordse suurusega r,m, saame

S, = arym + ar,m
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ehk
Sy = am(ry +ry).
Saadud valemi sOnastamiseks paneme tdhele, et
am(ry +-ry) = 2n-%ﬁ-m
ja et tiivikoonuse kesklgige, s. o. pohjaga paralleelne 15ige,

ryt+r,
ik

mis poolitab kdrguse, on ring raadiusega Seega

voib Gelda, et
tiivikoonuse kiilgpindala vordub keskldike iimbermdddu ja moo-
dustaja korrutisega.
Liites kiilgpindalaga pohjade pindalad, saadakse tiivi-
koonuse pindala
8 =l 1) 4 At A oary’.

Ulesanded.

182. Tiisnurkne trapets alustega 35 cm ja 25 cm ning
korgusega 16 cm poorleb iimber kiilje, mis on alustega
risti. Kui suur pindala on tekkival podrdkehal?

183. Tiivikoonuse keskldike raadius on 5 cm, kor-
gus on 6 cm ja nurk moodustaja ja pdhja vahel on 54°
Arvuta tiivikoonuse pindala.

§ 39. Tiivikoonuse ruumala.

Tiivikoonuse ruumala saab arvutada kahe koonuse
ruumalade vahena. Kui tiivikoonuse pdhjade raadiused
on r, ja r,, kdrgus on h ja tdienduskoonuse kdrgus on y
(joonis 54), siis tiivikoonuse ruumala

V = &ar,*(h + y) — 3ar,’y
ehk

V = 3ar.*h + 3ar,’y — 3ar,’y
ehk

V = 3ar*h + 3ny(r,® —r,’).
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Sarnastest kolmnurkadest BDO ja ACO saame, et
Y ey
e Pt
millest yr, = yr, 4 hr,, seega Ve vric e Ll e

4 hr,
TR S

Tiivikoonuse ruumala V avaldises saame viimase liikme
jarelikult kujul

hr,

2 e
7 r—l_—rz'(fz mlg)
ehk
A C R A
, ry—r,
ehk
Snhry(r, + ry).

Seega tiivikoonuse ruumala

V = Bar’h + dahr,(ry + r,)
ehk

V = dar’h + dar,*h + &ar,roh.

Tulemus on sdnastatav jirgmiselt:

tiivikoonuse ruumala vérdub kolme niisuguse koonuse ruumalade
summaga, mis on tiivikoonusega iihekGrgused ja mille pShja raadiu-
seks on iihel tiivikoonuse iihe pdhja raadius, teisel — tiivikoonuse

teise pohja raadius ja kolmandal — nende raadiuste geomeetriline
keskmine.

Arvutusteks on kohane kasutada tiivikoonuse ruumala
valemit kujul

V = &ah(ry® + ryry + 1,9).
Ulesanded.

184. Tabeli andmete pohjal arvuta puuduvad suu-
rused.
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W 1 2 3 4
Tiivikoonuse
iihe pdhja raadius (cm) 8 10 7 15
teise pdhja raadius (cm) 5 4 3 10
korgus (cm) 6
moodustaja (cm) 9
pindala (cm?) ’ 2433
ruumala (cm®) I 316 ’

185. Koonus on ldigatud pdhjaga paralleelse tasapin-
naga, mis poolitab kdrguse. Missuguse osa koonuse ruum-
alast moodustab tekkinud tiivikoonuse ruumala?

186. Leia palgi ruumala, kui palgi pikkus on 4,5 m ja
otste 1ibimdddud on 26 cm ja 14 cm.

187. Mitu | mahutab tiivikoonuse-kujuline pang, mille
siigavus on 30 cm, pealtlaius 28 cm ja pdhjalaius 18 cm?

188. Tiivikoonuse iihe pdhja raadius on vérdne moo-
dustajaga m ja teise pdhja raadius on pool moodustajast.
Avalda tiivikoonuse pindala ja ruumala.

189. Tiivikoonuse telgldige on vordhaarne trapets
alustega 18 cm ja 14 cm; telgldike pindala on 208 cm®.
Leia tiivikoonuse ruumala.

§ 40. Kera pindala.

Loikame kera kahe paralleelse tasapinnaga. Nende
tasapindade vahelist kera osa nimetatakse kera kihiks,
tema sfiirilist kiilgpinda — kera vodks ja tasapindade
kaugust teineteisest — kihi kdrguseks ja tiihtlasi voo kor-
guseks. Ehitame samade tasapindade vahele tiivikoonuse
kiilgpinna, mis {imbritseb kera kihti ja puudutab teda
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modda ringjoont, mille tasapind poolitab kihi kdrguse.
Niitame, et selle tiivikoonuse kiilgpindala vérdub kera
v00 pindalaga.

Tédhistame kera raadiuse tidhega r, kihi koérguse tihega
I, tiivikoonuse moodustaja tidhega m ja puuteringjoone
raadiuse, mis on iihtlasi tiivikoonuse kesklsike raadius,
tdhega %k (joonis 55). Tiivikoonuse kiilgpindala on siis
teatavasti 2zkm. Teda saab aga ka avaldada kera raadiuse
r ja kihi kdrguse & abil. Selleks kasutame telgloike tasa-

A s B
Q k__ |h \m
r P
4 3
| oL
(0]
Joonis 55.

pinnal tdisnurkseid kolmnurki ABC ja OPQ, mis on teine-
teisega sarnased, sest nurgad ABC ja OPQ on vdrdsed kui
vastavalt ristuvate haaradega teravnurgad. Ulalnimeta-
tud kolmnurkade sarnasuse tdttu

LB 1

Y 1
millest

me == rh.

Jarelikult tiivikoonuse kiilgpindala 2akm viljendub ka
avaldisena

2arh.
Kujutleme niiiid, et kera kiht tiikeldatakse mitmeks
uueks kihiks, millede kdrguste h,, f., .. . h, summa on esi-

algse kihi korgus h, ja iga kihi iimber ehitatakse vastav
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tiivikoonuse kiilgpind, mis puutub kihti oma keskldike
ringjoont modda. Nende tiivikoonuste kiilgpindalade
summa peaks olema esialgse v6o pindala ldhisviirtuseks,
ja nimelt seda tdpsemaks ldhisvddrtuseks, mida vidiksem on
iga iiksiku tiivikoonuse korgus. Arvutades nende tiivi-
koonuste kiilgpindalade summa, saame

athy -+ 2orhy -t oW Qe
ehk

gartlnicr By sl o i)
seega lihtsalt

2nrh.
Jarelikult see vddrtus ongi vo6 pindala tdpne vddrtus:
kera v86 pindala vdrdub kera suurringi iimbermdddu ja vo6 kor-

guse korrutisega.
Et tulemus on Gige ka siis, kui iiks kihti piiravaist tasapin-
dadest nihutatakse kuni keraga puutumiseni, mis juhul
kera vo6 asemel saadakse kerapinna segment, siis vOoime

oelda, et
kerapinna segmenti pindala vordub kera suurringi iimbermdddu
ja segmenti kdrguse korrutisega.

Kui mdlemad kihti piiravad tasapinnad nihutatakse iiks
iihele ja teine teisele poole, kuni keraga puutumiseni, siis
kihi kdrguseks tuleb kera 1ibimddt 2r ja v6o pindala aval-
dis annab sel juhul kera pindala S; jdrelikult
S ==t 2mri2r
ehk
: S 4o
. Et kera suurringi pindala on zir?®, siis
kera"pindala on neljakordne suurringi pindala.

Ulesanded.

190. Maakera pindalast on 29,4% maismafld. Mitu
ruutkilomeetrit on maismaad, kui Maa raadius on
6371 km?
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191. Poolkera piiravate pindade pindala on 600 cm?®.
Kui pikk on kera raadius?

192. Kera on lc")igatud osadeks kolme iiksteisega ris-
tuva ja kera keskpunkti ldbiva tasapinnaga. Kui suur on
kera iga niisuguse osa pindala, kui kera raadius on r?

193. Kui suur osa Maakera pindalast kuulub troo-
pikavootmesse, mis ulatub geograafilise laiuseni 23°28’
kummalegi poole ekvaatorit?

194. Arvuta Maakera parasvodtmete ja polaarvoot-
mete pindalad, teades, et parasvodde asetseb geograafilis-
tel laiustel 23°28° kuni 66°32’.

195. Avalda kera raadius r segmenti #irjoone raa-
diuse ¢ ja korguse i kaudu ning niita, et segmenti pindala
on n(q® + ).

§ 41. Kera ruumala.

Kera ruumala valemi tuletamiseks tdestame Cavalieri
aksioomi abil jirgmise teoreemi:

poolkera ruumala vordub niisuguse silindri ja koonuse ruum-
alade vahega, milledel pdhjade raadiused ja kdrgused vorduvad kera

raadiusega.

Asetsegu iihel ja samal tasapinnal poolkera raadiu-
sega r ning silinder pdhja raadiusega r ja kdrgusega r (joo-
nis 56). Kui sellest silindrist 16igata vilja koonus, mille

Joonis 56.
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pohja raadius DB = r ja k&rgus DC = r, siis silind-
rist jadb jirele poordkeha, mis tekib kolmnurga ABC pdor-
lemisel sirge s iimber. Sel pdordkehal ja poolkeral on
vordsed pohjade pindalad ja vordsed korgused; tdestame,
et nende 16ikamisel pdhjaga paralleelse tasapinnaga teki-
vad vdrdsete pindaladega 16iked. Kui seda saab tdestada,
siis on Cavalieri aksioomi jirgi need kehad ruumvdrdsed.

Kui poolkera 1digata pdhjaga paralleelse tasapinnaga,
mille kaugus pdhja tasapinnast on k, siis tekib ringikuju-
line 16ige raadiusega PQ. Selle 16ike pindala

8, = a-PQ* = #(00* — OP?) = a(r® — o

Teise keha 16ikamisel sama tasapinnaga tekib ronga-
kujuline 13ige, mille sisemine raadius KL = KC =k ja
vilimine raadius KM = r. Selle 15ike pindala

S; = a-KM* —a KL = n-r*—a-k* = a@® — k).

Seega S, = S,, millest jdreldub, et need kehad on
ruumvordsed. Et teise keha ruumalaks on nimelt silindri
ja koonuse ruumalade vahe ning nii sel silindril kui ka
koonusel on kdrgus ja pohja raadius vordne kera raadiu-
sega, siis ongi teoreem tdestatud.

Avaldame niiiid poolkera ruumala silindri ja koonuse

ruumalade kaudu. Silindri ruumala on

2 3

ar®-r ehk ar

ja koonuse ruumala on
ar’-r ehk 3or®;

poolkera ruumala vdrdub nende vahega

ar® — ar’
ja on jarelikult
2 ar’,
Kera ruumala V on kahekordne poolkera ruumala, seega
V = 4ar’.
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Et kera pindala S on teatavasti 4ar?, siis
Vit e

Selle tulemuse sénastame jirgmiselt:

kera ruumala vérdub iihe kolmandikuga kera pindala ja raadiuse
korrutisest.

Ulesanded.

196. Tabeli andmete pohjal arvuta puuduvad suurused.

Niide nr.

1 2 3 4 5
Kera \\ ‘

1ibim&5t (cm) 18 [

imbermoot (cm) ’ 42,1 ‘ } l

suurringi pindala (cm?) ‘ ' 6305

pindala (cm?) ' 7088

ruumala (cm?®) ] ’ ‘ 12770

197. Olgu kahe kera raadiuste jagatis k. Toesta, et
nende kerade pindalade jagatis on %? ja ruumalade jagatis
on k°.

198. Kuu raadius on 1740 km. Arvuta Kuu ruumala.

199. Marsi raadius on 0,54 Maa raadiusest. Missu-

gune osa Maa pindalast (ruumalast) on Marsi pindala
(ruumala)?

200. Piikese raadius on 109 korda suurem Maa raa-

diusest. Mitu korda on Piikese ruumala suurem Maa
ruumalast?

201. Kui pikk on tinast kera raadius, kui kera kaalub
1 kg?

202. Mitu korda suureneb kera ruumala, kui kera
pindala suureneb 2,25 korda?
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. 203. Kera pindala ruutsentimeetrites ja ruumala
kuupsentimeetrites védljenduvad iihe ja sama arvuga. Leia
kera raadius.

204. Raudkera iimbermddduga 50,2 cm on paiguta-
tud vette. Mitu kg kaotab seejuures kera oma kaalust?

205. Mitu tinakuuli raadiusega 1 cm saab valada
1 kg tinast?

206. Silindri sisse, mille p6hja 14bim&dt ja kdrgus on
vordsed, on iiks kord joonestatud vdimalikult suur kera ja
teine kord véimalikult suur koonus. Leia nimetatud kolme
keha ruumalade suhted.

207. Silindrikujuline metallitiikk, mille pdhja ldbi-
mdot ja kdrgus on vordsed, valatakse keraks. Mitu korda
suureneb voi viheneb ta pindala?

208. Elavhobedas wujub metallkera ldbimdoduga
4,6 cm, olles parajasti pooleni vedelikus. Kui palju kaa-
lub see kera?

§ 42. Kera segmenti ruumala.

Tasapinnaga 1dikamisel tiikeldub kera kaheks osaks,
mida nimetatakse kera segmentiteks. Kera libi-
madt, mis on risti 16ikava tasapinnaga, jaguneb kaheks 16i-
guks, mida nimetatakse vastavate segmentite korgusteks.
Segment, mille kdrgus vordub kera raadiusega, on pool-
kera.

Tuletame segmenti ruumala esmalt juhul, kui seg-
menti korgus & ei ole suurem kera raadiusest r. Selleks
vaatleme poolkeraga ruumvdrdseks osutunud poordkeha,
mis on tekkinud silindrist koonuse viljaldikamisel, kui
silindril ja koonusel on k&rgus ja pdhja raadius vdrdne
kera raadiusega r. Ldigates seda pddrdkeha tasapinnaga,
mis on paralleelne pShjaga ning jaotab kdorguse r I8iku-
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deks k ja h, saame temast niisuguse osa (joonisel 56 pa-
rempoolse keha iilemise osa), mis on Cavalieri aksioomi
jirgi ruumvordne kera segmentiga, sest sel kehal 1) pdhi
on pindvordne segmenti pdhjaga (mdlemad on joonisel 56
viirutatud), 2) korgus on vdrdne segmenti kdrgusega ja
3) iga loige, mille tasapind on pdhjaga paralleelne, on
pindvSrdne segmenti 15ikega, mille tasapind on ka pdhjaga
paralleelne, ja pShjast samal kaugusel. Jirelikult kera seg-
menti ruumala V v&rdub silindri ja tiivikoonuse ruumalade
vahega, kui silindril ja tiivikoonusel kdrguseks on seg-
menti korgus £, silindri pdhja raadiuseks on kera raadius r
ja tiivikoonuse iithe pShja raadius on samuti r, teise pohja
raadius aga r—h (sest joonisel 56 KL — k = r — h).
Seega

V = ar’h—&ah[r* + r(r — h) + (r — h)?].
Nurgelistes sulgudes olev avaldis lihtsustub jirgmiselt:
rP4+re—h+C—h)?= r+r—rh+r—2h+h =
= 3r*—3rh 4 B
seetottu

V = ar*h — 3ah(3r* — 3rh + K%
ehk

V = ar*h— ahr® 4+ ah*r — snh.
Pdrast koondamist saame, et
V = ah’r — &=h®.

Kui antud segmenti kdrgus 4 on suurem kui kera raa-
dius r, siis voime segmenti ruumala saada niiiid sel teel,
et kera ruumalast lahutame tdiendussegmenti ruumala.
Tédiendussegmenti kdrgus on 2r — h, ruumala seega

a(2r — h)*r — 3a(2r — h)®
ehk, pirast arendamist ja koondamist,

4 ar® — ah*r + ah?,
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mille lahutamisel kera ruumalast saame antud segmenti
ruumalaks avaldise
dar® — ( 4nr' — ab’r + ¥nh®)
ehk
nh’r — snht.
Sellest ndhtub, et ka juhul, kui segmenti kdrgus on suurem
kera raadiusest, avaldub segmenti ruumala sama valemiga.

Arvutusteks on monikord kohasem kasutada seda
valemit kujul
V. = ah’(r—3h).
Ulesanded.

209. Vees ujuv puukera ulatub 3 14bimdddu kdorgu-
seni lile veepinna. Arvuta puu erikaal.

210. Tahetakse valmistada kerapinna segmenti kuju-
list tiiglit, mille siigavus oleks 6 cm, maht 0,6 liitrit ja seina-
paksus 5 mm. Kui palju kaaluks see tiigel, kui ta valmis-
tatakse ainest, mille erikaal on 2,6?

211. Kui kera segmentiga, mille kdrgus /# on vidiksem
kera raadiusest r, iihendatakse koonus, millel on segmen-
tiga tihine pohi ja mille tipuks on kera keskpunkt, siis saa-
dakse keha, mida nimetatakse kera sektoriks. Niita, et
kera sektori ruumala viljendub andmeis r ja i avaldisena
%m‘zh.

212. Avalda kera raadius r kera segmenti pShja raa-
diuse ¢ ja segmenti kdrguse & kaudu ning niita, et seg-
menti ruumala on 3ng*h + &ah®.

213. Toesta, et kera kihi ruumala V avaldub kihi pSh-
jade raadiuste p ja ¢ ning kihi kdrguse i kaudu jargmiselt:

V = %a(p® + ¢*)h + =k’

Nipunidide: Joonisel 56 esitatud kehade l5ikamisel
kahe tasapinnaga, mis on pdhjaga paralleelsed, ndhtub, et
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kera kihi ruumala avaldub silindri ja tiivikoonuse ruum-
alade vahena. Sel tiivikoonusel, nagu silindrilgi, on k&rgu-
seks kihi kdrgus % ja silindri pShja raadius vdrdub kera
raadiusega r. Olgu selle tiivikoonuse pdhjade raadiused
X ja y. Niita, et

i Jo r.z___pz’ ¥ == 7'2—(]2, X—y =—nh
ja jdrelda siit, et

N bl el s

XV =7
o 2

Moned erikaalud.
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