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Asiinkroonsete  algebraliste  efektidega  programmeerimiskeelte
normaliseerimisomadused

Liithikokkuvote:

Lambda-arvutus on arvutusmudel, mis kirjeldab formaalselt programmide siintaksit ja
kditumist. On olemas palju erinevaid lambda-arvutusi, millest igaiiks kirjeldab monda
programmeerimiskeelte aspekti; iiks ndide on )., mis keskendub efekte sisaldavate
asiinkroonsete programmide kirjeldamisele. Selles t60s niditame loogiliste relatsioonide
meetodit kasutades, et kdik iihest protsessist koosnevad lambda-arvutuse A, histi tiitibitud
programmid termineeruvad. Sellist omadust kutsutakse tugevaks normaliseeruvuseks. Esitatud
toestus demonstreerib, et loogiliste relatsioonide meetod sobib hésti ka asiinkroonstee
programmide normaliseerimisomaduste uurimiseks. Saadud tulemus niitab, et termineerumist
saab garanteerida konkreetsete struktureeritud asiinkroonsete programmide jaoks, mis on tihti
kasulik selliste siisteemide jaoks, mille juures usaldusviirsus ja etteennustatavus on kriitilised
omadused, niiteks sardsiisteemid, reaalajakontrollerid, asjade interneti seadmed ja nutilepingud.

Votmesonad: Lambda-arvutus, normaliseeruvus, loogilised relatsioonid, algebralised efektid,

asiinkroonsus

CERCS: P170 Arvutiteadus, arvutusmeetodid, siisteemid, juhtimine (automaatjuhtimisteooria)

Normalisation properties of programming languages with
asynchronous algebraic effects

Abstract:

Lambda calculus is a model of computation that formally describes the syntax and behaviour
of programs. There are many lambda calculi, each describing some aspect of programming
languages; one example being )., which focuses on describing effectful asynchronous programs.
In this thesis we demonstrate how to use the method known as logical relations to show that all
well-typed one-process programs in )\, terminate. Such a property is called strong normalisation.
The proof demonstrates that the method of logical relations is well-suited for reasoning about
normalisation properties of asynchronous programs. The result shows that termination can
be guaranteed for certain well-structured asynchronous programs, which might be useful in
systems where reliability and predictability are critical, for instance embedded systems, real-time

controllers, Internet of things devices and smart contracts.
Keywords: Lambda calculus, normalisation, logical relations, algebraic effects, asynchrony
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Sissejuhatus

Programmeerimiskeelte siintaksi ja kditumise formaalne kirjeldamine ja uurimine aitab viltida
vigu nii programmeerimiskeelte disaini kui ka programmide kirjutamise tasemel ning saada
parema iilevaate keelte ja arvutuste teoreetilise olemuse kohta. Uks programmeerimiskeelte
formaalne mudel, mis iihendab endas nii keele siintaksit kui ka kditumist, on lambda-arvutus
(A-arvutus). Aastate viltel on seda mudelit laiendatud erinevate programmeerimiskeelte
aspektide jaoks. Uks hiljutine \-arvutus on )\, [AP24], mis kirjeldab asiinkroonseid programme.
See koosneb jirjestikusest (ingl sequential) osast, mis kirjeldab iihe protsessi kditumist, ja
paralleelsest osast, mis kirjeldab protsessidevahelist kommunikatsiooni.

To6 eesmérk on tdestada, et A-arvutuse A, jirjestikune osa on tugevalt normaliseeruv: omadus,

mis tdhendab, et koik iihest protsessist koosnevad histi tiilibitud programmid alati termineeruvad.

Uks meetod tugevalt normaliseeruvuse tdestamiseks pohineb loogilistel relatsioonidel [Tai67;
Gir72]. Seda meetodit on laiendatud efekte modelleerivate A-arvutuste jaoks [LLSO5]. Siin t66s

laiendame seda meetodit edasi A-arvutuse A, jaoks.

Programmide termineeruvuse garantii on oluline selliste seadmete juures, mille kiditumine peab
olema etteennustatav ja mis peavad aegsasti 10pliku aja jooksul oma tulemuse tagastama, nditeks
sardsiisteemid, reaalajakontrollerid, asjade interneti seadmed ja nutilepingud. To6s esitatud
tulemus pakub ka teoreetilise viirtuse: see nditab, et loogiliste relatsioonide meetodit saab

kasutada ka asiinkroonsete keelte normaliseeruvustdestuste jaoks.
To60 on iiles ehitatud jargmiselt.

* Peatiikis 1 antakse t60 mdistmiseks vajalikud eelteadmised: on selgitatud A-arvutuse
pohimdisteid lihtsalt tiiiibitud A-arvutuse néitel; on defineeritud A-arvutus FGCBYV (fine-
grain call-by-value, [LPTO03]), millel omakorda pdhineb A-arvutus ), mille definitsioon
samuti selles peatiikis antakse; on defineeritud tugeva normaliseeruvuse moiste ja

kirjeldatud liithidalt loogiliste relatsioonide meetodit selle tdestamiseks.

* Peatiikis 2 tdestatakse, et A\-arvutus FGCBYV on tugevalt normaliseeruv. Siin tasub mirkida,
et see tulemus ei ole uus [KLO13]. Adapteeritud tdestus on esitatud eraldi peatiikis
sel eesmairgil, et detailsemalt tutvustada loogiliste relatsioonide meetodit ja iildiseid
matemaatilisi tdestusvotteid, mis voimaldab peatiikis 3 keskenduda vaid A-arvutuses A,

lisanduvatele uutele asiinkroonsusega seotud konstruktsioonidele.
* Peatiikis 3 tdestatakse, et A\-arvutus A\, on tugevalt normaliseeruv.
* Peatiikis 4 arutletakse to6 voimalike edasiarenduste iile.
Peatiiki 2 vihemtihtsad tdestused on dra toodud t60 lisas A.

Toos esitatud definitsioonid ja tulemused on teaduspraktika raames formaliseeritud
ka interaktiivses teoreemitOestajas AGDA [Agda] olemasoleva M-arvutuse A\, AGDA

formalisatsiooni baasil [Ahm24]. Formaliseeritud kood on avaldatud Zenodos [SA25].
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1. Teoreetiline iilevaade

Lambda-arvutuse tootas 1932. aastal vilja Alonzo Church [Chu32] kui siisteemi matemaatika
formaliseerimise jaoks. Hiljem on A-arvutus rakendust leidnud formaalsete keelte uurimisel
kui arvutusmudel, mis vdoimaldab vaadelda programme induktiivselt defineeritud siimbolite
jadadena, mida kutsutakse termideks, ning formaalselt uurida programmide kditumist neile
termidele semantika andmise teel. Lambda-arvutus voib olla tiitipimata voi tiitibitud. Tiitibitud
A-arvutused koosnevad induktiivselt defineeritud termidest, tiitipidest, tiilipimisreeglitest, mis

seovad omavahel termid ja tiiiibid, ning induktiivselt defineeritud termide semantikast.

Seletame detailsemalt lahti A-arvutuse definitsiooni lihtsalt tiitibitud A-arvutuse niitel.

1.1 Lihtsalt tiiiibitud lambda-arvutus

Lihtsalt tiitibitud A-arvutus on kdige pdohilisem tiiiibitud A-arvutus, millel teised tiiiibitud A-

arvutused pohinevad. Toome vilja selle komponendid.

Tiitibid on kas iiks baastiitipidest, mida tihistame tdhega b, voi funktsioonitiiiip:
X, Y=b| X =Y.

Niiteks, kui Nat ja Bool on baastiiiibid, siis (Bool — Nat) — Nat on tiiiip. Seda tiiiipi termid
vastavad funktsioonidele, mis votavad argumendiks funktsiooni tdevédrtustest naturaalarvudesse

ja tagastavad naturaalarvu. Tiiipe tdhistame tdhtedega X, Y, Z, U.

Term on kas muutuja, A-abstraktsioon voi funktsiooni rakendus argumendile:
VW o=z |fun(z: X)— V|V W

Lubame termides iiheseltmdistetavuse nimel ka sulge. Niiteks fun (f : Bool — Nat) — (f 2)
on term. Kui z on mingi Bool-tiilipi muutuja, siis see term tédhistab funktsiooni, mis votab
argumendina funktsiooni f tdeviirtustest naturaalarvudesse ja tagastab selle vdirtuse, mida
tagastab funktsioon f rakendatutuna argumendile z. Allpool niditame, et vaadeldud term on
tiitipi (Bool — Nat) — Nat, nagu oodatud. Termidest vdib moelda kui programmidest voi

vaartustest:

* fun (z : X )+ V tdhistab funktsiooni, mille X -tiilipi parameetrit tihistab muutuja x ja

mille keha on term V/;
* V IV téhistab funktsiooni V' rakendust argumendile WW.

Paneme tihele, et tavaliselt tdhistatakse erialases kirjanduses A-abstraktsioone tdhistusega Ax :
X.V, millest tuleneb ka nimi A-arvutus, kuid loetavuse ja jargmiste peatiikkidega kokkusobivuse

nimel tdhistame selles toos A-abstraktsioone tihistusega fun (z : X) +— V.

Termis esinev muutuja voib olla kas seotud voi vaba. Muutuja on seotud, kui ta esineb mingi

siduja keha sees. Lihtsalt tiitibitud A-arvutuses on iiks siduja: A-abstraktsioon fun (z : X) — V.



Vastasel juhul on muutuja vaba. Niiteks termis fun (f : Bool — Nat) — (f z) on muutuja f
seotud ja muutuja z vaba. Termi V' vabade muutujate hulga tihis on fo (V).

Mboénedel termidel on olemas tiilip: selliseid terme nimetatakse hésti tiitibitud termideks.
Intuitiivselt vastab héstitiitibitus sellele, et programm on mingis mottes korrektne: niiteks
funktsioonid on rakendatud ainult oma parameetri tiitipi argumentidele. Asjaolu, et term V' on
tiitipi X kontekstis I' tdhistatakse I' = V' : X, kus I' on muutujate ja neile omistatud tiitipide
16pliku pikkusega nimekiri, st I' = x1 : Xy, 29 : Xo, ..., 2, : X,,. Kontekst I' on kdikide termi
vabade muutujate ja nende tiitipide nimekiri voi selle mingi iilemhulk. Termi héstitiilibituse

mdiste on defineeritud tiitipimisreeglite kaudu. Lihtsalt tiitibitud A-arvutuse tiilipimisreeglid on:

xr: XeTl r-v:X—-Y THFW:X z: XEV:Y
'Fz:X FrFVW:Y PFfun(z: X)—=V:X =Y
P, P ... P,

Tiilipimisreegel kujul tdhendab, et eeldustest I, . .., P, jareldub Q.

Q

Niiteks A-abstraktsiooni tiilipimisreegel iitleb, et kui term V' on tiiiipi Y kontekstis I', z : X, st
kontekstis I, mille 16ppu on lisatud veel iiks X -tiiiipi muutuja z, siis A-abstraktsioon fun (z :
X) +— V omab kontekstis I" tiiiipi X — Y. Funktsiooni kehas V' vabana esinev muutuja x
seotakse A-abstraktsiooni poolt.

Eelnevalt vaadeldud term fun (f : Bool — Nat) — (f z) on histi tiitibitud suvalises kontekstis

I, mis sisaldab muutujat 2z : Bool. Seda tunnistab jargmine tiitipimispuu:

f :Bool — Nat € ', f : Bool — Nat z:Bool € ', f : Bool — Nat
I, f : Bool — Nat - f : Bool — Nat I, f : Bool — Nat - z : Bool
I, f: Bool — Nat - f 2 : Nat
I' F fun (f : Bool — Nat) — (f 2) : (Bool — Nat) — Nat

Kuigi termi héstitiilibituse moiste omab maotet ainult mingis kontekstis I, siis sageli on mingi
antud hasti tiitibitud termi V' korral tema kontekst tuletatav ja iseenesestmdistetav (I' voib
olla kdikide termi V' vabade muutujate ja nende tiiiipide loetelu), nii et lihtsuse mottes jitame
konteksti tihti implitsiitseks ja kirjutame I' = V' : X asemel lihtsalt V' : X.

Programmide kiitumine on kirjeldatud neile semantika andmise kaudu. Leidub palju erinevaid
viise, kuidas A-arvutusele semantikat anda. Selles t60s vaatleme viikese sammu operatsioonilist
semantikat: selle raames defineeritakse termidevaheline reduktsioonirelatsioon V'~ W, mis
tdhendab, et iihe reduktsioonisammu raames saame asendada termi kujul V' termiga kujul W. Kui
mingit konkreetset termide redutseerimise strateegiat pole tdpsustatud, siis tdhendab V' ~ W
seda, et saame lihtsalt tiiiibitud A-arvutuses asendada mingi suurema termi mistahes alamtermi
kujul V' alamtermiga W'.

Vaadeldes terme programmidena, tdhendab vidide V' ~» W seda, et programm V' teisendub
tihe reduktsioonisammuga programmiks W. Programmi tditmine koosneb siis selliste

reduktsioonisammude jadast.



Relatsiooni ~~ definitsiooni jaoks on vajalik substitutsiooni mdiste. Kui I';z : X =V : Y on
Y -tiitipi term koos X -tiilipi vaba muutujaga x jaI' = W : X on teine term, siis substitutsioon
V[W/z] on term V, kus kdik muutuja  vabad esinemised on asendatud termiga V. Siis kehtib
tiitipimisrelatsioon I' = V[W/z] : Y. Substitutsiooni formaalse definitsiooni lihtsustamiseks

eeldatakse tihti Barendregti konventsiooni (ingl Barendregt’s variable convention, [Bar84]):
K6ik vabad muutujad on valitud erinevalt kdigist seotud muutujatest.

Sellise eelduse moistlikkus on pdhjendatud asjaoluga, et seotud muutujat saab alati sobivalt

timber nimetada. Niiteks vOib koiki jargnevaid terme pidada samavéiirseteks:

fun (f : Bool — Nat) — (f 2)
fun (z : Bool — Nat) — (z 2)

fun (w : Bool — Nat) — (w z)

Seega voime iga seotud muutuja jaoks valida sellise nime, et see erineks kodikidest vabadest

muutujatest.

Niisiis, substitutsioon defineeritakse induktiivselt jargmiselt:

z[W/x] =W,
yWiz] =y, kuiz #y,
(fun (y: Y) = V)[W/x] =fun (y : Y) — (V[W/x]),
(VVOW/a] = (VIW/x]) (VI [W/x]).

Barendregti konventsioon tuleb siin mingu A-abstraktsiooni substitutsiooni juures: kuna koik
vabad muutujad erinevad seotud muutujatest, siis x # y ja viddrtuses W ei saa muutuja y vabalt

esineda ja seega substitutsiooni kdigus ei saa ta A-abstrakstiooni poolt seotud.
Lihtsalt tiitibitud A-arvutuse korral on relatsioon ~~ antud jargmise reduktsioonireegli abil:
(fun (z : X) = V)W ~» V[IW/x].

Niiteks tilaltoodud termi fun (f : Bool — Nat) +— (f z) rakendus (Bool — Nat)-tiitipi

funktsioonile fun (x : Bool) — n, kus n on mingi Nat-tiitipi muutuja, redutseerub jargmiselt:

(fun (f : Bool — Nat) — (f 2)) (fun (z : Bool) — n)
~ (f z)[(fun (z : Bool) — n)/f]

= (fun (z : Bool) = n) 2

Paneme tihele, et koikide selles t60s esitatud A-arvutuste jaoks kehtivad jargmised viited, mis

on tuntud ja mida me eraldi ei tdesta ning mida kasutame edaspidi viitamiseta:
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(a) Ttuiipide sdilitamine (ingl preservation): kui 'V : X jaV ~» W siis' - W : X.

(b) Reduktsiooni stabiilsus substitutsiooni suhtes: olgu ',z : X FV : Y, x: X V'Y
jalE W X.Kui V ~ V' siis V[W/x] ~ V'[W/x].

1.2 Efektidega lambda-arvutus

Lihtsalt tiitibitud A-arvutus vdimaldab véljendada ainult puhtaid, efektivabu funktsioone, st
selliseid funktsioone, mis soltuvad ainult oma sisendargumentide védartustest. Seetottu erinevad
nad reaalsetest arvutiprogrammidest, mis on kasulikud just sel pohjusel, et nad saavad reageerida
kasutaja kédskudele (nditeks klaviatuuri ja arvutihiire abil) ja viljastada oma t66 tulemusi (nditeks
ekraanile voi faili). Sellist programmidepoolset sisendite ja véljundite kasutamist nimetatakse
arvutuslikeks efektideks (edaspidi lihtsalt efektideks).

Uhe matemaatilises mdttes loomuliku viisi efektide A-arvutuses modelleerimiseks pakkus 1991.
aastal vilja Eugenio Moggi [Mog91]. Neid ideid kasutab ka A-arvutus FGCBV (fine-grain
call-by-value) [LPTO03], mida kirjeldame selles alampeatiikis. Lambda-arvutus FGCBV on
omakorda aluseks A-arvutusele \., mille normaliseerimisomadusi uurime peatiikis 3. Mérgime,
et A-arvutusi FGCBV ja )\, nimetame parema loetavuse nimel edaspidi lihtsalt keelteks FGCBV
ja Ag.

Arvutuslike efektide paremaks modelleerimiseks eristab keel FGCBV kahte termide klassi:
védrtused ja arvutused. Seega on keeles FGCBYV ka kaks tiitipimisrelatsiooni: I' i, V' : X
jal' &k M : X. Esimene neist tihendab seda, et V' on (kontekstis I') X-tiilipi vdidrtus ja
teine tdhendab, et M on (kontekstis ') arvutus, mis tagastab X -tiiiipi védértusi. Selguse mottes

kasutame tdhti M, N, L arvutuste tdhistamiseks ja tidhti V, W viirtuste tdhistamiseks.

Toome vilja keele FGCBYV tiilibid, vdirtused ning arvutused. Tiitibid:
X, Y=0|1]0]| X XY |X+Y|X =Y.
Viirtused ja arvutused:

VW= x| ()| (V,W)|fun (x: X)— M |inly V |inrx W,
M,N = VW |returnV |let x = M in N

| match V with {(z,y) — M}

| match V with {}~

| match V with {inlz — M, inry — N}.

Jargnevalt selgitame uute tiitipide ja termide tdhendust:

* X XY on korrutistiitip. Seda tiitipi vddrtused on X - ja Y -tiiiipi véidrtuste jarjestatud paarid:
kui V' ja W on vastavalt X - ja Y- tillipi vddrtused, siis vadrtus (V, W) on (X x Y')-tiiiipi
paar.



* match V with {(z,y) — M} on arvutus, mis 16hub (X x Y)-tiiiipi paari kaheks tema
koostisosaks, mida tdhistatakse muutujatega x ja y, ja kdivitab jirgmisena arvutuse M,
mis vOib kasutada mdlemat koostisosa 1dbi muutujate x ja y.

* X + Y on summatiiiip. Seda tiilipi védrtus on kas X -tiilipi véértus vo1 Y -tlilipi vadrtus:
inly V' loob (X + Y')-tiitipi termi X -tiitipi termist V' ja inrx W loob (X + Y)-tiitipi termi
Y -tiitipi termist V.

* match V' with {inlz — M,inry — N} on arvutus, mis vaatab, mis tiiiipi véirtus
sisaldub (X + Y')-tiitipi termis V': kui X -tiitipi (vastavalt Y -tiitipi), siis omistatakse see
viidrtus X -tiilipi (vastavalt Y -tlitipi) muutujale x (vastavalt y), ning seejdrel kiivitatakse
arvutus M (vastavalt N).

* 1 on iihiktiiiip. On ainult iiks véirtus tiiiibiga 1: see on iihikvidrtus (). Uhiktiiiibi abil voib
esitada niiteks toeviirtustiiiibi: see on antud iihiktiitipide summana 1 + 1; sellisel juhul

esitatakse toevidrtused true ja false kui true = inl; () ja false = inry () (voi vastupidi).

* 0 on tiihi tiitip. Seda tiilipi véirtusi ei saa kuidagi konstrueerida; tiihjast tiiiibist
voib moelda kui vastuolust. On olemas match-term tiihja tiitibi jaoks: kui V' : 0, siis
match V' with {}z : Z. See term vastab loogikareeglile, et vastuolust jireldub kdik.
Tiihja tiitipi voib kasutada niiteks erindite viskamise viljendamiseks: selleks tuuakse sisse

konstruktsioon throw : £ — 0, kus £ on mingi erindite hulk.

e let x = M in N on arvutus, mis kdivitab esimesena arvutuse M, omistab tagastatud

viirtuse muutujale x ja kéivitab seejirel arvutuse N.
* return V on arvutus, mis tagastab viértuse V' ja ei tee midagi muud.

Juhime tdhelepanu, et A-abstraktsioonid (fun-termid) on viirtused ja funktsioonide rakendused
V' W on arvutused, mis vastab sellele, et funktsiooni hakatakse arvutusena tditma alles parast

tema rakendamist monele argumendile. Keele FGCBYV tiiiipimisreeglid on jargmised:

r Xer Do Xk M:Y
' xz:X 'k ():1 FRfun(z: X)—» M: X —>Y

rkVvV:X T RW:Y rkV:X rEW:Y
'k (V,IV): X xY 'kinly V:X+Y 'KinryW: X +Y
IkV:X—-Y TIKRW:X
Ik VW:Y
'RV :X ''eM: X T,z2:XkKN:Y
['<returnV : X 'kletx=MinN:Y
IRV :XxY Do Xy:YeM:Z 'EV:0
I' ke match V with {(z,y) — M} : Z I' ke match V with {}, : Z



rkv:X+vy T,x: XkM:Z Ty:YRN:Z
I' ke match V with {inlz +— M, inry— N} : Z

Niiteks let-termi tiilipimisreegel iitleb, et kui M on (kontekstis I") X -tiiiipi arvutus ja N on
(kontekstis I, z : X) Y -tiilipi arvutus, siis let z = M in N on (kontekstis ') Y -tiiiipi arvutus.
See on kooskdlas intuitsiooniga: arvutuse let x = M in N tagastatav vddrtus on sama tiilipi, mis

viimasena tdidetava arvutuse N poolt tagastatav vairtus.

Keele FGCBV semantika erineb lihtsalt tiilibitud A-arvutuse semantikast selle poolest, et
reduktsioonireegleid voib rakendada vaid teatud alamtermidele. See modelleerib CBV (call-by-
value) reduktsioonistrateegiat. Reduktsioonireeglid on defineeritud jargmiselt:

(fun (z: X)— M)V ~» M[V/x], (1)

let z = (return V') in M ~~» M[V/z], (2)

match (V, W) with {(z,y) — M} ~ M[V/z, W /y], 3)

match (inly V') with {inlz — M,inry — N} ~» M[V/x], 4)
match (inrx W) with {inl z +— M, inry — N} ~ N[W/y], 5)

let y = (letx =M in N)in L ~
etz =Min(lety=NinL), kuizég fo(l), (a)

M~ N kus
E[M] ~ E[N]
Ex=[]|letz=EinN.

£ on siin evalueerimiskontekst (ingl evaluation context), mis kirjeldab, millistele alamtermidele
voib rakendada reduktsioonireegleid. Niiteks kui kehtib reduktsioon M ~-» N, siis on

evalueerimiskonteksti reegliga voimalik sooritada jirgmised reduktsioonisammud:

letz =M inL~letx=NinlL,
lety=(letz=MinL)inL ~lety=(letx=NinL)in L

Selline reduktsioonireeglite esitus tagab nditeks selle, et vadrtused kunagi ei redutseeru ja et
termis let z = M in N vdib esimesena redutseeruda ainult term M (ja mitte V), sest selle termi
intuitiivse tdhenduse kohaselt kiivitatakse esimesena M, ja alles pdrast seda, kui M tagastab
vidrtuse V, kdivitatakse term N[V//x], kus muutuja x on asendatud termi M poolt tagastatud

védrtusega V.

Mirgime, et kirjeldatud A-arvutus ei sisalda konstruktsioone konkreetsete efektide
modelleerimiseks, vaid on mdeldud kui baas, mille peale voib lisada erinevaid arvutuslikke
efekte ja teisi uusi konstruktsioone. Jargmises peatiikis kirjeldatav keel . on iiks sellistest keele
FGCBYV edasiarendustest.
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1.3 Asiinkroonsete algebraliste efektidega lambda-arvutus

Astlinkroonsete algebraliste efektidega keel A\, [AP21; AP24] on keelel FGCBV pdhinev keel,
mis kombineerib algebralisi efekte [PP02] ja asiinkroonsust. See koosneb jirjestikusest ja
paralleelsest osast. Selles t60s kisitleme ainult jirjestikust osa, mis kirjeldab iihe eraldiseisva

protsessi kditumist.

Keele A\, konstruktsioonid pdhinevad olemasoleval ja laialdaselt kasutataval asiinkroonsete
programmide struktuureerimise viisil, mille nimi on tulevikuvéirtused ja lubadused (ingl
futures and promises). Nende abil voib keeles ). kirjutada néiteks klient-serveri programme ja
modelleerida kaugprotseduurikutseid [AP24:ptk 2.7, ptk 6.3]. Tulevikuvéirtused ja lubadused
on kasutatud kaasaegsetes programmeerimiskeeltes, nagu niiteks keeles SCALA [AP24:ptk 2.5].

Keele )\, disain on inspireeritud algebraliste efektide poolt, mis on iiheks viisiks arvutuslike
efektide teoreetiliseks kirjelduseks, ja millel pShineb niiteks arvutuslike efektide késitlus
programmeerimiskeeles OCAML [AP24:ptk 6.2]. Erinevalt tavalisest, siinkroonsest algebraliste
efektide kisitlusest, modelleerib keel )\, tOrjuvat multitegumtootlust (ingl preemptive
multitasking), mis on lihedasem reaalsetele asiinkroonsetele programmidele: see tihendab,
et programmi tiditmine saab olla katkestatud vilise moju (nditeks teisest protsessist tuleva

katkestuse) tagajirjel, ilma katkestatava protsessi enda kooperatsioonita [AP24:ptk 6.2].

Selgitame koigepealt keele )\, teoreetilist tausta. On antud signaalide ja katkestuste nimede
hulk ¥. Tema elemente tdhistame tavaliselt op, op’, . ... Igale nimele op € X on vastavusse
seotud tema kantava vidrtuse (ingl payload) tiilip A,,. Iga programm on modelleritud
16pliku protsesside hulgana. Iga protsess saab saata signaali op € X mingi argumendiga
V' : Agp. See signaal edastatakse igale teisele protsessile, mis saavad vastava katkestuse.
Katkestustele reageerimiseks vdib iga protsess paigaldada katkestuste tootlejaid, mis vastava
katkestuse saamisel kidivitavad mingi méératud arvutuse M ja arvutuse M poolt to6 1opetamisel
taaskiivitavad katkestatud programmi arvutuse M poolt tagastatud védrtusega. Samuti on keeles
A VOimalik protsesside tditmist blokeerida selleks, et oodata, kuni protsessile edastatakse mingi
teatud katkestus.

Jargnevalt toome vélja keele )\, konstruktsioonid. Meenutame, et A, pShineb keelel FGCBY, st
koik keele FGCBV termid, tiiiibid ja reduktsioonireeglid (vilja arvatud a) sisalduvad keeles \.;
nende asemel kirjutame “...”. Reduktsioonireegel (a) on keelest A\, dra jaetud pohjusel, et see

jareldub teistest reduktsioonireeglitest. Keele A\, védrtused ja arvutused on jargmised:

VW o= ...

| Top(V, M) [ ]op(V,M)
| promise (op z — M) as pin N
| await V until (x) in M.
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Keele ), tiilibid on jaotatud pdhitiilipideks, véadrtuste tiitlipideks ja arvutuste tiiiipideks.
Pohitiitibid kirjeldavad neid véaértusi, mis voivad olla signaalide ja katkestuste argumentideks.
Arvutuste tiiiibid on kujul X ! (0, ¢), kus o ja ¢ on efektiannotatsioonid, mis kirjeldavad seda,
milliseid signaale ja milliste katkestuste tootlejaid saab antud tiiiipi term sisaldada. Selle 16put66
kéigus sai tihele pandud, et efektiannotatsioonid ei mdjuta keele normaliseerimisomadusi ja
seega vaatame selguse mottes selles toos keele iildisemat versiooni, milles efektiannotatsioonid
on arvutuste tiiiipidest vilja jaetud. See tdhendab muuhulgas seda, et véirtuste tiilipe ja arvutuste
tiitipe ei eristata.
Pohitiiiibid on

AB:=b|1|0|AxB| A+ B.
Viirtuste ja arvutuste tiilibid on

XY:=A|XXY|X+Y|X Y |(X)

Vorreldes keelega FGCBYV, lisanduvad jargmised tiitipimisreeglid:
opeX I'RV:iA, T'RM:X opeX I'RV:iA, T'RM:X

'k top(V,M): X 'k op(V,M): X
rkV:(X) DNz: XkM:Y r|kVv:X
I' kg await V until (z) in M : Y 'k (V) :(X)

ope¥ TIzr:ApkM:(X) TIp:(X)RN:Y
[ promise (opz — M) aspin N:Y

Selgitame uute termide ja tiitipide tdhendust:

* Top (V, M) on arvutus, mis saadab signaali op argumendiga V', ja jitkab seejdrel arvutuse
M tditmist.

* Jop(V, M) on arvutus M, millesse on saabunud katkestus op argumendiga V.

* promise (op « — M) as p in N on arvutus, mis tdidab arvutust N kuni saab katkestuse
op, mille jirel kiivitatakse katkestuse tootleja M katkestusega kaasas oleva argumendiga,

omistatakse arvutuse M poolt tagastatud vadrtus muutujale p ja jatkatakse /V tditmist.

* (X) on lubaduse tiitip (ingl promise type), mis téhistab véirtusi, mis on hetkel tundmatud,
aga mis voOivad saada tulevikus kéttesaadavaks. Seda tiiiipi vdirtusi tagastavad katkestuste
tootlejad. Seda tiiiipi vddrtusi saab konstrueerida kujul (V'), kus V' on X -tiitipi véirtus.
Lubadus on tdidetud, kui protsess on katkestatud ja katkestuste tdotleja tagastab viirtuse,
mis seejdrel antakse katkestatud arvutusele. Lubaduse tditmist voib oodata mone lubaduse

tiilipi vdidrtuse peal await-konstruktsiooni kasutades.

* await V until (x) in M tdhistab programmi eksplitsiitset peatamist (ehk blokeerimist)
kuni (X)-tiitipi védrtus V' saab tididetud véirtusega W : X, mille jdrel omistatakse

muutujale x védrtus W ja kiivitatakse arvutus M[W/x].
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Nende termide arvutuslik kditumine on voetud kokku reduktsioonireeglitega [AP24:1k 13], mis

on esitatud tabelis 1. Reduktsioonireeglid on jaotatud jargmistesse rithmadesse:
» Esimesed viis reeglit on samad, mis keele FGCBV operatsioonilises semantikas.

» Jiargmised kolm reeglit (6)-(8) viljendavad signaalide, katkestuste tootlejate ja await-
konstruktsioonide algebralisust: see tdhendab, et need kolm termi propageeruvad let-
termidest vilja.

» Jirgmine reegel (9) {itleb, et signaalid propageeruvad viljapoole mooda katkestuste

tootlejatest.

 Jargmised viis reeglit (10)-(14) kirjeldavad katkestuste sissepoole levimist: katkestused
ei tee midagi return-termiga, propageeruvad signaalide ja await-termide sisse, vastava
katkestuse jaoks katkestuste tootleja kohtamisel kéivitavad selle katkestuste tootleja ja

mingi teise katkestuse jaoks katkestuste tootleja kohtamisel propageeruvad selle sisse.

* Viimane reegel (15) viljendab blokeeritud protsessi jdtkamist lubaduse tditumise
tulemusena.

* Evalueerimiskonteksti reegel iitleb, et reduktsioonid saavad toimuda let-termide,
signaalide, katkestuste ja katkestuste tootlejate sees, kuid mitte await-termi sees, mis

vastab intuitsioonile, et await-termiga blokeeritud protsess on peatunud olekus.

Tasub mirkida, et reduktsioonireeglite (9), (12) ja (13) juures on histi tiiiibitud termide puhul
tingimus p ¢ fv(V) iilearune: kuna hésti tiitibitud viértuse V' tiitip on nendes reeglites pohitiiiip,
siis V' el saa sisaldada lubaduse tiilipi vaba muutujat p. See tingimus on vélja toodud, sest
reduktsioonireeglid on defineeritud kdigi termide hulga peal, mitte ainult histi tiitibitud termide
peal.

Margime ka seda, et reduktsioonireeglite (7), (8) ja (14) juures olevad tingimused, et mingi
muutuja ei ole vaba mingis termis, on samuti iilearused: nad on eeldatud implitsiitselt, sest

kasutame Barendregti konventsiooni.

Toome kahest protsessist koosneva keele \, programmi ndide. Esimene protsess saadab signaali

op argumendiga V' : A, ja ei tee midagi muud:

1op (V, return ().

Teine protsess koosneb suvalisest arvutusest /N, mis peab ootama kuni protsess saab katkestuse

op ja arvutusele N on edastatud katkestuse argument V':
promise (op  — return (z)) as p in (await p until () in N).

Kuna senini oleme defineerinud ainult keele A\, jirjestikuse osa, siis kirjeldame lithidalt ka
tema paralleelset osa. Keele )\, paralleelne osa iihendab eraldiseisvad jirjestikused arvutused
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Tabel 1. Keele A\, reduktsioonireeglid ja evalueerimiskontekst

... FGCBYV reduktsioonireeglid (1)-(5) (ilma reeglita a) . . .
Signaalide, katkestuste tootlejate ja await-konstruktsiooni algebralisus

let z = (Top(V,M))in N ~»1op(V,let x =M in N) (6)

let z = (promise (op y — M) as pin Ny) in Ny ~~
promise (opy +— M) aspin (letx = Nyin Ny), kuip ¢ fo(Ny) (7)

let z = (await V until (y) in M) in N ~~
await V until (y) in (letx = M in N), kuiy & fo(N) (8)

Signaalide ja katkestuste tootlejate omavaheline kommutatiivsus
promise (op 2 +— M) aspin Top’ (V,N) ~
1op’ (V,promise (op x +— M) aspin N), kuip¢& fo(V) (9)

Katkestuste levimine
Lop (V, return W) ~» return W (10)

Jop (V,1op (W, M)) ~ top" (W, ] op(V, M)) (11)

Lop (V,promise (op z+ M) aspin N) ~
let p= M[V/a]inLop(V,N), kuip¢ fo(V) (12)

Lop’ (V, promise (op x + M) as pin N) ~
promise (op z — M) aspinop’ (V,N), kuiop#op'jap¢& fo(V) (13)

Lop (V,await W until (x) in M) ~~
await W until (z) in Lop(V, M), kuiz & fo(V) (14)

Lubaduse tiitmise ootamine

await (V) until (x) in M ~» M[V/x] (15)

Evalueerimiskonteksti reegel

M ~~ N
E[M] ~~ E[N]

, kus

Ex=[]lletz=EinN|1Top(V,E)|Lop(V,E) | promise (op x +— M) aspin &
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paralleelseteks protsessideks paralleelse kompositsiooni operaatori || abil. Seega mdlemast
protsessist koosnev programm on

1op (V, return ()) || promise (op x + return (x)) as p in (await p until (x) in N)

Demonstreerime niiiid keele )\, operatsioonilise semantika abil, et see programm kiitub nagu

eeldatud. Esiteks, esimese protsessi signaal teisendatakse katkestuseks teise programmi jaoks:
~ return () || J op (V, promise (op = — return (x)) as p in (await p until (z) in N))

Esimene protsess enam ei muutu, seega vaatame edasi ainult teise protsessi reduktsioone.
Jargmisena kéivitab saabunud katkestus tootleja koodi (reduktsioonireegel (12)), kus x
asendatakse vaartusega V:
~> let p = (return (x))[V/z] in (await p until (z) in N)
= let p = return (V) in (await p until (z) in N)
Kuna katkestuse tootleja tagastab koheselt vidrtuse, st on kujul return (1), siis on jargmiseks
reduktsioonisammuks (2):
~> (await p until (z) in N)[(V)/p]
= await (V) until (z) in N

Tédidetud lubadus voOimaldab niitid jdtkata seni blokeeritud arvutuse N  tditmist

(reduktsioonireegel (15)), kus muutuja = on asendatud véértusega V':

~ N[V/x].

1.4 Normaliseeruvus

Uks sagedasti soovitav tiiiibitud A-arvutuste omadus on tugev normaliseeruvus.
Definitsioon 1.1. Term M on normaalkujul, kui ei leidu teist sellist termi N nii, et M ~~ N.

Definitsioon 1.2. Term M on tugevalt normaliseeruv, kui ei leidu lopmatut reduktsioonide jada,

mis algab termiga M. Koikide tugevalt normaliseeruvate termide hulka tiihistatakse SN .

Definitsioon 1.3. Lambda-arvutus on tugevalt normaliseeruv, kui koik tema hdsti tiiiibitud

termid on tugevalt normaliseeruvad.

Vahetult definitsioonidest jidreldub, et term A on tugevalt normaliseeruv parajasti siis,
kui iga reduktsioonide jada, mis algab termiga M, jouab lopuks normaalkujul termini.
Intuitiivselt tdhendab tugev normaliseeruvus seda, et igast termist on alati vdimalik jouda
tema normaalkujuni, rakendades igal sammul mingit sobivat reduktsioonireeglit. Vaadeldes
terme programmidena, tdhendab reduktsioonireeglite rakendamine programmi tditmist, seega

tugev normaliseeruvus vastab sellele, et iga programm alati termineerub.

Samuti jdreldub vahetult definitsioonidest jargmine viide:
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Teoreem 1.1. Term M on tugevalt normaliseeruv parajasti siis, kui iga termi N korral, kui

M ~~ N, siis N on tugevalt normaliseeruv.

Kui term on tugevalt normaliseeruv, siis kdikide reduktsioonijadade hulgas, mis algavad selle

termiga, leidub pikim.

Definitsioon 1.4. Olgu M € SN. Siis max (M) on pikima termist M algava reduktsioonijada
pikkus.

On teada, et kehtib jirgmine viide.
Teoreem 1.2. Lihtsalt tiiiibitud \-arvutus on tugevalt normaliseeruv.

Kirjeldame liithidalt iihte meetodit selle viite tdestamiseks, mis pdhineb loogiliste relatsioonide
moistel ja mille nimi on Tait-Girardi meetod [How91:ptk 6]. Loogiliste relatsioonide meetodi
tootas 1967. aastal vilja William Walker Tait [Tai67] ja seda tdiendas 1972. aastal Jean-Yves
Girard [Gir72]. Toestus koosneb jargmistest sammudest:

1. Iga tiiiibi X jaoks defineeritakse induktiivselt teatud X -tiilipi termide hulk Redx:
(a) Baastiitibi b korral: V' € Redy, kui V' on tugevalt normaliseeruv.

(b) Funktsioonitiitibi X — Y korral: V' € Redx_.y, kui iga W € Redx korral
VW € Redy.

Hulga Red x elemente nimetatakse redutseeritavateks termideks. Kuigi see mdiste kdlab

sarnaselt moistele reduktsioon, tuleb neid kahte mdistet jirgnevas eristada.
2. Induktsiooniga tiitibi X struktuuri jirgi tdestatakse, et kui V € Redy, siis V € SN.

3. Induktsiooniga termi struktuuri jdrgi tdestatakse jargmine vidide, mida nimetatakse

loogiliste relatsioonide fundamentaalteoreemiks:

Olgu V' : X term, mille koik vabad muutujad on z; : Xy, ..., 7, : X,. Olgu
W, € Redy,, ..., W, € Redy,, siis VW, /z1,..., W, /z,] € Redy.

Vottes sammu 3 viites W, = x4, ..., W,, = x,, (loomulikult tuleb enne niidata, et muutujad
on redutseeritavad) ja rakendades sammu 2 saame, et iga histi tiilibitud term on tugevalt

normaliseeruv, mis tdhendab, et lihtsalt tiitibitud A-arvutus on tugevalt normaliseeruv.

Mirgime, et teoreemi 1.2 ei saa tOestada lihtsa induktsiooniga termi struktuuri jirgi: raske
juht on funktsiooni rakendus V' W. Raskus seisneb selles, et kui V' = fun (z : X) — V7, siis
kehtib reduktsioon V' W ~» V'[W/z], mille kidigus vdib term W saada suvaliselt palju kordi
kopeeritud, mille tottu ei saa me jédreldada termi V/[WW/z| tugevalt normaliseeruvust termide V'

ja W tugevalt normaliseeruvusest.

Loogiliste relatsioonide meetodit on laiendatud 2005. aastal Sam Lindley ja Ian Starki poolt
ka efektidega A-arvutustele [LS05]. Selles 10putdos vaatame esmalt, kuidas seda laiendust

rakendada keelele FGCBY, ning seejdrel arendame seda edasi keele )\, jaoks.
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2. Keele FGCBY tugevalt normaliseeruvus

Selles peatiikis on vélja toodud keele FGCBV tugeva normaliseeruvuse toestus, kasutades
Lindley ja Starki artiklis [LS05] esitatud meetodi adaptatsiooni. Nagu mainitud sissejuhatuses,
siis see tulemus ei ole uus: nditeks sisalduvad kdik keele FGCBYV termid ja reduktsioonireeglid

keeles A.¢r, mis defineeriti ja mille jaoks tdestati tugev normaliseeruvus Kammari jt poolt 2013.
aastal [KLO13].

2.1 Redutseeritavuse definitsioon

Et laiendada eelmises peatiikis kirjeldatud tdestusmeetodit keelele FGCBY, tuleb defineerida
redutseeritavus ka arvutuste jaoks. Uks viis selle tegemiseks on T T-lifting [LS05]. See meetod
poOhineb jatkudel, millest voib mdelda kui let-termidest koosnevatest programmi iimbritsevatest

kontekstidest, nagu niiteks
let x = (lety = (=) in M) in L,

kus (—) on “auk”, millesse v3ib asendada sobivat tiilipi arvutusi. Jargnevalt defineerime jitkud ja
nendega seotud mdisted formaalselt, adapteerides Lindley ja Starki artikli definitsiooni [LS05:1k
6] keele FGCBYV jaoks ja poorates rohkem tihelepanu jitkude tiitipimisele.

Term-abstraktsioon (x)N on arvutus N koos eristatud (termis V) vaba muutujaga x. Term-
abstraktsioonide tiilipi méérab tiiiipimisrelatsioon I' - ()N : X —o Y, mis on samaviirne
viitega ',z : X It N : Y. Analoogiliselt defineeritakse ka term-abstraktsioone kahe eristatud
(termis V) vaba muutujaga: I' F (z,y)N : [X, Y] —o Z, mis on samavéirne viitega I', x : X,y :
YRN:Z

Jiatk K on Ioplik term-abstraktsioonide jada:
K :=1Id| Ko (xz)N.
Jitku K pikkus | K| on selles jitkus esinevate term-abstraktsioonide arv:
|Id| =0 |K o (z)N| = |K|+ 1.

Jatku tiitibi méédravad jargmised tiitipimisreeglid:

FF@N:X—-Y THFEK:Y —Z
TFId: X — X TFKo(x)N:X —Z

JatkuI' = K : X —o Y rakendus termile I' /. M : X on term, mis on saadud termi M asetamisel
auku (—). Saadavat termi tihistatakse K @ )M ja ta on defineeritud induktiivselt kui

1da M = M,
(Ko(z)N)@QM =K Q@ (letz =M in N).

Margime, et jidtku rakendamine termile omab mdtet ainult siis, kui jitku ja termi

tiltipimiskontekstid I on samad.
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Jitkude jaoks saab defineerida ka reduktsioonirelatsiooni: kui K, K’ on jitkud nii,et ' - K :
X —oYjalk K': X —oY,siis

K~ K &igal'lg M : X korral K @ M ~ K'@Q M.

Kuna viirtused ja arvutused on keeles FGCBV selgelt eristatud, siis tdhistame X-tiilipi
redutseeritavate vairtuste hulka VRed x ja X-tiilipi redutseeritavate arvutuste hulka CRed x.
Lisaks sellele defineerime redutseeritavuse ka jitkudel: (X —o Y')-tiiiipi redutseeritavate jitkude
hulka tdhistame KRed x. Arvutuste ja jitkude redutseeritavuse defineerime jargmiselt:

M € CRedy < iga K € KRedx korral K @ M € SN,
K € KRedy < igaV € VRedy korral K @ (return V') € SN.

Intuitiivselt tdhendab hulk KRed x programmi iimbritsevaid kontekste, mis on mdnes mottes
tugevalt normaliseeruvad. Selle kohaselt on programm M : X redutseeritav, kui ta on tugevalt

normaliseeruv suvalises timbritsevas tugevalt normaliseeruvas kontekstis.

Jiargnevalt kirjeldame Lindley ja Starki tdestuse pohjal [LS05] summatiiiipi viirtuste
redutseeritavust. Selleks kasutatakse summajitke S, mis on jitkud, mille 16ppu on lisatud
match-term:

S =Ko ((z)M,(y)N).

Summajitku tiitibi tdhistame [X +Y] —o Z. Nurksulud on lisatud selleks, et eristada summajétku
tiitipi ja tavalise jétku tiitipi X +Y —o Z, mille auk on tiitipi X 4 Y. Summajitku tiitipimisreegel
on defineeritud kui

PFEK:Z U TF@M:X <2 Tk@yN:Y -2
'EKo((x)M,(y)N)y : [ X+Y]—-U

ja summajitku rakendus viirtusele V' : X + Y on defineeritud kui
(Ko((x)M,(y)N)y)QV = K @ (match V with {inlz — M, inry — N}).

Rohutame, et summajétke rakendatakse védrtustele, mitte arvutustele, nagu tavaliste jitkude

juures. Intuitiivselt tdhistavad summajéitkud programme timbritsevaid kontekste kujul
let z = (let y = (match (=) with {inlz — M, inry — N})in M) in L,

mille rakendus véirtusele V' on selle védrtuse asetamine auku (—). Redutseeritavate ([ X +Y] —
Z)-tiiiipi summajitkude hulka tdhistame SRedx y. Summatiiiipi véirtuste redutseeritavus

defineeritakse summajétkude abil:

V € VRedx,y < igaS € SRedyy korral SQV € SN,

igaV € VRedy korral S @ (inly V) € SN, ja
SeSRedyy «{° X (inly V) !

iga W € VRedy korral S @ (inry W) € SN
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Analoogiliselt summatiiiipi véddrtustega, defineerime redutseeritavuse ka korrutistiitipi védrtuste
jaoks 1dbi korrutisjiatku P moiste:

P:=Ko((z,y)N)x

PFK:Z—oU TF(zyN:[X,Y] -2
' Ko((x,y)N)x : [X xY] —U

(Ko ((z,y)N)x)@QV = K @ (match V with {(z,y) — N}).

Redutseeritavate ([X x Y] —o Z)-tiilipi korrutisjdtkude hulka tihistame PRed x y . Korrutistiitipi

vairtuste redutseeritavus on siis defineeritud kui

V € VRedxyy < iga P € PRedxy korral PQV € SN,
P e€PRedxy < igaV € VRedx jaW € VRedy korral P @ (V, W) € SN.

Kuna keeles FGCBV viirtused ei redutseeru, siis on need triviaalselt tugevalt normaliseeruvad,

mille tottu voime votta kdik baastiiiipi vdirtused redutseeritavateks.

Lopuks, funktsioonitiilipi vidrtuse redutseeritavuse definitsioon jdidb pohimotteliselt samaks
nagu lihtsalt tiitibitud A-arvutuse juures, arvestades niiiid ainult sellega, et funktsiooni rakendus
on arvutus:

V € VRedx_y < igaWW € VRedy korral V' W € CRedy.

Redutseeritavuse definitsioon keelele FGCBV on kokku voetud jargmiselt:

V € VRed, kehtib alati,
V € VRed, kehtib alati,
V € VRed, kehtib alati,

V € VRedxyy < iga P € PRedxy korral PQV € SN,
V € VRedx, .y < igaS € SRedyy korral SQV € SN,
V € VRedx_ .y < igaWW € VRedy korral V W € CRedy,

M € CRedxy < igaK € KRedy korral K @ M € SN,
K € KRedy < igaV € VRedy korral K @ (return V') € SN,
P cPRedyy < igaV € VRedyjaW € VRedy korral P@ (V, W) € SN,

igaV € VRedyx korral S @ (inly V) € SN, ja

S e SRedX,y =
iga W € VRedy korral S @ (inry W) € SN

2.2 Redutseeritavusest jareldub tugev normaliseeruvus

Tait-Girardi meetodi kohaselt peame jargmise sammuna nditama, et kdik redutseeritavad termid
on tugevalt normaliseeruvad. Viirtuste korral on see viide ilmne, sest véirtused keeles FGCBV

ei redutseeru. Arvutuste korral néitab seda véidet jargmine teoreem.
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Teoreem 2.1. Iga M € CRedy korral M € SN.

Toestus. Olgu M € CRedy. Paneme tihele, et iga V' € VRedx korral Id @ (return V') =
returnV € SN. Seega Id € KRedy. Kuna M € CRedy ja Id € KRedy, siis M =
1d@ M € SN. 0

2.3 Iga hasti tiiiibitud term on redutseeritav

Ulejiinud tdestus on piihendatud sellele, et niidata, et iga histi tiiiibitud term on redutseeritav.
Selleks tdestame, et redutseeritavatest termidest konstrueeritud termid on redutseeritavad. Esmalt
kisitleme koiki vidrtuste kujusid, ja seejdrel arvutuste kujusid. Paljudes lemmades tuleb kasuks
jargmine tulemus, mis iitleb, et jdtku redutseerimine vidhendab selle pikkust. Seda tulemust

kasutatakse peaaegu igas lemmas, nii et kasutame seda edaspidi viitamiseta.
Lemma 2.2. Olgu K, K' : X —o Y jitkud nii, et K ~~ K'. Siis |K'| < |K]|.

Toestus. Ainus voimalik reduktsioon on (a), mille tulemusena kaks jirjestikust term-

abstraktsiooni sulavad uhte:

K=1Ido---o(x)Mo(y)No---,
K' =Ido---o(y)(letx=NinM)o---,

niiet |K'| = |K| — 1. O

Viirtuste kujud on muutuja, A-abstrakstioon, paar, injektsioonid ja ithikvéértus. Nendest viimase
kolme redutseeritavus jareldub vahetult redutseeritavuse definitsioonist:

Lemma 2.3. OlguV € VRedy jaW € VRedy. Siis (V,W) € VRed y«y-

Lemma 2.4. Olgu V € VRedx ja W € VRedy. Siis inly V € VRedx.y ja inrx W €
VRedXer.

Lemma 2.5. Uhikvdicirtus on redutseeritav: () € VRed;.
Funktsioonide redutseeritavust nditab jirgmine lemma.

Lemma 2.6. Olgu (z)N : X — Y term-abstraktsioon nii, et N[W/z|] € CRedy iga W €
VRedy korral. Siis fun (x : X) — N € VRedy_,y.

Toestus. Olgu W € VRedy. Peame nditama, et (fun (z : X) — N)W € CRedy, ehk et
K@ ((fun (z : X) — N)W) € SN, iga K € KRedy korral. Niitame induktiooniga |K |
jargi, et term K @ ((fun (z : X) — N) W) redutseerub ainult tugevalt normaliseeruvateks
termideks. Voimalikud reduktsioonid on jargmised (siin ja edaspidises lisame iga juhu ette

vastava reduktsioonireegli numbri, kui see juht vastab mingile konkreetsele reduktsioonireeglile):

(@ ~ K'Q ((fun (x : X) — N)W), kui K ~» K':siis |K’'| < |K]| ja seega induktsiooni
hiipoteesi pohjal K’ @ ((fun (z : X) — N)W) € SN;
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(1) ~ K @ (N[W/x]). Kuna W € VRedy, siis N[WW/z] € CRedy lemma eelduse pdhjal.
Jdrelikult, hulga CRedy definitsiooni pohjal, saame K @ (N[W/z]|) € SN. O

Jadb niidata, et muutujad on redutseeritavad.

Lemma 2.7. Olgu z : Z. Siis z € VRedy.

Toestus. Vaatleme juhte soltuvalt tiilibi Z kujust:
» 7 = b: otse VRed, definitsioonist jireldub, et = € VRed,,.

e 7/ =X —Y:olguV € VRedy.Peame nditama, et 2 V € CRedy. Olgu K € KRedy.
Induktsiooniga | K | jirgi nditame, et termi K @Q(z V') € SN kdik reduktsioonid on tugevalt

normaliseeruvad. On voimalik ainult iiks reduktsioon:
() ~ K'Q(2V),kui K ~ K':siis |K’| < |K]| ja seega induktsiooni hiipoteesi pdhjal
K' @ (zV) e SN.

* Z =X xY:olgu P € PRedyy.Siis P = K o ((z,y)N)« mingi jatku K korral. See,
et P @Q z € SN jireldub induktsioonist | K | jirgi nagu eelmises juhus.

* Z=X+Y:o0lguS € SRedyy. Siis S = K o ((x)M, (y)N)+ mingi jitku K korral.
See, et S @ z € SN, jireldub induktsioonist |K | jirgi nagu eelmises kahes juhus. ]

Niitid liigume arvutuste juurde. Arvutused on return- ja let-termid, match-termid summa- ja
korrutistiilipide jaoks, ja funktsioonide rakendused.
Lemma 2.8. Olgu V € VRedy. Siis return V' € CRedy.

Toestus. Olgu K € KRedy. Peame nditama, et K @ (return V') € SN. See aga jéreldub otse
hulga KRed x definitsioonist. O

Jargmine lemma ja selle tdestus on peaaegu samad, mis Lemma 7 tdestus Lindley ja Starki
artiklis [LSO5]. See lemma viidab, et teatud tingimusi rahuldav term-abstraktsioon vdib olla

likkatud jitku sisse. Seda tulemust kasutatakse siin lemma 2.10 tdestuse juures.
Lemma 2.9. Olgu (x)N : X — Y term-abstraktsioon ja K € KRedy jdtk nii, et K @
(N[V/z]) € SN iga V € VRedy jaoks. Siis K o ()N € KRedy.

Toestus. Lisas A.1. OJ

Niiud on vOimalik tdestada, et redutseeritavatest termidest koosnev let-term on redutseeritav.

Seda teeme let-termi jétku sisse likkkamise teel:

Lemma 2.10. Olgu M € CRedx ja (z)N : X — Y term-abstraktsioon nii, et N[V /x| €
CRedy iga V€ VRedy korral. Siislet t = M in N € CRedy.
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Toestus. Olgu K € KRedy. Peame niitama, et K @ (let © = M in N) € SN. Kuna
KQ(letx=Min N)= (Ko (xz)N)QM ja M € CRedy, siis selleks piisab, kui niidata, et
Ko (x)N € KRedy. Niiiid K @ (N[V/z]) € SN igaV € VRedy jaoks, sest K € KRedy
ja lemma eelduse pohjal N[V/z] € CRedy. Jirelikult lemma 2.9 pohjal K o ()N € KRedy,

nagu soovitud. [

Jargnevalt nditame, et redutseeritavatest termidest koosnev match-term summatiiiibi jaoks on
redutseeritav. Selleks néditame esmalt, et match-termi lilkkkamine redutseeritavasse jitku siilitab

redutseeritavust, st moodustatud summajétk on redutseeritav:

Lemma 2.11. Olgu V : X vddrtus, (x)M : X — Z, (y)N : Y —o Z term-abstraktsioonid
ja K : Z —o U jiitk nii, et K @ (M[V/z]) € SN. Siis K @ (match (inly V) with {inlz
M,inry— N}) e SN.

Toestus. Niitame induktsiooniga | K| jirgi, et koik termi K @ (match (inly V') with {inl z —
M, inry — N}) reduktsioonid on tugevalt normaliseeruvad. V&imalikud reduktsioonid on

jargmised:
(4) ~ K @ (M][V/z]): see on tugevalt normaliseeruv lemma eelduse pdhjal.

(@) ~ K’ @ (match (inly V) with {inlz — M,inry — N}), kui K ~ K': siis
|K'| < |K|ja K' @ (M[V/x]) € SN. Induktsiooni hiipoteesi pdhjal saame, et
K' @ (match (inly V) with {inlz — M, inry — N}) € SN. O

Sama lemma inrx W jaoks toestatakse analoogselt:

Lemma 2.12. Olgu W : Y vddrtus, (x)M : X — Z, (y)N : Y —o Z term-abstraktsioonid
ja K : Z — U jditk nii, et K @ (N[W/y]) € SN. Siis K @ (match (inrx W) with {inlz —
M,inry — N}) € SN.

Lemma summatiiiibi jaoks tdestame match-termi jétku likkkamise teel:

Lemma 2.13. Olgu V € VRedx .y, (z)M : X — Z ja (y)N : Y —o Z nii, et M[V/x] €
CRedy iga V € VRedyx korral ja N[W/y] € CRedy iga W € VRedy korral. Siis
(match V with {inlz — M,inry — N}) € CRedy.

Toestus. Olgu K € KRedy. Peame niitama, et X' @ (match V' with {inlz — M, inry —
N}) € SN. Kuna (match V' with {inlz — M,inry — N}) = (K o ((z)N,(y)M);)QV
jaV € VRedy,y, siis selleks piisab, kui K o ((z)N,(y)M); € SRedxy, ehk et kui
(K o ((z)N,(y)M),) @ (inly V) € SN igaV € VRedy korral ja (K o ((z)N, (y)M),) @
(inrx W) € SN iga W € VRedy korral. Mdlemad viited kehtivad vastavalt lemma 2.11
ja 2.12 pohjal, sest K @ (M[V/x]) € SN, kuna K € KRedy ja lemma eelduse pdhjal
M|[V/x] € CRedy, ja sarnaselt K @ (N[W/y]) € SN. O

Analoogiliselt tdestame ka lemma korrutistiiiibi jaoks:
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Lemma 2.14. Olgu V € VRedyyy ja (x,y)N : [X,Y]| —o Z nii, et N[V /2, W/y] € CRed
igaV € VRedy jaW € VRedy korral. Siis (match V with {(z,y) — N}) € CRedy.

Toestus. Lisas A.2. OJ

Lemma tiihja tiiiibi jaoks jdreldub induktsioonist jatku pikkuse jargi nagu lemmas 2.7:
Lemma 2.15. Olgu V' € VRed,. Siis match V with {}, € CRedy.

Lemma funktsiooni rakenduste jaoks jareldub otse hulga VRed x_,y definitsioonist:
Lemma 2.16. OlguV € VRedx_,y ja W € VRedy. Siis VW € CRedy.

Niitid on vOimalik tdestatud lemmasid kasutades niidata, et iga histi tiitibitud term, milles
koik vabad muutujad on asendatud redutseeritavate termidega, on omakorda redutseeritav. Seda
tehakse vaadeldes koiki voimalikke antud termi kujusid. Kuna kdik juhud on sarnased (iga juht
kasutab iihte lemmadest 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.8, 2.10, 2.13, 2.14, 2.15, 2.16), siis toome siin vilja

ainult moned juhud. Téielik tdestus on dra toodud lisas A.3.

Teoreem 2.17. Olgu T : Z hdsti tiiiibitud vddrtus voi arvutus, mille vabad muutujad
on x1 : Xy,...,x, X, Siis iga V; € VRedy,,...,V, € VRedy, korral, kas
TVi/x1,...,V,/x,] € VRedy, kui T on vidrtus, voi T[Vy /x4, .., V,/x,] € CRedy, kui T

on arvutus.

Téestus. Ruumi kokkuhoiu nimel kirjutame V; /z, ..., V, /x, asemel V /Z. Toestame teoreemi

induktsiooniga termi 7' struktuuri jargi:

e Kui 7" = z, siis leidub indeks 7 nii, et z = x;. Eelduse pohjal V; € VRed ja seega
saame, et T[V /7] = V; € VRedy.

e Kui T = fun (z : X) — N, kus N : Y, siis T[V/z] = fun (x : X) — N[V/z].

Induktsiooni hiipoteesi pdhjal N[V /Z,W/z] € CRedy iga W € VRedx jaoks.

Jdrelikult lemma 2.6 pdhjal saame, et T[V /Z] € VRed x_,y.

e Kui 7 = match V with {(z,y) — N}, kus V : X x Y, siis T[V/z] =
match V[V /z] with {(z,y) ~ N[V /z]}. Induktsiooni hiipoteesi pdhjal V[V /z| €

VRedx.y ja N[V/Z,V/z,W/y] € CRedy iga V € VRedy ja W € VRedy jaoks.

Jdrelikult lemma 2.14 pdhjal saame, et T[V /7] € CRedy. O

Lopuks jouame soovitud tulemuseni.

Teoreem 2.18. Koik keele FGCBYV termid on tugevalt normaliseeruvad.

Toestus. Olgu T' : Z hasti tiitibitud term. Kui 7" on védrtus, siis see on triviaalselt tugevalt
normaliseeruv. Kui 7" on arvutus, siis vottes teoreemis 2.17 V; = x4,...,V,, = z, (teoreemi

2.7 pohjal iga x; € VRedy,) saame, et ' € CRed. Teoreemi 2.1 pdhjal saame siis, et
T e SN. O
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3. Asiinkroonsete efektidega  lambda-arvutuse  tugevalt
normaliseeruvus
Selles peatiikis anname tugeva normaliseeruvuse tdestuse keele )\, jaoks. Nagu varem 6eldud,

siis see tOestus seisneb eelmises peatiikis keele FGCBV jaoks toodud tdestuse laiendamises

keele )\, asiinkroonsetele konstruktsioonidele.

Esiteks, lisame toestuse (konkreetselt lemma 3.10 tdestuse) tehniliseks lihtsustamiseks keelde

erilise lubaduse tiitipi konstandi «:

‘/,WZZ:...|* F"V*<X>

Intuitiivselt on « igas tiilipimiskontekstis kittesaadav konstant, mis kirjeldab suvalist mddramata
lubadust. Tépsemalt, vaadeldes histi tiiiibitud arvutust I" - promise (op z +— M) aspin N : Y,
kus ', p: (X) F N : Y, soovime uurida arvutuse N vdimalikku kéitumist, mis ei soltu (termis
N) vabast muutujast p. Selleks uurime termi N[ /p], mille tiitipimiskontekst on I". Siis term
NT[*/p] kiitub nagu term N, kus lubadus p ei ole veel tdidetud.

Nimetame saadud keelt selguse mdttes \;. Mirgime, et t60s tdestatud tulemus kehtib ka
ilma *-ta keele \; jaoks, sest koik keele A\, termid sisalduvad ka keeles A%, ja kdik keele
A reduktsioonireeglid langevad iiks-iihele kokku keele )\, reduktsioonireeglitega.

3.1 Redutseeritavuse definitsioon

Et defineerida jidtkud keele Ay jaoks, teeme jdrgmised tidhelepanekud keele A}
reduktsioonireeglite (tabel 1) kohta:

* await-termid, katkestuste tootlejad ja signaalid liiguvad termis seestpoolt véljapoole, vilja
let-termidest ja mooda katkestustest;

* await-termid kiituvad nagu match-termid (X )-tiiiipi véirtuste jaoks;
* signaalid liiguvad viljapoole modda katkestuste tootlejatest;
* let-termid ja katkestused omavahel ei reageeri.

Need tdhelepanekud osutavad sellele, et lisaks let-termidele, on jitkudes mdistlik lubada ka

katkestusi. Niisiis, laiendame jdtkude definitsiooni kujule
K:=Id|Ko(z)N|Kolop(V)
ja jitkude rakenduse termidele kujule

1d@ M = M,
(Ko (z)N)@M = K @ (let z = M in N),
(Kolop(V))@M =K@ (lop(V,M)).
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Jatkude pikkus defineeritakse tavapérasel viisil:
1I1d| =0 |Ko(x)N|=|Kolop (V)| =|K|+1.

Jatkude tiitipimisreeglid on jirgmised:

TF@N:X oY TFK:Y o2
'Fld: X — X 'FKo(z)N: X —Z

opey¥ TI'RV:A, TFK:X oY
'FKolop(V): X —-Y
Tidnu redukstioonireegli (a) puudumisele keelest A\, (ja seega ka keelest \}), jatkud siin ei
redutseeru, st ei leidu jitke K, K’ nii, et iga M korral K @ M ~~ K’ @ M. Selles voib veenduda

vaadates 1dbi koik reduktsioonireeglid.

Redutseeritavate arvutuste definitsioon jddb samaks:
M € CRedyx < iga K € KRedy korral K @ M € SN.

Hulga KRed x definitsioonile lisandub veel iiks tingimus, mida ldheb vaja reduktsioonireegli
(12) késitlemisel lemma 3.10 juures:

igaV € VRedy korral K @ (return V') € SN, ja (KRed1)

K € KRedy < {
iga Lop (V) € Kkorral V € VRed,, . (KRed?2)

Kuna vorreldes keelega FGCBV lisandub keeles A} tiilipide hulka lubaduse tiiiip, siis peame
ka selle tiiiibi jaoks defineerima redutseeritavuse: see on defineeritud sarnaselt korrutis- ja

summatiilipi véirtuste redutseeritavusele:

V € VRed(x) < iga A € ARedx korral AQV € SN,
A€ ARedyx < igaV € VRedy korral A @ (V) € SN,

kus A tdhistab await-jatkusid:
A= Ko ((x)N)y
(Ko((z)N)y) @V = K @ (await V' until (x) in N)

IFK:Y <Z TrH@N:X—Y
FFKO((:L‘)N)o:[(X”—OZ

3.2 Redutseeritavusest jareldub tugev normaliseeruvus

Seda, et redutseeritavad termid on tugevalt normaliseeruvad, tdestame tdpselt samamoodi nagu
tegime keele FGCBYV jaoks teoreemis 2.1:

Teoreem 3.1. Iga M € CRedy korral M € SN.
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3.3 Iga hasti tiiiibitud term on redutseeritav

Nagu keele FGCBYV juures, alustame véirtustest. On kaks uut viértust: x ja (V).

Lemma 3.2. Konstant « on redutseeritav: x € VRed xy.

Toestus. Olgu A € ARedy. Peame niitama, et A @ x € SN. See kehtib triviaalselt, sest term

A @ x on normaalkujul. O
Lemma 3.3. Olgu V' € VRedy. Siis (V) € VRedx).
Toestus. See viide jireldub vahetult hulkade ARedx ja VRed ) definitsioonidest. ]

Edasi liigume arvutuste juurde. Uued arvutused on katkestuste tdotlejad, await-termid, signaalid
ja katkestused. Lisaks nduab let-term oma kisitluses muudatusi. Ulejiznud arvutuste jaoks
toestatakse redutseeritavus nagu keele FGCBV juures.

Katkestuse ja let-termi juhud tdestame liikates vastava konstruktsiooni jdtku sisse. Niditame,
et redutseeritavasse jitku let-termi vOi katkestuse lilkkamine siilitab jitku redutseeritavust.
Lemmas 3.4 eeldame monevorra ndorgemat tingimust kui X € KRedy, mis tuleb kasuks

lemma 3.10 esimese juhu tdestamisel.

Lemma 34. Olgu K : Y — Z jitk ja (x)N : X —o Y term-abstraktsioon sellised, et
K vastab tingimusele KRed2 ja K @ (N[W/x]) € SN iga W € VRedx korral. Siis
K o (z)N € KRedy.

Toestus. On ilmne, et kui K vastab tingimusele KRed2, siis ka K o (z)/N vastab tingimusele
KRed2. Jiidb kontrollida tingimus KRed1. Olgu W € VRedx. Term (K o (z)N) @
(return W) redutseerub ainult termiks K @ (N[W/z]) reduktsioonireegliga (2). Term K @
(N[W/x]) on tugevalt normaliseeruv lemma eelduse pohjal. Seega (K o (z)N) @ (return W) €
SN ja KRed1 kehtib. Jirelikult K o ()N € KRedy. O

Lemma 3.5. Olgu K € KRedx,op € X jaV € VRed,,,. Siis K o Lop (V) € KRedy.

Toestus. Kuna K vastab tingimusele KRed2 ja V' € VRedy,, siis ka K o [ op (V) vastab
tingimusele KRed2. Jiib kontrollida tingimus KRed1. Olgu W € VRedy. Term (K o
Lop(V)) @ (return W) redutseerub ainult termiks & @ (return W) reduktsioonireegliga (10).
Term K @ (return W) on tugevalt normaliseeruv, sest K € KRedy jaW € VRedy. Seega
(Kolop(V))@ (return W) € SN ja KRed1 kehtib. Jarelikult K o op (V) € KRedx. O

Niitid toestame let-termi ja katkestuse redutseeruvuse vastava termi jatku sisse likkkamise teel:

Lemma 3.6. Olgu M € CRedy ja arvutus N : Y selline, et N[W/x] € CRedy iga
W € VRedx korral. Siislet x = M in N € CRedy.
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Toestus. Olgu K € KRedy. Peame niitama, et K @ (let z = M in N) € SN. Kuna iga
W € VRedy korral N[W/z] € CRedy, siis K @ (N[W/z]) € SN ja seega lemma 3.4
pohjal K o (x)N € KRedy. Kuna veel M € CRedy, siis K Q (let z = M in N) =
(K o (z)N)@ M e SN nagu soovitud. O

Lemma 3.7. Olguop € 3,V € VRed,,, ja M € CRedy. Siis Lop (V, M) € CRedy.

Téestus. Olgu K € KRedy. Peame niitama, et K@ [ op (V, M) € SN.KunaV € VRedy,,,
siis lemma 3.5 pdhjal Ko op (V) € KRedx. Kunaveel M € CRedy, siis K@Q| op (V, M) =
(Kolop(V)) @M € SN nagu soovitud. O

Jargmisena tOestame lemmad signaali, katkestuste todtleja ja await-termi jaoks. Selleks ldheb
vaja kolme abitulemust, mis iitlevad, et kui lisada tugevalt normaliseeruva jitku termile
rakendamisse juurde signaal, katkestuste to6tleja voi await-term, siis saadud term on ka tugevalt

normaliseeruv.

Lemma 3.8. Olgu M : X arvutus ja K : X — Y jiitk, nii et K Q M € SN, ja olguop € ¥ ja
Vi Agp. Siis K @top(V, M) € SN.

Toestus. Toestame induktsiooniga | K| + max(K @ M) jargi, et termi K @ 1op (V, M) kdik
reduktsioonid on tugevalt normaliseeruvad. Vdimalikud reduktsioonid on jargmised:

(6) ~ K'Qtop(V,let z = M in N),kui K = K" o (z)N:siis |K'| < |K| ja max(K' @
(letz = M in N)) = max(K QM),sest K'Q (let z = M in N) = K@QM € SN.
Seega induktsiooni hiipoteesi pdhjal K’ @ Top (V,let x = M in N) € SN.

(11) ~ K @ top(V,}op’ (V/,M)), kui K = K’ o Jop'(V'): siis |K'| < |K| ja
maz(K' Q [op’ (V',M)) = mazx(K @ M). Seega induktsiooni hiipoteesi pohjal
K'otop(V,Lop' (V',M)) € SN.

o~ KQtop(V, M), kui M ~» M'":siis K QM ~~ K @Q M'. Seega max(K Q@ M') <
max(K @ M) ja induktsiooni hiipoteesi pohjal K @Q Top (V, M') € SN. O

Katkestuste tootleja jaoks lemma tdestamine nduab esmalt iiht abitulemust.

Lemma 3.9. Olguop € ¥, K : X — Y jiitk ja N : X arvutus nii, et K @1 op (V,N) € SN.
Siis maz(K Q N) < max(K QTop (V,N)).

Toestus. On selge, et kuna K @ top (V, N) € SN, siiska K @ N € SN. Viite tdestuseks
piisab, kui niidata, et igale reduktsioonide jadale K @ N ~» Nj ~» Ny ~~ ... ~» N,, pikkusega
n vastab reduktsioonide jada, mis algab termist X @ 1 op (V, V) ja mille pikkus ei ole viiksem
kui n. Liigutades signaali mooda jiatku K liikmetest saame termist X @ Top (V, N) termi
Top(V, K @ N). Niitid sellest termist on olemas reduktsioonide jada top (V, K @ N) ~
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Top(V,Ny) ~» top(V,Ny) ~ ... ~ Top(V,N,) pikkusega n. Niisiis leidsime soovitud
reduktsioonide jada. [

Jargnev lemma katkestuste tootlejate jaoks on to6 kdige tdhtsam tulemus. See on ka koht, kus
kasutatakse lubaduse tiiiipi konstanti x. Nimelt soovime teha induktsiooni “/ @ N jirgi, mis ei
ole aga korrektne rakendus, sest kontekstide erinevuse tottu ei saa jitku K rakendada termile V:
termi N kontekst on I', p : (X'), aga jitku K kontekst on I'. Selle asemel teeme induktsiooni
max(K Q (N[x/p])) jirgi: see rakendus on korrektne, sest termi /V[*/p| kontekst on I'. Tépsuse
mottes toome jirgmise lemma viites vélja kdik termide kontekstid.

Lemma 3.10. OlguT'+ K : Y —o Z jitkjaT,p: (X) te N : Y arvutus nii, et

* KQ(N[W/p]) € SN igal' 5, W : (X)) korral, mille jaoks kehtib W € VRed x);

* K vastab tingimusele KRed2;
jaolguop € Yjal',x : Agp e M : (X)) selline, et M[V/x] € CRedxyigal' 5,V : Ag,
korral, mille jaoks kehtib V€ VRed 4. Siis K @ (promise (op z +— M) aspin N) € SN.

Téestus. Lemma 3.2 pohjal x € VRedx). Seega eelduse pohjal K @ (N[x/p]) € SN.
Tdestame induktsiooniga | K| + max(K @ (N[*/p|)) ja termi N struktuuri jirgi, et termi
K @ (promise (op  — M) as p in N) kdik reduktsioonid on tugevalt normaliseeruvad.

Voéimalikud reduktsioonid on jargmised:

(12) ~ K' Q@ (let p=M[V/x]in Lop(V,N)), kui K = K' o op(V)jap & fv(V): kuna
K' @ (let p = M[V/x]in Lop (V,N)) = (K" o (p)lop(V,N)) @ (M[V/x])

ja lemma eelduse pdhjal M[V/z] € CRedx) (sest V € VRed4,,, mis jireldub sellest,
et K vastab tingimusele KRed?2), siis termi (K’ o (p)J. op (V, N)) @ (M[V/z]) tugevaks
normaliseeruvuseks piisab niidata, et Ko (p)l op (V, N) € KRedx). See kehtib lemma
3.4 pohjal, sestiga W € VRed x) korral

K'@ (Lop (V,N)[W/p]) = K" @ Lop (V,N[W/p]) = K @ (N[W/p]) € SN,

kus esimene vordus kehtib, sest p & fu(V).

(13) ~» K'@Q(promise (op x +— M) aspin Lop’ (V,N)),kui K = K'o]op’ (V), op # op’ ja
p & fu(V):siis |[K'| < |K|, K’ vastab tingimusele KRed2 jaiga W € VRed ) (sh %)
korral K’ @ ((Lop’ (V, N))[W/p]) = K' @ | op' (V,N[W/p]) = K @ (N[W/p]) € SN,
seega induktsiooni hiipoteesi pohjal

K’ @ (promise (op x + M) as pin Lop (V,N)) € SN.

(7) ~ K' @ (promise (op x +— M) as pin (let x = N in L)), kui K = K' o (z)L ja
p & fu(L): see juht on analoogne eelmise juhuga.
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(9) ~ K @Q7top' (V,promise (op x +— M) aspin N'),kui N = Top’ (V,N')jap & fu(V):
kuna N’ on termi N alamterm ja iga W € VRedx) (sh x) korral kehtib lemma 3.9
pohjal

maz(K @ (N'[W/p])) < max(K @ (top (V,N'[W/p]))) = max(K @ (N[W/p])),
siis induktsiooni hiipoteesi pohjal K @ (promise (op  — M) as pin N') € SN. Lemma
3.8 pohjal siis K @ T op’ (V, promise (op z — M) aspin N') € SN.
* ~ K @ (promise (op x +— M) as pin N'), kui N ~» N':siis iga W € VRedx) (sh
x) korral K @ (N'[W/p]) € SN, sest K @ (N[W/p]) € SN ja K @Q (N[W/p]) ~ K @
(N'[W/p]), seega induktsiooni hiipoteesi pohjal K @ (promise (op x +— M) aspin N') €
SN. O
Jargmine lemma on await-termi jaoks, mille késitlus sarnaneb match-termidele.
Lemma 3.11. Olgu K : Y —o Z jitk, (x)N : X —o Y term-abstraktsioon ja W : X vddrtus nii,
et KQ (N[W/x]) € SN. Siis K @ (await (W) until (z) in N) € SN.
Toestus. Toestame induktsiooniga | K| jérgi, et termi K @ (await (W) until (x) in N) koik
reduktsioonid on tugevalt normaliseeruvad. Voimalikud reduktsioonid on jargmised:
(15) ~» K @ (N[W/x]): see on tugevalt normaliseeruv lemma eelduse pohjal.
(14) ~~ K’ @ (await (W) until (x) in Lop (V,N)), kui K = K'o Lop(V)jax & fu(V):siis
|K'| < |K]ja
K' @ (Lop (V, N)[W/a]) = K' @ Lop (V, N[W/a]) = K @ (N[W/a]) € SN,

seega induktsiooni hiipoteesi pdhjal K’ @ (await (W) until (z) in [ op (V,N)) € SN.
(8) ~ K’ @ (await (W) until (z) in (lety = N in L)), kui K = K'o (y)Ljax & fv(L):
see juht on analoogne eelmise juhuga. ]
Niiiid on voimalik nididata, et redutseeritavatest termidest koosnevad signaalid, katkestuste
tootlejad ja await-termid on redutseeritavad.
Lemma 3.12. Olguop € X,V : Ayy ja M € CRedy. Siis top (V, M) € CRedy.

Toestus. Peame niditama, et iga K € KRedy korral K @Q top (V, M) € SN. Kuna M €
CRedy, siis K @ M € SN. Lemma 3.8 pdhjal K @ Top (V, M) € SN. O

Lemma 3.13. Olguop € ¥ ja M : (X),N :Y sellised, et M[V/x] € CRedx) igaV €
VRedy,, korral ja N\W/p] € CRedy iga W € VRedx) korral. Siis promise (op x
M) aspin N € CRedy.
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Toestus. Olgu K € KRedy. Peame nditama, et K @ (promise (op x — M,p,) as pin N) €
SN See kehtib lemma 3.10 pohjal, sest K vastab tingimusele KRed2 ja K Q(N[W/p]) € SN
igaV € VRed x; korral, sest K € KRedy jalemma eelduse pohjal N[W/p] € CRedy. [

Lemma 3.14. Olgu V' € VRed x, ja N : Y selline, et N[W/z] € CRedy iga W € VRedx
korral. Siis await V' until (z) in N € CRedy.

Toestus. Olgu K € KRedy. Peame niitama, et K @ (await V' until (x) in N) € SN. Kuna
K @ (await V until (z) in N) = (Ko ((x)N)y) QV jaV € VRedx), siis selleks piisab, kui
Ko ((x)N)y € ARedx ehk (K o ((z)N)y) @ (W) € SN iga W € VRedx korral. Olgu
W € VRedy. Siis lemma eelduse pdhjal N[W/x] € CRedy jaseega K @ (N[W/z]) € SN.
Jarelikult lemma 3.11 pShjal K @ (await (W) until (z) in N) € SN jaseega (K o ((z)N)) @
(W) = K @ (await (W) until (z) in N) € SN nagu soovitud. O

Lopuks jouame loogiliste relatsioonide fundamentaalteoreemini.

Teoreem 3.15. Olgu T : Z hasti tiiiibitud vidrtus voi arvutus, mille vabad muutujad on
x1: X1,..., 7, 0 X, SiisigaVy € VRedy,,...,V, € VRedy, korral T[V /Z] € VRedy,

kui T on vidrtus, voi TV /7] € CRedy, kui T on arvutus.

Toestus. Kasutame induktsiooni termi 7" struktuuri jargi (tdpsemini, termi 7' héstitiiiibituse
tuletuspuu struktuuri jirgi). Vorreldes vastava toestusega keele FGCBV jaoks, vaatame siin
ainult keeles \* lisanduvaid uusi juhtusid. Ulej4éinud juhtude kisitlus jiib samasuguseks nagu
keele FGCBYV puhul.

e Kui T = x, siis T[V /7] = . Lemma 3.2 pdhjal [V /z] € VRed xy.

e Kui T = (V), kus V : X, siis T[V /7] = (V[V/Z]). Induktsiooni hiipoteesi pdhjal
V[V /Z] € VRedxy,. Jirelikult lemma 3.3 pdhjal T[V /7] € VRedx,.

e Kui T = Jop(V, M), siis T[V /x| = Lop (V[V/z], M|V /Z]). Induktsiooni hiipoteesi
pdhjal V[V /z] € VRedy, ja M[V/Z] € CRedy. Jirelikult lemma 3.7 pdhjal
Lop (V[V/Z], M[V /Z]) € CRedy.

e Kui T = 1op (V, M), siis T[V /x| = Top (V[V/z], M|V /Z]). Induktsiooni hiipoteesi
pohjal M [V /z] € CRedy jalemma 3.12 pdhjal 1 op (V[V /Z], M[V /7)) € CRedy.

* Kui 7' = promise (op x — M) as p in N, siis

T[V /7] = promise (op x +— M[V /Z]) as p in N[V /).

Induktsiooni hiipoteesi pdhjal M [V /Z,V/z] € CRedx) iga V € VRedy,, jaoks
ja N[V /z,W/p| € CRed; iga W € VRed,y, jaoks. Jdrelikult lemma 3.13 pohjal

promise (op z — M|V /Z]) aspin N[V /Z| € CRedy.
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e Kui 7' = await V until (z) in N, siis T[V /7] = await V[V /Z] until (z) in N[V /z].
Induktsiooni hiipoteesi pdhjal V[V /Z] € VRedx, ja N[V /Z,W/z] € CRed iga
W € VRedy jaoks. Seega lemma 3.14 pdhjal await V[V /z] until (z) in N[V /7] €
CRed;. ]

Soovitud tulemuse saamiseks jddb vaid ndidata, et muutujad on redutseeritavad. Seda tehakse

sarnaselt keele FGCBV sama omaduse (lemma 2.7) tdestusele:
Lemma 3.16. Olgu z : Z. Siis z € VRed.

Seda, et iga histi tiitibitud term on tugevalt normaliseeruv, tOestatakse tipselt samamoodi nagu
keele FGCBYV juures (teoreem 2.18):

Teoreem 3.17. Koik keele N}, hdisti tiitibitud termid on tugevalt normaliseeruvad.
Lopuks, keele A, tugev normaliseeruvus jareldub otse keele A}, tugevalt normaliseeruvusest:

Jareldus 3.18. Koik keele )\, hdsti tiiiibitud termid on tugevalt normaliseeruvad.

Téestus. Olgu T : Y keele A\, histi tiitibitud term. Siis 7" on ka keele A}, histi tiitibitud term.
On ilmne, et iga termist 7" algav reduktsioonide jada keeles )\, sisaldub tidpselt samal kujul ka
keeles \;. Teoreem 3.17 iitleb, et kdik sellised jadad on keeles )\ 10plikud, mis tdhendab, et

term 7" on tugevalt normaliseeruv nii keeles A} kui ka keeles \.. [l

Peatiiki 10petuseks kirjeldame, kuidas tugev normaliseeruvus seostub olemasolevate
teoreemidega keele )\, histi tiitibitud termide kohta [AP24:ptk 3.4]. Nimetame arvutust M
piisavalt suletuks, kui kdik tema vabad muutujad on lubaduse tiitipi, st iga p € fv(M) korral
p : (X) mingi tiitipi X jaoks. Ahman ja Pretnar defineerivad oma artiklis kdik vdimalikud
piisavalt suletud termide normaalkujud [AP24:ptk 3.4]. Seda, et piisavalt suletud arvutus M,
mille kdigi vabade muutujate hulk on W, on normaalkujul, téhistatakse CompRes(W | M). Samas
artiklis on tdestatud ka progressiteoreem, mis véidab, et iga piisavalt suletud arvutus M kas saab

teha reduktsioonisammu, voi ta on juba normaalkujul [AP24:teoreem 3.2]:

Teoreem 3.19 (Progress). Olgu M piisavalt suletud arvutus, st olgu ta héisti tiiiibitud kujul
pri(X1), e (X)) e M Y Ho,0).
Siis kas
(a) leidub arvutus N nii, et M ~~ N, voi
(b) arvutus M on normaalkujul, st kehtib CompRes{({p1,...,p,}|M).

Kombineerides progressiteoreemi ja tugevalt normaliseeruvust saame jareldada, et keele A\, kodik

histi tiilibitud arvutused redutseeruvad 16puks normaalkujul olevaks termiks:

Jareldus 3.20. Olgu M piisavalt suletud arvutus, mille koikide vabade muutujate hulk on V.
Siis iga arvutusest M algav reduktsioonijada viib lopuks mingi normaalkujul termini N, mille
jaoks kehtib CompRes(V | N).
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4. Voimalikud edasiarendused

Keelt )\, tutvustavas artiklis [AP24] on kirjeldatud ka selle keele kdrgemat jarku laiendusi.
Uheks selle 16putdo edasiarenduseks oleks uurida nende laienduste normaliseerimisomadusi.

Esimene laiendus on taaspaigaldatavad katkestuste tootlejad (ingl reinstallable interrupt
handlers). Nad voimaldavad kdivitada sama katkestuse tootlejat mitu korda, mis oleks kasulik
niiteks server-programmide modelleerimise jaoks. T66 kédigus leidsime, et sellise laiendusega

keel kaotab tugeva normaliseeruvuse: vaatleme néiteks jargmist histi tiilibitud arvutust L:

L = {op(V,promise (op zr +— Lop(V,r())) as p in return p),
I'EL:(X)!(2,{op— (&,{op+ (2, )}}),

kusI' = V' : A, on suvaline vastavalt katkestuse op tiiiibile tiiiibitud viértus. Arvutus L ei ole
tugevalt normaliseeruv, sest temast algab I6pmatu reduktsioonide jada kujul

L~ -~ letp=Lin Lop(V,returnp) ~ -~
let p = (let p= L in Lop (V,returnp)) in L op (V,return p) ~ - --

Uks viis kuidas voiks selle laienduse jaoks tugeva normaliseeruvust taastada oleks keelata
katkestuste viljakutsumist katkestuste tootleja koodi sees, sest praktikas peaksid katkestused

tulema teistest protsessidest, mitte olema kirjutatud protsessi koodi programmeerija poolt.

Selline keeld vdib olla realiseeritud niiteks tiitipimisrelatsiooni lipu f lisamisega, mis iitleks,
et kas antud termis on katkestused siintaktiliselt lubatud vdi mitte. Konkreetsemalt oleksid
niiiid efektiannotatsioonid kujul (o, ¢, f), kus f € F' = {0,1}. Kui f = 0, siis katkestused
el ole vastava annotatsiooniga tiiiibitud arvutuses lubatud; vastasel juhul on nad lubatud.
See keeld oleks realiseeritud katkestuse tiilipimisreegli poolt, mis paneks katkestuse tiiilibi
efektiannotatsioonis lipu f vidrtuseks 1:

F'FV:A, TEM:X!(oi,f)
I'=dop(V,M): X! (op (0,4),1)

Teisalt, katkestuste tootlejate tiilipimisreeglis kasutaksime lipu viértust f = 0 selleks, et mitte

lubada katkestusi katkestuste toétleja koodi sees:
(o', ¢") Eoxi t(op)
Doz Agp,r: 1= (X) (0, {op— (¢/,/,0)}) ke M : (X)!(,,0)
Fp: (X)) N:Y (o f)
'z promise (op 27 +— M) aspin N : Y (o, f)

Lisaks defineerime ka osalise jarjestuse hulgal F: f Cp f' < f < f’ ja muudame vastavalt ka

alamtiiipimise reeglit arvutuste jaoks.

Nii seda, et kas lipu lisamine tdepoolest muudab keele laienduse tugevalt normaliseeruvaks, kui

ka teiste laienduste normaliseerimisomadusi, ei ole 10put6o kdigus stigavamalt uuritud.
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Kokkuvote

Too kdigus wuuriti asiinkroonsete algebraliste efektidega programmeerimiskeelte
normaliseerimisomadusi. Selleks uuriti ja kirjeldati loogiliste relatsioonide meetodit
tugeva normaliseeruvuse tdestuseks. Selle meetodi abil tdestati tugev normaliseeruvus
A-arvutuste FGCBYV ja ), jaoks, millega saavutati edukalt t66 eesmérk. Lisaks sellele arutleti
t00 voimalike edasiarenduste iile: leiti, et keele A\, iiks kdrgemat jiarku laiendus ei ole tugevalt

normaliseeruv ja pakuti vilja muudatus, mis vOiks taastada keele tugevalt normaliseeruvuse.
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A. Lisa

A.1 Lemma 2.9 toestus

Tdestus on peaaegu sama, mis Lindley ja Starki artiklis ([LS05:1k 9, Lemma 7]), vélja arvatud
see, et induktsiooni rakendatakse max(K @ (N[V/x])) jargi, mitte maxz(K @ N) jargi, sest
K @ N ei ole korrektne rakendus.

Lemma 2.9. Olgu K € KRedy jdtk ja ()N : X — Y term-abstraktsioon nii, et N[V /x| €
CRedy iga V € VRedy jaoks. Siis K o (r)N € KRedy.
Toestus. Olgu V' € VRedx. Peame niitama, et

(Ko(x)N)Q (returnV) = K @ (let x = (return V in N)) € SN.

Kuna lemma eelduse pdhjal N[V/z] € CRedy ja K € KRedy, siis K @ (N[V/x]) €
SN Induktsiooniga | K| + max(K @ (N[V/x])) jirgi niditame, et kdik termi K @ (let z =
(return V) in N) reduktsioonid on tugevalt normaliseeruvad. Voimalikud reduktsioonid on
jargmised:

(2) ~» K @ (N[V/z]): see on tugevalt normaliseeruv eelduse pohjal.

(a) ~ K' @ (let x = (return V') in N), kui K ~» K':siis |K'| < |K| ja seega maz(K' Q
(N[V/x])) < max(KQ(N[V/x])). Jarelikult induktsiooni hiipoteesi pdhjal K’ @ (let x =
(return V) in N) € SN.

(@) ~ K'Q(let x = (return V) in (lety = Nin M)), kui K = K' o (y)M jaz & fu(M):
siis |K'| < |K| ja

K' @ ((lety=Nin M)[V/z]) =K' Q(lety = N[V/x] in M) = K @ (N[V/x]),
mis on tugevalt normaliseeruv eelduse pohjal, ja seega
|K'| + maz(K'Q ((let y = N in M)[V/x])) < |K| + mazx(K @ (N[V/z])).
Jdrelikult induktsiooni hiipoteesi pdhjal K’ @ (let z = (return V) in (let y = N in M)) €
SN. O

A.2 Lemma 2.14 toestus
Toestame kdigepealt jirgmise viite:

Lemma A.2. OlguV : X, W : Y védrtused, (z,y)N : [X,Y] — Z term-abstraktsioon ja
K : Z — W jiitk nii, et K Q (N[V/x,W/y]) € SN. Siis K @ (match (V, W) with {(z,y) —
N}) e SN.

Toestus. Niitame induktsiooniga | K| jérgi, et kdik termi
K @ (match (V, W) with {(z,y) — N})

reduktsioonid on tugevalt normaliseeruvad. Voimalikud reduktsioonid on jargmised:
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(3) ~ K @ N[V/xz,W/y]: see on tugevalt normaliseeruv lemma eelduse pdhjal.

(@ ~ K' @ (match (V,W) with {(z,y) — N}), kui K ~ K siis |K'| <
|K| ja K' @ (N[V/x,W/y]) € SN. Jérelikult induktsiooni hiipoteesi pohjal K’ @
(match (V, W) with {(z,y) — N}) € SN. O

Niiud saame toestada lemma 2.14.

Lemma 2.14. OlguV € VRedx .y ja (z,y)N : [X,Y] —o Z nii, et N[V/z,W/y] € CRedy
igaV € VRedy jaW € VRedy korral. Siis (match V with {(z,y) — N}) € CRedy.

Toestus. Olgu K € KRedy. Peame niitama, et K’ @ (match V with {(z,y) — N}) € SN.
Kuna K @ (match V with {(z,y) — N}) = (K o ((z,y)N)x) @V jaV € VRedxyy, siis
selleks piisab, kui K o ((z,y)N)x € PRedy,y, ehket (K o ((z,y)N)x) @ (V,W) € SN iga
V € VRedy jaW € VRedy korral. See kehtib lemma A.2 pdhjal, sest KQ(N[V/x, W/y]) €
SN (kuna K € KRedy ja lemma eelduse pohjal N[V/x, W/y] € CRedy). O

A.3 Teoreemi 2.17 detailne toestus

Teoreem 2.17. Olgu T : Z hdsti tiiiibitud vddrtus voi arvutus, mille vabad muutujad
on r1 : Xi,...,x, : X,. Siis iga Vi € VRedy,,...,V, € VRedx, korral kas
T\Vi/xy1, ..., Vo], € VRedy, kui T on védrtus, voi T[Vy/xq, ..., V,/x,] € CRedy, kui T

on arvutus.

Téestus. Ruumi kokkuhoiu nimel kirjutame Vi /z, ...,V /x, asemel V /Z. Toestame teoreemi
induktsiooniga termi 7' struktuuri jargi:

e Kui 7" = z, siis leidub indeks 7 nii, et z = x;. Eelduse pohjal V; € VRed ja seega
T[V/z] = V; € VRedy.

e Kui T = (), siis T[V /%] = (). Lemma 2.5 pdhjal T[V /Z] € VRed,.

e KuiT = (V,W),kus V : X jaW :Y,siis T[V /7] = (V[V /Z], W[V /Z]). Induktsiooni
hiipoteesi pdhjal V[V /z] € VRedy ja W[V /Z] € VRedy. Jirelikult lemma 2.3 pdhjal
TV /7] € VRedyxy.

e Kui 7' = inly V, kus V : X, siis T[V /z] = inly (V[V /Z]). Induktsiooni hiipoteesi p&hjal
V[V /z] € VRedy. Jirelikult lemma 2.4 pdhjal T[V /Z] € VRedxy.

* Juht 7" = inrx W on siimmeetriline eelmise juhuga.

e Kui T = fun (z : X) = N, kus N :Y,siis T[V/Z] = fun (z : X) = (N[V/7)).

Induktsiooni hiipoteesi pdhjal N[V /Z,W/z] € CRedy iga W € VRedx jaoks.
Jirelikult lemma 2.6 pohjal T[V /7] € VRedx_y.

» Kui T = returnV, siis T[V/z] = return (V[V/7]). Induktsiooni hiipoteesi pdhjal
V[V /z] € VRedy. Jirelikult lemma 2.8 pdhjal return (V[V/z]) € CRed.
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KuiT =let x = N in L,kus N : X ja L : Z, siis induktsiooni hiipoteesi pdhjal
N[V/z] € CRedy ja L[V /7,V/z] € CRedy, iga V € VRedy jaoks. Jarelikult
lemma 2.10 pohjal T[V /z] = (let # = N[V /z] in L[V /7]) € CRed_.

Kui 7" = match V with {(z,y) — N}, kus V : X x Y, siis
T[V /7] = match V[V /] with {(z,y) — N[V /Z]}.

Induktsiooni hiipoteesi pdhjal V[V /Z] € VRedxy ja N[V /Z,V/x,W/y] € CRedy
iga V € VRedy ja W € VRedy korral. Jirelikult lemma 2.14 pdhjal T[V /z] €
CRedz.

Juht 7' = match V with {inl x — M inry — N} on sarnane eelmise juhuga, kasutades
lemma 2.14 asemel niiiid lemmat 2.13.

Kui T = match V with {}, siis T[V/Z] = match V[V /z] with {},. Indukstiooni
hiipoteesi péhjal V[V /Z] € VRed,. Jirelikult lemma 2.15 pdhjal T'[V /7] € CRedy.

Kui7T = VW, kus V : X — ZjaW : X,siis T[V/z] = V[V/z|W[V/Z] ja
induktsiooni hiipoteesi pohjal V[V /z] € VRedx_,, ja W5[V /Z] € VRedy. Jirelikult
lemma 2.16 pohjal T[V /z] € CRed. O
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