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Sissejuhatus

Teoreetiline fuusika on fluusikalise reaalsuse kirjeldamine
matemaatika keeles. Kirjeldus ja keel, sisu ja vorm, fulsika ja
matemaatika on selles alati olnud Uhteviisi olulised. Fuusikud
on oma teooriate sdnastamiseks kasutanud puhta matemaati-
ka kodige erinevamaid osasid, tihti ka omapoolselt mjutades
matemaatika arengut.

Supersummeetria, superruumi ja supersiummeetrilise val-
jateooria mdisted ilmusid fuusikute to6desse paarkimmend
aastat tagasi [1-4]. Peagi osutus, et olulises osas pdhinevad
need matemaatikas hasti tuntud gradueeritud algebrate mdis-
tel. Fuusikute jatkuv huvi supersimmeetriliste valjateooriate
vastu p6hjustas kaasaegse matemaatika uue valdkonna - su-
permatemaatika - valjatd6tamise. Praeguseks on ilmunud juba
terve rida pdhjalikke monograafiaid supermatemaatika kohta
[5-7]. Meiegi raamat tutvustab supermatemaatikat ja selle md-
ningaid rakendusi fuusikas.

Esimeses osas on kirjeldatud lihtsamaid supersiimmeetrili-
si valjateooriaid Uhe-, kahe-, nelja-, kimne- ja Uheteistkiim-
nemddtmelistes ruumides, nii nagu fuausikud neid harilikult
esitavad. Need teooriad on fuuUsikalise reaalsuse tugevasti liht-
sustatud mudelid, mida v8ib pidada harjutustlesanneteks en-
ne mateeria algosakesi ja nendevahelisi vastastikmgjusid Kir-
jeldavate teooriateni jdbudmist. Eelviimane paragrahv tutvus-
tab supersiimmeetrilist Becchi-Rouet’-Stora-Tjutini (BRST) tei-
sendust, mis esineb igas kalibratsioonvabadusega kvantvélja-
teoorias. Viimane paragrahv ndaitab, kuidas klassikalist Hamil-
toni mehaanikat v8ib Umber formuleerida supersummeetria
keelesl Raamatu esimene osa eeldab teoreetilise futsika (val-
jateooria, kvantmehaanika, eri- ja uldrelatiivsusteooria) ning
rihmateooria algkursuste tundmist.

1 See paragrahv on kirjutatud Kaupo Palo poolt ja pdhineb tema Uppsala
Ulikoolis kaitstud doktoridissertatsioonil (juhendaja prof. Antti Niemi).
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Teine osa on puhtmatemaatiline. Esimeses kuues paragrah-
vis on esitatud supermatemaatika pdhimdisted - Grassman-
ni algebra, supermaatriks, superdeterminant, Lie’ superalgeb-
ra, supermuutkond, integreerimine supermuutkonnal. Siin on
eeldatud lineaaralgebra ja matemaatilise analtusi algkursuste
tundmist ning algteadmisi Lie’ algebratest ja siledatest muut-
kondadest. Kaks viimast paragrahvi tutvustavad supermate-
maatika ideede rakendamist diferentsiaaltopoloogias [8]. Su-
perseostuse formalismi kasutamine kihtkondade topoloogilis-
te invariantide uurimisel [9] viis vektorkondade Thomi klas-
si sellise Uldistuse leidmiseni, millel kull ei ole kompaktset
kandjat, kuid mis kahaneb piki kihti eksponentsiaalselt. Nen-
dest paragrahvidest arusaamiseks on vaja tunda kihtkondade
teooriat ja diferentsiaaltopoloogiat.

Esimene osa kuulub teoreetilise fuusika valdkonda, olgugi
et p6hitdhelepanu ei ole sealgi suunatud mitte niivord fauasi-
kalise reaalsuse kirjeldamisele, kuivord kirjeldamiseks vajali-
kule matemaatilisele formalismile. Teine osa kuulub matemaa-
tilise fuusika valdkonda. Nime poolest Gsna sarnased, on nen-
del teadustel siiski vaga erinevad métteviisid ja esituslaadid.
Selles tdsiasjas vOib kergesti veenduda igatks, kes lehitseb
l&abi raamatu mdélemad osad.

Raamat on mdeldud tdiendavaks 6ppematerjaliks teoreeti-
lise fulsika ja matemaatika magistrandidele ja doktorantidele.

Autorid on sugavalt tanulikud prof. Madis Kd&ivule ja prof.
Ulo Lumistele, kelle juhendamisel alustati supersiimmeetria-
alaseid uurimisi Eestis. Kaupo Palo oli lahkelt ndus oma tule-
muste tutvustamiseks kirjutama esimese osa viimase parag-
rahvi. Prof. Ulo Lumiste konstruktiivne kriitika oli suureks
abiks teise osa viimistlemisel. Tdname llmar Otsa ja Paavo Hel-
det, kelle kriitilised méarkused aitasid kdrvaldada mitmeid eba-
tapsusi, keelelist korrektorit Mare Saart ning Kirjastust ,Tesse-
rakt”, kus meie failidest raamatulehekiljed kujundati. Raamat
on trukitud Eesti Teadusfondi kulul (grant nr. 368).
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Poincare superalgebra

Poincare algebra. Poincare superalgebra. Superruum.
Poincare superalgebra esitus diferentsiaaloperaatoritena.
Kovariantne tuletis Drt. Relativistlik invariantsus.

1. Poincare algebra. Relativistliku fluusika poolt kirjeldatavad
protsessid toimuvad neljamd&tmelises aegruumis, mille punk-
te saab parametriseerida Uhe aja- ja kolme ruumikoordinaadi-
ga: (xa) = (t,xl), a =0,1,2,3, i = 1,2,3. Eeldame, et (xa)
on ristkoordinaadid. Kaugus 5 kahe punkti x a ja y a vahel on
defineeritud valemiga

S2 = r)ab(ya- Xa)(yh- Xh), (1.1)

riub = diag{+1,-1,-1,-1) = ribae 1.2)

See on Pythagorase teoreemi Uldistus kahem®&dtmeliselt tasa-
pinnalt neljamddtmelisele aegruumile. Aegruumi koos kaugus-
te vBrguga (1.1), (1.2) nimetatakse Minkowski ruumiks ja ten-
sorit riab Minkowski meetriliseks tensoriks ehk meetrikaks.

Aegruumi koordinaadid ei ole maaratud uUheselt, vaid on
lubatud nende lineaarteisendused:

xa =L abXb, ya = Labyh, Lab = const. (1.3)

Nduame, et kauguse avaldise kuju (1.1), (1.2) teisendustel (1.3)
ei muutuks. See tahendab, et

S2 = riabiy* - Xa')(yb - XW) =
= nablLac(yc- xc)Lhd(yd- Xd) = (1.4)

ncd(yc- Xc)(yd- xd).

Jarelikult peavad teisendusmaatriksid rahuldama kitsen-
davat tingimust
HabLacLbd = rjcd m (1.5)

Selliseid teisendusi (1.3), (1.5) nimetatakse Lorentzi teisendus-
teks.

2%



4 SUPERSUMMEETRIA FUUSIKAS

Kauguste vork (1.1) ei muutu ka koordinaatide jaigal nihu-
tamisel:

xb'=x h+ Ah, yb =yb+ Ab, Ab = const. (1.6)

Lorentzi teisendusi (1.3), (1.5) koos nihketeisendustega
(1.6) nimetatakse Poincare teisendusteks

xh =LbtXd+ Ah. (1.7)

Kuna kauguse s2 avaldis (1.1) Poincare teisendustel ei muu-
tu, Oeldakse, et Poincare teisendused on Minkowski ruumi
summeetriateisendused. Poincare teisendused moodustavad
Poincare rihma P ja Lorentzi teisendused moodustavad Lo-
rentzi rthma L. Saab naidata, et oma matemaatiliste omaduste
poolest kuuluvad Lorentzi rGhm ja Poincare ruhm Lie’rihma-
de hulka.

Lépmata vaikesi (infmitesimaalseid) Poincare teisendusi
vdib anda kujul

Xxb'= xb+06xb, 0xb=-lhaxa+ ah, (1.8)

kus Lbu « &1 - Lhd ja Ab« 1+ ab. Minkowski meetrika inva-
riantsuse tingimusest (1.5) saame tingimuse maatriksitele Iba:

riablbd + ndblbu = 0. (1.9)

Kui tdhistada r/ablbd = lad, sus utleb valem (1.9) meile, et lad
on antisimmeetriline maatriks, lad = -lda-

Tuletame nuud meelde mdningaid pdhimdisteid Lie' ruh-
made teooriast. Maatriksid Lba ja vektor Ab moodustavad
Poincare rihma esituse, mis teisendab Minkowski ruumi koor-
dinaate (xa) eeskirja (1.7) kohaselt. Oeldakse, et Minkowski
ruum (1.1) on Poincare rihma esituse ruum. Lie’ rihma in-
finitesimaalteisendusi saab uldiselt anda rihma generaatori-
te (infmitesimaaloperaatorite) Ta ja mfmitesimaalparameetrite
Nn kaudu:

OXr = iIAA{TA)rsXs.

Siin X s tahistab esitusruumi vektorit, Aa on rihma infinite-
simaalparameetrid ja (TA)rs on generaatorite vastava esituse
maatriksid. Generaatorid Ta moodustavad Lie’ rihmale vasta-
va Lie’ algebra baasi. Ruhmateooriast on teada, et Lie’ rihma
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lokaalsed omadused on taielikult méaaratud tema Lie’ algebra-
ga. Lie’ algebra on taielikult maaratud generaatorite kommu-
tatsioonieeskirjadega

[Ta .TB] = TaTb - TbTa = Cab”d m

Suurusi CgB nimetatakse Lie’ tiihma struktuurikonstantideks.
Nad peavad rahuldama Jacobi samasust

[Be[o+rCrE + Gk - .

Poincare algebra baasi moodustavad Idpmata vaikeste nih-
keteisenduste generaatorid Pa ja I6pmata vaikeste Lorentzi
teisenduste generaatorid Jab = -Jba- Seega antud juhul algeb-
ra indeks A koosneb kahest osast: A = {a,ab = - ba), A =
1,..., 10. Selleks et kirjutada infimtesimaalne Poincare teisen-
dus (1.8) maatriksite kaudu, toome sisse viiemddtmelise esi-
tusruumi, mille vektoriteks on

Teisendus (1.8) sisaldub nudd valemisl

j = 1~hAblnaclOs] -i6bac”/xaj

Infinitesimaalparameetrite lcd kordajad maéaravad generaa-
torite Jecd esitusmaatriksid ja infinitesimaalparameetrite ac
kordajad maé&ravad generaatorite Pb esitusmaatriksid. Otse-
ne arvutus esitusmaatriksitega kinnitab, et Poincare algebra
generaatorite kommutatsioonieeskirjad on jargmised:

[Pa,Pb]= O, (1.10a)
2i\Jab ,Pd] = Had”™b ~ HbdPa» (1.10i7)
2i\Jab iJcd] — MacJdbd + TMMbdJac HbcJad ~ HadJbc = (I.10¢c)

2. Poincare superalgebra. Oletame, et fuusikalisi protsesse on
sobiv kirjeldada mitte neljamddtmelises aegruumis, vaid ul-
distatud d-md&dtmelises Minkowski superruumis. See on ruum,

1 Umarsulud indeksite imber tahistavad siimmetriseerimist ja nurksulud
antisimmetriseerimist: M[ab) = \(Mab + Mba), M[ab] = \{Mab - Mba) .



6 SUPERSUMMEETRIA FUUSIKAS

mille punktid on parametriseeritud d kommuteeruva ristkoor-
dinaadiga x\ i =0,...,d- 1,xIxk- xkx| = 0,ja m antikom-
muteeruva koordinaadiga Oa, a = 1 O0a6&+ B”Ba =
0, (9a)2 = 0. Superruumi range definitsioon on antud raama-
tu teises osas, siinkohal piirdume ainult tema Kirjeldamise-
ga koordinaatide (xa,Ba) kaudu. Olgu Minkowski superruu-
mi simmeetriarihmaks Poincare superrihm SP, mille gene-
raatoriteks on Lorentzi teisenduste generaatorid Jab = -Jba,
koordinaatide x a suunaliste nihketeisenduste generaatorid Pa
ja koordinaatide Ba suunaliste nihketeisenduste generaato-
rid Q«. Ebaharilikele (antikommuteeruvatele) koordinaatide-
le 6a vastavad ebaharilikud generaatorid Qa - nende jaoks
on antud mitte kommutatsioonieeskirjad, vaid antikommutat-
sioonieeskirjad Q«Q” + QpQa = {Qa,QR}- Poincare superal-
gebra (anti)lkommutatsioonieeskirjad koosnevad Poincare al-
gebrast (1.10), millele meile huvipakkuvates ruumides d =
2,3,4,10,11 lisanduvad jargmised (anti)lkommutaatorid:

{Qa,Q.R} = -2(YaC)alPa, (1.10d)
[Qa,P] =0, (1.10e)
i[Qclab] = -~(Tab)aRQR. (1.107)

Vorduste paremal poolel olevad struktuurikonstandid on an-
tud Diraci maatriksite Ya ja laengulise konjugeerimise maat-

riksi C kaudu. Diraci maatriksid (Ya)ali on defineeritud Kkui
Cliffordi algebra maatriksesitus d-mddtmelises ruumis:

{Ya,Yb} = 2r\abl , nab = NMab = diag(+1,-1,---,-1),
(1.12)

kus | on Uhikmaatriks, 7« = 5 «. Maatriks Yab on Diraci maat-
riksite antisummetriseeritud korrutis

Yab — 2°Yayb —YbYa) = Y[aYb], (Yab)a” = ~(Yab)*a. (1.12)

On teada, et d-m6dtmelises ruumis on Cliffordi algebra taan-

dumatu esitus realiseeritav komplekssete (2[2]x 2[i*-maatrik-
sitega2. Jarelikult omandavad generaatorite Qa ja koordinaa-

tide B indeksid vaartused a = 1,..., 2[2 Laengulise konju-
geerimise maatriks Cafl on defineeritud vérdusega

C~lYaC = ~(Ya)T, (1.13)

2 Nurksulud aivu Umber téhistavad arvu taisosa.
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kus ' tahistab maatriksi I' transponeerimisel saadud maat-
riksit. Transponeerime seda avaldist ja asendame la tagasi
esialgsesse avaldisse. Naeme, et maatriks C peab olema kas
simmeetriline v6i antisimmeetriline, CT = +C. Ruumides d =
2,4 (mod 8) ehk d = 2,4,10,12,18, 20,... on laengulise konju-
geerimise maatriks antisummeetriline, C = -C T. Sama kehtib
ka Uhe vBrra suurema mddtmega ruumides d = 3,5 (mod 8).
Nendes ruumides on NaC simmeetriline maatriks, (FaC)r =
P C. Edaspidi vaatleme ainult selliseid ruume3. Margime, et
paaritumdédtmelistes ruumides d = 2k + 1 on spiinori kom-
ponentide arv samasugune kui Uhe vdrra vaiksema paarisar-
vulise médtmega ruumis. Sel juhul v8ib -maatriksiteks votta
2k-mo&dtmelise ruumi MN-maatriksid ja lisada neile sobivalt nor-
meeritud maatriks r2k+l = qY°Yl ...Y2k

Superalgebra struktuurikonstandid rahuldavad uldistatud
(gradueeritud) Jacobi samasust, mis sisaldab margitegureid.
Defineerime Poincare superrihma generaatorite paarsuse: ge-
neraatoreid Pa,Jab nimetatakse paarisgeneraatoriteks, p = O,
ja generaatoreid Q« nimetatakse paarituteks generaatoriteks,
p = 1 Uldistatud Jacobi samasuse Poincare superalgebra
(1.10) jaoks vOib anda niisugusel kujul:

[m ,T20,TI}+ (-1)™ (72, Tji,, Th+

+ (- 1)nlpl+pr)[[T3>T1},F 2} = 0.

Siin [Ti,T2} tahistab antikommutaatorit juhul, kui ™\ = Q,,,
Tz = QB, ja kommutaatorit kdigil Ulejadnud juhtudel.

3. Superruum kui Poincare superrihma SP faktorruum Lo-
rentzi rihma L jargi. Poincare superrithma algebrast (1.10) on
naha, et Lorentzi rihma generaatorid Jij defineerivad Poincare
superrithmas alamriihma L. Olgu Poincare superrihmas antud
jargmine ekvivalentsisuhe:

gi ~g2, kui g2xg\ e L,gug2e SP.
3 Ruumides d = 0,6 (mod 8), kus laengulise konjugeerimise maatriks on
simmeetriline, C = CT, on NaC antisimmeetriline maatriks, (faC)r = -IaC.
Sel juhul on Poincare superalgebra antikommutatsioonieeskiri (1.10d) antud

spiinori Q ja tema kaasspiinori Q jaoks:

{Q.,Q} =-2raPa.
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Saab naidata, et selle ekvivalentsisuhte p&hjal jaguneb Poin-
care superrihm ekvivalentsete elementide klassideks nii, et
iga element kuulub parajasti Uhte ekvivalentsiklassi. Ekviva-
lentsiklasside ruum (faktorruum SPIL) on d-md&détmeline su-
perruum Rd'ld kommuteeruva ja t = 2[Z] antikommuteeruva
koordinaadiga. Selle vaite pf6hjenduseks v6ib tuua jargmise
arutluste rea.

Parametriseerime Poincare superalgebra ruumi koordinaa-
tidega (alllj = -V Lea),i,j =0,...,d-l, a=1,..., Poin-
care superrihma ruumi v8ib niidd parametriseerida superal-
gebra eksponentsiaalkujutuse abil, avaldades suvalise elemen-
di g e SP samade parameetrite al, kaudu:

g = exp(iajPj - eaQa+ HIjJij). (1.14)

Antikommutatsioonieeskirju rahuldavate generaatorite Q a ees
seisavad siin antikommuteeruvad parameetrid, eae&+ e”ea =
0, eaQR + QRea = 0. Seetdttu on superrihma infinitesimaaltei-
senduste algebra alati kommutaatori kujul. Naiteks

[e“Qa, e™QR] = eh B Qa,QR} = -20«e*“(raC)(alk)Pa.

Faktorruumi SP/L on sobiv parametriseerida analoogiliselt,
vottes Ilj = O:

h(x, B) = exp(ixJPj —0aQa) m (1.15)

Imaginaarthiku i asetused valemites (1.14), (1.15) on pdhjen-
datud kvantteoorias vajaliku ndudega, et Idpmata vaikeste tei-
senduste generaatorite T = (P,J,Q) hermiitilisusest4 N'+=T
jarelduks I6pliku teisenduse unitaarsus g f = g~I1. Hermiitiline
konjugeerimine muudab korrutises tegurite jarjekorra vastu-
pidiseks. Kui k8ik parameetrid ja generaatorid on hermiitili-
sed, siis saame toesti

(exp(ixjPj - OaOa)y =
= exp(-iPj xji - Qj,#“1) =
= exp{-(ixjPj - OaQa)) =
= (exp(ixjPj - eaQa)V].
4  Maatriksi M hermiitiliselt konjugeeritud maatriks on M* = (M *)T. An-

tikommuteeruvate suuruste Q« ja Ba hermiitiline konjugeerimine defineeri-
takse edaspidi.
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Arvutame, mil viisil teisenevad superruumi koordinaadid
(z) = (xJ,0a) Poincare superrihma SP toimel. Olgu superrih-
ma SP toime faktorruumis SP/L defineeritud kui korrutamine
vasakult ruhma elemendiga g e SP. Selle m6jul teisendatakse
faktorruumi SP/L punkt h(z) punktiks h(z"), kus

h(z) =g =h(z) exp(-ilijJij). (1.16)

Viimane tegur selles valemis tagab, et teisendatud punkt h{z")
kuuluks taas faktorruumi SP/L. Asendame valemisse (1.16)
g,h(z),h(z') avaldised (1.14), (1.15). Eksponentsiaalkujutuste
korrutiste teisendamiseks kasutame Hausdorffi teoreemi, mis
vaidab, et

exp(IX) exp($Y) = exp(tX + sY + i[tX,5y] +0(t2,52)).

(1.17)

Esimeses ldAhenduses parameetrite (a, e, |) jargi saame vale-

mist (1.16) koordinaatide I6pmata vaikeste muutuste x' - x =
0x, 0' - B = 60 jaoks avaldised

6xj = aj - ljk« k- iea(YjC)aroR, (1.18a)

Tii) /. (1.18w

Juhul 0 = 0 annavad need valemid koordinaadi xj infinite-
simaalse Poincare teisenduse (1.8).

Superruumi koordinaatidega (xJ,0a), mis teisenevad Poin-
care superrihma toimel eeskirja (1.18) kohaselt, nimetatakse
Minkowski superruumiks.

4. Poincare superalgebra esitus skalaarse supervalja dife-
rentseerimisoperaatoritena. Skalaarseks supervaljaks Minkow-
ski superruumis nimetatakse Minkowski superruumis antud
funktsiooni ®(z), (zA) = (x1,0a), mis Poincare superrihma
teisendustel ei muutu:

(8®)(r) =d(a~1r) ehk d'{r') = o(r). (1.19)

Sel viisil on defineeritud Poincare superriihma toime mitte ai-
nult superruumi koordinaatidele, vaid ka skalaarsetele super-
valjadele. Ruhmateooria terminoloogias Oeldakse, et ka ska-
laarsete supervaljade ruum on Poincare superriihma esituse
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ruum Olgu superrihma infinltesimaalteisendused, mis moju-
vad esitusruumi elementidele ®, esitatud operaatoritega
{Ta,Ta) ja olgu (Au,Aa) vastavad teisenduste parameetrid,
A = const. Siis v6ime teisenduse anda kujul

50 = iAa(W ) -A A(F,®). (1-20)

Arvutame selle p6hjal Poincare superrihma generaatorite
Ta = (PaJah,Qa) kuju. Skalaarse supervalja teisenduseeskirja
(1.19) Taylori arendusest saamel

6d(r) = ®'(z) - d(r) = -67ALND(r). (1.212)

Asendame siia koordinaatide infinitesimaalteisendused (1.18)
ja vdrrutame tulemuse <P avaldisega generaatorite kaudu
(1.20). Kuna teisenduste parameetrid A = {a,l,c) on k&ik sol-
tumatud, peavad nende kordajad mdélemal pool v8rdusmaéarki
olema vordsed. Sellest jdreldub Poincare superruhma generaa-
torite esitus osatuletisoperaatorite kaudu:

Pj = idj , (1.22«)
Jjk = MNXjdk- x kdj) + >),% , (1.22b)
Qa= da-W jC)aRelld;. (1.22¢)

Otsene arvutus Kkinnitab, et generaatorid (1.22) rahuldavad
Poincare superalgebrat (1.10). Generaatoreid Q, nimetatakse
supersiimmeetria generaatoriteks.

5. Supersummeetria suhtes kovariantne tuletis. Supersim
meetria teisenduste suhtes invariantsete diferentsiaalvérran-
dite leidmine on lihtsam, kui tuletisoperaatorid (anti)lkommu-
teeruvad generaatoritega Q,. Valemist (1.22c) on néha, et hari-
likel osatuletistel 3« sellist omadust ei ole, {daQR + QRRda) ® 0.
Seepéarast toome sisse supersimmeetria suhtes kovariantsed
tuletised D a, mis antikommuteeruvad supersimmeetria gene-
raatoritega Qa. Seda vdib teha ldhtudes asjaolust, et vasakud
ja paremad nihked (super)rihmas (anti)lkommuteeruvad. Defi-
neerime operaatorite Da mdju faktorruumi SP/L elemendile

5 Osatuletis antikommuteeruva koordinaadi jargi on defineeritud valemiga
dexdP = 8,,. Matemaatiliselt range definitsioon on antud raamatu teises osas.
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h(z) kui korrutamise paremalt superrihma SP elemendiga
=exp(-"Q/0:

exp(-ZaDIxYh(z) = h(z) mR3i =

« (1.23)
exp(ix’'P, - OQIX exp(-5/Q/0 -

Teisendame selle vrduse paremat poolt Hausdorffi valemi
(1.17) abil:

exp(-S oD X/i(z) =
exp(ixX’Pj- 6"Q,, - Q@+i[0"Q,, ~"Chl) =

exp{-*"QR + [0DQ«, %t*QR])exp(ixjPj - 0'xQrt) =
=exp(-*"Q0 - 27nea(YIC)DBPi)h(z).
(1.24)
Siit saab vélja lugeda kovariantsete tuletiste Da avaldised
Poincare superrihma generaatorite Q,,,Pj kaudu:

D, = Qa+ 2eRR(PC),RPj (1.25a)
ehk harilike osatuletiste kaudu:
Da”~da + UYJC)aBeldj. (1.25hb)
Otsene arvutus kinnitab, et
{Da,QR}=0 (1.26)

ja et kovariantsete tuletiste antikommutaator on samasugu-
se struktuuriga nagu supersiimmeetria generaatorite Q« anti-
kommutaator (1.10d), kuid vastupidise margiga:

{Da,DR} = 2(YuC)alPu. (1.27)

6. Relativistlik invariantsus ja supersimmeetria. Poincare
ruhm on tasase aegruumi summeetriarihm. Kéik tasases aeg-
ruumis antud flusikateooriad peavad olema invariantsed
Poincare teisenduste suhtes ehk relativistlikult invariantsed.
Poincare superrihm on Poincare riuhma selline selline ul-
distus, mis sisaldab alamrihmana Poincare rihma. Poincare
superalgebra kirjeldab relativistlikult invariantsete fuusika-
teooriate sUmmeetriateisendusi, mis sisaldavad endas lisaks

3*
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aegruumi suUmmeetriateisendustele (Poincare teisendustele)
veel tdiendavaid sUmmeetriateisendusi.

Seni oleme vaadelnud lihtsaimat Poincare superalgebrat SP,
kus supersiimmeetria generaatoriteks on Qa. Poincare laien-
datud superalgebras on supersimmeetria generaatorid mingi
taiendava sisemise simmeetriarithma G p-mddtmelise esitus-
ruumi elemendid QHh, i = 1,..., P- Sel juhul asendub antikom-
mutatsioonieeskiri (I.10d) (anti)lkommutaatoritega

{Qix'Q.R} = -2{VuC)alPabij,

[Qi,.rA] = (TaVjQL
ITA,rfi] = C°BT,, .

Siin TA, A = 1..... dimG on ruhma G generaatorid ja C”B
on ruhma G struktuurikonstandid. Maatriksid (Ta)J] moodus-
tavad generaatorite I'g maatriksesituse p-mdfétmelises esitus-
ruumis elementidega Q.

Haagi-Lopuszanski-Sohniuse teoreem vaidab, et Poincare
laiendatud superalgebrad on ainukesed gradueeritud Lie' al-
gebrad, mis vdivad olla relativistlikult invariantse kvantval-
jateooria hajumismaatriksi summeetriateisenduste algebraks.
Sellest jareldub Poincare superalgebrate p&hjapanev tahtsus
relativistlike kvantvaljateooriate formuleerimisel.

Ulesanded

1.1. Kontrollida gradueeritud Jacobi identsuse kehtivust
Poincare superalgebra (1.10) jaoks.

1.2. Tuletada Minkowski superruumi koordinaatide
(xa,9a) teisenemine (1.18) Poincare superruhma I6pmata véai-
kesel teisendusel.

1.3. Kontrollida, et Poincare superrihma esitus (1.22) di-
ferentsiaaloperaatorite kaudu rahuldab Poincare superalgebra
(anti)lkommutatsioonieeskirju (1.10).

1.4. Kontrollida, et supersimmeetria suhtes kovariantsed
tuletised Da (1.25) rahuldavad antikommutatsioonieeskirju
(1.26), (1.27).
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Spiinorid d-mo6dtmelises ruumis
Spiinori mdoiste. Weyli (kiraalsed) spiinorid. Majorana

spiinorid. Majorana-Weyli spiinorid. Spiinorid ja
Diraci maatriksid ruumides d = 2,3,4,10,11

1. Spiinori mdiste. Aegruum, milles me elame, on vahemalt
makroskoopiliselt vaadatuna neljamd&dtmeline (Uks ajamd&dde
ja kolm ruumimdéddet). Flusikateooriates on aga kasutamist
leidnud ka neljast vaiksema v6i suurema arvu md&tmetega
ruumid. Osake (punktmass) kujundab aegruumis liikumisel
maailmajoone - Uhemd&dtmelise ruumi. String (Uhemd&dtmeli-
ne objekt) kujundab aegruumis lilkumisel maailmalehe - ka-
hemd&dtmelise ruumi (pinna). Membraani (kahemd&tmelise ob-
jekti) liikumist aegruumis kirjeldab maailmaruumala - kol-
memaddtmeline ruum. Kaluza-Kleini tiupi teooriates, kus eri-
nevaid fuulsikalisi vastastikmdjusid kirjeldatakse Uhtse mate-

maatilise formalismi abil, lisatakse aegruumi koordinaatide-
le sisemise summeetriarthma G ruumi koordinaadid: xA =
(x~,5a), vV = 0,1,2,3, a = |,...,dimG. Stringi kvantteoo-

riast jareldub, et kvantiseeritud stringi saab mittevastuolu-
liselt kirjeldada ainult 26-md6tmelises ruumis. Superstringi
kvantteooria on mittevastuoluline superruumis, millel on 10
kommuteeruvat ja vahemalt 16 antikommuteeruvat koordi-
naati. Antikommuteeruvaid koordinaate ja fermionvalju Kkir-
jeldavate spiinorite mitmed omadused sdltuvad suuresti (aeg)
ruumi dimensiooni d konkreetsest vaartusest.

Tuletame meelde, et Lorentzi rihma | spiinoresituse vdib
defineerida lahtudes Diraci maatriksitest (Fa)o/[, Definitsioo-
ni (1.11) pbhjal moodustavad maatriksid s, a = 0,...,d - 1,
vektori ~-moédtmelises Minkowski ruumis meetrikaga rnab =
diag(+1,-1,...,-1) ja nad teisenevad Lorentzi teisendustel
valemi (1.3) kohaselt:

ra' =L abYb. (2.1)

Saab tdestada, et teisendusest (2.1) Diraci maatriksite jaoks
jareldub sellise (2[z] x 2[i ])-maatriksi S(L) olemasolu, et tei-
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sendus (2.1) on antav kujul

)/ = (S1tH /tn /1S -'d.))/. (2.2)

Maatrikseid S(L) nimetatakse Lorentzi rihma L spiinoresituseks
ja 2™™-modtmelist kompleksset ruumi, kus see esitus mo-

jub, nimetatakse 2~-komponendiliste Diraci spiinorite ruu-
miks. Diraci spiinori gpa teisenemiseeskiri Lorentzi teisendus-
tel on goa = SaB(PR- Diraci spiinori 6a teisenemiseeskiri on
pa' = QR(s~l)Ra. Skalaarkorrutis 9acpa on jarelikult Lorentzi
teisenduste suhtes invariantne.

Poincare superalgebra (anti)lkommutaatorite (1.10d), (1.1 0f)
kuju naitab, et generaatorid Q« on Lorentzi rihma spiinoresi-
tuse ruumi elemendid - indeks o on sama tUuUpi nagu Diraci
maatriksite spunorindeksid ning viimastega summeeritav.

2. Weyli (kiraalsed) spiinorid. Moodustame k&igi N-maatriksi-

te korrutise
Yd+l = Im°ri...r*-1. (2.3)

Normeerime ta tingimusega
(rd+1)2=7 (2.4)
ja nBuame, et ta antikommuteeruks kd&igi N-maatriksitega:
{Ya,Yd+I} = 0. (2.5)

Viimasest ndudest jareldub, et korrutises Td+l peab olema
paarisarv tegureid, jarelikult eksisteerib selline maatriks ai-
nult paarismddtmelises ruumis, d = 2k. Normeerimistingimus
(2.4) annab siis kordaja rj vaartuseks

M2= (-1)k-1. (2.6)

Defineerime vasaku ja parema Weyli spiinori dl,dpr jarg-
miste tingimustega:

rd+lipi = +¢p 1} (2j a)

ro+l cor ——tyr m (2.7b)

Olgu Diraci maatriksid antud kiraalses esituses:

ra=((y*©)/ (yao ° 1 " .. 6,005 =1 ... 2kM-  <28)
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Cliffordi algebrast (1.11) jarelduvad tingimused maatriksitele
Yn,Ybl:

(ya)d(y“") +(/)/ (?*)/ = 2nahSa, (2.9a)

(fV V )/ +(/)/(/)/ =20Ja,4 . (2.9b)

Saab néaidata, et kiraalses esituses on maatriks rd+l diagonaal-
kujul:

ritl = (o -6 «) (2-10)

ja iga Diraci spiinorit ¢ vO6ib vaadelda koosnevana kahest
Weyli spiinorist:

*:(!:)’ <2-n )

Weyli spiinorite ¢\,or komponentide arv on ilmselt poole
vaiksem kui Diraci spiinori komponentide arv, neil on 2fc1l
kompleksset komponenti.

3. Majorana spiinorid. Fuusikas on olulised sellised Diraci
spiinorid, mis rahuldavad Diraci vdrrandit (valime Uhikud nii,
et Plancki konstant h = 1)

{ya(ida- eAa)- T)(p =0, a=0,...,d- 1. (2.12)

Selle vérrandi lahend Kkirjeldab kvantosakest, millel on spinn
elektrilaeng e ja mass m ning mis liigub d-md&dtmelises
ruumis valises elektromagnetvédljas potentsiaaliga Aa(x).
Osakesele ¢ vastavat antiosakest ¢ kirjeldab Diraci vor-
rand, kus elektrilaengu mark on vastupidine:

{ya(ida+ eAa) - T)dp = 0. (2.13)

Tuletame seose osakese ¢ ja antiosakese ¢ vahel. Selleks pa-"
neme téhele, et Cliffordi algebra mé&éaravat tingimust (1.11) ra-
huldavad lisaks maatriksitele Na ilmselt ka nende kaaskomp-
lekssed maatriksid (~IFa)*. Kuna Cliffordi algebra maatriks-
esitus on taandumatu, peab eksisteerima maatriks B, mis tei-
sendab maatriksi Ya kaaskompleksseks maatriksiks (~TIa)*:

(Fs)* = - BYaB-1 (2.14)
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Vdtame Diraci vBrrandi (2.12) kaaskompleksse v6rrandi, arves-
tame, et e,m ja Aa on reaalsed, ning kasutame seost (2.14).
Néaeme, et vorrandi (2.13) lahendit saab Kkirjutada kujul

= B~1p*. (2.15)

Flusikas kirjeldab Majorana spiinor osakest, mis on ident-
ne oma antiosakesega, @ = . Majorana spiinoriga kirjeldatav
osake peab olema ilma laenguta, e = O, ning rahuldama mdle-
mat Diraci vOrrandit (2.12), (2.13). Valemist (2.15) jarelduvad
¢ jaoks seosed

d*=Bd, d=B*d*. (2.16)
Sellest jareldub tingimus Majorana spiinorite olemasoluks:
BB* = 1. (2.17)

See tingimus on kitsendav, sest maatriksi B definitsiooniva-
lemist (2.14) saab analoogilisel vusil tuletada tldisema tingi-
muse

BB*=e, c=%I. (2.18)

Saab naidata, et tingimust e = +1 vO8ib rahuldada ainult ni-
sugustes ruumides, mille dimensioon on d = 2,3,4 (mod 8),
so.d=2,3,4,10,11,12,18,..., ja et sel juhul eksisteerib I'-
maatriksite esitus, kus C = .

Esitustes, kus 0 on hermiitilise konjugeerimise maatriks,
r’rare = (ra)* ehk rot = ro, rat = -I a, jareldub valemitest
(1.13), (2.14) B-1 = #I'°C. Esituses, kus C = I'°, vBime maat-
riksi B votta vOrdseks uUhikmaatriksiga, B = /, ja Majorana
spiinorid (2.16) on reaalsete komponentidega, d* = d. Nii-
sugust esitust nimetatakse Majorana esituseks. Diraci vdrran-
dite (2.12), (2.13) kujust juhul e = 0 jareldub, et selles esi-
tuses on M-maatriksite komponendid puhtimaginaarsed. Kui
vaadelda ainult massita (m = 0) Majorana spiinorvalju, vdib
Mmaatriksitele leida ka reaalse Majorana esituse.

Lisaks siin esitatud Diraci vOrrandist lahtuvale Majorana
spiinorite definitsioonile kasutatakse matemaatikas ka uldise-
mat (pseudo)Majorana spiinorite definitsiooni, mida me aga
lahemalt ei kasitle.

4. Majorana-Weyli spiinorid. Weyli spiinoreid, mille kom-
ponendid rahuldavad Majorana tingimust (2.16), nimetatakse
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Majorana-Weyli spiinoriteks. Majorana esituses, kus Majorana
spiinorid on reaalsete komponentidega, ip = g*, on Weyli spii-
norite definitsioonivalemid (2.7) mlttevastuolulised ainult siis,
kui maatriks rd+l on reaalne. Kuna I'J+] on sel juhul paaris-
arvu puhtimaginaarse N-maatriksi korrutis, siis peab /7 olema
reaalne ehk u2 = +1. Valemi (2.6) p6hjal tdhendab see, et
K = i peab olema paaritu arv. Kokku oleme Majorana-Weyli
spiinorite eksisteerimiseks saanud niisiis kolm tingimust:

1) Weyli spiinorid eksisteerivad ainult paarismddtmelistes
ruumides, d = 2fe

2) Majorana spiinorid eksisteerivad ruumides d = 2,3,4
(mod 8);

3) Majorana ja Weyli tingimused on kooskd&lalised ainult
juhul, kui fc= f on paaritu arv.

Neist jareldub, et Majorana-Weyli spiinoreid saab definee-
rida ainult d = 2 (mod 8)-m&dtmelistes ruumides. Majorana-
Weyli spiinoritel on 2k~l reaalset komponenti.

Majorana-Weyli spiinorid vbivad rahuldada Diraci vdrran-
dit (2.12) ainult juhul e = 0 (jareldub Majorana tingimusest
(2.16)) ja m = O (jareldub Weyli tingimusest (2.7)).

5. Naited

Vaatleme ldhemalt TI-maatrikseid ja spiinoreid fuusikas
enamkasutatavates ruumides d = 2,4,10, 11.
d = 2. Kahemddtmelises ruumis on Diraci spiinorid kahe
kompleksse komponendiga. N-maatriksitele on véimalik leida
puhtimaginaarne Majorana esitus:

re=o(° o)' r'=(. 0)° (2Nn949)
c=re=f9 @), C~1=C=-CT, (2.19Db)
Y*=T°Tl= (I _°J. (2.19¢)

Nédeme, et Majorana esitus (2.19) on uhtlasi ka kiraalne esi-
tus (2.8) ja reaalsete komponentidega Majorana spiinorid o
lagunevad kaheks Majorana-Weyli spiinoriks:
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Kahemddtmelise ruumi Majorana-Weyli spiinoritel on seega
Uksainuke reaalne komponent.

d = 4. Neljam6dtmelises ruumis on v8imalik defineerida nii
Majorana kui Weyli splinoreid, kuid mitte Majorana-Weyli spii-
noreid. Enam kasutamist on leidnud kahekomponendilised
komplekssed Weyli spiinorid ja N-maatriksite kiraalne esitus

r* - f O (Tab\ r _ (~ens 0\ 1 ¢ _ct
r - laaBA 0 ) c~4{ o eAB)" C - c*“cC

(2.21)

. o 1 "

kus AAB,A,B = 1,2, £fAb=eMB=fsb=eAB=[_1 o)’ ans

on hermiitilised van der Waerdeni simbolid

<6={0 ?» < =(?2 O

No=(- o) r =(0 -1) (2'22)
ja on defineeritud valemitega
FUBA —EACCB (o) a" - FUDcaRss - U %%

Cliffordi algebrast (1.11) jarelduvad tingimused van der Wher-
deni simbolitele cru:

<jaAScr™ + a bAS<j£S = 2r)abdE . (2.24)

Otsene arvutus Kkinnitab, et N-maatriksid (2.21) on (anti)her-
miitilised, (Ta)f = riahTb. Kuna Cliffordi algebra (1.11) p&hjal

kehtivad ka seosed (I'a)-1 = riuhYb, siis on MN-maatriksid (2.21)
unitaarsed.
Maatriks '5 on defineeritud korrutisena

rs= -ir°rir2r3 *« _°). @2 25)

Kui Diraci spiinori komponente tadhistadal

(O
v«=U-4/" <226)

Punkteerimata indeksiga spiinori tahiseks on bja punkteeritud indeksiga
spiinori tahiseks on x m
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siis vasak ja parem Weyli spiinor on vastavalt kujul

oK = (2.27)

Me vBime defineerida spiinorindeksite tdstmise ja langetamise
mitte ainult van der Waerdeni sumbolite jaoks (2.23), vaid ka

(2.28)

Paneme tahele, et summeeritud on dlalt vasakult alla pare-
male. Nuud on vdimalik moodustada skalaarkorrutis! ®ndn,

dAda. Kuna eab on antisummeetriline, siis

dnda = dndeeBA = - NeABPB = ~DPBDPB > (2.29)

Edasi vaatleme Majorana spiinorite defineerimist. Otsene
arvutus naitab, et kiraalses esituses (2.21), (2.22) on 'O her-
miitilise konjugeerimise maatriks ja et me vdime vétta B~I =
-F°C = CT°. Majorana tingimus (2.16) on seega kujul

(2.30)

Saab néidata, et punkteeritud ja punkteerimata indeksid tei-
senevad Lorentzi rihma katva rihma SL(2,C) kaaskompleks-
esituste kohaselt. Spiinori a (2.26) kaaskompleksne spiinor
on jarelikult

(2.31)

ja tingimus (2.30) Utleb, et Majorana spiinori komponentide
vahel kehtivad seosed

Majorana spiinor da on seega esitatav kahekomponendilise
spiinori ®a ja tema kaaskompleksse spiinori ®a kaudu:

(2.32)
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Arvestades seoseid (2.28) vBime defineerida Majorana spiinori
¢'y kahekomponendilise spiinori ¢ g kaudu:

cpa = (gpA - o). (2.33)
Skalaarkorrutis avaldub naud

Pada = Pida + PAPa - (.234)

Edaspidi (§6) on meil tarvis kasutada antikommuteeruvate
komponentidega kahekomponendilisi spiinoreid 0/, 94, xa,

X  Sel juhul kehtib valemi (2.29) kohaselt
BNXA = X/leN. (2.35)

Defineerime antikommuteeruvate komponentidega spiinori 9A
hermiitilise konjugeerimise seosega

(BA)* = BA. (2.36)

Nduame, et skalaarkorrutis (2.34) oleks hermiitiline, 9aXx =
(0tXX «)f = Xo<Oa”™mLahme Ule kahekomponendilistele spnnori-
tele ja arvestame seost (2.36). Naeme, et simbolite cab,fab
hermiitiline konjugeerimine tuleb sel juhul defineerida jarg-
miselt:

(~"Bg)f=-en~, (eAB = -e AB. (2.37)

Sut jareldub
(04)+= (BBeBA)f = -9 a - (2.38)

d = 10. Kumnem®&d6tmelises ruumis saab leida N-maatriksite
kiraalse esituse (2.8), mis on Uhtlasi ka Majorana esitus - kdik
MN-maatriksid on puhtimaginaarsed:

M=((47 <*> ““=1.16 (23

ril.f/ O\ / O (C8)ii,\
lo -1y \ (-c8)aR 0o J’ (2-40)
C~1=-C =CT, C2=-1, (2.41)

C81=Ce=Cj, C|=1. (2.42)
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Iga 32-komponendiline Majorana (reaalsete komponentidega)
spiinor laguneb kaheks Majorana-Weyli spiinoriks:

(2.43)

Indeksite langetamine on defineeritud laengulise konjugeeri-
mise maatriksi C abil:

4>a = (CS)aBRVR, da = -(C8R4>Rm (2.44)
Me vbdime kasutada ka ainult 16-komponendilisi spiinoreid
¢,,, Pa ja summeetrilisi maatrikseid yaaf,y,R, kui definee-
rime
yu«B = (c -i y\B=~(ya)/ (Cs)BR. (2.45)
Cliffordi algebrast (2.9a) jareldub nudd tingimus

yaalYbie + yhalyue = -2 nabda. (2.46)

Kuna C = '’ on puhtimaginaarne, on y-maatriksid reaalsed.
Reaalsete komponentidega spiinorid ¢a, ®a on vastupidise ki-
raalsusega ja indekseid ei tdsteta ega langetata.

Saab naidata, et paaritu arvu y-maatriksite antisimmetri-
seeritud korrutised on kas simmeetrilised vdi antisimmeetri-
lised maatriksid:

Yy ..mir-ti s ylIni] ylr _ ym2r+i] _ (ymi—m2r+i)T "2 47)

Siit jarelduvad kasulikud valemid

(2.48)

(2.49)
(2.50)

Maatriksite ya(X3,yaall konkreetne kuju pole meie edaspidistes
arutlustes oluline.
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d = 11. Paaritumdétmelise ruumi spiinoritel on komponenti-
de arv niisamasugune nagu Uhe voérra vaiksema paarismoot-
melise ruumi spiinoritel. Seeparast saab 11-m&dtmelise ruu-
mi -maatriksiteks votta 10-mddtmelise ruumi N-maatriksid
ning Uheteistkimnendana lisada neile maatriks ir 11:

* = (Ta,i¥n), =a=20,..., 10. (2.51)

Otsene kontroll naitab, et Cliffordi algebra (1.11) on rahul-
datud. Kui 'm on Majorana esituses, sns on ka bl (2.51) Ma-
jorana esituses, sest kdik N-maatriksid on puhtimaginaarsed.
Diraci spiinoritel on 32 kompleksset komponenti ja Majorana
spiinoritel 32 reaalset komponenti.

Ulesanded

2.1. Tuletada avaldis (2.6) maatriksi Td+l normeerimiskor-
daja 1/ jaoks, ldhtudes tingimusest (2.4) ja N-maatriksite ClIif-
fordi algebrast (1.11).

2.2. Téestada, et Diraci vdrrandi (2.13) lahend antiosakese
¢ jaoks on antav valemiga (2.15).

2.3. Arvutada valemitest (2.21)-(2.23) N-maatriksite ilmuta-
tud kuju neljamd&dtmelises ruumis kiraalses esituses:

/0 0 1 O\ /0 0 0 1\
y 0 0 01 0 0 10
ru r=
10 0O O -120 0 °
\0O 1 o 0J \-1 0 0 0/
/ 000 /0 01 0 \
_ 0O O i O N 0O 00 -1
= 0 i 00 3= 10 0 o
V-i 0 0O Vo 1 o o [/



Valjad ja supervaljad

Lagrange’i formalism. Hamiltoni formalism. Supervaljad.
Mdéjufunktsionaalid superruumis.

1. Lagrange’i formalism valjateoorias. Valjade ul(xa),

i=1,...,m, a=0,...,n- 1lagranziaan L[ul(xa), abnl(xa)]
ja mdjufunktsionaal S

S[ul(xa)] = L[ul(xa), dbUl(xa)]d nx (3.1)
A

omavad véljateoorias keskset tdhendust. Varieerime ruumi-
punkte x a ja valjafunktsioone ul(xa):

Xa—xa =xa+ 0xa, (3.2)

u'(xa) —ul (xa') = ul(xa) + 6ul(xa). (3.3)

Tahistagu Oul valjafunktsiooni variatsiooni etteantud ruumi-
punktis:

6ul=ul (xa)- ul(xa) = 6ul- dauléxa. (3.4)
See kommuteerub osatuletisega:
6daul = dadul. (3.5)

Arvutame variatsioonarvutuse reeglite kohaselt mdjufunktsio-
naali esimese variatsiooni Uldavaldise:

6s[H.(xU)] = £ ((~ N _ g _ _ )OMi+

+ab@(£0MN + 36
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Seda avaldist kasutatakse kahe véaga olulise lause formuleeri-
miseks.

1 Vahima méju printsiip vaidab, et liilkumistrajektoorid
n{{xa) on méjufunktsionaali ekstremaalid, 6S[ul(xa)] = O,
juhul kui variatsioon arvutatakse fikseeritud algoleku A ja
Idppoleku B vahel ning eeldatakse, et ruumilise maaramispiir-
konna &érel on valjafunktsioonid identselt nullid. Nendel eel-
dustel on esimese variatsiooni uldavaldises (3.6) taisdivergent-
si sisaldav liige identselt null (seda v8ib kontrollida Stokesi
teoreemi kasutades) ja vdrranditeks véljafunktsioonide jaoks
saadakse Euleri-Lagrange’i vérrandid

BL d dL

. (3.7)
dui pgxad(daul)

2. Noetheri teoreem vaidab, et kui mdéjufunktsionaal on
invariantne teisenduste p-parameetrilise rihma G suhtes pa-
rameetritega =const, a=1,...,p =dimG

hxa=lala, (3.8a)
6zu'=J'aZa, (3.8b)
0%S = 0, (3.8¢)

siis piki liikumistrajektoore (3.7) kehtivad divergentsitilpi jaa-
vusseadused

(3.9)
Komponendid jj* moodustavad n-mddtmelise ruumi vektori
vaartustega algebras G, mida nimetatakse jaavaks vooluks.

2. Hamiltoni formalism valjateoorias. Kanoonilise (Hamilto-
ni) formalismi seisukohalt on mdéjufunktsionaalis (3.1) olevad
valjad ul(xa) uldistatud koordinaatide osas ja nende tuletised
aja jargi ri'{xa) = gpon'(x a) uldistatud kiiruste osas. Selleks et
Legendre’i teisenduse abil Gle minna Hamiltoni formalismile,
defineerime uldistatud impulsid
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ja saadud avaldistest leiame uldistatud kiirused uldistatud im-
pulsside kaudu:

a'(x1) = a'fu\pi, d-u'], r—1,..., M—1. (3.11)

Asendades lagranziaanis Uuldistatud Kkiirused uldistatud im-
pulsside kaudu, vBime defineerida hamiltoniaani

H[u,p] = PjUl- L (3.12)

ja kanoonilise integraali

I = (p,u - H)dnx . (3.13)

Vaatleme kanoonilist integraali (3.13) kui uut méjufunktsio-
naali I[ul(xa),pi(xa)], arvutame esimese variatsiooni (3.6) ja
rakendame vadhima madju printsiipi. Siis saame liikumisvérran-
diteks Hamiltoni kanoonilised vdérrandid

34 3 dH

s (3.14a)
dxr d(dru’') ’
dH
i (3.14b)
dp,

VOib osutuda, et mitte kdik vdrrandid (3.10) pole p&drata-
vad. See tdhendab, et mitte k&ik uldistatud koordinaadid ja
impulsid ei ole sdltumatud, vaid nad rahuldavad algebralisi
seoseid

Fs[u,p] =0, 5=1,...,M. (3.15)

Kui teoorias esinevad seosed (3.15), vdib neid lisada kanoo-
nilisse integraali Lagrange’i maaramatute kordajate 1\ 5 =
1 abil

(3.16)

Seosed (3.15) jarelduvad nuud vdhima méju printsiibist, kui
kanoonilist integraali (3.16) varieerida ka Lagrange’i kordajate
N5 jargi.

3. Supervéljad. Vaatleme harilike fuusikaliste valjade ul(xa)
asemel supervalju Ul(zA), kus (zA) = (xa,9ct) on superruu-
mi piirkonna koordinaadid. Kommuteeruvad koordinaadid x a,

5
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a=0,...,d- 1on ~-mddtmelise aegruumi koordinaadid Min-
kowski meetrikaga #,/ = diag(+1,-1,...,-1) ja antikom-
muteeruvad koordinaadid OIX on selle ~~-m&dtmelise aegruu-
mi spiinorid, a = 1,...,t, t = 211 Supervéljad U1 on hari-
likult Lorentzi rihma mingi teise m-mo&6dtmelise esituse ruu-
mi elemendid ja enamasti d ® m. Kdige sagedamat kasuta-
mist on leidnud skalaarsed supervéaljad U(zA) ja vektorvaljad
Ul(zA), i=1,..., m.

Kuna iga antikommuteeruva koordinaadi korrutis iseenda-
ga on null, 6101 = 0, 9202 = 0 jne., siis supervalja Ul(xa, OIX
Taylori arendus koordinaatide O jargi on Idpliku arvu liideta-
vatega:

t
Ul(xu,9¥ = J /«, ,kM B a ...0%k=

k=0
t t
=/ (x) + £ JA<x)0" + X /A(X)0"0'l+ ..+
«=1 /=104\
v n<B )

+f{ tele2...0<.
(3.17)

Harilikult nGutakse, et U'(zA) oleks kommuteeruv suurus,
UIUk - UkUI = 0. Sel juhul on arenduses (3.17) paarisarvu
Oa korrutiste ees olevad kordajad /£,...«., (*) kommuteeruvad
ehk bosonvéljad harilikus aegruumis koordinaatidega (x ) ja
paaritu arvu 6a korrutiste ees olevad kordajad , (X)
antikommuteeruvad ehk fermionvéljad. Kordajad f~_,, k(x)
kokku moodustavad valjade supermultipleti harilikus aeg-
ruumis.

Vaatleme nuud lahemalt skalaarset supervalja. Tema teise-
nemiseeskiri Poincare superriihma teisendustel on antud va-
lemitega (1.19M1.22). Neid teades on lihtne arvutada super-
multipleti komponentvaljade teisenemiseeskirju:

OqU

-eaQal(z) =
t

-ea(q,- UT“C)aeBl>ra) X f«,...«k(x)6a'...e«* =
k=0

"td famk(x)0a' ...0°*.
k=0
(3.18)
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Seda valemit <5/« avaldiste leidmiseks kasutame edaspidi
konkreetsetes supersiimmeetrilistes teooriates (884, 6).

Paneme tahele, et rea (3.17) viimases lilkmes olev kompo-
nentvali f\ t(x) teiseneb alati taisdivergentsi vorra:

=<eam((r'c),No', X/«,-«. s m 319>

4. Mojufunktsionaalid superruumis. Defineerime mdéjufunkt-
sionaali superruumis supervéljade Ul(zA) jaoks:

S[M*(rA)] - L[t/1(z4)]ddxdfO. (3.20)

Eeldame, et S on skalaarne reaalne kommuteeruv funktsio-
naal. Integraal Ule antikommuteeruvate muutujate 0 on defi-
neeritud raamatu teises osas, snnkohal méargime vaid, et oma
arvutuseeskirjade kohaselt

(3.21a)

on ta pigem analoogiline tuletise vétmise operatsioonile kui
integreerimisele Ule kommuteeruvate koordinaatide. Seet&ttu
erineb superruumis antud mdjufunktsionaali (3.20) tahendus
harilikus aegruumis antud médjufunktsionaali (3.1) tdahendu-
sest. Sellisel kujul (3.20) ei saa teda otseselt kasutada valja-
vlrrandite tuletamiseks. Kull aga saab teda kasutada sobiva
harilikus aegruumis antud modjufunktsionaali leidmiseks su-
permultipleti valjade jaoks.

Asendame arenduse (3.17) modjufunktsionaali (3.20). La-
granziaan L on niud ka ise supervéalja kujul, kus arendu-
sega (3.17) analoogilises arenduses on komponentvaljadeks
supervaljade n {rA) komponentvaljade korrutised. Integree-
rime Ule kdéigi antikommuteeruvate koordinaatide BQ Tule-
museks saame hariliku aegruumi mdéjufunktsionaali (3.1), kus
vastavalt reeglitele (3.21) on lagranziaaniks jadnud korrutise
B1l... Blkordaja. Supersimmeetria teisendustel (3.18) teiseneb
see taisdivergentsi vlrra, seega

6aqLlulW | = ~~d a[u'(x)]. (3.22)

5*
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Mdjufunktsionaalis (3.1) vBib Stokesi teoreemi p6hjal integraa-
li Ule taisdivergentsi teisendada integraaliks Ule integreerimis-
piirkonna aare:

(3.23)

Valjavorrandite leidmisel varieeritakse mdjufunktsionaali nii,
et darepinnal on variatsioonid nullid. Sel juhul ei anna agL va-
rieerimine tadiendavaid liikmeid esimese variatsiooni avaldisse
(3.6). Jarelikult annavad nii esialgne mdjufunktsionaal S kui
ka teisendatud modjufunktsionaal S + 5gqS Uhesugused vélja-
vorrandid. Oeldakse, et selline teooria on invariantne super-
simmeetria teisenduste suhtes ehk supersimmeethline.

Klassikalise flulsika raames kasutatakse supervalju ja su-
perruumis antud mdjufunktsionaale pd6hiliselt selleks, et
konstrueerida supermultiplette ja leida supersimmeetrilisi
lagranziaane komponentvéljade jaoks. Kvantteoorias vdimal-
dab supervédljade formalism Feynmani reeglite kompaktset
Uleskirjutamist ja hdlbustab supersiimmeetriliste regularisee-
rirnismeetodite kasutamist.

Ulesanded
3.1. Tuletada kanoonilisest integraalist (3.13) kui mdju-
funktsionaalist Hamiltoni kanoonilised vérrandid (3.14).



Poorlev punktosake

Mitterelativistlik osake. Pseudoklassikaline spinn.
Relativistlik massiga osake, Kleini-Gordoni vérrand
ja Diraci v@rrand.

1. Mitterelativistlik punktosake. Vaatleme Uhem&dtmelist
ruumi (aja)koordinaadiga t. Cliffordi algebra (1.11) naitab, et
selle ruumi M-maatriksi osas on arv 1ja spiinorid on thekom-
ponendilised. Lisame kommuteeruvale koordinaadile t anti-
kommuteeruva spiinortutipi koordinaadi 1. Saadud superruu-
mi $A 11 Poincare superrihma generaatorid on (1.22) pdhjal

P = idt, (4.1a)

Q= ar- irdt (4.1b)

ja nad rahuldavad (anti)lkommutatsioonieeskirju (1.10)

[P,P] = O, (4.2a)
[Q,P] =0, (4.2b)
1Q.QI = 2Q2= -2P. (4.2¢)

Kovariantne tuletis (1.25) avaldub
D=dT+irdt, (4.3)

1Q,D} = 0. (4.4)

Poodrleva osakese liikumist d-m6&dtmelises eukleidilises ruu%
mis saab kirjeldada d funktsiooniga Xa(t,r), mis superruumi
R 11 suhtes on skalaarid ja d-m6&dtmelise eukleidilise ruumi
suhtes vektorid. Lihtsuse mdttes vaatame esialgu ainult Uhik-
massiga osakest. Mdjufunktsionaal 5[Xa] on sobiv vdtta kujul

S\Xa(t,t)1 = A~ ] L[Xa(t,T))drdt (4.5)
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lagranZiaaniga
L=](DXa)D(DXb)6ah, (4-6)
kus dab on *-mddtmelise eukleidilise ruumi meetrika. Arenda-
me supervaljad Xa{t,r) Taylori ritta antikommuteeruva koor-
dinaadi T jargi:
Xi(t, r) = xa(t) + T(pa(t). (4.7)

Asendame selle ja kovariantse tuletise avaldise (4.3) lagran-
Ziaani (4.6) ja arvestame, et r 1 = 0. Saame

L=i(igpaxb- rxaxb- irqpacpb)dab .

Integreerime vastavat mdjufunktsionaali (4.5) tle antikommu-
teeruva koordinaadi 1. Reeglite (3.21) p6hjal on tulemuseks
mdjufunktsionaal osakese ruumikoordinaadi x a(t) ja tema
superpartneri gpa{t) jaoks:

S[xa,qpb] = 5 Jt‘ (xax b + ig?a(pk)<5afcdt. (4.8)
i

Mdéjufunktsionaal S[xa,gpb] peab oma fluusikalise tdhenduse
kohaselt olema reaalne funktsionaal. See ndue on rahuldatud,
kui antikommuteeruvad funktsioonid gpa on reaalsed, cpa =
(gpa)*, sest sls

(icpa(pb)* = -i(cpb)* (gpa)* = iopagpb . (4.9)

Mdéjufunktsionaalist (4.8) saame liikumisvdrrandid (3.7) alg-
oleku A = x a{ti) ja I6ppoleku B = x a(tf) vahel:

xa=0, dda=0. (4.10)

Supervéalja Xa(t,r) muutus supersimmeetria teisendustel
(4.1b) on

0Xa=-eQXu=-£(dT- irdt)Xa, e = const. (4.11)

Siit jareldub, et nendel teisendustel komponentvaljad x a(t),
g?a{t) segunevad omavahel:

Oxa = -eqgpa, (4.12a)
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6gpu = -iexu. (4.12b)

Supersimmeetria teisenduse parameeter e peab siin olema
puhtimaginaarne, e* = - e. Kuna operaatorid Q ja D antikom-
muteeruvad vastavalt valemile (4.4), teiseneb lagranziaan (4.6)
niisamuti nagu supervali:

6L = -eQL. (4.13)
Modjufunktsionaal muutub vaid &areliikme vorra:
cy r
0S = -e OT - irdt)Ldrdt =
(4.14)
e ff/
= -§ f 7dt(gpax h)dabdt = -~ (® ax b)\"dab
2 Jt 2

Mdjufunktsionaal (4.8) on invariantne ruumipddrete suh-
tes, sest eelduse kohaselt on x aja gpa d-m&dtmelise eukleidi-
lise ruumi vektorid. Nende infinitesimaalteisendused on Kirjel-
datavad antisummeetrilise maatriksiga coab = -coba = const,
coah = ouadddb:

8xa = abXb, 6gpa= coab®b. (4.15)

Leiame Noetheri teoreemi abil vastava jdava voolu. Kirjutame
teisenduse (4.15) kujul (3.8b)

(4.16)
kus
Jaca = 6acxd, Kaca = 6“c<pd. (4.17)
Jaavusseadus (3.9) annab
jab = N (xaxb- xbxa) + -~pacpb) = 0. (4.18)

lo/1® wi- @

Esimeses liikmes tunneme ara impulssmomendi, jarelikult ka
teine liige, mis on antud antikommuteeruvate funktsioonide
gra kaudu, peab olema impulssmomendi tdhendusega.

2. Pseudoklassikaline spinn. Olgu méjufunktsionaal (4.8) an-
tud kolmemodtmelises eukleidilises ruumis, d = 3. Selleks et
leida antikommuteeruvate funktsioonide gpa(t), a = 1,2,3,
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fuusikalist tdhendust, teeme osalise Legendre’i teisenduse
kommuteeruvate uUldistatud koordinaatide x ‘lI(t) jaoks. Defi-
neerime vastava uldistatud impulsi (3.10)

Pa — = _x A, (4.19)

ja arvutame hamiltoniaani (3.12)

H = paxa- L = ~~{paph- i<pUP h)6ab (4.20)

Kanooniline integraal (3.13) on nadud

| = A(PaXa- ~"dadu+ "PaPU)dt. (4.21)

Defineerime Poissoni sulud faasiruumis (x, p) antud funktsioo-
nide f(x,p),g{x,p) vahel:

= . (4.22a)
dxu dpa dxadpa

Sellest definitsioonist jarelduvad Poissoni sulgude avaldised

faasiruumi koordinaatide vahel:

[xu,xh]P = 0, [Pa,Pb]p = O, (4.23a)

[xa,pb]p = <. (4.23b)

Kanooniline integraal (4.21) on antud faasiruumis, mis lisaks
kommuteeruvatele koordinaatidele (x a,pb) sisaldab ka anti-
kommuteeruvaid koordinaate (gpa). Poissoni sulgude definit-
siooni (4.22a) uldistuse superfaasiruumile koordinaatidega
(xa,pb,dc) vdib anda sellisel kujul:

[f P=1Z-~L _ (-DPfPglILUL + IEL (422b)
U 'g]F axapgpa ~ 7 dx“ dpa 1dtp* gep*’

Siin Pf,Pg tahistavad funktsioonide f,g paarsustlning dr on
tuletis paremalt ja di on tuletis vasakult. Siit jareldub

[g>a,qph]p = it5ah, (4.23c)

1 Kommuteeruva funktsiooni /7 korral pj = 0ja antikommuteeruva funkt-
siooni g korral pg = 1, nii et kehtib

fg-(-1)PfPegf = 0.



POORLEV PUNKTOSAKE 33

[f.glp = -¢-i )PrP*[g,fh- (4.24)

Lahme klassikaliselt teoorialt Ule kvantteooriale. Vastavalt
Diraci kanoonilisele kvantiseerimisskeemile tdhendab see faa-
siruumi koordinaatide (xA p\ugpc) asendamist hermiitiliste
operaatoritega x a,py,,pc. Need toimivad lainefunktsioonide
Y Hilberti ruumis ja rahuldavad (anti)lkommutatsioonieeskirju,
mis on tuletatud Poissoni sulgude avaldistest (4.23) vastavu-
sega [ , P - -ih[ , I

[xa,xb] =0, [pa,Pb] =0, (4.25a)
[xa,pi,] * -ih&i,, (4.25b)
{da,pb[ = hoab, (4.25¢c)

[xbL,dpb] =0, [pa,dpu] = 0. (4.25d)

Seost (4.25c) Cliffordi algebraga (1.11) v6rreldes naeme, et
operaatoreid c¢dwun,a = 1,2,3 saab esitada kolmem®&dtmelise
eukleidilise ruumi Cliffordi algebra elementidega. Nendeks
vBib valida naiteks Pauli maatriksid:

oun = . 4-26)

,i_/0 1\ , _ /0 -i\ ,/ 10
oj’ oj’ -1j- (4-27)

Mitterelativistlikus kvantmehaanikas kirjeldavad Pauli maat-
riksid spinnoperaatoreid. Nende kaudu defineeritakse spinn-
vektor

Su= "hau, (4.28)
mille komponendid rahuldavad kommutatsioonieeskirju
[Sa,Sh] = ih€ubcsc . (4.29)

Jaavale voolule juh (4.18) vastavat operaatoril v6ib vaadelda
koosnevana kahest osast - orbitaalsest impulssmomendist

Mab = xapb- pilxb (4.30)

ja sisemisest impulssmomendist

Sab = {¢padhb = ~ (a ucrb- (T(TA) . (4.31)



34 SUPERSUMMEETRIA FUUSIKAS

Vordlus kvantmehaanilise spinnvektori definitsiooniga (4.28)
lubab sisemise impulssmomendi Suh samastada kvantmehaa-
nilise spinniga Sa:

(4.32)

Harilikult vaadeldakse spinni kui taielikult kvantmehaani-
kasse kuuluvat mdistet, millel puudub vaste klassikalises teoo-
rias. Antikommuteeruvaid muutujaid kasutades oleme aga sel-
lise vaste siiski leidnud - mdjufunktsionaaliga (4.8) on klassi-
kalise teooria raames Kirjeldatud pddérlevat osakest, mille sise-
mine impulssmoment péarast Uleminekut kvantteooriale laheb
tle kvantmehaaniliseks spinniks. Muutujatega gpa(t) kirjelda-
tud sisemist impulssmomenti on nimetatud ka pseudoklassika-
liseks spinniks ja vastavat osakest pddrlevaks punktosakeseks.

3. Relativistlik p6oérlev osake, Kleini-Gordoni vdrrand ja Di-
raci virrand. Vaatleme relativistlikku pddérlevat pseudoklas-
sikalist osakest massiga m. Tema mdjufunktsionaali on kdige
lihtsam vélja kirjutada mitte superruumis, vaid kohe kompo-
nentkujul neljamdd&tmelises Minkowski ruumis:

Funktsioonid x a(t),qgpa(t) on neljamddtmelise ruumi Lorentzi
ruhma vektorid ja moodustavad supermultipleti Uhem&dtme-
lisel maailmajoonel. Supermultipleti moodustavad ka Lagran-
ge'i kordajad e,\. Funktsioon gp5(t) on taiendav antikommu-
teeruv muutuja, mis on oluline juhul m ® 0. Supersimmeetria
teisendused valjafunktsioonide jaoks on jargmised:

0xa = iegpa,

Sgpa = -ee~I(xa- i\gpa),
6e = 2i\e, (4.34)
(6Bn=¢g,

ogp5= -e(m + —  cp5(h5+ m\))
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Otsene arvutus kinnitab, et nende teisenduste korral teiseneb
modjuintegraal (4.33) taistuletise vorra:

(e2}
(0]
1

>

(4.35)

Paneme tahele, et erinevalt eelmistes punktides kasitletud juh-
tudest on siin supersimmeetria teisenduse parameeter sdltuv
argumendist t, e = e{t). Konstantsete parameetritega teisen-
dusi nimetatakse globaalseteks teisendusteks. Teisendusi, mille
parameetrid on funktsioonid ruumipunkti koordinaatidest, ni-
metatakse lokaalseteks teisendusteks.

Teeme osalise Legendre’i teisenduse ja defineerime uldis-
tatud impulsi (3.10):

AJd
Vu = 3** = e~l(xh- ih<Pb)nba < (4.36)

Vastav hamiltoniaan (3.12) on kujul

H=~~(®adwn - <P5P5) + | (pupu- m2) + iMPaVa- mqgp3)
(4.37)
ja kanooniliseks integraaliks (3.13) saame

I = (paXa+ \{(pada- &505) - 7:ipapa~ [TR)-
jV 2 2 (4.38)

- i\(pagpa- mq)s)*jdt.

Siit ndeme, et e,A on tdepoolest Lagrange'i kordajate osas,
sest varieerimine nende jargi annab seosed:

papa- m2= 0, (4.39a)

pacha-T ¢p b= 0. (4.39b)

Uleminekul kvantteooriale asendatakse funktsioonid x a(t),
Pa(t), ®al), cp5(t) operaatoritega ja Poissoni sulud nende
(anti)lkommutaatoritega. Defineerime Poissoni sulud tadiendava
antikommuteeruva funktsiooni 5 jaoks:

[bS,pSp =i, [d5dpalp = 0. (4.40)
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Vastavad antikommutatsioonieeskirjad operaatorite daf(t),
g a(lN jaoks on nudd kujul

\dcha, 11} = hri‘lh, (4.41a)
b\ '} = ft, (4.41b)
jd\dal= 0. (4.41c¢)

Oleme saanud Cliffordi algebra, mida saab esitada MN-maatrik-
sitega

h“=71r71", P =~pra3. (4.42)

Kvantmehaanika kanoonilisi kommutatsioonieeskirju

= -ih 6%
vOib realiseerida operaatoritega
xU=xN h=ih"-r. 4.43
P A5l ( )

Seda nimetatakse kvantmehaanika koordinaatesituseks. Vasta-
valt Diraci teooriale tuleb seoseid (4.39) kvantteoorias arves-
tada kui lisatingimusi lainefunktsioonile. Koordinaatesituses
(4.43) omandab seos (4.39a) Kleini-Gordoni vdrrandi kuju lai-
nefunktsiooni Y jaoks:

+ = (4A4)

Seos (4.39b) annab teguriga I'5 korrutatud Diraci vérrandi:
ihYa4+—--—-m)¥ = 0. 4.45
(ihYag—m) (4.45)

Diraci vBrrand Kkirjeldab relativistlikku kvantosakest massiga
m ja spinniga \ Jérelikult Kirjeldab esialgne madjufunktsio-
naal (4.33) relativistlikku pseudoklassikalist p6drlevat punk-
tosakest massiga m.

Ulesanded

4.1. Lahtudes superruumis antud pdodrleva mitterelativist-
liku osakese mdjufunktsionaalist (4.5), (4.6), arvutada madju-
funktsionaal (4.8) harilikus ruumis.

4.2. Kontrollida relativistliku pé6rleva osakese mdéjufunkt-
sionaali (4.33) teisenemist (4.35) supersimmeetria teisenduste
(4.34) korral.



Fermionstring

Nambu-Goto bosonstring. Pdorlev string. Ramond’i
fermionstring ja Neveu-Schwarzi fermionstring.

1. Nambu-Goto bosonstring. Bosonstring on Uhemddtmeline
objekt x a(cr), a € [A, B], mis liikumisel *-m&dtmelises Min-
kowski ruumis kujundab minimaalse pindalaga pinna - stringi
maailmalehe xc,(r,a). See tdhendab, et tema liikumisvérran-
did on tuletatavad modjufunktsionaalist

-det \dbx adBRxhnah\d”, (5.1)

2 ttoc' o
5¢/=T1,cr, «,0=0,1, a,b=0,...,d- 1.

Modjufunktsionaali (5.1) nimetatakse Nambu-Goto méjufunkt-
sionaaliks. Konstanti a' nimetatakse stringi pingeks, edaspidi
kasutame Uhikuid, kus 2a' = 1. Mittepolinomiaalne lagran-
Ziaan (5.1) on fuusikalistes arvutustes ebamugav, seepérast
asendame ta polinomiaalse lagranziaaniga. Toome uute sdltu-
matute abimuutujatena sisse indutseeritud meetrika g a3 strin-
gi kahemddtmelisel maailmalehel:

gaB = d,XadRXhriab- (5.2)

Olgu uus mdjufunktsionaal kujul
rB r72
L[gaB,xuldrda =
JA Jt, (5.3)

= -~ N \ jzZrggaRdaXadRXbriabd2l,
4T1T1a

S

kus g a3 on gal pddrdmaatriks galRglRy = 0 ja g = det \galR\
Liikumisvdrrandite tuletamiseks vahima madju printsiibist
arvutame mojufunktsionaali (5.3) esimese variatsiooni:

(5.4)

+ -yT— —0(daxa))drda.
Aalaax a)



38 SUPERSUMMEETRIA FUUSIKAS

Integreerime kaht viimast liiget ositi:

(5.5)
Vahima md&ju printsiibis (83) vaidetakse, et liilkumistrajektoor
on mojufunktsionaali ekstremaal, 6S = 0, kui varieerimisel
hoitakse alg- ja I16pp-punkt fikseerituna, o&xu(ti) = 0,

6xa(t2) = 0. Lisaks sellele eeldatakse, et valjade ruumiline
maaramispiirkond ulatub I8pmata kaugele ja seal on valjad
identselt nullid. Stringiteoorias, kus stringi pikkus on 16plik,
ei saa eeldada, et ruumilise méaramispiirkonna aartel (strin-
gi otstes) valjafunktsioonid xd(£a) ei muutu. Sellepéarast tuleb
eraldi nBuda esimese variatsiooni avaldise (5.5) viimase liikme
nulliga vordumist, mis annab tdiendava &aretingimuse

Koordinaat cr piki stringi vetakse muutuvana vahemikus cr g
[0, tt] lahtise (otspunktidega) stringi jaoks ja vahemikus cr e
[0,277] kinnise (otspunktideta) stringi jaoks. Viimasel juhul on
aaretingimus kodikide valjafunktsioonide perioodilisuse tdttu
identselt taidetud. Lahtise stringi otspunktid ei ole omavahel
kausaalselt seotud ja tingimuse (5.6) kehtivust tuleb ndéuda
mdlemas otspunktis eraldi. LagranZiaani kuju (5.3) arvestades
saame aaretingimused lahtise stringi otspunktides:

yFgglRdBXa =0 &) . (5.7)

NOuUd jarelduvad esimese variatsiooni tldavaldisest (5.5) ja va-
hima mdju printsiibist lilkumisvérrandid

dc(XudBXhriab - 2g(xBgy5dyXaddX briab = O, (5_8)

da(” g g alRd3xa) = o. (5.9)
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Siin oleme kasutanud determinandi variatsiooni avaldist
= -N4-99(xRdgal.

Paneme tahele, et esimese liikumisvérrandi (5.8) lahendiks on
indutseeritud meetrika (5.2) ja teist valjavérrandit (5.9) vdib
kasitleda kui lainevérrandeid kahemd6tmelise kdvera aegruu-
mi (kahem&dtmelise gravitatsioonivélja) foonil d skalaarse val-
ja xu(Srt) jaoks. Viimaseid nimetatakse vahel ka mateeriaval-
jadeks. Otsene arvutus kinnitab, et kui vdrrandi (5.8) lahend
asendada vdrrandisse (5.9), saame valjafunktsioonide jaoks
samad voérrandid, mis jarelduvad Nambu-Goto mdjufunktsio-
naalist (5.1) vdhima mdju printsiibi pdhjal. Jéarelikult on va-
hemalt klassikalise teooria raames mdéjufunktsionaalid (5.1) ja
(5.3) ekvivalentsed.

Geomeetriast on teada, et igas kahemdftmelises ruumis on
koordinaatteisenduste abil v8imalik meetrika viia diagonaal-
kujju

daiR(”) —HaR- (5.10)
Nendes koordinaatides omandavad lainevdrrandid (5.9) liht-
saima vdimaliku kuju

xa—xa"' =0, (5.11)

kus x = dTx ja x' = dax. Voérrandid (5.8) jdavad sisaldama
ainult esimesi tuletisi ja jarelikult on seoste osas:

N xax b+ xa'x b)riab = 0, (5.12)

x ax b'riab = 0. (5.13)

Aaretingimus (5.7) vaidab, et lahtise stringi korral peab kehti-
ma
xa (cr) = 01((]J_=8. (5.14)

Naeme, et stringiteooria matemaatiline keerukus ei sisaldu
mitte valjavérrandites (5.11), mis on lineaarsed lainevdrran-
did, vaid oluliselt mittelineaarsetes seostes (5.12), (5.13).

2. Poorlev fermionstring. Punktmassi koordinaate x a(t) voib
vaadelda kui Uhem&dtmelises ruumis (t) antud skalaarval-
ju ja bosonstringi koordinaate x a(T,<T) kui kahem®&dtmelises
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ruumis (t,cr) antud skalaarvélju. Pddrlevat osakest kirjeldava
pseudoklassikalise teooria saime Uhemd&tmelise trajektoori
supersummetriseerimisel. Kui me analoogiliselt supersimmet-
riseerime bosonstringi kahemddtmelist maailmalehte, saame
teooria, mis kirjeldab pdédrlevat stringi. Kuna teooria sisaldab
niud lisaks kommuteeruvatele valjafunktsioonidele x a{T,(T)
ka nende superpartnereid, antikommuteeruvaid fermionvalju
da(T,(T), nimetatakse teda fermionstringi teooriaks.

Lisame maailmalehe kahele kommuteeruvale koordinaadi-
le x = 1,2 antikommuteeruvad reaalsed d = 2 Majora-
na spiinori tulpi koordinaadid OA, A = 1,2. Fermionstringi
Xa("(X0A) arendus (3.17) maarab vastavate harilike véaljade
supermultipleti

Xa(%wN\ eA) = xa{la) + WA(pA{lcl) + i0OAOBF%B(l1a). (5.15)

Kuna véli F%B{%) on antisummeetriline spiinorindeksite A,B
suhtes, on tal ainult Uks nullist erinev spiinorkomponent
Fl2 = -Ffi- Et se™a asjaolu kasutada arenduse (5.15) viimase
lilkme lihtsustamisel, valime [-maatriksid Majorana esituses
(2.19). Defineerime spiinorindeksite tdstmise ja langetamise

maatriksi Cab ja tema pédrdmaatriksi (C-1)4E = CAB = Cab
kaudu:
0 = eD = eACAD, 0 = OA = OBCBA.

Otsene arvutus Kinnitab, et kehtib seos
oAeB= "eDeDc AB. (5.17)

Tahistame Fa{%<*) = CABF¥%B{"a). Arendus (5.14) on nuud ku-
jul

Xa(la,0A) = xu(%a) + ieAgp%(%a) + ~ODODFa(%a) (5.18)
ehk
Xa(s, 0) = xa(%) + (0pa{%) + ~O0Fa(%). (5.19)

Spiinorit
0= 0C-I (5.20)
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nimetatakse spiinori 0_kaasspiinoriks Majorana mottes. Meie
eelduste kohaselt on O ja ¢ arenduses (5.19) reaalsete kom-
ponentidega spiinorid.

Leiame supermultipleti valjade (xa,qpA, Fa) teisenemise su-
persimmeetria teisendustel. Seda on vdimalik valja lugeda
avaldisest

6Xa=-eAQAXa = dxa+ i0OA6q)A+ ODODOFa, (5.21)

kus Qa on antud valemiga (1.22c), QA = pA - i(raC)ABOBda.
Tulemuseks saame

Oxa = -ie Ag>A, (5.224a)
5q)A = -e B(TaC)BAdax a - eAFa, (5.22b)
SFa = ieAa a)ABda(p%. (5.22¢)

Mdjufunktsionaal fermionstringi koordinaatide Xa(%,0)
jaoks on sobiv vdtta kujul

S = " JUDXa)(DXb)nabdeIde2d2§. (5.23)
Tt

Siin on tahistatud
Ds Da= O+ UraC)nse*da. D = DA = DBCBA.

Asendame modjufunktsionaali (5.23) arenduse (5.19) ja integ-
reerime Ule antikommuteeruvate koordinaatide 0Ol,02. Saame
mojufunktsionaali valjade supermultipleti (xa(£), (pa(%),
Fa(%)) jaoks:

S= ~ ~(naRdax adBxb- iv aTadacph- FaFb)nabd2%. (5.24)

Vahima m&ju printsnbist jarelduvad nuud lainevérrandid

x a(£ )jaoks:
xa- xa =0, (5.25)

Diraci vorrandid gpa(%) jaoks:
iTadagpb = O (5.26)
ja algebralised tingimused Fa{%) jaoks:

Fa(S) = 0. (5.27)
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Viimane vdrdus naitab, et vali Fa(») ei ole dinaamiline le-
viv vali, vaid abivéli, mida on tarvis supermultipleti valjade
supersummeetria teisenduste (5.22) andmiseks.

Lainevdrrandid (5.25) bosonvéljade x a{%) jaoks langevad
Uhte bosonstringi valjavérranditega (5.11), mis saadi abimuu-
tujaid g ar sisaldavatest uUldkujulistest vérranditest (5.9) eri-
juhul gal = r\aV. Kuid bosonstringi korral pidid lisaks laine-
vlrranditele (5.11) kehtima ka mittelineaarsed seosed (5.12),
(5.13). Otsime fermionstringi mdjufunktsionaali (5.24) sellist
Uldistust, millest bosonvaljade x a{%) jaoks tuleneksid nii Gld-
kujulised valjavérrandid (5.9) kui ka seosed (5.8). Lihtsuse
mottes oletame, et abivali Fa(%) on null vastavalt tingimusele
(5.27).

Bosonstringi korral olid stringi kahem®&dtmelise maailma-
lehe meetrilise tensori komponendid g a? Lagrange’i kordajate
osas, sest nende jargi varieerimisel saadud Euleri-Lagrange’i
vorrandid (5.8) ei sisaldanud teist tuletist aja T jargi ja ja-
relikult olid algebralised seosed véaljafunktsioonide ja nende
esimeste ajaliste tuletiste vahel. Fermionstringi korral toome
lisaks abimuutujatele g afi sisse antikommuteeruvad fermion-
thlpi Lagrange'i kordajad ¢pa, mis koos meetrikaga g a& moo-
dustavad supermultipleti kahemd&étmelisel maailmalehel. M&-
jufunktsionaal, mis sisaldab nii valjavérrandid kui ka seosed,
on bosonstringi méjufunktsionaali (5.3) uldistus:

5 = ~4tux'\ e{dalRdax adB3xb - le«°'palad«pb+

+ 2edae-BRTpdr h ogpa(6RBXb + "d bLpR))n abd 2%

(5.28)
Spiinorite kirjeldamiseks kahemd&dtmelises k8veras ruumis on
siin sisse toodud maailmalehe lokaalne reeper e«a($),
edaelin°”N = g ak, e = det \eda\mI-maatriksid " on konstant-
sete komponentidega (2.19).
Mdjufunktsionaalist (5.28) jarelduvad valjavérrandid oman-
davad kalibratsioonis

gal = naB> VBA =0 (5.29)

soovitud kuju (5.25), (5.26). Varieerimine abimuutujate g af,
daA jargi annab seosed, mis kalibratsioonis (5.29) on kujul

(6ax “dBxb- In alRS,x"dsx hn3s-

1 (5.30)
-gpa(TadR + YRda)gp jr/ab = 0,
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TRYa(pudRXbnab = 0. (5.31)

Uldine majufunktsionaal (5.28) sisaldab peale valjavorran-
dite ja seoste veel ka aaretingimusi lahtise stringi otstes, mis
jarelduvad vahima madju printsiibist. Lisaks bosonstringist tut-
tavale tingimusele (5.6) peab nuud kehtima ka tingimus

{<PiaO(Pi - ®2A0®$2) |*=q = O. (5.32)
Selle rahuldamiseks on kaks voimalust. Kui ndutakse, et
<pf(0) = <P2(0), L(TT = PS(TT)r (5.33)
saadakse Ramond'’i fermionstring. Kui ndutakse, et
q?f(0) = <p£(0), @~TT) = -<p£(TTr), (5.34)

saadakse Neveu-Schwarzi fermionstring. Tingimuste (5.32)
kehtivus jareldub mdlemal juhul sellest, et analoogilised seo-
sed peavad kehtima ka variatsioonide O£ vahel.

Stringiteooria tdhendus fllUsikalise reaalsuse kirjeldamisel
ilmneb vastavas kvantteoorias. Kvantmehaanikas on n vaba-
dusastmega kvantosakese Kirjeldamisel matemaatiliseks ele-
mentaarmudeliks n harmoonilist ostsillaatorit (konfiguratsioo-
niruumi koordinaati) ga(t), a = 1 Stringiteoorias vde-
takse matemaatiliseks elementaarmudeliks harmooniliste ost-
sulaatorite Uhemddtmeline hulk x a(t,cr). See vdimaldab eri-
nevaid kvantosakesi Kkirjeldada kui tUheainsa fundamentaalse
objekti - stringi - ergastatud seisundeid. Eriti intrigeeriv on
asjaolu, et stringi ergastatud seisundite hulgas on massita
spinniga 2 seisund, mida vOiks identifitseerida gravitatsioo-
nivalja kvandi gravitoniga. Kuid nii bosonstringi kui ka fer-
mionstringide poolt kirjeldatud osakeste spektrid sisaldavad
selliseid mittefutsikalisi osakesi nagu tahhtonid, mis liiguvad
valguse kiirusest suurema kiirusega, ja vaimud, millele vastav
kvantmehaaniline tdendaosus on negatiivhe. Seepéarast ei saa
selles paragrahvis kasitletud stringiteooriaid pidada fuusikali-
se reaalsuse tBepéarasteks mudeliteks.

Ulesanded

5.1. Tuletada fermionstringi Kirjeldava valjade supermul-
tipleti (5.18) teisenemiseeskiri (5.22) supersiimmeetria teisen-
duste korral, ldhtudes valemist (5.21).

5.2. Lahtudes superruumis antud fermionstringi mdoju-
funktsionaalist (5.23), arvutada mdjufunktsionaal (5.24) super-
multipleti valjade jaoks harilikus ruumis.

7+
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Kiraalne supervali ja reaalne supervali.
Supersummeetriline Maxwelli teooria

Poincare superalgebra neljam&6tmelises aegruumis. Sum-
meetrilised, kiraalsed ja antikiraalsed koordinaadid. Kiraal-
sed ja antikiraalsed supervéljad. Kiraalse supervélja kom-
ponentvéljad ja nende méjufunktsionaal. Reaalne superva-
li. Supersiummeetriline Maxwelli teooria.

1. Neljam&dtmelise aegruumi Poincare superalgebra. Kuna
neljamdfétmelises aegruumis (xu) = (t,x,y,z) saab definee-
rida Majorana spiinoreid, siis vdiks siin superruumi koordi-
naatideks vdtta (xa,6a), kus Ba on Majorana spiinori neli
reaalset antikommuteeruvat komponenti. Harilikult aga eelis-
tatakse selle asemel kasutada kahekomponendilist kompleks-
set Weyli spiinorit OA ja tema kaaskompleksset spiinorit 6A
vastavalt seosele (2.33)

Ba = (BA -eA). (6.1)

Olgu M-maatriksid kiraalses esituses (2.21)-(2.23). Van der
Waerdeni sumbolid (2.22) lubavad igale vektorile ua uks-

Uheselt vastavusse seada kahe indeksiga spiinori uAB:

(6.2)
Kuna Cliffordi algebra (2.24) pdhjal

(6.3)
ja

(6.4)

sus on seos (6.2) podratav:

aABWAE = 2ua. (6.5)



KIRAALNE JA REAALNE SUPERVALI 45

Seosed (6.2), (6.5) ja ortogonaalsustingimused (6.3), (6.4) vdi-
maldavad van der Waerdeni simboleid kasitleda kui baasi-
vektoreid aegruumis, mis teisendavad iga reaalse vektori her-
miitiliseks spiinoriks Uhe punkteerimata ja Uhe punkteeritud
indeksiga. Leiame Poincare superalgebra kuju selles baasis.
Lorentzi teisenduse generaatori Jab = -Jba spiinorvaste leid-
miseks arvestame, et alati kehtib seos

Tab - Tbha = £abTdd . ©6.6)

Saame
JabCT“Acrjl6 = CabJab + eAbJab , (6.7)

kus Jab, Jab on simmeetrilised spiinorid:

5 1 s
Jab = %Ja:‘sb =Jba, Jab = "sa B =Jba-* (6.8)

Poincare superalgebra generaatoriteks on nuud Paa, Jab, Jab>
0.a, 0.a ning (antilkommutatsioonieeskirjad (1.10) omandavad
sellise kuju (IAB, IAB on Lorentzi teisenduse infinitesimaalpa-
rameetrid; indekseid t8stetakse ja langetatakse vastavalt reeg-
litele (2.28)):

[?aa >?bb | = 0, (6.9a)
iUabJab + IABJAb *dd] = 1d~Pda + IdAPad > (6.9b)

iUablJab,ldg] = IdAJag + IgAJad .

i[lablJab X dg] = Id*Jag + Ig™Jad » (6.9¢)

[Jab,ldg] = 0>

f {Qa.Q# =0, {Qa,Qb}=0, 6.9d)

\ (Qa.QRIl = 2Pab» '
[Qa,Pbb] = 0. [Qa .-fRR] = O. (6.9e)

i[Q.oJ ab] = §(edaQb + cdbQa),

i[Jab .Qd] = 0» (6.97)

i[Q.D -Nibl = ?(€daQb + 6dbQa)»

i[JAb.Qa] - O-

Kovariantsete tuletiste Da,Da antikommutaatorid on

{Da,Db}= 0, {DA,DS\= 0, (6.10a)
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{DA,DS} = -2Pas. (6.10b)

2. Summeetrilised koordinaadid ja kiraalsed koordinaadid.
Poincare superrihm spiinorkujul (6.9) véimaldab defineeri%

Minkowski superruumis lisaks koordinaatidele {x\0A,0 )
veel kahte tulpi eeliskoordinaate. Tuletame meelde, et 81.3

antud teooria p6hjal tuuakse koordinaadid (xj,OA,aA) sis-
se Poincare superruhma SP ruumi faktoriseerimisel Lorentzi
ruhma L jargi, kus faktorruum SP/L parametriseeritakse eks-
ponentsiaalkujutuse abil

h{xj,0A,0A) = exp(ixjPj - OaQa - #”Qa) * (6.11)

Koordinaate (x, 0, 0) nimetatakse simmeetrilisteks ehk vektor-
koordinaatideks. Nende teisenemiseeskiri Poincare superrih-
ma toimel on valemi (1.18) pdhjal jargmine:

0xj = aj - VkXk+ i(eA0O* + eAOA)CT™ (6.12a)
80A = eA + ~OBIBA, (6.12b)
O0A =& A + i OBIbA. (6.12c)

Pam'aa\me tahele, et nendel teisendustel spiinorkoordinaadid OA

ja & omavahel ei segune. See viitab asjaolule, et vastav Poin-
care superrihma esitus on taanduv.

Taandumatu esituse leidmiseks parametriseerime faktor-
ruumi SPIL teisiti:

h(xi, O+, 0+) = exp(ix3Pj - OaQa)exp(-0+Qa) . (6.13)

Koordinaate (x:},OA,ﬁe) nimetatakse kiraalseteks koordinaati-
deks. Nende teisenemiseeskirja supersiummeetria teisendustel
vdib tuletada analoogiliselt vektorkoordinaatide teisendusees-
kirjale (1.18). Tulemuseks saame

<5x| = 2ieAOAa AA, (6.14a)

60A = eA, (6.14b)
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OOA = én. (6.14c¢)
Naeme, et Minkowski superruum laguneb kaheks alamruumiks

i . —n . .. . .
(x+,03) ja (0+), mis supersummeetria teisendustel omavahel
ei segune.

Teistsuguse taandumatu esituse saame, kui parametrisee-

rime faktorruumi SP/L koordinaatidega (xi,0”,0_) ekspo-
nentsiaalkujutuse abil

h(xi, O®, 0A) = exp(ixIPj - 0-Q&) exp(-0"<2pa). (6.15)

j _
Koordinaate (xi,0_,0_) nimetatakse antikiraalseteks koordi-
naatideks. Supersimmeetria teisendustel on nende teisene-
miseeskiri jargmine:

dxi = 2ieAOAa dA, (6.164a)
50A = eA, (6.16b)
60A = eA. (6.16¢)

Naeme, et siin on taandumatud alamruumid koordinaatidega

(xi, OA) ja (07).
Summeetrilised, kiraalsed ja antikiraalsed koordinaadid on
omavahel seotud koordinaatteisendusega

dA = $A, BA = BA, (6.17a)

=X AA + 6 AO™. (6.17i>)

3. Kiraalsed ja antikiraalsed supervéljad. Kuna Minkowski
superruumi suimmeetrilised splnorkoordinaadid teisenevad
Poincare superrihma taanduva esituse jargi, vdib arvata, et ka

skalaarsed supervaljad ¢ (x”~,0n,0A) moodustavad Poincare
superrithma taanduva esituse. T8esti, vdrrandil

0 A (x~0B,0B) = 0 (6.18)

on nullist erinevad lahendid, mis supersimmeetria teisendus-
tel teisenevad vaid omavahel: kui = 0, siis ka il -
eB0.8®) = 0, sest

DaQe® = ~QbD ~ = 0.
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Skalaarsete supervaljade ruumi vastav taandumatu alamruum
on antud supersiimmeetria teisenduste suhtes invariantse vor-
randi (6.18) tldlahendiga. Et seda leida, teisendame vdrrandit
(6.18). Kirjutame valja supersimmeetria generaatorite Q,Q ja
kovariantsete tuletiste D,D avaldised eelmises punktis sisse-
toodud kolmes koordinaatsluisteemis:

1) summeetrilistes koordinaatides:

Qa = Ga + WABaA, (6.19a)
QA = dA + ieAdAA, (6.19b)
DA = dA - ieAdaf, (6.19c)
DA = dA -i6 AdAA\ (6.19d)

2) kiraalsetes koordinaatides:

0+n=rqa, (6.20a)
Q+ji = dA + 2i0*dAA, (6.20Db)
D+g = 95 - 210+9a4 , (6.20c)
D +A = dA; (6.20d)

3) antikiraalsetes koordinaatides:

Q-a = 24 + 2idAdAA, (6.21a)
Q-a = 34, (6.21b)
D-a = 2a, (6.21c)
D-A=dA - Zie*dAA. (6.2bl)

Naeme, et vdrrand (6.18) omandab kiraalsetes koordinaatides
(6.20) lihtsa kuju

OAD (x{,e*,6 Db =0. (6.22)

Tema uldlahendiks on suvalised skalaarsed funktsioonid

p(x+,0+)l mis ei sbdltu spiinorkoordinaadist B*. NuUsuguseid
vélju nimetatakse kiraalseteks supervéljadeks. Nad moodusta-
vad Poincare superrihma taandumatu esituse ruumi.
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Lahtume nhld teisest supersimmeetria teisenduste suhtes
invariantsest vorrandist

DA(f>(x,e,0) = 0. (6.23)

Antikiraalsetes koordinaatides (6.21) on see vdrrand kujul

BAD(x1>eA,én) = 0. (6.24)
"A
Tema Uldlahendiks on suvalised funktsioonid ¢(x_, @_). Neid
nimetatakse antikiraalseteks supervéljadeks. Ka nemad moo-
dustavad Poincare superriihma taandumatu esituse ruumi.

4. Kiraalse supervélja komponentvéljad ja nende méjufunkt-
sionaal. Senises késitluses on supervéljad ¢ (x,8,8) puhtma-
temaatilised objektid. Et anda neile flusikalist tdhendust, otsi-
me nende seost tuntud fldsikaliste védljadega Minkowski ruu-
mis. Lihtsaim tee selleks on vaadelda supervélja ¢(x,B,B)
arendust antikommuteeruvate koordinaatide s, B jargi.

Kiraalse supervdlja d¢(x~,6A) arendus koosneb vaid kol-
mest liikmest:

h(x, B) = A(Xx) - BAXAM + S2F(x), (6.29)

B2 = BABBEBI N (6.26)

Siin on kasutatud kiraalseid koordinaate, kuid tahistuste liht-
sustamise huvides on &ra jédetud indeks +. Minkowski ruumi
valjad A(x),xa(x),F(x) on uldjuhul komplekssed. Nad moo-
dustavad supermultipleti, mille teisenemiseeskiri supersiim-
meetria teisendustel on leitav valemi (3.18) pdhjal:

6A = faxa , (6.27a)
5xa = 2(eAF-ie M A ), (6.27b)
6F = - i3 AdAAXA. (6.27¢)

Vaba kiraalse supervdlja méjufunktsionaal peab olema bili-
neaarne valjafunktsiooni ¢ suhtes, sest sus jarelduvad véhima
madju printsnbist lineaarsed valjav6rrandid komponentvéljade
jaoks. Sobivaim hermntiline bilineaarne avaldis on kujul

(6.28)



50 SUPERSUMMEETRIA FUUSIKAS

Integreerime Gle spiinorkoordinaatide ja leiame, milline hari-
likus Minkowski ruumis antud maéjufunktsionaal siit jareldub.
Selleks tuletame meelde, et integreerimine Ule spiinorkoordi-
naatide 0,0 on vastavalt valemile (3.21) ekvivalentne tuletise
vOtmisega 0,0 jargi. Hermiitilise konjugeerimise reeglid an-
tikommuteeruvate komponentidega spiinorite jaoks on antud
valemitega (2.36M2.38). Kui asendame arenduse (6.25) mdju-
funktsionaali (6.28), saame mdojufunktsionaali komponentvél-
jade jaoksl:

5 = (,AnahdadhA+ "~ixAdA6x6 + FF)d4x. (6.29)

Néeme, et skalaarvali F{x) ei ole diinaamiline (leviv) vili, sest
tema véljavorrandiks on algebraline vdrrand

F(x) = 0. (6.30)

Skalaarvéli A{x) rahuldab massita Kleini-Gordoni vdrrandit
riabdadbA = 0. (6.31)

Majorana spiinorvali XA rahuldab massita Diraci vGrrandit

J4XN = 0. (6.32)
Seega ei kirjelda kiraalse supervélja ¢ (x,0) komponent-
vdljad otseselt fuisikalises reaalsuses esinevaid valju. Kuid
see on lihtsaim matemaatiline mudel supermultipleti kirjelda-

miseks, mida on kasulik hésti tundma dppida enne keerulise-
mate supervaljade ké&sitlemist.

5. Reaalne supervali. Reaalseks (hermiitiliseks) supervéljaks
nimetatakse supervélja, mis on vérdne oma hermiitiliselt kon-
jugeeritud supervaljaga V1:

V(x,0,0) =¥Lx,8,B). (6.33)

Reaalne supervéli ei saa olla kiraalne, sest sns jarelduks Kiraal-
suse tingimusest DV = 0 ka antikiraalsuse tingimus DV = 0

1 Siin ja edaspidi selles paragrahvis on skalaarse funktsiooni f(X) kaas-
kompleksset funktsiooni tédhistatud f(x).
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ja antikommutaatori (6.10b) pdhjal oleks VvV aegruumis kons-
tantne:

0 = {Da,D4}V = -2 idAAV = 0. (6.34)

Kui arvestada hermlitilise konjugeerimise definitsioone (2.36)-
(2.38), vBime reaalse supervalja 0-arenduse suimmeetrilistes
koordinaatides anda néiteks sellisel edaspidise kasitluse jaoks
sobival kujul:

v(x,e,e) =c - BAQA-B NP/l +)-e2H + "B2H+
+eAeAWAA - | e2eA(XA + idANIcHA)~

—"02eA(AA + idAApN) + 1€202(D + nuhdadhbC).

(6.35)
Komponentvéljad moodustavad supermultipleti, sest super-
simmeetria teisendustel nad segunevad omavabhel:

6C = eAdA + EATpg, (6.36a)

0da = faH - UA{SAAC +iwga), (6.36b)

BhA = eAH - ieA(dAAC - IWAA), (6.36¢)

OH = &/1(XA- 2idAAijJA), (6.36d)

SWaa = Cp/lg - Co/lg - nAAaeB B - 1£EDB). (6.36€)
8\A = eAD + 2ieBFBA, (6.36/)

OD = -i (/120 + cnIPh) . (6.36#)

Siin vaarib markimist asjaolu, et supermultiplett sisaldab vek-
torvdlja WaamSellele véljale kui potentsiaalile vastab valjatu-
gevus Fab = daWb - dbWa ehk spiinorkujul

Fab = \(S AaWba + 5baWaa). (6.37)
Vaatleme kiraalset superviélja A(x, 9) arendusega (6.25) ja
teisendame ta summeetrilistesse koordinaatidesse seoste
(6.17), (6.2) ja (2.24) abl. Saame
A(X\ 9A,6A) = A - i9Aa “S9BdaA + i 9292MabaaabA-

- 9aXa + | i029Bdax AcrAS + 92F .
(6.38)
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Vaatleme temale vastavat hermiitilist supervélja i(A-A+). Pa-
neme tahele, et see sisaldab komponendina vektorvédlja daA.
Olgu reaalse supervélja V{x,0,0) kalibratsioonteisendus an-
tud valemiga

V. V+i(A-N1). (6.39)

Komponentkujul sisaldab see teisendused

C—C+i{A-1N), (6.40a)
Ya-® a+ 1Xa, (6.40D)
H-H +2iF, (6.40c)

Waa - Waa + 3aA(A + A), (6A0d)
Al —AR, (6.40¢)

D-D. (6.40/)

Vektorvélja WAA teisenemlseeskirjaks saime Maxwelli teoori-
ast tuttava elektromagnetvélja potentsiaali kalibratsioontei-
senduse

Wa - Wa + da(A + A). (6.41)

See annab aluse késitleda reaalset supervdlja V(x,0,0) Kui
elektromagnetvalja (Uldisemas mittelineaarses teoorias -
Yangi-Millsi valja) supersimmeetrilist Gldistust. Supersiim-
meetriiist teooriat on vdimalik edasi lles ehitada nii, et kom-
ponentvdlja WAA(x) jaoks saame harilikus Minkowski ruumis
Maxwelli (Yangi-Millsi) teooria.

6. Supersimmeetriline Maxwelli teooria. Oletame, et kiraalne
supervali ¢ (6.25) kirjeldab mingit mateeriavalja, mille jaoks
lubatud kalibratsioonteisendused on kujul

® —e~P, Of —prer . (6.42)

Teisenduse parameeter J1 peab olema kiraalne supervali, sest
ainult sel juhul teisendatakse kiraalne supervéli ¢ taas ki-
raalseks supervéljaks. Md&jufunktsionaali (6.28) muutus nende
kalibratsioonteisenduste korral on

dh+exp(i(A+- /1))dpd4axd20d20 . (6.43)
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Majufunktsionaal on invariantne, kui teisenduse parameeter
on hermiitiline, A = A+ Kuna J1 peab Uhteaegu olema her-
miitiline ja kiraalne, siis_A = const. Et ka muutuva kiraal-
se parameetriga J1(x, 0, 0) kalibratsioonteisendused oleksid
vBimalikud, toome sisse uue supervélja V(x,0, 0), mida ni-
metatakse kalibratsioonvéljaks. Olgu ta hermiitiline supervé-
li, siis v@ime hermiitiliseks mdjufunktsionaaliks supervaljade
o, V jaoks votta

5=J evasdaxd20d2). (6.44)

Otsene arvutus Kkinnitab, et see mojufunktsionaal ei muutu
supervélja ¢ teisenduste (6.42) puhul, kui supervélja V teise-
nemiseeskiri on kujul (6.39)

V-V o+ i{A-AT). (6.45)

Majufunktsionaal (6.44) on mittepolinomiaalne kalibratsi-
oonvélja Vv suhtes. Mittepolinomiaalsed véljad on filsikalis-
teks arvutusteks ebamugavad. Seepdérast kasutatakse kalibrat-
sioonvabadust (6.42), (6.45) selleks, et kalibratsioonvélja
V(x, 0, 0) O-arenduses (6.35) esimesed liikmed nulliks muuta.
Toesti, _ kui valida Kkalibratsioonteisenduse parameeter
A(x, 0, 0) mi, et

A-A =iC, (6.46a)
Xa = 1®a, (6.46b)
F=+H, (6.46¢)

siis omandab kalibratsioonvéli vV kuju

vwz(X,e,8) = eAcAWAA- i02 % - ~B2BA A+ i e2e2D.

(6.47)

Niisugust kalibratsioonvabaduse osalist fikseerimist nimeta-

takse Wessi-Zumino kalibratsiooniks. Kuna nidd Vwz on nil-
potentne:

(Vwz)n = 0, kui n> 2, (6.48)

I6peb eksponentfunktsionaali ev Taylori arendus ruutliikmega
ja mdjufunktsionaal on supervéljade V, ¢ suhtes poliinoomi
kujul. Paneme tahele, et potentsiaali WAA kalibratsioonteisen-
duse vabadus on Wessi-Zumino kalibratsioonis sdilinud, sest
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tingimused (6.46) ei fikseeri teisenduse (6.40d) parameetrit
(A + A). Wessi-Zumino kalibratsioon (6.47) ei ole supersiim-
meetria teisenduste suhtes invariantne, Gldjuhul ta ei saili tei-
sendustel (6.36). _
Selleks, et Ules kirjutada kalibratsioonvalja V(x, B, B) m&-
jufunktsionaali, defineerime kaks uut supervilja:

wa=d2dav , (6.49a)

Wa = D2DaV. (6.49D)

Neist WA on ilmselt kiraalne véli ja WA on antikiraalne véli,

sest 53 =0, D3 = 0. Nad on invariantsed kalibratsioonteisen-
duse (6.45) suhtes, sest kovariantne tuletis b A (pa), mdjudes
(anti)kiraalsele véljale A(At), annab nulli. Vétame mdjufunkt-
sionaaliks hermiitilise bilineaarse avaldise

Tépselt samuti, nagu me leidsime kiraalse supervélja & mo-
jufunktsionaalist (6.28) ja 0-arendusest (6.25) mdjufunktsio-
naali (6.29) komponentvaljade jaoks harilikus ruumis, saab
mdjufunktsionaalist (6.50) leida Wessi-Zumino kalibratsioonis
antud kalibratsioonvdlja (6.47) komponentvéljade jaoks mdju-
funktsionaali harilikus aegruumis:

- J(\FabFab - |/1 A0+ D2)d4x | (6.51)

kus Fab on vektorvéljale WAA vastav viljatugevus (6.37). Mo-
jufunktsionaalist (6.51) jarelduvad valja Fab(x) jaoks Maxwel-
li vorrandid, seega kirjeldab véali Fab(x) elektromagnetvélja.
Kvantteoorias vaadeldakse elektromagnetvélja tema kvantide
— footonite — koguna. Elektromagnetvélja supersimmeetrili-
se partneri Majorana spiinorvalja /11 (x) jaoks jareldub mdju-
funktsionaalist (6.51) massita Diraci vdrrand. Vastavat kvanti
nimetatakse fotiinoks. Vali D(x) ei ole dinaamiline vali, tema
valjavorrandiks on algebraline seos

D(x) = 0. (6.52)

Mdojufunktsionaal (6.44) kirjeldab nuud supersummeetrilise
elektromagnetvalja V interaktsiooni Kkiraalse mateeriavaljaga
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. Supersummeetriline ja kalibratsiooninvariantne ele.ktrodu-
naamika on tdielikult kirjeldatud m@jufunktsionaaliga

S+Sv = A[hreyd + A {\Y AYAN  A\Yn))c(4X(120a28 . (6.53)

Ulesanded

6.1. Teisendada Poincare superalgebra (1.10) spiinorkujule
(6.9).

6.2. Tuletada kiraalse supervélja (6.25) komponentvéljade
teisenemiseeskiri (6.27) supersimmeetria teisenduste puhul,
lahtudes valemist (3.18).

6.3. Lé&htudes superruumis antud mdjufunktsionaalist
(6.28) kiraalse supervélja jaoks, leida harilikus ruumis antud
maojufunktsionaal (6.29) véljade supermultipleti jaoks.

6.4. Teha Ulesannetes nr. 2 ja 3 Kirjeldatud arvutused reaal-
se supervalja (6.33) korral.
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N = 1 supergravitatsiooniteooria
neljamd0tmelises aegruumis

Kdvera aegruumi geomeetria. N = 1 supergravitatsiooni-
teooria véljade supermultiplett. Mdjufunktsionaal ja valja-
vdrrandid.

1. Kovera aegruumi geomeetria. Supersimmeetrilist gravitat-
siooniteooriat ehk supergravitatsiooniteooriat on lihtsam haka-
ta lles ehitama mitte superruumis antud superviljade baasil,
vaid ldhtudes harilikus neljamddtmelises aegruumis antud val-
jade supermultipletist.

Uldrelatiivsusteooria pdhjal tuleb gravitatsioonilise vastas-
tikmdju Kkirjeldamiseks Minkowski aegruumi (1.1), (1.2) asemel
kasutada uldisemat koverat aegruumi, millele Minkowski (ta-
sane) ruum on igas punktis puutujaruumiks. See tdhendab, et
kauguste definitsioon (1.1), (1.2) kehtib vaid iga punkti esi-
meses diferentsiaalses imbruses. Uldjuhul on infinitesimaal-
ne kauguste vork kahe I6pmata ldhedase punkti x u, x y+ dx
u =0,1,2, 3 vahel antud valemiga

= g/rv(x)dx~dxv. (7.0)

Simmeetrilist tensorit g~v(x) = gv~(x) nimetatakse aegruu-
mi meetriliseks tensoriks ehk meetrikaks.

Kdvera aegruumi koordinaadid ei ole mé&dratud iheselt.
Kdige uldisematel regulaarsetel koordinaatteisendustel

x»'=x»\xv), detl-r— \&®0 (7.2)
oXV
teisenevad koordinaatide diferentsiaalid lineaarselt:

(7.3)

Kauguste vork (7.1) ei muutu, kui meetrilise tensori teisene-
miseeskiri on selline:

o dxa dxp
IV (6 ) —gyy dxp92P (X) (7.4)
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Diferentsiaalvdrrandite teooria pbhjal saab naidata, et alati lei-
dub teisendus (7.2), mille abil saab punktis Xq antud meetri-
list tensorit guy viia Minkowski kujule (1.2), g~v{x0) = n"v-
See tahendab, et iga punkti Xq esimene diferentsiaalne imb-
rus tBepoolest thtib Minkowski ruumiga.

Suurusi vv, mis uldistel koordinaatteisendustel teisenevad

nagu diferentsiaalid dx* maatriksi Ay =| | | abil, nime-
tatakse vektoriteks. Suurusi V*, mis teisenevad pddrdmaat-
riksi Ayr =| | abil, nimetatakse kovektoriteks. Vektorite
ja kovektorite ruumid on omavahel seotud meetrilise tensori
kaudu: = pulfYa, Vp = guaYae Suurusi niis tei-
senevad polulineaarselt maatriksite Av ,Ay> abil, nimetatakse
i-ndat jarku kontravariantseks ja k-ndat jarku kovariantseks
tensoriks. Meetriline tensor on teist jarku kovariantne tensor.

Meetriline tensor g~v defineerib mitte ainult kauguste vor-
gu, vaid ka kahe vektori V~,UV skalaarkorrutise g~vV/UV.
Toome sisse neli lineaarselt s6ltumatut vektorit eay{x),a =
1,2,3,4, mille ortonormeerituse tingimused on antud Min-
kowski meetrikaga rjab’

eaf)(x)ebv{x)g”v(x) = uab. (7.5)

Vektoreid eav nimetatakse aegruumi lokaalseks baasiks ehk
lokaalseks reeperiks. Duaalsusseostega

(7.6)

médratud kovektoreid e%(x) nimetatakse duaalseks baasiks
ehk kobaasiks.

Naaberpunktides x" ja x M+ dx* asuvad lokaalsed koree-
perid ja + deau on Uksteisest s6ltumatud, kuid nen-
de vahe dean on lineaarne koordinaatide diferentsiaalide dxM
suhtes:

deap=dxaY”eav. (7.7)

Duaalsussuhtest (7.6) jareldub niid
d e =-dxaTawbv. (7.8)

Suurusi F~(x) nimetatakse afiinse seostuse kordajateks. Kdige
tldisemal juhul on kdik 64 kordajat sdltumatud.
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Vaatleme vektorvélja Vii = e%VH muutust tleminekul naa-
berpunkti:

dVa =d(edaVa) = (deaa)Va + eda{dVa) =
= dxpT”~eavVa + eaadxpdpVa = (7.9a)
=dxp(\aVa + dpVv)edv = dxp(VpVv)edv.

Sumust VpVv nimetatakse vektorvalja Vv(x) kovariantseks
tuletiseks. Skalaarkorrutise VaVa skalaarsuse tingimusest

divvv™) =dxp((dpVa)Va + Va(dpVa)) =
=dxp((VpV(r)Va + Va{VpVa))

jareldub kovektorvalja Vp{x) kovariantse tuletise avaldis:
v<tV,, =d,V,, - I£,V,,. (7.9b)
Avaldisest (7.9a) ndeme, et vektorvélja kovariantne tuletis
teiseneb wldistel koordinaatteisendustel (7.2) nagu teist jarku

tensor. See lubab arvutada afiinse seostuse kordajate teisene-
miseeskirja:

* (X)) = XA p2x*

{/V ( l 06X, IX,- OXr + Oxr dx'u',, 3Xv m "/1U|
Koordinaatteisendused eeldatakse olevat siledad funktsioonid,
Op dv x T = dv 0p’XT, seega teiseneb afiinse seostuse kordajate
antisimmeetriline osa polulineaarselt nagu tensor:

no= = (7.11)

v AXa CXp 4XX
- AXNAXN~4ax*  ap' (712)

Tensorit r44x) nimetatakse aegruumi vaandetensoriks.

Me oleme aegruumis sisse toonud kaks struktuuri, meet-
rika gpv(x) ja seostuse 'A,(x). Uldjuhul on nad teineteisest
taiesti s6ltumatud. Meetrilise tensori kovariantse tuletise aval-
disest

A ary\’ —d&gpv —Fapglv —rav'juA (7.13)
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saab algebralisel teel avaldada afiinse seostuse kordajad:
dap”liv = ~ + dfjitva  g(T@LY)~
vfjya + "ffva ~ VA v)+ (7.14)
+ 2 ("erfiv + Tavij + 7/iva") »

a —Tpya = (7.15)
Avaldisi

{"™V} = 2 + au9va ~ dadyv) —{vfj\ (7.16)

nimetatakse Christoffeli simboliteks. Avaldist

Sfjva = 7NVVlicr * — = 9fjfx (7.17)

nimetatakse segmentaarse kdveruse tensoriks. Harilikult koos-
kdlastatakse meetrika ja seostus omavahel néudega, et meet-
rika on kovariantselt konstantne, Ycr&y = 0. Sel juhul on seg-
mentaarse kdveruse tensor null ja afiinse seostuse kordajaid
saab avaldada jargmisel kujul antisimmeetrilise ja simmeet-
rilise osa summana:

K- "t Pl * (7.18a)
- 3™ (7.18b)
(7.18c)
Tensorit
*fv = —  (Ta/)V+ Tendfj + Thwr) (7.18d)

nimetatakse kontorsioontensoriks. Paneme tahele, et vaandeten-
sor Tfjya on antisimmeetriline kahe esimese indeksi suhtes
(7.15) ja vastav kontorsioontensor K,j\MT on antisimmeetriline
kahe viimase indeksi suhtes:

N ~pva = ~Kpw(T - (7.18e)
9*
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Lisaks (ko)vektori VA(V") komponentide kovariantsele tu-
letisele (7.9) saab defineerida ka (ko)vektori reeperkomponen-
tide kovariantseid tuletisi:

= daVa + ooaabVb), (7.19a)

VaVa = d(rVa-Vbtiaba (7.19b)

ning spiinorite da,d « kovariantseid tuletisi:
~Nada=jgada- yRCVaka, (7.20a)

Nadn = gerda + LLTaRDR (7.201?)

Uldjuhul vdivad k&ik seostused [, w/j,, coaBa olla iikstei-
sest tdiesti sdltumatud. Harilikult aga kooskdlastatakse nad
tingimustega, et reeper eau(ea”) kui kahe indeksiga tensor ja
M-maatriks kui kolme indeksiga tensor oleksid kovariantselt
konstantsed:

V,.(r*) 1 =0uTa) / + W,,ab(rb)ald+
+ LWjaa (Ma)ae - (ra)a<tHial = 0.

(7.22)

Arvestades asjaolu, et tasases ruumis on Diraci maatriksite

komponendid konstantsed, (Ta)aR = const, jareldub viima-
sest tingimusest seos

(7.23)

kus Tab on antud valemiga (1.12). Lihtsaim viis tulemuse (7.23)
kontrollimiseks on asendada ta valemisse (7.22) ja kasutada
samasust

ANe —IlJab™d + HodTa  Had™  ~abde™\T6, (7.24)

kus Cabcd on taielikult antisummeetriline Levi-Civita stimbol,
£124 = 1,

Kovariantsete tuletiste kommutaator defineerib aegruumi
kdverustensori. Kuna vektorvélja kovariantseid tuletisi on meil
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defineeritud kahte thdpi, (7.9) ja (7.19), siis pohim®otteliselt on
voimalik kahte tlUpi kGverustensori sissetoomine:

[v,, VV]Vb = Rbdpy(w)Vd - TAY,Yb,

R = dp(Vybd —dviopbd +copbeiVyed —(Vy d (7.25)
ja
[V,,, Vv]Va = R%,y(T)V'"' - TZvVeVT,

R%,,v([) = 3urY, - 3yrep + TAT*, - TNTA,. (7.26)

Saab ndidata, et juhul kui seostused I'[], ja wuab on kooskdlas-
tatud tingimusega (7.21), langevad mdlemad k&verustensorid
faktiliselt Ghte:

Rbd,yUo) = Rapi,y(T)ebaed” . (7.27)

Kdverustensorist saab moodustada Ricci tensori

Rd, = Rbd,yebv = RaPredp (7.28)

ja skalciarse kdveruse

R=R d” =Rap”"enpll- (7.29)

2. N = 1 supergravitatsiooniteooria valjade supermultiplett
ja mojufunktsionaal. Uldrelatiivsusteooria pdhjal kirjeldab
klassikalist gravitatsioonivélja teist jarku siimmeetriline ten-
sorvdli guv(x). Lineariseeritud kvantteoorias on vastava kvant-
vdlja kvandiks spinniga 2 massita osake, mida nimetatakse
gravitoniks. Lihtsaim supermultiplett sisaldab tema superpart-
nerina spinniga | massita Majorana osakest c¢a»M, mida
nimetatakse gravitiinoks. Laiendatud supergravitatsiooniteoo-
riad pbhinevad Poincare laiendatud superalgebral, mis sisal-
dab N supersiimmeetria generaatorit Qhb, i = 1 Neid
teooriaid me lahemalt ei kasitle. Nimetame vaid, et laienda-
tud supermultipletid vdivad lisaks gravitonile sisaldada ka tei-
si taisarvulise spinniga osakesi ja nende poolearvulise spin-
niga superpartnereid. Laiendatud supergravitatsiooniteooriate
nimetustes tuuakse harilikult &ra gravitiinode (spinniga § osa-
keste) arv N. Naiteks N = 2 laiendatud supergravitatsiooni-
teooria multiplett sisaldab gravitoni g”~v(x), spinniga 1 gravi-
footoni Afj(x) ja kaks gravitiinot ®au{x), i= 1,2.
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N = 1 lihtsa supergarvitatsiooniteooria mdjufunktsionaal
postuleeritakse olevat Einsteini-Hilberti mdjufunktsionaali ja
tasase aegruumi kvantvéljateooriast tuttava Rarita-Schwingeri
mojufunktsionaali summa (uhikud on valitud nii, et valguse
kiirus ¢ = 1 ja Newtoni gravitatsioonikonstant G = 1):

s=J(] vDpdia)d*x. (7.30)

Valjafunktsioonideks on siin aegruumi meetrika gpv(x) ja an-
tikommuteeruvate komponentidega Rarita-Schwingeri vektor-
spiinorvali dan(x), ®a™JPRv + dRvaa™) = 0. Spiinor ggMon spii-
nori ¢ kaasspiinor Majorana mottes

dL= oTT. (7.31)
Kovariantne tuletis Dp on defineeritud mdjuvana kovariantselt

ainult spiinorindeksile a ja mitte vektorindeksile u:

Bpthay = apday + pUb(Tab) ®Rp e (7.32)

Levi-Civita simboh kontravariantsed komponendid e*Jvap,
e0123 = 1 moodustavad taielikult antisimmeetruisele tensorile
~vap vastava tensortiheduse

e"P =~~gn”ap, 0 =det|gpv]|. (7.33)

Seega on mojufunktsionaalis (7.30) mdlemad liidetavad Ul-
diste koordinaatteisenduste (7.2) suhtes skalaarsed tihedused
ja voivad olla integrandideks. -maatriksite reeperkomponen-
did a on konstantsed ja nende komponendid koordinaatides
(x”™) on

Tu(x) = ea"™(x)la. (7.34)

Madjufunktsionaal (7.30) on invariantne jargmiste supersim-
meetria teisenduste suhtes:

Geap = “eTadp, (7.352a)

deaP= -"éT»dha, (7.35hb)

Oy = DpC = gue + ~(DpabTabE. (7.35¢)
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Teisendused (7.35a), (7.35b) madravad ka meetrika g~v (7.5)
teisenemiseeskirja.

3. Véljavdrrandid. Variatsioonprintsiibi kohaselt peaksime
N = 1 supergravitatsiooni valjavérrandid saama madjufunkt-
sionaali (7.30) varieerimisel supermultipleti valjade (g~ (x),
dayM) jargi. Arvutuslikult lihtsam on aga esialgu vaadelda
sOltumatute muutujatena reeperit eap ja seostust wuab ning
varieerida mdjufunktsionaali (7.30) véljade (eav, couab, haL)
jargi. Uldrelatiivsusteoorias nimetatakse analoogilist kasitlust
Palatini meetodiks. On teada, et Einsteini-Hilberti lagranziaani
varieerimisel seostuse [, jargi saame valjav6rrandiks meetri-
ka ja seostuse kooskdlalisuse tingimuse

~ag”v =0, (7.36)

millest vbime avaldada seostuse kordajad I'[, (7.14). Vaande-
ta ruumis ja kooskdlalisuse tingimuse (7.36) kehtivuse korral
langevad nad thte Christoffeli simbolitega (7.16), I'}, = {Jv}
Sellist seostust nimetatakse Levi-Civita seostuseks.

Vaatleme madjufunktsionaali (7.30) funktsionaalina reepe-
rist eav(x), seostusest couab(x) ja vektor-spiinorvaljast

Paul (X)*
5= J12(e, co)dax +J L| (e, cn, ) Ax. (7.37)

Kui kasutada valemit

rT*>V P*A=-2{gpagvp - gppgva) (7.38)

ja taielikult antisimmeetrilise tensori nuypa avaldist (7.33)
Levi-Civita simboli kaudu, v6ime Einsteini-Hilberti lagranZiaa-
ni teisendada

12 = =
d (7.39)
== N VKArlabcdecKed\R ah™y(cx) ) ,

kus Rabfjv((D) on antud seostuse copab kaudu valemiga (7.25).
Rarita-Schwingeri lagranZiaan sisaldab samuti nii reeperit eap
kui seostust w”ab:

U2= - \2e A pSWuheayTa(dpipa + hm pel Mol LlA). (7.40)
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Kogulagranziaani varieerimine reeperi ebp jargi annab meile
nuidd Einsteini vOrrandid, kus mateeriatensor on méératud
Rarita-Schwingeri véljaga gau:

Rpb- \ehCR=—e "p"UbOTP a- (7-41)
Variatsioon seostuse o«c”ab jargi annab tingimuse

Dve% - DMav = -~ ® ~aagy, (7.42)

kus Dv md&jub ainult reeperindeksitele:
Dve“ = dve* + govabeb”. (7.43)

Kui asendame sna reeperi kovariantselt konstantsuse ndude
(7.21), sus n&eme, et aegruumi vaane on algebraliselt médra-
tud Rarita-Schwingeri vélja poolt:

C =",r>v . (7.44)

Tingimust (7.42) on vdimalik I6puni lahendada seostuse
utnab(e) suhtes. See kullalt pikk arvutus annab 16ppkokku-
vottes tulemuse, mis on ekvivalentne avaldisega (7.16) Chris-
toffeli stiimbolite jaoks, kus meetrika g~v on antud reeperi
eay, kaudu valemiga (7.5). Teades Christoffeli sumboleid {*v}
ja vaadndetensorit Tjfv, saame valemite (7.18) jargi avaldada

koik seostuse kordajad I'[, reeperi (gravitoni) eau ja Rarita-
Schwingeri valja (gravitiino) day kaudu.

Kui varieerida lagranziaani 13 (7.40) vektor-spnnorvélja ¢u
jargi, saame Rarita-Schwingeri vdrrandi kévera ja véaandega
ruumi foonil

yOadp = 0. (7.45)

Vorrandisusteem (7.41), (7.45) langeb formaalselt kokku hari-
liku Rarita-Schwingeri vdlja ja gravitatsioonivélja vastastikm®-
ju Kirjeldava teooriaga, kuid erinevalt viimasest on supergra-
vitatsiooniteoorias Rarita-Schwingeri vélja komponendid ¢a,,
antikommuteeruvad, mistottu kdik valja ¢dp komponente si-
saldavad avaldised on nilpotentsed.

Ulesanded
7.1 Tuletada valem (7.14) afiinse seostuse kordajate T/,
jaoks.
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Superosake ja superstring

Vaba relativistlik osake. Brinki-Schwarzi superosake.
Greeni-Schwarzi superstring. Heterootiline superstring.

1. Vaba relativistlik osake. Vaatleme vaba relativistlikku osa-
kest massiga m d-mddtmelises Minkowski ruumis ristkoordi-
naatidega (xa),a = 0,...,d - 1. Tema liikumistrajektoor x a(t)
on minimaalse pikkusega joon (sirge), mille vdrrandid on lei-
tavad mojufunktsionaalist

51=-m \]ds =-m \]’\xaxbriabdt. (8.1)

See mdjufunktsionaal on mittepolinomiaalne véljade xa(t)
suhtes. Seepdrast kasutatakse sageli teist, poliinomiaalset mo-
jufunktsionaai

52= -1 Uv~Ixaxbriab + m2V)dt. (8.2)

Uus muutuja V on siin Lagrange’ kordaja osas, mille jargi
varieerimine annab tingimuse

i/2 = *a*blab = ds»
m2 *“ ma2dt2’ v 1
Kui asendada Vv avaldis m@jufunktsionaali (8.2), saame tdesti
tagasi esialgse mdjufunktsionaali (8.1). M&jufunktsionaali (8.2)
eeliseks on veel asjaolu, et ta lubab kirjeldada massita (m = 0)
osakest triviaalse piirileminekuga m —O0. Edaspidi vaatlemegi
vaid massita osakest mojufunktsionaaliga

(8.4)

Majufunktsionaal (8.1) on ilmselt invariantne maailmajoo-
ne suvalise reparametriseerimise t' = t'(t) suhtes. Et sama-
sugune invariantsus kehtiks ka madjufunktsionaalis (8.4), tu-
leb sobivalt defineerida Lagrange’i kordaja V teisenemiseeski-
ri. Otsene arvutus kinnitab, et teisendusel

6t = p(t), (8.5a)

10
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S(vV-)= (8.5b)

teiseneb lagranziaan taistuletise vorra:

6L = -Nj[pV~Ixax briab] m (8-6)

Maojufunktsionaal (8.4) on invariantne ka Poincare teisen-
duste (1.7) suhtes, juhul kui Lagrange’i kordaja V ei teisene,
6PV = 0.

L&heme dle Hamiltoni kanoonilisele formalismile. Leiame
tldistatud impulsid (3.10)

Pa =~ =-y-"xbllba, (8.7)
hamiltoniaani (3.12)

H =XaVa-L =-h/papa (8.8)
ja kanoonilise integraali (3.13)

I =J(xapa+ 1| Vpapa)dt. (8.9)

Ndeme, et tegelikult on saadud kanooniline integraal ku-
jul (3.16), kus Lagrange’i formalismist arvutatud hamiltoniaan
(8.8) koosneb ainult seostest. Niisugune tulemus on omane
koikidele reparametriseerimisinvariantsetele teooriatele.

2. Brinki-Schwarzi superosake. Selleks et kirjeldada p66r-
levat osakest (84), oli otstarbekohane supersimmetriseerida
trajektoori them@6tmelist ruumi (t) - asendada ta superruu-
miga (t,T) ja vaadelda osakese koordinaate selles ruumis an-
tud supervéljadena (4.7). Brinki-Schwarzi superosakese defi-
neerimisel on alusideeks koordinaatide ruumi (x a) supersim-
metriseerimine, jattes trajektoori Uhemddtmelise ruumi (t)
endiseks. Teiste sOnadega, vaatleme osakese liikumist super-
ruumis koordinaatidega (zM) = (xa,0a). Kuna teooria kvan-
tiseerimisel, mida me siinkohal lahemalt ei kéasitle, osutub, et
Brinki-Schwarzi superosakese mittevastuolulist kvantteooriat
saab (les ehitada vaid kimnem®66tmelises superruumis, siis
vaadeldakse ka klassikalist teooriat harilikult juhul, kui kiim-
nele kommuteeruvale koordinaadile xa,a = 0,..., 9 on lisatud
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16 reaalset antikommuteeruvat Majorana-Weyli tiilipi spiinor-
koordinaati 6a, cx=1,..., 16. Vastavad y-maatriksid on reaal-
sed, spiinorindeksites siimmeetrilised ja rahuldavad Cliffordi
algebrat (2.46).

Otsime mdjufunktsionaali (8.4) sellist supersimmeetrilist
uldistust, mis maailmajoone reparametriseerimisel teiseneks
taistuletise voOrra ja oleks invariantne Poincare superriihma
teisenduste suhtesl Soovitud omadustega avaldis, Brinki-
Schwarzi superosakese mdjufunktsionaal, on kujul

S =-|J V~Iclacobriabdt, (8.10)

kus co tdhistab avaldist
coa=xa- i6yab. (8.11)
Seda vOib interpreteerida kui superosakese maailmajoone
zM(t) puutujavektori ZM(t) bosonkomponente Minkowski
superruumi lokaalses reeperis Eam(z)
coa = zmEum ¢ (8.12)

Tasase superruumi lokaalseks reeperiks on siin

pA  _ { (<Bm. i(YaB),,),
£ "L(0, 8. (8-13)

Otsene arvutus naitab, et lisaks Glalnimetatud kahele sim-
meetriarihmale on moju (8.10) invariantne veel uht liiki tei-
senduste suhtes, kus parameetriks on antikommuteeruv spii-
Nor ka(t):

66 = ooayak, (8.14a)
Oxa=i6ya66, (8.14b)
OV =-4iVOK, (8.14c¢)
duoa = 2i6yad0. (8.14d)

1 Supersimmeetria teisendused on siin 69 = e, 6xa = ieyab .

10*
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Seda teisendust nimetatakse lokaalseks k-teisenduseks. Esial-
gu vdib tunduda, et teisenduse (8.14a) abil saab kdik spiinor-
koordinaadid ea(t) teisendada mistahes etteantud funktsioo-
nideks. Sel juhul ei saaks nad kirjeldada futsikalisi vabadus-
astmeid. Osutub aga, et mitte kdik teisendused (8.14a) ei ole
s@ltumatud. Tdesti, voime Ules kirjutada v@rduste rea

Uaya69 = mQthyaysK = -UUaU)hriabK ~ 0- (8.15)

Paremal pool olev avaldis on vordne nulliga méjufunktsionaali
varieerimisel V jargi saadud seose

@Cthriab = 0 (8.16)

pbhjal. Laineline vordusmaérk valemis (8.15) tdhendabki vor-
duse kehtimist seoseid arvestades (6eldakse ka, et vérdus keh-
tib seoste pinnal). Niud jareldub valemist (8.15), et teisendus
(8.14a) on mittetriviaalne (& @& 0) ainult siis, kui teisenduse
determinant on null:

det lu)ayaaR |~ O. (8.17)

Saab naidata, et teisendusmaatriksi astak on kaheksa. Jareli-
kult on sBltumatuid teisendusi vaid kaheksa. Nende abil saab
kaheksale spiinorkoordinaadile 6a(t) omistada etteantud vaar-
tus, Ulejadnud kaheksa aga jadvad fllsikalisteks (dlinaami-
listeks) vabadusastmeteks, mis tuleb ma&darata liikumisvorran-
ditest. Teooria teeb keeruliseks asjaolu, et fisikalisi vaba-
dusastmeid ei ole vdimalik leida kujul, mis oleks invariantne
Lorentzi teisenduste suhtes. Tuletame meelde, et tdnu repa-
rametriseerimisinvariantsuse (8.5) ja seose (8.16) olemasolu-
le on Brinki-Schwarzi superosakese kiimne bosonkoordinaadi
xa(t) hulgas s6ltumatuid flusikalisi vabadusastmeid samu-
ti vaid kaheksa. Nendeks vbib valida nditeks liikumise suuna
suhtes transversaalsed ruumikoordinaadid. KokkuvGttes néde-
me, et diinaamilised vabadusastmed on supersimmeetria tei-
senduste suhtes kddumata — dlinaamiliste boson- ja fermion-
koordinaatide arv on Uhesugune ja nende vahel saab korral-
dada Ukslhese vastavuse.

L&dheme lle kanoonilisele formalismile. Arvutame (ldista-
tud impulsid (3.10):

oL -4 b
Pa=din= Mab" (8.18a)
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Po, = (l;/I\J- = 1Y-'wa(syb)allabm (8.18b)
y
Paneme tédhele, et spiinorkoordinaadile 6a vastav Uldistatud
impulss pa (8.18b) on maéaratud Uldistatud impulsside pa
(8.18a) kaudu ja faktiliselt seega téiendav seos

Pa + iPa(Oya)a = 0. (8.19)

Hamiltoniaani (3.12) arvutamisel saame tulemuse, mis uhtib
hariliku osakese hamiltoniaaniga (8.8)

H = paxa+pa9a- L=~"Vpapa- (8.20)

Kanoonilisse integraali tuleb aga tdiendavalt lisada seos (8.19)
antikommuteeruva Lagrange’i kordajaga da:

| = |(pa>(a+ PalOa + | Vpapa- ®a{pa+ iPa(Oya)«))dt.

(8.21)
Saab ndidata, et bosonseos (8.20) on seotud reparametriseeri-
misteisendusega ja fermionseos (8.19) on seotud lokaalse «-
teisendusega.

3. Greeni-Schwarzi superstring. Nagu relativistlikku osakest
(8.4), nii vdib ka bosonstringi (5.3) supersimmetriseerida ka-
hel viisil. Fermionstringi defineerimiseks (85) asendasime me
bosonstringi kahemddtmelise maailmalehe (t.cr) superruumi-
ga (r,a,9A). Superstringi defineerimiseks supersimmetrisee-
ritakse stringi koordinaatide ruum (xa), jattes maailmalehe
kahemd@dtmelise ruumi ("a) = (t,<j) endiseks. Analoogiliselt
Brinki-Schwarzi superosakese teooriaga osutub superstringi
kvantteooria mittevastuoluliseks vaid kimnemd&d6tmelises su-
perruumis (zM) = (xa,sa),a =0,...,9, &=1,..., 16, kus 9a
on reaalne Majorana-Weyli spiinor.

Otsime bosonstringi mdju (5.3) ja Brinki-Schwarzi super-
osakese moju (8.10) niisugust dldistust, mis vdiks Kirjelda-
da superstringi kahem@dtmelist maailmalehte kimnemddtme-
lises superruumis ning millest tulenevad voérrandid oleksid in-
variantsed Poincare superriihma teisenduste, maailmalehe re-
parametriseerimise ja lokaalsete k-teisenduste suhtes. 1984.a.
leidsid M.Green ja J.Schwarz soovitud omadustega mdjufunkt-
sionaali. Nad lisasid bosonstringi kommuteeruvatele koordi-
naatidele xa kaks reaalset Majorana-Weyli spiinorit 9&j, 4 =
1,...,16,j = 1,2 ja postuleerisid m@jufunktsionaali

S =S\ +52, (8.22a)



SUPERSUMMEETRIA FUUSIKAS

sl=-7~r\”~ggaln%nBnabdTda,

(8.22h)
S2=-{e°*s(-idaxa(elyadR9l - e 2yudBe 2)+
Ti'\] 3 (ely p y ) (8.22¢)
+ (elyadael)(e2yad’02))dTda,
kus
2
ns = daxa- i X Ojyadaej (8.23)
j=1
ja

on taielikult antistiinuneetriline Levi-Civita simbol. M6ju

(8.22) on invariantne (voi teiseneb tdisdivergentsi vorra) jarg-
mistel teisendustel:

1) Poincare superrihma teisendused (1.18), kus supersiim-
meetria teisendus on kujul

2

oxa =i X ejyaQi; (8.24)
j=1

2) maailmalehe reparametriseerimine

OBA = eA,

t'=t'(t,Cr), <j'=cr'(t,cr) (8.25)

ja meetrika konformne (Weyli) teisendus
()" me(Taged)  (I=gg«B)’ =J=gg«B;  (8.26)
3) lokaalne k-teisendus

2

60j = 2iyaUBKjR,  <5xa = X idjyadej,

(8.27)
=1
0(yFggaR) = -\b~rg(KlapB8dyel + k2ap”~yayB2),
kus Pxy on projektsioonioperaatorid maailmalehel:
n 1 (188
pt =/~daB + (8.28)

Teisenduse parameetrid k~a,j = 1, 2, on antikommuteeruvad
d = 2 vektorid KB, R = 1,2 ja d = 10 Majorana-Weyli spnnorid
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kn, & = 1,..., 16, mis rahuldavad kaht Kkitsendavat tingimust:
vektor Klc on anti-omaduaalne

(8.29)

ja vektor k2a on omaduaalne

(8.30)

Superstringe voib jaotada kolmeks tiiubiks:

1) lahtine (otspunktidega) superstring ehk I tuupi super-
string;

2) kinnine (otspunktideta) superstring, kus kaks Majorana-
Weyli spiinorit QI on vastupidise kiraalsusega, nii et neist saab
moodustada ihe 32 reaalse komponendiga Majorana spiinori,
ehk ILA tltpi superstring;

3) kinnine (otspunktideta) superstring, kus kaks Majorana-
Weyli spiinorit 9j on Uhesuguse kiraalsusega, ehk 1B tutpi
superstring.

4. Heterootiline superstring. Fudsikaliste jarelduste poolest
on k@ige paljutdotavam heterootiline superstring, mis saadak-
se Greeni-Schwarzi kinnisest superstringist spiinorkoordinaa-
di 91 asendamisel kalibratsioonrithma 50(32) vb6i E(8)xE{8)
esituse jargi teisenevate funktsioonidega ®5. Heterootilise su-
perstringi mdjufunktsionaali v8ib anda niisugusel kujul:

5= \(-F ggaRn%uBr,ab-
(8.31)
- 2ieaBd(k a(9yadBR9) + y[=ggaR$ SYadi<bs)d T d (],
kus
M« = paxa- i9yada9 (8.32)

ning ya on kimnem®&dtmelise ruumi ja '« kahem®&dtmelise
ruumi M-maatriksid.

See mGjufunktsionaal on invariantne viie teisenduste rih-
ma suhtes:

1) globaalsed (konstantsete parameetritega) Poincare super-
rihma teisendused;

2) maailmalehe reparametriseerimine (8.25);

3) maailmalehe meetrika g a& konformne (Weyli) teisendus
(8.26);
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4) lokaalne k-teisendus
66 = 2iyaYlaKB, Oxa=i6yado, (8.33)

mille parameeter k on antikommuteeruvate komponentidega
d = 10 Majorana-Weyli spiinor ja d = 2 omaduaalne vektor

K" = P2BKR, (8.34)

5) kalibratsioonrihma 50(32) vGi E(8) xE (8) teisendused
funktsiooni @5 jaoks:

&5 = (Fd)5. (8.35)

Selleks et heterootilise stringi mdjufunktsionaali (8.31) ja
temast jarelduvaid valjavérrandeid siduda reaalses neljam6dt-
melises aegruumis olevate fuusikaliste kvantvéljadega, on tar-
vis Ules ehitada kolm vaheteooriat.

1. Laheme siin esitatud klassikaliselt teoorialt tle vastavale
kvantteooriale. Osutub, et see kirjeldab I6plikku arvu massita
kvantvélju (0) ja I6pmata arvu massiga kvantvélju (cm)-

2. Kirjutame Ules genereeriva funktsionaali

7z~ (8.36)

ja integreerime (le massiga kvantvdljade. Saame genereeriva
funktsionaali Z, mis sisaldab ainult massita valju. Sellele vas-
tavat m@jufunktsionaali nimetatakse madala energia efektiiv-
seks mdjuks.

3. Madala energia efektiivses mdjus esinevate valjade vor-
randitele otsime selliseid lahendeid, mis pG&hiseisundis (vaa-
kumolekus) kirjeldaksid ruumi topoloogiaga M4 x K6, kus M4
on neljam66tmeline Minkowski ruum (aegruum) ja K6 on
kuuemd@6tmeline topoloogiliselt kinnine ruum Plancki pikkuse
{lp = 10~33cm) suurusjargus. Seda nimetatakse lahendi spon-
taanseks kompaktifitseerimiseks.

Uhtegi neist kolmest teooriast ei ole meil ruumipuudusel
vOimalik lahemalt kasitleda. Nimetame vaid, et heterootilisest
superstringist jarelduv madala energia efektiivne madju
{Chapline’i-Mantoni mdjufunktsionaal) sisaldab Einsteini-
Yangi-Millsi supermultipletti, mis koosneb seitsmest kompo-
nentvéljast kimnemoddtmelises kdveras aegruumis (x m),
m=20,..., 9
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1) N = I, d = 10 supergravitatsiooni multiplett -

- meetrika gmn(x) voi lokaalne reeper eam(x), gmn(x) =
eam(x)ehn{x)riab (graviton);

- Majorana-Weyli vektor-spiinor ¢~ (x) (gravitiino);

- antisimmeetriline potentsiaal Buwn(x) = ~Bnm (*);

- Majorana-Weyli spiinor J1«(x);

- skalaarvéli op{x) (dilaton).

(8.37)

2) d = 10 Yangi-Millsi supermultiplett -

- Yangi-Millsi vdlja potentsiaal A~ix), kus a = 1,..., dimG
on kalibratsioonrihma G algebra indeks;

- Majorana-Weyli spiinor Xa(x).

Einsteini-Yangi-Millsi supermultipleti bosonvéljad lubavad
pbhimdatteliselt kirjeldada koiki tuntud vastastikmdjusid —
gravitatsiooniline vastastikmdju sisaldub N = 1, d = 10 su-
pergravitatsiooni multipletis ning elektrondrk vastastikmdju
(Salami-Weinbergi teooria) ja tugev vastastikm6ju (kromodu-
naamika) sisalduvad Yangi-Millsi supermultipletis. Heterooti-
lise superstringi kvantteooria on vaba mitmest puudusest, mis
on omased harilikule kvantvéljateooriale. Saab ndidata, et ta
on anomaaliavaba —k®&ik klassikalise teooria simmeetriariih-
mad ja nendele vastavad jadvad voolud sailivad Gleminekul
kvantteooriale. On esitatud kaudseid tdendeid kinnitamaks, et
teooria on 16plik — tema hairitusarvutuse reas ei ole hajuvaid
integraale. Kuna ta kirjeldab ka gravitatsioonilist vastastikma-
ju, on teda nimetatud esimeseks mittevastuoluliseks kvantgra-
vitatsiooniteooriaks. Veel enam, teda on peetud isegi kdiksuse
teooriaks, mis kirjeldab tGhekorraga kdiki fuusikalise reaalsuse
algstruktuure. Tuleb aga mérkida, et stringiteooria lahtub mit-
te niivdrd fllsikalistest printsiipidest kuivérd matemaatilise
formalismi vdimalikkusest ja v@imalustest. Seepérast tekitab
tema valemitele fuisikalise tdhenduse andmine raskusi. Prob-
leemideta ei ole ka stringiteooria matemaatiline kulg. ,,Stringid
on XXl sajandi fuusika, mis on meile sille kukkunud natuke
lilga vara”, hindab olukorda (ks selle teooria loojatest Lars
Brink.

Ulesanded

8.1. Kontrollida Brinki-Schwarzi superosakese mdjufunkt-
sionaali (8.10) invariantsust

i) Poincare superriihma teisenduste suhtes,

i) maailmajoone reparametriseerimise (8.5) suhtes,

iii) lokaalsete k-teisenduste (8.14) suhtes.

11
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N = 1 supergravitatsiooniteooria
Uheteistkimnemdodtmelises aegruumis

Supermultiplett ja lagranZiaan.
Spontaanne kompaktifitseerimine.

1. Supermultiplett ja lagranZiaan. N = 1, d = 4 supergra-
vitatsiooniteooria (87) vdimaldab gravitatsioonivélja kirjelda-
da uhes supermultipletis Rarita-Schwingeri vektor-spiinorvél-
jaga. Laiendatud N = 2 supergravitatsiooniteooria kirjeldab li-
saks gravitatsioonivdljale ja kahele gravitiinole veel spinniga 1
valja, mille v@rranditeks on Maxwelli v6rrandid. Kas vdiks ni-
visi jatkates jouda supermultipletini, mis sisaldaks kdik reaal-
ses maailmas eksperimentaalselt jalgitavad fundamentaalval-
jad? Kahjuks on vastus sellele kiisimusele eitav. Maksimaalne
laiendatud supergravitatsioonimultiplett, mis ei sisalda vélju
kdrgema spinniga kui 2, on N = 8. Selle koosseisus on 1 gra-
viton, 8 gravitiinot, 28 valja spinniga 1, 56 vélja spinniga \
ja 70 skalaarset valja spinniga 0. Selline valjade koosseis ei
vasta reaalsetele kvark- ja leptonvaljadele ning nendevahelisi
vastastikmdjusid kandvatele vahebosonitele.

Stski on N = 8, d = 4 supergravitatsiooniteoorial mo-
ningaid huvitavaid omadusi. Paneme tdhele, et neljam6dtmeli-
ses ruumis on kaheksal Majorana gravitiinol kokku 32 reaalset
komponenti, tadpselt nlisama palju nagu Uhel Majorana gra-
vitiinol Uheteistkimnem66tmelises aegruumis. Saab néidata,
et ka dinaamilisi fermionvabadusastmeid on N = 8, d = 4
ja N =1, d = 11 supergravitatsiooniteooriates Uhepalju. See
viitab asjaolule, et N =8, d =4ja N =1, d = 11 supergra-
vitatsiooniteooriad on moneti samavdarsed. Oma matemaati-
liselt struktuurilt on aga teisena nimetatud teooria oluliselt
lihtsam.

N = 1, d = 11 supergravitatsiooni multiplett koosneb kol-
mest vadljast Uheteistkimnemddtmelises kdveras aegruumis
(xM), M =0,..., 10:

aegruumi meetrika ambi(x) y0Gi lokaalne reeper
eAM(X), aMbI(X) = eAM(x)eBei(x )nas (graviton);
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Majorana vektor-spiinor g~ (x) (gravitiino);

antisimmeetriline potentsiaal AmnpM = A[mnp](x ).

Madjufunktsionaalil nende vialjade jaoks vdib anda sellisel
kujul:

L=~\eR- ~eF M\NPRFMN\PR+

+ —— e “W'TM N Awm9virawm,, -
345D (91)

- e(+LWMIMNPDNv P +

+ 12PTqr4is)Fpars) + o(hhhd)
Siin ¢ tahistab spiinori ¢ kaasspiinorit Majorana mdttes, ¢ =
®TC, ja eM-NMn on Uheteistkimnem6dtmelise ruumi Levi-

Civita simbol. Fmnpr on antisimmeetrilisele potentsiaalile
Anpr Vvastav viéljatugevus

Fmnpr = 24B[mAnpr]. (92)

Kovariantne tuletis on defineeritud mdjuvana kovariant-
selt ainult spiinorindeksitele:

E>vdm = gudm - - ujnABTasdm B (9.3)

Kui eeldada valjav@rrandite kehtivust, siis on mdjufunktsio-
naal (9.1) invariantne jargmiste supersimmeetria teisenduste
suhtes antikommuteeruva spiinorparameetriga ea(x):

OeAmM = "éTndm, (9.43.)

y2,
6Amnp = -~"-E8T[MbIGp], {9AD)

6pm = Due - I~ NPQRM+8 S ™ R)FNPQRE. (9.4¢)

Invariantsust, mis kehtib ainult véljav6rrandeid arvestades, ni-
metatakse invariantsuseks vérrandite pinnal.

1 Selles paragrahvis oleme kasutanud vastupidise signatuuriga meetrikat
riab = diag{-\, +1..... +1) ja -maatrikseid reaalses Majorana esituses.

IL
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Lisaks neile supersimmeetria teisendustele jatavad moju-
funktsionaali (9.1) invariantseks ka antisimmeetrilise potent-
siaali Amnr kaubratsioonteisendused antisuimmeetrilise para-

meetriga Amn(x) = -Anm(x)
Amnr —Amnr + ém™nr + 6nArm + 6rAmn (9.5)

ja uldised koordinaatteisendused xM = x M (x N).

2. Spontaanne kompaktifitseerimine. Otsime mdojufunktsio-
naalist (9.1) jarelduvatele valjavorranditele sellist lahendit, mis
vliks kvantteooriaf olla vaakumolekuks. Muidugi on olemas
triviaalne vaakum - U(heteistkimnemddtmeline Minkowski
ruum

amn(x) = tymn> Amnp - 0, ®m =0, (9.6)

kuid see néhtavasti pole fuusikaliselt huvitav, sest tegelikult
ndeme me ju enda Umber neljamddtmelist aegruumi.

lgal juhul aga peab vaakumolekus kui maksimaalse sum-
meetriaga olekus gravitiinot Kirjeldav vektor-spiinorvéli puu-
duma:

B$(x) = 0. (9.7)

Jarelejaanud vorrandid bosonvaljade jaoks on niisugusel ku-
jul:

Rmn - AdMNR = - q(FmpgrFnpgr - g&MNFpciRsFRQRS),
(9.8a)
DMEMNPQ = _ A _ ENPQR..RFR ~pR jts (@ sb)

Otsime nendele vorranditele lahendit, mis sisaldaks endas nel-
jam@o6tmelise aegruumi Kirjelduse. Osutub, et soovitud oma-
dustega lahend on olemas, kui lahendi kuju on kitsendatud
kahe eeldusega (Freundi-Rubini eeldused).

1 Meetrika on blokkdiagonaalsel kujul, kus neljamddtme-
lise alamruumi meetrika séltub ainult neljast koordinaadist ja
seitsmem66tmelise alamruumi meetrika s6ltub ainult lejaa-
nud seitsmest koordinaadist:

k,m,n =0,1,2,3,
V,v,er =4,...,10. (9'9)
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2. Antisimmeetrilise potentsiaaliga Amnr madratud vélja-
tugevus fmnrs on nullist erinev ainult neljam&dtmelises alam-
ruumis:

{ e MNRS

/ =const, kui kdik M,N,R,S e 0,1,2,3,

0, kui vahemalt ks M,N,R,S e 4,..., 10.
(9.10)

Siin eM\RS on neljamddtmelise ruumi téielikult antisimmeet-
riline Levi-Civita simbol ja g<\(xk) = det | gmn(xk) I Otsene
asendus kinnitab, et lahend (9.10) rahuldab v&rrandit (9.8b):
parem pool on identselt null ja vasak pool on null tdnu vor-
dustele

} @\/Il F---- cMNRS

M9 Il \él\ﬂf\/fg_i(xa) =0.

Al MA(XK)AT(XFT) |

DMFMNPQ _

Viimane vordus kehtib seetfttu, et tuletis am vdetakse eelduse
(9.10) pdhjal ainult neljam6dtmelise alamruumi koordinaati-
de xk jargi, kuid funktsioon, millest tuletis arvutatakse, sdl-
tub eelduse (9.9) p6hjal ainult seitsmemddtmelise alamruumi
koordinaatidest x a.

Einsteini vorrand (9.8a) jaguneb eeldusel (9.9) kaheks sdl-
tumatuks vorrandiks. Tema paremal poolel asuv energia-im-
pulsstensor on lahendi (9.10) korral vdrdeline meetrikaga:

Rm ~ 79mnR =9mn4, X 71=0,1,2,3, (9.11)

V-Avi?2=~AvAT7 J[iv=4,.,10. (9.12)

Esimene vorrand sisaldab ainult neliruumi (x0,* 1,;%:2,*:3)
koordinaate ja teine vdrrand ainult Glejddnud seitsmemd@dtme-
lise alamruumi koordinaate. Konstandid A4 ja J17 avalduvad
konstandi / kaudu:

A4 =1f2sign(g*)" (9.13)

5
A7:-rb/J*sign{g4). (9.14)
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Einsteini vorrandites (9.11), (9.12) on A4 ja J17 kosmoloogiliste
konstantide osas, mille margid on teineteise suhtes vastupidi-
sed ja sOltuvad eelduses (9.9) valitud neliruumi meetrika de-
terminandi margist sign(g”). Kui neliruum on eeldatud ole-
ma aegruumiks, riab = diag(-1,+1,+1,+1), siis on J14 <0
ja A7 > 0. Sel juhul on Einsteini vorrandite (9.11) lihtsaim
lahend topoloogiliselt lahtine anti-de-Sitteri aegruum ja vor-
randite (9.12) lahend topoloogiliselt kinnine de Sitteri ruum.
Viimase mddtmed vBib eeldada olevat Plancki pikkuse suurus-
jargus, Ip ~ 1CI'x cm, mistdttu me igapdevaelus tajume end
viibivat vaid neljam6dtmelises aegruumis. Freundi-Rubini eel-
dustel on aegruumi vaakumolek seega kirjeldatav mitte Min-
kowski meetrikaga, vaid anti-de-Sitteri meetrikaga.

Paneme téhele, et GheteistkimnemddtmeUsest ruumist just
neljamd66tmelise aegruumi véljaeraldamine on seotud nelja in-
deksiga tdielikult antisimmeetrilise valjatugevuse fmnrs ole-
masoluga mdjufunktsionaalis (9.1). Seda mdaarava valjavorran-
di (9.8b) lahendit vbib siis otsida vdrdelisena téielikult anti-
summeetrilise Levi-Civita sumboliga. Kuid neljaindeksiline
Levi-Civita stimbol on olemas parajasti vaid neljam6dtmelises
ruumis.

Vaatleme vordluseks kiimnemddtmelise ruumi supergravi-
tatsiooniteooriat. Vastav supermultiplett (8.37) sisaldab kahe
indeksiga antisimmeetrilist potentsiaali, millele vastab kol-
me indeksiga antisimmeetriline valjatugevus. Eeldusega (9.10)
analoogiline eeldus peaks sisaldama kolme indeksiga Levi-
Civita simbolit, mis viiks kimnemddtmelise aegruumi lahuta-
misele kolme- ja seitsmemddtmelisteks ruumideks. Seepérast
on stringiteooria spontaanseks kompaktifitseerimiseks tarvis
keerulisemaid alusideid.
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Kvantvaljade supersimmeetria

Lopmatumddtmelised ruumid ja funktsionaalintegraal.
Genereeriv funktsionaal ja Faddejevi-Popovi determinant.
BRST teisendused. Topoloogilised véljateooriad.

1 Loépmatum6dtmelised ruumid ja funktsionaalintegraal.
Eelmistes paragrahvides Kkirjeldatud teooriad pdhinevad Poin-
care superalgebra esitustel. See v6imaldab (ihendada klassika-
lisi boson- ja fermionvélju supermultiplettideks. Nende super-
multiplettide jaoks saab Ules ehitada ka kvantteooria. Kvant-
valjateoorias aga ilmneb veel Uks vé&ga oluline téiendav vélja-
de supersimmeetria, mis ei ole seotud Poincare superalgeb-
raga ja millele klassikalises teoorias otsest vastet pole. Kuigi
me kvantvéljateooriat seni lahemalt ei ole kasitlenud, plia-
me selgitada ka selle supersimmeetria matemaatilist olemust,
sest ta tuleb véltimatult sisse iga kalibratsioonvabadusega val-
ja kvantiseerimisel ka siis, kui esialgne teooria ei ole super-
simmeetriline.

Vaatleme klassikaliste védljade ul{xa) madjufunktsionaali
(3.1). Seda vdib kasitleda kui kujutust S, mis igale funktsioo-
nide komplektile ul(xa) seab vastavusse arvu. Ruumi, mil-
le punktideks on funktsioonid ul(xa), nimetatakse funktsioo-
niruumiks. Teda v8ib vaadelda hariliku n-mddtmelise ruumi
(gm), m = 1,...,n uldistusena piirjuhule n — oo, mil ruu-
mikoordinaadi g indeks m laheb lle d-kordseks pidevaks in-
deksiks xa, a = 0,..., d —1, mis on funktsioonide ul argu-
mendi rollis.

Analoogiliselt saab superruumi (zA) lldistada I6pmatu-
md&o6tmeliseks funktsioonide superruumiks (fHxu),rim(xa)).
Siin f I(xa) on harilikud kommuteeruvad funktsioonid ja
fim(xa) on antikommuteeruvad funktsioonid:

{rtr(xa), nn(yh)} = 0- (10.1)

Funktsioonide /'(xa),nn(xa) argumentide (funktsioonide
superruumi pidevate indeksite) ruum on siin harilik d-m6ot-

meline vektorruum.
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Lopmatumddtmelistele ruumidele on vdimalik Gldistada ha-
rilikus 18plikumddtmelises ruumis defineeritud matemaatilise
analtisi pdhioperatsioone - tuletise v6tmist ja integreerimist.

Funktsionaaltuletise arvutamise aluseks vdetakse reegel

|61[(2x)\ =6(x-y), (10.2)

kus 6{x - y) on Diraci <5-funktsioon

r@
Of{y)ﬁ(y-X)dy=f{X)- (10.3)

— 0

Arvestades, et mdjufunktsionaal integreerimispiirkonna &ar-
tel on fikseeritud ja ositi integreerimisel voib &areliikme &ra
jétta, saame Euleri-Lagrange’i vorrandid (3.7) anda kui md-
jufunktsionaali 5[] funktsionaaltuletise nulliga vérdumise
tingimuse:

n 65[p(y)] fob[ad(y).aad(y)] ]
O=—-"0r =J —W A — dy=
= BL 2 al (10'4)
AB(X)  axap(sad(x))

Funktsionaalintegraal tuuakse sisse Diraci <5-funktsionaali
kaudu. Defineerime:

Jf[/15[/-g1D/ = F[?]. (10.5)

Md6du D f all tuleb siin mdista diferentsiaalide d f 16pmatut
korrutist Gle kdigi ruumipunktide x

Df=]~\df(x) (10.6)

ja (5-funktsionaal tahendab (5-funktsioonide I6pmatut korrutist

<5[/(x) - 2(x)] = M <5(/<x) - g(x)). (10.7)

Funktsionaalintegraali (10.5) vBib vaadelda n-kordse integraali
uldistusena piiril n —oo. Kahjuks aga ei ole see piirprotsess
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matemaatiliselt korrektselt defineeritav, mistdttu Uldisi reeg-
leid suvaliste funktsionaalide integreerimiseks pole vdimalik
tuletada. Snski osatakse lisaks integraalile (10.5) vdlja arvuta-
da kvantvéljateoorias esinevaid Gaussi tllpi integraale

J exp{-F[ap])Dap, Flap] = J gp2(x)f(x)dx.  (10.8)

Arvutamise aluseks vdtame hariliku Gaussi integraali

J-00

Kirjutame ules jargmise v@rduste rea:

[_
exp(~ax2)dx = Q/?. (10.9)

\] exp(- \] f(x)gp2(x)dx)Dgp =

\Ylexp{-f(x)cp2(x))Y]d(p(x)= (10 10)

Mlexp(-/(x)<p2(x))<*cp(x) = Ij

Kui siin vaadelda funktsiooni f(x) kui I6pmatumddtmelise
diagonaalmaatriksi g {x,y) diagonaalelemente

g(x,y)=f{x)o{x -vy),

siis vBime valemi (10.10) anda kujul

JeXp(- J ap(x)g(x,y)cp(y)dxdy)Dgp = ¢ (10.11)

Lopmatu arvuline tegur (¥YTf)® ei ole kvantvéljateoorias olu-
line, sest teda saab I8pmatu normeerimisteguri valikuga kor-
valdada.

Funktsioonide superruumis saame analoogilisel viisil defi-
neerida funktsionaaUntegraali tle antikommuteeruvate valja-
de n(x):

J F[n]8[n - cr]Dn = F[a). (10.12)

Gaussi tuupi integraali

fexp(- Fawg(x,y)n(y)dxdy)Dn, g(x,y) = -a(y.x)
(10.13)

12
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arvutamiseks vaatleme teda kdigepealt mitte Idpmatum®&6tme-
lisel juhul (10.13), vaid kahemddtmelisel juhul

exp( - L\ ~ Lro2\r\) &r[\&r\2 =
J

exv{-2riigi2n2)dri\dri2-

(10.14)

Arendame integrandi ritta antikommuteeruvate muutujate /71,
/72 jargi ja arvutame integraali valja reeglite (3.21) alusel:

exp( - 2rngi2ri2)driidri2=
(1 - 2rngi2n2)driidri2 = (10.15)
= 29 Y2 = 2yjdetg.

Kolmem®&dtmelisel juhul annab analoogiline arutluskaik tule-
museks nulli, sest integraali

Jexp(-2(~£ 1272 + TonM3 + ri2g23ri3))driidri2dri3 (10.16)

reaksarenduses ei ole liiget, mis sisaldaks integrandina korru-
tist /71I72/73. Neljam&6tmelisel juhul aga saame taas

exp(-2(/7iNi2r2 + ... + n3g34ri4))driidri2dri3dri4 = 4"/det#.

(10.17)

Saab néidata, et paaritumddtmelistel juhtudel on Gaussi tudpi

integraal alati null, paarismd6tmelisel juhul aga v@ime piiril
n —00 tulemuseks votta

exp(—J ri(x)g(x,y)n(y)dxdy)Dri = (V2)°°detg .

(10.18)
Arvuline 18pmatu kordaja (4/2)°° ei ole kvantviljateoorias olu-
line.

Paneme tahele, et nii kommuteeruvate kui ka antikommu-
teeruvate funktsioonide ruumis avaldub Gaussi integraal
funktsionaaldeterminandi det | g(x,y) | kaudu, kuid erineva
astmenditajaga - kommuteeruvate funktsioonide korral saime

tulemusesse (10.11) (detg)~Z ja antikommuteeruvate funkt-
sioonide korral tulemusse (10.18) (de\g) +2
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Kompleksse kommuteeruva vélja <p{x) korral on Gaussi
integraali

J EXp(--\] gp* (x)g(x, y)ap(y)dxdy~jDgp*Dgp  (10.19)

loomulik arvutada kui kahekordset funktsionaalintegraali (le

kompleksfunktsiooni reaal- ja imaginaarosa. Tulemuseks saa-

me reaalse kommuteeruva vélja Gaussi integraali (10.11) pdh-

jal

aTTy

detg
(10.20)

Kompleksse antikommuteeruva vilja ri(x) jaoks tuleb li-
saks reeglitele (3.21)

rjdri :l Jdr/ = O

defineerida tdiendavad integreerimisreeglid

Jexp(-J ®*{x)g(x, y)ap(y)dxdy”~jDgp* Dgp =

A r]*dri*x = 1, dri* = 0, ridr)*=0, rji*dq = 0.
) (10.21)
Uhemo6dtmelisel juhul saame niid

ANexp(-r)*mri)dri*dri = (1 - ri*mri)dri*dri = m  (10.22)

ja kahem@otmelisel juhul

fexp(- % ntmijnj)dn*driidri2dri2=
J U=1

- I n2lfLrert (™ 11M22 - m2\mi2)dntdn\dri2dri2 =

det Imij |.

(10.23)
Diferentsiaalide jéarjestus integraalis on valitud tingimusest,
et tulemus oleks nii Uhe- kui kahem®&dtmelisel juhul hesu-
guse margiga. Jatkates analoogilisel viisil suuremamddtmelis-
tes ruumides, vBime juhul n —@ vétta funktsionaalintegraali
vaartuseks

exp(-J ri*(x)g(x,y)n(y)dxdy)Dri*Dri = detg, (10.24)

12*
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kus ulalkirjeldatud konstruktsiooni p&hjal

Dr)*Dr] = Y\(dn*(x)dn(x)). (10.25)

X

Flusika-alases kirjanduses nimetatakse funktsionaalinteg-
raali sageli ka integraaliks tle teede v8i kontinuaalseks integ-
raaliks.

2. Genereeriv funktsionaal ja Faddejevi-Popovi determinant.
Kvantteoorias iseloomustatakse fuusikalise vélja olekuid ole-
kufunktsionaalidega ja tGendosuse amplituudidega Uhest ole-
kust teise tleminekuks. Uleminekutdendosuste arvutamisel on
oluline teada funktsionaalintegraali mdjufunktsionaali ekspo-

nendist
rB

Z N exp(iS[gp])Dgp. (10.26)

Seda nimetatakse genereerivaks funktsionaaliks.

Vaatleme Yangi-Millsi vélja potentsiaali A£,(xn), m,n =
0,1,2,3,a =1....... dim G, kus G on kalibratsioonriihm, ja vas-
tavat véljatugevust

bd m n’ (10.27)
kus on rihma G struktuurikonstandid. Yangi-Millsi vélja
mdjufunktsionaal

AA®]=~ JTr(FmnFmn)d4x = J FANFANd 4x (10.28)

on invariantne I6pmata vaikeste kalibratsioonteisenduste suh-
tes
5Am = Dmou, (10.29)

kus Dm on kalibratsioonteisenduste suhtes kovariantne tuletis
Dmaa = dmaa - fji*dAmaa. (10.30)

Genereeriv funktsionaal (10.26) on oma konstruktsiooni
pbhjal integraal Ule fuusikaliselt erinevate olekute. See téa-
hendab, et kalibratsioonteisendustega (10.29) uksteiseks ule-
viidavad olekud tuleks integraalis samastada ja integreerida
ainult Gle ekvivalentsiklasside. Et seda asjaolu matemaatiliselt
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valjendada, fikseerime kalibratsiooni mingite sobivalt valitud
tdiendavate tingimustega

F6UZ,] =0, (10.31)

mis ei ole invariantsed kalibratsioonteisenduste suhtes. Lisa-
me need genereerivasse funktsionaali (10.26) <5-funktsionaali
abil tegurina 8iF~iA~]]. Siin on <&funktsionaali argumendiks
mitte funktsioon, vaid teine funktsionaal. Sellele avaldisele ta-
henduse andmiseks meenutame, et Diraci <5-funktsiooni jaoks
kehtib muutujate vahetuse reegel

S(f(x))dx = (f(x))~15(f)df, (10.32)

mida mitmem®6dtmelises ruumis Uldistatakse reegliks
6 (fl(xk)) =det-11|<5(xn). (10.33)

Saab naidata, et analoogiline determinant lisandub ka I6pma-
tumddtmelises ruumis 5-funktsionaali integreerimisel. Kokku-
vottes voib genereerivat funktsionaali Z anda niisugusel kujul:

Z~L | exPA5[AT])<5[ [A”]] det | IF=QDadDAn.
(10.34)

Determinanti det | " If=o0 nimetatakse Faddejevi-Popovi de-
terminandiks ja ta tdhistab kalibratsioontingimuste (10.31) in-
finitesimaalsete kalibratsioonteisenduste (10.29) funktsionaal-
determinanti kohal F = 0. Kui kalibratsioontingimused on va-
litud nii, et see determinant ise on kalibratsioonteisendus-
te suhtes kovariantne, ja nii see harilikult on, siis integraal
(10.34) faktoriseerub ja integraal tle kalibratsioonteisenduse
parameetri j Daa annab genereerivasse funktsionaali I6pma-
tu kordaja, mis absorbeeritakse normeerimistegurisse. Gene-
reeriva funktsionaali avaldisse jadb seega faktiliselt integraal
lle potentsiaali A”~(x) ekvivalentsiklasside kalibratsioontei-
senduste (10.27) jargi.

Faddejevi-Popovi determinant on valjade A suhtes oluli-
selt mittelineaarne ja mittelokaalne. Tema olemasolu muu-
daks futsikaliste Gleminekutdenaosuste valjaarvutamise hai-
ritusarvutuse raames vaga keeruliseks. Onneks lubab valem
(10.24) avaldada funktsionaaldeterminanti Gaussi integraalina
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ule komplekssete antikommuteeruvate valjade. Neid tdienda-
valt sissetoodud valju nimetatakse vaimuvaljadeks ja tahista-
takse ca(x), ca(x). Vastavalt valemile (10.24) on nad mdju-
funktsionaalis ainult teises astmes.

Kalibratsioontingimusi (10.31) kirjeldavat 0-funktsionaali
saab esitada Lagrange’i kordaja A4 kaudu integraali kujul

51FHAI)] ~ jexp(-i jA6F6[ASI]d4x)DA(.  (10.35)

Loplikult omandab genereeriv funktsionaal jargmise kuju:

B . . .
Z~ A exp(i5e//[A",cficd,Ae])DA~DcbDcdDAe. (10.36)

See on samasugusel kujul nagu esialgne mdojufunktsionaal
(10.26), kuid mdju S on asendatud efektiivse mdjuga Se/f,
kus

Seff = Scl+ Sgf+Sgh, (10.37)

ScllAi] = -\ TT(FmnFmn)d4x, (10.38)

Sgf[ =-|n~[A “]1Nc, (10.39)
Sgh[Am,ch,cA\ =i ca(x)Maf,(x-y)cb(y)d4xddy . (10.40)
Operaator on maératud kalibratsioontingimustele Fb =0

vastava Faddejevi-Popovi determinandiga.

3. BRST teisendused Lorentzi kalibratsiooni korral. Klassika-
lisele Yangi-Millsi véljale vastava kvantteooria efektiivne ma-
jufunktsionaal (10.37)-(10.40) sisaldab valjade supermultiple-

ti {A”~,cb,cd,\e). Neid teisendab Uksteiseks globaalne super-
simmeetria teisendus, mis jatab efektiivse mdjufunktsionaa-
li invariantseks. Seda teisendust nimetatakse Becchi-Rouet*
Stora-Tjutini (BRST) teisenduseks ja ta on vaga oluline valjade
kvantteooria arendamisel.
Vaatleme naiteks Yangi-Millsi teooriat Lorentzi kalibratsioo-
nis:
Fa[Am] = dmAma = 0. (10.41)
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Arvutame vastava Faddejevi-Popovi determinandi:

6F4(x) J B8Fa(x) 6Amd(2)
6ab(y) /=0 JO6Amd(z) dab(y) a=0

famdj<b4(x - z)(,Dm)jdé4(z - y)d4z =

(dmDm)f5Hx - y),
(10.42)

kus

(Om)I = nmn(dnd f-f2iAi). (10.43)

Efektiivne mdju (10.37) koosneb niitid kolmest liidetavast:

Sc, = | J | Tr(Fm,,Fmn)d4x, (10.44)
53 = - f\-bon Ami,d4x , (10.45)
ca(dmDmc)ad4x. (10.46)

Selle mdjufunktsionaali jatab invariantseks jargmine BRST tei-
sendus antikommuteeruva konstantse parameetriga e:

OA* = (Dmc)ae, (10.47a)
oc" = -|./jyC*c*e, (10.47b)
<54 = 1A486, (10.47c)
<M = 0. (10.47d)

Tdestuseks margime, et kuna BRST teisendus potentsiaali
jaoks (10.47a) on infmitesimaalse kalibratsioonteisenduse
(10.29) kujul parameetriga aa = cae, siis klassikaline moju
Sci sellel teisendusel ei inuutu oma kalibratsiooninvariantsuse
tottu. Ulejadnud kahe liidetava Sgf + Sgh muutus BRST teisen-
dustel on null (téisdivergentsi tdpsusega) tdnu Jacobi samasu-
sele kalibratsioonriihma struktuurikonstantide jaoks

D , 6. rb , ra rb
No +a o +B O =°- <1048
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Otsene arvutus kinnitab, et BRST teisendused (10.47) on
nilpotentsed - nende kahekordsel rakendamisel saame alati
nulli:

61 (10.49)

BRST teisenduste nilpotentsus mangib olulist osa kalibrat-
sioonteooriate kvantiseerimisel Batalini-Fradkini-Vilkovdsski
meetodi jargi.

4. Topoloogilised véljateooriad. Vaatleme Riemanni muut-
konda M, mis on iseloomustatud meetrilise tensoriga g mn(x).
Olgu sellel muutkonnal antud véljade supermultiplett ®ja ge-
nereeriv funktsionaal

(10.50)

Viljateooriat nimetatakse topoloogiliseks véaljateooriaks, Kui
genereeriv funktsionaal Z ei sdltu meetrikast:

(10.51)

Oeldakse ka, et genereeriv funktsionaal Z on muutkonna M
topoloogiline invariant. See tahendab, et Z sdltub ainult muut-
konna M globaalsetest omadustest ja mitte tema lokaalsest
struktuurist, mis on kirjeldatud meetrilise tensoriga.

Uks vdimalik viis topoloogiliste véljateooriate konstrueeri-
miseks on l&htuda mingist klassikalisest m@jufunktsionaalist
Sd [®] ning sobival viisil leida vastava kvantteooria efektiivne
mdojufunktsionaal (10.37). See peab olema invariantne BRST
teisenduste suhtes. Kirjutame teisendused lles BRST generaa-
tori Q kaudu:

Gbrstd = [<2,0} (10.52)

Kui BRST teisendused on teada, vOib seda valemit kasitle-
da BRST teisenduste generaatori QO] definitsioonina. Kuna
BRST teisendused on supersimmeetria teisendused, siis on
generaator Q fermiontllpi suurus, pQ = 1. BRST teisenduste
nilpotentsuse ndudest ja Jacobi samasusest jareldub tingimus

1fQ.Q} s Q2= 0. (10.53)
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Kdige Uldisem viis BRST teisenduste suhtes invariantse
efektiivse mojufunktsionaali Se/f = Sci + Sgf + Sgh konstruee-
rimiseks on lisada klassikalisele mdjufunktsionaalile Sci kalib-
ratsiooni fikseeriv liige Sgj ja vaimuvéljade mdjufunktsionaal
Sgh antikommutaatori kujul

sgf + sgh - {Q,V}dax, (10.54)

kus Y[®,a] on mingi funktsionaal esialgsetest valjadest @
ja meetrikast g mn. Gradueeritud Jacobi samasusest ja BRST
generaatori nilpotentsuse tingimusest (10.53) jareldub niid
<HBRST(Sgf + Sgh) = 0 ja kalibratsiooninvariantsusest jareldub
6brstScl = 0.

Eeldame, et kvantteooria vaakumolek |0 > on invariantne
BRST teisenduste suhtes:
Q|0 >= 0. (10.55)

Oletame, et klassikaline mdju Sci ja BRST generaator Q ei sél-
tu meetrilisest tensorist, nii et efektiivne mdju on kujul

Seff = Sci + fFQt®], V[$,~]}d4x. (10.56)

Naitame, et genereeriv funktsionaal (10.50) on meetrikast sdl-
tumatu:

-N—& mn ~ 6¢ f
ogmn J

= felSeffi [ {Q, -J"—}6gmnd4xD &=
J jm ogmn

ene/f {Q>X}D$ =< OI{Q, x }D >=0,
(10.57)

X=1i Mdg

Seega kirjeldab igasugune mdojufunktsionaal kujul (10.56) to-
poloogilist valjateooriat. Juhul kui klassikaline md&jufunktsio-
naal on voetud vdrdseks nulliga, Sci = 0, nimetatakse saadud
topoloogilist véljateooriat Witteni tttpi teooriaks. Kui Sci =
Strd], nimetatakse teooriat Schwarzi tllpi teooriaks.

13
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Paneme téhele, et klassikalise valjateooria baasil topoloogi-
lise véljateooria konstrueerimise v@imalus sdltub oluliselt sel-
lest, kas on v@imalik leida efektiivset mdju kujul (10.56). Osu-
tub, et eelmises punktis kasitletud Yangi-Millsi teooria nel-
jamdodtmelises ruumis ei ole topoloogiline vdljateooria. Kdll
aga on seda Yangi-Millsi teooria kahe- ja kolmemddtmelises
ruumis, samuti Chemi-Simonsi teooria kolmemd&dtmelises ruu-
mis potentsiaali A%(x) jaoks mdéjufunktsionaaliga

Sd = J Tr{AmdnAp + "AmAnAp)dx[mdxndxp]. (10.58)

Need on vaid Uksikud ndited topoloogiliste véljateooriate
kohta, mis kaugeltki ei ammenda seda matemaatika ja fuusika
piirimail seisvat huvitavat uurimisvaldkonda.

Ulesanded

10.1. Kontrollida mdjufunktsionaali (10.37), (10.44)-(10.46)
invariantsust BRST teisenduste (10.47) suhtes.

10.2. Veenduda, et BRST teisenduste (10.47) kahekordsel
rakendamisel Ukskdik millisele supermultipleti valjadest
(n~,cp,ca,An) saame nulli.
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Varjatud supersiimmeetria
klassikalises mehaanikas

Diferentsiaalvormid ja supersimmeetria. Hamiltoni mehaa-
nika ja sumplektiline geomeetria. Duistermaati-Heckmani
teoreem.

1. Diferentsiaalvormid. Nildisaja teoreetilise fllsika Uheks
isedraliseks tunnusjooneks on selle geomeetriseerimine. Geo-
meetria annab probleemide lahendamisel tuge fuusiku intuit-
sioonile ja on samuti esteetiliseks kriteeriumiks leidmaks so-
bivat suunda teooria edasiarendustele. Néiteks klassikaline
mehaanika on teinud labi huvitava arengu. Tdnapéeval eten-
dab sumplektiline geomeetria Hamiltoni mehaanika jaoks sa-
masugust rolli nagu Riemanni geomeetria tldrelatnvsusteoo-
ria jaoks. Sumplektiline geomeetria ongi kdesoleva peatuki
keskne teema. Ebaharilik on selle esitamine eelmistes peatiik-
kides arendatud supersiimmeetria meetodite abil. Uhenduslii-
liks geomeetria ja supersiimmeetria vahel on diferentsiaalvor-
mid. Meil tarvitseb vaid samastada diferentsiaalvormid super-
vdljadega ning kogu supermatemaatika on meie késutuses.
Diferentsiaalvorm co 18plikumd6tmelisel muutkonnal M on
madratud kovariantse tdielikult antisimmeetrilise tensorvalja-

ga

00 = O Ll X No X 1 ...dx**". (11.2)
Siin tuleb korrutise all md@ista véliskorrutist, mi et diferent-
siaalid on antikommuteeruvad suurused: dx dy = -dydx.

Diferentsiaalvormi vdib vaadata ka kui multilineaarset ja an-
tisummeetrilist funktsionaali, mille argumentideks on vektor-
valjad. Naiteks seab vorm couy(x) vektorvaljadele X~ (x) ja
Yv(x) vastavusse skalaarfunktsiooni co®vX~Yv. Vormi kont-
raktsiooni vektorvdljaga nimetatakse sisekorrutiseks ja tdhis-
tatakse operaatori ix abil:

ixw = co(X,...) = ( *1} Why..Lp., Xvdx”™ ... dx»*-',
(11.2)

13*
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On lihtne veenduda, et sisekorrutis on nilpotentne: ix = 0.
Diferentsiaalvorme vdib integreerida ja diferentseerida. De-
fineerime vélistuletise d valemiga

- ¥ N Fokck _
duo o Or;(vtm u,{x)dxvdx”]... dx>* (11-3)

Antisimmetriseerimine muudab valistuletise nilpotentseks:
d2 = 0. Vélistuletis esineb paljudes klassikalistes integreeri-
misvalemites. Diferentsiaalvormide keeles formuleeritud vor-
dus

J];dOJ dep o (11.4)
sisaldab endas Newtoni-Leibnizi, Gaussi-Ostrogradski ja muid
analoogilisi valemeid. P tdhistab siin p-mddtmelist integreeri-
mispinda, dP selle raja ning co meelevaldset (p - 1)-vormi.
Edaspidi viitame valemile (11.4) kui Gaussi teoreemile. Nai-
teks kolmemddtmelises ruumis saame temast erijuhuna Sto-
kesi teoreemi:

axdx +aydy +azdz =
P yey

=J (dxay - dyax)dxdy + {dyaz - dzay)dydz+ (H-5)

+ (dzax - dxaz)dzdx.

Meil 1&8heb vaja ka Lie’ tuletise madistet. Olgu muutkonnal
antud vektorvéli, mis kiirusvédljana defineerib punktide liiku-
mise X = x(t) mingi etteantud aja t jooksul. V&ime kisida,
kui palju muutub sellisel liikumisel mingi tensor T infmitesi-
maalse aja At jooksul. Vastavat muutumiskiirust nimetatak-
segi tensorvalja T Lie’ tuletiseks vektorvalja X suunas:

I’_’x% - hm T(x(t +At))-T(x(t)) .
At-o0

(11.6)

Uldine avaldis Lie’ tuletise jaoks pole meile praegu oluline.
Anname siinkohal vaid Weili valemi Lie’ tuletise arvutamiseks
diferentsiaalvormide jaoks:

£x00 = (ixd + dix)(x>. (11.7)
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Erijuhul, kui co asemel on skalaarne funktsioon H, saame
LXH = ixdH = X% A, (11.8)

milles tunneme éara funktsiooni H tuletise vektorvalja X suu-
nas.

Et paremini esile tuua analoogiat supersimmeetriaga ning
et valtida kohmakat tahistust, votame kasutusele antikommu-
teeruvad muutujad s>

B» ~ dxr (11.9)

Uues tadhistuses kasitleme diferentsiaalvormi superfunktsioo-
nina

(11.10)

Edaspidi vajame ka formaalseid summasid eri jarku diferent-
siaalvormidest, mis superfunktsioonide jaoks on téiesti loo-
mulik konstruktsioon:

Q(x,6) = co°(x) + co[,(xX)OM+ ~co2y(x)0”™BYy + ... .

Eespool defineeritud operaatoritele d, ix ja Lx v8ime nuud
anda arvutuslikust seisukohast mugavama kuju:

(11.11a)

(11.11b)

(11.11c)

Nagu néeme, tdstab vélistuletis d vormi jarku Uhe vdrra
ning sisekorrutis ix vdhendab seda uhe vorra. Kuna me luba-
me ka segajarku vorme, sns vdime defineerida uue operaatori

Ox = d + ix, (11.12)

mida me nimetame s6ltuvalt vaatekohast supersimmeetria ge-
neraatoriks vOi ekvivariantseks vélistuletiseks. Paneme tahele,
et kehtivad jargmised samasused:

Q2 = £X. (11,13a)
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[Lx,Cbl = 0, (11.13b)
[Lx,Lx] — O. (11.13a)

Valemite (11.13) vordlus Poincare superalgebraga (1.10) osu-
tab, et tegemist on samalaadsete struktuuridega — diferent-
siaalgeomeetria sisaldab endas varjatul kujul superalgebrat.
Vektorvélja X rollis on valemites (1.10a), (1.10d) ja (l.IOe)
aegruumi nihete generaatoridl.

Kasutades antikommuteeruvate muutujate integreerimisva-
lemeid (3.21), vGime diferentsiaalvormide integreerimise asen-
dada superfunktsioonide integreerimisega. Td&esti, valemite
(3.21) pdhjal kehtib

QQut..Lp(Ix ™ ...dx** =
(11.14)
(>T.up9lf me  “dx1...dxvdQv...dQ1l

Nédeme, et siinkohal lakkab antikommuteeruvate muutujate B
kasutamine olemast pelgalt teistsugune tahistus, vaid me ole-
me kasutusele votnud uue formalismi.

Sellega on diferentsiaalvormide teooria p6himadisted Umber
kirjutatud supersimmeetria keeles. Jargnevalt viime seda ana-
loogiat veelgi kaugemale klassikalise mehaanika kontekstis.

2. Hamiltoni mehaanika ja simplektiline geomeetria. Hamil-
toni formalism n vabadusastmega mehaanilise ststeemi Kir-
jeldamiseks on antud, kui on teada:

(i) 2n-modtmeline faasiruum M, mille iga punkt vastab me-
haanilise sisteemi vB8imalikule konfiguratsioonile g ja impul-
sile p\

(i) hamiltoniaan H = H(q,p), mille gradient dH mé&é&rab
liikumisvlrrandid: dH = j~dg” +~dp /;

(iii) antisimmeetriline tensorvali co~v{x), mida nimetatak-
se simplektiliseks struktuuriks.

Hamiltoni liikumisvérrandid mé&éaravad mehaanilise sistee-
mi trajektoori q(t),p(t) puutujavektori:

0
q = % H(q,p), (11.15a)

1 Seda supersimmeetria geometriseerimise ideed on edasi arendanud A.Yu.
Morozov, A. Niemi ja K Palo artiklis Supersymplectic geometry of supersym-
metric quantum field theories (Nucl. Phys., v. B377, pp. 295-338, 1992). Siin
on meie eesmark aga vastupidine — supersimmetriseerida geomeetriat.
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V = ~’(‘)(—1H(q,p). (11.15b)

Otsime teist jarku tensorit, mille abil seatakse gradiendile
dH (dgH,dpH) kui kovektorvéljale vastavusse vektorvali
X = (Xq Xp) = (dpH, -dgH), mis defineerib vorrandite (11.15)
parema poole. Uldrelatiivsusteoorias taidab analoogilist funkt-
siooni meetrika — simmeetriline tensor g Nagu ndeme vor-
randitest (11.15), osutub klassikalise mehaanika vastav tensor
o0 antisummeetriliseks:

ehk
dH = co( ,X). (11.16b)

Selleks et nendest vdrranditest saaks avaldada X, peab olema
tdidetud tingimus det co ¢ 0. Antisummeetrilise tensori co voi-
me kirjutada Ules ka diferentsiaalvormina, mille komponendid
cojjv on konstantsed:

n
=" dppdqgv. (11.17)

»=\

Edaspidi pole meil mingit tarvidust piirduda kanooniliste
koordinaatidega (q,p). Kui tdhistame iq,p) —(X), siis v8ime
diferentsiaalvormi co kasitleda Gldise teist jarku mittekddu-
nud vormina

0 = -cOpV(x)dx~™dxv.

Nouame, et jadks kehtima ka valemist (11.17) jarelduv tin-
gimus dut = 0. Darboux’ teoreemi p6hjal on iga neid kahte
tingimust (detco ¢ 0, dco = 0) rahuldav diferentsiaalvorm lo-
kaalses ruumipiirkonnas koordinaatteisenduste abil alati vii-
dav kanoonilisele kujule (11.17). Siin ilmneb erinevus Rieman-
ni geomeetriast, kus meetrika komponente saab lokaalses ruu-
mipiirkonnas teisendada konstantseks ainult tasases ruumis.
Kogu Hamiltoni mehaanika saame nutd kokku votta jarg-

miste vorranditega:
dco = 0, (11.18a)

dH + ixo = 0, (11.18b)
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ixH = 0. (11.18c)

Viimane vG@rrand on kill tautoloogia, aga me vdime seda vaa-
data kui tingimust, et hamiltoniaan peab olema funktsioon
(0-jarku vorm). Esimene voérrand tuleneb siimplektilise struk-
tuuri definitsioonist ja teine defineerib Hamiltoni vektorvalja
X. Votame kasutusele superfunktsiooni S

5 = H(x) + i«Vv(x)e,0v. (11.19)

siis saab vorrandid (11.18) anda uheainsa tingimusena

QxS = (d + ix)(H + co) = 0, (11.20)

Seda tulemust vBime interpreteerida funktsiooni 5 invariant-
susena supersimmeetria teisenduste suhtes ehk funktsiooni S
supersiimmeetriana ja operaatorit Qx supersimmeetria gene-
raatorina. Generaator Qx rahuldab superalgebra pdhiseost

(11.21)

Vaorrandeid (11.20) ja (11.21) silmas pidades rd4gimegi varja-
tud supersimmeetriast klassikalises mehaanikas.

Tekib kisimus, kas S = H + co on loomulik funktsioon,
kas selle abil saab Umber kirjutada mdnda klassikalise me-
haanika probleemi ja kui saab, kas sus supersimmeetria ai-
tab meil leida vastust mingile olulisele kisimusele. Teisis6-
nu, kas meil on Qx ndol tegemist mehaanikaprobleemides
reaalselt esineva simmeetriaga v6i on leitud supersimmeetria
puhas fiktsioon. Naitena, mis kinnitab klassikalise mehaani-
ka varjatud supersimmeetria olemuslikku tahtsust, vaatleme
Duistermaati-Heckmani teoreemi tGestust.

3. Duistermaati-Heckmani teoreem. Fudsikaline suurus, mil-
lest alljargnevalt juttu tuleb, on statistiline summa

(11.22)

Teatavasti sisaldab see endas kodeeritud kujul informatsioo-
ni niisuguste termodinaamiliste suuruste kohta nagu néiteks
ansambli keskmine energia, réhk, vaba energia ja fluktuatsioo-
nid. Seame endale eesmargiks see integraal vélja arvutada.
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Vdljaarvutamise all peame silmas integraalile lihtsamini ké&-
sitletava kuju andmist, néiteks esitust 16pliku summana de-
terminantidest ja elementaarfunktsioonidest. Eeldame lihtsu-
se mottes, et faasiruum M on ilma rajata ning 16pliku ruum-
alaga (kompaktne). Uldisema faasiruumi kasitlus on vdimalik,
aga toob kaasa mitmeid tehnilisi komplikatsioone, mis tarbe-
tult varjutavad muidu vaga elegantse konstruktsiooni péhiole-
must. Integraali m66du M dp dq kirjutame valemi (11.17) abil
uldkovariantsel kujul

Yidp~rdgl = = det(cipV)dx1ldx2...dx2n. (11.23)

Kui Uhtlasi asendame diferentsiaalid antikommuteeruvate
muutujatega 9, slis vBime statistilise summa Kirjutada integ-
raalina Ule superruumi koordinaatide (X, 9):

z = o, fe-BUI) + 2uy(oeiendx1...dx2nd02n...del.

(11.24)
Valemis (11.24) esineb formaalne summa eri jarku diferent-
siaalvormidest, millest integreerimine valib vélja dimensiooni-
le vastava liikme.

Jargnevalt arendame edasi analoogiat valistuletise ja meie
poolt defineeritud supersimmetria generaatori Qx vahel.
Asendust d —d + ix vBime tdlgendada, kui valistuletise de-
formatsiooni. Selles kontekstis nimetatakse generaatorit Qx
ekvivariantseks valistuletiseks. Tuletame meelde, et diferent-
siaalvorme, mis rahuldavad tingimust dco = 0, nimetatakse
suletud vormideks ning diferentsiaalvorme, mis on ise vélistu-
letised mbnest vormist, co = da, nimetatakse tapseteks vormi-
deks. Valistuletise nilpotentsusest d2 = 0 jareldub, et tdp-
sed vormid on Uhtlasi suletud. Analoogiliselt vGime réékida
ka ekvivariantselt suletud (Q*Q = 0) ja ekvivariantselt tapse-
test (Q = Cbl) diferentsiaalvormidest. Selleks et ka Qx oleks
nilpotentne, peame piirama vaadeldavate diferentsiaalvormide
hulka. Utleme, et Q on ekvivariantne diferentsiaalvorm, kui
gJg = LxO. = 0. Nditeks S = H + co on ekvivariantne vorm
ning ta on ka ekvivariantselt suletud, kuid uldiselt mitte ekvi-
variantselt tdpne vorm. Samuti on ekvivariantselt suletud in-
tegrand valemis (11.24).

NUud leiame Gaussi teoreemi (11.4) dldistuse ekvivariant-
sete vormide juhule. Tavaline Gaussi teoreem kehtib integraa-
lide jaoks Ule meelevaldsete alammuutkondade. Uldistust ek-
vivariantsete vormide juhule saab sdnastada ainult integraali-
de jaoks Ule kogu rajata muutkonna M, 3M = 0. Siis valemi

14



98 SUPERSUMMEETRIA FUUSIKAS

(11.4) pdhjal IMdev = 0. Samasugune v@rdus peab palka ka
ekvivariantselt tdpsete vormi kohta:

(11.25)

TdOestuseks paneme tahele, et viimases vdrduses on mdlemad
lilkmed eraldi nullid, esimene tavalise Gaussi teoreemi pdh-
jal ja teine sellepérast, et i*O ei vOi sisaldada (dimM)-jarku
vormi, kuna ix vahendab vormi jarku.

Kui me arvutame mingit integraali tGle kogu rajata ruumi,
siis (11.25) pobhjal integrandi deformatsioonil O —O + AQa«
integraali véaartus ei muutu (J1 on meelevaldne reaalne para-
meeter):

(11.26)

Juhul kui integrand O on ekvivariantselt suletud, Q*0 = 0,
siis osutub kasulikumaks multiplikatiivne deformatsioon. Ka
see ei muuda integraali vaartust:

(11.27)

Toestuseks arendame eksponentsiaalliikme Taylori ritta:

OeAQY = Q(L + /IOXY + y (QxY)2 + ..) =

=0 + Ox(JIOT + ¥BY(@Q*Y) + ..).

Siin kasutasime vardusi Q*O =0 ja = £x7% = 0. Naeme,
et eksponentsiaalne deformatsioon muudab integrandi ekviva-
riantselt tdpse vormi vérra 0 —0 + Qa (-+°) ja seega taandub
valemi (11.27) kehtivus valemile (11.26).

Et kasutada valemit (11.27) statistilise summa (11.24) ar-
vutamisel, peame leidma sobiva kandidaadi vormi Y jaoks.
Arvutuse pohiidee seisneb selles, et tahame hésti valitud de-
formatsiooni abil integrandi lihtsustada. Me tuletame allpool
Duistermaati-Heckmani valemi, kuid selleks tuleb meil Gldi-
sest klassikalisest mehaanikast siirduda enam spetsiifiliste di-
naamiliste sisteemide juurde. Nimelt vajame lisaks simplekti-
lisele 2-vormile meetrilist struktuuri faasiruumis. Nduame, et
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valitud meetrika oleks invariantne Hamiltoni vektorvoo suh-
tes:

= ~9nv,\ + jig\v + Xrtwy™M = 0 (11.28)

ehk teisisbnu X peab olema meetrika g”~v Killingi vektor. See
seab sisteemile kullaltki piiravad tingimused. Sisuliselt ta-
hendab meetrika invariantsus (11.28) seda, et hamiltoniaan
genereerib Lie’ruhma toime faasiruumis. Meetrika ja Hamilto-
ni vektorvélja X abil konstrueerime 1-vormi

* = 9~Xusy. (11.29)

Meetrika invariantsustingimust (11.28) kasutades vdime kont-
rollida, et Y on ekvivariantne, LxY = 0. Leiame

= 9AX»Xx + e~DfjXyon, (11.30)

kus D~Xy on kovektorvélja Xv = gvliXp kovariantne tuletis.
Seega vdime statistilise summa (11.24) esitada integraalina

0=1

Z = T + w>)g-Mg(X,X) + 6DX9)
Jm

Valemi (11.27) kohaselt ei s6ltu Z parameetri J1valikust:

Za Zat8ne

Saavutame tunduva lihtsustuse, kui arvutame integraali
(11.31) piirjuhul 1- oo Néeme, et exp(-Ag(X,;0) ja seega
kogu integrand laheneb sellel piirjuhul nullile, valja arvatud
punktides, kus X = 0. Seega statistiline summa lokaliseerub
Hamiltoni vektorvdlja statsionaarsetele punktidele ehk (11.16)
pdhjal hamiltoniaani kriitilistele punktidele dH = 0. Konk-
reetse arvutuse jatame asjahuvilisele harjutusiilesandeks. Tu-
lemus on tuntud Duistermaati-Heckmani teoreemina:

fe-w +«>. 'y [(2m)2ndet (o -u
r N,V det(02H) ' ul-n

Antud tdestus tugines geomeetrilise olemusega Gaussi teo-
reemile, mille kehtivus on piiratud 16pliku ruumim6dtmega ja
ilma rajata kompaktsete muutkondadega. Duistermaati-

14*
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Heckmani teoreemi saab aga uldistada ka I6Gpmatum66tme-
lisele juhule, kus statistiline summa (11.22) on antud konti-
nuaalse integraaliga. Lihtsam viis seda teha on tdlgendada va-
lemit (11.25) BRST teisendusena, kus Qx on BRST teisenduste
generaator. Seega on integrand f) invariantne BRST teisendus-
te suhtes ning eksponentsiaalne deformatsioon on integraali
BRST teisendus. Erinevus tavalisest BRST teisendusest on vaid
selles, et me peame kasutama lisatingimust Q j« = 0 kdikide
konstruktsioonis esinevate vormide jaoks.

Igaiiks, kes on pidanud lahendama mingeid Glesandeid flu-
sikas, teab, kui kasulik voib olla slisteemi siimmeetria. Sim-
meetria vOimaldab valida sobiva taustsiusteemi, milles prob-
leem on maksimaalselt lihtne. Samal viisil osutub kasulikuks
varjatud supersimmeetria klassikalises mehaanikas. Kui ta-
valised kanoonilised teisendused vdimaldavad teisendada im-
pulsse ja koordinaate Uksteiseks, sus supersimmeetria seob
koordinaate-impulsse diferentsiaalvormidega faasiruumis. Sel-
lised teisendused on kahjuks intuitiivselt raskesti mdoisteta-
vad, aga ega harilike kanooniliste teisenduste olemuski pole
pariselt meeltega tajutav. Rohkem rakendusi varjatud super-
summeetriale kui Duistermaati-Heckmani teoreem meile prae-
guseks teada ei ole, aga vdib-olla leiab keegi selle peatiki lu-
gejatest lisa.

Ulesanded.

11.1. Tuletada Weili valemist (11.7) avaldis (11.11c). Leida
avaldis 1-vormi Lie’ tuletise arvutamiseks komponentkujul.

11.2. Tuletada supersiimmeetria tingimusest (11.20) Hamil-
toni mehaanika p6hivdrrandid (11.18).

11.3. Ndidata, et integraal (11.24) esitab statistilist summat.

11.4. Naidata, et valemis (11.14) esinev superintegraali
moot on invariantne koordinaatteisenduste x' = x'(x) suh-
tes. Kuidas muutub sellisel teisendusel B?

11.5. Tuletada Duistermaati-Heckmani teoreem (11.32), ka-
sutades (5-funktsiooni esitust
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1
Grassmanni algebra

Algebra. Supervektorruum. Superalgebra. Grassmanni
algebra. Cliffordi algebra.

Selles paragrahvis kirjeldatakse kdikide jargnevate konst-
ruktsioonide pdhielementi Grassmanni algebrat.

Jargnevat vOib kdasitada formaalalgebralise konstruktsioo-
nina, milles kasutatakse Grassmanni algebra moodustajaid il
mutatud kujul. Votte valik on tingitud teise peatiiki eesmar-
gist anda ettekujutus algebrast ning analuusist, kus vaadel-
dakse vordvéérselt nii kommuteeruvaid kui antikommuteeru-
vaid muutujaid. Grassmanni algebra vdib konstrueerida geo-
meetriliselt, kasutades vektorvalja kaldsimmeetrilisi funktsio-
naale ning nende véliskorrutist. Tulemusena saadud algebrat
nimetatakse Grassmanni valisalgebraks ja temal p&hineb dife-
rentsiaalvormide teooria.

Tuletame meelde mdned pdhidefinitsioonid.

Definitsioon 1.1. Algebraks nimetatakse vektorruumi A sellel
defineeritud binaarse algebralise operatsiooniga (korrutamise-
ga), mis seab A elementide suvalisele paarile (a, b) vastavusse
sama ruumi elemendi a ob, nii et on rahuldatud lineaarsus iga
argumendi suhtes, s.t.

(aa + Bb) oc = a(a oc) + B(b oc),

a o(Bb +yc) =RB(a ob) +y(a oc),

kus a,b,c on A suvalised elemendid ja a,f,y suvalised eie
mendid pdhikorpusest 1 K, millel on defineeritud vektorruum
A. Kui lisaks sellele on korrutamine assotsiatiivne, s.t. algebra
A suvalise kolme elemendi korral kehtib

(aob)oc=ao(boc),

1 Selles peatikis vaatleme ainult kahte korpust: kas R vdi C.
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siis nimetatakse algebrat A assotsiatiivseks algebraks. Kui al-
gebras leidub element e omadustega eo a = a oe = a, kus a
on selle algebra suvaline element, siis nimetatakse algebrat A
Uhikuga algebraks ja elementi e Uhikelementiks.*

Kirjutusviisi lihendamiseks vOtame suvaliste elementide
tahistamiseks kasutusele siimboli V.

Definitsioon 1.2. Algebra A alamalgebraks nimetatakse vek-
torruumi A alamruumi b, kui alamruum b on kinnine algebra
A korrutamise suhtes, s.o. Vae bja Vbe 2

aobe b.+

Definitsioon 1.3. Algebra A alamalgebrat 1 nimetatakse pa-
rempoolseks (vasakpoolseks) ideaaliks , kui Va e A ja Vbe 2

boaG1l (aobel).

Alamalgebrat 1 nimetatakse ideaaliks, kui ta on nii parem- kui
ka vasakpoolne ideaal.+

Tuletame meelde, kuidas lahtudes algebrast A ja tema
ideaalist J ¢ A konstrueeritakse faktoralgebra Al'l. Esiteks
moodustatakse vektorruumi A faktorruum A Il alamruumi
1 jargi. Siis defineeritakse faktorruumil Al'l korrutamise ope-
ratsioon jargmiselt: kui (a) ja (b) on faktorruumi Al'l suvali-
sed elemendid (ekvivalentsiklassid, mis vastavad elementidele
a,b 6 A), siis definitsiooni jargi

(a) «(b) = (a® b). 1.1

Voib naidata (proovige iseseisvalt kontrollida), et nii defineeri-
tud korrutamine ei sdltu ekvivalentsiklasside (a),(b) esinda-
jatest a,b ja rahuldab definitsiooni 1.2 kdiki aksioome.

Kahe algebra A ja b tensorkorrutiseks nimetatakse algeb-
rat A (@b, mis on vektorruumide A ja b tensorkorrutis al-
gebralise operatsiooniga, mis defineeritakse valemiga

(agb)o(a ®b') = (a0 d) ®(bob’), (1.2)

kus a,a' e A ja b, b'gb

Olgu A assotsiatiivne Uhikuga algebra ja a selle algebra su-
valine element. Suvalise tdisarvu p > 0 korral elemendi p-aste
defineeritakse valemiga ap = aoao...oa (p korda), eeldusel, et
a° = e. Kui antud elemendi a jaoks leidub selline naturaalarv
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q, et ag = 0, siis nimetatakse elementi a nilpotentseks elemen-
diks. Vahimat q vaartust, mille korral kehtib vdrdus ag = 0,
nimetatakse nilpotentsuse astmeks. Olgu X = {0i, 02, me, On)
algebra A elementide pere. Vaatleme algebra A elemente ku-
jul
«=1 1 1-3
k>0ii ...iIk -3
kus on p6hikorpuse elemendid, 0i e X ja mo6lemad
summad valemis 1.3 on I6plikud. Kadikide selliste elementi-
de hulka tdhistame sumboliga A%. On lihtne veenduda, et
A% on algebra A alamalgebra. Juhul kui A% = A, 0Oeldak-
se, et elementide pere X tekitab algebra A. Elemente X =
On) nimetatakse sel juhul algebra A tekitajateks
ehk moodustajateks.
Olgu 22 = {0 1} jaagiklassid mooduli 2 jargi, Z2 = Z/mod?2.
Nende klasside liitmis- ja korrutustabel on jargmine:

OmO=0
6el=1+6=0 6+
1-1 =1

= =0

+ 11+

- -
1

I+ 1l
OO:Ol

Peale selle, definitsiooni jargi

(-D®=1. (-n‘=-1.

Definitsioon 1.4. Vektorruumi V nimetatakse supervektorruu-
miks (ehk Z2-gradueeritud vektorruumiks), kui on antud tema
lahutus otsesummaks

V = VO ®VIf

kus V0 Ja i on vektorruumi V alamruumid. Vektoreid, mis
kuuluvad alamruumi Vg, nimetatakse paarisvektoriteks ja vek-
toreid, mis kuuluvad alamruumi V\, nimetatakse paarituvek-
toriteks. Vektoreid, mis kuuluvad kas alamruumi Vq v8i alam-
ruumi V\, nimetatakse homogeenseteks. Homogeense vektori x
jaoks defineeritakse paarsus p(x) nii, et p(x) = Q kui x on
paarisvektor ja p{x) = I, kui x on paarituvektor.*

Supermatemaatikas on kasutusele vdetud jargmine kokku-
lepe: kui valemis vG8i definitsioonis radgitakse superruumi ele-
mendi paarsusest, siis vaikimisi eeldatakse, et antud element
on homogeenne. Meie hakkame edaspidi sageli jargima seda
kokkulepet.

15
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Definitsioonist 1.4 jareldub, et jargmised teisendused ei
muuda vektori paarsust:

1) kui vektor korrutada elemendiga pdhikorpusest K, s.t.

p(ax) = p{x),
2) kui vektorile liita juurde sama paarsusega vektor, s.t.
p(x +y) =p(x) =p(y), VXjgV-, ig {01}

Kui V = Vge W on supervektorruum, kusjuures dimV-Q = p
ja dimV\ = q, siis tdhistame teda Vp'g. Selles ruumis definee-
rime paarsuse automorfismi P : Vp'q —VPA valemiga

P(x) = (-1) p@e)x, (1.4)

kus x on homogeenne vektor, ja lineaarsuse tdttu laiendame
nii defineeritud kujutuse kogu ruumile VPA. On lihtne veendu-
da, et P2 = id, kus id téhistab samasusautomorfismi ruumis
YPA. Ruumi Vp'qg baasi {é\, 2> ép,ép+\,..., ep+q} nimetatak-
se kanooniliselt jarjestatuks, kui vektorid ei,...,ep on paaris-
vektorid ja ep+i, ...,eptq on paarituvektorid. Kanooniliselt jar-
jestatud baasil antakse paarsuse automorfism maatriksiga

kus Ipja Ig on Ghikmaatriksid dimensioonidega p x p ja g Xq.
Naide. Vaatleme paari (C2,e), kus C2 on standardne komp-
lekstasand ja « on maatriks

Defineerime paaris- ja paarituvektorid vastavalt jargmistele

valemitele:
EZ =2z EZ=—2, z G C2.

Kui téhistada paaris- ja paarituvektorite alamruumid vasta-
valt simbolitega ja C2, siis kogu komplekstasand on nende
alamruumide otsesumma, s.t. C2 = C? © C2. Seega paar (C2,5s)
on supervektorruum.

Definitsioon 1.5. Supervektorruumi A's nimetatakse superal-
gebraks (ehk Z2-gradueeritud algebraks), kui supervektorruu-
mil A s on antud algebraline operatsioon o, mis rahuldab oma-
dust

p(a °b) = p(a) + p(b),
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kus a, b on supervektorruumi A s homogeensed elemendid.4»

Superalgebras defineeritakse kahe suvalise homogeense
elemendi a,b g As jaoks kommutaator [a,b] ¢ As valemi-
ga

[a,b] =aob- (-1)PbIPl»b oa. (1.5)

Superalgebrat A s nimetatakse kommutatiivseks, kui selle al-
gebra iga kahe suvalise elemendi a,b korral [a,b] = 0.

Olgu A's ja Bs superalgebrad. Veidi modifitseerides vale-
mit (1.2), mis kirjeldab kahe tavalise algebra tensorkorrutist,
on vdimalik defineerida superalgebrate A s ja tensorkorru-
tis, mis on omakorda superalgebra. Vaatleme vektorruumide
A s ja bs tensorkorrutist As® b5 Kui a ®b g A s® ®5, siis
defineerime selle elemendi paarsuse valemiga

p{a ®b) = p(a) + p(b) (1.6)

ja lineaarsuse tdttu laiendame selle valemi kogu vektorruu-
mile A's ® b5 llmne on, et vektorruum As® on super-
vektorruum sel viisil defineeritud paarsuse suhtes, kusjuures
paariselementide alamruum on Aq ® Ll + A\ ® b\ ja paaritute
elementide alamruumon A \ +A $® b Nuud defineerime
vektorruumil A s ® bs algebralise operatsiooni valemiga

(a®b) m(a' ®b') = (-1)P(b)P{a,)(a md) ® (b mb’).  (1.7)

Naitame, et supervektorruum As® on superalgebra sel-
le operatsiooni suhtes ehk teiste sdnadega, operatsiooni (1.7)
jaoks kehtib omadus

p{{a® b) ={a ®b’)) = p(a ®b) + p(a’ ®b’).
Tdepoolest, valemite (1.7) ja (1.6) pdhjal

p((a ®b) m(a' ®b")) = ma') ® (b mb')
= p{(a ma ) ® (b mb))
=p(a =a) +p{b =£)
=p(a) +p(a’) +pQ?) + p{b’)
=p(a®i?) +pa ®b").

Kommutatiivsete superalgebrate klassi tUheks tédhtsamaks
esindajaks on Grassmanni algebra, mille kirjeldamisele naad

15*
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ka asume. Grassmanni algebral on téita vBtmeosa kdikides
hilisemates konstruktsioonides.

Definitsioon 1.6. Uhikelemendiga assotsiatiivset algebrat, kus
eksisteerib moodustajate ststeem, mille elemendid B1,B2,...,
9m rahuldavad jargmisi tingimusi2:

1)0lej = -ejd\  Vije{1l,2,.(1.8)

2)B122...BT PO, (1.9)

nimetatakse Grassmanni algebraks.+

Téahistame Grassmanni algebrat simboliga (gm. Grassmanni
algebra moodustajate omadust (1.8) nimetatakse antikommu-
tatiivsuseks ning oeldakse, et moodustajad antikommuteeru-
vad. Kui votta seoses (1.8) i =j, sns saame

(092=0, Vie {1,2...m). (1.10)

Seega osutuvad Grassmanni algebra moodustajad teise ast-
me nilpotentseteks elementideks. Nilpotentsusel (1.10) on eriti
tdhtis osa Grassmanni algebra struktuuris. T8epoolest, lahtu-
des sellest, et 81, 2, ..., BT on algebra gm moodustajad, voib
selle suvalise elemendi kirja panna ol,B2,..., BT poliUnoomi-
na kujul (1.3). Samas kitsendab nilpotentsus (1.10) selle poll-
noomi kuju jargmiselt: moodustaja 61 v8ib kas tldse puudu-
da polinoomi (1.3) liikmete hulgast v8i sus esineda seal vaid
esimeses astmes. Seega vOib suvalist elementi £ £ Gm Ules
kirjutada kujul

m
k>0 ii ...iIk
(1.1
=ale + £ «101+ ==+ X “ji..im6 ' eem6"

i- 1 ij-inm

Edaspidise lihtsustamiseks samastame Grassmanni algebra
Uhikelemendi korpuse K Uhikelemendiga ja elemendi £
Uleskirjutuse (1.11) esimeses liikmes jatame ta kirjutamata.

2 Selles uleskirjutuses B1ltahendab i Glemist indeksit.
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Siiski tuleb markida, et tldiselt pole tleskirjutus (1.11) Ghe-
ne. Selgitame seda ruutliikmete varal. Olgu

5=2 «uB'BK (112
U=1

Asendame valemis (1.12) summaga + Bij, kus Bij = Bji.
Seoses moodustajate antikommutatiivsusega ei muuda teosta-
tud asendus poliinoomi £ ennast, vaid muudab tema korda-
jad. Et valtida sellist mitteihesust, on kaks vdimalust. Esime-
ne nendest seisneb selles, et summa (1.11) kdikides liikmetes
jarjestada moodustajad B1 indeksite jargi, s.t.

m
2 = X X (1-13)
k>0 I<ii <i2<..<ifc<m

Siis on kordajad Uheselt maaratud ja neil ei lasu min-
geid tingimusi. See Uleskirjutus annab selge ettekujutuse vek-
torruumi 8 m struktuurist. Definitsioonist 1.6 jareldub, et k&ik
elemendid 1,01,02,..., BT,B1B2....... BT~1BT,..., B1B2...BT
on nullist erinevad ja seega valem (1.13) viitab sellele, et nad
moodustavad ruumi (gm baasi ning dim(gm = 2m. Valemi
(1.13) voib viia ka kompaktsemale kujule. Kasutades Kostant’i
kasitlust, tahistagu Mm kdikide naturaalarvude jadade | hul-
ka, kus

I = (ii,i2,ifc), 17N <i2<—<ik” I <kK<m.

Tahistagu 0 tihja jada hulgas Mm. Defineerime jargmised ta-
histused:
BO =1,

Bl=-euei2..eik lemT. (1.14)

Nuud vdib algebra (gm suvalise elemendi ” kirjutada jargmi-
selt:

X a‘e’‘- (L15)
leMm

Teine tee mittethesusest hoidumiseks on lugeda valemis
(1.11) kordajad c*u...ik kaldsimmeetrilisteks indeksite

jargi, s.t. asetada nelie kitsendus
P™Mn

w1 Ik = SN I 10 >
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kus cr on arvude 1,2 mingi permutatsioon ja p(cr) selle
paarsus.

Lause 1.1. Grassmanni algebra Gm on kommutatiivne super-
algebra. ¢

Toestus. Algebras (gm on olemas vaga loomulik supervek-
torruumi struktuur. T6epoolest leidub algebras (gm kahte tuu-
pi elemente, mida nimetatakse homogeenseteks. Uhed neist
on paarisarvulise muutujate arvuga elementaarmonoomide li-
neaarkombinatsioonid kujul

Z <U-ir o' -8 (2r, (116)
(ii... i2r)

kus r saab vaartusi 16igul 1 kuni [y] (y téisosa). Lihtne on
veenduda, et suvalised kaks algebra <gm elementi kujul (1.16)
Si ja £2 kommuteeruvad:

8152 = 8281. (1.17)

Selliseid algebra gm elemente nimetatakse paariselementideks.
Analoogiliselt defineerime algebra Gm paaritud elemendid:

I «WU-NT,., B1'...B'»é>, (1.18)
(ii....i2r+)

kus r omandab vaartusi 1 kuni [y ], s.t. paaritud elemendid
on paarituarvulise muutujate arvuga elementaarmonoomide li-
neaarkombinatsioonid. Lihtne on jalle veenduda, et algebra
gm paaritud elemendid antikommuteeruvad:

Si b = -b =Sl (1.19)
Olgu p{%) algebra gn homogeense elemendi paarsus: p(%) =

0, kui B on paariselement, ja p(©) = I, kui B on paaritu ele-
ment. Paarsuse kohta kehtib valem

M = P(S) + P(n), (1.20)

kus 5ja n on homogeensed elemendid. Valemid (1.17) ja (1.19)
vBib nuld Uhendada:

5-, =(-NP«)»"«,.?, (1.21)
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kusjuures (-1)0= lja (-1)1 = -1. Sellest valemist jareldub
Grassmanni algebra kommutatiivsus.

Nii paaris- kui paaritud elemendid moodustavad alamruu-
mid algebras § m, mida tdhistame vastavalt @™ ja g™ Va-
lemist (1.20) jareldub, et paariselementide alamruum on
algebra gm alamalgebra, alamruum G™ aga mitte. Suvalist al-
gebra (gm elementi vdib Gheselt lahutada paaris- ja paaritu
elemendi summaks, sest C™I = {0}. Kdike kokku vdttes
vOib teha jarelduse, et algebra (gm on alamruumide ja g™
otsesumma, s.t.

@n=G™Me®gm™ (1.22)

kusjuures korrutamisoperatsioon rahuldab tingimust (1.21).
Seega on lause tBestatud.

Vaatleme Grassmanni algebra struktuuri tdpsemalt. Suva-
list Grassmanni algebra elementi vdib Ules kirjutada ilmutatud
kujul arendusena elementaarmonoomide jargi:

5= | «/0'=
leMm
m m
=ao+YJMNI+ X (*ijdloj + ... + ai2..mo 1e2...em.
i=1 i,i=1Ci<j)
(1.23)
See valem nditab, et tegelikult avaldub algebra (gm otsesum-
mana
@@n =K Pd@v® (gV®..0

kus (@™ on homogeensetel muutujatel 01,...,0m r-astme ele-
mentide alamruum.

Olgu gm Grassmanni algebra moodustajatega B1,B2,
...,BT. Definitsioonist (1.6) jareldub, et elemendid B1,B2,
...,6m on ruumi (gm lineaarselt sdltumatud elemendid. Eel-
dame, et eksisteerib elementide 01,02,... ,0m mittetriviaalne
lineaarkombinatsioon (B1 + + eee+ amom = 0, kus néi-
teks (Xi 0. Avaldame selles valemis 91 teiste elementide kau-
du ja asendame korrutises 9192... 9m moodustaja 91 saadud
avaldisega. Sus elementide 91,92....... 9m nilpotentsuse t6ttu

ele2...em:(-7i32 . BT)B2...eT=o0, (1.24)

mis on vastuolus definitsiooni 1.6 ndudega 2. Vektorruumi
genereerivate elementidega 01,92,..., 9m téhistame Lw.
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Teoreem 1.1. Grassmanni algebra (?m paaritud elemendid 3 1,
9%,...,%k e Lm on lineaarselt s6ltuvad siisja ainult siis, kui on
rahuldatud tingimus

Toestus. Kui elemendid %,%2,...,% k on lineaarselt s8ltu-
vad, siis on vdimalik Ghte nendest avaldada teiste kaudu ning
asendada ta nende korrutises saadud avaldisega. Nilpotentsu-
se tottu saame £4 2... % = 0.

Olgu nuud §172...~* = 0- Eeldame, et S1,?2,...,~* on li-
neaarselt sdltumatud elemendid. Siis leiduvad vektorruumi Lm
sellised elemendid %k+1, %k+2,..., £m, et elemendid 51,7 2,...,
Sk, %k+1, $k+2,..., $m moodustavad baasi vektorruumis Lm.

ngu Uleminekumaatriks baasist B1,B2,..., BT baasile 31,

S2....... téahistatud A = (a]), s.t. §1= kus det(A) PO.

Elementide 01,6 2,...,6 m antikommutatiivsuse tdttu
HI172...Im =det(A) Qle2...9m (1.25)

ja seega ~1™2...~Am & 0. Seda enam kehtib ~182---5ft @ 0.
Sellega on teoreem tdestatud.

Jareldus. Olgu 71, 72....... gm Grassmanni algebra (gm paaritud
elemendid kujul

k>1 ii...idH
= a)el+ £ X «ii...id Ol i=1,2,....m.
fool i —idcH

Elemendid ril,ri2,...,rim on Grassmanni algebra moodustajad
siis ja ainult siis, kui elemendid $1,722,...,™ on lineaarselt
sdltumatud ehk det(a)) ®0.+

Kui
5= S «/?
leMm
on suvaline Grassmanni algebra element, siis selle elemen-

di norm defineeritakse jdrgmise valemiga:

11511= X I/le (1.26)
leMm
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Lause 1.2. Olgu 5 ja r) Grassmanni algebra (gm suvalised ele-
mendid. Siis kehtib omadus

115 -17] < NI§H = 1Uil-*

Tdestus. Olgu

h= X v= X RjOj

leMm JeMm

algebra (gm suvalised elemendid. Siis

Wenil = S \aBj\< X l«illM1*2>11>1 =
/n/=0 /n/=0 [ ]
= 1W: - 7H

Seega on lause tdestatud.
Elementi nimetatakse Grassmanni algebra elemendi 5
poordelemendiks, kui

5'S1=5 1*5=1
Defineerime kujutuse 5: (gm —K jargmise valemiga:
5(5) = «o, (1.27)

kus 5 on suvaline Grassmanni algebra element kujul (1.23).
Kujutus s on algebrate gm ja K homomorfism ehk

sC3n) = s(%) s(ri), V§,/7e(?m.

IImselt s(5) = 0, kui 5 on Grassmanni algebra paaritu element.

Lause 1.3. Kui 5 on suvaline Grassmanni algebra (gm element,
siis tema poordelement 5_1 eksisteerib parajasti siis, kui

s(8)4 0.*

Eeldame, et elemendi 5 pddrdelement 5_1 eksisteerib ja
avaldub kujul

m
g-i =RBo+ZRBiei+ ...+ RBl2.me1e2...em. u.28)
t=1

16
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Siis tingimusest §-8-1=3§_1-5 = | jareldub, et

5(%)-s(§"1) = «0-Bo = I-

Jarelikult s(£) 0.

Nuld oletame, et s(%) ®0. Hakkame otsima pd6rdelementi
§*1 kujul (1.28), vaadeldes koefitsiente Bo,Ri,..., Ri2..m tund-
matutena. Tingimusest £ *S-1 = S 1 mS = 1 saame jargmised
vorrandid:

«0 mRo = 1.

«1 *Ro + «0 =Bi = 0. (1.29)

I
e

0(12..m *Ro + mme+ «0 *R\2.m

Susteemis (1.29) on 2m vdrrandit ja 2m tundmatut. Oletame,
et tundmatud igas vdrrandis on jarjestatud kindlasse jarjekor-
daRi,....,Rm,Ri2,.-., Rm-1,m, me R12..m OlguU VOrrandid SUs-
teemis (1.29) kirjutatud samas jarjekorras nagu kordajad va-
lemis (1.28). Siis selle ststeemi determinant on jargmine:

«0 0 0 0
«1 «0 0 0
D = az2 0 «0 0

«12.m *«23.m *«13..m em «0

kus mark viimases reas sdltub naturaalarvu m paarsusest.
IImne on, et D = a2m ® 0. Seega eksisteerib ststeemi (1.29)
Uheselt maaratud lahend, kust jareldub pdodrdelemendi ole-
masolu. Tdestusest jareldub ka see, et pdérdelement on Uhe-
selt mééaratud. Sellega on lause 1.3 tdestatud.

Definitsioon 1.7. Ruhmaks nimetatakse hulka G sellel definee-
ritud binaarse algebralise operatsiooniga (korrutamisega), mis
seab G suvaliste elementide paarile (g, h) vastavusse sama hui-
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fa elemendi g oh, nii et on rahuldatud jargnevad aksioomid:

1) (g oh) of =g o(ho/) (assotsiatiivsus),
2) eksisteerib Uhikelement e g G selline, et

suvalise g ¢ G korral,

3) igag e G jaoks eksisteerib poordelement g~1 G G selline,
et

9 °9~1=9~1°9 =

Kui rihma G suvaliste elementide g ja h korral on veel
lisaks tdidetud kommutatiivsuse aksioom g oh = h og, siis ni-
metatakse rithma G Abeli rihmaks. Abeli rihma korral nime-
tatakse operatsiooni tavaliselt liitmiseks ja tahistatakse sim-
boliga +.

Nuud asume kirjeldama superalgebrate veel Uht esindajat,
Cliffordi algebrat. Olgu (Vn,g) paar, kus Vn on n-dimensio-
naalne vektorruum ja g mittekidunud bilineaarvorm ruumil
Vn. Edaspidi hakkame vormi g nimetama meetrikaks ja vek-
torruumi Vn meetrikaga g ortogonaalseks ruumiks. Suurust
g(x,x), kus x g Vn, nimetatakse vektori x normi ruuduks ja
tahistatakse [x]2. Kui meetrika g on positiivselt maaratud, sus
osutub ruum Vi eukleidiliseks ruumiks ning |xJ2 on sel juhul
vektori x pikkuse ruut. Osutub, et tle ruumi Vn vdib konst-
rueerida assotsiatiivse algebra thikelemendiga eo, kusjuures
suvalise vektori x g Vn korral kehtib vdrdus

X2=g9g(x,x) eo = |x]2 €0, (1.312)

mille vasakus pooles peetakse silmas vektori x kui algebra
elemendi korrutamist iseendaga x 2 = x <x. Sellist algebrat ni-
metataksegi Cliffordi algebraks ja tdhistatakse stimboliga Cn.
Lineaaralgebra kursuses tdestatakse, et ortogonaalses ruumis
Vn leidub baas {ei,e2,...,enj, nii et kehtivad seosed

g(eifej) =0, (1.32)
kui i @j, ja
Wiv = g(eitei) = ait (1.33)

16*
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kus a, = 1. Olgu {e\,B2, m men} just selline baas ruumis Vn,
kusjuures jarjestatud olgu ta nii, et ai = a2 = ese= gk =1
ning ak+y = ak+2 = ... = an = -1 kus 1 < K < n. Olgu x
ruumi Vn mingi vektor ja

n
x =1J] xI
i=1

tema avaldis baasivektorite kaudu. Siis vdib valemi (1.31) tei-

sendada kujule

n n
X xlIxJeteej = J ( x1)2cii meo.
u=1 i=i

Siit jareldub seega, et kui Cn on algebra, milles kehtib vdrdus
(1.31), siis tema moodustajad {eo,ei,e2,...,en} peavad rahul-
dama seoseid

eoei = B{BO = i,
j etej + ejet = 0, i dj, (1.34)

ej = ate0.

Kui votta kasutusele maatriks gtj = g(ei,ej), siis voib eel-
nevad seosed kirja panna kujul

eoe( = eteo =eit etej + ejet = 2¢4. (1.35)

Kirjeldame nudd, kuidas konstrueerida Cliffordi algebrat Cn
ule ortogonaalse ruumi Vn meetrikaga g. Meenutagem, et

suimboliga M,, téhistasime hulga {1,2,..., n} kdikide alamhul-
kade hulka. Olgu | e Mn hulga {1,2....... n} mingi alamhulk,
s.t. | = (ii, i2,..., ifc). Seame alamhulgale | vastavusse sumboli

ei, kusjuures 1 = 0 korral tdhistame e® stmboliga eo. Olgu
Cn vektorruum ule korpuse K baasiga {e/}/emn- Seega vOib
suvalist vektorit xe C,, avaldada kujul

* = S Xiei' (1-36)
/M

Ruum C,, on 2n-dimensionaalne. Cliffordi algebra konst-
ruktsiooni Idpetamiseks jaab veel defineerida korrutamistehe
algebras Cn, kusjuures lineaarsuse tdttu piisab teha seda vaid
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baasivektorite e/ jaoks. Kuld kdigepealt vétame kasutusele
moningad tahistused. Kui | ja J on hulga Mn kaks elemen-
ti, siis tdhistame tehtega | +J hulka (InJ)\{Inj), s.t. selliste
elementide hulka, mis kuuluvad kas hulka | vb6i hulka J, kuid
mitte mdlemasse Uheaegselt. Olgu j e {1,2....... n}. Sns téhis-
tame stimboliga p (1,]) hulga 7/ selliste elementide hulka, mille

puhul i> j. Téhistame
E<[.[>-<-I>'(J) 1T «o d37)

j&J ielnj
Nuud defineerime algebras Cn korrutamistehte valemiga
eiej = ei+j. (1.38)

Vahetu kontroll néitab, et selliselt maaratud korrutamine on
assotsiatnvne. Pealekauba pole raske néha, et eeldusel ew, = e*
kehtivad seosed (1.34) vG8i (1.35). TGepoolest, kui i <j, sus

C(ij) =1, £(j,i) =-1
ja
= B{ij} = —=js].
Siit jareldub ka, et I = (ii, 12, *e= (1) korral avaldub

ei =euei2...eik (1.39)

Sellega I6peb Cliffordi algebra Cn konstruktsioon. Sageli tahis-
tatakse Cliffordi algebra moodustajaid simbolitega ybyr,...,
yn. Jargmistes paragrahvides hakkame ka meie kasutama neid
sumboleid.

Lause 1.4. Cliffordi algebra Cn on mittekommutatiivne super-
algebra.+

Toestus. Algebra Cn eelnenud konstruktsioonist jareldub,
et suvaline element x e Cn avaldub kujul

n
X =x°e0+ X x'ei +Y.xrieiej +---+x12"neie2...en. (1.40)

i=1 i<j

Valemite (1.40) ja (1.13) vdrdlemine veenab, et Cliffordi al-
gebra elemendi Gldkuju ei erine Grassmanni algebra elemendi
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Uldkujust. Seeparast voib vektorruumi Z2-gradueeringu defi-
neerida téiesti sama moodi nagu lause 1.1 tdestuses. Tahis-
tame Cliffordi algebra Cn elemendi paarsuse simboliga p(x).
Pole raske n&ha, et omadus

p(xy) = p{x) +p(y)

kehtib suvaliste algebra C,, homogeensete elementide x jay
jaoks. Erinevalt Grassmanni algebrast ei kehti aga algebras Cn
superalgebra kommutatiivsuse omadus [x,y] = 0. Tdepoo-
lest,

[ei, et] = e\ + e\ = 2a*ei ®O.

Sellega lause on tdestatud.

Nuud vaatleme uht Cliffordi algebra konkreetset naidet.

1 Olgu Vn komplekstasand C2 eukleidilise meetrikaga
g{z,w) = z2 + w2. Tahistagu C2 ortonormeeritud baasi
{61,62}. Siis koosneb algebra C2 tile C2 elementidest

X =x°eo+xle\+x2ei+x12¢eie2,

kus x°,xx,x2,x12 g C, ja korrutamistehe on defineeritud
seostega

eoei = eteo = eit eiej + ejei = 26ij, i,j =1,2.

Cliffordi algebrat C2 vd&ib realiseerida teist jarku kompleks-
maatriksite abil, s.t. leidub lineaarne kujutus p : C2 -+
Mat2(C), kus Mat2(C) on teist jarku ruutmaatriksite algeb-
ra, nii et

p{xy) =p(x)p(y).

IlImne on, et piisab, kui defineerida kujutus p algebra C2 moo-
dustajatel. Olgu

P(eo)=1=(1 J). P(ei)-0i-(5 J),

p(e2) =o0z2 = o ) > P(eie2) = icrs =

Maatrikseid crb cr2, cr3 nimetatakse Pauli maatriksiteks. Neil on
jargmised omadused:

1) crrerk + CGRCj = 201kl

2) Pauli maatriksid moodustavad baasi algebras Mat2{C).
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Nendest omadustest jareldub, et Cliffordi algebrat tle euklei-
dilise tasandi C2 vBib samastada kdikide teist jarku ruutmaat-

riksite algebraga Mat2(C), samastades Cliffordi algebra moo-
dustajad Pauli maatriksitega.

Ulesanded

1. Korrutada Grassmanni algebra (g2 elemendid
I =1+301-202+0102, n=0Il- 02
2. Leida Grassmanni algebra (g3 elemendi £ = 1- Q + 0203
podrdelement.
3. Naidata, et 5: —K on algebrate homomorfism.

4. Toestada, et suvaliste Grassmanni algebra elementide
korral kehtib vdrratus

Ho+nii * m\ + iinii.
5. Olgu A's uhikuga e superalgebra. Tdestada, et Uhikele-
ment on alati paariselement ehk e e A g

6. Olgu Asja bs kommutatiivsed superalgebrad. Téestada,
et A s® b$ on samuti kommutatiivne superalgebra.

7. Olgu g2 Grassmanni algebra moodustajatega 0],02 ja

gl = a\ol + a\02+ R10102,

"2 = a2#1+ a”02+ 320102

on selle algebra uued moodustajad. Avaldada 91 ja 02
uute moodustajate kaudu.



2

Tehted supermaatriksitega

Maatriksi mdiste. Supermaatriks. Normaalkuju. -transpo-
neerimine. Superjalg. Supermaatriksi pdédrdmaatriks.

Maatriksiks (arvmaatriksiks) nimetatakse r reast ja p vee-
rust koosnevat tdisnurkset tabelit, millesse kirjutatakse kas
reaal- v6i kompleksarvud. Maatriksi elemendid nummerdatak-
se tavaliselt kahe indeksiga aab, kus 1 < a < r nditab rea
numbrit ja 1 < b < p veeru numbrit. Maatriksi tGldkuju on
jargmine:

/«n  «12 ... «ip\
«21 «22 «2p
A= @.1)
\N«rl «2 «rpl

Kui r = p, nimetatakse maatriksit ruutmaatriksiks. Olgu kdiki-
de r x p-dimensionaalsete maatriksite hulk téhistatud
MatriP(K), kus K nditab, millisesse korpusesse kuuluvad
maatriksi elemendid. K&ikide r x r ruutmaatriksite hulk olgu
tahistatud Matr {K). Hulgas MatriP(K) vdib defineerida maat-
riksite Intmise ning maatriksi ja korpuse K elemendi korru-
tamise tehte. Nende tehete suhtes osutub Matr,p{K) (rp)-
dimensionaalseks vektorruumiks. Olgu A ja B maatriksid, A e
MatriP(K),B < MatPiSK), mille elemente tadhistatakse vasta-

valt aab,a = 1 = 1...pja Bed,c = 1,...,p-,d = 1,...,5.
Maatriksite korrutiseks A B e Matr s(K) nimetatakse maat-
riksit, mille elementideks on Jila™,a = 1 =1f...,s, kus
\%
had = X " 3bd- (2.2)
b=1

Korrutamistehe muudab vektorruumi Matr{K) assotsiatlv-
seks algebraks, mille Uhikelemendiks on Uhikmaatriks

/1 0 ... O\

01 ... 0

\0 0 1/
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Maatriksi transponeerimine on operatsioon, mille puhul
maatriksi read muudetakse veergudeks ja veerud ridadeks jar-
jekorda muutmata. Maatriksi A transponeerimisel saadud
maatriksit tdhistatakse Al. Kui A e MatriP(K), siis Al e
MatPir (K). KUI tahistada A = (aab) ja A1 = (BA). kus a =

1,...r;b = 1,...,p;c =1 1 siis vBib nende
maatriksite elementlde vahelise seose anda valemiga

Red = (2.3)
Transponeerimisoperatsioonil on jargmised omadused:
(A +BY = Al +BI, (2.4a)

(A-BY =Bl A (2.4b)

Tahtsaimad r-dimensionaalsete ruutmaatriksite algebral
Matr (K) defineeritud funktsioonide / : Matr(K) — K seas
on jalg Tr ja determinant det.

Definitsiooni pdhjal nimetatakse maatriksi jaljeks tema dia-
gonaalelementide summat

r

Tr(A) = X «aa, A e MatriK). (2.5)
a=1

Jaljel on jargmised omadused:

Tr(A +B) = Tr(A) + Tr(B), (2.6a)
Tr(A *B) = Tr(B =A), (2.6b)
Tr(Al) = Tr(A), (2.6¢)

kus A,B e Matr (K).
Determinant defineeritakse jArgmise valemi abil:

det{A) = X (-1)p<) (2-7)

kus cr on arvude 1...r mingi permutatsioon

ar jz ... irn)

ja p(a) on selle permutatsiooni paarsus.

17
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Determinandi tdhtsamad omadused:

1) det(A mB) = det(A) mdet(B),

2) det(Al) = det(A),

3) determinant ei muutu, kui maatriksi mingile reale (vee-
rule) liita mingite teiste ridade (veergude) lineaarkom-
binatsioon,

4) determinandi mark muutub vastupidiseks kahe mista-
hes rea (veeru) vahetamisel.

Maatriksi A e Matr(K) po6édrdmaatriksiks nimetatakse
maatriksit A~l, mis rahuldab tingimust

A 1mA=AmA 1=1. (2.8)

Maatriksit nimetatakse mittekidunuks (ehk regulaarseks), kui
tal leidub pddrdmaatriks. Vaatleme koikide r-dimensionaal-
sete mittekidunud ruutmaatriksite hulka. Maatriksite korruta-
mise tehte suhtes on see rthm GL{r, K). Maatriksi eksponen-
diks exp(A) nimetatakse rida

See rida koondub dhtlaselt ruumi Matr(K) suvalises tdkes-
tatud piirkonnas. Maatriksi eksponendi tdhtsamad omadused
on:
1) det(exp(A)) = exp{Tr(A)),
2) kui A ja B on kommuteeruvad maatriksid, siis

exp(A + B) = exp(A) exp(B),
3) kui A on mittekidunud maatriks, sus

exp(-A) = (exp(A))-1.

Punkti 0 labivaks diferentseerivaks kdveraks A{t) ruumis
Matr (K) nimetatakse maatriksit, mille elementideks aab(t)
on sellised diferentseeruvad funktsioonid argumendist t, t e
[-£Xo, «0], et aab(0) =0,Va,b=1 Kui A(t) on diferent-
seeriv kover ruumis Matr (K), siis tema tuletis tjargi punktis
to defineeritakse valemiga

dAjt)
dt

Liouville’i teoreem. Olgu A(t) punkti 0 labiv diferentseeruv
kdver ruumis Matr (K). Kui X(t) on maatriksdiferentsiaalvor-
randi

dX(t)

S = ADX()
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selline lahend, et X(0) = I, siis
X(t)eGL(r, K), V]t]<«o, (2.10a)
detX(t) = exp{Ji(:)Tr(A(s)) ds).+ (2.10b)

Lihtne on veenduda, et kui A e Matr(K) on mingi kons-
tantne maatriks, siis X(t) = exp(tA), |t |< ao rahuldab
Liouville’i teoreemi. Sel juhul omandab valem (2.10b) t = 1
korral kuju

det (exp (A)) =exp (Tr(A)). (2.11)

Supermaatriksiks nimetatakse maatriksit

($n S12 e « 3iH
§21 S22 - m §2,

url Sr2 e m )

mille elemendid % b kuuluvad Grassmanni algebrasse (gm ja
mille struktuur rahuldab teatud tingimusi. Esiteks, ta vdib
koosneda ainult algebra (?m homogeensetest (kindla paarsu-
sega) elementidest. Edasi, lisaks elementide paarsusele tuuak-
se sisse ka maatriksi indeksite paarsuse mdiste. Kui super-
maatriksi elemendi indeksid on ab, siis nende paarsuse té-
histame p(a),p(b), kusjuures viimaste véartus on kas O voi
I. Olgu kdéikide r x p-dimensionaalsete supermaatriksite hulk
MatVP((gm). Supermaatriksi A struktuurile esitatavad pohi-
ndéuded on jargmised:

p(sab) = p(a) + p(b) (2.13)

a

J p(a) = p(b), kuia=nh. (2.14)
Need seovad indeksite paarsuse vastava elemendi paarsuse-
ga ja naitavad, kuidas on omavahel seotud ridade ja veer-
gude paarsused. Seega, et saada teatud tUUpi supermaatriksit,
peab indeksitele omistama paarsuse vaartused. Edaspidi kasit-
leme ainult ruutmaatrikseid kui kdige olulisemaid rakendus-
te jaoks. Votame valemis (2.12) r = p. Omistame suvalisele
K reale indeksitega ai,a?2,..,ajk paarisindeksi Q ulejaanud

17*
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I = r - K reale paaritu indeksi I|. Sellega on maaratud ka
supermaatriksi veergude paarsused. Tdesti, tingimusest (2.14)
jareldub, et supermaatriksi veerud indeksitega a\,a2, cik on
paarisveerud ja Ulejddénud | veergu on paaritud veerud. Ol-
gu kdoigi selliste supermaatriksite hulk Matr*\(gm). Tuleb r6-
hutada, et arv m pole mingil moel seotud arvudega K I,r.
Tingimusest (2.13) jareldub, et supermaatriksi paaris-(paaritu)
veeru ja paaris-(paaritu) rea ristumiskohal seisab Grassman-
ni algebra paariselement ning paaris-(paaritu) veeru ja paaritu
(paaris-) rea ristumiskohal seisab Grassmanni algebra paaritu
element.

TO6 holbustamiseks selliste maatriksitega oleks hea, kui
paaris- ja paaritud read (veerud) ei paikneks segamini, vaid
oleksid paarsusele vastavalt mingil moel jarjestatud ehk teisi-
sonu, maatriks oleks viidud normaalkujule A(TI1

Jarjestamine toimub jargmiselt: k&ik paarisveerud (read)
tostetakse maatriksi vasakusse (lla-) ossa nii, et nende esialg-
ne omavaheline jarjestus ei muutuks. Edaspidi tdhistame koi-
ki paarisveerge (ridu) indeksitega i,j,k,... (need omandavad
vaartusi 1 kuni K) ja koiki paarituid vastavalt indeksitega cx
B,y,.. (omandavad vaartusi K + 1 kuni K + I). Indeks a muu-
tub 1 kuni r ja a = i, kui 1 < a < Kk ning a = a, kui
K+ 1 < a <r. Seega on supermaatriksi A e Matr'l((gm) nor-
maalkujuks blokkmaatriks

(2.15)

kus Kk x k-dimensionaalne Ai ja | x J-dimensionaalne A4 koos-
nevad paariselementidest, K x £-dimensionaalne A2 ning | x
k-dimensionaalne A3 aga paaritutest elementidest. Edaspidi
nimetame normaalkujul (2.15) olevat supermaatriksit [k, I)-
supermaatriksiks. llmne on, et suvalist supermaatriksit A e
Matr'l(Qm) saab viia normaalkujule. Maatriksi A\ suvaline
element avaldub kujul S$tj, maatriksi A2 element kujul &a,
maatriksi A: element kujul ja maatriksi A4 element kujul
Sap. Blokid Ai, A4 on vaga sarnased tavaliste maatriksitega,
sest nad on Grassmanni algebra paariselementideks ja seega
nende elemendid kommuteeruvad. Seetdttu on meil vdimalik
arvmaatriksi jéalje ja determinandi mdiste tlekandmine ka sel-
listele maatriksitele.

Olgu A g Matrl(Gm) elementidega £ab. Defineerime trans-
poneerimisoperatsiooni Tq : Matr'l((gm) - Matr'l{Qm) va-
lemiga (%T)ab = Sha, kus {%Il)ab tdhistab transponeeritud
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maatriksi elementi indeksitega a ja b. Normaalkujul oleva
maatriksi A jaoks saame

A= (al n')’ (2n6)

kus Af.Aj.Aj.Aj on tavalisel viisil transponeeritud blokid.
Maatriksi elementide korrutise omaduse (1.21) t6ttu ei rahulda
niiviisi defineeritud transponeerimisoperatsioon seoste (2.4b)
tingimust, s.t.

(A =B)T BT mAr°. (2.17)

Selleks et omadus (2.4b) kehtiks, tuleb definitsiooni modi-
fitseerida. Seda on vo@imalik teha koguni kahel viisil. Olgu
(5TU = () p()+p<a)p<i,>5ba ja (Sr4,,(, = (-1) PW>VAP<-»lba.
Siis saame

Ab = {a1 ~Af) (2118)

AIZ:{—k $)I <2/19)

Sellist thlUpi transponeerimisoperatsioonide korral kehtib seos
(A *B)® = BT» AT, N =23 (2.20)

Voib defineerida veel kolmandagi transponeerimisoperatsiooni
Ti, nU et

AT ={-k :al)’ -

kusjuures elementide jaoks kehtib valem
(5rD,.b = (-1)P(a)+p(M+P(«)p(bl?ba. ,2.22)
Transponeerimise T\ korral omadus (2.4b) modifitseerub:
(A mB)T = BT mEk, mAT, (2.23)

kus

*«-(0 -2 (2-24)

ja IkJi on vastavalt k-ning [-dimensionaalsed Uhikmaatriksid.
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Definitsioon 2.1. Supermaatriksit A G Matr’L{(gm) nimetatakse
Tu-simmeetriliseks (kaldsimmeetriliseks), p = 0,1,2,3, kui

AB=A (ATi=-A).+ (2.25)

Definitsioon 2.2. Supermaatriksi A superjéljeks nimetatakse
funktsiooni Str : Matr'\(gm) — (gm supermaatriksite hulgal
MatrK'I((gm), mis on antud valemiga

Str(A) = X (1)) U + (2-26)
a=1

Normaalkujul oleva maatriksi A jaoks kehtib

K r
Str(A) = X&ii- X Saa=Tr(Ai) - Tr(As). (2.27)
i=I a=k+1

Superjalje pdhiomadused on:

Str(A +B)= Str(A) + Str(B), (2.28a)
StriA B) = Str(B mA), (2.28b)
Str(ATv) = Str(A), p=0,2,3 (2.28c¢)
Str(ATM = Tr(A). (2.28d)

Omadused (2.28a)-(2.28d) on analoogilised tavalise jalje oma-
dustega (2.6a)-(2.6¢). Omaduse (2.28a) tBestus on elementaar-
ne. Omaduse (2.28b) tdestuseks eeldame, et maatriksi A ele-
mente tahistatakse Sab ja maatriksi B elemente riab, kus a, b =
I,...,r. Definitsiooni 2.2 jargi avalduvad valemi (2.28b) vasak
ning parem pool jargmiste summadena:

r

Str(A «B) = X (-D p(a) lab eriba, (2.29)
ab=1
r
Str(B =A) = X Hub mlba- (2.30)

a,b=1
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Nuud tuleb naidata, et summa (2.29) vordub summaga (2.30).
Tahistame valemis (2.30) indeksid imber: a —b,b —a. Siis

Str(B -/1) = X (~1)pch) Uoa mSab =
o=t (2.31)

= X (-1)P<I» +<P«I>+P<!»>2 | ah mHab-
a,b=1

Vahetades elementide riba ja %b kohad, tdime valemite (1.21)
ja (2.13) pbhjal sisse margltegurl Et (p(a))2 = p{a), (p(b))2 =
p(b),2p{a) mp{b) = G2p(b) = Q sns

p{b) + (p(a) + p(h))2 = p(a). (2.32)

Valemitest (2.31) ja (2.32) saamegi summade (2.29) ja (2.30)
vorduse. Omaduste (2.28c) ja (2.28d) tdestus jareldub valemi-
test (2.16), (2.18), (2.19), (2.21).

Vaatleme hulga Matr'l{Qm) ehitust detailsemalt. Kui A ja B
on sinna hulka kuuluvad normalkujul olevad supermaatriksid,
siis defineeritakse liitmise operatsioon tavalise valemiga

fin b2 81r\ (i 112 m Lir\
521 §22 Sor L o2 - Mer
4rl  Sr2 r,J 'Tr1 Mr2 f~Irr *
/S1L+ T s12 + M2 §ir + Ilr \
def 821 + 421 8§22 + M2 82r + 42r
"8rl + Mr1 8r2 + 4r2 5rp + lrr’

Supermaatrikseid vOib tavalisel viisil korrutada algebra (gm
homogeensete elementidega, kasutades valemit

(&n s12 §lr\ /51 §12 bir 8§\
§21 822 §2r 81 §22 8or
VErl  §r2 frrd \§M'§ §r2'§ §/

kus § on algebra (gm homogeenne element. Ulalpool definee-
ritud operatsioonid ndaitavad, et normaalkujul olevad super-

maatriksid Matr’l((gm) moodustavad vektorruumi ule korpu-
se K. Nuud on vdimalik esitada suvalist normaalkujul olevat
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supermaatriksit summana

H o aX as M)’ (2733)

Maatrikseid, millel on esimese liidetava kuju, nimetatakse
paarismaatriksiteks, ja maatrikseid, millel teise liidetava kuju,
nimetatakse paaritumaatriksiteks. Maatriksit nimetatakse ho-
mogeenseks, kui ta on kas paaris- v8i paaritumaatriks. Edas-
pidi tahistame supermaatriksi A paarsust p(A), kus p(A) = Q
kui A on paarismaatriks, ja p(A) = I, kui A on paaritumaat-
riks. llmselt moodustavad nii paarismaatriksid kui ka paari-

tumaatriksid ajamruumid Mat~1((gm) ja Mat~iCg™) ruumis

Matr'l(Qm), kusjuures kogu ruum on nende alamruumide ot-
sesumma. Seega on supermaatriksite ruumis olemas
Z2-gradueering. Lihtne on veenduda, et kahe homogeense
(k, I)-supermaatriksi A ja B korral kehtib jargmine omadus:

P(A *B) = p(A) + p(B).
Sellega on tdestatud

Lause 2.1. (k,l)-supermaatriksite hulk Matr'l{gdm) on superal-
gebra ehk Z2-gradueeritud algebra.*

Maatriksi A elemendi % vOib algebra § m moodustajate
B1,B2,.., BT jargi ritta arendada:

m
lab = X = 1 ?aw 01, labi 6 K.
p=0 /eMm
(2.34)
Kasutades maatriksi ja algebra elemendi korrutamist, v8ib
analoogiliselt kogu maatriksi kirjutada tles summana

A= X AiO= X An.Jp9I\.6Ir =

leMm p=0
(2.35)
=A0+ X A<9‘+ - + Al2.m61le2...BT,
i=l
kus on tavalised maatriksid elementidega korpusest K

Supermaatriksite jaoks vdib defineerida operaatori 5
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Maty'l(gm Matr{K) analoogiliselt definitsiooniga (1.27):

/s(h1) 5(512) Sibr)\
3(A) = AO = S(221)  ~(822) S(O%er
\5(8rl) J(£r2) )"

lImselt s : Matr'l{Cjm) — Matr (K) on vektorruumide homo-
morfism ja s(A) = 0, kui A on paaritumaatriks.
Vaatleme supermaatriksi pé6ratavuse probleemi.

Teoreem 2.1. (k,I)-supermaatriksil A leidub p6drdmaatriks siis
ja ainult siis, kui on taidetud Uks jargmisest kahest teineteisega
ekvivalentsest tingimusest:

i) leidub maatriksi

A /(Ai)o 0
A-{ O (Ad)o

pddrdmaatriks,
ii) leiduvad maatriksite A\ ja A4 poodrdmaatriksid.e

Toestus. Olgu supermaatriksil A péérdmaatriks A_1, nii et
A~ A = A A-1 = Kirjutame mdlemad maatriksid ules
summadena (2.35):

m
A=£ ab>'=al0+ X,
1 i]..Ip

a-1=X1/0' =ao0+ x
/ ii-ip
Siis
1 A= o - A0+ (9(0) =7, (2.36)

kus sumboliga (9(0) tdhistatakse liidetavaid, mis sisaldavad
moodustajaid B1... 6m. Valemist (2.36) jareldub, et

Ao =A0 =/,

s.t. maatriksil A0 leidub pddrdmaatriks.

18
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Nuid oletame, et det{Ao) ® 0 ehk teisisbnu leidub maat-
riksil Ao pdédérdmaatriks Aql. Hakkame otsima pddrdmaatrik-
sit A"l kujul

m
a~ =Y.A,e' = Ao + X eh mmmdir,
| u-ip
vaadeldes kordajaid Ao, Ai,..., Al2.m tundmatutena. Tingimu-

sest A sA“1 = A-1 A = | saame jargmised vdrrandid:

Ao mAo = |,
Ao =Ai + Ai =A0 = 0,

(2.37)

A0 *Ai2.m+ e= + Ai2.m*Ao0 = 0.
Susteemis (2.37) on 2m vorrandit ja 2m tundmatut. Selle sus-
teemi esimene v8rrand omab lahendit, sest et maatriks Aqgl on
pooratav ja Ao = Agl Teisest vérrandist saame leida maatrik-
si Ai ning

Ai = —A01 =Ai =Aql.

On ilmne, et lahendades jarjestikku koéik jargnevad vdrrandid,
saame leida kdik Ulejadnud maatrikskordajad ja nad on tUhe-
selt méaratud.

On lihtne veenduda, et teoreemi 2.1 teine tingimus ii) on
ekvivalentne esimese tingimusega 1i). Sellega on teoreem 2.1
tdestatud. Podratavate k, J-supermaatriksite hulka téhistame
GLr'I(Gm).

Vastavalt valemile (2.33) koosnevad paarismaatriksid ka-
hest nullist erinevast blokist. Need on blokid Ai ja A4, mis
omakorda koosnevad algebra Gm paariselementidest. Algeb-
ra (gm paariselemendid kommuteeruvad, s.t. kdituvad korruta-
mise suhtes nagu tavalised p&hikorpuse K elemendid. Seepa-
rast vBib paarismaatriksite jaoks defineerida tavalise determi-
nandi mdiste, asendades valemis (2.7) arvmaatriksi elemendid
(Xj algebra paariselementidega. On ilmne, et kdik tavali-
se determinandi omadused seejuures sailivad. Siit jareldub, et
paarismaatriksi (2.33) korral kehtib

det(A) = det (Ai) det (A4). (2.38)
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Tuleb tdhelepanu pdoérata sellele, et Gldjuhul on paarismaat-
riksi determinandiks mitte arv, vaid algebra (gm ilmselt paa-
riselement. Lihtne on veenduda, et seejuures kehtib valem

s(det(A)) = det(s(A)), (2.39)

kus A e Mat™'I(Cjm). Siis jareldub teoreemist 2.1, et juhul, kui
A on po6dratav supermaatriks, on det(A®) algebra gm pdora-
tav element, kus

on supermaatriksi A paariskomponent. Samuti on det(A\) ja
det (A4) algebra (gm poOoératavad paariselemendid, kui A on
pbéoratav supermaatriks.

Klassikalise determinandi abil on v8imalik leida ka paaris-
maatriksite poérdmaatriksit. Pé6érdmaatriksi leidmise meetod
ei erine sel juhul millegi poolest tavaliste arvmaatriksite puhul
kasutatavast.

Ulesanded
1. Olgu B1, B2 Grassmanni algebra (g2 moodustajad. On an-
tud supermaatriks A e Ma”11)("2), kus

_ (1 +B1B2 B1+B2\

-U1 B2 2-B132)"

Leida Ao.
2. Olgu A E Mat”™'l)(G3), kus

/811 8§12 8§13\
Ao = §1 §2 §3 -
\§31 §32 §33/

Selle supermaatriksi elemendid on jargmised:
811l =2+e'B2, 8i2=-910\ 813 = B1- B2,

821 =e 2B\ 822 =1, 823 =81-8B 2,

83, = B2+ B3, 532 =8B2- B\ 833 =eBuBr -s 1- B2.

Naidata, et supermaatriksi A jaoks eksisteerib p66rd-
maatriks.

18*



132 SUPERSUMMEETRIA MATEMAATIKAS

3. Leida supermaatriksi A (iil. 1) podrdmaatriks.

4. Leida supermaatriksi A (L 2) superjalg.



3

Superdeterminant

Superdeterminandi definitsioon. Tema omadused. Liouvil-
le’i teoreemi superanaloog. Teoreem superdeterminandi
multiplikatiivsusest. Supermaatriksi podratavuse tarvilikud
ja piisavad tingimused.

Uks olulisemaid funktsioone maatriksite hulgal on determi-
nant. Tema definitsioon tavalise arvmaatriksi jaoks on antud
eespool valemiga (2.7). Seda definitsiooni otse supermaatrik-
sitele rakendada on véga keeruline. Raskus on tingitud super-
maatriksi paaritute elementide antikommuteeruvusest - sum-
mas (2.7) hakkab liidetava mérk sdltuma veeru asukohast
substitutsioonis

mis tuleks kompenseerida tdiendava margiteguriga.

Selleks et leida lihtsamat supermaatriksi determinandi de-
finitsiooni, vaatleme veel kord tavalise arvmaatriksi determi-
nanti. Olgu A g Matr (K) kujul

(3.1)

kusAi e MatkiK) ja Ade Mati(K).

Teoreem 3.1. Kui maatriks A4 valemis (3.1) on p&oratav, siis
det(A) = det(A\ - A2 mA4l «A3) «det(A4).+ (3.2)

Olgu

On ilmne, et det(M) = 1 Seepérast
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Viimasest valemist jareldubki valem (3.2), sest blokkmaatrik-
site kohta kehtib

(o c)=det(A)-det(C).

Definitsioon 3.1. Funktsiooni Sdet : GLr'l{Gm) — gm pdorata-

vate supermaatriksite hulgal Glr'l((gm) vaartustega Grassman-
ni algebras gm

Sdet(A) = Sdet(Am ) = det(Ax- A2 A4l «A3) =det(A4_1)
(3.3)

nimetatakse superdeterminandiks. Eeldatakse, et A(N) on super-
maatriks normaalkujul (2.15).+

Seega erineb superdeterminandi arvutamise valem tavalise
determinandi valemist (3.2) ainult selle poolest, et teises te-
guris seisab determinandi margi all maatriksi A4 po6rdmaat-
riks. Et esimeses teguris seisev maatriks koosneb algebra g
paariselementidest, sobib tema determinandi arvutamiseks ka
tavalise determinandi valem. Kuna maatriksi A pddratavus on
ekvivalentne maatriksite A\ ja A4 pdédratavusega, siis on va-
lem (3.3) igati korrektne. Tema pdhjendus on antud allpool
Liouville’i teoreemi superanaloogi tdestuse juures.

Definitsioonist (3.1) jareldub:

i) kui vahetada supermaatriksi kahe rea (veeru) kohad
omavahel, muutub superdeterminandi mark. See oma-
dus langeb kokku tavalise determinandi 4. omadusega.

Selle omaduse tdestamiseks lahtume jargmistest faktidest.

1. Kui supermaatriksite korrutise esimeses teguris vahetada
omavahel kahe rea kohad, siis korrutamistehte tulemuse-
na saame maatriksi, milles on, vorreldes ldhtemaatriksite
korrutamisel saadud maatriksiga, samuti need kaks rida
omavahel kohad vahetanud. Samasugune omadus kehtib
ka supermaatriksi B veergude kohta.

2. Kui supermaatriksis A vahetada kahe rea (veeru) kohad,
siis ka poédrdmaatriksis A-1 vahetuvad samade numbritega
veergude (ridade) kohad.

3. Kui supermaatriksite korrutises A eB vahetada esimeses
maatriksis omavahel kahe veeru kohad ja teises maatriksis
samade numbritega ridade kohad, siis korrutis ei muutu.
Oletame, et vahetame supermaatriksis A kahe paaritu vee-

ru kohad, mis on ekvivalentne sellega, nagu oleksime nor-

maalkujul supermaatriksi A(M) paaritus sektoris kaks veer-
gu omavahel vahetanud. Siis muudab det(A41) marki, sest



SUPERDETERMINANT 135

ta on tavaline determinant. Maatriks A\ ei muutu. Ka maat-
riks A2 «As1<A3 ei muutu, sest antud teisendus vahetab kahe
veeru kohad maatriksis A2, kahe samade numbritega rea ko-
had maatriksis As1 ja jatab samaks maatriksi As. Kahe paa-
risveeru korral on arutluskdik analoogiline. Vahetus, kus tks
veergudest on paaris- ja teine paaritu, taandub Uhele neist
esimestest variantidest.
On vdimalik tdestada ka teine omadus:

ii) superdeterminant ei muutu, kui supermaatriksi mingile
reale (veerule) liita teiste ridade (veergude) lineaarkom-
binatsioon koefitsientidega Grassmanni algebrast §m
(eeldatakse, et rea (veeru) paarsus seejuures ei muutu).

Kui supermaatriksi A i-ndale reale lisada ridade fei,k2,...,
kp (elementidega algebrast (?m) lineaarkombinatsioon ja kor-
rutada see maatriksiga B, saame sama tulemuse nagu siis, kui
oleksime korrutismaatriksi A mB i-ndale reale lisanud ridade
k\,k2,...k p lineaarkombinatsiooni (samade elementidega al-
gebrast <gm). Jarelikult, kui maatriksi A(N) paarisreale lisada
ridade lineaarkombinatsioon, siis maatriksi A\ - A2 mA4 1 *A3
sama numbriga reale lisandub samuti samade ridade lineaar-
kombinatsioon. Ilmne on, et tema determinant sellest ei muu-
tu. Ulejaanud juhtusid kasitletakse analoogiliselt.

Tavalise determinandi tdhtsamaid omadusi on tema mul-
tiplikatvsus:

det(A =B) = det(A) =det(B).

Selgub, et ka superdeterminandil (3.3) on sama omadus. Selle
téestuseks on vajalik Liouville’i teoreemi superanaloog. Enne
selle formuleerimist toome sisse veel m&ned madisted.

Oeldakse, et reaalarvuliste argumentidega ja Grassmanni
algebrasse (gm kuuluvate véartustega funktsioon £(t) on dife-
rentseeriv (sile) 18igul N\ < ao, kui reaksarenduses moo-
dustajate B1,02,...9 T jargi

m
5(t)= X §,(t)f?" =50(t) + Z5<(t)04
'%l]\/h'] “1 &3.4)
+ X Sij(t)eiei + ...+ zI2...m(t)ele2...6m
i,j=1

rea kordajad on parameetri t suhtes diferentseeruvad (sile-
dad) funktsioonid. Just sellised reaalmuutuja funktsioonid,
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mille vaartused kuuluvad Grassmanni algebrasse <gm, on vaga
tahtsal kohal nii supergeomeetrias kui ka supersimmeetrilis-
tes véljateooriates. Nagu ndhtub jargnevatest paragrahvidest,
vBib reaalmuutujat t ja moodustajaid B1,B2,..., BT Kéasitleda
taiesti vordvéaarsetena ning vaadelda funktsiooni £(t) Uhe paa-
rismuutuja t ja m paaritumuutuja 61,62,...,Q m funktsioo-
nina. Analoogiat jatkates v@ib o6elda, et funktsioon (3.4) on
antud piirkonnas koordinaatidega (t, B1,B2,..., BT). Ldhemalt
kasitletakse seda probleemi viiendas paragrahvis. Kasutades
16igul M\ < «o diferentseeruva (sileda) ja Grassmanni algeb-
rasse (gm kuuluvate véartustega funktsiooni madistet, v6ib de-

fineerida diferentseeruva (sileda) kdvera ruumis Matr'l((gm).

Definitsioon 3.2. Diferentseeruvate (siledaks) punkti 0 labivaks

kdveraks A(t), [t] < «o ruumis Matr"\(gm) nimetatakse super-
maatriksit, mille elementideks %ab(t) on diferentseeruvad (sile-
dad) funktsioonid parameetriga [] < «o, nii et %as(0) = 0.+

Liouville’i teoreemi superanaloog. Olgu A(t) punkti 0 l&biv

diferentseeruv kdver ruumis Maty1((gm). Kui X(t) on maat-
riksvorrandi

~p - = A(Y)-X(1) (3.5)
selline lahend, et X(0) =1, siis

a) X(t) 6 GLr\Qm),
b) suvalise [t] < ao puhul kehtib

Sdet X(t) = exp(J\ Str A(s)ds).+
0

Olgu X(t) maatriksdiferentsiaalv8rrandi

. = X(W-AW

lahend, mis rahuldab tingimust X(0) = 1. SUs kehtib
ﬁE(X(t) mX (1)) = -X(t) mA(t) mX(t) + X(t) mA(t) mX(t) = 0.

Arvestades algtingimust, saame

X(t) -X(t) =1.
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See tdhendab, et X(t) e GLr'lI(<$m) iga M\ < «o korral. Lahen-
dite X(t) ja X(t) olemasolu jareldub diferentsiaalvérrandite
teooriast.

Tahistame

Y(t) = Xiit) - X2U) mX;'(t) mXi(t),

Z(t) =X Z1(t),

kus simbolitega Xi(t),Ai(t),i = 1,2,3,4 on tahistatud vasta-
vad blokid maatriksite X{t) ja A(t) normaalkujudes. Siis

SdetX(t) = detY (t) =detZ(t). (3.6)

Diferentseerides samasust X/l (t) X4(t) = /, saame seose

P SORETHORS 0

Siit saame

at dt

Asendades seose (3.5) pdhjal

dxd“t(t) = A3(t) mX2(t) + Ad(t) mXa(t),
Saame
L "2 =7 3X2X4T+ AY) 3.7)

Analoogiliselt saab tuletada vorrandi

AR = (AL X2 XG1AS)-Y (L), (38)

kusjuures tuleb kasutada vérrandi (3.5) erikujusid

dXi1

= AxXi +A2X3,
dt

dXx

2 Z AQ X2+ A2X4,
dt

19
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N = a bX1l+asxs
at

ja vorrandit (3.7). Supermaatriksid Y (t) ja Z(t) koosnevad
paariselementidest ja rahuldavad vérrandeid (3.7) ja (3.8). See-
parast vdib neile rakendada klassikalist Liouville’i teoreemi

detY(t) =exp{ th Tr(Ai(s) - X?2(s) X J1(s) Az(s)) ds},
0
detZ(t) = exp{- JfoTr(Aa(s)Xz(s)X’\(s) + A4(s))ds}.

Kirjutame need vdrrandid diferentsiaalkujul:

-N(detY) =Tr (Ai -X 2XM A3) mdetY,

jaidet Z) = -Tr(A3X2X41+ A4) =detZ.

Arvesse vottes tavalise jalje omadusi (2.6a), (2.6b) ja seda, et
maatriksite X2Xs"1 ning A3 elemendid on paaritud, saame

Tr(Ai -X2X;'A3) = Tr(Ai +A3X2X").

Seega

éf(SdetX) é;(d ety edetZ)

N A\ _
it (det Y) mdet Z + det Y .dt (det 2)

Tr(A\ + A3X2X41) =det Y mdet Z-
- Tr(A3X2X41+ A4) =det Y =det Z
Tr(Ai - As) =det Y =det Z

(3.9)
Silmas pidades valemit (2.27), saab selle seose Ules kirjutada
kujul
é-{(SdetX) = Str(A) mSdet(X), X(0) =/

mis on tegelikult valemi

sdet(X) = exp(J'IE)Str(A(s))ds)



SUPERDETERMINANT 139

diferentsiaalkuju.

Sellest tBestusest on héasti ndha, miks definitsioonivalemis
(3.3) on vaja votta det(A41l) erinevalt hariliku determinandi
valemist (3.2), kus on det (A4). Kui (3.3) teiseks teguriks oleks
olnud det A4, poleks valemis (3.9) "+"margiga liige A3 X2X41
dra koondunud, sest maatriksite X2X41 ja A3 elemendid on
paaritud, ja Liouville’i teoreemi ei oleks saanud uldistada su-
perdeterminantide jaoks.

Jareldus. Kui A on supermaatriks, siis kehtib valemi (2.11) ana-
loog

Sdet(exp(A)) =exp(Str(A)).+ (3.10)

Teoreem 3.2. Kui A,Be GLr'I(Qm) on kaks supermaatriksit,
siis kehtib superdeterminandi multiplikatiivsuse omadus

Sdet(A =mB) = Sdet(A) <Sdet(B).+
Uhendame supermaatriksid A ja B diferentseeruvate kdve-

rate A(t) ja B(t) abil Uhikmaatriksiga /, s.t. A(0) =J3(0) =0 ja
A(l) = A, B(1) = B. V6tame kasutusele jargmised maatriksid:

X{t) = ~jp-A~I(1),

X(DA(1),

Y(t) = Ap-B-4t), p-

Y (t)B (t).

Maatriksite X(t) ja Y(t) jaoks kehtib

= (X(1) A()B(t) + A{t)Y(1)B(1))
= (X(t) + A(t)Y (1)A~I(1))A(t)B(t).

Liouville’i teoreemi superanaloogi jargi

Sdet (A(t) mB(t)) = exp{JfOStr (X(s) + A(s)Y(s)A~I1(s))ds).

(3.11)
Superjalje (2.26) omadusest (2.28a) ja (2.28b) jareldub, et

Str (A (i) Y(s) A-1(8)) = Str (y(i)).

19*
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Valem (3.11) omandab t = 1 korral seega kuju
Sdet (A =B) = exp (f Str X(t) dt) exp (f StrY(t)dt)
Jo Jo

ehk
Sdet (A =B) = Sdet (A) mSdet (B).

Tahelepanelikum analiitis naitab, et leidub veel Uks valemi-
ga (3.3) ekvivalentne superdeterminandi arvutamise eeskiri.

Lause 3.1. Kui A on pddratav (k,l)-supermaatriks, siis tema
superdeterminant avaldub jargmisel kujul:

Sdet{A) = det{A\) ={det{As - As AflAr)}-1.*  (3.12)

Toestus. Olgu A podoratav (k, O-supermaatriks normaalku-
juga

Siis maatriksi

jaoks kehtib superdeterminandi valemi (3.3) jargi
Sdet(M) = 1.
Teoreemist 3.2 jareldub, et
Sdet(A) = Sdet(A =M) = Sdet
Rakendades veel kord definitsiooni 3.1 valemit (3.3), saame

valemi (3.12).

Ulesanded

1. Arvutada supermaatriksi A (vt. Ul. 2.1) superdeterminant.
2. Toestada superdeterminandi jargmised omadused:
Sdet(AT) = Sdet(A), u =273,

Sdet(A~1) = (Sdet(A))'L.
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Lie’ superalgebrad

Moodul, diferentseerimine, Lie’ algebra. Supermoodul,
superdiferentseerimine, Lie’ superalgebra. Lie’ maatriks-
superalgebrad. Vasakpoolsed ja parempoolsed tuletised.
Diferentseerimiste Lie’ superalgebra. Supermoodul ule Clif-
fordi algebra.

Selle paragrahvi alguses tuletame meelde mdningate algeb-
raliste struktuuride definitsioonid.

Definitsioon 4.1. Abeli rihma L nimetatakse vasakpoolseks
mooduliks dle algebra A, kui on defineeritud kujutus o; A X
L - L, mis rahuldab jargmisi omadusi:

(aa +Bb) ol=a(aol) +B(b ol),

(ab) ol=ao(bol),

a°(li+R)y=a°1l+a°l2,

kus a, 3 on p6hikorpuse suvalised elemendid, a, b on algebra
A suvalised elemendid ja I\,I2 on Abeli rihma L suvalised
elemendid.4»

Definitsioon 4.2. Algebra A diferentseerimiseks nimetatakse
lineaarset operaatorit 6 : A —A, mille puhul kehtib

6 (a mb) = 5(a) mb + a <5(b) (4.1)

suvaliste algebra A elementide a,b korral.+
Omadust (4.1) nimetatakse sageli Leibnizi reegliks.

Definitsioon 4.3. Lie’ algebraks nimetatakse vektorruumi £ sel-
lel defineeritud binaarse operatsiooniga (kommutaatoriga [, U
mis seab igale £ suvaliste elementide paarile (hi,h2) vastavus-
se sama ruumi elemendi [hi,h2], nii et on rahuldatud jargne-
vad aksioomid:



142 SUPERSUMMEETRIA MATEMAATIKAS
1) antikommutatiivsus
[hi,h2] = ~[h2,hi],
2) lineaarsus
[ahi + Bh2,h3] = a[h\, h3] + B[h2,h3],
3) Jacobi samasus
[hi, [h2,h3]] + [h3,[h\,h2]] + [h2,[h3,hi]] =0,

kus hi,h2,h3 on £ suvalised elemendid ja a,B,y on p&hikor-
puse suvalised elemendid.*

Naide 1. Kui ho on Lie’ algebra £ fikseeritud element, siis
defineerime operaatori <&\ jargmise valemi abil:

8hoW = [h0,h],  htf.

Veenduge, et operaator &3, on lineaarne operaator ja omadus
(4.1) jareldub sel juhul Jacobi samasusest. Seega, operaator
O0ho on Lie’ algebra £ diferentseerimine.

Naide 2. Kui A on mingi assotsiatiivne algebra, siis Lie’ algeb-
ra struktuur defineeritakse jargmise valemi abil:

[a,b] =a =b- b ma, (4.2)

kus a ja b on algebra A suvalised elemendid. Seega osutub
kdikide n-jarku ruutmaatriksite algebra Matn(K) Lie’ algeb-
raks kommutaatori (4.2) suhtes. Seda Lie’ algebrat hakkame
edaspidi tdhistama glIn(K).

Naide 3. Olgu A mingi algebra ja 8i,62 olgu selle algebra
diferentseerimised. Kdik algebra A diferentseerimised moo-
dustavad ilmselt vektorruumi, mida me hakkame téhistama
D{A). Olgu selle ruumi elementide kommutaator defineeritud
valemiga

[6i,02] = 6iS2- 626i,

kus 8i62 on diferentseerimiste kompositsioon. On lihtne
veenduda, et [<b ] e D(A). Seega osutub ka ruum D (A)
Lie’ algebraks.
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Olgu sIn(K) algebra gIn{K) selliste maatriksite alamhulk,
mille jaoks kehtib omadus Tr(A) = 0. Maatriksi jalje omaduse
(2.6b) tottu

Tr([A,B]) = Tr(AB) - Tr{BA) =0, (4.3)

millest jareldub, et sIin(K) on Lie algebra gIn{K) alamalgebra.
Omadusest (4.3) tuleneb ka, et sIn(K) osutub algebra glIn(K)
ideaaliks.

Maatriksit A e Matn{K) nimetatakse kaldsimmeetriliseks,
kui A +Af = 0. Tahistame kaldsimmeetriliste maatriksite hul-
ka on(K). Omadustest (2.6b) jareldub jalle, et on(K) on Lie’
algebra gIn(JQ alamalgebra. Téepoolest, kehtib

[A,B] + [A,BY =AB - BA + B1A* - AlBI
=AB - BA +B A -AB =0,

kus A,B e on(K). Et iga kaldsimmeetrilise maatriksi korral
Tr(A + Af) = 2Tr(A) =0, siis on(K) ¢ sIn(K).

Juhul K = C nimetatakse maatriksit A Hermite’i kaldsiim-
meetriliseks maatriksiks, kui on rahuldatud tingimus A + Al =
0. Kui téhistada kaaskompleksarvu vdtmise ja transponeeri-
mise operatsioon siimboliga "f", s.t. Al = A* siis Hermite’i
kaldsimmeetrilisuse tingimus omandab kuju

A+ Af =0.

Tahistame ko&igi n-jarku Hermite’'i  kaldsummeetriliste
maatriksite hulka un. Nagu reaalarvuliste kaldsimmeetriliste
maatriksite puhul, kehtib ka ntid vaide, et un on Lie’ algebra
gIn(C) alamalgebra.

Hermite’i kaldsimmeetrtised maatriksid, mis rahuldavad
tingimust Tr(A) = 0, moodustavad alamalgebra Lie’ algebras
un, sest nad kuuluvad Lie’ alamalgebra sIn(C) ja un Ghisossa.
Seda Lie’ algebrat téhistatakse sun. Lie’ algebratel sun on taita
tahtis osa kalibratsioonvaljateooriates. Juhul n = 2 osutub Lie’
algebra suz Yangi-Millsi valjateooria kalibratsioonriihma Lie’
algebraks. Lie’ algebra sui on kromodinaamika (véaljateooria,
mis Kirjeldab tugevaid vastasm®&jusid) kalibratsioonrihma Lie’
algebra.

Olgu J blokkmaatriks kujul

(4.4)
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kus In on n-jarku Uhikmaatriks. Tahistame sp2n(K) 2n-di-
mensionaalsete maatriksite hulka, mis rahuldavad tingimust

JA +AlJ = 0. (4.5)

Kui maatriksit A e sp2n(K) kujutada blokkmaatriksina

kus Ai on n-jarku maatriksid, siis tingimus (4.5) on v&rdvaar-
ne vérdustega

-A[ = A4, Ap = A2, A3 = A3. (4.7)

Otsene kontroll naitab, et [A,B] e sp2n(K), kui AB e
sp2n(K). Seega osutub sp2n(K) Lie’ algebraks (sumplektiliste
maatriksite rihma Lie’ algebraks).

Vaatleme nuidd paragrahvi algul kirjeldatud struktuuride
superildistusi. Eelkdige tdpsustagem teatud supervektorruu-
mi V lineaarsete operaatorite ruumi End(V) struktuuri. Li-
neaarset operaatorit L : V —V nimetatakse paarisoperaatoriks
(paarituks), kui L : Vi — Vi, (Vi —Vj,i ®j), kus i,j = 0,1.
Seega ei muuda paarisoperaator ruumi V homogeense vektori
paarsust, aga paaritu operaator muudab selle vastupidiseks.
Suvalist operaatorit ruumist End(V) v8ib Uheselt kujutada
paaris- ning paaritu operaatori summana, millest jareldub, et
End(V) = End&(V) ®PENdi(V), s.t. ruum End(V) on super-
vektorruum. Operaatori paarsust hakkame tadhistama stimbo-
liga p.

Definitsioon 4.4. Superalgebra A diferentseerimiseks nimeta-
takse sellist lineaarset operaatorit 6 : A —A, mille puhul keh-
tib Leibnizi reegli superanaloog

5(a mb) = 6 (a) =b + (-1 )P(a>P(5)a . 6(b) (4.8)

iga homogeense a e A ning 0 jaoks. Superalgebra A ké&ikide
diferentseerimiste ruumi tahistame D (A).+

Toome konkreetse ndite diferentseerimisoperaatorite koh-
ta. Alustame superalgebra lihtsaimast esindajast Grassmanni
algebrast (gm moodustajatega B1,B2,... BT. Tema suvalist ele-
menti on vdimalik avaldada kanoonilisel kujul

§ = (4.9)

X
leMm k=0
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kus odb..ik on indeksite ii,..., i* jargi kaldsimmeetrilised kor-
puse K elemendid. Selles paragrahvis vaatleme algebra (gm
elemente kui funktsioone, niisiis eeldame, et Z,(61,..., om) on

paaritute muutujate skalaarne funktsioon ja (4.9) tema aren-
dus Taylori reaks nende muutujate jargi. Defineerime kdige-
pealt monoomide 01] ...0ik tuletise muutujate O1,...,#™ jar-
gi:
K
anel...ek) = X (-i)PHOIpI9]...eip...0ik (4.10)
p=i

kus 6i i on Kronekeri simbol ja mark B muutuja 01 kohal
tdhenaab tema puudumist. Valemit (4.10) vdib sdnastada jarg-
miselt: selleks et vBtta monoomist o] ...6 Ik tuletist muutuja
ol jargi, tuleb viimane monoomist Ules otsida, viia vasakult
esimesele kohale (kasutades muutujate antikommuteeruvust)
ja taandada; kui sellist muutujat monoomis ei esine, on tuletis
0. Selles reeglis vBib vasakult esimesele kohale viimise n6ude
ilmselt asendada ka muutuja paremale poole viimise ndude-
ga. Seepdarast nimetatakse reegli (4.10) jargi arvutatud tuletist
mdnikord ka vasakpoolseks tuletiseks ja téhistatakse dt. Tu-
letise (4.10) md&ju laieneb lineaarselt suvalisele Grassmanni al-
gebra elemendile 8. Selles raamatus eeldatakse vaikimisi, et
kasutusel on vasakpoolsed tuletised (ilma nooleta). Tuletised
di on ilmselt algebra (gm paaritud diferentseerimised. Selleks
et téestada Leibnizi reegli superanaloogi suvaliste algebra (gm
elementide jaoks, on piisav veenduda, et ta kehtib elementaar-
monoomide puhul. Olgu § = Bu ... B monoom paarsusega
p(£) ja n = 074... 0*1 Nende korrutise kirjutame jargmiselt:

i = 04 ...0 akOUt ...0 akH, (4.11)
kus ap = ip, 1 < p <kKja av =jp-k, K < p <1+ k Nuud
taandub tfestus valemi (4.10) rakendamisele:

kH
diitn) = mmmg™”
p-1
kH
(E(_") p+16npoil... .. 9iK)0j1... ojl +
p=i

i
+01...0ik( X (- 15k+P+1<50P0JI
p=1

ai(5)") + (-i>""w §5iNe-
(4.12)

20
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On ilmne, et tuletised 3 ei anna veel piisavalt tldist Grass-
manni algebra (gm diferentseerimisoperaatori kuju. Olgu | e
@m mingi homogeenne element algebrast (gm. Olgu operaa-
tor 5di selline, mis teisendab algebra gm suvalist elementi
[l G gm jargmiselt:

(&di)(n) =S(Mn)). (4-14)

Pole keeruline veenduda, et valemi (4.14) abil defineeritud
operaator osutub diferentseerimisoperaatoriks. Tema paarsus
maéaaratakse reegli

p{Idi) = pii) + pidi) = p(l) + 1 (4.15)

jargi. Seega koosneb hulk D((gm) kdikv8imalikest avaldistest
kujul

(4.16)
i=1

kus Il e (gm. Vastavalt valemile (4.15) on 6 diferentseerimise
paarisoperaator, kui kéik || on paaritud elemendid, ning paa-
ritu operaator, kui kdik Il on paariselemendid. Valem (4.15)
maarab hulgas D((gm) gradueeritud struktuuri. Seega D{(gm)
on supervektorruum. Peale selle sobib supervektorruum
D{(gm) veel teistegi huvitavate superstruktuuride illustratsioo-
niks.

Definitsioon 4.5. Abeli rihma G nimetatakse Z2-gradueeritud
Abeli rihmaks, kui on fikseeritud tema lahutus alamrithmade
&g ¢ Gja G\ c G otsesummaks

G = Gq0 Gj,
kusjuures liitmisoperatsioon peab rahuldama tingimust
pia +b) = p(a) + p(b), (4.17)

kus p on homogeensete elementide paarsus

Lause 4.1. Ruum D((gm) on Z2-gradueeritud Abeli rithm aval-
diste (4.16) liitmise suhtes, mis on m&aratud valemiga

m
G +<52= X(5' + 1), (4.18)
i=1
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kusdi = ZZL1? a if 02=x"M173Ll+

Definitsioon 4.6. Olgu A mingi superalgebra ja L mingi Z2-
gradueeritud Abeli rihm. Abeli rihma L nimetatakse Z2-gra-
dueeritud vasakpoolseks mooduliks Ule superalgebra SA kui on
taidetud koik tavalise mooduli aksioomid definitsioonist (4.1) ja

p(a =l) = p{a) + p{l), (4.19)

kus p tahistab vastavate homogeensete elementide a e A ning
| GL paarsust.+

Parempoolne moodul ule algebra A defineeritakse analoo-
giliselt. Kui superalgebra A on kommutatiivne, saab iga the-
poolne moodul kanooniliselt bimooduliks. Kui superalgebra
A ei ole kommutatliivne, nimetatakse Z2-gradueeritud Abe-
li rihma vasakpoolse Z2-gradueeritud mooduli struktuure ja
parempoolse Z2-gradueeritud mooduli struktuure koosk®&las-
tatuks, kui kehtib

aol = (-1)P(@P(loa. (4.20)

Lause 4.2. Z2-gradueeritud Abeli rihm D (8m) on Z2-graduee-
ritud vasakpoolne moodul Ule algebra (gm jargmise operatsioo-
ni suhtes:

(8-<5)(f7) = $-(<5(n)),

kus £, e (gmja & e D((gm). Operaatori %<5 paarsus definee-
ritakse valemiga

p(%6) = p{%) + p{d).+

Selle paragrahvi alguses (naide 3) margiti, et algebra A k&i-
kide diferentseerimiste ruum D(A) on Lie’ algebra selles néi-
tes defineeritud kommutaatori suhtes. Analoogilist struktuuri
on vBimalik defineerida ka supervektorruumis D(A), kus A
on superalgebra.

Definitsioon 4.7. Z2-gradueeritud vektorruumi £s temal maa-
ratud lineaarse operatsiooniga [,]:£, —£* nimetatakse Lie’
superalgebraks, kui on tdidetud tingimused:
i) la,b] =-(-1)"<epbib,a],
=) (-p(@>pwila, [b, c]] + (-1)*’(c)p.wlc, la, b)]

+ (_1) P<Wxx«)[b,[c,a]] = 0,
kus a,b,c on vektorruumi £s elemendid Ja p(a),p(b), p(c)
nende paarsused.+

20*



148 SUPERSUMMEETRIA MATEMAATIKAS

Olgu A superalgebra ja D{A) selle algebra diferentseeri-
miste vasakpoolne moodul. Defineerime jdrgmise valemi abil
kommutaatori:

[<5i,<52] = <Gi<® - (- 1) p{5")p(CR)B26 i, (4.21)

kus Oi, & on homogeensed diferentseerimised. Lineaarsuse
tottu laieneb valem (4.21) hulga D (A) suvalistele elementide-
le.

Lause 4.3. Vasakpoolne moodul D(A) on operatsiooni (4.21)
suhtes Lie’ superalgebra.+

Jareldus. D(£jm) on Lie’ superalgebra operatsiooni (4.21) suh-
tes.+

Suure hulga néiteid Lie’ superalgebrate kohta saame Lie’
algebrate gln,sln,on,sunja spm udldistustest.

Kui V = Vg0 V[ on supervektorruum, kusjuures dimV” = K
ning dimVi = 1, sis ruumil End(V) on supervektorruumi
struktuur. llmneb, et End{V) on operaatorite kompositsiooni
suhtes assotsiatiivne superalgebra. Vastavalt eespool kirjelda-
tud assotsiatiivsete algebrate kohta kdivale uldprotseduurile
defineerime Lie’ superalgebra struktuuri ruumil End(V) vale-
miga

[A,B] = AB - (-1 )pW)pWRA, (4.22)

kus Aja B on ruumi End(V) homogeensed elemendid. Téhis-
tame saadud Lie’ superalgebra glk,i- Olgu {ei,ea},i =
a=k+1,...k +1 superstruktuuriga kooskdlastatud ruumi V
baas. Sus vdib iga operaatorit kirjeldada tUheselt blokkmaat-
riksiga

(4.23)

kus Ai on kxfc-dimensionaalne, A4 on Zxi-dimensionaalne, A3
on Jxfc-dimensionaalne ning A2 on kx J-dimensionaalne maat-
riks. Maatriksi A elementideks on korpuse K elemendid (ska-
laarid), mitte aga mingi Grassmanni algebra elemendid (s.t.
see pole supermaatriksi). Konstruktsiooni, kus elementideks
on supermaatriksid, vdib leida jargmises paragrahvis. Seega
osutub glk,i Lie’ algebra gln superaldistuseks.

Defineerime maatriksi (4.23) jaoks superjalje nagu super-
maatriksitegi jaoks valemiga

Str (A) = Tr{Ai) - Tr (A4). (4.24)
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Lihtne on n&ha, et paarismaatriksite A ja B korral, millel on
kuju
A = (AN 0\ /B, O\
lo As4) "’ * lo B4)

vOrdub kommutaator vastavalt valemile (4.22) jargnevaga:

ras1r  /[™i,Bi] 0 \
[aB]-1 0 ias,b4]>-

Maatriksi tavalise jalje omadustest saame, et Str([A,B]) = 0.
Paaritumaatriksite A ja B puhul, kui

- U A, -(T o)
saame kommutaatori

A2B3 + B2A3 0
0 ANB2 + B3A2

Vastavalt valemile (4.24) ja tavalise jalje omadustele saame

Str([A,B]) = Tr(A2B3) + Tr(B2A3)~
-Tr(A3B2)-Tr(B3A2) =-0.

Olukord, kus siin Uks on paarismaatriks ja teine paaritumaat-
riks, jadgu uurimiseks lugejale.

Et iga maatriksit vBib Uheselt esitada paaris- ja paaritu-
maatriksi summana, saame

Str([A,B]) =0 (4.25)

suvaliste A,Be glk,i jaoks. Podrakem tdhelepanu asjaolule, et
(4.25) tdestuseks ei saa kasutada supermaatriksite superjalje
omadusi (2.28b). Seosest (4.25) jareldub, et maatriksid, mille
superjalg on v@rdne nulliga, moodustavad Lie’ superalgebra
glk,i alamalgebra, mida hakkame tahistama slk,i. Seega

slki = {Ae dlidt IStr(A) = 0}.
Lie’ superalgebra slk,i on Lie’ algebra sln superildistus. Seda

superalgebrat nimetatakse unimodulaarseks lineaarseks Lie’
superalgebraks.
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Olgu K=Cja Ue glk,i(Q kujul

kusjuures 1+ Af = 0, D + Df = 0 (t tdhistab Hermite’i kaas-
kompleksoperatsiooni). Valemi (4.22) rakendamine nditab, et
kahe maatriksi (4.26) kommutaator on samuti maatriks kujul
(4.26), s.t. maatriksid kujul (4.26) moodustavad Lie’ superal-
gebra, mida tahistatakse Uk,i. Ndeme, et Uki on Hermite’i kald-
summeetriliste maatriksite Lie’ algebra superanaloog.

Lie’ superalgebra suk,i saame, kui esitame maatriksitele
(4.26) tadiendavad tingimused Str(U) = 0, s.t.

suki={U e uki IStr(U) = 0}.
Maatriksid kujul

B O\ /0 0 u\
/= C -A 0 + O O v ,
0 O F) \vf -u1 Of

kus B = B1, C = C1, F = -Ff, moodustavad Lie’ superalgebra
ospz2p,n{W, mida nimetatakse ortogonaal-simplektiiseks su-
peralgebraks. Nad rahuldavad tingimust

UJ+JU1=0,
kus
/0 1p O\
J=\-b o0 o
Vo oy

Antud paragrahvi I6petab veel Ghe supermooduli, spiinori-
te supermooduli Kkirjeldus. Seitsmendas paragrahvis konstruee-
ritakse selle supermooduli abil superseostus spiinorkihtkon-
nas. Konstruktsioon pdhineb Cliffordi algebral Cw, mille kir-
jelduse vbib leida esimese paragrahvi 18pus.

Enne spiinorite supermooduli juurde asumist tutvustame
moningaid uldisi konstruktsioone. Z2-gradueeritud moodul
(supermoodul) algebral A definitsioonist 4.6 on Z2-graduee-
ritud riuhm, mis rahuldab vastavaid aksioome. Illmselt pole
keeruline asendada selles definitsioonis Z2-gradueeritud Abe-
li rihm mingi supervektorruumiga V. Olgu V ja W kaks su-
permoodulit vastavalt superalgebratel A ja b. Superruumiks



LIE® SUPERALGEBRAD 151

V ® W loeme ruumide V ja W tensorkorrutist, rrille graduee-
ring on maaratud valemiga

p{v ®tv) = p(v) + p(w).

Defineerime ntidd kujutuse (JI®:B)x(\/®NO — jargmisel
viisil:

(a ®b, v ®tv) —(-i)" [OPN) a(v) ®b(Tv), (4.27)

kus (a,v) —a(v) ja (b,w) — fc(iv) vastavad supermoodu-
lite V,>K struktuuridele, ja lineaarsuse t6ttu laiendame seda
suvalisele elemendile.

Lause 4.4. Kujutus (4.27) maé&rab vasakpoolse supermooduli
V ® W struktuuri Ule superalgebra 4 ® 2?2.*

Selle vaite tdestuseks on vaja vaid kontrollida aksioomi
((a®b) =(a' ®L) (v ®tv) = (a®b) ((&a" ®b") (Vv ®tV)).
Vorduse vasakut poolt teisendades saame
(_Dp(e>(b)+p(v)p(n+p(b’)p(v)fl (a (v)) ®b (b*(w)).

Rakendades vOrduse paremale poolele kaks korda valemit
(4.27), jduame samale tulemusele.

Supermooduli V struktuur dle algebra A tédhendab, et lei-
dub paarsust sdilitav homomorfism A4 —End(V); teisisdnu,
igale elemendile a e A vastab ruumi V teatud endomorfism,
mida hakkame tdhistama sama tédhega a. Olgu V ® W super-
moodul Ule superalgebra A®b.

Lause 4.5.
Str(a® b) = Str(a) Str(b),

kusa GHA ja b Gbd»

Olgu Cn paarisarvu moodustajatega (n = 2m) Cliffordi al-
gebra ule korpuse C. Siis Cn = C2®... Ciim korda), kus C2 on
kahe moodustajaga y\ ja y2 Cliffordi algebra. Téepoolest, kui
m = 2, kehtib C4 = C2® C2, ja kui tédhistada elemendid 1®y[
ja 1® Y2 vastavalt simbolitega y3ja y4 ning W®1lja y2® 1
simbolitega yi ja y2, kus y;,y2 on teise teguri moodustajad,
siis saame néiteks:

[YbY3] = A ®L.I®YH=N®Yl - YI®W =0,
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aga
[Y3.¥3] =1 ®YVI®Y[] =21 ®(Y])2) = 2
Analoogiliselt kontrollitakse ka teisi Cliffordi algebra seoseid.
Kahem®&dtmelise Cliffordi algebra jaoks eksisteerib realisat-
sioon 2 x 2-m@&dtmeliste kompleksarvuliste kordajatega maat-
riksite abil. Olgu

(4.28)

Pole raske néha, et seesugusel samastamisel séilivad kdik Clif-
fordi algebra seosed. Seega, kui vaadelda eespool toodud
maatrikseid ruumi C2endomorfismina, siis samastamine (4.28)
maarab &ra superalgebra C2 homomorfismi ruumi End(C2).
Ruumi C2 loeme superruumiks, kusjuures Z2-struktuur po-
hineb kokkuleppel, et esimene baasivektor on paarisvektor ja
teine paarituvektor (vt. ndidet esimeses paragrahvis). Siis jarel-
dub valemitest (4.28), et homomorfism C2 —End{C2) sauitab
paarsuse. See tdhendab, et C2 osutub supermooduliks ule Clif-
fordi algebra C2. Margime tdika, et ruumi C2 superstruktuur
maaratakse tema automorfismiga e, mille maatriksiks on

Lihtne on veenduda, et i~Iy\y2 = e. Vastavalt eespool kirjel-
datud konstruktsioonile osutub ruum Sn = C2® ... C2 vasak-
poolseks supermooduliks tle Cliffordi algebra Cn (sest C,, =
C2®... C2 (m korda)). Ruumi Sn dimensioon on 2m. Tema

superstruktuur on méaratud maatriksiga e = i~-my\ y2... yn-
Sama konstruktsiooni vdib kirjeldada ka teisiti. Olgu (gm
Grassmanni algebra, mille moodustajateks on 0\, 02,..., 6m.

Toome sisse algebra (gm lineaarsed operaatorid:
y&K-i = dk+ Ok» Y2k = i(0Ok - dK), (4.29)

kus k= 1,2....... m ja ok tdhendab moodustajaga ok korruta-
mise operaatorit. Siis

[YuYj] = 26ij,

kus ij =1,2... n. Kui m = 1, saame operaatorite (4.29) abil
maatriksid (4.28). Seega vdib ruumi Sn vaadelda kui Grass-
manni algebrat. Sel juhul esitavad supermooduli struktuuri
operaatorid (4.29).
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Vastavalt eespool toodud supermooduli struktuurile v8ib
Cliffordi algebra Cn suvalise elemendi x jaoks defineerida te-
ma superjalje Str(x). Et iga elemendi x jaoks leidub tema
arendus Cliffordi algebra moodustajate jargi kujul

X=X <Y
i

siis ilmselt piisab, kui arvutada elementaarmonoomide y/ su-
perjalg, sest definitsiooni jargi

Str(x) = X oy Str(yi).
i

Lause 4.6.

Str(yi) ={°’ kui /P {l,2,...ni;
zir)(/))//r% {[(Zi)m, kuiIz{l,Z,...,n}.+

Toestame selle lause induktsioonimeetodil. Kui m = 1, siis
jareldub valemist (4.28), et

Str(1) = Str(yi) =Str(y2) =0,
Str(yi y2) = Str(ie) = Ii.

Oletame, et vaide on 6ige mingi m > 1 korral, ja nditame, et
tdpselt samad valemid jddvad kehtima ka m + 1 korral. Olgu
Y1,¥2,---,¥n Cliffordi algebra Cn (n = 2m) moodustajad ja
y'i,y2 algebra C2 moodustajad. Siis on algebra Cn+i = Cn®C2
elementaarmonoomideks elemendid

yi &1, Y ® Y[, Y1 ® (Y[Y2),
kus I Q{1,2,...,n} ja i = 1,2. Vastavalt lausele 4.5 kehtib
Str(yi ®1) = Str{yi)Str(l) =0,
5tr(y7®yt) = StriyrfStriyl) =0

Str(yi ® (yi ¥2) = Str(y!) Str(ie)
ro, kui /7~ {1,2, —n};
1(2i)ym+l, kui 7={1,2.... n).

Et element y ® (y[y2) samastatakse elemendiga
yj y2m+1 y2m+2, ongi lause tBestatud. Seega kehtib valem

Str(x) = (2i)mEXi2..n, (4.30)
kus x on Cliffordi algebra C,, suvaline element.
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Supermuutkond

S-muutkond. Superpiirkond. Superpiirkondade morfism.
Funktsiooni Grassmanni jatk. Supermuutkond. Lagunduv
supermuutkond.

Selles paragrahvis kirjeldatakse superpiirkonna ja super-
muutkonna md@istet. Tahistagu K korpust R v6i C. Muutkonna
struktuuri kirjeldamiseks on olemas kaks tdiesti ekvivalent-
set lahenemisviisi. Lihtsustades monevdrra olukorda, v8ib del-
da, et Uks neist lahenemisviisidest seisneb mudelruumi lahtis-
te piirkondade kokkukleepimises teatud klassi funktsioonide
(diferentseeruvate, reaalanaltdtiliste jne.) abil. Teine seisneb
teatud funktsioonideklassi valikus muutkonnal. Viimane v&-
te on supermuutkondade puhul eelistatum, sest, nagu margi-
tud eespool, paaritud koordinaadid 91,62,...,6 m ilmuvad ta-
nu sellele, et vaadeldakse funktsioone vaartustega Grassmanni
algebras (gm. Teist ldhenemisviisi saab formuleerida kimpude
teooria mdistete abil, nagu tegi seda Berezin oma toddes. Et
mitte koormata teksti lisadefmitsioonidega, tuletame super-
muutkonna konstruktsiooni kimbu ja ringistusruumi mdoistet
sisse toomata.

Késitluse suletuse huvides tuletame meelde edaspidiseks
vajaminevad pdhilised funktsioonide klassid:

a) K=R;

1) siledate reaalarvuliste vaartustega funktsioonide ruum
T{U) lahtisel alamhulgal U ¢ Rn; /7 e 1(U) parajasti
siis, kui tal on U igas punktis pidevad igat jarku osatu-
letised;

2) reaalsete analtdtiliste funktsioonide ruum A(U)\ f e
A(U) parajasti siis, kui funktsiooni / Taylori rida koon-
dub funktsiooniks f U suvalise punkti Gmbruses;

b) K=C,

1) komplekssete analuttiliste funktsioonide ruum
O(U) alamhulgal U ¢ Cn; / e O(U) parajasti siis, kui
funktsiooni / vdib iga punkti z0O e U imbruses esitada
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koonduva astmereana kujul

[e9]

f(z)= £ aa,..(xn(zl - zj)at... (zn - z%)an.
cXi...a,,

Edaspidi tahistab S(U) dhte tlalpool loetletud K-funktsiooni-
de ruumi alamhulgal U cK". Ruumi S(U) elemente nimetame
S-funktsioonideks.

Definitsioon 5.1. Loenduvat baasi Rn omava alamhulgaga lo-
kaalselt homeomorfset Haudsdorffi topoloogilist ruumi nimeta-
takse n-dimensionaalseks topoloogiliseks muutkonnaks.4*

Definitsioon 5.2. S-muutkonnaks nimetatakse topoloogilist

muutkonda M, mille korral kehtivad jargmised tingimused:

1) muutkonnal M on antud funktsioonide pere Sm, mis on
maaratud M lahtistel alamhulkadel ja mille vaartused on
korpusest K;

2) ¥x g M leidub lahtine imbrus U (x g U) ja homeo-
morfism h : U — U ¢ Kn, nii et iga lahtise alamhul-
ga V ¢ U korral funktsioon f g Sm parajasti siis, kui
/0oh*“1GS(h(V));

3) kui {UX\a&A on lahtise hulga U lahtine kate, st
UbAUa = U, jaf : U- K, siisf G SM parajasti siis,
kuif\UaeSM, VO(GA+

Arvu n definitsioonis 5.2 nimetatakse muutkonna M K-di-
mensiooniks (kompleksdimensiooniks, kui K = C, ja reaaldi-
mensiooniks, kui K = R). Seega saab eristada kolme tuupi
muutkondi:

a) sile reaalne muutkond M, kui K = Rja5([/) = 2'((7);
b) reaalne analtdtiline muutkond M, kui K = R ja S(U) =

MU);
¢) kompleksne analtutiline muutkond M, kui K = C ja
S(U) = O(V).

Toodud definitsioonist nahtub, et muutkond konstrueeri-
takse ruumi Kn lahtiste piirkondade ja neil maaratud teatud
funktsioonide klassi abil. Selles m&ttes voib paari {U,S{U)},
kus U ¢ Kn on ruumi Kn lahtine alamhulk ja S(U) selles
defineeritud funktsioonide ring, nimetada muutkonna mudel-
piirkonnaks. Seega vdib supermuutkonda konstrueerida ana-
loogiliselt, defineerides eelnevalt mudelsuperpiirkonnad.

21*
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Olgu U lahtine hulk ruumis Kn koordinaatidega
(x1,x2,..., xn)ja (gm Grassmanni algebra tile korpuse K moo-
dustajatega B1,B2,...,0 T. Olgu C(U,8m) hulgal U vaartuste-
ga algebras (gm pidevate funktsioonide ring. Kui f on ringi
C(U,(gm) mingi element, sis vdib teda esitada kujul

m
f(x,9)= X~-o>M)Ba'...sa\ (5.1)
k=0

kus fa]..ak(x) on indeksite cx ...otk suhtes kaldsUmmeetrili-
sed hulgal U pidevad K-vaartustega funktsioonid.

Definitsioon 5.3. Pidevat funktsiooni f{x, B) kujul (5.1) ni-
metatakse S-funktsiooniks hulgal U vaartustega algebras (gm,
kui fax.ak(x) e S(U) koikide indeksite komplektide txi ...cxk
korral*

Koefitsientfunktsioonid f a”..ak(x) on tavalised argumendi
x funktsioonid, flusikas nimetatakse neid komponentideks.
Supersimmeetrilistes teooriates loetakse paarismonoomide
g4 Qaik kordajaid bosonvalju kirjeldavateks ja paaritumo-
noomide Ba'...6aXkH kordajaid fermionvélju kirjeldavateks.
Seega v@imaldab avaldis (5.1) Ghendada mitu erinevat ttupi
véalja Uheks matemaatiliseks objektiks, mida nimetatakse an-
tud teooria véaljade multipletiks. Konkreetsete teooriate kom-
ponentanaltusi Uksikasjalisema kirjelduse leiate esimesest
peatukist. Kdikide (gm-vaartustega S-funktsioonide hulka hak-
kame edaspidi tdhistama S{U,Ejm).

Lause 5.1. Algebra S(U,(gm) on kommutatiivne superring (su-
peralgebra).*

Seega analoogiliselt K-vaartustega funktsioonidega saame
1) K =R korral siledate (gm-vaartustega funktsioonide ringi

X{U,(gm) ja analtutiliste (gm-véartustega funktsioonide

ringi A(U, (@m\

2) K = C korral komplekssete analuttiliste (?m-vaartustega
funktsioonide ringi 0{U,(gm).

Vahel nimetatakse S(U, (gm)-tutpi algebraid ka B-algebra-
teks (F.A. Berezini nime jargi, kes konstrueeris Uhena esimes-
test antikommuteeruvate muutujatega objektide matemaatili-
se teooria).

Definitsioon 5.4. Paari {U, S(U, gm)} nimetatakse superpiir-
konnaks dimensiooniga (n,m) ja teda tdhistatakse U*'m. Kui



SUPERMUUTKOND 157

U = Rn, siis paari {Rn,S(Rn,(“w)} nimetatakse standardseks
(n,m)-dimensionaalseks superruumiks ja téhistatakse Rn,m.+

Sageli nimetatakse lahtist hulka U ¢ Kn superpiirkonna
U$'m taanduvaks piirkonnaks (reduced domain). Taanduva
piirkonna koordinaatide ja Grassmanni algebra (gm moodusta-
jate kogumit (x1,Ba) nimetatakse superpiirkonna U$'m koor-
dinaatideks. Seega vdib valemit (5.1) vaadelda funktsiooni
f{x,6) arendusena Taylori reaks paaritute koordinaatide B1,
92,...,0 m jargi. Paaritute koordinaatide antikommutatiivsu-
sest jareldub selle arenduse 16plikkus.

Eelmises paragrahvis toodud diferentseerimisoperaatori
mdaiste lubab defineerida vektorvéljad superpiirkonnas U$'m.

Definitsioon 5.5. Vektorvéljaks X superpiirkonnas £/’ m nime-
tatakse superalgebra S(U,Cjm) diferentseerimist.¢

Analoogiliselt neljanda paragrahviga v8ib vektorvalja X
avaldada lokaalsete koordinaatide (x\Qa) abil:

n m Nn
(5-2)

i=1 a=1

Koikide vektorvaljade vektorruumi téhistame sumboliga
Vect{Us'm). Vektorruumi Vect(U”'m) jaoks kehtib peaaegu
kdik see, mis hulga D{<gm) korralgi. Sulu

[X,y] = X my - (-1 )P(X)P(¥>y - X (5.3)
suhtes osutub vektorruum Vect(U”~'m) Lie’ superalgebraks.
Lause 5.2. Vektorruum Vect{U”~'m) on Lie’ superalgebra kahe

vektorvéalja kommutaatori (5.3) suhtes.+

Tihti tahistatakse superpiirkonna [/”)m lokaalkoordinaate
mugavuse mdttes Uhe tdhega: (za) = (x\Ba), kus a = i, kui
I<a<njaa =«+n, kui n+1<a <n+m. Vektorvali
avaldub siis kujul

n+m n

X = I_ll(z>“épf— 54>

Kujutus 5 : (gm = K (vt. (1.27)) kandub funktsioonidele (5.1)
ule jargmisel viisil:

5(f (X,0)) =f(x, B) (5.5)

0a—0
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Jarelikult 5: S(U,Qm) - 5(17), kusjuures 5 on algebrate ho-
momorfism.

Olgu / g 5(17) tavaline arvfunktsioon piirkonnal u. Lahtu-
des funktsioonist / vdib konstrueerida funktsiooni / g
S(U,(gm). Olgu (yly 2,...,yn) algebra gm paariselemendid,
mille jaoks 5(3/) = (s{y1),s{y2),...,s(yn)) e U. Defineerime
funktsiooni / véaartuse punktis s{y) valemiga

fiy,y ... yn)= X (3x1)«1...0 X n)«n

Xiy1-5(y1)B&...(yn- s(yn))°n.

On néha, et funktsiooni / vaartus punktis s{y) on Grassman-
ni algebra (gm element ja rida (5.6) koosneb I8plikust arvust
lildetavatest. Kirjeldatud konstruktsiooni nimetatakse funkt-
siooni fix) Grassmanni jatkuks punktis s(y) superpiirkonda
Jjn,m

IImselt on superpiirkonna U$'m koordinaatidel (x1,9a) see
iseloomulik omadus, et iga superalgebra S{U,(gm) elementi
vOBib esitada kujul (5.1). Seepérast vdib esitada jargmise defi-
nitsiooni.

Definitsioon 5.6. Superalgebra S{U,(gm) paariselemendid {y|,
y2,...,yn) ja paaritud elemendid (Z1,r%2,..., Am) moodusta-
vad superpiirkonnas n$'T koordinaatsisteemi, kui suvalist ele-
menti f ¢ SiU,Cjm) vBib Uheselt esitada kujul

m
f = X /ou...ak(y)MNa' mmmnCk (5.7)
k=0

kus f a,..akiy) on funktsiooni fa,...ak(siyl),s(y2 Siyn))
G 5(17) analldtiline Grassmanni jatk.4»

Et yl,y2,...,yn on algebra SiU,Cjm) paariselemendid ja
AL.rj2,... ./im paaritud elemendid, kehtib

fy =YoM +ybRix)%9a9BR + ...,

iij“=pe(x)0“ + ..., bAa)

kus (x,0) on superpiirkonna U$'m koordinaatsiisteem. Jarg-
mises teoreemis (tBestuseta) tuuakse ara tarvilikud ja piisavad
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tingimused selleks, et elemendid (y\r)a) oleksid superpiir-
konna t/” m koordinaadid.

Teoreem 5.1. Avaldugu superalgebra S{U,(gm) elemendid
(y I,na) kujul

y I(x, B) = y'0o(x) +y al{x)eseRB+ ...,
5.9
rirt(x, B) = p«(X) OB + p“yX{x)6R6*e A+ .... (59)

Elemendid (y I,ga) moodustavad superpiirkonna U$'m koordi-
naatsiisteemi siis ja ainult siis, kui funktsioonide y”ix),
Yo(x),..., Yo (x) abil antud piirkonna U kujutus gp: U —U"',
kus p(x) = (Yo(x),Yo(x),...,Y0 (x)) e U, on difeomorfism
ja maatriks pR(x) on igas piirkonna punktis x mittekidunud.+

Kehtib Yo(x) = s(yl(x, B)). Analoogiliselt klassikaliste
muutkondadega v8ib defineerida maatriksi

mx, B) = Ne%(X,B\\ = il ii, (5.10)

kus (za) = (yLir7rt), (za) = (xu0a). llmselt on maatriks (5.10)
supermaatriks normaalkujuga

Vottes arvesse teoreemi 2.1, vdib teha jarelduse, et teoreemi
5.1 tingimused on ekvivalentsed supermaatriksi D (x,6) mit-
tekiduvuse néudega.

Jareldus. Elemendid (5.9) moodustavad superpiirkonnas U$'m
koordinaatsusteemi siis ja ainult siis, kui

Sdet(D(x,0)) ®0.*

Olgu U*'mja {U")s"'m kaks superpiirkonda koordinaatidega
vastavalt (x\Ba) ning (y\na)

Definitsioon 5.7. Kujutust ¢gpo : S(U',(jm) - 5(17,£m), mis on
maaratud valemitega (5.8), nimetatakse S-morfismiks super
piirkonnast U$'m superpiirkonda kui on taidetud jarg-
mised tingimused:
kui

f e S(U,(aT)
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ja
m
/7 = X fa,..ak(y)na] mmedaki
k=0
siis
m
<p(/)= X I«..<*(*)/j(0)ai ...r?<0)at es(u,gm),
k=0
kus

/d. «*(X) =/a,...ak(YoOM +ybR{x)eaelR + ...)

on K-vaartustega funktsiooni fa]..ak(y) Grassmanni jatk. See-
juures loetakse, et y\nae S(U,(gm).+

Iga superpiirkondade S-morfism maérab vastavate taandu-
vate piirkondade S-kujutuse. Valemist (5.8) nahtub, et see ku-
jutus maaratakse funktsioonidega Yo(x).

Definitsioon 5.8. S-morfismi superpiirkonnast U$'m superpiir-
konda (i7')s,m nimetatakse difeomorfismiks, kui eksisteerib
pooérdmorfism, mis on samuti S-morfism.+

Teoreem 5.1 annab tarvilikud ja piisavad tingimused S
morfismi osutumiseks difeomorfismiks.

S-morfismi superpiirkonnast U$'m superpiirkonda
nimetatakse lagunduvaks (splittable), kui leiduvad vastavad
koordinaatsusteemid (x1,6a) ja (yj,riY), nii et elementidel,
mis maaravad selle morfismi, on kuju

. . ; A

esyM;.

Definitsioon 5.9. S-supermuutkonnaks nimetatakse topoloogi-

list muutkonda M ja M lahtistel hulkadel maaratud (gm-vaar-

tustega pidevate funktsioonide peret Sm, nii et on taidetud tin-
gimused:

1) Vx g M korral leidub lahtine Umbrus J (x e J)) ja S-
difeomorfism ¢ : S(U’,(gm) — S{JJ,<gm), kus JJ’ ¢ Kn,
nii et ¢p poolt indutseeritud taanduvate hulkade kujutus
U — U on homeomorfism ja iga lahtise V ¢ JJ puhul
f e Sm siisja ainult siis, kui gp~1(f) e S(JJ',Qm}\

2) kui {Ua}aeA on lahtise hulga JJ lahtine kate, s.t. U«eA
Ja=Jd,jaf :J — (jm, siisf g Sm siisja ainult siis, kui
flu, € Sm V« c A+
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Seega on S-supermuutkonnaks paar (M,Sm)e Tihti nimeta-
takse muutkonda M taanduvaks muutkonnaks (reduced mani-
fold) ja kui supermuutkonda tahistada M, siis
M = MredmSupermuutkonda nimetatakse lagunduvaks (split-
table), kui kdik S-difeomorfismid, millest oli juttu definitsioo-
nis 5.9 esimeses alapunktis, osutuvad lagunduvaks.
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Integreerimine

Berezini integraal. Muutujate vahetus. Bereziniaan. Gaus-
si tuupi integraalid. Integreerimine ule Cliffordi algebra.
Pfaffian.

Selles paragrahvis jatkatakse superruumi ja klassikalise
ruumi vahelise analoogia otsimist. Vastavalt eelmisele parag-
rahvile tdhistatakse n paaris- ning m paaritu koordinaadiga
reaalset superruumi tdhisega Rnrn. Eelnevalt nagime, et pal-
jusid konstruktsioone, mis on defineeritud superruumi paa-
rissektoris, vBib lUle kanda tema paaritusse sektorisse. Selgub,
et see kdib ka integreerimise kohta. Valjateoorias kasutatakse
vaga laialdaselt Berezini integraali, s.t. integraali antikommu-
teeruvate muutujate jargi, nii supersimmeetrilistes valjateoo-
riates, kus kasutatakse Idplikudimensionaalset integraali, kui
ka kvantvaljateoorias, kus kasutatakse integraali tle I6pmatu-
dimensionaalse superruumi (kontinuaalne integraal).

Alustame integraali kirjeldust tema lihtsaimast erijuhust,
integraalist Uhe muutujaga 0, B2 = 0. Seega alustame super-
ruumist Ro'1 ehk Grassmanni algebrast QL Olgu de formaalne
simbol, mida kasitletakse kui muutuja B diferentsiaali. Olgu
ds kommuteeruv muutujaga B. Olgu f{s) funktsioon super-
ruumil RO, mille integraali Gle superruumi tdhistame

(6.1)
Integraali oleks loomulik konstrueerida nii, et sailiksid tavali-
se kommuteeruvate muutujatega integraali omadused, s.t. et

integraal (6.1) oleks
i) lineaarne

Ufi +/2) = Ufi) +K/2), Haf) =

i) invariantne Ulemineku suhtes superruumi Uhelt koordi-
naatsisteemilt teisele.



INTEGREERIMINE 163

Vaatleme jareldusi, mis tulenevad nduetest i) ja ii). Funkt-
siooni /(0) superruumil jRO" vBib avaldada kujul /(0) = a +
Be, kus a ja B on reaalarvud. Siis jareldub tingimusest i), et
integraali (6.1) vdib kirja panna

1(f) = a~de + B\] B dd. (6.2)

Et tavaline integraal reaalarvuliste muutujate jargi on reaalar-
vuliste vaartustega, siis vbib kéige uldisemalt oletada, et integ-
raal (6.2) peab omandama vaartusi algebras (gl, s.t. kehtivad
seosed

Jde = A + Bo, Jode = ¢ + De, (6.3)

kus A, B,C,D 6 R, ja ii) pdhjal nad ei s6ltu koordinaadi e vali-
kust. Koordinaatteisenduste hulgas on kaks tdhtsamat erijuh-
tu. Esimene neist on nihe 0 — O+ e, kus e on antikommuteeruv
Grassmanni konstant. Olgu B' = B + £ Siis vdib tingimusest ii)
lahtudes vaita, et

de' = de, e'de’ = ede (6.4a)

ehk
a + BO' = A + Be, C +De' =cC + De. (6.4f0)

Voérdustest (6.4b) jareldub, et B = D = 0. Teine tahtis koor-
dinaatteisendus on dilatatsioon 0 — J10, kus /1 e R. Olgu
0" = N10. Valemitest (6.4a) jareldub, et

d(noy .de=a, n ed(J/0) = de =c.

Edasi on tarvis selgitada, mida tahendab stmbol d(/10). Asi
on selles, et sdarast tiuUpi tavaliste integraalide korral on tei-
sendused seotud teisenduste jakobiaaniga, s.t. determinandi-
ga, aga eelnevast me teame, et antikommuteeruvate suuruste
puhul erineb superdeterminant tunduvalt tavalisest (vt. §3).
Seepérast oletame lihtsalt, et

d(n10) = J(A) de, (6.5)

22*
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kus J(\) on muutuja 1 mingi funktsioon. Siis
JAYA=A, AJ(A)C =C.

Et viimased vordused peavad kehtima suvalise A jaoks, jarel-
dub neist, et A = 0ja J(A) = A-1. NBuded i) ja ii) ei sea piiran-
guid C suhtes. Tavaliselt normeeritakse integraal tingimusega
cC=1

Kokkuvdttes jouame integreerimise pdhireegliteni paaritu
koordinaadi B jargi:

dd = 0, Qds = 1 (6.6)

Peale nende reeglite jareldub seosest (6.5) diferentsiaali de

teisendus
d(A0) = A_1dd, (6.7)

mis erineb tavaliste kommuteeruvate muutujate diferentsiaali
teisendusest. VOib markida, et teisenduse B — As jakobiaani
supermaatriks koosneb vaid blokist A4 (vt. §2), mis vdrdub

dim x

Seepéarast on selle maatriksi superdeterminant valemi (3.3) jar-
gi vordne A-1.

Et tuletada Berezini integraali muutujate jargi
ule algebra (gm, tuleb kasutusele vdtta simbolid d9l,..., ddm,
lugedes nad antikommuteeruvateks omavahel ja kommuteeru-
vateks moodustajatega 61,62,..., om, s.t.

dead9R = -delRdea, eades 3 = doRea (6.8)

suvaliste a, 3 = 1,2 korral. Integreerimisreeglid m an-
tikommuteeruva muutuja korral p6hinevad integraalidel, mis
on analoogilised integraalidega (6.6):

140" =0, je adea=1I. (6.9)

Valemites (6.9) puudub sunmieerimine a jargi. Korduvat in-
tegraali télgendatakse integraali jarjest rakendamisena

\] %(el...em)de”...de”™ - \] (\] I(e1,...,etn)dear)...ds a\
(6.10)
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kus %(01,..., Om) on algebra (gm mingi element. Integreeri-
misreeglitest (6.9) jareldub valem

jS(el,...,emdem...de' = 5i.m (6.11)

kus on monooml el ...0m kordaja elemendi $ uleskir-
jutuses (1.23).
Valemit (6.11) vdib teisendada kujule

5(',...,e™)dem...del =~
(6.12)
ehk uldistatuna
i em)de”...de” = pgBalpgPgga, (5(0",...6"%)),
(6.13)

kus indeksid on jarjestatud «i < a2 < ... < Q.

Seega jareldub valemist (6.13), et integraal antikommutee-
ruvate muutujate jargi on arvutuseeskirja mottes ekvivalentne
tuletise mdistega (vt. 84). Olgu Un'm superruumi Rn'm super-
piirkond ja olgu (x1,0a) koordinaadid superpiirkonnas Jin'm.
Defineerime integraali funktsioonist f(x,0) e T{U,Qm) vale-
miga

f(x,0)dnxdmo = f(f /¢,..« (X)dx]...dxn)x

JUunm J Js(Un'm)
Xod ...oa’dom...do ],
(6.14)
kus s{Un'm) = U ¢ Rn. Valemist (6.12) tuleneb, et

f(x,0)dnxdmO= A\.m{x)dxl...dxn. (6.15)
JIim Ju

Valemid (6.14) ja (6.15) on ekvivalentsed, kuid valem (6.14)
naitab selgemini, et integraal antikommuteeruvate muutujate
jargi on paljuski sarnane tavalise integraaliga.

Olgu Unm superpiirkond koordinaatidega (x\0a) ja olgu
(Yj,rIB) superpiirkonna uued koordinaadid

x1=xb(y) + + -
Oa- PR(y) nB+PRY\(y) nBnYnA+.
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kusjuures eeldatakse, et tdidetud on ko&ik teoreemi 5.1 tingi-
mused (funktsioonid Xq(y), y e s(Un'm) méaaravad piirkonna
s{Un'm) difeomorfismi iseendaga ja det{pB(y) ® O Vy e
s(Un,m)).

Olgu

A= (6.17)

koordinaatidelt (x\oa) koordinaatidele (yj,rjB) ulemineku
supermaatriks.

Definitsioon 6.1. Bereziniaaniks B er (”) nimetatakse super-
maatriksi A superdeterminanti

Ber{”~-~) = Sdet (A).+ (6.18)
y,n

Teoreem 6.1. Superpiirkonna Un'm koordinaatteisendusel
(6.16)
(x,B) - (Y, 7

teiseneb integraal (6.14) jargmise valemi kohaselt:

(6.19)
kus f(y,n) = f(x(y,ri),9(y.rj)) ja f e £c(t/,£m) (kompakt-
se kandjaga siledate funktsioonide ruum).+

Toestus. Toestame selle teoreemi erijuhul, kui koordinaat-
teisendusel on kuju (lagunduv morfism)

(6.20)

kus maatriksi D = (PR) elemendid on kas reaal- vdi komp-
leksarvud. Sel juhul omandab supermaatriks A kuju

(6.21)

ja WeTwekunbere2nnaan on vérdne

Ber("-’;—) =det(J(y)) (detD) I. (6.22)
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Arvutame valemi (6.19) vasaku integraali:
jvnmf(x,0)dnxdme = L fai.Mp(x)dnx pe a'...ea’dme
= f f\2...m(x) dnx
Ju
det(J(y)) dny
(detD)~I(detD )~ fi_m(y)det(J(y))dny?jriz-n rmamrn

= fi..m(y)det(J(y))(detD)~1dny”jO1(n)-9 m(n)dmn

A N .
jun‘nBerg/,n) f{y,n) any dmn.

Esitatud vorduste ahelas on kasutatud muutujate vahetuse va-
lemit tavalises integraalis (det{J{y)) ilmumine) ja valemit

9l...em= (detD) n1---T1T,

mis jareldub otse valemist (6.20). Sellega tdestus 10peb.

Kui / on sile kompaktse kandjaga funktsioon (s.t. punkti-
hulk {x GU :f{x) ® 0} on selline, et tema sulund on kom-
paktne ja sisaldub piirkonnas LO, siis

f n Jf
Y zr~dnx = 0. (6.23)
Junrdx'’

Samasugune omadus on ka integraalil ule superpiirkonna
jjn,m Teisisdnu, olgu /7 e Tc(U,Qm). Siis

f (x df(x¥L +,|'\r df* ~ )J)dnxdme = 0. (6.24)
3X- . ae» J

Valemi (6.24) paaritu osa jareldub seosest

suvalise a korral.
Arvutame vélja moned kasulikud integraalid, mis etenda-
vad tahtsat osa kvantvaljateoorias. Alustame lihtsaimatest.
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Vaatleme kahekordset integraali
e 2X \y~&xdy.
r y y

Selleks et teda véalja arvutada, laheme ule polaarkoordinaati-
dele. Saame:

e- bxe~b2dx dy = f 2ne %rzr dr do = 2tt.
r \X 0

Teiselt poolt
ra /ro \

e~2x2~2Y2dx dy = (f e~2x2dx)
J—eo VJ—eo /

Siit jareldub, et
r e 22dx = vzt (625)

Tehes siin muutujate vahetuse x = VXx', kus J1 > 0, vdib
integraali (6.25) teisendada kujule

e~MKx2 dx = /. (6.26)
Van
Olgu A =] (Kj I n-dimensionaalne summeetriline regu-
laarne ruutmaatriks. Igale sellisele maatriksile v8ib vastavusse
seada ruutvormi

1 .. .

A(Xx) = -zoCuXI Xj (6.27)
muutujatest xI,...,xn. Integraal (6.26) véimaldab valja arvu-
tada Gaussi integraali

% = M e~AX) dx1...dxn. (6.28)

J-00

Nagu teada, v8ib iga ruutvormi ortogonaalteisenduse abil viia
kanoonilisse kujju. Olgu selline teisendus

x1=R[yk

Maatriksi B = (BK) ortogonaalsuse téttu on selle teisenduse
jakobiaan mooduli jargi vordne Uhega. Peale teisendust saab
integraal (6.28) kuju
an 1
% =1 e-2A~ j2-.2XYMNrdy1...dy1

—00
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kus Ai,..., An on maatriksi A omavaartused. Seose (6.26) tottu
omandab saadud integraal kuju

% = (V2TT)" (Ai...A,)-i.

Vottes arvesse, et Ai ...An = det(A), saame tulemuseks

fI\ferD_i VEVI §d _ !
(778 J e YAEY Y dx1.. .dxh = yadet() (6.29)

Analoogiliselt vdib valja arvutada antikommuteeruvate muutu-
jatega Gaussi integraali. Olgu A = (aal}) 2m-dimensionaalne
reaalne kaldsimmeetriline (aal} = -alla) ruutmaatriks ja B1,
92,...,BT Grassmanni algebra <gn moodustajad. Seame maat-
riksile A vastavusse vormi A(0) = \aall OaOfR. Maatriksi A
vOib positiivse determinandiga ortogonaalteisenduse abil viia
kujule

§ O Ai 0 0 N
-A 0 0 0
0 0 A2 (0] 0
A = 0 -A2 O 0 0
0 Am

0 . Am 0 )

Kui ea = bR%P on moodustajate ea vastav teisendus, siis
muutujates f omandab vorm A(O) paarisarvulise m = 2K kor-
ral kuju

A<8) = Aig152+ A2?23?4+ ... + AK (6.30a)
ja paarituarvulise m = 2k - 1 korral kuju
A(3> = Al §172+ A253?4 + ... + Al-1 5"-2gm-1  (6.30b)

Arvutame valja integraali

of = ie”"RCeRdOm...dO1 (6,31)

Minnes Ule muutujatele 5152 eee»Sm>saame

f =~erdrdsw-1..d%\
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kus A(8) on antud kujul (6.30a) vdi (6.30b). Antud juhul on
bereziniaan vdrdne Uhega, sest teisendus on ortogonaalne ja
tema determinant on positiivne. Valemist (6.12) jareldub, et
paarisarvulise m = 2k korral

pm
= ..3F (e ) = AlAz- - Afc

ja paaritu m = 2k-1 korral 2/ = 0. Et paarisjuhul Ai Ar... A* =

yJdet(A) ja paaritul det(A) = 0, v6ib nad mdélemad Uhendada
I16ppavaldisse

If = \] e*a>*aelfdEmd Im~I ... d 11 = yjdet(A). (6.32)

Olgu nudd (gn Grassmanni algebra moodustajatega B1,B2,

kus n on paarisarv, s.t. n = 2m. Kui Aonnx n-di-

mensionaalne kaldsummeetriline maatriks, siis voib talle vas-
tavusse seada algebra Gn elemendi r(A) jargmisel moel:

r(A) = +B‘AB = | atls' B>,

kus simboliga o tahistatakse moodustajate B1,02,..., onveer-
gu ning valemi keskmises osas peetakse silmas maatriksite
korrutamist. Defineerime nuud maatriksi A pfaffiani Pf(A)
jargmise valemiga:

E!Ar(A))m = E!’(IZ_OtAO)m =Pf(A)0102...0n. (6.33)
Sellest definitsioonist jareldub, et Pf(A) osutub maatriksi A
elementide homogeenseks m-astmeliseks poliinoomiks, juhul,
kui m = 1, jareldub valemist (6.33), et

Pfaffiani defineerivat valemit (6.33) vdib Umber kirjutada, ka-
sutades Berezini integraali Gle Grassmanni algebra. Téepoo-
lest, valem (6.33) on ekvivalentne jargmise valemiga:

leie'ASden...del=Pf(A). (6.34)
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Vahetult definitsioonist (6.33) jareldub Uks pfaffiani omadu-
sest. Vaatleme n-mddtmelist vektorruumi V, kus n = 2m, ja
selles baasivektoreid e\,ez,...,en. Vektorruumi V Grassmanni
valisalgebra tahistame /\V. See on Grassmanni algebra moo-
dustajatega ei,e2, m+,en, kusjuures selle algebra suvaline ele-
ment a avaldub jargmise summana:

n n
X=«0+ X «ifi+ X (XijeiAej+...+aiz...eiA...Aen. (6.35)
i=1 ij=1

Kui L on ruumi V mingi lineaarne operaator, sus maarab see
algebra f\V homomorfismi jargmisel viisil. Olgu (Lij) operaa-
tori L maatriks baasis ei,e2,...,en, s.t. L(ej) = Lij ei. Siis

X =L{a) = o+ MLij(Xj) ei
i=i
+ {Lyi(XijLg)e* Aem+ ... + ctet{L)(X\2..ei a ... n e

r,s=1

kus a on element kujul (6.35). Tekib homomorfism L: 4V —
f\V, mille oleme tahistanud samuti L. Sellest valemist jarel-
dub, et

1(le' n (Ae)) = ~e‘n ((LALY)e),

kus sumboliga e on tdhistatud vektorite ei,e2,...,e, veerg
ning lihtsuse moéttes on sumboliga | téhistatud operaatori |
maatriksit. Et L on algebra AV homomorfism, siis rakendades
teda valemi (6.33) mdélemale poolele, saame

— (- el n (LAL)e)m=Pf(A) aet(L) e\n ... n en.
ml 2

Snt jareldub, et

PF(LALI) = Pf(A)det(L).

Erijuhul, kui L on ruumi V orientatsiooni sailitav ortogonaalne
operaator, s.t. tema maatriks on rihma SO(n) element, siis

PF(LAL~1) = Pf(A).
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Seega on pfaffian invariantne spetsiaalsete ortogonaalsete tei-
senduste suhtes.

Teine pfaffiani omadus jareldub valemite (6.34) ja (6.32)
vOrdusest ja tal on jargmine kuju:

(Pf(A))2 = det(A),

kus A on paarisarvulise dimensiooniga (n = 2m) kaldstim-
meetriline maatriks. Sel juhul vdib maatriksi determinandist
vOtta ruutjuure ja seega saada maatriksi elementide m-astme
homogeenne avaldis, mille ruut vérdub maatriksi determinan-
diga.

Kvantvéaljateoorias tuleb tihti arvutada allikaid sisaldavaid
integraale kujul (6.32). Selles paragrahvis vaadeldakse selli-
se integraali 16plikumddtmelist juhtu. Vaatleme lisaks Grass-
manni algebrale <gn, kus n = 2m ja mille moodustajateks on
B1, B2 ..., BN, veel teist Grassmanni algebrat (g'n moodustaja-
tega J1,J2...... Jn. Olgu tegemist integraaliga

Matemaatika vaatevinklist toimub integreerimine Ule algebra
(g'n® (gn (integraal omandab vaartused algebras (?'n), kusjuu-
res vastavalt definitsioonile

a® BRden...ddi1= x RBddn...del

suvaliste a e (g'nja B e gn korral. Sel juhul muutub Berezini
integraal lineaarseks funktsionaaliks algebral (g'n ® 8n vaar-
tustega esimeses komponendis. Vastavalt valemile (1.6) osu-
tub JtB algebra (j'n ® (gn paariselemendiks. Kuna integraali 1
eksponendi astendajas on md&lemad liidetavad paariselemen-
did, siis nad kommuteeruvad ning vdib kasutada valemit

ea+tbh _ ea . eb

Kehtib seos
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kus | = (u,iz2, ..., ig) on hulga |,2,...,n alamhulk ja
MB)1l=unBY' ...UBY* =1 Nen)...nnNBN)

ning (j = W] on hulga | véimsus. Elementi exp(\ B*AB) vdib
IImutatud kujul LWee Kkirjutada jargmiselt:

kus Ai on maatriksi A alammaatriks, mis koosneb ridadest ja
veergudest numbritega (ii, i2,..., ig), ning /7 = (i\,i2,...,iq)
on hulga 1,2, ...,n alamhulk, mis koosneb paarisarvust ele-
mentidest. LOopptulemuseks saame:

Beden...del

| \%

=X<rU./)(-1)Nepf(A,)Jdr,
|

kus I' on hulga | taiend, s.t. I \JI' = {1,2,..., n}, ja
B1Bl =e(1,)B1€2...61.

Et paarisarvulise g korral langeb arvu \q(qg + 1) paarsus kokku
arvu paarsusega, on eelnevas valemis tegur (-i)?Ir I(I/]+])

asendatud teguriga (-1)7 I]. Seega saame esimese avaldise
allikatega J31,32,... ,Jn integraali jaoks:

e\&AB+P Bden dol =

Seda integraali vOib arvutada ka teisiti, kui oletada, et A on
regulaarmaatriks. Sel juhul vdib eksponendi astendajas oleva
avaldise kirjutada kujul

i etAe +j‘e=](0 - A-10)1A (B - A~U) + ~"J' A’ 1]
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(selle vbrduse parema poole valjaarvutamisel tuleb arvestada
sellega, et A1 = -A). Kui nuld kasutada tahistust 9" = 9 -
N7 13, omandab integraal kuju

(B’YA(B")+\]1A-" Janpg = (T A(B'y anpagteN]1A-'J

Arvestades, et

e\ (B'YA(B') _

ning asendades 9' avaldisega B - A-1/. saame, et n-da ast-
me 9 korral langeb kordaja kokku pfaffianiga Pf(A). Seega,
eeldades, et maatriks A on regulaarne, omandab teine avaldis
kuju

q= "ez2etAetIte d9x...d9n = Pf(A) e M tAX. (6.37)

Neid tulemusi laheb vaja edaspidi superkihtkondade karakte-
ristlike klasside arvutamisel. Tegelikult on valemitel (6.36) ja
(6.37) veel uldisem iseloom ning nad kehtivad ménede kom-
mutatiivsete superalgebrate suvaliste paaritute elementide B1,

92,...,9n ja korral, kusjuures tavalise maatrik-
si A vOib asendada vaid paariselementidest koosneva super-
maatriksiga.

Selle paragrahvi 16petuseks kéasitleme integreerimist ule
Cliffordi algebra. Neljanda paragrahvi I6pus oli juttu super-
moodulist S? (n = 2m) ule Cliffordi algebra Cn, mis andis vdi-
maluse arvutada suvalise elemendi x e Cn superjalge Str{x)
valemi (4.30) jargi. Mainitud paragrahvi 18pus tdestatud lause
osutab ilmsele analoogiale mdistete superjalg Cliffordi algeb-
ral Cn ja integraal Ule Grassmanni algebra vahel. Sellest on
tulenenud mote kirjeldada superjélge integraaliga Ule paaris-
arvulise dimensiooniga Cliffordi algebra, kasutades analoogili-
si reegleid:

kus yi,Y2,mmYn on algebra Cn moodustajad, kordset integ-
raali arvutada kui korduvat (lugedes yt ja dyi kommuteeruva-
teks suurusteks) ja lineaarsuse tottu laiendada kogu algebrale
Cn. Siis

Str(x) = 2i)m Axdyndyn-i ...dyi
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Erilist huvi pakub Gaussi integraal, s.t. integraal kujul
7= ]e?ylAydyn...dyi,

kus A on u x n-m6dtmeline kompleksarvuliste elementidega
kaidsummeetriline maatriks.

Algul vaatleme selle integraali lihtsaimat juhtu, nimelt in-
tegraali Ule algebra C2 moodustajatega yi,y2mOlgu

A=( ™), (6.38)

kus w e C. Siis \ylAy = wyiy2 Eksponendi arvutamisel
saame rea

eMY2 = i + Wyiy2- 1 9. 1y gyxy2+

Vastavalt Ule Cliffordi algebra integreerimise reeglile saame

ewy yedy2dy\ = w - |j"'w3+ ATws ~ f\w? + '
=W({ - w2+ +...)
=iy Sinh(iw)
Iw
Kus etw _ e-iw
sinh(iw) =
2
Seega _ _
ewy Yadyzdy1 = w SH(W]
iw
ja

Str(’e\?W]\@f = 2iw .sinih(iw)

w

Sama valemit vdib esitada teisel kujul, kasutades maatriksit
A. Toome sisse funktsiooni sinh(A) maatriksargumendiga A
jargmisel viisil:

sinh(A) eA-e~A , , Az, Az
A = 2/ sr 0T "
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Kui maatriks on kujul (6.38), siis

sinh{A) stnnitw) 0
0 sinh(iw)

millest jareldub, et

SN geqi st A
w

Vottes m = 1, saame I6puks

sinh(A)

Str{e”ytAy) = {2i)m,Idet{ P T (A). (6.39)

Osutub, et see valem kehtib ka suvalise n x n-m&dtmelise
(n = 2m) kaldsuimmeetrilise A korral. Tdestuskaik on sarnane
valemi (6.32) tdestusele integraali arvutamiseks tle Grassman-
ni algebra. Tdepoolest vdib suvalist kaldsummeetrilist maat-
riksit ortogonaalse péaristeisenduse B abil viia kujule

( (o} WA\ 0o 0 o o \
W\ (o] 0 (0] (0]
0 (o] w2 (0] 0o
A = 0 -W 2 0 o] 0 (640)
0 o] W m
\ © o = -Wm o )

Sel juhul omandab ruutvorm \ylAy kuju

M1Y1Y2 +722Y3Y4 + meam"TY2T-\Y2T-

Integraal Ule Cliffordi algebra on eespool defineeritud tap-
selt samuti nagu integraal Gle Grassmanni algebra. Kui teha
lineaarne muutujate vahetus, mille maatriks on B, saab integ-
raali viia kujju

e\t Ay dyn---dyi

= L MnnadyalYl... few* -'~ d y 2dyZmi.
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Seega on valemi vasak pool vdrdne avaldisega

12i)mfj £inh(hn)Wk
L\

Et funktsioonid det(-lJ~ ) ja Pf(A) on invariantsed muu-
tujate vahetuse A — B-1AB suhtes, kus B on ortogonaalne
maatriks positiivse determinandiga, vdib lugeda, et maatrik-
sil A on valemi (6.39) paremal pool kuju (6.40). Siis Pf{A) =
wiwz...wm= UZiWK ja
N sinh(A) = pr sinh(iwk)
A - I\ iwk

Seega on valem (6.39) ka sel uldisel juhul tdestatud. Nagu in-
tegraali puhul Ule Grassmanni algebra, arvutame ka allikaid si-

saldava integraali tle Cliffordi algebra. Olgu /b/ 2, me, Jn min-
gi Grassmanni algebra moodustajad. Arvutame

Str(eiy A*+Jy) = (2i)m \eir‘A3+Jydyn...yi.

Nagu Grassmanni algebra korral, eeldades A pododratavust, tei-
sendame avaldise \ylAy + Jly kujule

i (Y- A-"J)A(y - A-1d) + \jIA"1J.

Tuues sisse uued muutujad y' = y- A |J, vdib lahteintegraali
Ules kirjutada jargmiselt:

N ep(Y)CAY,) dyn...dyiN ertA X].

Pole raske veenduda, et Uleminek muutujatelt y muutujatele
y' ei muuda sulgudes oleva integraali vaartust. Kokkuvdttes
saame jargmise teoreemi:

Teoreem 6.2.

Str(.e™Ay+Jy) = (2i)m*det(- " )Pf(A)e~ A 11

(2i)m j eie ActJedny,

kus 0i,02.---.0n ja J1) 2'---./" on Grassmanni algebrate
moodustajad.+

24
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Supervektorkonnad ja superseostused

Peakihtkond. Vektorkond. Diferentsiaalvormid koefitsienti-
dega vektorkonnas. Seostus peakihtkonnas ja vektorkon-
nas. Supervektorkond ja superseostus. Superseostuse
kéverus. Bianchi identsus.

Kaesolev paragrahv on puhendatud eelnevates osades Kir-
jeldatud supermatemaatika formalismi rakendustele diferent-
siaalgeomeetrias ja topoloogias. Selle paragrahvi materjalist
arusaamiseks on vaja teadmisi siledate muutkondade diferent-
siaalgeomeetriast ja Lie’ rGhmade teooriast.

Sileda muutkonna definitsioon on antud viiendas parag-
rahvis. Olgu M sile reaalne n-md&étmeline muutkond. Tahista-
gu TXM muutkonna M puutujaruumi punktis x e M ja T*M
duaalset ruumi. Ruumi T*M poolt tekitatud vélisalgebrat ta-
histame nI'*M. Seega

aT*M = dp=0nplr*M. (7.1)

Algebra nI'* M osutub valiskorrutise suhtes kommutatiivseks
superalgebraks. Puutujaruumi TXM elementi X(x), mis on
maaratud igas punktis x e M ning millel on sile sdltuvus
punktist x, nimetatakse siledaks vektorvaljaks muutkonnal M.
Kdikide vektorvaljade ruumi muutkonnal M téhistame D(M).
Vektorvaljade ekvivalentne Kkirjeldus seisneb selles, et igale
puutuvale vektorvéljale vdib vastavusse seada siledate funkt-
sioonide algebra T (M) diferentseerimise, kusjuures see vasta-
vus osutub isomorfismiks kdikide diferentseerimiste ruumi ja
siledate vektorvaljade ruumi D(M) vahel.

Kui U c M on M lahtine piirkond lokaalsete koordinaati-
dega {xI,x2,... ,xn), siis valitakse ruumi TXM baasiks tavali-
selt {(afr)x, (gfr)*,---, (d™)x, }» Seda baasi nimetatakse ho-
lonoomseks baasiks. Seega vdib siledat vektorvalja X e D(M)
lokaalselt kirja parma kujul

X-tx4x)£E -t, (7.2)
i=1
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kus X'(x) E T{U) suvalise i korral. Baasi {(gfr)*, (gf? )x, mee,
1 duaalseks baasiks loetakse ruumi TXM,x e U baasi
{{dx)x, (dx2)x,..., (dxn)x}. Siit jareldub, et

(7.3)

Ruumi apTxM baasi moodustavad monoomid (dxI])xn
(dx12x n ... n (dxIp)x, kus 1 < ii <iz <...< ip £ n. Kui
tahistada tahega / hulga {1,2,...,un} p elemendist koosnevat
alamhulka, siis

dxi1=dxl] a dxza ... a dXIp. (7.4)

Vastavalt valiskorrutise definitsioonile diferentsiaalid dx1 an-
tikommuteeruvad, s.t.

dxia dxJ=-dxj a dx1 Vi, j. (7.5)

Seega on vélisalgebra a T*M Grassmanni algebra moodustaja-
tega {dx1)x, (dx2)x,..., {dxn)x. Ruumi apTxM (nF*M)
elementi co, mis on méaaratud igas punktis x e M ja mis
sOltub sellest siledalt, nimetatakse muutkonna M p-jarku si-
ledaks diferentsiaalvormiks. Edaspidi hakkame nimetama p-
jarku siledat diferentsiaalvormi lihtsalt p-vormiks (vormiks
vOi diferentsiaalvormiks). Kdikide p-vormide ruumi tahista-
takse QP(M) ja vormide ruumi Q(M). On ilmne, et Q(M) on
kommutatiivne superalgebra gradueeringuga

Q(M) =Qd(M)eli (M),

kus ruumi Qqg(M) kuuluvad paarisjarku diferentsiaalvormid
ning ruumi Qj(M) paaritut jarku diferentsiaalvormid.

Kui U on M koordinaatpiirkond ja co e Q(M), siis vdib
diferentsiaalvormi co lokaalselt esitada kujul

co = X cli,i2..i,(X) dxl] a dX2a ... A dxT = X u)l(x)dxl,

kus coi(x) e £(M), V/ £ {i,2,...,n}. Valisdiferentsiaal d on
lineaarne operaator

d:QP(M) - Qp+I(M)
24*
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mis on lokaalselt defineeritud valemiga

dco - ~dcoj(x) n dx1, (7.6)

kus d(Oiix) on sileda funktsiooni co/(x) diferentsiaal, s.t.
(7.7)

Véalisdiferentsiaalil on jargmised omadused:
i) d2=0;

ii)d(coa B) = dcoa B + {-1)deg(w)co a dd,

kus deg(co) on vormi co jark. Omadusest ii) jareldub, et va-
lisdiferentsiaal on superalgebra Q(M) paaritu operaator.

Diferentsiaalvormi co nimetatakse kinniseks vormiks, kui
dco = 0. Kdik muutkonna M kinnised p-vormid moodusta-
vad ruumi Qp{M) alamruumi BP{M). Diferentsiaalvormi co
nimetatakse tdpseks vormiks, kui eksisteerib selline vorm o,
et co = dO. On ilmne, et kui co on tdpne p-vorm, siis B on
{p - )-vorm. Koéik muutkonna M tapsed p-vormid moodusta-
vad ruumi QP(M) alamruumi KP{M). Valisdiferentsiaali oma-
dusest i) jareldub, et KP{M) ¢ BP(M). Faktorruumi HP(M) =
Bp(M)/Kp(M) nimetatakse de Rhami reaalsete p-kohomoloo-
giate ruumiks (vbi ruhmaks, kui vaadelda ainult liitmisope-
ratsiooni). Kinnisele p-vormile co vastavat ekvivalentsiklassi
tahistame [co]. Seega [co] e HP(M). Naiteks kui M on n-
mddtmeline sfaar Sn, siis

H°(Sn) * Hn(Sn) =R,
Hp(Sn)=0, 1<p<n- 1
Olgu co on ruumi Rn+1\{0} jargmine n-vorm:
© = X, (-1)l+1xIldxla ... adx{a ... a dxn+l
(Zr-V (™)2i

kus x1,x2,...,xm1l on ruumi R+l koordinaadid ja dx1 ta-
hendab, et vastav diferentsiaal puudub. Kasutades valemit
(7.6) vBib naidata, et vorm co on kinnine vorm. Selle vormi
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integraal Ule sfaari on nullist erinev, seega Stokesi teoreemist
jareldub, et vorm co ei ole tdpne vorm ja talle vastav de Rha-
mi kohomoloogiaklass [co] ei ole triviaalne. Vdib ka né&idata,
et klass [co] genereerib sfadri Sn de Rhami n-kohomoloogiad.
Vektorruumi H*(M) = ®=oHP{M) nimetatakse de Rhami ko-
homoloogiate ruumiks. De Rhami kohomoloogiad on muut-
konna topoloogilised invariandid, s.t. kui muutkond M on di-
feomorfne muutkonnaga N (s.t. leidub bijektiivne sile kujutus
/ M — V, selline, et poordkujutus f~1 : n — M on samuti
sile), siis vastavad de Rhami kohomoloogiate ruumid on iso-
morfsed ehk HP{M) = HP(N).

Sileda muutkonna M sile kujutus muutkonda N f : M —
N tekitab kujutuse /7* : Q(N) - Q(M), millel on jargmised
omadused:

i) fxwo nco)=Ff*(9) nf* (co)

ii) df*(w) =/*dcu);

iii) f*(ae + RBoo) = (xf*(e) + Bf*(u)),
kus B, co e Q(N) on suvalised vormid.

Olgu M sile n-m6&6tmeline muutkond ja G Lie’ rihm. Rih-
ma G Lie’ algebra tahistame stimboliga £. Oeldakse, et rilhm
G toimib siledalt paremalt muutkonnal M, kui on antud sile
kujutus M x G — M [tavaliselt tahistatakse M x G 3 (X,g) —
Rg(x) 6 M], nii et
i) iga fikseeritud g e G korral on kujutus M — M muut-

konna M difeomorfismiks,

ii) Rh(Rg(x)) = Rgh(x), Vx e M, Vg,h e G
Sel puhul 6eldakse, et on antud Lie’ rihma G sile parempool-
ne toime muutkonnal M, ka lihtsalt, et G toimib muutkon-
nal M. Lie’ rthm G toimib muutkonnal M vabalt, kui sellest,
et Rg(x) = x, jareldub g = e (kus e on rihma G uhikele-
ment). RUhm G toimib transitiivselt, kui suvalise kahe punkti
X,X' € M jaoks leidub element g e G, nii et Rg(x) = xr.
Punkti x labivaks orbiidiks rihma G toime puhul nimetatakse
hulka

Gx0 = {Rg(xo0) : g e G}.

Seega on rdhma G toime transitiivne parajasti siis, kui lei-
dub vaid uUks orbiit, mis langeb kokku kogu muutkonnaga M.
RUhma toime néaiteks vOib tuua ortogonaalsete reaalarvulis-
te maatriksite ruhma O(n) loomuliku toime ruumil Rn. Ruh-
ma O(n) orbiitideks on kdikvdimalikud sfaarid keskpunktiga
koordinaatide alguspunktis (n = 2 korral on see toime vaba,
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kuid mitte transitiivne). Rihma GL(n) toime ruumil Rn on
aga ilmselt transitiivne.

Definitsioon 7.1. Siledat muutkonda P nimetatakse peakiht-
konnaks, kui on antud muutkonna P sile kujutus tt : P — M
(projektsioon) siledale muutkonnale M ja muutkonnal P toimib
paremalt Lie’ ruhm G, kusjuures
) TT(Rg(p)) = TP, Vpe P \/ge G
ii) rdhm G toimib hulgal TT-1(x) ¢ P vabaltja transitiivselt,
iii) suvalise punkti x e M jaoks leidub tema lahtine Umbrus
U c M ja selline difeomorfism dwm ' —Ux G, et
®un(p) = (TT(p).fu(p)), kus fu(Rg(p)) = fu(p)gVp e
tt~1(U) ja Vg e G.+
Muutkonda M nimetatakse peakihtkonna P baasiruumiks, hul-
ka Tr1(x), mis osutub rihma G toime orbiidiks, nimetatakse
kihiks punkti x e M kohal. Sellest, et rihm G toimib igal ki-
hil vabalt ja transitiivselt, jareldub, et iga kiht on difeomorfne
riuhmaga G. Peakihtkonna triviaalseks naiteks on U x G pro-
jektsiooniga UXG —U, (x,g) —x. Definitsiooni 7.1 tingimust
iii) nimetatakse tavaliselt peakihtkonna P lokaalse trivialisee-
ritavuse tingimuseks. Viimane on seotud sellega, et muutkond
M xG, kus M on sile muutkond ja G Lie’ rthm, mille parem-
poolne toime on maaratud valemiga Rh((x,g)) = (X,g <h),
osutub peakihtkonnaks. Selliseid kihtkondi nimetatakse tri-
viaalseteks. Mittetriviaalse peakihtkonna naiteks on muutkon-
na reeperite kihtkond. Olgu M n-mo6dtmeline sile muutkond
ja TXM tema puutujaruum punktis x. Téhistame ruumi TXM
kodigi reeperite hulga simboliga Lx. Hulga Lx elemente tahis-
tame ex ja loeme, et ex on reeperi baasivektorite rida. Toome
sisse jargmise tahistuse:

L(M) = nxeMLX. (7.8)

Hulgal L(M) toimib rihm GL{n) loomulikul viisil: kui ex e
L(M) ja A £ GL(n), siis A toime viib rea ex reaks ex <A
Projektsioon baasile M defineeritakse valemiga TTex) = X.
Juhul, kui M on sfaar S2, osutub peakihtkond L(S2) mit-
tetriviaalseks, s.t. teda pole vdimalik esitada kujul L(S2) =
S2 x GL(2). Téepoolest, viimane esitus oleks véimalik ainult
siis, kui leiduks kaks siledat puutujavektorvalja sfaaril S2, mis
oleksid sfaari igas punktis lineaarselt sdltumatud. Kuid to-
poloogia meetoditega vdib naidata, et iga sileda puutujavek-
torvélja jaoks leidub sfaaril punkt, milles ta muutub nulliks
(.pealae” teoreem). Siit jareldub L(S2) mittetriviaalsus.
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Uheks tahtsamaks peakihtkonnaga seotud mdisteks on
seostuse mdiste. On olemas kaks ekvivalentset lahenemisvii-
si seostuse defineerimisel: horisontaalsete jaotuste keel ning
diferentsiaalvormide keel. Meil on mugavam kasutada viimast.

Olgu A e £ ridhma G Lie’ algebra element. Samastame £
rihma G puutujaruumiga TeG Uhikelemendile vastavas punk-
tis. Siis indutseerib A rihmas G Uhikelemendi e mingis Gmb-
ruses Uheparameetrilise alamriihma g(t) = exp{tA). Vektor-
vélja X peakihtkonnal, mis on mééaratud valemiga

Xp = (7.9)

kus g{t) on elemendi A poolt indutseeritud Uheparameetriline
rihm, nimetatakse fundamentaalseks vektorvéljaks.

Definitsioon 7.2. 1-vormi co peakihtkonnal P v&artustega

struktuuririihma G Lie’ algebras £ nimetatakse seostusvormiks,

kui

i) iga suvalise elemendi A e £ poolt indutseeritud funda-
mentaalvektorvalja X korral w(X) = A,

ii) Rg(oo) = ad(g_1)co, kus ad : G — GL{£) on ruhma G
adjungeeritud esitus

Sageli nimetatakse seostusvormi co ka lihtsalt seostuseks co.
Seostuse o kOveruseks nimetatakse 2-vormi 0“ vaartustega
algebras £, nii et kehtib

OW= dco + -[co,c0], (7.10)

kus [co,cu](X,Y) = [co(X), cu(Y)] - [co(Y), cv(X)]
2[co(X), co(Y)], milles sulud [,] tdhendavad kommutaatorit
Lie' algebras £. Kui algebra £ baas on antud struktuurikons-
tantidega CEd, Ta,a = 1,2,...,dim{£) = r, slUs saab valem
(7.10) ilmutatud kuju:

(0*)* =dwa+ Jc~cofcn ood. (7.12)

Teine kihtkondade tudp, mida meil hiljem vaja laheb, on
vektorkonnad. Tahistagu Km nagu ennegi standardset m-
modtmelist vektorruumi uUle korpuse K ning V mingit m-maot-
melist vektorruumi tGle sama korpuse.
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Definitsioon 7.3. Siledat muutkonda E nimetatakse siledaks

vektorkonnaks kihimddtmega m ule sileda muutkonna M, kui

i) on antud sile kujutus T : E — M, mida nimetatakse pro-
jektsiooniks,

ii) EX = tt~1{x) ¢ E osutub m -mddtmeliseks vektorruumiks
Ule K suvalise x e M korral,

iii) suvalise punkti x e M jaoks leidub tema Umbrus U ¢ M
ja difeomorfism dwm : Tr-1(£/) — U x Km, nii et iga Ex,
x' e U, kujutatakse dwm poolt isomorfselt vektorruumiks
{X'} xKm

P(Ex) = {x} x Km, Vx e U

ja kujutus
h:EX —{x}xKm- pr Km

on vektorruumide isomorfism.+

Siin {x'} x Km on muidugi isomorfne vektorruumiga Km, ni-
melt (x, K) K € Km. Muutkonda M nimetatakse kihtkon-
na E baasiruumiks, ruumi Ex aga kihiks punkti x e M ko-
hal. Vektorruumi Km (ehk mdnda tema isomorfset vektorruu-
mi V) nimetatakse tlupkihiks. Vektorkonna lihtsaimaks nai-
teks on otsekorrutis M x V. Selliseid vektorkondi nimetatak-
se triviaalseteks. Mittetriviaalse vektorkonna néaiteks on puu-
tujavektorkond TM = wmnxemTxM, mille kihiks igas punktis
X e M on puutujaruum TXM. On ilmne, et sel juhul vdib
(def. 7.3 punktis iii)) Umbruseks U vdtta koordinaatiimbru-
se U ¢ M ning difeomorfism dwm konstrueerida holonoomse
baasi {(g]r)x,(E?)X,.* (~)x 1 abil, kus x~x2,... ,xn on
U lokaalsed koordinaadid. Puutujavektorkonna kihimdot lan-
geb kokku baasiruumi dimensiooniga. Méargime aga, et uldise
vektorkonna puhul see ei tarvitse nii olla.

Definitsioon 7.4. Vektorkonda E Ule baasiruumi M nimetatakse
supervektorkonnaks, kui tema kiht Ex iga punkti x e M kohal
on supervektorruum, st.

Ex = (Eg)x ® (E\)x,

kusjuures alamruumide (Eqg)x ja {Ej)x dimensioonid ei séltu
punktist x.+

Supervektorkonna lihtsaimaks naiteks on vektorkond
nr*M = nxema T*M. Keerukama, aga ka tdhtsama néite too-
me edaspidi.
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Siledat kujutust s : M —E, mille korral ttos(x ) = X, VX£€
M, nimetatakse vektorkonna E I6ikeks. Naiteks vektorkonna
nT*M Ib6ikeks on muutkonnal M sile diferentsiaalvorm. Ta-
histame sumboliga 2f(M,£) vektorkoima E koikide siledate
Idigete ruumi.

Kihtkondadele laienevad peaaegu kdik operatsioonid vek-
torruumidega. Seega, kui E ja F on kaks vektorkonda baasi-
ruumiga M, siis nende abil voib muutkonnal M konstrueerida
jargmised vektorkonnad:

1) E®F,
2)  E®F,
3)  E*,

4) Hom(E,F), erijuhul End(E,E).

Vektorkonna definitsiooni tingimus iii) véimaldab kirjelda-
da tema lokaalset struktuuri. Olgu U punkti x <€ M selline
lahtine Umbrus, millest oli juttu punktis iii). Difeomorfismi
dwm olemasolu on ekvivalentne ndudega, et leidub m niisugust
Umbruses U méaratud siledat Idiget, et iga fikseeritud x korral
moodustavad nad kihis Tr_1(x) lineaarselt séltumatu vektorite
suUsteemi. Tahistame need 16iked /7 = (e\(x), e2{x),..., em(x))
ja nimetame nad selle vektorkonna E lokaalseks baasiks imb-
ruses U. limselt, kui 5e E(M,E) on mingi 16ige, siis

( sHx) \
S2(x)
s\u = sa(x)ea(x) =/ «s(f), s(f) = X E U

\sm(x)J

Olgu x ja y baasiruumi M kaks sellist punkti, et vastavate
Umbruste U ja V Uhisosa ei ole tuhi. Konstrueerime difeo-
morfismid dwm ja dpy vastavalt baaside fu ja fv abil. Uhisosa
U n V punktides toimub uUleminek Uhelt baasilt teisele, mida
kirjeldab valem

fu =fv <A

kus A on regulaarmaatriks, mis soltub siledalt U nV punk-
tidest. Seega tekitab maatriks A kujutuse guv : UnYV -
GL(Km), mida nimetatakse vektorkonna E uleminekufunkt-
siooniks. Vektorkondade teoorias tdestatakse, et kui katta baa-
siruum M lahtiste Umbrustega koos vastavate tleminekufunkt-
sioonidega ja nbuda viimaste kooskdla, siis see maarab Uhe-
selt vektorkonna.

25
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Kui E on supervektorkond kihimddduga (r,p), s.t.
dimEd = r, dimE\ = p, siis tema lahtisele kattele {t/jhe/
vastavaid baase

nimetame vektorkonna Z2-struktuuriga kooskdlastatuks, kui

a) vektorid e[l) (x), ef)(x),..., efl] (x) on paarisléiked ja
eft 1{x),etha2(x),... ,eflp{x) on paaritud I6iked,

b) tleminekufunktsioonid Ui nUj - GLg(Kw) on Km
paariskujutused, s.t. vastavatel maatriksitel on kuju

kus A\j(x) on r xr-maatriks ja /12 (x) on pxp-maatriks.

Olgu E vektorkond baasiruumiga M. Vektorkondadega teos-
tatavate operatsioonide abil konstrueerime baasiruumil M vek-
torkonna kujul nkE = nkT*(M) ® E, kus nkl*(M) on fc-vor-
mide vektorkond baasil M. Vektorkonna nkE kiht on vek-
torkonna E vastavas kihis vaartusi omandavate k-vormide

ruum, s.t. kui x e M ja X\,X2 e TXM ning p e nkE
siis gqp(Xi,Xzt...,Xk) e Ex. Kui U on M koordinaatimbrus,
ti,t2,...,tn on TXM baas ja / = (ei(x),e2(x),.. er(x)) lo-

kaalne baas Umbrusest/, sus v6ib suvalist elementi gpe(AKE)X,
X e U dules kirjutada kujul

kus on baasiga t\,t2,...,tn duaalne T*M baas.
Vektorkonna n kE siledaid Idikeid nimetatakse diferentsiaalse-
teks fc-vormideks (v8i lihtsalt k-vormideks) vaartustega vek-
torkonnas E. Valemist (7.12) jareldub, et selline fc-vorm omab
lokaalselt kuju

6 = 6% ikX)(dxl] n dxzn ... n dxIK) ®ea. (7.13)

Koikide selliste k-vormide ruumi tahistame Qk(M,E),k = 1,
2,...; seega Qk(M,E) - T(M,nkE). Kbéikide vormide ruumi
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hakkame tahistama Q{M,E). Tuleb ara markida, et Uldiselt
pole ruumi Q(M,E) vormide valiskorrutis maaratud. Vektor-
kondade teoorias tfestatakse jargmiste ruumide isomorfism:

T(M,AKE) = (M, AKT*M) ®r(m) T(M,E)

Mk(M,E) = Mk(M) ®TLL) E(M,E). (7.14)

Sageli on piisav mé&arata valem vektorkonnas E vaartusi oman-
davate vormide jaoks kujul B ® 5, B € Qk(M,E), s e E(M,E),
sest valemist (7.14) jareldub, et suvalist vormi vdib esitada
selliste vormide I6pliku lineaarkombinatsioonina koefitsienti-
dega ruumist T(M).

Kui E on supervektorkond kihimddduga (r,p), siis osu-
tub ka AKE supervektorkonnaks, supervektorkondade nKT*M
ja E tensorkorrutiseks. Sut jareldub, et kui B e Q(M,£E) on
homogeenne vorm ja tema vaartused suvaliste puutujavek-
torvéaljade puhul osutuvad supervektorkonna E homogeenseks
I6ikeks, siis koosneb tema paarsus kahest komponendist, vor-
mi paarsusest ning I0ike E paarsusest. Naiteks on 1-vorm
B e Qi{M,E),s(X) e T(M,Ej) suvalise X « D(M) korral paa-
risvorm. Seega véib ruumi Qk(M,E) Z2-gradueering olla Kir-
jeldatud valemiga

p(0) = deg{s) + pE(0), (7.14)

kus deg(d) on homogeense vormi jark ja pe(9) on tema paar-
sus E mdéttes. Sellele gradueeringule vastava ruumi Qk{M,E)
kirjutame Ules otsesumma kujul
Mk(M,E) = MN*(M,E) ®MN\(M,E).

Definitsioon 7.5. Seostuseks D vektorkonnalTT E - M nime-
tatakse K-lineaarset kujutust

D:1(M,E) - QLM,E),
nii et

D(gps) = dgp ®s + o =Ds,

kus cpe T{M) (E(M) on muutkonna M kdéikide siledate funkt-
sioonide ruum) ja s e 1{M,E). Superseostuseks Ds supervek-
torkonnal E nimetatakse esimest jarku operaatorit Ds= D + L,

25*
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kus D on tavaline seostus supervektorkonnal E, mis rahuldab
lisatingimusi
D:ré(M ,£)-nj(M , f),

D:Xi(M,E) - q!(M,£),

ja L on supervektorkonna E paaritu lineaaroperaator (endo-
morfism), st. L e End\(E,E) ehk

L:£QM,£) - T\(M, E),

N (7.16)
D:T{M,E) - £QM,£).+
Kirjeldame niild seostuse ja superseostuse lokaalset struk-
tuuri. Edaspidi eeldatakse igal pool, et supervektorkonna koik
lokaalsed baasid on kooskélastatud tema Z2-struktuuriga.
Olgu / = (ei,e2,..., em) supervektorkonna E lokaalne baas
ja 5e 2(M, E) tema mingi Idige. Siis on lokaalselt s = f *s(f)
ja kehtib

D{s) = D{sa(x)ea) =dsa®ea+ (0OpR) ®ea
={dsa+ o3SR) ® ea,

kus
deR = 9} ® ea

ja (OR) = B on muutkonna M 1-vormide mxm-maatriks. Seda
maatriksit nimetatakse seostusvormide maatriksiks. Seega on
seostuse operaatoril lokaalselt kuju D = d + B. Definitsiooni
7.5 omadustest (7.15) ja (7.16) jareldub, et superseostuse Ds
maatriks supervektorkonnal E kihimddduga (r,p) on kujul

kus B' on r x r-mddtmeline 1-vormide maatriks, 6" on p x p-
modtmeline 1-vormide maatriks, L' on on r x p-mddtmeline
funktsioonide maatriks ning L' on p x r-md&tmeline funkt-
sioonide maatriks.

Lause 7.1. Kui tleminekut lokaalselt baasilt f lokaalsele baasile
f kirjeldab maatriks A, st. f =/ <A, siis seostuse (superseos-
tuse) maatriks teiseneb jargmise seaduse jargi:

6(9 =A 10(s)A + A 1dA, (7.17)
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kus o' on seostuse (superseostuse) maatriks baasis /'. ¢
Algul téestame lause seostuse O jaoks. Kehtib

De,B= O”e,a= 0'A-A dey

ehk
Df' =f A «0'.

Teisest kuljest
D{f)=D{f-A)=f-0-A +f-dA.
Vorreldes vorduste paremaid pooli, saame:
0 = A~I 0A + A~I dA.

Valemi t8estuseks superseostuse jaoks olgu operaatori L tei-
sendamise seadus jargmine:

Lf =A'leLf mA,

kus Lf on operaatori L maatriks baasis /' ja Lf baasis /.

Seostuse D operaatorit vOib jatkata suvalisele ruumile
Uk(M,£) (lineaarsuse tdttu ka ruumile Q(M,E)). Olgu / su-
pervektorkonna E lokaalne baas ja <x(/) vormi a e Qk(M,E)
selline lokaalne tleskirjutus, et

(VHF) \
cr2(f)

\crm(f) /
kus §4/) on tavalised vormid. Definitsiooni jargi

Da(f) =dcr(f) + OAor(f), (7.18)

kus O on seostuse maatriks baasis /. Veendumaks, et too-
dud valem defineerib (k-bl)-vormi vektorkonnal E korrektselt,
peab kontrollima vordust

Dcrif) = A 1Dcr(f),
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kus f =/ A. Ta jareldub nimelt jargmisest vorduste jadast:

Dcr(f) =da(f) + B' n <r(f)
=d(A~lcr{f)) + (A~>A) n (A_lcr(/))
+ (A~1dA) n (A™a(f))
=d(A~l)no-(/)) + (N*“1da(f) + A"1(0 n cr(/))
+ dA~* n a(f)
=A~1D<j(f).

Selles vorduste jadas tuleb kasutada identsust
A~IdAA~I = -dA~X,

mis jareldub identsusest A-1A = | diferentseerimisel. Seega
D : QK{M,E) — Q«+1(M,E). Superseostust Ds vdib jatkata su-
valistele vormidele taiendava valemi abil

I(cr ®s) = (~l)deg{a)aL(s),a e Q(M),s e T(M,E).
Selle definitsiooni korrektsus jareldub vérdusest
Ler(f) = (A'leLr -A) (A"1a(f)) = A“1Lcr(/).

Seega Ds osutub paarituks operaatoriks ruumil T{M,E), kus
E on supervektorkond.

Seostuse D koéveruseks vektorkonnal E nimetatakse 2-vor-
mi ©d koefitsientidega vektorkonnas End(E,E). Lokaalselt
mingis baasis / defineeritakse see valemiga

0D(/) =~ +0n0, (7.19)

kus B on seostuse D maatriks baasis /. Pole raske néha, et
valemi (7.19) parem pool on lokaalse seostuse operaatori d+s
ruut, s.t.

©d(/) = (d +B)2 (7.20)

Kasutades viimast valemit, saame avaldise superseostuse Ds
kdveruse méaaramiseks:

0D</> = 0d(/) + dLf + [0,1/] + (i/)2, (7.21)
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kus sulud [A,B] = A mB - B mA tahendavad maatriksite kom-
mutaatorit.

Kommutaatorit v8ib defineerida ka maatrikskoefitsientide-
ga vormide jaoks. Olgu O\ ja Oz kaks sellist vormi. Siis kehtib

[01.02] = [(0i)i,(02)jldx | *d x J. (7.22)

Kui 0 g Qp(M,End(E)) ja 02 e Ne(M,End(E)), sus
[0i, 02] G 0.p+q(M,End(E,E)) ja

[01.02] = 0i n 02 - (-1)~02 n Oi. (7.23)

Lause 7.2. Seostuse D (superseostuse Ds) kdverus 0d (0ds) ra-
huldab Bianchi samasust

doD<9(/) + [0,5,,0D,9)(/)] = O,

kus f on lokaalne baas.+
Selle lause tbestus on jargmine. Seostuse D jaoks kehtib

dOno—ondo + [o,do] +[0,0 1 0] =0.
Siis superseostuse korral

[dO,Lf] - [0,dLf] +dLj + [0,dLf]
+ [0, [0,1/]] + [0,1/] - [dO,L/][Lf, O n O]
+ [Lf.dLf] + [I7, [0,1/]] + [Lf,Lj] = O,

kusjuures selle valemi tuletamisel tuleb arvesse vdtta vektor-
konna End(E,E) superstruktuuri (7.14), naiteks

dLj = dLf mLf - Lf «dLf,
sest Lf on supervektorkonna E paaritu operaator (definitsioon
7.5), sit. pE(Lf) = 1, pAT*M(Lf) = § ja d on vormide peal
paaritu operaator, s.t. pE(d) = § pA*M(d) = 1, vbi

[Lf, [0, Lf]] =[Lf,OLf +Lf O]
=Lf OLf +Lj O~ OLj - Lf OLf = -[O,Lj].

Sellega on lause 7.2 tbestatud.
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Peakihtkondade ja vektorkondade vahel saab korraldada
teatava seose. Olgu P(M,G) peakihtkond baasiruumiga M ja
struktuuririhmaga G.

Definitsioon 7.6. Kui V on I8plikumd&tmeline vektorruum, siis
rihma G esituseks ruumil V nimetatakse homomorf3smi p :
G — End(V). Kui vektorruumis V pole koikide p(g),g e G
suhtes invariantseid mittetriviaalseid alamruume, siis nimeta-
takse esitust taandamatuks.4»

Osutub, et kui on antud peakihtkonna P(M,G) ruhma G
esitus, siis voib konstrueerida vektorkonna kihiga V, mida ni-
metatakse assotsieeritud vektorkonnaks. Et konstrueerida as-
sotsieeritud vektorkonda, kasutame otsekorrutist P x V, mis
on triviaalne vektorkond ule peakihtkonna P. Defineerime vek-
torkonnal PxVekvivalentsusseose jargmisel viisil: kahte punk-
ti {p,v) ja (p',v') loetakse ekvivalentseteks, kui leidub g e G,
nii et

(p'.v') = [Rg(p).p(g~1)(Vv)).

Vektorkonna P x V faktormuutkonda selle ekvivalentsussuhte
jargi nimetatakse peakihtkonnaga P(M,G) assotsieeritud vek-
torkonnaks (ka lihtsalt assotsieeritud vektorkonnaks). Tahista-
me viimast simboliga E. Osutub, et seostus co peakihtkonnal
P(M,G) indutseerib seostuse assotsieeritud vektorkonnas E
Erme kui asuda selle asjaolu kirjeldamisele, defineerime ekvi-
variantse vormi madiste.

Definitsioon 7.7. V-vaartustega funktsiooni $ :P —V peakiht-
konnal P, kus V on vektorruum, nimetatakse G-ekvivariantseks
(vBi lihtsalt ekvivariantseks), kui suvalise g e G korral

S(Rg{p)) = p(g~1)S(p) -+

Naitame, et iga ekvivariantne funktsioon indutseerib assot-
sieeritud vektorkonna E I6ike. Olgu p e P selline punkt, et
T1(p) = x. Siis defineerime 18ike punktis x valemi 5(x) =
[p,S(p)] abil, kus nurksulud tahistavad paari (p,Vv) ekviva-
lentsiklassi. Selle definitsiooni korrektsus jareldub definitsioo-
nist 7.7 ja ekvivalentsusseose definitsioonist. Taiesti analoogi-
liselt m&arab vektorkihtkonna E l0ige Uheselt ekvivariantse
funktsiooni peakihtkonnal P. Kui téhistada peakihtkonnal P
ekvivariantsete funktsioonide ruumi stimboliga Te(P,V), siis

Te(P,V) « T(M,E). (7.24)
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Analoogiliselt defineeritakse V-vaartustega ekvivariantsed vor-
mid peakihtkonnal P.

Definitsioon 7.7. V-vaartustega k-vormi a peakihtkonnal P
nimetatakse G-ekvivariantseks (v8i lihtsalt ekvivariantseks), kui
a) cr(X\,X2,... ,Xk) = 0, kui vahemalt Uks vektorvaljadest
Xi,X2,...,Xk e D(P) on fundamentaalne vektorvali,
b) R*(a) =p(g-1)o-, Vg eG .*
Nagu Idigetegi puhul, voib naidata, et vektorkonnal E vaartusi
omandavate fc-vormide ruumi vBib samastada peakihtkonnal
P maaratud V-vaartustega ekvivariantsete fc-vormide ruumiga
V), st
Qk(P,V) = MNk(M,E). (7.25)

Edasi selgitame, mismoodi seostuse 1-vormi oo poolt maara-
tud seostus peakihtkonnal P indutseerib seostuse D assot-
sieeritud vektorkonnal E. Samastamiste (7.24) ja (7.25) pdhjal
defineerime operaatori D jargmise valemi abil:

Da = der + p'{cv) n cr, (7.26)

kus cr g Ug(P, V). Naitame, et operaator (7.26) teisendab ekvi-
variantsed vormid ekvivariantseteks. Toestame, et vaide keh-
tib juhul, kui cr on ekvivariantne funktsioon s. Uldjuhul on
téestus analoogiline. Ekvivariantse vormi omaduse a) tfesta-
miseks oletame, et X on rihma G Lie’ algebra element ja
gt = exp(tX) on vastav Uheparameetriline alamriahm M\ < e
korral. Olgu Xy elemendi X poolt indutseeritud fundamentaal-
vektorvali peakihtkonnal P. Siis

d5(X)p = X(8)p = limt-o 19 - S(P)

t
= hmt- oP_E_'U'/_\_)__H_ E)_)__:__é_EP_)_
= 1iMmt-0—— —-——s(p)
=-p'(X)s(p),

kus p' : (@- End(V). Valemi (7.26) teine liidetav annab
(p*(00)8)(X)p = p'(X)S(p),

millest jareldub, et
D3(X) = 0.

%
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Ekvivariantse vormi omadus b) jareldub vérduste ahelast:

R*(DS)p = d${Rg(p)) + p'(R*(co)) $(Rg(p))
= p(g~1)ds(p) + p' (g~1)pr(co)p(g)p(g~1)S(p)
= p{g~1)DSp.

Sellisel viisil indutseeritud seostuse D kdverus osutub pea-
kihtkonnal P ekvivariantseks 2-vormiks vaartustega ruumis
End(V), st ©o e Qj(P,End(V)). Kdveruse valem ilmutatud
kujul on jargmine:

O0d = P'(0OLL),

kus OLL(7.10) on seostuse co kdveruse 2-vorm. Olgu V super-
vektorruum ja p : G —GLqg(V) rihma G esitus ruumi V paa-
risoperaatoritega. Sel juhul p' : (@ - £nd6(V). Assotsieeritud
vektorkond E = P Xc V osutub supervektorkonnaks. Olgu co
seostuse 1-vorm peakihtkonnal P. Kuid superseostuse indut-
seerimiseks vektorkonnal E on Uksnes vormist co vahe. Olgu
L ruumis End(V) véaartusi omandav ekvivariantne funktsioon
peakihtkonnal P, s.t. igas punktis p on Lp ruumi V paaritu
operaator. Ekvivariantsus tdhendab, et

Lr,(P) = p{g~1)Lpp(9).

Sus indutseerib paar (to,L) supervektorkonnal E superseos-
tuse Ds kujul

Dscr = da + p'(w) na + L(cr), (7.27)

kus o g Qg(P, V). llmselt on vorm Dsc ekvivariantne, Kkui
on ekvivariantne vorm cr. Superseostuse Ds kdverus avaldub
kujul

ep= +dL+[p'(uj),L] +L2 (7.28)

ja Ob e e(P,End(V)).
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Uldistatud Thomi klass

Superseostuse karakteristlik vorm ja selle vormi kohomo-
loogiaklass. Superseostus spiinorstruktuuriga vektorkon-
nas. Mathai-Quilleni vorm ja selle vormi supersimmeet-
riad.

Keskseks teemaks vektorkondade teoorias on nende topo-
loogilise struktuuri uurimine. Eelmises paragrahvis on kasit-
letud de Rhami kohomoloogiaid kui muutkonna teatavaid to-
poloogilisi invariante. Nende jargi v0ib otsustada muutkon-
na globaalstruktuuri Ule. Osutub, et ka vektorkondade jaoks
on vdimalik selle vektorkonna baasil konstrueerida kinniseid
diferentsiaalvorme iseloomustamaks vektorkonna topoloogiat.
Neile vormidele vastavaid kohomoloogiaklasse nimetatakse ka-
rakteristlikeks klassideks. Tahtsaimateks viimaste hulgast on
Cherni, Euleri, Whitney ja Thomi klassid. Nende klasside dife-
rentsiaalgeomeetrilises konstruktsioonis kasutatakse seostuse
ja selle kéveruse moistet. Uldjoontes nieb konstruktsioon val-
ja jargmiselt. Mingi seostuse k8verusvormist konstrueeritakse
invariantsete polinoomide abil maatriksalgebral kinnised di-
ferentsiaalvormid selle kihtkonna baasiruumil. Seejarel tdes-
tatakse teoreem sellest, et kahe homotoopse seostuse (sellise,
mida v8ib siduda teatud parameetrist pidevalt s6ltuvate seos-
tuste perega) korral erinevad vastavad vormid Uksteisest baasi
tapse vormi vorra. Teisisbnu tahendab see, et vastavad koho-
moloogiaklassid 16ppkokkuvdttes seostusest ei soltu. Karakte-
ristlikel klassidel on olnud tahtis osa etendada kalibratsioon-
teooriate arengus. Oigupoolest puudub tanini supermuutkon-
dade kohomoloogiate pdhjalik teooria. Siiski on supervektor-
kondade teoorias 8nnestunud konstrueerida klassikalisi klas-
se Uldistavad karakteristlikud klassid.

Thomi klassi uUldistava protseduuri Kirjeldusele ongi pu-
hendatud kaesolev paragrahv.

Olgu E supervektorkond baasiruumil M (« : E - M) tllp-
kihiga V ja kihimddtmetega (p,q). Olgu muutkonna M dimen-
sioon n ja p + g = wWw. Olgu Ds superseostus superkihtkon-
nal E ja ©b selle kbverus. Tuletagem meelde, et kéverus 0"

26*
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omandab vaartusi vektorkonnas End(E), mis omakorda on sa-
muti supervektorkond. Seetdttu on motet arvutada superjalg
Str(®P). Tulemuseks saame tavalise teist jarku diferentsiaal-
vormi baasiruumil M, s.t. Str(©®) e Qz2(M). See jareldub su-
perjalje omadusest StriB-1 AB) = Str(A) (vt. (2.28b)). Teatud
vormi eksponentfunktsioon defineeritakse reana

=/+oa+ ~cr2+ ..., ck=cn ...ncr(fekorda), (8.1)

kus er &€ Dk(M,End{E)) ja | on Uhikmaatriks. Real (8.1) on
ilmselt vormi cr diferentsiaalide korrutise nilpotentsuse tdttu
16plik arv liidetavaid.

Definitsioon 8.1. Diferentsiaalvormi
c{Ds) = Str(e®D)

nimetatakse supervektorkonna E superseostuse Ds karakterist-
likuks vormiks. ¢

Kdigepealt tdestame definitsiooni (8.1) korrektsuse selles
mottes, et see on globaalne vorm baasil M. Olgu U ja U
muutkonna M kaks lahtist piirkonda, nii et UfJU" & O, ja
/ ning /' vektorkonna E vastavad baasid, mis maaravad ara
lokaalsed trivialisatsioonid tt~1{U) ja 1r-1(1l). Olgu guu' Ule-
minekufunktsioon U ja U' Uhisosas. Siis

f'=f- guut
Kui 0]j(/) ja ©£)(/") on kdverusvormi maatriksid baasides /
ja /', siis
©b(/ ) =9uu ®b(f)o uu'-
Superjalje omaduse (2.28b) pdhjal saame
Str(eB(f)) = Str(QH(f))-

Siit jareldub, et

Str(e®W)) = Str(e®b (/>).

Seega on superseostuse karakteristlik vorm defineeritud kor-
rektselt.
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Lause 8.1. Superseostuse karakteristlik vorm on kinnine vorm,
st

d{c(Ds)) = d{Str(e®D(f))) = 0.4*

~Meenutagem, et superseostuse kd&verus on superruumi
Q~(M,End(E,E)) paariselement. Arvutame summa (8.1) iga
liidetava valisdiferentsiaali eraldi. Kehtib

d(Str(©®)7) = Str(d((©5)1)

J_ *
=Str(2] 0 n ... nd®®n ... n 0B)

1

* i
Str(X ©D /1... N1 [®B°6S] N1...71 &B)
i=1

i-Str([(0*>)*,6U) = O

Arvutuste kaigus on kasutatud Bianchi samasust superseos-
tuse jaoks kujul

d(QB) = [Qsdl,09]

ja superjalje omadust (4.25)
Str([A,B]) = 0.

Superjalje lineaarsuse tdttu saame tulemuseks

d(Str(e®D)) = x  d{Str(®®)J) = 0.
1=0

Jarelikult on motet raakida vormiga c(Ds) maaratud ko-
homoloogiaklassist, mida tdhistame stumboliga [c{Ds)]. See-
ga [c{Ds)] e H*(M), kus H*(M) on muutkonna M de Rha-
mi kohomoloogiate rihm. Vastavalt paragrahvi algul kirjelda-
tud konstruktsioonile on jargmiseks sammuks téestada koho-
moloogiaklassi [c(Ds)] soltumatus superseostusest Ds. Seda
vOib tdestada seostuste pere mdiste abil. Siledalt parameet-
rist a < t < b sodltuvaks superseostuste (Ds)t pereks nime-
tatakse peret, milles seostuste maatriks koosneb parameet-
rist t siledalt séltuvatest 1-vormidest os(t) ning operaatori
L poolt maaratud funktsioonidest supervektorkonna E mista-
hes lokaalse reeperi / jaoks. Superseostuste peret (Ds)t voib
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vaadelda kéverana antud supervektorkonna E kdikide siledate
seostuste ruumis. Selle kévera puutujavektorit (Ds)to punktis
to lokaalses baasis / saab defineerida valemiga

(Ne )),,* = (~Ds(s))\t,h =

kus 5e 1(M,E). Seega maarab (Ds)t ruumi Q.{M,End(E)) ele-
mendi, mida tahistame lokaalselt Os(to). Téepoolest, eelmise
paragrahvi valemist (7.17) jareldub, et kui /' = / mg, siis

il:} , dOs
9T =9 X 9’

kus 0' on superseostuse maatriks baasis /' ja (5 baasis /.
Tahistame stUmboliga ®B(t) superseostuste pere (Ds)t poolt
indutseeritud kéverusvormide peret.

Lemma. Kui (Ds)t, a <t < b, on baasiruumiga M supervek-
torkonna E superseostuste sile pereja 1< | <dim(M), siis

rb
Str(eB(b))’-Str(ed(a))' =d 4>(0b(t),(Ds)i)<2t, (8.2)

kus

i i
$(0b(t),Ne)t) = X Str(QB(.t) n...n (Oy),n...nB8b (1)).*
i=l

Superjalje omadustest Str([A,B]) = 0 ja Str(A mB) =
Str{B <A) jareldub, et suvaliste maatriksite Ai,Az2,...,Ai,B
korral

X -

Str(Ai... [Ai, B] ...Ai) = 0.
1

Siit jareldub, et vormide ai, u2,m.., cn, Te Q{M,End(E)) jaoks
kehtib valem

i
X (- 1)p@)5fr((71a ... A [(Ti, T] A ... A (Ti) = O, (8.3)
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kus p(i) = iXasidegiaa)) «deg(r). Et valisdiferentseerimine
d ja integreerimine t jargi omavahel kommuteeruvad, siis on
valem (8.2) ekvivalentne valemiga

~Str((BB(t))) = d(®(0b(O, (Ds)t)). (8.4)

Arvutame valemi (8.4) vasaku poole, eeldades, et superseos-
tuse (Ds)t maatriks supervektorkonna E teatud lokaalses baa-
sis on es(t). Kehtib

AStr((QB(1))] =

= X Str(e®(t)A..n~ (0b'(t) ... n @B(t))
i=1 01

3 {Str(QB(t) n .. dOS(O a... n O (1)) +

+Str(eB(t) n ...n [0s(t), 05<t)] n... n @B(1)))

¢(@b(t),(Ds)t)-

- X (X sStr(@®(t) n ...n dO£)(t) n... n Oj(t) n... n &B(1))~

i=1 a<i

- X Str(QB(t) n ... n 05(f) n... n d@B(t) n... n O£,(t))~
a>i

- Str(@B(t) n ... n [0(0, 8S(t)] N... N1 ©b(t))).

Asendades avaldise dQB(t) avaldisega [QB(t), Gs(t)] (vasta-
valt Bianchi samasusele superseostuse jaoks), saame, et vii-
mase valemi teine liidetav on valemi (8.3) pdhjal 0. Seega on
lemma tbestatud. Lemmast jareldub

Teoreem. Superseostuse Ds karakteristliku vormi ¢ (Ds) koho-
moloogiaklass [c(Ds)] ei soltu superseostusest Ds.+

Olgu CKk(Ds) vormi c(Ds) k-astme liidetav, s.t.

ck(Ds) = ~Str((QB)km
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Vastavalt lausele 81 on ck{Ds) muutkonnal M kinnine
2fc-vorm. Olgu [ck{Ds)] vastav de Rhami kohomoloogiaklass,
s.t. [Ck(Ds)] g H2k(M). Oletame nitd, et baasimuutkonna M
struktuur soltub siledalt mingist parameetrite hulgast T =
(tl, tz,..., tr), s.t. iga parameetrite vaartuste komplekti pu-
hul saame mingi sileda muutkonna Mt. Et superseostus soltub
baasimuutkonna punktist, kandub sdltuvus parameetritest T
valtimatult ka superseostusele, s.t. tulemuseks on mingi si-
le superseostuste pere. Olgu antud ka kujutus j : N — Mt,
kus N on sile muutkond ja j s6ltub parameetritest T. SUs
garanteerib teoreem 8.1, et muutkonna N kohomoloogiaklass
[i(*(Ck(Ds))] GH2k(N) ei sdltu parameetritest T.

Teiste sdnadega, kui y on muutkonna N 2/c-md&tmeline
tstikkel, siis integraal

f j*(ck{Ds)) (8.5)
Jy

ei sOltu parameetritest T. Naitame I6puks, kuidas Kkirjelda-
tud skeem realiseerub Witteni topoloogilise kvantvaljateooria
konstrueerimisel neljamddtmelisel muutkonnal.

Arvutame konkreetse vektorkondade klassi karakteristliku
vormi, vGttes vaatluse alla spiinorrihmaga Spin(n) vektor-
konnad. Kuid enne selgitame luhidalt, kuidas v8ib spiinorrih-
ma Spin(n) kirjeldada Cliffordi algebrate keeles. See on eel-
seisva konstruktsiooni olulisim osa.

Olgu Cn Cliffordi algebra moodustajatega Y\,Y2,memYn (Ule
korpuse C. Algebra C, kdikide paariselementide hulka tahis-
tame CJ. See hulk osutub Lie’ algebraks sulgude

X, ¥y] =xy - yx

suhtes, kus x ja y on hulga Cj suvalised elemendid. Lie’ al-
gebrale C8 vastavaks Lie’ ruhmaks on hulgas Cj poddratavate
elementide ruhm, mida tdhistame (C j)x. Saab naidata, et ku-
jutus exp :CJ - (Cj)x, mis defineeritakse valemiga

X 2
exp{x) = 1+x + — + x g CJ, (8.6)

on Uksuhene ning katab kogu rilhma (CJ)X. Tuletagem meel-
de, et 50(n,C) tahistab ortogonaalsete kompleksmaatriksite
rihma determinandiga 1. Tema Lie’ algebra so(n,C) koosneb
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kaldsimmeetrilistest maatriksitest. Lihtne on veenduda, et ku-
jutus p' :so(n, C) - CJ, mis maaratakse valemiga

P'bl) =iy fwy, WG50(n,C), (8.7)
osutub Lie’ algebra homomorfismiks, s.t.

p'([w,w’]) = [p(w),p"(w)]. (8.8)

Kompleksne spiinorrithm Spin{n,C) defineeritakse ntitd kui
vahim rihm, mis katab rihma 50 (n, C) selliselt, et leidub ho-
momorfism p :Spin(n,C) — (CJ)X, mille diferentsiaal langeb
kokku homomorfismiga p' : so(n, C) - CJ. Kuna Spin(n,C)
on rihma SO(n,C) vdhim kate, peab leiduma selline kogu
rthma SO(n,C) kattev homomorfism a : Spin(n,C) —
50(n, C), et diferentsiaal <j' on samasuskujutus. Seeparast
vdib rdhma Spin(n,C) Lie’ algebra samastada algebraga
so(n, C). Tegelikult osutub p injektiivseks kujutuseks, nii et
rithma Spin(n, C) v6ib samastada rihma (CJ)X alamrihma-
ga, mille elemendid on kujul

ep(w) = e*ytwy. (8.9)
Olgu kujutus m :Cn —C” antud valemiga
m(z) =iz(y, (8.10)
kus z = (z1,z2,..., zn). Siis kehtib seos
p(g)m(z)p(9~1) = m(a(g)z), (8.11)

kus g e Spin(n, C).

Kui piirduda homomorfismi p' reaalarvuliste maatriksitega
so(n) c so(n, C) jam :R" - C”, siis vastavalt eespool toodud
konstruktsioonile saame reaalarvulise spiinorrihma Spin(n)
elemendid kujul

e*ytwy, (8.12)

kus w e so{n). Rihma Spin(n) Lie’ algebra vdib samastada

Lie' algebraga so(n).
Olgu P peakihtkond tle muutkonna M, dimM = n, mille
struktuurirthmaks on G = Spin{m). Olgu edaspidi m = 2r,

27
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s.t. m on paarisarv. Olgu co seostuse 1-vorm peakihtkonnal
P. Kuna rithma Spin(m) Lie' algebra vdib samastada Lie’ al-
gebraga so(m), siis on seostusvorm co 1-vormide kaldsim-
meetriline maatriks, s.t. co = (coij), kus i,j = 1,2,...,>k. Selle
seostuse kdverusvorm Qw on méaaratud valemiga

B W= doo + i[co,cO0] (8.13)

ning osutub 2-vormide kaldsimmeetriliseks maatriksiks.

Samastame nuud spiinorrihma Spin(m) elemendid Clif-
fordi algebra Cm (8.12) elementidega, kus w e so(m). Sellega
saame rUhma Spin(m) esituse superruumil 5m (vt. 84 16p-
pu). Tahistame selle esituse r : Spin(m) — GL8(Sm). Viimase
diferentsiaal langeb kokku valemi (8.7) reaalarvulise osaga.

Katva homomorfismi cr : Spinim, C) -* SO(m,C) ahend
reaalrihmale Spin(m) vdimaldab konstrueerida peakihtkon-
naga P assotsieeritud vektorkonna E kihiga V = Rm. Vormi o
poolt indutseeritav seostus Df ekvivariantsete vormide ruu-
mil Qe(P, Rm) omandab kuju

Df Tl=dr1+ cuij 1 tj, T =(t1 g Qe(P,R’n),

sest Lie’ algebras so(m) kehtib a' = id. Seesama seostusvorm
co indutseerib seostuse vektorkonnal End(E) (tdhistame sa-
muti ££), mille operaatorit kirjeldab valem

DfT=dT + [co,T], t e te(P,so(m)).

Teiselt poolt vBib vektorkonda E vaadelda peakihtkonna P x
V baasimuutkonnana. Sellel peakihtkonnal on struktuuririhm
Spin(m). Tahistame peakihtkonda P xV sUmboliga Q. Esitus
r : Spin(m) — GLft(Sm) vdimaldab konstrueerida peakiht-
konnaga Q assotsieeritud vektorkonna kihiga Sm. Et Sm on
endomorfismi J = imy\ ey2 memme ¥T suhtes supervektorruum,
osutub saadav assotsieeritud vektorkond supervektorkonnaks,
mida tahistame simboliga ~W

Vaatleme seostusi supervektorkonnal JIY. limselt vdib pea-
kihtkonna P seostust triviaalselt laiendada kogu pealcihtkon-
nale Q = PxV. Peakihtkonna Q puutujaruum T(PAMQ punktis
(p,v) avaldub otsesummana

T(p'V)Q = TpP O V.
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Defineerime peakihtkonnal Q vormi cv valemiga

~(p,v)(X, u) = COp{X),

kus X e TpP ja un e V. Sellisel juhul muutub u) seostuse 1-
vormiks kogu peakihtkonnal Q. Seostuse 1-vorm guindutsee-
rib omakorda seostuse supervektorkonnal /1Y. Olgu Qe(Q,Sm)
peakihtkonnal Q ekvivariantsete ruumis Sm vaartusi omanda-
vate p-vormide ruum. Siis avaldub indutseeritud seostus kujul

DMv(t) =dr + r'{cjo) n T = dr + MWijyiYj) n 1.

Vastavat k@verusvormi Oa>y e Qe(Q,End(Sm,Sm)) kirjeldab
valem

OV = I&°ijYiY).

kus O (O defineeritakse valemiga (8.13). Selleks et defineerida
superseostus supervektorkonnal JTY, on tarvilik operaator L e
T(Q,End(Sm)) (vt. 8§7).

Lause 8.2. Supervektorruumi Sm kuuluv punktist g = (p,v) e
p x V = Q s6ltuv paaritu operaator Lq, mis avaldub valemiga

Lg=m(v) =ivly = ixkyk,

kus v . G Rm on koordinaatidega {xl,x2,...,xm), osutub ekvi-
variantseks operaatoriks, st.

LRg(q) = r(g~1) Lqr(g), g e Spin(m).+

Toepoolest, kehtib seos Rg(gq) = {Rg(p),cr{g~1)v). Seepa-
rast

LRg(@ = m(cr(g~1)v).

Vottes arvesse valemit (8.11), saame

LRy@ =r(g~1)Lqgr(g).

Jareldus. Operaator ekvivariantsetel vormidel Qe(Q,Sm)

Df =d+ ~iVijyiyj + Lq (8.14)

20
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indutseerib superseostuse supervektorkonnal

Eelmise paragrahvi valemi (7.21) jargi arvutatud superseos-
tuse D?' kdverus vektorkonnal /1y avaldub kujul

Oo'w = + IDEXKYK- M 2, (8.15)
/X" \
X2
kus v = ja Jvl2= Xr=i(*k)2-
\xmS

Teoreem 8.2. Supervektorkonna J1Y superseostuse (8.14) ka-
rakteristlik vorm c(Df) avaldub valemiga

OF: |

c(D?) =Str(eQv) = (-1 - det(S N m U,
2

kus
M =n-me-M* j eNel,0<1>1+>?*kb d me
=Tr-me-vl2 X e(IJ")Pf(~"@f)(Dfx)v
| paaris
ja B\, 02,..., Om on mingi Grassmanni algebra (gm moodus-
tajad. ¢

Selle teoreemi tdestus jareldub vahetult teoreemist 6.2 ja
valemist (8.15). Vorm U on vektorkonna E Thomi klassi tldis-
tus. Erilist huvi pakub Grassmanni algebra element

R = ~Qwij0i0j + iDExKOk- [v]2, (8.16)

mis seisab vormi U eksponendi astendajas.

Definitsioon 8.2. Vormi R (8.16) nimetatakse Mathai-Quilleni
vormiks. ¢

Selle paragrahvi 16pus kirjeldame vormi R omadusi selgi-
tamaks pdhjusi, misparast on voetud Mathai-Quilleni vorm E
Witteni poolt konstrueeritud topoloogilise valjateooria lagran-
Ziaani aluseks.
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Lause 8.3. Olgu operaatoril 8) kuju

0a, = £>£+ 2ixk
[IBK

kus on vektorkonna E seostuse operaator. Siis

OMR) = 0.+

Kehtib seos

= i(0£'0<)y0jOJ+ iewkxiek- 2xkD fx k+
+ 10ujkX Ok + 2x KD fx k.

Bianchi samasuse tottu (lause 7.2)
O £1D L= dQw + [00,Qw] = 0.

Juhime tahelepanu sellele, et operaator dw on paaritu ope-
raator. Ta muudab nii diferentsiaalvormi kui ka Grassmanni
elemendi jarku Uhe vorra.

Jareldus.
sw(eR) = 0.*

Nuud tdpsustame vormi R struktuuri. IImselt on ta ekviva-
riantne vorm peakihtkonnal Q = P x Rm (struktuuririhmaga
SO(m)), mis omandab vaartusi Grassmanni algebras 8 m. Riih-
ma SO(m) esitus algebral gm (vt. 86, valem (6.35)) on algebra
automorfism kujul

di aktdk, aeSO(m).

Tahistame sellist esitust p : SO(m) - GL&((?m). Jarelikult
R e Qe(Q, m). Ruumi R e Qe(Q,(gm) suvalise elemendi in-
tegreerimisel Ule Grassmanni algebra moodustajate saame toi-
me G = SO(m) suhtes invariantse tavalise diferentsiaalvormi
peakihtkonnal Q. Seega on I8pptulemuseks diferentsiaalvorm
vektorkonnal E =P x Rm/SO(m).

Lause 8.4. Olgu T Qe(Q, (gm). Siis
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Teisendades vdrduse vasakut poolt, saame
(6mT)dme = j(D?T + 2ixk-~-)d mo.
J OBK
Integraali tle Grassmanni algebra omadustest jareldub:
N-dmO = O, Vic=1,2..... m.

5 &

Seega

J(50,t)dmO0=J3JD”tdm0 = J(dr + p'(00) n T) dmO.

Viimases valemis pakuvad huvi suurimate astmetega liikmed
moodustajate 01,62,..., Om jargi. Esituse p definitsioonist tu-
leneb, et
p(A)(0iO2..., BT) = det(A) O\O2...0m = 0102 e " m.
sest A E SO{m). Siit juba jareldub, et
p'(a)(0i02--.0m) = 0,

kus a g so{m). Et valisdiferentsiaali ja integraali kohad vdib
vahetada, jbuame tulemusele

f(<suym) dmo = d (] rd mo).

Lausetest 8.3 ja 8.4 jareldub veel kord Thomi vormi U kin-
nisus. Toepoolest, kehtib seos

dE7 = TT-md( eRdmO) = T1TJ 6weR)dmo = 0.

Lausest 8.4 vdib teha mitmeid huvitavaid jareldusi. Integree-
rimine Gle Grassmanni algebra teisendab operaatori 6w suh-
tes kinnise ,vormi” (sellise ,vormi” t, et Gu(t) = 0) ruumist
Qe(Q, 8 m) kinniseks vormiks peakihtkonnal Q ja tapse vormi
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tapseks. Seeparast oleks kasulik uurida operaatori koho-
moloogiaid. See operaator pole siiski nilpotentne, sest

5= Qw+ 2i(Dgx)k (8.17)

Mathai-Quilleni vormi R vdib votta kvantvaljateooria alu-
seks. Vaatleme vormi R teatud valjateooria lagranziaanina,
peakihtkonna Q punkti (p,v) koordinaate bosonviljadena
ning nende diferentsiaale ja algebra gm moodustajaid fer-
mionvéljadena. Siis on operaatorit 6w loomulik interpretee-
rida lagranziaani R supersummeetria operaatorina. Oletame,
et lagranziaani struktuur sdltub veel mingitest parameetritest.
Antud valjade kvantteooriat voib kirjeldada genereeriva funkt-
sionaali abil (vt. esimest peatukki), millel on jargmine integ-
raalkuju:

(8.18)

Vastavalt teoreemile 8.2 annab sulgudes olev integraal karak-
teristliku vormi ja seeparast on muutkonna Q mingit tsuk-
lit moodda integreerimise tulemuseks invariant, mis ei soltu
eespool nimetatud parameetritest. Just Kirjeldatud skeemi ka-
sutaski E Witten kvantvéljateooriat neljamddtmelisel muut-
konnal konstrueerides. Seejuures kasutas ta peakihtkonnana
P I6plikumodtmelise peakihtkonna kdikide seostuste ruumi 5
(valjateoorias nimetatakse seda ruumi koikide kalibratsioon-
véljade ruumiks). Selles ruumis toimib kalibratsioonteisenduse
rdhm £ (mis on samuti I6pmatudimensionaalne). Osutub, et
ruum S on Idpmatudimensionaalne peakihtkond rihma £ toi-
me suhtes. Seega Q on peakihtkonna S struktuuriruhm. Ruu-
miks V vottis ta Idpmatumddtmeline neljamddtmelise Rieman-
ni muutkonna antiduaalsete vormide ruumi b. On naha, et
ruumi b struktuur séltub sel juhul muutkonna M meetrikast
(parameetritest, millest oli enne juttu). Vaatamata sellele ei
soOltu kvantvaljateooria objektid, genereerivad funktsionaalid
(8.18), meetrikast, sest konstruktsiooni jargi on nad topoloo-
gilised invariandid. Siin tuleb réhutada seda, et antud valja-
teooria puhul tuleb valemis (8.18) integreerida ule I6pmatu-
dimensionaalse Grassmanni algebra ja ule I6pmatudimensio-
naalse ruumi S Selliseid integraale nimetatakse kontinuaal-
seteks integraalideks vOi funktsionaalintegraalideks. Siiamaa-
ni puudub selliste integraalide range matemaatiline teooria.
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Kui oletada, et eespool kirjeldatud konstruktsioon kehtib ka
Idpmatudimensionaalsete vektorkondade puhul, siis rahuldab
saadud kvantvéljateooria Uht teooriale esitatavat pdhinduet,
kovariantsuse ehk meetrikast sdltumatuse nduet. Sellise print-
siibi jargi konstrueeritud kvantvaljateooriaid nimetatakse to-
poloogilisteks kvantvéljateooriateks. E Witten néitas, et nelja-
modtmelise muutkonna topoloogilise kvantvaljateooria puhul
langevad genereerivad funktsionaalid kokku Donaldsoni inva-
riantidega.



Taiendav kirjandus

. Superruum ja supervaljad.

1 Poincare superalgebra defineerimisega algavad fuusikute-
le mbeldud supersummeetriat kasitlevad raamatud [1-3].
Neist kahes esimeses vdib leida Haagi-Lopuszanski-Sohni-
use teoreemi tdestuse. Kolme- ja neljam&dtmelist super-
ruumi on oma raamatus vaga pohjalikult kasitlenud SJ. Ga-
tes, M.T. Grisaru, M. Rocek ja W. Siegel [4]. Luhikese, kuid
ammendava kokkuvdtte sellest on teinud M. Rocek [5]. LU-
hemaks tutvumiseks sobivad ka J. Strathdee ja J Taylori
artiklid kogumikust [6].

2. Lorentzi rUhma spiinoresituse definitsioon lahtudes Diraci
maatriksitest on antud B. Dubrovini, S. Novikovi ja A. Fo-
menko Gpikus [7]. Weyli, Majorana ja Majorana-Weyli spii-
norite defineerimise vdimalustest ~-mo&6tmelises ruumis
on ulevaate andnud J. Scherk [8]. Kahekomponendiliste
spiinorite formalismi neljamddtmelises aegruumis on p&h-
jalikult valja arendanud R. Penrose [9,10].

3. Lagrange’i ja Hamiltoni formalismi detailse kirjelduse kaas-
aegse matemaatika keeles on andnud V.I. Arnold [11]. Nen-
de rakendusi valjateoorias voib leida kvantvaljateooria dpi-
kutes [12,13]. Seostega susteemide tahtsust fuusikas on
selgitanud P.A.M. Dirac [14]. Supervalju ja supersummeet-
rilisi m@jufunktsionaale on kéasitletud raamatutes [1-3].

4. Poorlevat osakest ja pseudoklassikalist spinni on antikom-
muteeruvate muutujate kaudu Kkirjeldatud P.G.O. Freundi
raamatus [3].

5. Nii bosonstringide kui fermionstringide detailne teooria on
antud stringiteooria opikutes [15,16].

6. Neljamddtmelise ruumi supersummeetrilistele valjateooria-
tele on puhendatud SJ. Gatesi, M.T. Grisaru, M. Roceki ja
W. Siegeli raamat [4]. Luhemaid ké&sitlusi vBib leida M. Ro-
ceki artiklist [5] ja supersummeetria dpikutest [1-3].

7. Eelteadmiste saamiseks uldrelatiivsusteooriast vdib soovi-
tada A. Koppeli loenguid [17] ja mahukat 6pikut [18], mil-
le autoriteks Ch. Misner, KS. Thorn ja J.A. Wheeler. Esi-
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10.

11.

mese monograafia supergravitatsiooniteooria kohta Kkirju-
tas P. Van Nieuwenhuizen [19]. Luhemaid ka&sitlusi v6ib lei-
da supersimmeetria dpikutest [1-3]; neist kahes esimeses
on antud ka N = 1, d = 4 supergravitatsiooniteooria for-
muleering geomeetrilise tdhendusega supervaljade kaudu
neljam&06tmelises superruumis.

Superstringide ja superosakeste detailne teooria on antud
stringiteooria Opikutes [15,16].

N = |, d = Il supergravitatsiooniteooria kirjelduse vdib
leida J. Scherki artiklist [8], P.G.O. Freundi 6pikust [3] ja
mitmest kogumiku [6] artiklist.

Kvantvéaljateooriate matemaatilist struktuuri on véga de-
tailselt kirjeldanud B. Hatfield [20]. Samast v0ib leida funkt-
sionaalintegraali definitsiooni ja arvutuseeskirjade tuleta-
mise. Yangi-Millsi valja kvantteooria fuusikalised alused on
esitatud L. Ryderi 6pikus [13]. Ulevaate kalibratsioonteoo-
riate kvantiseerimisest Batalini-Fradkini-VilkovGsski mee-
todi jargi voib leida M. Henneaux' artiklist [21]. Topoloo-
gilisi véljateooriaid on tutvustanud D. Birmingham, M. Blau,
M. Rakowski ja G. Thompson [22].

Diferentsiaalvormide teooria p6hjaliku kasitluse on andnud
R. Bott ja LW. Tu [23]. Hamiltoni mehaanikaga tutvumiseks
vOib soovitada V.I. Arnoldi raamatut [11]. JJ. Duistermaat
ja GJ. Heckman esitasid oma teoreemi tdestuse artiklis
[24].

Superalgebra, superanaltts ja supermuutkond.
Grassmanni algebra kirjelduse voib leida paljudes dpikutes.
Supermatemaatikast lahtudes on Grassmanni algebrat p6h-
jalikult kasitletud F.A. Berezini raamatus [25] ja J.I. Manini
raamatus [35]. F.A. Berezini raamatus [25] on materjal an-
tud vaga korgetasemelises esituses ja eeldab lugejalt head
ettevalmistust. Grassmanni algebra konstruktsioon vektor-
ruumi vélisalgebrana on antud diferentsiaalgeomeetria 0pi-
kutes [38], [34], [7]. Cliffordi algebrat on pdhjalikult Kirjel-
datud C. Chevalley raamatus [28]. Seal on ka naidatud, kui-
das saab Cliffordi algebra abil konstrueerida ortogonaalse
ruhma spiinoresitust. L6pmatumddtmelise Grassmanni al-
gebra kirjelduse, mida kaesolevas paragrahvis pole vaadel-
dud, voib leida F.A. Berezini raamatust [26]. Superruumi,
superalgebra ning nendega seotud struktuuride kohta on
palju materjali raamatus [27], mille autoriteks on N. Berli-
ne, E Getzler ja M. Vergne.
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2. Standardse materjali maatriksite ja determinantide kohta
vBib leida G. Kangro dpikust [32]. Supermaatriksid ja li-
neaarne algebra superruumis on hasti esitatud F.A. Berezi-
ni raamatu [25], D.M. Gitmani ja LV. Tjutini raamatu [30]
ning J.I. Manini raamatu [35] kolmandates peatikkides.

3. Superdeterminanti ja selle omadusi on pd&hjalikult kirjelda-
tud F.A. Berezini raamatus [25].

4. Lie’ superalgebrate kohta kéiv ulatuslik materjal sisaldub
V. Kaci artiklis [31]. Peale fuusikas tahtsat osa etendava-
te kdesolevas paragrahvis kirjeldatud konkreetsete superal-
gebrate leidub seal ka poollihtsate Lie’ superalgebrate klas-
sifikatsioon.

5. Antud paragrahvis esitatud supermuutkonna kontseptsioon
on kdige ldhedasem F.A. Berezini omale raamatust [25].
Erinevalt k&esoleva paragrahvi materjalist formuleerib Be-
rezin supermuutkonna maiste kimpude ringistatud ruumi-
de teooria terminites. Teistsuguseid ldhenemisviise super-
muutkondade teooria konstrueerimisel voib leida B. DeWit-
ti raamatust [29] ja B. Kostant'i raamatust [33]. A. Rogersi
artiklis [37] antud konstruktsioon on klassikalistele muut-
kondadele kdige ld&hemal. Seal on antud ka supermuutkon-
dade teooria erinevate konstruktsioonide vdrdlev analtus.

6. Reeglid integreerimiseks ule Grassmanni muutujate defi-
neeris esmakordselt F.A. Berezin. Seepérast nimetatakse in-
tegraali Ule Grassmanni algebra sageli Berezini integraaliks.
Vastavat teooriat on kirjeldatud F.A. Berezini raamatutes
[25] ja [26] ning JIl. Manini raamatus [35]. Berezini integ-
raali analoog ule Cliffordi algebra on esitatud V. Mathai ja
D. Quilleni artiklis [36].

7. Selle paragrahvi sissejuhatav osa, mis valgustab lUhidalt di-
ferentsiaalvormide, siledate muutkondade kohomoloogiate
ning kihtkondade teooriat, on Uksikasjalikku kasitlust leid-
nud paljudes Opikutes. Lahenemisviisi poolest vdib soovi-
tada F.W. Warneri dpikut [40], R.O. Wellsi dpikut [39] ning
R. Botti ja LW. Tu raamatut [23]. Superseostuste forma-
lism, mis moodustab antud paragrahvi teise osa, on vbetud
V. Mathai ja D. Quilleni originaalartiklist [36]. Selle p&hjali-
kum Kkirjeldus on antud N. Berline’i, E Getzleri ja M. Verg-
ne’i raamatus [27].

8. Kihtkondade topoloogilised invariandid, mis uldistavad
klassikalisi invariante, olid avastatud ja kirjeldatud D. Quil-
leni ja V. Mathai poolt superseostuste formalismi abil. Sel-
le paragrahvi esitus toetubki nende originaalartiklile [36].

28*
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Uksikasjalikuma ja edasiarendatuma kasitluse vdib leida
N. Berline’i, E Getzleri ja M. Vergne'i raamatust [271. Lu-
gejale, kes on huvitatud selle teooria rakendustest topo-
loogilistes kvantvéljateooriates, soovitame D. Birminghami,
M. Blau, M. Rakowski ja G. Thompsoni Ulevaadet [22].
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