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В книге излагается теория анализа и некоторые вопросы теории синтеза

многослойных интерференционных пленок. Соответственно, книга состоит из

двух частей.

В первой части изложена общая теория расчета спектральных характе-
ристик оптических интерференционных пленок заданного состава (анализ).
Особое внимание уделено приведению расчетных формул к наиболее удоб-
ному и простому компактному виду. Наряду с этим, подробнее, чем обычно,
излагается теория анализа поглощающих пленок. Выведено большое число

соотношений между величинами, характеризующими поглощающие пленки, и

установлен ряд общих свойств таких пленок. Всего в первой части пязь

глав: 1. Общие предпосылки. 2. Метод рекуррентных формул. 3. Матричный
метод. 4. Дальнейшее развитие теории. 5. Общие свойства поглощающих пле-

нок.

Вторая часть содержит решение некоторых задач синтеза пленок. Она

состоит тоже из пяти глав: 6. Теория просветления оптических поверхностей.
7. Синтез нейтральных светоделителей. 8. Теория просветления поглощающих

пленок. 9. Светофильтры с нарушенным полным отражением. 10. Некоторые
другие применения интерференционных пленок.

Рис. 45. Библиогр. 96.

Г .!.. .

7агl« ЯннПкм ПНкцс*!

Йастаl и к о $ и

2^372. 2



3

ПРЕДИСЛОВИЕ

Многослойные интерференционные пленки (покрытия) вошли

в практику оптического приборостроения сравнительно недавно,

не более 30 лет назад. Несколько более долгий срок существо-
вания имеют лишь полупрозрачные металлические слои. Разви-

тие теории и практики многослойных пленок в оптике началось

со скромных попыток просветления оптических поверхностей с

помощью однослойных покрытий. В настоящее же время пленки

самого разнообразного состава находят многочисленные приме-
нения. Технология изготовления пленок непрерывно совершен-

ствуется и параллельно с этим идет разработка теоретических

вопросов в этой области. Многое здесь уже сделано, но еще

больше предстоит сделать.

Настоящая монография посвящена исключительно теории
анализа и, в меньшей степени, теории синтеза пленок. Много-
численные другие вопросы, например, относящиеся к изготовле-

нию и структуре пленок, определению их параметров и т. д.,
здесь не затрагиваются. Притом мы будем рассматривать плен-

ки, как это часто делается, в несколько идеализированном виде,

именно, будем характеризовать каждую пленку только толщи-

нами и показателями преломления слоев, без учета более тон-

ких особенностей их структуры.
Под проблемой анализа пленок мы подразумеваем «прямую»

проблему расчета пленок. В этой проблеме задается состав

пленки (т. е. число слоев, их толщины и показатели преломле-
ния), а также показатели преломления ограничивающих сред,
и требуется определить спектральные характеристики пленки,
т. е. зависимость ее коэффициентов отражения, пропускания и

поглощения от длины волны и, в случае необходимости, от угла

падения. Эта проблема относительно проста. Значительно бо-

лее сложной и трудной является обратная проблема, где зада-

ются спектральные характеристики пленки, и требуется опреде-
лить такой ее состав, при котором она имела бы эти заданные

характеристики. Эта проблема называется проблемой синтеза

пленки. Главная трудность при решении этой проблемы состоит



в неизвестности, имеет ли она вообще решение в том или ином

конкретном случае. Если точного решения нет, то задача должна

решаться приближенно. Здесь появляется дополнительная труд-

ность, состоящая в том, чтобы из нескольких возможных при-
ближенных решений выбрать оптимальное.

Если проблема анализа пленок к настоящему времени раз-

работана уже довольно хорошо, то этого нельзя сказать о про-
блеме синтеза. Это и понятно, ввиду относительной трудности
этой проблемы. Между тем, с практической точки зрения, имен-

но эта проблема представляет наибольший интерес. Общего ме-

тода ее решения, можно сказать, не существует, и едва ли по-

добный метод вообще возможен. Решение ищется обычно для

каждой частной задачи (например, задачи просветления, син-

теза светофильтров, отражательных, поляризационных и других
пленок).

Лlонография состоит из введения и двух частей. Первая
часть содержит общую теорию анализа многослойных пленок.

Вторая часть посвящена проблеме синтеза. В основном моно-

графия опирается на результаты работ автора, опубликованные
ранее (с 1956 года) в ряде статей (см. [1 —25]). Используются
также работы других авторов (относящиеся отчасти к более ран-
нему периоду), ссылки на которые даны в соответствующих ме-

стах. Однако, сколько-нибудь последовательной библиографии в

книге нет, так как это не входит в ее задачи. Тем, кто интересу-
ется литературой, можно указать на книгу Г. В. Розенберга [26],
где дана богатая библиография примерно до 1957 года. В на-

стоящей монографии цитируются только те работы, которые в

том или ином отношении оказываются близкими к нашему из-

ложению. Впрочем, и эти ссылки ни в какой степени не претен-
дуют на полноту.

Книга написана в надежде, что она окажется полезной для

всех оптиков, работающих в области пленок. Это относится в

равной мере как к теоретикам, так и к экспериментаторам и

практическим работникам.
Автор заранее выражает благодарность за все указания, от-

носящиеся к возможным ошибкам, неточностям и другим недо-

четам.
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ВВЕДЕНИЕ

Многослойная оптическая интерференционная пленка (в даль-

нейшем просто пленка или покрытие) представляет собой си-

стему из некоторого числа плоскопараллельных, вообще говоря,
тонких (т. е. сравнимых по толщине с длиной волны) слоев раз-
личных веществ. Эта система ограничена с двух сторон средами,

которые в теории обычно полагаются полубесконечными. Огра-
ничивающие среды, а также вещества слоев будем везде пред-
полагать оптически однородными и изотропными. В предельном

случае бесконечно большого числа бесконечно тонких слоев ве-

щество пленки становится в перпендикулярном к ней направле-
нии неоднородным, однако, однородность сохраняется в осталь-

ных двух направлениях. Таким образом, путем предельного

перехода случай неоднородной пленки может в основном рас-

сматриваться средствами теории пленок, состоящих из конеч-

ного числа однородных дискретных слоев. В настоящей моно-

графии мы, однако, неоднородных пленок рассматривать не бу-
дем. Мы оставим в стороне также случай неизотропных слоев,
хотя условие изотропности на практике не всегда выполняется,
а в некоторых случаях отказ от изотропности весьма существе-
нен (см., например, [26], стр. 525 и далее).

Конечно, сравнивая теоретические результаты с данными

эксперимента, следует помнить, что оба условия — однородно-

сти и изотропности — являются идеализацией, и поэтому на

практике абсолютно точно не выполняются, даже если пленка

изготовлена весьма тщательно. Это относится в особенности к

однородности. Известно, например, что, в частности, тонкие ме-

таллические слои имеют довольно сложную внутреннюю струк-
туру (см. [26], гл. V). Иногда следует учитывать наличие пере-
ходного слоя на границе между двумя слоями. Часто, однако,
является достаточным предположение о полной однородности
(и изотропности) слоев. Во всяком случае, целесообразно вна-

чале развить теорию на основе этого предположения, чтобы в

дальнейшем в необходимых случаях сделать соответствующие
уточнения.
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Практическая ценность многослойных пленок состоит в том,
что с их помощью можно в широких пределах изменять коэф-
фициенты отражения и пропускания на той границе раздела

сред, куда вводится пленка. Такое действие пленок основано на

интерференции света в слоях. Часто под тонкостью слоев пленки

и подразумевается именно то, что проходящий через них свет

сохраняет когерентность. Точнее говоря, световые пучки, отра-
жаясь и преломляясь на всех границах раздела между слоями,
остаются когерентными. Конечно, такое наглядное представле-
ние об отдельных интерферирующих пучках в слоях пленки не

обязательно, да и не всегда возможно (особенно в случае сильно

поглощающих веществ). Отражение и пропускание света на

пленке можно рассматривать без разбиения падающего

света на интерферирующие пучки. Вместо этого можно решать

задачу о распространении света в слоистой среде единообразно
на основе системы уравнений Максвелла. Такое рассмотрение
является фактически более строгим. На практике же с одинако-

вым успехом применяются оба метода. Возможно также приме-
нение в нашей проблеме оптического принципа обратимости (см.
ниже, § 9), который, будучи основан на тех же уравнениях
Максвелла, приводит, естественно, к тем же результатам.

Коэффициенты отражения и пропускания света на данной
пленке зависят не только от состава пленки, но и от длины

волны света, и, конечно, от угла падения. Эти обстоятельства
являются весьма ценными в практическом использовании пле-

нок, хотя в некоторых случаях они являются, наоборот, нежела-

тельными. Таким образом, каждая пленка характеризуется
коэффициентами отражения и пропускания, а также, возможно,
поглощения, как функциями от длины волны и угла падения.

Эти функции называются спектральными характеристиками
пленки.

Наряду с длиной волны часто бывает выгодно пользоваться

волновым числом как спектральным аргументом этих функций.
В нижеследующем мы и будем, как правило, принимать в каче-

стве аргумента волновое число.

Наиболее простой является прозрачная пленка, т. е. такая,

во всех слоях которой поглощение полностью отсутствует. Хотя
в точном смысле слова этот случай является практически недо-

стижимым пределом, поглощение бывает часто столь незначи-

тельно, что им можно пренебречь. К таким пленкам можно при-
менять теорию непоглощающих пленок. Показатели преломле-
ния всех слоев прозрачной пленки вещественны, а коэффициент
поглощения его равен нулю.

Во многих случаях применяются также поглощающие плен-

ки, содержащие полупроводниковые или металлические слои.

Теория таких пленок значительно сложнее. Поглощающие ве-



7

щества характеризуются, как известно, комплексным значением

показателя преломления. Магнитную проницаемость всех сред,
как обычно принято в оптике, будем считать равной единице.

Особым случаем, который в настоящее время приобретает все

большее значение, является случай отрицательного поглощения

в искусственно создаваемых средах.

Перечислим теперь главные обозначения, используемые
везде в этой книге.

Е
[( , Е± — электрический вектор или его амплитуда в пло-

ской волне, поляризованной параллельно или перпендикулярно
плоскости падения. Направлением поляризации считается на-

правление электрического вектора.

к — длина волны света в вакууме.

,

== — — волновое число в вакууме.

с — скорость света в вакууме.
.(о — круговая частота света.

Ф — угол падения или преломления.
п = т] —/х — показатель преломления и его вещественная

и мнимая части.

К — толщина слоя.

а — кпк соз О (0.1)

— безразмерная величина, пропорциональная оптической тол-

щине слоя, выраженной в длинах волн.

г — амплитудный коэффициент отражения, т. е. отношение

комплексной амплитуды отраженной волны к амплитуде падаю-

щей волны.

I — амплитудный коэффициент пропускания первого рода,
т. е. отношение комплексной амплитуды электрического вектора
прошедшей волны к амплитуде электрического вектора падаю-

щей волны.

, .1/ мсозО
а = I I/ —

Г По СОB 'О’о
(0.2)

где индекс 0 означает исходную сферу, а величины без индекса

относятся к конечной среде — амплитудный коэффициент про-

пускания второго рода.

7? — энергетический коэффициент отражения.
О — энергетический коэффициент пропускания.

А — энергетический коэффициент поглощения.
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коэффициентами г и

Остальные обозначения будут вводиться по мере необходи-
мости.

По поводу амплитудных коэффициентов отражения и про-

пускания здесь кажется уместным следующее разъяснение.
Если ограничивающие среды прозрачны, и притом углы падения

и преломления 7)о и 7} вещественны, то, как хорошо известно,
имеют место соотношения:

К — гг*,
О = сМ*.

(0.3)

Между прочим, цель введения амплитудного коэффициента про-
пускания второго рода (по формуле (0.2)) в том и состоит,
чтобы можно было выразить О наиболее простым образом,
аналогично К.. Вместе с тем, как увидим ниже, употребление <1

вместо I значительно упрощает и многие другие формулы.
Формулы (0.3), однако, перестают быть применимыми в

случае, если ограничивающие среды (или хотя бы одна из них)
становятся поглощающими или углы Оо и •О (или хотя бы один

из них) становятся комплексными (впрочем, равенство 7? = гг*

остается верным, какова бы ни была подложка и угол прелом-
ления в ней, лишь бы исходная среда была прозрачна и угол
падения вещественен). Тем не менее, оказывается весьма целе-

сообразным сохранить за величинами г, I и (1 их обозначения

и даже названия, несмотря на то, что они уже не имеют про-
стой связи с энергетическими коэффициентами отражения и

пропускания. Подробнее об этом см. в § 1.

Временную зависимость монохроматической волны мы бу-
дем изображать множителем е™ 1

.
Фактически этот множитель

у нас нигде фигурировать не будет, поскольку он сокращается.
Здесь важен лишь выбор знака мнимой единицы в экспоненте

+ гео/.

Сделаем, наконец, еще одно замечание о выборе знака г в

случае параллельной поляризации. Одни авторы пишут коэффи-
циент Френеля в этом случае в виде

Iап(Фо — 'o')
(ап(Фо +s) ’

г
,

1
а —

—

,
о —

— — вспомогательные величины, связанные с
(1 ’

другие берут его с обратным знаком. Первый выбор приводит
к несоответствию со случаем нормального падения, если устре-
мить к нулю; второй выбор приводит к несоответствию со
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lап(Оo
— -0)

Г|l Iап(Оо +О)
(0.4)

Чтобы избежать связанных с этим выбором возможных недо-

разумений, достаточно условиться приписывать, если нужно,

падающему свету перпендикулярную поляризацию в случае нор-

мального падения.

Заметим, что наш выбор знака Гц в формуле (0.4) является

естественным, если сравнивать фазы волн не по электрическому,
а по магнитному вектору. В самом деле, магнитный вектор вол-

ны, поляризованной паралллельно плоскости падения, перпен-

дикулярен плоскости падения. Естественно направить положи-

тельную ось магнитного вектора падающей и отраженной волн

в одну и ту же сторону. Но тогда коэффициент Френеля и при-
мет как раз тот знак, который мы выбрали выше. Однако, это

не значит, что противоположный выбор был бы неверен. Важно
только, сделав выбор, придерживаться его неизменно на всех

границах раздела системы слоев.

л

случаехм скользящего падения, если устремить 1% к . Ясно,

что эта двойственность объективна и неустранима, будучи обу-
словлена тем, что направление отраженного луча отличается

от направления луча падающего, тогда как фазы лучей срав-

нимы, строго говоря, только тогда, если лучи имеют одно и то

же направление, или, по крайней мере (как имеет место для

падающего и преломленного лучей), если они допускают одно-

значную мысленную процедуру, делающую их однонаправлен-
ными. Но в случае падающего и отраженного лучей мыслимая

Л

процедура подобного рода двояка (г%->0 и Оо—>- у); поэтому

и фаза отраженного луча определяется с точностью до л. Иначе

говоря, ось положительного направления электрического вектора

отраженной волны может быть выбрана произвольно в ту или

другую сторону, независимо от выбора положительного направ-
ления электрического вектора падающей волны. Для опреде-
ленности мы раз условимся писать формулу Френеля для па-

раллельной поляризации в виде:

В заключение отметим, что происходившая недавно длитель-

ная дискуссия (см. [27 —35]) по вопросу о знаке гц представ-
ляется нам лишенной большого смысла. Правильное решение
этого вопроса можно найти в книге А. В. Соколова (см. [36]),
на стр. 45—49. Наоборот, категорическое утверждение
И. Н. Шкляревского и В. К. Милославского [34] о возможности

однозначного экспериментального определения знака гц может

вызвать лишь недоумение, поскольку произвольное обращение



знака г означает лишь обращение положительного направле-
ния оси электрического вектора отраженной волны, без изме-

нения реального направления самого электрического вектора.
Следовательно, если экспериментальные данные совместимы с

каким-либо одним из двух значений г, то они так же хорошо
совместимы и с другим значением.
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ЧАСТЬ ПЕРВАЯ

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ АНАЛИЗА

МНОГОСЛОЙНЫХ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ
ПЛЕНОК

ГЛАВА ПЕРВАЯ

ОБЩИЕ ПРЕДПОСЫЛКИ

§ 1. Отражение и преломление света на границе двух сред

В этом параграфе нашей целью является краткое суммиро-
вание элементарных фактов, относящихся к отражению и про-

пусканию света простой границей раздела двух сред, и, кроме
того, введение некоторых определений и величин, которые будут
нужны нам в последующей теории.

Обозначив две среды индексами 1 и 2 (свет падает из сре-
ды 1), напишем известные формулы Френеля:

Е' _ Р
—-0 2)

Л)
—

|ап(г% + йг)

2 8Ш СОЗ

211 111 81П ($1 4- СОЗ (01 — О2)

(1.2)

В этих формулах штрих
' обозначает обратную (отраженную)

волну.
Если обе среды имеют вещественные показатели преломле-

ния, и углы 1% и $2 тоже вещественны, то вещественны и коэф-
фициенты Френеля, и все три волны — падающая, отраженная
и преломленная — представляют собой обычные однородные
плоские волны. Интенсивность каждой из этих плоских волн

пропорциональна пЕ 2 созs, откуда вытекают следующие выра-
жения для энергетических коэффициентов отражения и пропу-
скания:

Е' -Г
51Г1(01 —02 )

1± 11

Р
2 81111%СО8 01

11 8Ш (01 4" ФО



12

/?« =

Ьп 2 (01 —O 2)
12 1ап 2 (О14-Ог)

(1.3)
1(

8Ш 2018Ш 2О 2

12 81П 2 (01 + Оз)СО82 (ОI — 02)

_

—#2)
12

~

8Ш
2 + #2)

(1-4)
BШ 2ФI 81П

12
8Ш

2 (sl + 1Ъ)

причем, естественно, выполняются соотношения:

4-7)11 = 1,х l2‘ 12 ’

/?± 4 7)1 — 1
'l2 1 12 ’

(1.5)

выражающие, в силу закона сохранения энергии, факт отсут-
ствия поглощения.

Из формул (1.1) и (1.2) вытекают следующие формулы для

амплитудных коэффициентов отражения и пропускания:

Г Н =
Iап(#l —# 2)

12 Iап(^lН-^2) ’

(1-6)

12 81п (1% + 'О’г)
и

(1.7)
±

2 81ПО2СО8О1
12 81п(О14-О2)

Из последней формулы и формулы (0.2) следуют выражения
для амплитудных коэффициентов пропускания второго рода:

(1-8)
2Ol 8Ш 20г

12 81П (01 + Ог)

Очевидно, формулы (0.3) в рассматриваемом случае, т. е. в

случае простой границы раздела двух сред, и притом, если по-

2 81П 02 СО8 01
12 81П(01-Ь О 2 )СО8(О1 — 02)

Узш 2Ф1 ат 26'2
12 81П (О’! + 0'г)со8(0'1 — -Ог)
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казатели преломления и углы падения и преломления веще-

ственны, имеют вид:

Кl2 — Г&

П —Н
2 ( кУ >

Ь'п = «12,

поскольку Гl2 и с?l2 вещественны.

Переходя к общему случаю, вспомним, что мы условились
сохранить выражения (1.6) — (1.8) и на тот случай, если та или

другая среда или обе являются поглощающими, или если угол
падения или преломления или оба комплексны. Случай, когда

исходная среда является поглощающей (т. е. когда П\ и ■О] ком-

плексны) или хотя бы непоглощающей, но при комплексном

значении 01, представляется на первый взгляд лишенным смыс-

ла, так как тогда, вообще говоря, поле падающей волны на-

столько сильно отличается от поля обычной однородной пло-

ской волны, что реализация такой волны представляется по

меньшей мере затруднительной. Однако, формально мы имеем

право рассматривать и этот случай (это существенно для даль-

нейшего). Поле падающей волны полагается в этом случае та-

ким, какое получится, если напишем обычное выражение для

однородной плоской волны, и в этом выражении сделаем «1
и/или $1 комплексными. Независимо от того, каким образом
такое поле могло бы быть реализовано, мы можем по крайней
мере формально рассматривать отражение и преломление такой
волны. В силу линейности уравнений Максвелла, лежащих в

основе формул Френеля, эти формулы сохраняют в этом случае
свой вид. Разница будет лишь та, что коэффициенты отражения
и преломления будут иметь в этих формулах комплексные зна-

чения.

Итак, мы сохраним для общего случая формулы (1.6) — (1.8)
для амплитудных коэффициентов отражения и пропускания.
Более того, является целесообразным сохранить за этими вели-

чинами и их названия, хотя для них, вообще говоря, уже не

выполняются соотношения (0.3) или (1.9). Зато для амплитуд-
ных коэффициентов отражения и пропускания на границе двух

сред, в указанном обобщенном смысле, всегда выполняются

соотношения:

Г Ц2 I — ]
12 12 (1 10)

г±2 I^±2 = l
12 ‘ 12 ’

которые, однако, не равносильны формулам (Г.5), и не выра-
жают более сохранения энергии, поскольку соотношения (1.9)
уже неверны. Правда, если П\ и вещественны, то Я\2 в виде

(0.3) сохраняет свой обычный смысл (причем, поскольку г )2 в

рассматриваемом случае комплексно, то г
1О

г*
2

; но Ь12,
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В качестве примера, иллюстрирующего сказанное, рассмот-

рим случай полного отражения на границе раздела двух ди-

электриков (т. е. непоглощающих сред). п { и /г 2, а также 01 ве-

щественны, а 0 2 комплексно. Положив

<Ь = -у + �<. (1-11)

имеем:

г»
в
=е"Ч

',4 = г* l.

где

зЬ 2р
(ап —

=
—; —-—

2 8Ш

(?1
(ап —

— (ап (к 0.

Во-вторых

б/{ 2
= У2 81пеи

ехр[ -)] ,

2
= У2зlП()

±
е х р[ Д-у ——)]

•

(1.12)

(1.13)

(1.14)

строго говоря, теряет смысл вообще, если хотя бы одна из ве-

личин /11, /г 2 , Фь $2 комплексна. Только если /11 и 01 веществен-

ны, а мнимая часть /1о мала (слабо поглощающая среда), то

преломленную волну можно рассматривать приближенно как

однородную плоскую; однако, энергетический коэффициент про-

пускания Т>12 не равен ни ни <1*,.
В теории многослойных пленок преимущественное значение

имеют амплитудные коэффициенты отражения и пропускания
(второго рода), так как энергетические коэффициенты имеет

смысл вычислять лишь для всей пленки, а не для каждой гра-

ницы раздела между соседними средами. Поэтому мы и пред-
почитаем обобщить понятие амплитудных коэффициентов так.

чтобы оставались в силе формулы (1.6) — (1.8). Наоборот, фор-
мулы (0.3) и (1.9) не столь важны, и поэтому мы можем оста-

вить для них ограниченную применимость. Они верны только

при условии вещественности показателей преломления и углов
падения и преломления, а формула Я12 = г 12г\ 2 верна также и

тогда, если показатель преломления подложки и/или угол пре-
ломления комплексны.
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Очевидно, соотношения (1.10) выполняются. Кроме того, из

(1.12) вытекает 7?” =/?4>== 1 (т. е. отражение полно); но

г
а = ~а'

(1-15)
-4

так что, наоборот
а

г =

т-

(1.16)

Как увидим ниже, теория, оперирующая сайд вместо г и <7,
получает гораздо более простую и изящную форму. Знание же

а и Ь практически равносильно знанию г и а, так как переход
к последним совершается путем крайне простых формул (1.16).
Определением (1.15) мы будем пользоваться также для любой

многослойной пленки. В частном случае простой границы раз-

дела из формул (1.3) и (1.6) находим:

а —

s* п (в* — Ог) СОЗ (Оч 4- Ог)
12

Узш 201 81П 2О2

(1-17)
81п(01 + Ог)со8(01 — Ог)

о» =
—

12
п 201 51 п 20г

Узт 2sl 81п 202

81п(014-<Ь)
о 1 =

—

,

} 81П 20ч 51П 20 г

и

а ±
—

—Ог)
12

(1.18)

и не имеют вообще смысла.

Следует подчеркнуть вновь, что этот последний результат
не означает, что и (1~

2
гоже не имеют смысла. Эти величины

не имеют, правда, обычного смысла амплитудных коэффициен-
тов пропускания (хотя мы и продолжаем их так называть), но

их практический смысл обнаруживается сразу, когда мы рас-

сматриваем вместо простой границы раздела одно- или много-

слойную пленку. Об этом будет еще идти речь впереди.
В конце этого параграфа введем наряду с величинами г и с!

следующие зависящие от них вспомогательные величины:
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причем, в силу формул (1.9),

— с№ = 1
12 12 ’

а±2
— 1и

l2 12
1

(1.19)

Из последних формул видно, что для простой границы раздела
можно всегда ввести такую величину V, что

а = зк V,

Ь = ск у,
(1-20)

причем, согласно (1.17) и (1.18),

0 1 = ±lП
Л?.2_»<_,

12 2 зйl2в2 ’

(1.21)
. 1

, IапгЪ
о-1- — —l п

12 2 IапОl

В заключение напишем несколько формул для случая нор-
мального падения света. Как указано во введении, этот случай
следует рассматривать как частный случай перпендикулярной
поляризации. Из формул (1.3), (1.7), (1.18) и (1.20) имеем для

этого случая следующие формулы:

«1 «2
<l2 = . .

«1 + «2

2 УпlП2
аl2 = ; »

П{ 4- П,2

П1 — п 2
012 = “Г »

2

,
П1 4- п 2

012 = Г=Г ,

2 2

1
. П!

О,2= Т

(1.22)

(1.23)

(1.24)

§ 2. Принцип обратимости и понятие сопряженной пленки

В теории многослойных оптических пленок оказывается

очень плодотворным применение принципа обратимости. В

статье Книттла [37] впервые показано применение этого прин-
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ципа в теории непоглощающих пленок. В общей теории пленок,

учитывающей поглощение, принцип обратимости до самого не-

давнего времени не применялся. Это и понятно, так как прин-
цип обратимости в оптике (и вообще в электродинамике) фор-
мулировался до сих пор только в частном случае отсутствия
проводящих (т. е. поглощающих) сред. Впервые в статьях [lB,
19] автора был сформулирован обобщенный принцип обрати-
мости и показано его применение в теории пленок. Независимо
от него обобщение оптического принципа обратимости сформу-
лировано Шантавым [3B].

Известный до сих пор принцип обратимости в электродина-
мике состоит в том, что при инверсии времени, I-» 1, и одно-

временном преобразовании плотности заряда р->р и векторов

поля, Е-> Е, В-> ВиН —> Н, В—> В уравнения Максвелла

остаются неизменными, если член с оЕ (о — проводимость) от-

сутствует и диэлектрическая проницаемость вещественна. В слу-
чае же наличия проводящих сред, или, вообще, в случае нали-

чия поглощения, инвариантность уравнений Максвелла наруша-
ется. В силу этого принцип обратимости в электродинамике до

сих пор считался справедливым только в случае отсутствия по-

глощения.

Однако, если мы условимся преобразовывать проводимость
по правилу а-> а и диэлектрическую проницаемость по пра-

вилу 8->е*, то уравнения Максвелла вновь станут инвариант-
ными. Таким образом мы получаем обобщенный принцип обра-7
тимости, гласящий: если в данной совокупности сред возможен I
какой-либо электродинамический процесс, то в другой совокуп-
ности сред, отличающейся от данной только знаком проводимо- :
сти и знаком мнимой части диэлектрической проницаемости
каждой среды, возможен обратный во времени процесс, отли- I
чающийся от данного только заменой НиВна —Н и —В.

Возможность обращенного процесса и понятие среды с от-

рицательным поглощением не являются только чисто-формаль-
ными элементами теории, так как, хотя в природе сред с отри-

цательным поглощением не существует, они, как известно, мо-

гут быть созданы искусственно. Однако, в настоящей моногра-

фии вопрос о реальном осуществлении сред с отрицательным

поглощением нас интересовать не будет. Это не значит, что мы

будем рассматривать пленки только с положительным погло-

щением. Наоборот, в целях наибольшей общности, мы, как пра-
вило, не будем делать никаких ограничительных предположе-
ний о поглощении; оно может быть как положительным, так и

отрицательным. Ограничения мы будем вводить лишь в тех

или других конкретных вопросах, где будет нужно. Чаще всего

будем предполагать, что поглощение во всех средах положи-

тельно.
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Нас интересует здесь, однако, в первую очередь понятие

сопряженной пленки. В оптике преобразованию о-* щ

е—>-е* соответствует замена показателей преломления их комп-

лексно-сопряженными значениями. Сопряженной по отношению

к данной мы будем называть пленку, отличающуюся от данной
только тем, что показатели преломления всех сред (т. е. слоев

и ограничивающих сред) имеют комплексно-сопряженные значе-

ния. В случае наклонного падения света в сопряженной пленке

следует, конечно, заменить комплексно-сопряженными значения-

ми также значения всех углов преломления, так как закон пре-
ломления Снеллиуса остается тот же.

Как будет видно из дальнейшего, понятие сопряженной,
пленки является весьма плодотворным, так как позволяет при-
дать всей теории простой и законченный вид, и оказывается не-

заменимым средством при выводе многих важных соотноше-

ний.

Все величины, относящиеся к сопряженной пленке, будем
обозначать в дальнейшем всегда знаком ~ (тильдой). Отметим

соотношения, непосредственно вытекающие из определения со-

пряженной пленки:

п= п
,

$ = О*,

а = а*

(1-25)

Г l2 = <l2,

1 12 ==

(1-26)
б/12 ——

012 = 012,

/?12 = Ь\2-

Если обе среды непоглощающие и полного отражения нет, то

эти коэффициенты вещественны, так что формулы (1.26) рав-
носильны следующим:

(определение величины а см. 1зо введении, формула (0.1)). Ана-
логичные соотношения имеют место также для коэффициентов
г 12, 62, #12, на простой границе раздела двух сред, т. е.



Гц = Г l2,

6г = Лг,

=

(1-27)

<212 = <212,

612 = 612.

как и должно быть, ибо, если поглощения нет, то сопряжение
ничего не меняет. Если же среды непоглощающие, но имеет

место полное отражение, то формулы (1.27) не имеют места,

так как коэффициенты комплексны (см. (1.12) и (1.14)). Сопря-
жение означает в этом случае переход к комплексно-сопряжен-

ному значению угла преломления, тогда как показатели пре-
ломления, будучи вещественными, конечно, остаются теми же.

Все коэффициенты г l2 ит. д. оказываются, как и в общем слу-
чае поглощающих сред, равными своим комплексно-сопряжен-
ным значениям г 12

*
ит. д., т. е. имеют место формулы (1.26).
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ГЛАВА ВТОРАЯ

МЕТОД РЕКУРРЕНТНЫХ ФОРМУЛ

§ 3. Рекуррентные формулы Власова

А. Г. Власов впервые (см. [39]) нашел весьма действенный

метод расчета (анализа) многослойных пленок. Позже был раз-
вит так называемый матричный метод. Фактически оба метода

очень близки друг к другу. В частности, метод рекуррентных

формул можно почти с самого начала представить в матричной
форме. Совпадают, конечно, и результаты, даваемые обоими

методами, хотя они могут отличаться по внешнему виду. Ход
рассуждений, однако, в обоих методах различен.

Метод Власова основан па учете многократных отражений
и преломлений луча в слоях пленки с последующим суперпони-
рованием этих лучей. Суперпонирование совершается просто пу-
тем суммирования амплитуд, с учетом фазы каждого луча
(принцип интерференции).

Основными формулами в методе Власова являются его ре-

куррентные формулы, вывод которых будет дан в этом пара-

графе. Впоследствии мы приведем их к форме, найденной авто-

ром настоящей монографии (см. [l3]).
Перенумеруем слои пленки в направлении падения света ин-

дексами 1,2, ...
М. Исходную среду обозначим индексом 0,

подложку (конечную среду) — индексом N-|- 1. Наряду со всей

Л/-слойной пленкой будем рассматривать пленки, состоящие

лишь из части слоев; для каждой такой «подпленки» ограничи-

вающими средами будем считать те среды, которые в данной
пленке ее фактически ограничивают. Все величины, относящие-

ся ко всей пленке, будем обозначать индексами 0,Ал—}—l, а ве-

личины, относящиеся к какой-либо из подпленок, будем обозна-
чать индексами ее ограничивающих сред. Наименьшей «под-

пленкой» является 0-слойная «пленка», т. е. простая граница

раздела между двумя соседними средами (которые являются

«ограничивающими средами» в этом случае).
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Величины, относящиеся к какой-либо части пленки (или
ко всей пленке) в случае падения света с обратной стороны (в
обратном направлении), будем обозначать теми же индексами,
написанными в обратном порядке.

Все эти обозначения будут сохранены и в дальнейшем, хотя

наряду с ними, где удобно, будут употребляться и другие обо-
значения.

Формулы Власова выводятся следующим образом. Сначала
еся пленка рассматривается как совокупность двух подпленок:

0-слойной 01 и (Л/ —1)-слойной I,#-|-1, разделенных 1-м

слоем, являющимся одновременно конечной средой для первой и

исходной средой для второй подпленки (см. рис. 1). Прослежи-
вая ход луча в первом слое, находим амплитудный коэффициент
отражения путем суммирования амплитуд всех отраженных лу-
чей в виде:

2
= Гоl + г l,N+llolllое~ 2lа' + Гlо^l,lУ+l^оl^lо^' 4га' (2.1)

причем амплитуда падающего луча принята за единицу. Сум-
мируя, находим:

Гоl + /'olГю)е 2га;

Л),ЛЧ-1 = ; 77— ,

1 — ГIOГ 2 1

Г Ol -ь П^+lе-2га '
Го,лг+l =

1 -'- гOIГI^+1е-2га'

Рис. 1. К методу Власова.

или, в силу равенств — ''ю — —/01 и <Ую = б/ 01 (см_
(0.2), (1.6) и (1.8)), а также учитывая (1.10),
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Аналогично, для амплитудного коэффициента пропускания на-

ходим:

А),Л-М —

га‘ “Г
З 'а ' 4" •• •

, (2-3)

откуда

, Аи6,лг-це г(Х|

°,л+l —

! + гOlГlЛ+lв-2га
‘ ’

и, в силу (0.2),

где т = 1,2, ...
М — текущий индекс.

Формулы (2.5) можно переписать на основании (1.15) в

следующем более простом виде:

Итак, мы получили формулы Власова в наиболее простом
частном виде. Они выведены в предположении, что показатели

преломления всех сред и углы преломления в них (а также угол
падения) вещественны. Только в этом случае имеет смысл рас-

сматривать ход прямолинейных лучей в слоях. Тем не менее

эти формулы верны и в самом общем случае. В самом деле,

их можно было бы вывести (как это и будет сделано ниже, в §6)
другим путем, именно, на основании граничных условий для

векторов поля. Но форма граничных услсвий совершенно не за-

висит от того, являются ли показатели преломления и углы

преломления вещественными или комплексными. Следовательно,
любая формула, содержащая эти величины и выводимая на ос-

нове граничных условий, должна иметь одинаковый вид, неза-

висимо от вещественности или комплексности показателей пре-
ломления и углов преломления.

—

ь*О,ЛГ4-1 . . 9 - л • у**- 1 /
1 + “ ,<Х*

Формулы (2.2) и (2.4) являются рекуррентными, так как

коэффициенты г 1>Л-+ 1 и входящие в правые части этих

формул, выражаются через Г12, <2,л’+ь и по подобным
же формулам. Таким образом, применяя эти формулы последо-

вательно N раз, можно выразить коэффициенты Гол-н и

через амплитудные коэффициенты отражения и пропускания на

простых границах раздела. Общий вид рассматриваемых ре-

куррентных формул таков:

ГГЛ—1,Л’+1
Гт-1,т + Гт^+1 е~

1 ~1~ тп—1,т^ 2гат

гат
(2.5)

&т— 1,Лг +1 —

1 “1“ т—1,т^ " :а,п

Ят-1,5’4-1 = С1т-1,т^т.Х+1ё га,т + &т,5г+1^т-1,тб~ гат
,п

Ьт— 1,5+1 == 1,т^т^+1^!ССт
“Г

ат
■



2а

р
/ с!1 Ущ—1,т зН Ущ—1,тп\

*
гп— 1,т — 1 1 , 1 ,\ 8П с' т_1 1ГП

СП Утп—1,тп •
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§ 4. Матричная запись рекуррентных формул

Формулы Власова (2.6) можно записать в матричном виде.

Для этого перепишем эти формулы прежде всего для сопря-
женной пленки (с учетом формул (1.25) и (1.26)) в виде:

(2.7)

Последние формулы можно теперь вместе с формулами (2.6)
объединить в следующей матричной записи:

т—l,.У+l — Рпг—l,тМ((lт)Рт,У+l, (2.8)

где, по определению,

(ргат
И \

О е— ) (2.9)

11

_ / Ьгк (2{к \
Г{к — I 7*l (2.Ю)

Матричная запись удобна не только из-за краткости, но также

и тем, что позволяет записать в виде одной компактной фор-
мулы окончательный результат. Он, очевидно, таков:

Из этой формулы вытекает следующее обобщение формул Вла-

сова. Разделим данную Л/'-слойную пленку на две части, разде-
ленные ш-ым слоем. Из формулы (2.11) тогда вытекает:

(2.13)

Это и есть обобщение формул Власова. Впервые эти формулы
были получены автором иным путем в статье [l3]. Из них, ко-

нечно, мы можем получить вновь формулы (2.6), как частный

случай, положив т — 1.
Возвращаясь к формуле (2.11), отметим, что, согласно (1.20),

(1.26) и (2.10), матрицы Р0 \, Р }2 ,
•••

,
входящие в эту формулу,

могут быть написаны в виде:

&т—1,Лт -|-1 — т—1,т^^ат
~

гат

Ьщ—1,Л’4-1 —— 1,т^‘ ап1
—|_ 1,т^т,Лт

гат

т+1 = Рси(«1) Р12М (цо)... 7? л-1,.уЛ4 (ал) Р (2.11)

Р 0,Л'+! — Ро,щМ (С1т) Рт,Л’+1, (2.12)

откуда, учитывая (2.9) и (2.10), заключаем:

Яо,К+1 — Ио,тЬт^+1^гат
“Г а

т,
гат

== >71^171,Л'+1^’ а "‘
~|~ ‘ а "‘



где величины ц,п-I,т определяются (см. (1.21) и (1.24)) следую-
щим образом:

„II = ±lп
2 5Ш 2®т

. 1
. (ап-О-гп

у± —
_ I П _

т~ l '™ 2 Iап От_!

(2.15)

и, для нормального падения,

1
1 Пт- 1

Ут—l,т — IГI —— (2-16)

Так как матрица Рт-I,т (т. е. матрица Р с индексами, отличаю-

щимися на единицу) зависит от одного лишь аргумента ц
т-I,»п

то полезно ввести для нее другое обозначение:

рт-,,т = С (2.17)
так что

ч
/скVзк V \

0(у)=( )
\ зк V ск а /

(2.18)

и

/ #O,ЛЧ-1 |
г+l = I

_

Ф |
' &0,Лг +l /

(2.19)
= С М. («О С М(аг)... С (ад”) С •

Эта последняя формула, которую мы здесь получили, исходя

из рекуррентных формул, и которая, наоборот, содержит в себе
эти формулы, является основной. Она может быть выведена

также другим путем, именно, исходя из матричной записи урав-
нений поля с самого начала. Ее можно преобразовать также

несколькими способами к иному виду. Все эти вопросы мы рас-

смотрим в следующей главе.
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ГЛАВА ТРЕТЬЯ

МАТРИЧНЫЙ МЕТОД

§ 5. Граничные условия для векторов поля

В этой главе мы изложим так называемый матричный метод

и покажем, что он приводит в точности к той же основной фор-
муле (2.19), как и метод Власова. Название «матричный метод»

уже укоренилось в литературе и ме-

нять его нецелесообразно, хотя оно не-

достаточно четко характеризует сущ-
ность метода, поскольку матричная за-

пись фигурирует и в методе рекуррент-
ных формул. Впервые матричный ме-

тод начал широко применять, по-види-

мому, Аблес (см. [40 —42]).
Сущность матричного метода за-

ключается в использовании граничных

условий для векторов поля на всех

А/ + 1 границах раздела А-слойной
пленки. В этом параграфе мы запишем

основные уравнения, выражающие эти

условия.

Рассмотрим, как и ранее, Л/'-слой-
ную пленку, слои которой перенумеро-
ваны от 1 до N в направлении падения

света (см. рис. 2). В каждой из сред

»
т-1

т

Тй
I

Рис. 2. К матричному ме

тоду.

имеется по две плоских волны, одна из которых распростра-
няется в прямом направлении (т. е. в направлении падения

света), а другая — в обратном направлении. Только в послед-

ней среде обратная волна отсутствует.
Обозначим через Е

т амплитуду электрического вектора пря-
мой волны в т-й среде, и через Е'

т амплитуду электрического
вектора обратной волны в той же среде. Все эти амплитуды в
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«общем случае комплексны; амплитуды в слоях берутся в конце

каждого слоя (т. е. у границы данного слоя со следующим);
амплитуды в исходной среде берутся в конце ее, а амплитуды
в конечной среде берутся в ее начале.

Тогда граничные условия на границе (т — 1)-й и т-й сред
можно записать в следующем виде:

1) для параллельной поляризации:

2) для перпендикулярной поляризации:

Р л -! Р' ж Р рlъ.тп Р? р—Мт

(3.2)

В этих формулах т=l, 2, ...
N I, причем ад-+ 1 =O.

эти формулы относительно Е
т-1 и Е'т-1, находим:

Решая

1) для параллельной поляризации:

(3.3)

2) для перпендикулярной поляризации:

(3.4)

Записанные в предыдущем параграфе граничные условия

(3.3) и (3.4) можно с помощью формул (1.17) и (1.18) пред-

ставить в следующем виде:

81п^т (Е т_1 4- Е'т_ л) = 81П ®т-1 (Е т
е^,п 4- Е'те~^т),

С08 '0'771—1 (Е т-1 Е
т__1) = СО8 $

т (Ете'ат — Е'
т

е~*ат ); V
5

-
1 '

ЗШ СОЗ От-1 (Е т
- 1 Е

т —1) —

= 81П Огп-1 СОЗ $т (Е т
е'ат

— Е'тв-''*™

„ 81П(йт-1 + г%п)С08(й,п-1 — -&т) с
.

1 —

о
•

я а г2 81П 0,п СОЗ $т-1

1 5 * п (Фтп-1 ’&т) С05 ('О’тп—1 Н~ Фиг) р, о-гат

2 8Ш 'О'шСОЗ

р/
81П(0т-1 От)С08(От—1 } От) р {ат ,

2 8Ш От СО8 От-1

81П (От-1 + От) СОЗ (От-1 ~ От) р, ,

ат

2 81П От СОЗ Фт-1

_

5^П &т) Е'те-гат

2 51П^
т СО8 О

т -1 2 8Ш 'От СОЗ Ф
т-1

31П 51П_(»т -, + Ом)
2 В1П Ът СОВ Фт-1

"‘ 2 51П'О'т СОВ Ощ—1

§ 6. Вывод основной формулы
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1 СОЗ От—\.Руп— 1 —

(3.5)
У Л-т—l СОЗ От— \Р т— 1 —

причем эта форма записи одинакова для обеих поляризаций.
В матричной записи эти формулы имеют вид:

(см. (1.20), (2.9) и (2.18)).
Распространяя рекуррентную формулу (3.6) на всю пленку

и учитывая, что интенсивность волны пропорциональна
п соз ОЯ| 2

,
находим:

( )== (а1) 6(у 1 2 ) М(аг)

(3.7)

... О (у 2 (а
2
у) О

где г и д. относятся ко всей пленке.

Н = Р
о„у+ь (3.9)

Тем самым будет показано, что матричный метод приводит в

точности к той же формуле, что и метод Власова.
Итак, требуется показать, что

Г г
/ Дo,Лт+l \
'

Оо,Лг+l &o,Л’+l '
(3.10)

Для этого заметим, что если в формулах (3.5) перейдем к со-

пряженной пленке и возьмем комплексно-сопряженные величи-

ны, то, согласно (1.25) и (1.26), а, л, О, а и Ъ не изменятся, а

I заменится на —й Итак, эти формулы будут иметь тогда та-

кой вид:

СОЗ IЭ т_l Ет-1 = } СОЗ

Г т
в‘

— 1 Чт С08^т(^т~1,т^т^‘ а'"> "Т" 1,тЕ тС ,ат ),

ТП-т С08 'О’т (@т— 1,т^т^' апг Н- Ьщ— 1,тЕ шС 1ат )
,

/ 1 С08 0;п—1 Е
т- 1 \

1 -■/ г» Г7/ 1 = С^т_,. т )М(ат )
Е™ ) (3.6)

' } Пт—1 С08 'О’т—1 Е т—1' \]Пт СО^ЬтЕ'т /

Произведение матриц в формуле (3.7) в точности то же, что

и в формуле (2.19). Обозначим его здесь через Я:
Н = С М(<ц) О М (аг)... О (Рх—1,дг)Л1 (а.у) С (3.8)
и покажем, что
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что можно, подобно (3.6), записать как

Отсюда, совершенно аналогично (3.7), получаем

{ г*\
и ( о \

(3.11)

Комбинируя эту формулу с (3.7), имеем:

/ 1 г* \ (4 0 \

(г 4 = н
\о <г)' (3.12)

Отсюда сразу вытекает, что //цб/ =l, Т/2 =г, Н х2(l* —г* и

= 1- Это и означает, что Н =

Итак, мы получили вновь формулу (2.19), которую напишем

здесь в виде двух раздельных формул:

с
/ Оо,.У+l \

‘ 0,Лг+l = < 7* I
'/

(3.13)

(3.14)

Эти формулы являются основными формулами всей теории мно-

гослойных оптических пленок.

Сделаем еще по поводу этих формул следующее немаловаж-

ное замечание. В случае отсутствия поглощения, если к тому
же все углы падения и преломления вещественны (т. е. ни в

одной среде не выполнено условие полного отражения), переход
к сопряженной пленке ничего в правой части формулы (3.14)

'1пт -1 СОЗ Ет-1 = У Пт СОЗ От (ат-1,гХе’ !ат -{-

“Г \,т.Ет С‘ ,п ) ,

/ СОЗ От—1 \
л

.
. .

/ } СОЗ От \

\ УИт-1 СОЗ От-1 /
“ М

' СОЗ От )

Р о,л'+1 = С ( у01)М («1) С (У12) Л4 (аг)
. . . 0 (<Хя) 0

.

не меняет; следовательно, тогда — откуда =

= <2 и = Эти равенства в случае наличия по-

глощения, естественно, не имеют места. Однако, они верны так-

же в случае нарушенного полного отражения в каких-либо

слоях. В самом деле, если т-й слой является полноотражаю-
щим, то сопряжение означает замену Vт-.^гт—^V* т-^>т ,

ат ->■

->ат

‘
= —ат и Ут,т+1 -> гЛп т+1- Следовательно, наше утверж-

дение означает, что
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44 (—Ощ) —67 (271т (^т-1,т)) 41 (ат ) С (271т (Утп,т+l))

Но в случае ненарушенного полного отражения (т. е.

если угол преломления в подложке комплексный), как и в

Из формул (3.13) и (3.14) вытекает прежде всего следующее
соотношение:

ЬЬ*~аа*—l (3.15)

(мы опускаем индексы 0,/У +1). Это соотношение вытекает из

того, что, согласно (2.9) и (2.18), бе1 0(ут_l, т ) = 1 и

сlе!44(ат ) =l. Следовательно, де!/7 —l, откуда и получается
(3.15). Доказанная формула является обобщением формулы

ЬЬ' — аа* — 1, (3.16)

верной в случае отсутствия поглощения и ненарушенного пол-

ного отражения и равносильной равенству % 1) = 1. В слу-
чае же простой границы раздела сред, хотя бы и поглощающих,

а = а и Ь* = Ь, так что (3.15) сводится к (1.19).
Далее, выведем следующие важные формулы:

а' — —а*,
Ь' = Ь,

(3.17)

где штрих означает обратное направление падения света, т. е.

падение света на пленку со стороны подложки и притом под

углом, равным прежнему углу преломления в подложке, так

что все углы во всех средах остаются те же.

С (Ут— 1,т) М (сСщ) С
—

С (^тп—1,тп)М (—Ят) С (От,т+1

Это равенство можно иначе записать в виде:

(см. ниже, формулы (3.23)). Но, в силу формул (1.11) и (1.21),

21 1ш(ут_1,т ) = -у и 2Ит(ут,т+1)= —у Следовательно,

О (211т ) = И 0(2Пт(Ут,т+1)) = I ~Л. А так как

\— 1 0/
/ ° 1: \ / 0 \/ 0 —г\ / 0 \

и оД 0 е га / \ -

1 = ТО
-1 0 / \ 0 ега /

наше утверждение

доказано.

случае наличия поглощения, и ~Ь0 ,к+1 =/= Ьо,х+1.

§ 7. Простейшие следствия из основной формулы
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Чтобы получить формулы (3.17), заметим, что согласно

(1.25) и (1.26) из (2.19) вытекает:

Р = О(У(ц)М(—си) 0(У1 2)Л1( —а2).
.•.

б? (ул’-I,к)Л4 ( —а,\) О (у2у^+l);

с другой стороны

Р 1 (^Л’+l,Л7 ) А/ (—Иу) С (У_у,;у-1) М( Оу—l)..
(3.18)

С(о 21)Л4(—а1)О(п 10) = А*.
Но

Р-'=( ь’ -~а-\

\ —а Ь /

и

™ I ь '*
а

' \

Следовательно, Ь' =Ьи а' = —а, что и требовалось доказать.

Частным случаем формулы а' ——а в случае отсутствия по-

глощения является формула а' = —а*, которая была выведена

уже ранее рядом авторов (см., например, [43]).
Наконец, выведем здесь еще одну важную формулу, которая

показывает роль матрицы Т'о.у+х как матрицы преобразования
амплитуд прямой и обратной волн в ограничивающих пленку

средах.

/Ао \
„

/ Аос! \

\А
о
г) 0 /

Аналогично,

Л/ / /
= Г

Лг +l О I л /Л'Л
-

+IГ' / \ О /

(3-19)

В самом общем случае свет может падать на пленку с обеих
сторон. Обозначим амплитуды прямой и обратной волн в 0-й

среде через Ло и А'о и в 1)-й среде через Лу+1 и

(см. рис. 3). Заметим, что, в соответствии с введенным выше

понятием амплитудного коэффициента пропускания второго

рода (см. формулу (0.2)), под амплитудой волны мы будем
подразумевать здесь амплитуду электрического вектора волны,

умноженную на х/ясозО. Тогда, на основании (3.8) и (3.9),
можем переписать формулу (3.7) в виде:
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Последнюю формулу можно написать, учитывая (3.18), как

п* (А Л'4-1 \
I 0 ) =^+, \А'

гг+l
г')-

Умножим это равенство слева на матрицу цИ ; так как

/о П /О 1\
= ГO.lУ+l. ТО получим:

(®\ с I
4' Н'l

= г
°^+1\ д, I

\ А Лг+l« / \ л х+l /

Наконец, сложим результат с (3.19). Так как в 0-й среде вол-

ны с амплитудами Аог и А'я+\сl' являются обратными, то, со-

гласно нашим обозначениям, их сумма равна А'
о . Точно так же

А&1 -4 А'л+\г' = Ад-м- Следовательно, имеем:

/ \ с / Ллч-1 \
\д/ I = /’о,х+l IД, |.
\ /1 о / \ /1 Л'+l '

(3.20)

Эта формула (в ином виде), насколько нам известно, выве-

дена впервые в диссертации А. П. Хапалюка [44] (см. также

[45, 46]). Там же подробно показано ее применение для рас-
чета условий самовозбуждения и генерации. Нас она будет ин-

тересовать в иных аспектах (см. ниже, гл. V).

Рис. 3.
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§ 8. Преобразования основной формулы

В этом параграфе выведем, исходя из основных формул
(3.13) и (3.14), несколько новых формул, эквивалентных послед-

ним. Цель их состоит в следующем. Для нахождения коэфи-
циентов отражения и пропускания пленки нужно вычислить

матрицу Р. В той форме, в которой эта матрица записана в

(3.14) это вычисление в общем виде слишком громоздко. По-
кажем, каким образом можно привести это выражение для Р к

такому виду, где оказывается возможным перемножить матрицы
на деле и записать все произведение в компактной общей форме.

Прежде всего, введем наряду с матрицами О и М еще мат-

рицы С (у) и Л4(а):

(3.21)

(3.22)

Легко непосредственной проверкой убедиться в справедливости

следующих формул

(3.23)

и

Лl(а)Л4(�) = Лl(а+�)/
Л4(а)М(0) = ЛЦа —�),

>

М(а) Л4 (|3) = М(а + 0),
Л4(а)Л4(р) = М(а — Р).,

(3.24)

Теперь приступим к преобразованию. Для этого имеется два

основных способа (см. [2, 6]).
Пер в ый способ. Введем вместо величин V с двумя ин-

дексами (см. формулы (1.21) и (1.24), а также (2.15) и (2.16))
соответствующие одноиндексные величины, зависящие, следова-

тельно, от параметров одного только вещества. Определение их

таково:

— / СЬ V — 811 V \
6(у) =

\ 811 V — сП У /

/0 е'а \
Л4 (а) - | ■ 1 к

\ / \ е~ га 0 /

С (и) 6 (V) = 6(и V),
С(и)С(р)= 6(и — V),

= ё(и + »),

С(м) 0(у) — (7(и — V)



3 П. Кард 33

0 1 ЛIП .
т О п

(3.25)
“Iп(Пт СoBйт)

для наклонного падения света, и

1
.

—

2
(3.26)

для нормальною падения света. Сравнивая эти формулы с фор-
мулами (2.15) и (2.16), видим, что

1 (3.27)

Отсюда, согласно (3.23),

С(»т-I,т) =6(М С (— Ут ) . (3.28)

Подставив это выражение в формулу (3.14) для Р и собирая
члены, относящиеся к одному слою, в одну группу, находим:

г= с(и0 ) [6(-и l )М(аl )6^)][6(-и2)М(а2)6^2)]... >

(3.29)
...[ С ( («.у) С ]С ( г+l) .

Обозначим:

С(— Ут ) -М ((Хтп) С
— (3.30)

так что

Ети
— СОЗ СЬ/уг • Е ”4— / 81П

, (3.31)

где Е — единичная матрица. Подставляя в (3.29), имеем:

Е = С (г?о) Е\Ег
• • • ( —Уд^+l). (3.32)

Матрицы, сходные с матрицами Л, и зависящие, подобно

им, только от характеристик одного слоя, использовались уже

ранее другими авторами в теории многослойных пленок под на-

званием матриц интерференции (см., например, [26], стр. 200
и далее). Наше определение выгодно отличает матрицы Ь от

аналогичных, использовавшихся ранее, благодаря их более про-
стой структуре, что позволяет легко произвести дальнейшее пре-
образование основной формулы.

Возвращаясь к формуле (3.32), отметим прежде всего, что

она отличается от исходной формулы более простым видом. Но
главная ее выгода состоит в том, что она допускает перемноже-

В этом выражении крайние сомножители зависят только от

ограничивающих сред, а матрицы Ь2,
... Ьх каждая только

от слоя с тем же индексом.
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ние всех матриц и -запись окончательного результата в компакт-

ной форме. Именно, учитывая (3.23), находим:

и

В работе [2] впервые были сформулированы правила написа-

ния выражений для аo,х+l и 6о,х+«» по существу тождественных

с формулами (3.34) и (3.35).
Второй способ. Используя (3.24), перепишем выраже-

ние для Р в виде:

М ( —а) 6 (V) М (а) —скV • Е зll VМ (—2а). (3.36)

Следовательно,

р = м (О1 + а2 4- • • • + ’

[ск у
01 •Е4- 8к OОIЛ4(—2аl — 2(12 —...

— 2ак) ]•

•[ск Уl2-Е 4- зЬ аl2М(—2а2 — 2а 3
—

...

— 2ак) ]•

Р = Хг’зта. зт а. .
..зша. С08а, соз а, ...соза,

Л
1

к
2 Ч ‘2

(-)•

•О(1/0
— 2о

й +2о 4К
1

к2
-(— (3.33)

где сумма берется по всем возможным 2-у распределениям ин-

дексов 1, 2, ...
М на две группы: /?1, к 2,

.. . «8 и /ь /2,
• • •

1х-з

(5 — 0, 1, ... /V), причем < /г 2 <С •

1—Г>

.. а С означает О

при 5 четном и 6 при 5 нечетном.

Из формулы (3.33), согласно (3.13), можно написать-

= I е 8Ш 81П а .
. . 51П а, соз а, СО8 а, .. . соз а,

к
,

1
1 2

1
Н-.

. 3Н(0о-2р
Ь|

+ 2о
Ь2
-4-.. .4-(-1)^

а
-(-1)«^+1 ). (3.34)

= V ? 81п а. 8Ш а. .
Я

1
й

2

. .
81П а. С08 а, соз а, ...

соз а,
!

1 2

•сЬ(оо-- 2% + 2%- + " ,Ч-(-1) 82%/-(-1)^+1 ). (3.35)

г = м(щ 4- а2 + ... + ау) •

• [Л4(—аг — а 2 —

...

— ау) С(у0 1) М(сц + аг + ...+ ау) ]
•[■М ( —а2 — аз —

.
• •

— ау) С М(аг 4~ аз + ... + ату) ]
• [М 0 М(а.у) ] [М (0) 0 (а№ 1)М (0) ].

Но

•[сП • Е4-511Рлг-1,яЛ1 (—2ау) ] [ско^у +1- Ч-8ИУу,л-+1
М(0) ].



Перемножая матрицы и имея в виду (3.24), находим:

(-)•

Р=s7 хк oоl хЬ О12... хЬ 0д- I л'_|_lЛ'l (±аl ± аг± .. ■ ±ад), (3.37)
где хк означает зк или сП, причем сумма берется по всем воз :

можным (их число равно 2-У+l ) комбинациям гиперболических
синусов и косинусов; 5 есть число гиперболических синусов в

(—Н

данном члене суммы; М означает М при 5 четном и М при 5

где все обозначения те же, что и в формуле (3.37), только сум-
ма берется в формуле (3.38) по всем комбинациям с нечетным

числом гиперболических синусов, а в формуле (3.39) по всем

комбинациям с четным числом гиперболических синусов. Экви-

валентные формулам (3.38) и (3.39) правила были впервые
сформулированы в статье [6].

(_)5

нечетном; знаки членов аргумента М определяются правилом:
знак первого члена есть если хп есть сп г?о1, и —, если

хп Уо1 есть 8п Vо^ 1̂
знак члена ат+ 1 совпадает со знаком члена

ат ,
если хЬ и

т
,
т +1 есть

хЬ Утп,пг4-1 еСТЬ зИ
Из формулы (3.37)

сЬ V 1и противоположен ему, если

вытекают следующие выражения для

и

= хЬ Уо1 хЬ У12. . .
хИ ехр[—1(±О1 ± аг ± .. • ±«Л’) ]

(3.38)
и

т+1 = хЬ г»о1 хЬ 012... хЬ ехр[/(±сц ± «2 ± ... ±ак) ],
(3.39)
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ

§ 9. Применение принципа обратимости к выводу основных

формул

В предыдущих главах мы вывели основную формулу (3.14)
двумя способами: исходя из рекуррентных формул (2.13) и

исходя из граничных условий. В § 7 мы получили также важ-

ные соотношения (3.15) и (3.17). В настоящем параграфе по-

кажем, что все эти формулы можно вывести еще одним путем,

именно, применяя принцип обратимости в том обобщенном
виде, который мы сформулировали уже в § 2. Обобщая метод

Книттла [37], мы сможем получить как соотношения (3.15) и

(3.17), так и рекуррентные формулы Власова, из которых уже
известным путем можно получить все остальное (см. [lB, 19]
Аналогичные выводы сделаны независимо также Книттлом [47].

Рассмотрим, прежде всего, пленку, ограниченную двумя не-

поглощающими средами. Обозначим падающий, отраженный и

прошедший лучи индексами I, 11, 111, соответственно (рис. 4).
Приняв амплитуду падающего луча за единицу, будем иметь

амплитуды лучей II и 111 равными г и I. Если теперь обратим
ход лучей II и 111 (заменив, конечно, данную пленку сопряжен-

ной), то в исходной среде получим обращенный луч I, а в под-

ложке отсутствие света (кроме, конечно, самого обращенного
луча III), т. е.

гг*+ 11'* =l,

г? 4- /?* = 0.

(4.1)

(4-2)
Отсюда находим:

г' —
— (4.3)

г
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1 — гг
(4-4)♦

V

Для дальнейшего важно обратить внимание на то обстоя-

тельство, что формулы (4.1) — (4.6) справедливы не только в

том случае, когда ограничивающие среды прозрачны, но и тог-

да, если они являются поглощающими. Это обусловлено тем,
что условие прозрачности этих сред не использовано нами ни-

где, кроме предположения о существовании «лучей» I, II и 111,
которые должны означать в сущности плоские волны. Если,
однако, запишем выражения плоских волн, подставив в них

вместо вещественных значений показателей преломления и уг-
лов падения и преломления комплексные, то для таких выра-
жений сохранят силу все предыдущие рассуждения (поскольку
мы пользовались обобщенным принципом обратимости). Следо-

вательно, формулы (4.1) — (4.6) останутся в силе. Следует толь-

ко, конечно, иметь в виду, что в этом случае амплитуды г и I

Рис. 5. К принципу обратимости.Рис. 4. К принципу обратимо-
сти.
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не имеют простой связи с энергетическими коэффициентами от-

ражения и пропускания (см. об этом подробнее в § 1).
Выберем теперь в пленке произвольно какой-нибудь слой

(индекс т), безразлично — поглощающий или непоглощающий.
Он делит пленку на две части (рис. 5), которые обозначим ин-

дексами 1 (обращенную к исходной среде) и 2 (обращенную
к подложке). Падающий и отраженный лучи обозначим опять

индексами I и 11, прямой и обратный лучи в промежуточном
слое индексами IТП1

ТП и П
т , прошедший луч индексом 111. Ампли-

туды лучей II и 111 пусть будут опять г и /, а амплитуды лучей
1
т иПт обозначим как хи у.

Следуя вновь методу Книттла, обратим лучи 11, 111, 1
т и И,п .

Тогда получим следующие формулы (подробности см. в статье

Книттла [37]):

Фигурирующая в формулах (4.8) и (4.9) величина аГЛ

’

может

быть сразу заменена на ат (см. (1.25)). Из (4.9) и (4.10) вы-

ражаем х и г/:

1
2

Но, согласно формулам (4.1) и (4.3),

следовательно,

Подставляя эти выражения в формулы (4.7) и (4.8) и вычисляя

г и I (причем следует опять учитывать формулы (4.1) и (4.3)),
находим:

Г1 -| —е“2’вт

, = -

±—

1 + 2^-е-
6

(4.13)

гг* -4- ХГ1 *= 1, (4.7)
*• , ~'ф . • •

г1\ + ХГ1 = уе~гат
, (4.8)

~'Ф

+ —
хе-

,
(4.9)

‘г'
2

'

+ !/Г2=0. (4.Ю)

4* 7'* Г» 1'* 4“ Г )
2 2

Г
2

Г
2

—

/2

-

/2
’

10,
/е 1ап»

(4.И)X-

‘2

(4.12)
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1112е~'а,п

1 = (4.14)

1 +
7

Г сГ
(4.15)

и

ll'* = (Iсl'\ (4.16)

Итак, перепишем (4.13) и (4.14) в виде:

Н——— е~2l<Хт

г= -

,

1 _l_ . е~2lа.т

а'l

(4.17)

.

а = —

14_ /2Г^ 1 . е-2’ат

(4.18)

Отсюда сразу находим:

а = а\Ь 2е^т + а е~{ат
,

Ь = -|- а 2йl
(4.19)

что и совпадает (не считая несущественных различий в обозна-
чениях) с формулами (2.13). Далее, покажем, что Ь — Ь' (вто-
рая формула (3.17)). В самом деле, из (4.18) следует:

а —

1 + .Г^%-2,от

До сих пор мы пользовались здесь амплитудным коэффициен-
том пропускания первого рода, т. е. /. Легко, однако, заметить,

что формулы (4.1) — (4.6), а также (4.13) и (4.14), сохраняют
при замене свой вид. В самом деле, согласно формуле

(0.2) и в силу равенств й* = п, 0*
— 0 (формулы (1.25)),
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Заменяя здесь г\ и г2
'*

по формуле (4.3) (с (1 вместо /) и учи-
тывая (4.6), находим:

а = — 1.

I

Таким образом, сГ = б/, если такое же равенство верно для двух
частей пленки. Но так как для простой границы раздела двух

сред оно верно, то оно верно и для любой пленки. Следова-
тельно, Ь = Ь'.

Первая формула (3.17), т. е. а' = —а, вытекает теперь сра-

зу из формулы (4.3), а из формулы (4.4) следует формула

(3.15): ЬЬ* — аа*= 1.

Итак, мы показали, что с помощью одного только обобщен-

ного принципа обратимости можно получить все те же основные

формулы, которые выше были выведены рекуррентным методом

(методом Власова) или т. наз. матричным методом.

§ 10. Приближенные формулы

Вычисление спектральных характеристик многослойной плен-

ки отличается значительной громоздкостью, независимо от того,

применяются ли для этого рекуррентные формулы, или общие
окончательные формулы, выведенные в восьмом параграфе. По-

этому очень важным является вопрос, нельзя ли воспользовать-

ся вместо точных формул приближенными, более простыми фор-
мулами.

Покажем, что в случае отсутствия поглощения и притом при

условии, что угол падения не слишком велик (в частности, пол-

ное отражение, действительное или нарушенное, не должно
иметь места) можно вывести для г и д, довольно точные, и в то

же время очень простые формулы. Эти формулы более целесо-

образно применять для предварительных, ориентировочных рас-
четов.

Чтобы получить эти формулы, обратимся к формулам (3.38)
и (3.39). В силу сделанных предположений все величины

• •
• а также аь аг, ... вещественны. Сущность

приближения заключается в том, что формулы разлагаются в

ряд по степеням Уоь ... и в разложениях учитыва-
ются только члены степени не выше первой. Это значит, что все

гиперболические косинусы полагаются равными единице, а все

гиперболические синусы полагаются равными своим аргумен-
там; произведения двух или более гиперболических синусов счи-

таются, следовательно, равными нулю. Таким образом получа-
ется:
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а = У
гп<т +l ехр[/(—а» —а2 —

... —ат 4- «т-н 4~ ••• 4“ «лт ) ]
т=o

(4.20)
и

ь = ехр[/(а1 +O2 + ... + адг) ] (4.21)

N

г = 6Хр[ — 21 («1 4" «2 4“ ••• 4~ агп) ]
т=o

(4.22)

<1
— ехр [—- 1 (щ -)“■ аз “Ь ал) ] (4.23)

Эти формулы являются, однако, слишком грубыми. Правда,
иногда они оказываются достаточными (особенно в проблеме
просветления, см. ниже, в шестой главе). Но в других случаях
они могут быть совершенно непригодны. В самом деле, из фор-
мулы (4.22) может получиться 1г|2 = 7? > 1, что не имеет смыс-

ла. Соотношение 7? 4~ = 1 вообще не выполняется на осно-

вании формул (4.22) и (4.23). Из формулы (4.23) следует даже,
что 7) = 1. Поэтому эти формулы могут быть достаточно хоро-
шими только тогда, если 7) « 1, т. е. когда коэффициент отра-
жения мал.

Однако, из формул (4.20) и (4.21) можно получить гиб/,
гораздо более точные формулы, чем (4.22) и (4.23). Дело в том,
что 7? и П можно, используя равенство 7? -ф- 7) = 1, получить
из одной только формулы (4.20). Полагая

N

I СХр[l( О1 (12 .. ■ (1т “Ь ССтп+l ~г ... 4~ «2у) ]|2

т—o

(4.24)

имеем: = <2- Отсюда

к 0_Л
<2 +1

'

I

<3 + 1 ■

ых коэффициен'
ютные величины

(4.25)

Что касается амплитудных коэффициентов отражения и про-
пускания г и сl, то абсолютные величины их имеем равными

|Г | = у/? -_= 1/—— \а\ =уа =
--

1
-

г <2 + 1 У<2 + 1

г
,

1
Учитывая, что а=— и о —

—, находим отсюда
а а
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а фазу можно (конечно, приближенно) взять из формул (4.22)
и (4.23). Таким образом находим:

Л’

ехр [ 21 (щ 4- аг 4~ ••• ~Ь и-т) ]
т—О

Степень точности этих формул хорошо иллюстрируется ниже-

следующими примерами. На рис. 6 показаны графики коэффи-
циента отражения семислойного двухкомпонентного отражатель-
ного покрытия, вычисленные по точной формуле (кривая I) и по

приближенной формуле (кривая II). Параметры покрытия: оп-

тические толщины всех слоев равны; четыре слоя имеют пока-

затель преломления 2,3, а чередующиеся с ними остальные три
слоя имеют показатель преломления 1,35; показатель прелом-
ления подложки равен 1,5. Другой пример дан на рис. 7. Кри-
вая I вычислена по точной, а кривая II — по приближенной
формуле. Состав пленки: девять слоев с чередующимися пока-

зателями преломления 2,3 (слои с нечетным индексом) и 1,35
(слои с четным индексом). Толщины слоев образуют арифмети-
ческую прогрессию, возрастая в направлении падения света от

’/г до
3Л толщины центрального слоя. Аргументом на рис. 7

служит величина а = кпН для центрального слоя.

Как видно из рисунков, приближенная кривая в обоих при-

мерах хорошо передает основные особенности истинной кривой,
несмотря на то, что приближение (4.22) было бы в обоих слу-
чаях абсолютно непригодно.

Рис. 6. К приближенной формуле.

г = — (4.26)
УС+ 1

л
ехр[—г(а1 + а 2 4~ ...+ «лт ) ]

(4.27)
ГО + 1
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Заметим, наконец, что числитель выражения г в (4.26) и его

абсолютная величина у/С} могут быть найдены путем элемен-

тарного геометрического построения (см. [3, 48]).

§ 11. Точный графический метод

В этом параграфе изложим графический метод (см. [l]),
основывающийся на рекуррентных формулах Власова и явля-

ющийся вполне точным. Наиболее просто этот метод применя-
ется в случае отсутствия поглощения, однако, он применим так-

же и в самом общем случае.

Этот метод служит в первую очередь для нахождения г. Со-

гласно первой формуле (2.5)

Кроме того, пусть

Гт.Л’-М — (4.30)

(4.31)
и

е- = 1Н 10т .

Тогда формула (4.28) равносильна следующей:

Рис. 7. К приближенной формуле.

+ Гш.Я+1 в-2г

М 9Я1Гт—1.1У-1-1 —

1 I
„ >1 + гтп-1,тГт,К+1 е 2

где т = IV, N — 1, . .. 2, 1 (последовательность значений т

написана здесь в том

формулу).
порядке, в каком следует применять эту

Положим теперь, в соответствии с (1.20),

Гт—l,т —
111 Ут—l,тп- (4.29)
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Ч-т—l 4“ (4.32)

Все величины, входящие в эту формулу, вообще говоря, комп-

лексны. Следовательно, чтобы осуществить графически переход

от данной величины к ее гиперболическому тангенсу и обратно,

нужно воспользоваться следующим конформным преобразова-
нием комплексной плоскости:

следующим к

>сти:

г = х 4- й/,

= 14_
,

(4.33)

Это конформное преобразование переводит декартову сетку ко-

ординат (х, у) на г-плоскости в сетку биполярных координат на

переводит дек;

'-плоскости в сетку биполярн

(В —сlЬх) 2 +п2 =
>

I 2 +(п + У) 2
= —Д— •

Ъ IV!! &
81П2

#

(4.34)

На рис. 8 изображена эта сетка, причем по окружности единич-

ного круга нанесены деления в длинах волн.

Все величины г в рекуррентных формулах (4.28) изобража-
ются в по обычному способу изображения комплекс-

ных чисел. Каждая из этих точек имеет также биполярные ко-

ординаты (х, у), которые суть вещественная и мнимая части

чисел Vт-^,т,
ит-1 и х^ т .

Таким образом, гт-л,я+1 изображается
той точкой на графике, биполярные координаты которой суть
суммы биполярных координат точек, изображающих г

т_1>т
и

г+1 е
“2га,п - Когда г т_1 Л+1 найдено, следует найти

г
т

-1^+1е~
2га

т ~\ что совершается тоже графически. Если ат -1

вещественно, то умножение на е выполняется очень про-
сто — путем поворота на угол 2ат _1; если же ат_1 комплексно,

то графическое умножение на
2г“

гп- 1 несколько сложнее, ос-

таваясь все-таки легко выполнимой операцией.
Очевидно, что в случае отсутствия поглощения все последо-

вательно находимые точки • • • /"ол-н находятся

внутри единичного круга. В случае же наличия в каком-либо,
скажем, т-м слое поглощения может случиться (см. [49]), что

кт^+1|>1. В этом случае наше графическое построение вы-

ходит за пределы единичного круга. Однако, окончательный ре-

зультат, если только исходная среда прозрачна, должен дать

] г(МН-1| <С 1 •
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Изложенный метод применим непосредственно только для на-

хождения г, но не сl. Однако, путем небольшого дополнитель-

ного вычисления можно найти также и сl. Для этого напишем

согласно второй формуле (2.5):

(4.35)

Но из формулы (4.28) вместе с (1.9) вытекает, что

откуда

Рис. 8. Биполярная номограмма.

(1 И. . ГГ
ат-1,те

и — /1 . . <>,•„

т=1
1 + гт-\,тГт^+1е-

2
(1т-1,тГт^+1^ ат

Г т— 1,Лг Н-1 Гт-Л,т —
. . "

1 4- гт-1тгт^+1е-
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(1
т-1, те-^т

т—l,У-Ы т—l,тп ■
.

1 + т—l,т^
ат ат—l, тГт,Л'+l

Следовательно,

(4.36)

ряд Тейлора в двух вариантах: на основе формул (3.34) и

(3.35) и на основе формул (3.38) и (3 39). Эти разложения

могут оказать в некоторых -задачах существенную помощь. Под-
черкнем, однако, сразу, что практически пригодными эти раз-
ложения оказываются только при условии отсутствия поглоще-

ния, и притом, если все углы преломления вещественны. В даль-

нейшем это и будет подразумеваться.
Первый вариант (см. [22]) основан на формулах (3.34) и

1
(3.35). Величины

2) и 77 (индексы ОД 1 здесь опускаем)

рассматриваются как функции от си, а 2,
... «у и разложение

производится по степеням величин Да», характеризующих откло-

Л. (Гт _1'Х +1 —

а
— ац,х+1‘11

г-
' "н

т —1
’ т,Х+1ит—1,т

Это и есть искомая формула. Поскольку в ходе графического
вычисления г получаются и величины гт ,м+1, а величины гт -1.т

и предполагаются данными, то после вычисления г не-

трудно по формуле (4.36) вычислить и (1.

§ 12. Разложения в ряд

В § 8 мы вывели для величин ао,у+1 и Ь о^+ 1 две пары фор-
мул: (3.34) и (3.35) и (3.38) и (3.39). Легко видеть, что между

теми и другими формулами имеется четкий параллелизм, выра-

жающийся в сходстве их структуры. В формулах (3.34) и (3.35)
величины а0,.у+1 и /?о,у+1 представлены в виде линейных функ-
ций гиперболических синусов и косинусов от аргументов, являю-

щихся линейными комбинациями величин ц0, П1, ... Коэф-
фициенты же гиперболических синусов и косинусов являются

произведениями по N синусов и косинусов величин а? ,
аг, .. .

«л-. В формулах (3.38) и (3.39) величины V и а как бы меня-

ются ролями. Здесь а0 ,.у+1 и представлены в виде линей-

ных функций синусов и косинусов от аргументов, являющихся

линейными комбинациями величин аь аг, ... «у, тогда как ко-

эффициентами синусов и косинусов являются произведения

по N 4- 1 гиперболических синусов и косинусов величин ц 01,

... У.у.л’+ь Такой тесный параллелизм можно развить и дальше.

В этом параграфе мы дадим разложения величин
/5

й 24 в
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гаем:

Л
1 А

а» = ё'~2~+ (4.37)

где §г — целые числа, которые целесообразно выбирать так,
чтобы Да» были возможно малы по абсолютной величине.

Из формул (3.34) и (3.35) явствует, что подстановка в их

л

правые части вместо (г = 1,2, ... Л) обращает все

а(0)=1«(—1)‘зк V,

6(0) = ?(—l,)*сЬ V, 1 ’

где (0) означает, что а и Ь берутся при всех Да, = 0.

Аналогично находим формулы для производных от а и Ъ

по всем а<. Каждая из этих производных выражается суммой,
подобной тем, что имеем в формулах (3.34) и (3.35), а при
всех Доч = 0 от каждой суммы остается только один член. Од-
нако, аргумент гиперболического синуса или косинуса будет
в этом члене, конечно, иной, чем в (4.39). Дифференцирование
по а» превращает зш а г в соз а» и соз а» в —зш ац следова-

тельно, в названном аргументе исчезает член +2ц,, если он в

нем был, и, наоборот, появляется член +2я<, если его не было.

При этом изменяются знаки всех членов этого аргумента,
имеющих индекс >• I, так как в измененном аргументе должно

сохраниться чередование знаков всех членов. Кроме того, при

дифференцировании по любому аг- добавляется мнимая едини-

ца I. Этот результат можно записать так:

Ог — I в+l (—1)* SЬ( Уо* — У*,Х+l),
Ьг = 18+1 (—1)*СЩУ(И—

(4.40)

л
..

нения а, от целократных у значении. Это значит, что мы пола-

члены, кроме одного, в нуль. Неравный нулю член будет, оче-

видно, тот, в котором индексы к1, к 2,
...

к8 принадлежат слоям

с нечетными значениями а индексы /2,
...

— слоям

с четными значениями Обозначим аргумент гиперболического
синуса или косинуса в этих членах через V:

V = уо — 2у
А] 4- 2о

Й2 1) 82у л
8

— (—1) (4.38)

В отличие от формул (3.34) и (3.35) в этой формуле 5 имеет

определенное значение, именно, 5 есть число слоев с нечетными

значениями а к2,
...

/?
5 суть индексы этих слоев. Тогда,

обозначая через 1 число слоев, у которых = 2(тод4) или

= 3(тод4), находим:
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где индекс I в левой части означает дифференцирование по а,

с последующим приравниванием всех Да нулю, а Ео, и IЛлн
определяются так: 1) У

Ог- содержит все те члены У, индексы ко-

торых меньше /, а также член ц,, независимо от того, имеется

Ли он в V или нет; знак этого члена противоположен знаку

предшествующего ему члена; 2) Угл+l содержит все те члены У,
индексы которых больше I, а также член VI, независимо от того,

имеется ли он в У или нет; знак этого члена противоположен
знаку следующего за ним члена. Нетрудно сообразить, что

Уог — Егл-ы и будет тогда равно измененному аргументу, как

описано выше.

Повторяя дифференцирование любое число раз, находим по-

следовательно подобным же образом:

Уог ~Ь Vгк ~Ь —
V-

ат = 13 (—1) /+1 8к(К)г— Угк + Уй,Х+1)
,

1 к

йгМ = 18+* (— 1 ) 4+1 8Ь ( 1Л,г — Угк + УМ —

,

г 1 (4.41)
агк1т = I 8 ( —1 ) 4 зЬ ( Увг — Угк + Ук1 — У1т ,

1 к. 1 т

И Т. Д. Формулы ДЛЯ Ьгк, Ьм, И Т. Д. ПОЛуЧЭЮТСЯ ОТСЮДЗ

заменой зй на ей. Величины определяются так: содер-
жит все те члены из У, индексы которых больше 1, но меньше

к, а также члены п
г- и независимо от того, имеются ли они

в У или нет; знак Уг противоположен знаку следующего за ним

члена, а знак противоположен .знаку предшествующего ему
члена. При этом всегда

Это равенство помогает правильно выбирать знаки членов VI

и в Угк в тех случаях, когда предыдущее правило отказы-

вает (это может случиться, например, тогда, если Угк не содер-

жит вообще иных членов, кроме уг- и V^^).

Далее мы должны найти формулы для производных от
о

1
11

О
. Убедимся прежде всего, что и являются четными

функциями от Да, и что, следовательно, разложения этих вели

чин содержат производные только четного порядка. В самом

деле, пусть Л^+ слоев имеют четные значения а Л/_ слоев

нечетные (так что ЛЛр-|-Л/_ = Л/}. Если теперь в каком-либо
члене суммы в формулах (3.34) и (3.35) в числе индексов к1,
Ам, .. .

к
8 имеется $+ принадлежащих слоям с четными значе-

ниями и 5_ принадлежащих слоям с нечетными значениями

§1 (так что 5+ -|-5_ = 5), то замена всех Да, на —Да,- добав-
ляет к этому члену множитель
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(— 1)«+

Это значит, что а и Ь -заменяются их комплексно-сопряженными
значениями и, кроме того, получают добавочный множитель

1
( —1) х

“. Отсюда и вытекает, что
27

и
27

П Р И замене всех Аа?

на —Да» не изменяются.

имеем:

/я \
„I — I = >; а а

\ Е) / г
l
г 2’"*2п —т

(4.42)

+ ( 1)™у
лт>лг+l у^2

+ ••• + ( I )т^2пт^+ 1)-

(4.43)

Эта громоздкая формула может быть значительно упрощена.
Аргументы всех гиперболических синусов в этой формуле мо-

гут быть написаны единообразно как

поскольку из определения величин Ум вытекает:

УгЬ + УМ = Ун. (4.44)

Написанные в такой форме аргументы двух, входящих в один

и тот же член суммы, гиперболических синусов отличаются

друг от друга, очевидно, тем и только тем, что каждой пере-
мене знака в последовательности членов одного из этих аргу-
ментов соответствует сохранение знака в последовательности
членов другого аргумента, и наоборот. При этом число перемен
знака в аргументе первого синуса равно т, а второго 2п —т

Следовательно, нам нужно вычислить производные 01 И

1

о
только четного порядка. Прежде всего, так как

к
о

— аа
,

где 11 5С Й Йп, /21 Л’
т, Й Й

12п-т', совокупность индексов 1 тождественна совокупности ин-

дексов к и 1, а сумма берется по всем 22п комбинациям разбие-
ния индексов й, й, • • •

йп на две группы: к1, к.2, ■ • • кт и 11, 12,
Йп—

т ( т = 0, 1, 2, .. 2п). Подставляя в формулу (4.42) най-

денные выше выражения (4.41) для и т. д., находим:

/ р \

( — ) . = Щ (—1) гп+’г зЬ (V — V V р
\ Е) / г

1
г 2‘"г

2п

V
п

. ± У..±...±У. . +(—1)™1Л
Ог

(
г

1
г

2
г
2п —1 г

2п
г
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Отсюда следует, что если преобразуем произведение обоих ги-

перболических синусов в половину разности гиперболических
косинусов, то аргументы последних будут таковы:

2^
I

±2l/
(2 ,

з

±... +(-1)”2У
!пК+l

и

±2У. . ±2У. . ±...±2У.
г
l

г
2 ’з г

4
г
2п — Iг2п1

г
2п

Число возможных комбинаций знаков членов этих аргументов

равно 2П
, причем, комбинируя эти комбинации попарно, полу-

чим всего 22п таких парных комбинаций, каждой из которых

соответствует один член в формуле (4.43). Следовательно, сум-

мируя после указанного преобразования отдельно члены, содер-
жащие гиперболические косинусы от аргументов вида

2У
П

. ±2У. . ±...-У(—l) т2У.
°Ч 1

2
г

3
' ' ’

2
’

и отдельно члены, содержащие гиперболические косинусы от

аргументов вида

±2У. .± 2У ± ... ± 2У.
,

г
l

г
2

г
З

г
4

г
2п-I

г
2п

будем встречать в обеих суммах каждый аргумент 2” раз. От-

сюда следует, что первая сумма будет равна

2”-’2(-1)"+ ”сЬ(2У 0 . ±2У,
2

. ±... + (-1)“2У
(!в]у+l

)

а во второй сумме все члены попарно сократятся, так как каж-

дому члену, имеющему определенные знаки членов гиперболи-
ческого косинуса, можно сопоставить другой член, с таким же

аргументом, но комбинирующийся с иным по четности значе-

нием т. В силу присутствия в сумме множителя (—1) т такие

члены сократятся. Вся вторая сумма оказывается, таким обра-
зом, равной нулю. Следовательно, имеем теперь такую формулу:

=2-‘(-1)"2;(-1)"сЬ(2У
м

±2Г. ±
\ кУ / *l*2 *2п ‘2*3

+(-') т2l\„.к+l
)- <4

-
45’

Выбирая в этой сумме попарно члены, отличающиеся только

знаком последнего члена в аргументе гиперболического коси-

нуса (т. е. только четностью т), и преобразовывая разности

гиперболических косинусов в произведение гиперболических си-

нусов, находим:



— . =(—l)«2"^BИ(2И
п

. ±2У. . ч-
Р / ’1 г2-г

2„
Х г р2

—

г
. )BЬ2И.

г
2п—2

г
2п— 1

Повторяя подобную же операцию еще п — I раз, приходим к

окончательному результату:

ск2К. зЬ2I/ .
г
2п — 2 12п— 1

(4.46)

\ 7) /Л1
2

' г
2п \ О /

г lг 2"
Л

2п
(4.47)

Согласно (4.39) и (4.46), имеем:

4*

/ я \(~) . . . = (—81121' с!12У. . ск2У. .\ О / г 1Ъ*”г
2п

® г
1

г 2’з г
4

1
5

Ч 4 2 -С:
. .

. 5-С

Выражение
/ 1 \

для 1 “ 1 ничем от этого выражения не
' 22 /

1|1 2..Л2п

/ 1 \
отличается, так как единственная разница для

\ о)
5

в формуле (4.43) состоит только в замене зп на ей, т. е. в об-

ращении знака второй суммы, получающейся после преобразо-
вания. Но эта сумма, как мы видели, равна нулю. Равенство

1 л 1
вытекает также из того, что

-о
= 1

„

„

1
Итак, мы можем написать теперь ряд Тейлора для и

р
—• = зЬ 2 V— Р(//г)8к 2Уо» зЬ 21/А^ +1ДагДа/1 4-

+.-4- У] Р(/6/гп)8к 2 Р\н сН 2 У/и зЬ 2УПгл+1Да 1ДалДа/ДаГп
—

9
— Р(Нг1тпр)$к 2Уог- сП 2Утп зН 2У Р ,л+1 •

40
1«<л<г<т<п<р<х

(4.48)

• ДагДакДа/ДатпДапДар Н ...,

где Р означает число перестановок индексов, стоящих в скоб-

ках. Формула для отличается от формулы
к

для только

заменой первого члена на сП2 V.

51
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Значение разложения (4.48) состоит прежде всего в том, что

оно приближает проблему анализа пленок к проблеме синтеза.

В самом деле, полагая, как это чаще всего бывает, угол паде-

ния неизменным, примем при некотором значении /г0 волнового

числа и при некоторой толщине /-го слоя Да, = 0. При изме-

нении волнового числа на ДА и толщины слоя на ДА,-, имеем

Да,- 0. Выразим Да, через

Так как

то

Да, = + + Аш\ёг. (4.49)

Подстановка этого выражения в разложение (4.48) позволяет

исследовать на одинаковых основаниях влияние на оптические

характеристики пленки как изменения длины волны, так и из-

менений толщины слоев. А это и является наиболее существен-
ным в проблеме синтеза пленок, где, как известно, варьирова-

ние толщин слоев встречает наибольшие трудности.

Обратимся ко второму варианту разложения, осно-

ванному на формулах (3.38) и (3.39). Здесь мы будем рассмат-

и разлагать эти величины в ряд по степеням этих аргу-
ментов.

Так как структура формул (3.38) и (3.39) аналогична струк-

туре формул (3.34) и (3.35), то мы получим разложения, сход-

ные с (4.48).
Прежде всего, введем вместо Цй,й+l Д ля простоты новое обо-

значение иъ, согласно формулам:

1
,

Пй+l
Чк —

— ~Х" 1П
2 /2й

и._ o| =-I|п
й А+lЛ 2 5Ш 2‘o'й

(4.50)

. , 1
.

{апФл
= V}- .—— 1п

й к+*’к 2 Iап'0А+l

Тогда формулы (3.38) и (3.39) перепишутся в виде:

а
л Д& . 2

,Ла = —

—г— и = —«ол, соз
2 ко л

1К

Да?- = /7 ?7г, СОЗ $г + 0ПгЛ/11 СОЗ 1% + п 1 СОЗ

/? 1
ривать величины

уГ
и /У как функции аргументов уОь

а = — «охЬ М1... хк ехр[—Ц +щ ± а 2 ± ... ± ) ] (4.51)
Ь = «охЬ «1... хк ехр[г(±а1 ± а 2 ± ... ] (4.52)

Положив все и равными нулю, получим:
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а 0 = 0
(4.53)

Ьо = 2+---+а

где индекс 0 указывает, что все и = 0. Здесь следует помнить,
что в формуле (4.51) сумма берется по всем комбинациям с

нечетным числом гиперболических синусов, а в формуле (4.52) —

по всем комбинациям с четным числом гиперболических сину-
сов.

(4.54)

и т. д.

и

(4.55)

и т. д.

В этих формулах введено обозначение:

йгк — —О,кг — а<+l 4“ Иг+2 4“ •••4" аЛ

I < к (4.56)
аи =0; I, к= 0, N

Очевидно, что

Игк Ч- ан — аи- (4-57)

Далее, беря производные по аг-, иъ и т. д. 1

опять все и = 0, получаем:

? полагая в них

аг = —ехр[—Цао; — О с г с /V '

агк = О,
агм — —ехр [— 1 (ао; — аг й + ам —

О

С/-гк1т 0,

Ьг = 0,
= ехр[/(аог —ЯгЛ + ], 0 с 1 С к <С N

ЬгМ = 0,
Ьгк1т = ехр{7(аог — «гй + «И — «/т 4~ «тЛ’) ],

Теперь нужно найти
/? 1

производные от
уу и . Так как они

между собой равны (см

. Так как
уу

= ЬЬ\ а

. (4.47)), будем рассматривать только

все производные нечетного порядка от

Ъ равны нулю, то и от

1

уу все производные нечетного порядка

равны нулю. Найдем
/ 1 \
1 — 1 Подобно тому, как выше,

в формуле (4.42), можем написать:
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( [) ) 1 1г
2"’

г
2п "^2п —2»п

(458)

где суммирование идет по всем 22п_1 способам выбора знаков

в первом множителе, тогда как знаки во втором множителе оп-

ределяются тем, что каждому сохранению знака в последова-

тельности членов экспоненты в первом множителе соответствует

перемена знака в последовательности членов экспоненты во

втором множителе, и наоборот. Отсюда следует, что формулу
(4.59) можно переписать в виде:

(4.60)

•сохранении знаков остальных членов получается одна и та же

экспонента в (4.60), чем и обусловлено появление в (4.60) мно-

жителя 2п~ 1 . Далее, переходя к тригонометрическим функциям,
имеем окончательно:

Отсюда вытекает следующее разложение

-у=l + 2 Р (Iк)щик соз 2а,* +

где суммирование идет по всем 22п_1 комбинациям разбиения
индексов 11, 12,

...
1гп на две группы: к\, к 2,

...
к2т и Л, /2, ...

12п-2т (т = 0, 1, .. . П). При ЭТОМ 11 «2

... к
2т,

11 /г /гп-гт- Подставляя в фор-
мулу (4.58) выражения производных от Ь и Ь* из формул (4.55),
находим:

а г
=

0
. ± а . ±

...
± а . + а. )]•

<1»2***г 2п и*1 4*2 *2п —1 12л *2п» 2 '

•ехр[—1(а ±а ±...±а . + а )], (4.59)
г

\
г

2
1
2п-Г2п

г

("п*)гг
г

= 2” 1 2 ехр[2/(±а ±а±...±а )],
\ и /

г
\
г
2"

Л
2п Ч

г
2 *ЗМ г

2п-1
г
2п

где сумма берется по 2 П комбинациям знаков в экспоненте.

Каждая такая комбинация встречается в сумме (4.59) 2П_1 раз

(так как при любых знаках членова. . ,г
2

г
3

а. ., ...

г
4
г
5

,
а при

г2п-2г 2п-1

-тг). . . = 2 2п~ 1 соз 2а. . соз 2а соз 2а
/у / г

1
г
2"‘

г
2п

г
1
г

2
1
3
!

4
1
2»“1

1
2«

(4.61)

Ч 12



Здесь, как и в формуле (4.48), Р означает число перестановок

индексов, стоящих в скобках. Разложение для “ отличается

от этого только отсутствием первого члена 1.

Полезно отметить, что второй член разложения (4.62) можно

написать в виде, более удобном для практического вычисления:

Л

Р(1к) соз 2а г7{ =| 2 мле 2га<>к-| 2,
к=О

(4.63)

что совпадает с формулой (4.24) для Ср А так как, согласно

(4.25), д = 1 ; - <2, то рассмотренное в § 10 приближение ока-

зывается частным случаем общей формулы (4.62), именно, тем

случаем, когда мы ограничиваемся в этом разложении только

двумя первыми членами. Понятно, что учитывая в разложении
больше двух членов, мы можем получить лучшее приближение.
К сожалению, вычисление членов порядка выше второго в раз-

ложении (4.62) оказывается громоздким из-за очень большого

и быстро растущего числа членов. То же верно и в отношении

разложения (4.48). Эти разложения имеют значение не столь

для целей вычисления иО, сколь для общего теоретического
анализа. В особенности можно рассчитывать на применение этих

разложений в проблеме синтеза пленок.

4- -4“ Р (Иг1т) соз 2а,лсоз 2а/ т + (4.62)

2

Ч-дё’ 2 Р(1к1тпр)игик и1итип

X соз 2агк соз 2а/т соз 2аП р + ...
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ГЛАВА ПЯТАЯ

ОБЩИЕ СВОЙСТВА ПОГЛОЩАЮЩИХ ПЛЕНОК

§ 13. Группа пленок и ее связь с группой Лоренца.
Векторное представление

Связь преобразований, осуществляемых фигурирующими в

теории пленок матрицами, с преобразованиями Лоренца была

замечена уже довольно давно. Сошлемся, например, на работу.
[so] (см. также [26], стр. 210), в которой показана роль мат-

риц Паули в теории пленок. В этом параграфе мы исследуе?,!
связь между теорией пленок и теорией преобразований Лоренца
более детально, пользуясь нашими новыми, более удобными
формулами, выведенными в предыдущих главах.

Согласно формуле (3.20), матрица

г
а*\

ГОЛ+I = I Г* /\ а о ]

преобразует амплитуды прямой и обратной волны в конечной

среде в амплитуды в исходной (нуле-
\Л 0 /

вой) среде. С другой стороны, матрицу второго порядка с оп-

ределителем, равным единице (см. (3.15)), можно рассматри-
вать как матрицу спинорного преобразования при некотором
преобразовании Лоренца (см., например, [51], стр. 240 и далее).
Следовательно, каждой пленке, заключенной между определен-
ными средами и рассматриваемой при определенной длине вол-

ны и угле падения, соответствует некоторое преобразование
Лоренца. Элементы матрицы этого преобразования Лоренца

квадратично зависят от а, Ь, а и Ь* и их комплексно-сопряжен-
ных величин.

Чтобы найти соответствующую матрице матрицу Ло-

ренца, нужно перейти от спинорного к векторному представле-



57

,0 1 1 о

/0I —I 0

(10 o—l

40 0 1

К = -Ц
У2

(5.1)
0 0 11 \
I—l 0 0

1I 0 0

0 o—ll/
к-I =-4=

У2

(5.2)

(5.3)

Эти величины преобразуются, следовательно, под действием
пленки так, как компоненты четырехмерного вектора при соот-

ветствующем этой пленке преобразовании Лоренца. Легко за-

нию. Матрица /Хх-н X где X есть знак прямого произ-

ведения, есть матрица представления к группы Лоренца,

которое, как известно, эквивалентно

торному представлению совершается
ного преобразования

векторному. Переход к век-

путем применения унитар-

Обозначая матрицу К X -1 через Ф0,л+ь находим

/ ЬЬ-\-Ь*Ь*-\-аа-\-а*~а* 1 (—ЪЬ-\-Ь*Ъ*—аа-\-а*а*)

= 77
1 (ЬЬ —Ь*Ь*—аа-\-а*а*) ЬЬ-\-Ь*Ь* —аа —а*а*

2
аЬ—аЬ-}-а*Ь*—а*Ь* 1 ( —аЬ-[-аЬ-\-а*Ь* —аЬ*)

\ аЬ-\-аЬ-\-а*Ь*-\-а*Ь* 1 (—аЬ—аЬ-\-а*Ь*-\-а'Ь*)

а*Ь—а*Ь-\-аЬ* —аЬ* а*Ь-\-а*Ь-\-аЬ*-\-аЬ* \

1 (а*Ь —а*Ь-аЬ*-\-аЬ*) 1(а*Ь-[-а*Ь—аЬ*—аЬ*) 1

ЬЬ*-\-ЬЬ* —аа*—аа* ЬЬ*—ЬЬ*—аа*-\-аа* 1

ЬЬ*—ЬЬ*-\-аа* —аа* ЬЬ*-\-ЬЬ*-\-аа*-[-аа* /

Объектами векторного представления, т. е. величинами, преоб-
разующимися согласно матрице Ф0.я+1, являются следующие

квадратичные выражения амплитуд:

/0 1 1 0\ ! АА* \ / АА'*А~А*А' \ / л(1) \
1 1 о 1 —1 0 1 1 -

1 1НАА'* — А*А /)
= 1 А(2) 1

т/г' 1 0 0 —1 / \А'А* ’
~

т/оН АА* — А'А'* / 1 А(3) /
и 0 0 1' \А'А'*' г \ АА* + А'А'* / \А(0) >
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метить, что эти величины представляют собой т. наз. параметры
Стокса (см., например, [s2]) для совокупности прямой и обрат-
ной волн. Отметим еще, что между этими параметрами сущест-

вует тождественное соотношение:

Д(1)2 _|_ Д(2)2 Д(3)2 Д(0)2 д (5.4)

т. е. что вектор А(г) является изотропным.

Формула преобразования вектора А(<) имеет следующий вид,

вполне аналогичный формуле (3.20):

(Д
(1> V /А (1) \Л
0 \ \

Д(2) I I Д(2) I

Л(3)
I = 1

Д(3)
I

Л
0 I 1 I

А'О) / \ Л< o) /Л
0 / \Л Л’+l/

’ Фо,2У+l можно рассмат

(5.5)

Так как матрицу Ф0)2 у+l можно рассматривать как матрицу

преобразования Лоренца, то между элементами этой матрицы

существуют определенные квадратичные соотношения. Если обо-

значим, как обычно,

/1 0 0 0\

/0 10 о

00 1 о /
'0 0 0 —1 '

>

(5.6)

то эти соотношения запишутся в виде:

Ф^Ф Т
= (5.7)

где Фт означает транспонированную Ф. В § 15 мы рассмотрим
эти соотношения более подробно.

Итак, мы видели, что всякой пленке соответствует некото-

рое преобразование Лоренца. Наоборот, всякому собственному
преобразованию Лоренца соответствует некоторая матрица спи-

норного представления (определяемая с точностью до знака),
которую можно отождествить с матрицей Ро,р+l. Следовательно,
всевозможные пленки можно рассматривать как элементы груп-

пы, если под «пленкой» подразумевать всю совокупность мыс-

лимых пленок, характеризуемых одной и той же определенной
матрицей Р. Именно эта совокупность и является элементом

группы, изоморфной с группой матриц спинорного представле-
ния (собственной) группы Лоренца. Группа Лоренца сама явля-

ется гомоморфной по отношению к группе пленок.
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Напишем еще явные выражения для матриц Г и М, соответ-

ствующих в векторном представлении матрицам 6 и М. Вычис-

ляя, находим:

Г(») = К(бХO*)К-‘ =

(5.8)

и

М(а) = К(Л4 X М*)К-1
=

Матрицы Г и М удовлетворяют, конечно, тоже соотношениям

вида (5.7), т. е.

гггт
=г, м§мт

=я. (5.Ю)

Формула (3.14) для векторного представления напишется в

виде:

(5.Н)

Из формулы (5.8) явствует, что матрица Г описывает вра-

щение вокруг оси х на угол 21т (ц) вместе со специальным пре-

образованием Лоренца, означающим переход к системе, движу-
щейся в направлении отрицательной оси х со скоростью

сЛЪ2Ке(у). Из формулы (5.9) видно, что матрица М описы-

вает вращение вокруг оси г на угол 2Ке(а) вместе с специаль-

ным преобразованием Лоренца, означающим переход к системе,

движущейся в направлении положительной оси г со скоростью

с-(Ь21п1(а). В частном случае отсутствия поглощения и пол-

ного отражения матрица Г не содержит вращения, а матрица М
не содержит движения вдоль оси г. Это значит, что г-коор-

дината в этом случае вообще не участвует в преобразовании.
В матрице Ф (см. формулу (5.2)) тогда элементы третьего ряда
и третьего столбца (кроме равного единице элемента, находя-

щегося на их пересечении) равны нулю. То же свойство прису-

ще матрице Фив случае, если какие-либо слои являются полно-

отражающими (по-прежнему в случае отсутствия поглощения),
если только в ограничивающих средах полного отражения нет.

/ск 2Ке(у) 0 0 8к 2Ке(у)
I 0 соз 21т(г>) 81п 21т(у) 0

0 —81П 21т(г?) соз 21т (V) 0

\8к 2Ке(у) 0 0 ск 2Ке(а)

/ со§2Ке(а) 8Ш 2Ке(а) 0 0
\| —8Ш 2Ке(а) соз 2Ре(а) 0 0

1 (5 9)
0 0 с11 21т (а) —81121т(а) 1 1 '

\ 0 0 —зк 21т (а) с!121т(а)
'

Фо,д+1 = Г (ПО1) М(«1) Г М (аг)
...

Г Д’) М («Д’) Г (У.У,Д+1) .
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л
=—

— ,Ке(а) =O. Элементы третьего ряда и третьего столбца

оказываются в этом произведении равными нулю (кроме, конеч-

но, элемента Ф 3з = 1).
Таким образом, отсутствие поглощения в пленке является

условием, достаточным для того, чтобы преобразование Ло-

ренца, соответствующее пленке, оставляло 2-координату неиз-

менной. Как увидим ниже (см. § 16), это условие является так-

же необходимым.

Случай, когда полное отражение не является нарушенным

(т. е. когда условие полного отражения выполнено в подложке),
является особым. В этом случае 2-координата неизменной не

остается. Подробнее об этом см. ниже, в § 17.

§ 14. Антисимметрично-тензорное представление

Кроме рассмотренного в предыдущем параграфе векторного

представления группы пленок, образуемого матрицами Ф (фор-
мула (5.2)), представляет интерес антисимметрично-тензорное

представление, элементы матриц которого, также как и элемен-

ты матриц Ф, зависят квадратично от величин а, Ь, а, Ь* и их

комплексно-сопряженных.

Антисимметрично-тензорное представление эквивалентно

представлению Еl>o + ЕЕ д группы Лоренца, матрицы которого
имеют вид:

В самом деле, как вытекает из формул (1.11 ) и (1.21), на вход-

ной границе полноотражающего слоя 21т(у)——, а на вы-

ходной границе 21т (у) =
—

л
тогда как на границе двух пол-

неотражающих слоев 1т(ц)=0. Кроме того, у полноотра-

жающего слоя Ке(а) = 0. Следовательно, матрица Г(ц) при

входе в полноотражающий слой описывает, кроме движения

вдоль оси х, также поворот вокруг оси х на 90°, а при выходе

из полноотражающего слоя — поворот на —90°. А матрица

М(а) в полноотражающем слое означает движение вдоль

оси г, но не содержит поворота вокруг оси г. Отсюда непосред-
ственно вытекает, что при прохождении через полноотражаю-
щий слой (или несколько лежащих рядом полноотражающих
слоев) г-координата остается неизменной. В этом же можно

убедиться и непосредственным перемножением матриц в произ-

тс
ведении Ф = Г(г>1) М(а) Г(а2 ), где 21т(У1) =

_

2
_

> 21т(р 2) =
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Ь 2 У2 а*Ь

ЬЬ* + ш

, I а
2 12 аЬ*

т= ® =

о о

о о

о 0

Ь 2 У2 а*Ь а*2 О о

о

о

О

О

о

У2 аЬ ЬЬ* 4- аа* |'2 а"Ь* О

Ь* 2 о

(5.12)

де Пl,о сод в антисимметрично-тензо

О ]/2 0 0 У2 0\
/—I 0 —I I О I \

__l_! —1 о I—l о 11
Л

2 —I 0 / / О —I |
| 1 О II О 1

О /У2 О 0 —/У2 О'

(5.13)

Обозначим матрицы антисимметрично-тензорного представления

через 0, так что

(9 = АТЛ-1
. (5.1,4)

Вычисление элементов матрицы 0 дает следующие выражения

0и = 066 = аа* + аа* 4- 1,

016 = —O6l = I (а*а — аа*),

е2l = ©56 = — (—а*Ь + а*Ь 4- аЬ* — аЬ*),

0 д*2 У2 аЬ* а2

0 Ь*Ь + а*а ]/2 аЬ

0 а* 2 У2а*Ь Ъ2

Здесь ® есть знак прямой суммы, а /ч есть матрица представ-
ления Е1>0 . Матрица унитарного преобразования, переводящего

представление Еол в антисимметрично-тензорное, такова:

012 = ©65 =

[ ~ ~ - ~

— (аЬ — аЬ — а*Ь* + а*Ь*),

013 = 064
—

— (—аЬ 4- аЬ — а*Ь* + а*Ь*)

014 = 063 —
~ (аЬ аЬ — сГЬ* — а*Ь*)

©15
—

©62 =
А аЬ 4- а*Ь* + аА)



62

036 = —O4l = — (а*Ь а*Ь — аЬ* — аЬ')_

(5 15)

Л 2

Л'21

2
—lO I—lo 1
—I О Г I 0 —I Л’2

10 110 1
А*А'* ]/2

Л'* 2О О О —l'У2 О

022 = 0И = -4- (*= + “
2 + + “’2 + ь ' г + а'2 + *2 + а

2 )
,

4

0И = 0Н = Ц- (* 2 + а2
— Ь"- - а* 2

- А' 2
- о" 2 + й 2 + а 2),

4

0 24 = —е53 = 4~ (* 2 а2 —
— “*2 + ь*2 + ~Ь 2

— ~а 2),
4

0И = -052 =
3- (-(,2 - а2

_ Ь'-2
-а’ 2 + 6’ 2 + а’2 + 6 2 + а 2:

4

е26 = —6 51 = ~ (— а*Ь — а*Ь — аЬ* — аЬ*)

Вз1 — ©46 = ~2" ( —® ~Ь ’

032 = ©45 = ~Г
4

1

(—62 _1_ а
2 _1. 6*2 _ д*2 6*2 _ д*2 _ 62 4~ дг )

,

033 = 044 =

4
— д2 б*2

_ 0*2 4_ б* 2
— а* 2 4- Ь2

— а 2),

0.34 = 043
—

-— (_62 о2
— 6*2 4- а’2 4- Ь* 2

— а'2 4- Ь 2
— а2),

4

035 — 042 = *_. (—62 4- а2 4- Ь*2
— а* 2

— д* 2 + а* 2 4-6~2
— а2),

Порядку расположения рядов и столбцов в матрице 6 соот-

ветствует следующий порядок тензорных индексов объектов

представления: 12, 31, 23, 41, 42, 43, т. е., например, 0 34 = 023,41-
Объекты тензорного представления находим, преобразуя с по-

мощью матрицы Л объекты представления Е1,о

0/2 0 0 /2 О

—I 0 —I I О I
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АА' 4- А* А'*

~ (__Д2 Д*2_ Д'2 _}_ Д'*2)

-1_ (—Д2 _ Д‘2 _l_ Д'2 Д'*2)

2- (___Д2 +Д‘2 Д'2 _ Д'*2)

~ (Д2 Д»2 _}_ Д'2 Д'*2)

прохождении света через п/

ю, как компоненты антисим

(5.16)

Эти величины при прохождении света через пленку преобразу-
ются, следовательно, как компоненты антисимметричного тен-

зора, например, как компоненты Н2,
Н у,

Н
х магнитного и Е

х ,
Е

у,

Е
г электрического вектора при соответствующем пленке преоб-

разовании Лоренца.
Как известно, антисимметричный тензор второго ранга имеет

два инварианта. Непосредственной проверкой можно убедиться,
что в нашем случае оба инварианта равны нулю. Наличие же

инвариантов означает (подобно формуле (5.7) в случае вектор-
ного представления), что между элементами матрицы 0 сущест-

вует ряд квадратичных соотношений. Именно, обозначая

10 0 о о о

0 10 о о о

=О О 1 о о о
71

000 —1 о о

ООО o—l о

ООО 0 o—l I,
получим:

еУIе
т
= Уl .

Во-вторых, если

000 0 0 1

000 0 1 0

=OOO 1 О О
7001 0 0 0

010 0 0 0

10 0 0 0 0

получим:

то

oу 20
т
= 72-

(5.19)

(5.20)

Фактически обе формулы (5.18) и (5.20) дают одни и те же

соотношения. В следующем параграфе мы рассмотрим их более

подробно.

0 0 (5.17)

— 1 0

0 —1

VI- (5.18)
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Преобразуя к антисимметрично-тензорному представлению

матрицы 6 и Л4, получим следующие выражения:

Л((71 Ф 61 )Л 1 =

(сЬ
2Ке(и)соB 21ш(у)

сП 2Ке(у)зт 21т(а)
О

О

sll2Ке(у)соз 21т(у)
—зИ 2Яе(у)Blп 21т (у)

—сП 2Ке(о)зт 21т (а)
ск 2Ке(ц)соз 21т (у)

О

О

—зИ 2Ке(ц)зт 21т (а)
—зй 2Ке(о)соз 21т(а)

(5.21)

зЬ2Ке(а)зт 21т (о) \

—зИ2Ке(ц)соз 21т (у)
0

0

сЬ 2Ке(о)зт 21т(ц)
сК 2Ке(у)соз 21т (у)/

0 1 0
0 0 сП 2Ке(у)соз 21т(у)
0 0 —сП2Ке(о)зт2lт(ц)

Л(МI фЛII*)Л-и

(5.22)

§ 15. Квадратичные величины, характеризующие пленку,
и квадратичные соотношения между ними

В этом параграфе мы введем прежде всего особые обозна-

чения для тех величин, квадратичных относительно а, Ь, а, Ь*
и их комплексно-сопряженных, через которые удобно выража-
ются элементы матриц Ф и О. Эти обозначения выберем сле-

дующим образом:

0 0 зк 2Ке(а)соз 21ш(у)
0 0 8Ь2Ке(о)81П 21т(у)

1 0 0

МЛА-* =

/1 0

0 соз 2Ке(а)сЬ 21гп(а)
0 51п 2Ке(а)ск 21ш(а)
0 —С08 2Ке(а)зЬ21гп(а)
0 8Ш 2Ке(а)зЬ 21т (а)

\о 0

0

—81П 2Ке(а)сЬ 21т (а)
соз 2Не(а)с11 21т(а)
81п 2Ке(а)81121т(а)
соз 2Ке(а)8к 21т (а)

0

0

—соз 2Ке(а)зк 21т(а)
0

—81п 2Ке(а)з11 21т (а) о\
—51П 2Ке(а)зк 21т (а) соз 2Ке(а)зЬ 21т (а) 0

I
соз 2Ке(а)ск 21т(а) 81П 2Ке(а)сЬ 21т(а) 0 1

—зш 2Ке(а)ск 21т(а) соз 2Ке(а)ск 21т(а) 0 /
0 0 1/
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(5.23)

и

асГ + аа* 4- 1 — I,

I(аа* — а* а) = А,

(5.24)

С помощью этих обозначений матрицы Ф и 0 напишутся так:

и

(5.26)

Штрих означает здесь, как и ранее, падение света с обратной
стороны.

ЬЬ — аа — 1\е 1Л
, К 0,

ЬЬ + аа = Ь 0,

аЬ — аЬ —
ке га

,
С/ 0,

аЬ 4- аЬ = Уе'\ V 0,
1 ~ ~ —

~ (ЬЬ* 4- ЬЬ* 4- аа* 4- аа*) = ей -ф,

1
— (ЬЬ* 4- ЬЬ* — аа* — аа*) = ей <р,

1
,

~ (ЬЬ* — ЬЬ* — аа* 4- аа*) = 8

аЬ — аЬ = Ре*\ Р 0,

аЬ + аЬ — <2е™, С} 0,
_1 (62 + д2 + ?2 + д*2) = >0,

-к
— а2 + ? 2

— а*2) = у г?о,

_2_ (б2 4- а 2
—

?2
— а*2) = гО.

/ 1сОЗХ Ь ЗШ Л —и'соз о' —У'созт' \

ф =

( —К 81П X

1 1] СОЗ О

К СОЗ X

С/ 8Ш а

1/' 81П в'
сП <р

У'зшт' 1
5 /

(5.25)
' V СОЗ Т V 81ПТ 5' сП гь

/ / —Р 8Ш У —Р СОЗ у — <2 8Ш 6 (2 соз 6 —н

/ —Р' 5Ш у' X СОЗ 1, —X 8Ш С, X соз X 81П соз 6'

| Р' соз у' 7'81П % У соз т> У 8Ш Т] —X' соз & 81П 6'
I —ф' 8Ш 6' X' СОЗ & — У 8Ш Т] У соз т] X' 81П 2,' Р'соз у'
1 —ф'соз 6' —X 8Ш % —X соз % —X 81П X соз —Р' 8Ш у'
\ л — СОЗ 6 С? З1п 6 —Р соз у —Р 8Ш У
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Из формулы (5.7) вытекают, например, следующие соотно-

шения:

— 1/2 81п2т —0 (5.30)

И др.

Далее, из формулы (5.18), например, имеем:

И др.
Формула (5.20) дает в точности те же соотношения, что и

формула (5.18), благодаря симметрии матрицы 0, как видно из

формул (5.15) и (5.26).
Другая часть квадратичных соотношений между рассматри-

ваемыми величинами связывает элементы матрицы 0 с элемен-

тами матрицы Ф. Эти соотношения вытекают из того, что эле-

менты матрицы 0 являются двурядными минорами матрицы Ф,
согласно формуле:

Эта формула следует из того, что 0 есть матрица преобразо-
вания компонент антисимметричного тензора. Двойные индексы

1к и 1т могут принимать здесь значения 12, 31, 23, 41, 42, 43;
однако, формулу (5.35) можно использовать и при любых дру-
гих значениях, полагая ©гЛ.гтп = —oйг,.'т = —©гй.гпь

Конкретизируя значения индексов, получим из (5.35), напри-

мер, следующие соотношения:

Величины К, Л, и, V, Р, (2, X, У, X, х, /., о, т, у, б, т],

5, Д и К и соответствующие штрихованные величины вещест-

венны, как видно непосредственно из формул (5.23) и (5.24).
Вещественны также, как будет показано ниже, ф 11 Ф- Между
всеми этими квадратичными величинами существует большое

число квадратичных соотношений. Часть из них вытекает из

формул (5.7), (5.18) и (5.20). Не выписывая их все, ограни-
чимся несколькими примерами.

и2 зк2
ф = 52

, (5.27)
V2 + 5'2 = зк 2 ф, (5.28)

НУ соз (ст — т) + 5' ск ф — 5 ск ф = 0, (5.29)
Ь2

81П 2Л — Л2 81П 2х + 51п 2сг —

(5.31)
Р'2

81П
2 у' —

2
СО8

2 6' + X2 СОЗ — 22 СОЗ (5.32)
[Н •-}- Р<2 з1п (у — 6) — 0, (5.33)

2РС? СОЗ У 8Ш 6 — X 2 81П 4“ V 2 81П 2г| = 0 (5.34)

— ФнФкт ФгтпФк1- (5.35)

1 = КЬ соз (х — Л) = ск ф сЬ гр — 55', (5.36)
Н = 1!V 81п (о — т) = 7/'У' зш (о' —т'), (5.37)

8Ш 6' ■= УЪ зш (т — X) = V' сЬ ф зш т' — 81]' зт о', (5.38)
Р' СОЗ у' = — соз (о — х) = 5'1" соз т' — У' сП ф соз о' (5.39)



и т. д. Кроме того, из формулы (5.35) можно получить еще дру-
гие квадратичные соотношения.

Во-первых, имеют место формулы:

И

Все эти формулы легко доказываются подстановкой в левые

части выражения 6 через Ф по формуле (5.35) с последующим
упрощением по формуле (5.7). В левых частях подразумева-
ется суммирование по индексам, написанным дважды. Давая
индексам конкретные -значения, получим большое число конк-

ретных соотношений.
Примеры: 1) Если в формуле (5.40) положим п — 1, р = 2,

т = 3, к — 4', то получим:

Р'У' 81п(т /
— у') — ЛсЬlр. (5.44)

2) Из формулы (5.41) при / = /и = р = 3, п = 4 следует:

[У^соB( О —ё) =B[ —B'. (5.45)

4) Из формулы (5.43), если I= р = \, к =д= 2, I = г = 3,
имеем:

(5.47)

а если [ — р = \, к = д = 2, / = г = 4, то

$2 + № = у'2 (5.48)

Рассмотренные соотношения, конечно, не все являются неза-

висимыми. Кроме того, комбинируя их друг с другом, можно

получить еще другие, эквивалентные, но по форме отличные со-

отношения. Например, из формулы

/ 2 р'2

Фгк§И$1т: пр — ёкпФтр —ёкрФтп (5.40)
и

Фгк$к1&пр,1т — §гпФрт ' —§грФпт- (5.41)
Во-вторых,

0 1к,1пг§кп®пр,дг — §тдФцФрг Ч~ §1гФгтФрд —

§тгФцФрд §1дФгтФрг (5.42)

&гк,1т§тп&рд,пг — “Ь §гдФк(Фрг —

§кдФцФрг ёгрФмФдг- (5.43)

3) Формула (5.42) при 1 = 1<=д—\, т = г — 2, р — 3, в

комбинации с (5.7) дает:

НС}' 51П 6' — }Р' соз у' = УЬ соз (о — Л). (5.46)

(см. (5.18)) и формулы (5.47), переписанной в виде

5* 67
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Р'2
— Н 2 О2

(так как Л' = Л), вытекает:

Р4-[/2_(2'2 = (5.49)

Другой пример: формула (5.7) содержит следующие равенства:

I 2 + I/' 2 сов 2 а' — V'2 сов 2 х' = 1,
К2 Й- 2 81П 2 о' — У'2 81П

2т' = 1.

Складывая эти формулы и учитывая, что, согласно (5.47), (5.48)
и (5.31)

Ц'2 _ У'2 = />2_ <22 _ [ _ /2 __ /?2

находим:

1. (5.50)

Подобные выкладки можно было бы еще продолжить. Однако,
выписывать все возможные соотношения не имеет большого
смысла. Ограничимся замечанием, что в каждом конкретном во-

просе те или другие из них могут найти полезные применения.

§ 16. Несколько теорем о поглощающих пленках

В этом параграфе сформулируем и докажем несколько важ-

ных теорем. Хотя в этих теоремах мы имеем в виду в первую
очередь поглощающие пленки, они имеют место, вообще говоря,
и в предельном случае отсутствия поглощения. Соответствую-
щие указания будут сделаны ниже в случае нужды каждый раз
особо.

Здесь мы будем рассматривать только такие пленки, у кото-

рых ограничивающие среды прозрачны и углы падения и пре-
ломления в них вещественны (т. е. условие полного отражения
в них не выполняется). Случай поглощающей или полноотра-
жающей подложки рассмотрим в следующем параграфе особо.

Мы начнем с некоторых простых замечаний и определений.
В случае отсутствия поглощения матрица Ф, как уже ука-

зано в § 13, имеет вид:

(5.51)

т. е. элементы третьего ряда и третьего столбца, кроме Ф 33 == 1,
равны нулю. Это же вытекает и из формул (5.23) элементов

матрицы, так как (см. § 6), в случае отсутствия поглощения и

/ Ь соз Л Ь 81П X 0 — V' соз т'\

Ф | —К 81П К К СОЗ X 0 V' зш т' |
I о 0 1 0 /

V соз т V 81ПТ 0 сЬ ’
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ненарушенного полного отражения а = а и Ь = Ь. Таким обра-
зом, отсутствие поглощения

*
означает, что 5 — (7 — 5' = (7

х
=

= ф = 0. В главе VIII будет показано, что II или ll' или обе

эти величины могут быть равны нулю и у поглощающих пленок.

Поглощающую пленку с II
— 0 или (]' = 0 будем называть

просветленной (соответственно, спереди или сзади), а пленку
с И = V' = 0 будем называть двусторонне просветленной. Осно-
вания для такой терминологии будут разъяснены в главе VIII.

Далее, отметим, что, как вытекает из формул (5.23),

л

скф + 5— 1 =
— (5.52)

и

сЬ ф — 5 — 1 = —,

5
(5.53)

где А — коэффициент поглощения

Перейдем к теоремам.

данной пленки не зависят ни от исходной среды, ни от слоев,

находящихся между исходной средой и первым поглощающим

слоем, а зависят только от подложки и от тех слоев, которые
находятся между первым поглощающим слоем (включительно)
и подложкой.

Доказательство. Разделим пленку на две части: первая со-

держит все слои, находящиеся между исходной средой и первым

поглощающим слоем, а вторая — все остальные слои. Между
этими частями поместим непоглощающий слой нулевой толщи-

ны. Тогда

ф = ФIФ2,

где Ф1 имеет вид (5.51). Отсюда сразу следует, что Ф имеет

в третьем ряду те же элементы, что и Ф 2 . Но в матрице Ф эле-

менты третьего ряда не зависят от показателя преломления

промежуточного слоя (ибо этого слоя нет!); следовательно, от

него не зависят и элементы третьего ряда матрицы Ф 2.
Но

тогда они могут зависеть только от слоев второй части пленки

и от подложки. То же свойство имеют и равные им элементы

третьего ряда матрицы Ф. Следовательно, теорема доказана.

Теорема 2. Величина ф данной пленки зависит только от той

ее части, которая заключена между крайними поглощающими

* Здесь и ниже в этом параграфе для краткости будем писать «погло-

щение» вместо «поглощение или ненарушенное полное отражение».

гг
А А

Теорема 1. Величины ое га
, 8, <р, и, следовательно,

-
■ и
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слоями (включая эти последние), и не зависит ни от слоев, на-

ходящихся вне этой части, ни от ограничивающих сред.

Доказательство вытекает непосредственно из предыдущей
теоремы, с учетом того, что ф' = ф, как вытекает из формулы
(5.23) для ф и формул (3.17).

других частей пленки доказывается в этих теоремах, зависят

все-таки от величины п0 зш Фо, определяющей углы преломления
во всех слоях и подложке. Дело в том, что мы считаем углы

преломления параметрами пленки или какой-либо ее части на-

ряду с показателями преломления сред и толщинами слоев.

Иными словами, зависимость от показателя преломления исход-

ной среды, входящая через выражение п 0 зш Фо ,
является несу-

щественной в том смысле, что замена исходной среды другой
средой, имеющей иной показатель преломления, вместе с одно-

временным изменением угла падения (так что п0 зт Фо не из-

д
меняется) не отражается на значениях величин /7ег‘ст

,
5, ф,

А
и —

О

Теорема 3. Если А 0, то А 0, и наоборот, если А 0

то Л 0.

Доказательство. Исходим из формулы (5.27): (72
-- зй 2

ф = 5 2
.

Из формул (5.52) и (5.53) вытекает:

И1(АI А \ 1 1сп ф = — I | I 4-1,
2

у Э О'

\( А А \

д>'

(5.54)

(5.55)

Подставляя эти выражения в формулу (5.27), находим:

(72= __а__А__а. л
Об О б

(5.56)

Отсюда и вытекает утверждение теоремы, так как всегда

о= — >O, 5
= -Л- >о.

ьь* ьь*

Сделаем по поводу теорем 1 и 2 следующее замечание. Вв-

А А
личины 5, и

,
независимость которых от тех или
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Доказательство вытекает непосредственно из предыдущей
теоремы и формулы (5.55).

Заметим, что, как вытекает из формулы (5.23) для 5, в со-

гласии с теоремами 3 и 4,

5 = —5 (5.57)

Теорема 5. Если поглощение во всех слоях пленки одного

знака, то <р вещественно.

Доказательство этой теоремы довольно длинно и состоит из

двух частей. Прежде всего нужно доказать ее для отдельного

поглощающего слоя. Во второй части она обобщается на любую
пленку.

Итак, рассмотрим отдельный поглощающий слой, находя-

щийся между двумя прозрачными средами. Эти последние мы

можем положить одинаковыми, так как, по теореме 2, <р от них

все равно не зависит. Согласно основной формуле (3.14),

(здесь мы положили уl2 = V и опустили прочие индексы). Сле-
довательно,

а = —а*
—

—l Blп азЬ 2с,

причем
а = к/I(х] — гх) соз О (5.59)

и

„
1

,
п СОЗ Ф

V ll = 1П ? ,
2 (т] — 6с) соз Фо

1
,

(п — 6с)созФ
у

1 =—lп —
- ,

2 п соз Фо

(5.60)

где п — показатель преломления ограничивающих сред, Фо —

угол падения, т] — гх — показатель преломления слоя, Н — его

Заметим, что неравенство А 0 свойственно пленкам с ПО-

ложительным поглощением. Сопряженные им пленки имеют ОТ-

рицательное поглощение. Наоборот, если в качестве первичной
пленки имеем пленку с отрицательным поглощением, то А <с о,
а у сопряженной пленки тогда поглощение положительно.

Теорема 4. Если /1 >0, то и 5>0, и наоборот, если А $с о,
то и 5 0.

Р — 6( —

=

_

/ сов а + * « сЬ 2у 1 81п а 8И 2у \

\ —Г81па8Ь2у С08 а — 1 81П а ск 2V /

Ь = соз а + 1 81П а ск 2о,
Ь* = соз а — 1 81п а ск 2у,

(5.58)
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толщина и Ф — угол преломления в нем. х может быть как по-’

ложительным (положительное поглощение), так и отрицатель-
ным (отрицательное поглощение).

Подставляя формулы (5.58) в формулу (5.23), находим:

или, после некоторых преобразований,

сйф = 2[зЬ2 1т(а)соз2 21т(у) —

— 81п 2Ке(а)Blп 2 21т(о) ]+ 1.
(5.62)

В предельном случае, х = 0, 1т (а) =0 и 1т(о) =0; следова-

тельно, сйф= 1 и <р = 0. В случае нарушенного полного отра-

жения Ке(а) =0 и 1т(о) =— —, следовательно тоже ф= 0.

В дальнейшем будем считать, что х=#o. Тогда Ке(а) #=o и

1ш(а) =# 0. Кроме того, соз 21т(у) #= 0. В самом деле, как вы-

текает из формул (5.60) и из того, что

и

Если положим

81П у —

Ут]2 + X
2

(5.63)
п

соз у = —

]/т]2 -{- х
2

и

8Ш 6 = —
— —г

У (т)2
—х2 —п 2 81П 2 •О'о) 24- 2

СОЗ 6= --

Ч8
—х

8 —л*зтг l>»
_

У(п
2 —х2 — п^пЧЪ) 2 -}-^2

’

(5.64)

ск ф = соз а соз а + 8Ш а 81п а* ск (2а — 2а‘) (5.61)

.
Уп 2

— у
-

2
— п2 81п2 Фо — 2гпх

Т] — 1К

Т| + IX 1 *п2
— х

2 —п 2
8Ш

2 Фо 4~ 2гпх
уЛ — 1)11 = 1п

Г) — IX 4 Т) 2
— X 2

— П 2
8Ш

2 Фо —21Т)Х

хЬ?г—°^гщ8ги—

г
х—

г
1х

_

п
,Щ"«1•*I

хи?54-0фгщ8ггу—г
х—

г
1л{
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то

21т(»>) = 2-у |-,
21т(»х ) = —у.

(5.65)

<у < 0 и —л <6<С О.

Для перпендикулярной поляризации сразу видно, что

соз 21т (у) =й=o. В случае же параллельной поляризации

(6 \
2у 2~ ) •

Если бы здесь было соз 21т (а) =O, то получилось бы

1 4-Iапlап 2у = 0, или, согласно (5.63) и (5.64),

п2 81П 2 $о + У(л 2 —х2 — 81П 2 г%) 2 + 4л 2
х2 =O,

что невозможно. Итак, всегда соз 21т (ц)
Возвращаясь к формуле (5.62), видим, что ее можно теперь

переписать в виде неравенства:

1т2 (а) = &2 Л2 81П 2 -^-«У(т) 2
— х

2
— п.2 81п 2 Фо) 2 -}- 4т] 2

х
2 ,

6
Ке 2 (а) = Л2Л2 соз 2 —• У (т) 2 —х2— и 2 зт2 а0) 2 + 4т] 2

*
2

.

(5.67)

Дальше рассмотрим опять в отдельности случаи перпендику-
лярной и параллельной поляризации.

В случае перпендикулярной поляризации, согласно (5.65) и

(5.67),
1ш2 (а)со82 21ш(и) — Ке 2 (а)81п2 21гп(а) =0;

я
■

Отметим, что при х > 0 0 •< у и а при х<.0

сЬф > 2[1ш2 (а)со82 21ш(у) — Ке2 (а)81п 2 211п(г>) ]-|- 1- (5.66)

Здесь, согласно (5.59) и (5.64),
х

следовательно, ск<р>1. В случае параллельной поляризации

1ш2 (о 1)со82 21ш(а) — Ре2 (а) зш 2 21т (а) =

= Л 2Л 2 У(т] 2
-— X

2
— П 2 81П 2 Фо) 2 + 4т] 2

Х
2 81П 2у 8Ш(6 -2у)>0,

так как зт 2у =

ствует х > 0, а

= 0 и 8ш(6 — 2у)=г0, где верхний знак ссответ-

нижний х<С0. Последнее неравенство вытекает
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так что неравенство >у равносильно неравенству хап у >

> Iап у; последнее же вытекает непосредственно из формул

Итак, в случае параллельной поляризации тоже всегда

Это значит, что для отдельного поглощающего слоя

наша теорема доказана. Подчеркнем, что этот результат не за-

висит от того, обладает ли слой положительным или отрица-
тельным поглощением.

Переходим ко второй части доказательства. Пусть произ-
вольная пленка разделена на две части, между которыми можно

вообразить непоглощающий слой нулевой толщины. Тогда

ф = ФIФ 2,

откуда сразу находим:

Так как О и 11'2 О, то отсюда

сЬ ф сЬ ф>l сИ ф2 -г 515'г — (5.69)

Но так как теорема для отдельного слоя уже доказана, то,,

методом полной индукции, она доказана и для любой пленки.

При этом, как видно из хода доказательства, ср = 0 тогда и

только тогда, когда пленка не содержит ни одного поглощаю-

щего слоя.

Так как <р определяется через ей <р с точностью до знака, то

можно условиться считать ср положительным при А > 0 и отри-
цательным при 4 <O.

Теорема 6. Если поглощение во всех слоях пленки одного

знака, то ф вещественно.

д
из того, что в самом деле, при >0

2
<
-2

и у <
-2 т

(5.63) и (5.64). Если же то — — и у>
Я

—

-у ; тогда;

д <5
неравенство тг равносильно неравенству 4ап

2 <3ап у, что-

также вытекает из формул (5.63) и (5.64).

ей ф = ей ф1 ей фо Ч~ 515'г —

,2СО8(сУ1 + (А). (5.68)

Пусть наша теорема справедлива для обеих частей, т. е. пусть.
сП (р« 1 и ск<р 2 > 1. Тогда, согласно (5.27), |51| > 11, 11

!5' 2 | 2 . Кроме того, в силу теоремы 4, если обе части пленки

имеют поглощение одинакового знака, то 513'г = |515'г|. Следо-
вательно, 315'г —С71С7'2 >0 и из (5.69) следует: сИ <р >
_> сп <р1 сп <рг > 1. Следовательно, теорема верна для всей

пленки.
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Теорема 7. Если поглощающая пленка просветлена ((7 = 0),
то а = ае _ф и Ь =

Доказательство. Из формул (5.23) следует:

сЬ(р + 5 = ЬЬ' — аа*,

ск<р-8 = ЬЬ* — аа.
1 '

Умножая первую из этих формул на аа*, а вторую на аа*, и

складывая, находим:

аа*(сй ф + 5) + аа*(сй ф —5) — аа*ЬЬ* 4- аа*ЬЬ*

Вычитая из обеих частей аа ~ а*а, имеем:

аа*(сИ ср +5) 4- сш*(сЬ ср —5) — аа* — а*а =

— аа*ЬЬ* 4- аа*ЬЬ* — аа* (ЬЬ* — аа*) — а*а (ЬЬ* — аа*)

причем в правой части вычитаемые члены умножены на равные
единице выражения (см. формулу (3.15)). Раскрывая скобки
в правой части и сокращая, находим:

аа*(сИ ф + 5)4- аа*(сИ ф—s)— аа' — а*а —

= аа'ЬЬ* 4- аа*ЬЬ* —- асГЬЬ' — а*аЬЬ* =•

= (аЬ — аЬ) (а*Ь* — а*Ь*),

(ае? —а) (а* — а*е- ф ) =O. (5.72)

'Отсюда вытекает

Далее, условие (7 = 0 означает, что аЬ —аЬ— 0, откуда, со-

гласно доказанному только что соотношению, следует:

а(Ье~ч — Ь) = 0.

Доказательство вытекает из формул (5.23) для ей ф и ей ф.
Из них видно, что ей ф ей ф. А так как в предыдущей теореме
доказано, что сЬ ф 1, то и СП ф 1. Следовательно, ф веще-

ственно.

т. е.

аа*(скд) 4-5) + аа*(ск(р — 5) — аа* — а*а = I/2 . (5.71)

Пусть теперь = 0. Тогда, в силу формулы
и нашего условия о выборе знака ср, 5 = зИ

(5.71) дает:

(5.27), теоремы 4

ср. Следовательно,

а — ае~ч. (5.73)
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Если а=/= 0, то имеем: Ь — Ье~\ что и требовалось доказать,

С другой стороны, формулы (5.70) можно написать в виде:

е* = ЬЬ* — аа*,

е-ч> — ЬЬ* — аа*,

так что, в случае а — 0, когда, по (5.73), также а— 0, полу-
чается:

ЬЬ*е~ч> — 1,

ЬЬ*еъ
—

1.

Но формула (3.15) при а= 0 имеет вид: ЬЬ* = 1. Кроме того,

Ь*Ь—\. Складывая предыдущие две формулы и вычитая по-

следние две, находим:

(Ь — Ье~ч>) (Ь*еФ — Ь*) — 0,

откуда.

Ь = Ье~ч>, (5.74)

Заканчивая этот параграф, отметим, что доказанные здесь

теоремы найдут, в частности, успешное применение в теории

просветления поглощающих пленок (гл. VIII), а также в неко-

торых других вопросах (гл. X).

§ 17. Случай непропускающей подложки

Случай непропускающей (т. е. сильно поглощающей или пол-

ноотражающей) подложки является особым в том смысле, что

большинство результатов предыдущего параграфа в этом слу-
чае или теряют смысл или оказываются неверными. В частности,

характеристическая величина ср не является более, вообще го-

воря, вещественной. Поскольку эта величина, как будет видно

что и требовалось доказать. Итак, теорема полностью доказана.

Теорема 8. Если поглощающая пленка двусторонне просвер-
лена (/7 = (7' — 0), то а = а = 0.

Доказательство вытекает из предыдущей теоремы. При
= 0 а = а при 1/' = 0 а — (напомним, что <р' = ф).

Но так как, согласно (3.17), а'
— —а, то а* = т. е.

а = аеч. Следовательно ае~ч = и если ф 0, то а = а = (\
что и требовалось доказать.

Подчеркнем, что в этой теореме существенно, чтобы ф 0,
т. е. чтобы пленка была поглощающей. Если пленка прозрачна,
то, хотя у ней [}=[}' — 0, теорема к ней не относится; такая

пленка может иметь а Ф 0.
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из дальнейшего (см. в особенности гл. VIII) играет особо важ-

ную роль в теории поглощающих пленок, вопрос непропускаю-
щей подложки заслуживает отдельного рассмотрения.

В простейшем случае этого рода пленка вырождается в про-

стую границу раздела между двумя средами. Начнем наше

рассмотрение с этого простейшего случая. Обозначая границу
индексом 2, имеем, как известно, Ф 2 = Г 2, т. е., согласно (5.8),

Сравнивая это выражение с формулой (5.25), видим, что

<р 2 = 21 1т(у) =V — V*. (5.76)

81п О =

+х2
г— (5.77)

пУ2 Ул 2 —х2

из среды с показателем преломления п. В самом деле, подстав-

ляя это значение зш О в формулы (5.63) и (5.64), находим, что

2у = -|-; следовательно, в силу (5.65), 21т (г»' 1) =O. Легко так-

же убедиться в том, что это единственный случай.
Рассмотрим еще частный случай полного отражения. В этом

случае имеет место формула

1
1 . О ,1П

o=__lп lап_ + _, (5.78)

получаемая легко из формул (1.11), (1.13) и (1.21). р означает

в ней сдвиг фазы при полном отражении. Следовательно, в этом

случае

1Л
<Р2 =

-у (5.79)

Обратимся к общему случаю, когда непропускающая под-

ложка покрыта произвольной пленкой. Обозначим эту пленку

/сЬ2Ке(у) 0 0 8к2Ке(у) \

ф 2 =
I 0 соз 21т (о) 8Ш 21т(а) 0 1 (5.75)

0 —81'п 21т (о) соз 21т(а)
хзк 2Ке(о) 0 0 сЬ2Ке(у) /

Отсюда следует, что ф2,
как правило, чисто-мнимо, так как, в

случае непропускания, V обычно невещественно. Имеется только

одно исключение, когда 1т(у) =0, и, следовательно, <р2 = 0.
Это — случай поглощающей среды с показателем преломления

т] — /х, в котором т]>х, если падающий свет поляризован в пло-

скости падения и падает под углом V таким, что



индексом 1. Тогда, помещая между пленкой и подложкой про-
извольный непоглощающий слой нулевой толщины, будем иметь:

ф = Ф!Ф2;

отсюда, основании формулы (5.68), находим:

Из формулы (5.80) видно, что ф может бьпь как веществен-

но, так и мнимо, в зависимости от пленки и подложки. В неко-

торых случаях может быть также ф = 0. Отметим следующие
частные случаи:

1) Если пленка непоглощающая, то ей ф = соз 21ш(ц). т. е.,

в согласии с общей теоремой 1 из предыдущего параграфа, ф
зависит только от подложки.

2) Если подложка полноотражающая, а пленка произвольна,
то

ск(р = (А 8Ш 01. (5.81)

3) В указанном ранее случае с ф2 =o,т. е. когда т] >х, свет

поляризован в плоскости падения и имеет место формула (5.77),
находим:

ф = Фl.

На этом мы закончим рассмотрение свойств непропускающей
подложки. Конечно, исчерпывающим это изложение не является.

Возможно, что более подробное изучение этого вопроса даст

новые практически ценные результаты.

сН<р — ей ф1 соз 21т(1’) 4~ $1п съ 81п 21т(у), (5.80)

так как, согласно (5.75), 5'2 = 0, 11'2 — + зт 21т(я) и

<Т2 = ±2- .
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ЧАСТЬ ВТОРАЯ

ПРОБЛЕМА СИНТЕЗА ПЛЕНОК

ГЛАВА ШЕСТАЯ

ТЕОРИЯ ПРОСВЕТЛЕНИЯ ОПТИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

§ 18. Вводные замечания

В настоящей монографии термин «просветление» будет упо-
требляться в двух различных смыслах: во-первых, как просвет-
ление оптических поверхностей в непоглощающих системах, и,

во-вторых, как просветление поглощающих оптических пленок.

Первое значение является общеупотребительным, тогда как вто-

рое было введено в употребление сравнительно недавно (см.
[14 —16, 53]). В этой главе мы будем понимать термин «про-
светление» только в первом из указанных значений.

Просветление оптических поверхностей является одним из

наиболее известных и распространенных применений тонкослой-

ных покрытий. Цель просветления состоит в уменьшении отра-
жения света на оптических поверхностях. Современные оптиче-

ские приборы имеют обычно большое число (доходящее иногда

до нескольких десятков) таких поверхностей. Поэтому потери
света на отражение велики, даже если отражательная способ-

ность одной поверхности мала. Снижение коэффициента отраже-
ния на поверхностях значительно повышает светосилу прибора,
притом в тем большей степени, чем больше в нем просветляе-
мых поверхностей. Другая выгода просветления состоит в умень-
шении количества паразитного света в приборе.

Уже довольно давно известно (см., например, [s4], стр.
294—298), что старые, потускневшие с поверхности линзы про-

пускают больше света. Потускнение поверхности обусловлено
именно уменьшением коэффициента отражения. Соответственно

увеличивается коэффициент пропускания. Таким образом, линза

оказывается частично просветленной. Этот природный процесс

просветления зависит от образования на поверхности стекла

тонкого выветрившегося слоя, показатель преломления которого
меньше показателя преломления стекла. Элементарная теория

показывает, что если показатель преломления слоя равен квад-



80

ратному корню из показателя преломления стекла, а толщина

слоя равна четверти длины волны, то отраженный свет гасится

полностью, т. е. коэффициент отражения становится равным

нулю. Однако, для других длин волн коэффициент отражения
не равен нулю, так как толщина слоя для других длин волн не

равна четверти длины волны.

Показатель преломления образовавшегося естественным пу-
тем просветляющего слоя на поверхности старого стекла ни-

когда в точности не бывает равен квадратному корню из пока-

зателя преломления стекла; равным образом, толщина слоя не

удовлетворяет оптимальному требованию; наконец, этот слой

неоднороден по толщине. Поэтому естественное просветление

несовершенно.

При первых попытках искусственного воспроизведения есте-

ственного процесса просветления путем травления поверхности
стекла или путем нанесения слоя другого вещества одной из

наибольших трудностей оказался подбор вещества с достаточно

низким значением показателя преломления. Только для стекол

с высоким значением показателя преломления можно подобрать
подходящее вещество без особых затруднений. Для стекол же

с низким значением показателя преломления вещество слоя

должно было бы иметь очень малый показатель преломления.
Другим существенным недостатком просветления с помощью

одного слоя является спектральная избирательность просветле-
ния. В самом благоприятном случае отражение может быть пол-

ностью устранено только для одной длины волны, тогда как

для других длин волн в данном участке спектра коэффициент
отражения сохраняет довольно высокие значения.

Более совершенны просветляющие покрытия, состоящие из

двух, трех или даже более слоев. Они могут быть сделаны в

значительной степени ахроматическими. Из большого числа тео-

ретических и экспериментальных работ, посвященных ахрома-

тическому просветлению, укажем [4B, 55—57]; обстоятельный
обзор этого вопроса находим у Розенберга [26].

Теория оптического просветления, излагаемая в этой главе,

опирается главным образом на работы автора [3, 10, И] и

имеет целью показать различные способы подбора параметров
слоев, ведущие в том или другом смысле к наилучшим резуль-
татам. Практической стороной осуществления таких покрытий
мы здесь (как и вообще в настоящей монографии) заниматься

не будем. В частности, нас не будет интересовать вопрос о том,
какие конкретные вещества были бы пригодны в том или дру-
гом случае. Однако, мы будем требовать, чтобы показатели пре-
ломления были принципиально реализуемы. Это значит, что они

не должны иметь ни слишком близких к единице, ни слишком

высоких значений.
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§ 19. «Идеальное» просветляющее покрытие

В теории просветляющих покрытий оказывается хорошо при-
менимой приближенная формула, полученная в § 10, именно

формула (4.22). Это обусловлено тем, что в точной формуле
г

(3.38), где а =
— должно быть близко к нулю, все гиперболи-

ческие синусы тоже должны быть близки к нулю. Правда, мож-

но представить себе, что в некоторых членах этой формулы
гиперболические синусы имеют большие значения, но что такие

члены взаимно сокращаются. Однако, это было бы возможно

лишь при немногих длинах волн, так как коэффициенты гипер-
болических синусов зависят существенно от длины волны. При
других длинах волн эти большие члены только усиливали бы

друг друга, и мы не только не имели бы никакого просветления,

но, наоборот, коэффициент отражения стал бы очень большим.

Поэтому в проблеме ахроматического просветления все гипер-
болические синусы должны быть малы. Но тогда мы можем по-

ставить вместо них их аргументы, что и соответствует прибли-
жению (4.22). Что же касается приближения (4.26), то, вслед-

ствие малости (?, оно практически не отличается от (4.22). По-

этому во всей этой главе мы будем пользоваться только этой

формулой. Итак,

Перепишем эту формулу для удобства практических численных

расчетов в виде:

Г = —l/10 а 1 —. .

— 2г(а 1
4-а

2
+--+а у)

. (6.2)

Изложим теперь вариант, который можно назвать «идеаль-

ным». Это название имеет двоякий смысл. Во-первых, согласно

этому варианту получается очень хорошее просветление, описы-

ваемое к тому же очень простой формулой; во-вторых, практи-
чески этот вариант неосуществим, так как некоторые слои по-

лучают слишком близкие к единице значения показателя пре-
ломления. Однако, как мы увидим в дальнейшем, этот вариант
в несколько ином смысле может быть использован в теории для

подбора состава просветляющих покрытий, могущих быть в

принципе реализованными на практике.
Везде в теории просветления будем считать падение света

нормальным.
«Идеальное» покрытие имеет следующие параметры. Во-

первых,

о* =ог = ...= одг =а. 1 (6.3)

Во-вторых,

г — г?01 + У1 2е~ 2’ а« + . . + Ул^44е-2,(а|+а2+--+а*). (6.1)
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7У!и
— . |О ,Г , Ш=o, \, ...

N (6.4)/л! (.V — т)!2л 4 '

где

. II
1

1
и — с lO ~г • • • __ у.\т+l,л’ = "ту

- 1п
2 п 0

(6.5)

Подставляя (6.3) и (6.4) в формулу (6.2), находим:

ц(1
Г ~

"

2К

откуда

г = —сos
х

а • е~г’ Л а• и. (6.6>
Следовательно,

% = и2
а (6.7)

Согласно (6.5),
— «0

и ж

4“ «0

, „ \2~- У
/ V

Пх = По I — )
\ По /

т. е. и 2 равно энергетическому коэффициенту отражения без

просветления. Формула (6.7) дает для просветленной поверх-
ности во много раз меньший коэффициент отражения. Очевидно,
полное просветление достигается при той длине волны, для ко-

торой все слои являются четвертьволновыми. Тогда а = 90° и

7? = 0. Но 7? оказывается очень малым и при других длинах

волн в широком спектральном интервале. Например, в интер-
вале 60° а 120°, равном примерно всему видимому спектру,

крайние значения 7< равны »
т- е - отражение уменьшается

в 22Л
’

раз по сравнению с непросветленной поверхностью. Это

значит, что уже двухслойное покрытие дает очень хорошее про-
светление (коэффициент отражения уменьшается не менее, чем

в 16 раз), и притом в широкой области спектра.
Однако, практическое осуществление этого заманчивого ре-

зультата оказывается невозможным, так как требуемые для

этого показатели преломления внешних слоев оказываются

слишком близкими к единице. Из формулы (6.4) следует:

Если По = 1, то П1 = . Даже если N
— 2, то П{ —

Но веществ с таким показателем преломления не существует
(если принять равным показателю преломления стекла,
даже сильнопреломляющего).
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Несмотря на практическую неосуществимость, вариант «иде-

ального» просветляющего покрытия, как будет показано ниже,

может найти применение в проектировании ахроматических про-

светляющих покрытий на несколько иной основе.

§ 20. Минимизация усредненного по спектру коэффициента
отражения

В нижеследующем мы положим интервал спектра, в котором

покрытие должно быть просветляющим, равным одной октаве.

Величины си, аг, ... а.у, зависящие от длины волны и от тол-

щин слоев, целесообразно выразить как

От — йгпСС, (6.8)

где §т суть не зависящие от длины волны числа, пропорцио-
нальные толщинам слоев, а а — спектральная переменная, про-
порциональная волновому числу и не зависящая от толщин

слоев. Выберем интервал значений а как

60° < а С 120°; (6.9)

это значит, что при § — 1 соответствующий слой в середине
шкалы частот рассматриваемого спектрального интервала яв-

ляется четвертьволновым. Иначе говоря, числа §т выражают
толщины слоев в четвертях длины волны в середине шкалы

частот.

Перепишем формулу (6.2). согласно (6.8), в виде:

N

Г = Пт+l,т ехр[— 4- §2 4- ••• 4- §т) ] (6.10)
т=o

Отсюда находим

А’ А’

Я
— 2 2 ик и!СОs(2§кlа),

I=o

(6.Н)

где

ёы. = §lк = | (§0 +ёl+ • •
• -|- (§0 ++♦ • • + &0|» (6 12)

йГо —
О

и для упрощения — как и в § 12 — положено V
т+l, т = ит .

Если мы хотим получить возможно более ахроматическое
просветление, то значение 7? должно быть сделано малым во

всем спектральном интервале (6.9). Поэтому усредним 7? по

этому интервалу и будем искать минимум этого усредненного
значения.
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Так как

3 Зlп —СОЗ П&л/
СОЗ = — / соз сlа

—

д л/з' лём
3

ТО

Я „
81П —- СOBЛ§Ь!

Я
— “Ш

А==o I=o

3

(6.13)

Эта формула верна в предположении, что показатели преломле-
ния, а следовательно и величины иь не зависят от длины волны.

Это значит, что мы не учитываем дисперсии, влияние которой
можно считать незначительным.

Теперь наша проблема состоит в нахождении минимума
Эта проблема распадается на две, одна из которых решается
очень просто, а другая, наоборот, представляет значительные

трудности.

§ 21. Варьирование показателей преломления слоев

просветляющего покрытия

В этой проблеме следует прежде всего задать толщины

слоев. Наиболее простой выбор состоит в том, что все они по-

лагаются равными четверти длины волны (в середине спектра),
т. е.

= Я2=... = I|. (6.14)

Рассмотрим прежде всего этот случай, ограничиваясь двух-,
трех- и четырехслойными покрытиями.

Первая из упомянутых проблем возникает тогда, когда тол-

щины всех слоев, т. е. числа заданы и требуется определить

показатели преломления слоев, минимизирующие Во второй
же проблеме главный вопрос состоит в том, какой выбор тол-

щин слоев является наиболее выгодным, т. е. способен привести

к наименьшему значению 7?тт- Первую проблему можно назвать

проблемой варьирования показателей преломления слоев про-
светляющего покрытия, а вторую — проблемой варьирования
толщин слоев просветляющего покрытия.

В нижеследующем рассмотрим подробно обе эти проблемы
в отдельности.
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Обозначая число слоев индексом у Я, находим по формуле
(6.13) следующие выражения:

где

= 1,6540
л

(6.18)

1) Лт
= 2.

“» =“2 = -9

2

,о

?

Х
2?г « = 0,2718а,

3(3? 4-4)

“* = 111' и = 0,4564а,
3(3?+ 4)

7Г —-Я2 +Я + 4
/?2,шlп —

—з (з7 + 4)
—« =(«1 — яи o)и =

= 0,0068а2 .

2) N = 3.

■п —<72 —8? 4-16 / дщ \
аз, пил — и 2 ;— Iио —- —-— Iи =

64 \ 4 /

= 0,00051 и2 .

(6.19)

(6.20)

~п 2.2.2 / . Ио«2 \
/С1ЕХ/?2 = ио 4- щ 4- «2 — Я + П1«2

2—)’ (6.15)

7?з = ио 4~ 4* 4* из — Я ( иои\. 4- 4~ игЫз —

г/ог/г 4* г/1//з \ 2 (636)

Нь = ио Ч~ и.1 Ч~ Ч~ Ч~ и± — д ( И0 М1 Ч- П 1“2 Ч- И2И3 Ч~ М3«4

Ч” и\Нз Ч- «2«4
4-

и°ик
(6 17)

2 4 /’ (О- 1 ')

Таким образом (что видно, впрочем, и из общей формулы

(6.13)), Ял является квадратичной формой от аргументов и0,

Ы1, ...
ил. При нахождении минимума следует учитывать также

дополнительное условие (6.5). Опуская ход вычислений, приве-

дем для каждого значения N минимизирующие значения

ио, П1, ... ил, а также само минимальное значение Ял-

а — 4
ио — из — и

— 0,1466м,
16

м, = м2 == и = 0,3534м,
16
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3) /7 = 4

(6.21)

=[т 1 ) г/ з = 0,000037/А

Интересно сравнить приведенные здесь значения /?
2у, тш с

теми значениями 7?у, которые получаются в «идеальном» ва-

рианте (см. § 19). Вычисляя, находим:

Из этих формул, сравнивая их с предыдущими, видим, что ми-

нимизация /?Л
- приводит, как это и естественно, к еще меньшим,

чем в «идеальном» случае, значениям 7?у. Несколько неожидан-

ным кажется то обстоятельство, что уменьшение 7? Л
- по сравне-

нию с «идеальным» вариантом относительно очень велико, до-

ходя при N
— 4 до 13 раз! К тому же, интересно также, что

хотя и здесь для первых слоев получаются нереально низкие

значения показателей преломления, они все же несколько выше,

чем в «идеальном» случае. Так, если примем показатель пре-
ломления подложки равным 1,55, то при N -= 4 показатель пре-
ломления первого слоя получается в «идеальном» варианте рав-
ным Пг = 1,028, а в рассматриваемом здесь экстремальном ва-

рианте П{= 1,035 (при п 0 = 1).
Однако, так как и в этом варианте показатель преломления

2(9</2 —8<7— 16)
-и — 0,0788//,“

(9/у -20) (97 + 8)

2/1 =

2(9//2
— 147— 16)

и‘~
(9?-20) (9?+ 8)

и2 =

97 2
— 207 — 32

0,3457//,
(9?-20) (9.7 + 8)

Т?4,П11П
—9д3 4- 297 2

— 47 — 32
2

(97-20) (97 + 8)

В этих формулах, как и в (6.5), и = 1п.
2 п

0

2л,3
О и2 Г 12 7/7

/?2 = — / СО8
4

а с1а = и 2 = 0,0132« 2
,

л 32
(6.22)

2л/’3

Яз =
— [ со» 6 а(1а

—

5
"2

= 0,00238и 2
, (6.23)

Л я'з 16

2л/3

Т> 4 =
— Г соз 8

а Ла =

280 ~2 «2 = 0,000465г/2 . (6.24)
л •'д

Л/З
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по крайней мере первого слоя оказывается (при По = 1) слиш-

ком малым, то эти результаты применимы на практике лишь в

случае, когда просветляется граница между двумя средами, ко-

торые имеют обе отличный от единицы показатель преломле-
ния. Но этот случай имеет вообще сравнительно малое практи-
ческое значение, так как коэффициент отражения в этом слу-
чае довольно мал и без просветления. В дальнейшем будем рас-

сматривать только случай п o =l.

Чтобы получить практически приемлемый результат, следует

производить минимизацию 7? при фиксированном значении //<.

Это значит, что и0 не варьируется. Вычисления дают тогда сле-

дующие результаты:

(6.25}

16(94-2)

= 0,0865м2 —0,5865мм0 + 1,0789м?.

2) N= 3.

2(7 + 2) 9++ 167—16

3(37 +4)
и

3(7-4) (37 +4)
"°

= 0,2718м + 0,5562мо,

57 + 4 9+ —327—16
“ 2 -

3(3? +4)
“

3(<7-4) (3<? +4)
~

== 0,4564г/ — О,7О24г/ о ,

2(у +2) , +B9 4-16
_

3
3(3<? +_4)

+
3(? -4)(3</ +4)

0

= 0,2718г/ — О,8538//о,

(6.26>

г+—/?)е

Ъ~Ь16
з—/7

<п<<

(ъ-'-ь)ъ3
°”56580—”00050=°”--4

=77

<л<сл

(з+,
°”50910—”00050=°”•Ь—=т77

=М(I

=

2«2 -'?-4
„ 2_,

9^-89 -16

3(37-1- 4) 1 6(37 4-4) 1
4(972 -87- 16) 2

3(7 —4) (37 4- 4)

= 0,00679г/2 — 0,08575/Шо 4- 0,29241 и1
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3) /7 = 4.

7— 4 , 8173
— 14472

— 1767+ 128
и1 = 16~“ +

32(97 2
~ 87-16)

= 0,1466м + 1,2913м0 ,

(6.27)

= 0,1466г/ — 0,861 Ойо,

й <7г + 8<7—16
~

9? 2 +4? —32
„„=

64
4

64
”_

(9у - 20) (9? +8) (9<? 2 +4? - 32) »

256 (9<?2—B<?— 16)'
°

= 0,000506м 2
— 0,01192м«о 4~ 0,07565«о.

Приведем теперь один конкретный пример. Пусть мo =l,
«х+1=1,55 и «1= 1,32 (те же значения будут использованы

нами в примерах и ниже). Тогда и = 11п 1,55 = 0,2191 и

и0 =Мп 1,32 = 0,1388. Вычисления по формулам (6.25) — (6.27)
дают:

1) У = 2.
и 1 = 0,0873,

Яз,тш= 0,00335.

/?4,тlп — 0,001 12.

Н- 4
,

81^3 + 72^2
— 128

“—

< /-Ч

1о 32(97 2 —8^7—16)
= 0,3534и — 0,0977Ио,

7 + 4 817 3 —7272
— 1447—128

«з-
16

«

32(972 —87—16)
и°

= 0,3534«-- 1,3327мо,

7 — 4 817 3
- 14472 + 167+ 128

16
1

32(97 2 —87—16)

«2 = —0,0070,

0,00759.

(6.28)

2) У = 3.

щ = 0,1268,
« 2 — 0,0025,
и 3 = —0,0590,

/л. . — л

(6.29)

3) М = 4.

«1 = 0,2114,
'

и 2 = 0,0639,
«з = —0,1076
и4 = —0,0874,

► (6.30)

"/Э Л ПЛ 1 1 О
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Находим также показатели преломления слоев

1) N = 2.

гц = 1,32,
п 2 = 1,572.

2) М = 3.

п\ — 1,32,
п 2 = 1,735
п 3 = 1,744.

3) Л7
= 4.

«1 = 1,32,
п 2 = 2,015,
п 3 = 2,289,
н4 == 1,846.

(6.31)

На рис. 9 приведены графики коэффициента отражения для
этих покрытий в интервале 60°—120°. Расчет выполнен по при-
ближенной формуле (6.1). Как показывает соответствующая

проверка, точная формула дает результаты, отличающиеся от

приближенных, как правило, лишь на 2—3%; лишь в немногих

точках (на краях интервала) отклонение составляет 5—10%.
Так как расхождение того же порядка может быть обусловлено
неучетом дисперсии, то применение точной формулы в этих вы-

числениях является совершенно излишним.

До сих пор мы принимали оптические толщины слоев рав-
ными. Конечно, можно отказаться от этого условия и исходить

из какого-нибудь иного соотношения толщин слоев. В ряде ра-
бот (см., например, [4B, 55, 57]) содержатся соответствующие
рекомендации. Мы рассмотрим вопрос о теоретическом варьиро-
вании толщин слоев особо, в следующем параграфе, а здесь

Рис. 9. Коэффициент отражения просветляющих
покрытий.
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2.2.2 / \
= 4“ Н- 7 ( I . (6.32)

> (6.33)

нахо-

щ. = 0,1380,

И2 = —0,0577, >

— 0,00337,
и

П{ = 1,32, 1

п 2 = 1,740. 1 (6.35)

Как и следовало ожидать, показатель преломления второго

слоя получился близким к показателям преломления второго

и третьего слоев трехслойного равнотолщинного покрытия (см.
формулу (6.31)). Минимальное усредненное значение 7? тоже

совпадает (см. формулы (6.29) и (6.34)). Однако, обращает на

себя внимание то обстоятельство, что в формуле (6.34) общее

выражение для /?2,тlп
в зависимости от ц0 и и содержит гораздо

большие (в 7—loo раз) коэффициенты, чем аналогичное выра-

обратим внимание лишь на следующее обстоятельство. В фор-
мулах (6.31) для N = 3 бросается в глаза близость значений

п2 и Пз. Следует заметить, что такой результат получился в из-

вестном смысле случайно, благодаря выбранным нами значе-

ниям и М1- Эти значения привели к значению и2 (из фор-
мулы (6.26)), близкому к нулю (см. (6.29)). Однако, этот ре-

зультат подсказывает, что трехслойное покрытие с равными

толщинами слоев лишь немногим превосходит по качеству такое

двухслойное покрытие, у которого отношение толщин слоев

равно 1 :2. В нижеследующем произведем расчет такого покры-
тия. Подобно (6.15) имеем:

Из условия минимума 7?г при фиксированном и0 находим

М1 = 4— ——4" и0 = 0,5000м + О,2О5О«о,
2 2(7 — 4)

«2 = 4- + х5 +4т «о = 0,5000м — 1,2050м,
2 2(7 — 4)

р 7 + 4
„г + 4 >

о 4

9?
2_ 8? _48 2

_

' 8(? -4)

= 0,7067м 2
— 2,24О5мм о + 1,9507м?.

Отсюда, положив, как и ранее, ио — 0,1388 и м = 0,2191,
дим:

и

Щ =
-—-

3/7 — 4
• «о = 0,5000и + О,2О5О»о

2 2(7 — 4)
и

112 =
п

, 7 + 4
и0 = 0,5000г/ — 1,2050г/,

2 2(7 — 4)
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жение для 7? 3)тlп в формуле (6.29). Это значит, что двухслойное
покрытие с отношением толщин 1:2 должно быть значительно

более чувствительным к незначительным отклонениям от задан-

ных значений показателей преломления слоев, чем трехслойное
покрытие с равными толщинами слоев.

Мы могли бы подойти к этому вопросу тем же методом, ка-

кой мы применяли, варьируя показатели преломления, т. е.

дифференцируя 7? по толщинам слоев, приравнивая производные

нулю и решая полученную систему уравнений. Однако, эта си-

стема трансцендентных уравнений весьма громоздка даже в слу-
чае двухслойного покрытия и ее решение требует столь большой

затраты вычислительного труда, что этот путь нельзя признать,

оправданным.

Поэтому следует пойти по иному пути. Здесь мы изложим

косвенный способ, представляющий собой очень простой графи-
ческий прием. Он позволяет со значительной степенью уверен-

ности выбирать толщины слоев наиболее выгодным образом.
С увеличением числа слоев сложность (практическая, но не

принципиальная) метода, правда, возрастает, однако, его польза

несомненна при любом разумном числе слоев.

Прежде всего введем вместо 7? величину

и
г

— П
5 = (6.36)

которую назовем количеством просветления. Для оправдания

этого названия заметим, что без покрытия 7? =и2 с той же

точностью, с какой верна наша приближенная формула (6.10);
следовательно, наличие какого бы то ни было просветления (в
среднем по спектру) характеризуется неравенством o<s <l,

§ 22. Варьирование толщин слоев просветляющего покрытия

Вернемся теперь к формуле (6.13). В предыдущем параграфе
мы искали минимум 7?, варьируя только величины и0 , щ, ...

т. е. подбирая наилучшие значения показателей преломления,.
от которых эти величины зависят. Толщины же слоев и завися-

щие от них величины считались заданными. Но мы видели

в предыдущем параграфе, что, например, двухслойное покрытие

(как это уже ранее показано рядом авторов) дает более эффек-
тивное просветление, если взять второй слой вдвое толще пер-

вого, чем при равных толщинах слоев. Возникает вопрос, какой

выбор толщин слоев является наиболее выгодным в самом об-

щем случае.
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причем, чем ближе 5 к единице, тем лучше просветление. Если
же количество просветления отрицательно, s<o, то не только

нет никакого просветления, но имеет место увеличение отраже-
ния. Нас интересуют, естественно, значения 5, возможно более
близкие к единице.

Подставляя (6.13) в (6.36), находим:

• лём
B,п_

з
_сosягы

\ ад
5 — I 1 ' I ————\

3

N

(здесь следует принять во внимание, что Щик — и )- Обозначим
Л-0

(6.37)

и

™-('—к—)
3

(6.38)

Тогда
N N

к=o I=o
(6.39)

где

Ь м = Ь(ём). (6.40)

График функции Ь(ё) изображен на рис. 10. Он нам вскоре
понадобится. Напомним, что согласно (6.12)

ём — ёlк — I (ёо + +•• • + ёк) — (ёо + Ч~ •• • + ё1) I-

N

ПА = 1
к=o

(6.41)

Дадим теперь следующую геометрическую интерпретацию

наших формул. Пусть задано число слоев N и их толщины, т. е.

числа 2,
••• ёы и, следовательно, Найдем соответствую-

щие значения функции Ьм. Количество просветления 5 является

квадратичной формой величин т]*, которые, согласно (6.37),
удовлетворяют добавочному условию

Введем в рассмотрение //-мерное эвклидово пространство и

возьмем в нем Л/-]- 1 точек В о, В1, ...
таким образом, чтобы

ВьВ1 = Ьм (к, 1
— 0,1, ... /V) (заметим, что Ьм —

0 тогда и
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Рк
„ (6.42)

то:

N

— 1
к=o

(6.43)

и

N

2 Лл*л — (6.44)
к=o

Доказательство таково ♦. Обозначая верхними индексами

1,2, ...
.V составляющие векторов хк в какой-либо декартовой

системе координат, напишем соотношения:

* Оно сообщено автору профессором Тартуского гос. университета
Ю. Лумисте, которому автор выражает свою глубокую благодарность.

Рис. 10. График функции Ь(§).

только тогда, если к == 1). Эти точки можно считать вершинами

симплекса, т. е. фигуры, аналогичной плоскому тре-
угольнику и трехмерному тетраэдру. Гипергрань (т. е. (УУ —1)-
мерную ячейку) симплекса, противолежащую вершине В&, обо-
значим через Рк. Опишем вокруг симплекса гиперсферу, центр
которой обозначим через О и радиус через г.

Докажем теперь следующую чисто геометрическую теорему.

Пусть V есть произвольная точка в нашем 2У-мерном простран-

стве. Обозначим векторы УВк через Далее, высоты сим-

плекса обозначим через Иь, а расстояния точки У от гипергра-
ней через рь, причем рь следует считать положительным, если

перпендикуляры А* и рь из точек Вь и V идут на гипергрань
Рй в одну сторону, и отрицательным, если в противоположные

стороны. Тогда, если обозначим еще
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кх{ =O, 1= 1,2, ...

А=o

где Хк означает адъюнкту определителя, соответствующую эле-

менту хк
г последнего столбца. То же можно написать в вектор-

ной форме

2-^-хь =о.

ливость этого равенства вытекает, в самом деле, из того, что Х&
равно М!-кратному объему симплекса, вершины которого суть

Во, Вl, ...
ВА-1, V, Вй+l, .. .

В
Л’, а X равно М’-кратному объему

симплекса, вершины которого суть Во,
В й ...

В х .
Так как оба

симплекса имеют общее основание — гипергрань {3&, высоты же

Мы намеренно ввели в (6.42) обозначение ць, вследствие

чего соотношение (6.43) совпадает с (6.41). Это позволяет счи-

тать точку V геометрическим образом совокупности чисел г|о,

т|l, ... 7].у. Наш симплекс вместе с точкой V изображает, таким

образом, все покрытие: ребра симплекса определяются толщи-

нами слоев, а точка V их показателями преломления.

1 *>А'* Ло

1 2
X, Х1

... Л-0

N
... X!

Хо

Х1
= 0,

1 2 N 1= 1, 2, . ..
N.

... Ху Ху

Их можно представить в виде:

Хк хк = 0.
к=0

Пусть

2хк = х-

тогда

V
Хл

- 1

и

Хк рк гОстается, следовательно, доказать, что 17 —тг • Справед-
л Пк

,
Хк рк л

их равны рк и то "у7 —

а »
что и требовалось доказать.

X /1к
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Вычислим теперь количество просветления. Так как

Ьм = \хк — Х/| 2
= х л

2
4- х

2
— 2хй Хг,

то, согласно (6.39),

.V -V

5— 2 1]&
к=о к=o

или, на основании (6.43),
А' "*2

5 = 22’ т]*х&-
ь=о

(6.45)

Далее, пусть OВ к — хк
° и ОУ =й; тогда

■*о т
Хк = хк — а

.и

5 = 2 + п 2̂ ) •
л=о

8 = 2г2
— 4сl2 х]к Хк — 4б? 2

Т|ь +
й=o й=o

или

5 = 2(г 2
—

2). (6.46)

Следовательно, чтобы получить наибольшее количество про-

светления, равное

Bтах = (6.47)

при заданных толщинах слоев, нужно выбрать точку V, опреде-

ляющую показатели преломления слоев, совпадающей с цент-

ром описанной вокруг симплекса гиперсферы.
Однако, как мы показали в предыдущем параграфе, такой

выбор ведет к слишком малому .значению и0 (т. е. т|о), вслед-

ствие чего показатель преломления первого слоя оказывается

слишком малым. Следовательно, значение 5 — 2г2 практически

N N
2

N N

5 —
ЬкЩкГ]1 = У

/г=0 1=0 к=0 1=0

(Х/г Н- ХГ) ’<1йТр

Л
т

-> ->

— 2 Т|к1(11ХкХг.
к=о 1=0

Последний член в силу (6.44) равен нулю; следовательно,

В первом члене х^02
= г2

; во втором члене можно заменить

Хй° = хк 4- й. Тогда, учитывая опять (6.43) и (6.44), находим:

-> N ->
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недостижимо. Точку У следует выбирать в другом месте, именно

так, чтобы т|о получило заданное значение. Проведем из О пер-
пендикуляр на гипергрань р 0 и на этом перпендикуляре возь-

Л
мем точку Оо на таком расстоянии р0 от р O, что —

= т)о, где
Ро

т) 0 задано. Через точку О 0 проведем перпендикулярно к ОО 0

(/V —1)-мерную гиперплоскость. Тогда, выбирая произвольно

точку У в этой гиперплоскости, мы будем иметь заданное зна-

чение т]о- Количество просветления, согласно (6.46), выразится
тогда так:

$ = 2(г2 —/2 —<* 2 ), (6.48)

б/ 0 =o,т. е. если У совпадает с ОO. На рис. 11 показано сечение

гиперсферы двумерной плоскостью, проходящей через У, О и Оо.
Если проведем 75 перпендикулярно к ОУ до пересечения с ги-

персферой, то 5— 2 УЗ2
.

Относительный максимум 5, равный

Bтах8тах
= 2(г*-Р), (6.49)

графически получается как удвоенный квадрат длины перпенди-

куляра oоB т, проведенного из О0 к ОО0 до пересечения с гипер-
сферой в точке Bт,8

т,
т. е.

sгпах 20о*5т-

Обобщая предыдущее рассуждение, легко прийти к следую-

щему общему правилу нахождения относительного максимума

Рис. 11.

где ОО0 — 1 и ОоУ = так что ОУ = <1 = б/ 0 + / и, по теореме
Пифагора, с1 2

— I2 + 2
.

Из этой формулы видно, что относи-

тельный (при фиксированном т| 0 ) максимум 5 будет тогда, если
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где 1т = ОО
т и (1т —

ОтУ. Очевидно, относительный макси-

мум, равный sтах = 2 (г 2
— 1т

2), получается при совпадении

V с От.
Все вышесказанное относительно выбора точки V с целью

получить максимальное количество просветления означает

варьирование показателей преломления слоев. Следовательно,
выбор точки V эквивалентен развитой в предыдущем параграфе
вычислительной процедуре. Однако, вышеизложенная графиче-
ская процедура представляется более простой, чем вычисление,
по крайней мере тогда, если число слоев не превышает трех.

Варьирование толщин слоев означает тогда варьирование самого

симплекса. Точной однозначной процедуры указать для этого

нельзя, однако, сама наглядность геометрического построения
может подсказать наиболее выгодный выбор толщин слоев. Во
всяком случае, для нахождения наилучшего варианта доста-

точно лишь небольшого числа проб. Поэтому этот метод может

рассматриваться как метод (непрямого) варьирования толщин

слоев.

Теперь рассмотрим в свете сказанного несколько конкретных

примеров.

5, если некоторые из величин т)о, гц, • • • Пл’ фиксированы, а

остальные варьируются. Пусть, например, т]й 2, .. . фик-
сированы, а остальные N + 1 — т аргументов варьируются (ко-
нечно, число независимо варьируемых аргументов равно только

N — т, так как условие (6.41) должно выполняться в любом

случае). Тогда нужно провести через центр О гиперсферы т-

мерную гиперплоскость, перпендикулярную к гиперграням

симплекса. Любая точка От на этой гиперпло-

скости фиксирует определенным образом значения т|й2,. . . т]ьт
>

причем, наоборот, всегда можно найти на этой гиперплоскости

точку, соответствующую заданным значениям т]&2,
... г]ь

т ,

Те же значения т)л2 , ... Цй т
имеют место и в любой точке V,

взятой на (М — т) -мерной гиперплоскости, проведенной из

точки От перпендикулярно предыдущей гиперплоскости (точка
От является единственной общей точкой обеих гиперплоскостей).
Таким образом, фиксировав значения т)а 2,

• • • мы

имеем N — т степеней свободы для выбора точки V в (А/ — т)-
мерной гиперплоскости, что соответствует варьированию остав-

шихся М— т независимых аргументов. Формула (6.48) сохра-
няет свой вид:

з = 2(гг
— 1*-4*), (6.50)

Пусть Л/ — 2. Симплексом является треугольник со сторо-
нами Ь{2=Ь(§2) (основание) и = и = Ъ + § 2)
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Рис. 14.

(боковые стороны). Так как (при п 0 = 1) По должно быть поло-

жительно (иначе было быЛ1<1) и достаточно велико (чтобы
П1 не получилось слишком мало), то угол при вершине Во тре-

угольника должен быть острым и притом возможно меньшим.

Кроме того, наивозможное увеличение радиуса г описанного

круга требует, чтобы треугольник был тупоугольным. Эти тре-
бования ведут к тому, чтобы 61 2 и 6 02 были возможно малы, а

Ь 0 1 возможно велико. Этим условиям лучше всего удовлетворяет

выбор (см. график функции Ь(§), рис. 10) §2 — 2 (для
удобства здесь произведено округление до целых чисел). Этот
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Переходим к трехслойным покрытиям. Здесь тоже приме-
нимы аналогичные соображения. На рис. 14—16 приведены три
построения (в ортогональной проекции):

1) 81 —l, §2 —l, §3 —l. Это дает = 0,16 и sтах$
тах = 1,00.

Если же принять ц0 — 0,63, то sтах$
тах = 0,93, что согласуется с

расчетным значением (6.29)

Рис. 15. Рис. 1(5.

выбор совпадает с тем, который мы уже рассмотрели в преды-
дущем параграфе. График показан на рис. 12. Не фиксируя т| 0

,

имеем из этого графика р0 = 0,57 и $
тах

= 0,92. Если же выбе-

рем т]о = 0,63 (что соответствует использованным выше значе-

ниям «0 = 0,1388 и и = 0,2191), то 5
тах

= 0,91. По формуле
(6.34) мы имели бы для этого случая 5тах = 0,93. Имеющееся
небольшое расхождение объясняется неточностью чертежа.

Сравним с этим вариантом случай §1 — 1, §2 — Е Построе-
ние дано на рис. 13. Здесь получается $

гаах = 0,99 и г| 0 = 0,27,
если г| 0 не фиксировать. А если принять и здесь т] 0 = 0,63, то

$тах = 0,85. По формуле (6.28) 5 тах = 0,84. Это опять удовле-
творительное совпадение. Очевидно, вариант — 1, = 1

хуже, чем вариант = 1, — 2. Вообще, почти несомненно,
что этот последний вариант является наилучшим для двухслой-
ного покрытия.
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Случай четырехслойного покрытия значительно сложнее, хотя

и здесь соответствующее построение не слишком громоздко.
Однако, мы не будем останавливаться здесь на рассмотрении
четырехслойных покрытий, как и покрытий с еще большим чис-

лом слоев.

§ 23. Ахроматизм просветляющих покрытий

В предыдущих двух параграфах мы рассматривали покры-

тия, имеющие возможно большее количество просветления, т. е.

возможно меньшее значение усредненного по спектру коэффи-
циента отражения. Однако, как видно из рис. 9, эти покрытия
являются довольно хроматичными, т. е. коэффициент отражения

заметно зависит от длины волны. Чтобы получить более ахро-

матичное покрытие, необходимо пойти частично на отказ от

условия минимума 7?. В этом параграфе покажем, каким обра-
зом следует производить расчет ахроматических просветляющих

покрытий.
Если потребуем только максимального ахроматизма, не на-

лагая никаких условий на 7?, то, как увидим ниже, получим

высокую степень ахроматизма, но значение 7?, естественно, оста-

нется довольно высоким. Поэтому в дальнейшем следует раз-
вить такой метод, который учитывал бы оба требования — тре-

бование ахроматизма и требование малости 7?.
Сначала рассмотрим метод, учитывающий только ахрома-

тизм. Наиболее простым критерием для этого представляется

следующий:

2) §1 = 1, ё2 — 2, ёз = 3. Это дает т) 0 = 0,60 и 5
тах = 0,96.

Если же принять т| 0 = 0,63, то 5
тах

— 0,95.
3) ёг = 1, ё2 = 2, ёз = 1- Здесь 7]0 — 0,27 и 5

тах = 0,94, а

если г|о = 0,63, то $
тах

— 0,92.
Из этих результатов видно, что наилучшее просветление с

помощью трехслойных покрытий получается при ёг — = 2,
= 3 (отметим, что в работе [48] предложен именно этот ва-

риант). Однако, остальные два варианта мало уступают этому
выбору. Особого внимания заслуживает третий вариант (ё1 = 1,
ёг = 2, ёз = 1); для него характерно то, что (см. рис. 16)
вследствие малой высоты тетраэдра изменение т] 0 мало влияет

на значение $тах.
Эта особенность может быть иногда полезна.

Кроме того, этот вариант может оказаться предпочтительнее
других в тех случаях, когда показатели преломления слоев бу-
дут легче реализоваться именно в этом варианте. Такая воз-

можность существует благодаря тому, что при одинаковых зна-

чениях т|о, т. е. при одном и том же значении показателя пре-
ломления первого слоя, показатели преломления остальных

слоев в различных вариантах различны.
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(6.51)

Для четырехслойного покрытия с равными оптическими толщи-

нами слоев

где

ао = «?+ «?+ «2 4- «3 + «4,
я 4 = 2 (ЯOЯI 4- или 2 4~ и 2и 3 4~ и 3и^),
я 2 = 2 (цо м2 4-ЯIЯ3 4-«гЩ),
а 3

— 2(«о«з4~ МIЩ),
я 4 = 2п oщ.0щ.

(6.53)

Те же формулы применимы и к трехслойному и

покрытиям (с равными оптическими толщинами

к двухслойному
слоев), если по-

ложить в первом случае и 4 =o,а во втором и 3 = =O.
Весь дальнейший расчет проведем подробно лишь для трех-

слойного покрытия.
Дифференцируя 7? по а и подставляя результат в (6.51), на-

ходим:

(6.54)

Чтобы найти минимум, нужно варьировать аргументы яъ а2,
а 3.

При этом нужно учитывать добавочное условие

и2 —ц2

а1 аз = • -
~ (6.55)

вытекающее из (6.53), где р
2 есть значение 7? при о =

—

,
т. е

в середине спектра частот рассматриваемого интервала спектра.

Очевидно,

р
2 __ ао _ах а2 — а3 . (6.56)

Эту величину мы считаем фиксированной.
Варьирование (6.54) с учетом (6.55) дает линейную систему

уравнений относительно Яl, а2,
а3, решая которую, находим:

01 = 0,4510 (и2
—б

2), )
аг = 0,2150(и2 —б

2 ), }
а 3 = 0,0490 (п2

— б
2 )> ]

(6.57)

/ дК '
2л/3

)
2

=-/( ЗЯ \
—— I да = пип.

\ да / л Уз '
л/з

да /

% = а 0 4- соз 2а + а2 соз 4а -}- а3 соз 6а + соз 8а, (6.52)

/ дК \ 2
_

\ да ) --

2
--а? + (<? + 8) а? + 18а?—

— 4да1а2 +
9д 72д

а1й 3 а 2а 3 — тш.
Л о
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«о«1 -|- и^и 2 4- «2«з = 0,2255(и2
— р

2),
и0и2

-'- И\и3 = 0,1075(и2
— р2),

«0«3 = 0,0245(« 2
— р

2).
,

(6.58)

Эти три уравнения вместе с уравнением

«О + 4- 42 +4з = 4

/0 = 0,0484, ]
и 2 = 0,0256, }•
из = 0,0063, }

(6.60)

и далее:

И! =1,32, ]
иг = 1,454, }■
п3

— 1,530. ]
(6.61)

Аналогичный расчет для двухслойною покрытия дает

и 1 = 0,0588,
и 2 = 0,0215,

(6.62)

и

Пх = 1,32,
п 2 = 1,484,

(6.63)

тогда как у получается равным 0,1015.
На рис. 17 показаны графики 7? для этих двух случаев.
Наши результаты показывают, что с увеличением числа сло-

ев ахроматизм улучшается, но в то же время среднее значение

7? увеличивается. Это и понятно, так как мы не налагаем на

7? здесь вообще никакого условия. Зато степень ахроматизма не

оставляет желать лучшего, даже при N = 2. Но так как коэф-
фициент отражения получается все-таки довольно высоким, сле-

дует найти комбинированный метод, который учитывал бы на-

ряду с требованием ахроматизма также требование возможной

малости 7?.
Ближайшая мысль в этом направлении такова. Потребуем,

чтобы

и определяют и0
.

щ, «2, из через и и о. Целесообразно, однако.

фиксировать, как и раньше, и0,
и определять из этих уравнении

е вместе с их, и2,
и 3 . Исключая их, и2,

и3 и полагая и =0,2191
и и0 = 0,1388, находим для у следующее уравнение:

3,116р 4
— 8,825р 3

— 9,114с? 2
— 6,52р -|- 0,8363 = 0. (6.59)

Его решением является р = 0,1097. Отсюда
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Рис. 17. Коэффициент отражения ахроматических просветляющих покрытий.

— / дП \ 2

АР2 -]-В\——) = ШIП,
\ оа /

(6.64)

Я = \иoе~ + Iце~ + име~2^+^\ 2
,

(6.65)

где у — произвольная вещественная величина, зависящая от а.

Примем ее в виде:

у — §оа, (6.66)

У

() = М

л=о

(6.67)

тоже слабо зависела от а. Но для этого нужно, чтобы произ-
водная этой величины по а была по абсолютной величине

мала, т. е. чтобы

где А \\ В — две произвольно выбираемые постоянные. Однако,
ближайшее рассмотрение показывает, что применение этого кри-

терия довольно затруднительно, так как он приводит к системе

уравнений высших степеней, решение которой весьма громоздко.

Предпочтительным был бы такой метод, применение которого

требовало бы в основном решения лишь линейных уравнений*
Такой метод можно сформулировать следующим образом.

Перепишем формулу (6.10) в виде (полагая, как и выше,
= =

...

где §0
— постоянная.

Если мы теперь хотим, чтобы У? зависело от а слабо, то для

этого достаточно (хотя и не необходимо), чтобы величина
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ио+1)«1
/д

_

п
.

— = =
...= . (6.70)

4

0,0788
0,2484
0,3457
0,2484
0,0788

равенств (6.70) через и0 и под-
ставляя в равенство

Ц-о и.l -}- ... 4~ =и,

находим

§0 Ьк “

Ьо & “О
(6.71)

0=4

(69'9)'
0)413-5(?Ч-°5)ч«К

N

»р
ю’Згг-572—

фр
чээГд

(89'9)'Щш=

г

Т)р1

"др
-!

Задача минимизирования, вполне подобная этой, уже решена

нами в § 21. Поэтому мы можем воспользоваться уже готовыми

результатами. Минимум достигается, именно, при определенных
значениях коэффициентов + суммы (6.69), или, вернее,
при определенных значениях отношений этих коэффициентов. Те

же отношения имеют, очевидно, место и между числами, фигу-
рирующими в формулах (6.19) — (6.21) в качестве коэффици-
ентов между иъ и и, т. е. между числами, пропорциональными
ик в проблеме максимального просветления. Таким образом,
обозначая эти числа временно через Ьь, мы можем отождест-

вить их с коэффициентами (вернее, отождествить от-

ношения между теми и другими) и написать:

В нижеследующей таблице выписаны наглядности ради значе-

ния Ьк для интервала 60° а $$ 120° при N = 2, 3, 4:

Выражая теперь щ, и 2,
...

из

Это — уравнение 1У-Й степени для определения §0 .
Докажем,

что все N корней этого уравнения вещественны. В самом деле,

производная по §0 от левой части везде положительна (так как

все числа до, 61, .. . положительны), но имеет N точек разрыва:
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Для решения нашей проблемы годится только положитель-

ный корень, так как иначе было бы «] велико, а это сделало

бы и « 2 слишком большим. Таким образом, наше уравнение
для N — 2, N = 3 и N = 4 дает:

N = 2, $0 = 0,3455;
N = 3, &0 = 0,1654;
/V = 4, §0 = 0,0926.

(6.72)

2) N = 3.

и0 = 0,1388,
= 0,0475,

и% — 0,0256,
и3 = 0,0072; (6-74)
п,l = 1,32,
п 2 = 1,452,
п 3 — 1,528.

3) N = 4.

ио = 0,1388,
и 1 — 0,0371,
и 2 = 0,0270,
«з = 0,0131,
«4 = 0,0031; Г (6.75)
П1 = 1,32,
п 2 = 1,422,
п 3 = 1,501,
п 4 = 1,540.

§о = —Ы, = — (М — 1), ... §0 = —2, §0 — —1. Левая часть

сама испытывает в этих точках скачок от -}-оо до —оо, будучи
везде вне этих точек непрерывна. Следовательно, в каждом ин-

тервале между целыми числами — —(М — 1),.. . —2, —1 на-

ходится один и только один корень уравнения. Кроме этих

N— 1 отрицательных корней существует еще один положитель-

ныи корень, так как при §о = 0 левая часть уравнения, в силу
и > и0 > 0, отрицательна, а при оо левая часть стремится

1 и
ок значению — > 0.

Оо Оо

Подставляя эти значения в равенства (6.70), находим соответ-

ствующие значения и 2, и3, а отсюда — значения показа-

телей преломления слоев. Именно:

1) М = 2.
и0 = 0,1388,
щ = 0,0599, I

и 2 = 0,0204; (6.73)
П1 = 1,32,
п 2 := 1,488. 1
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Сравнивая формулы (6.73) и (6.74) с формулами (6.60) —

(6.63), видим, что новый метод дает почти одинаковые резуль-
таты с предыдущим. Поэтому он не дает ничего существенно

нового, если ограничиться требованием максимального ахрома-
тизма. Однако, новый метод выгоднее старого в том отношении,
что его легко обобщить и применить в комбинации с требова-
нием малости В. Именно, мы можем воспользоваться следую-
щим комбинированным критерием:

А# + /г) е^ 2'^! 2
= шт.,

А=o
(6.76)

Так как

| У; и ке-
2гак\ 2

,

л=о

то из (6.76) получаем

М + B(§о 4- т) ]Скт llкИ,-..== IТИП., (6.77)
к—o т—o

где

В нижеследующем приведены результаты расчетов, проведенных

согласно этому критерию для двух-, трех- и четырехслойных
пленок, причем А/В положено равным 0,5, 1, 2и 3. Результаты
представлены на рис. 18—20 и в нижеследующих таблицах.

где определено согласно предыдущему (см. (6.72)). Первый
член заключает в себе требование, чтобы усредненный коэффи-
циент отражения был возможно мал, а второй — чтобы про-
светление было возможно ахроматично (см. (6.69)). А и В, как

и в формуле (6.64), являются произвольно выбираемыми чис-

лами, причем существенное значение имеет лишь отношение

А/В. Чем больше А/В, тем больше количество просветления за

счет его качества (т. е. ахроматичности), и, наоборот, чем мень-

ше А/В, тем больше качество просветления за счет его количе-

ства. Формула (6.76) сходна с (6.64), но, в отличие от послед-

ней, она приводит к решению только линейной системы урав-
нений.

л(к — т)
81П

с,
6

со8[л (6 — т) ]

(6.78)к "'
-

п(к — т)
3
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Рис. 18. Коэффициент отражения частично ахроматических 2-слойных про

3

светляющих покрытий.

0,0056 —0,01920,0939
1,32

0,1388
1,593 , 1,611
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60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 710 175 120

Рис. 19. Коэффициент отражения частично ахроматических 3-слойных про
светляющих покрытий.

60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120

Рис. 20. Коэффициент отражения частично ахроматических 4-слойных про

светляющих покрытий.

N = 4.

А/В «О • I "3 “ 4

/I] /12 | /1(5 /14
А!В «. I

0,5 0,1388 0,08:
1 32

1 0,1388 О’, 101
1,32

2 0,1388 0,121
1 32

3 0,1388 o’l4<
1,32

0,0836 0,0235 —0,0140 —0,0128
1.560 1,635 1,590

0,1058 -0,02080,0229 —0,0276
1,631 1,707 1,616

0,1285 0,0239 —0,0423 —0,0298
1,707 1,790 1,645

0,1407 0,0255 —0,0508 —0,0351
1,749 1,840 1,663



Как видно из чертежей, увеличение Л/В приводит, действи-

тельно, к снижению 7?, но в то же время ахроматизм ухудша-
ется.

Наивысший ахроматизм может быть достигнут, вообще,
тогда, когда толщины слоев равны. Это мы и предполагали с

самого начала. В других случаях тоже может быть достигнут
некоторый ахроматизм, однако, в меньшей степени. См. по это-

му вопросу [ss].



ГЛАВА СЕДЬМАЯ

СИНТЕЗ НЕЙТРАЛЬНЫХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ

СВЕТОДЕЛИТЕЛЕЙ

§ 24. Постановка задачи

Нейтральным (ахроматическим) светоделителем называется

такой оптический прибор, который делит падающий на него

пучок света на два пучка — отраженный и пропущенный — с

заданным отношением интенсивностей. Нейтральность означает,
что это отношение в заданном участке спектра постоянно. До
недавнего времени в качестве нейтральных светоделителей при-
менялись почти исключительно тонкие (полупрозрачные) метал-

лические слои. Их основной недостаток состоит, конечно, в том.

что часть света теряется вследствие поглощения. Кроме того,

ахроматичность получается не всегда достаточно полной. Ока-

зывается трудным найти такой металл, который одинаково хо-

рошо удовлетворял требованиям ахроматичности и малости по-

глощения. Так, по данным Полака [sB] слои хрома и родия

дают ахроматичные слои, но поглощение в них очень велико.

Наоборот, поглощение в слоях серебра значительно меньше, но

нейтральность их неудовлетворительна. Слои алюминия имеют

посредственную нейтральность (лучше серебра, но хуже хрома
и родня) и сильное поглощение (хотя и несколько меньшее,
чем у хрома и родия). К требованиям малости поглощения и

нейтральности добавляется ряд других требований технологиче-

ского характера (прочность и др.), которым тоже нелегко удов-
летворить всем одновременно.

По этим причинам представляет интерес проблема синтеза

светоделителей в виде диэлектрических интерференционных
многослойных пленок. Такие светоделители имеют почти пре-
небрежимое поглощение (в теории оно вообще не будет учиты-
ваться), и могут быть сделаны в достаточной мере нейтраль-
ными. Правда, синтез нейтральных диэлектрических светодели-

по



телей представляет собой довольно серьезную проблему. В этой

главе мы и рассмотрим методы решения -этой проблемы.
За основу теории синтеза нейтральных светоделителей мы

примем приближенные формулы (4.26) и (4.27), которые мы

уже использовали выше с целью синтеза просветляющих покры-
тий. Разница будет только в том, что теперь нельзя пользовать-

ся формулой (4.22), т. е. нельзя считать 7) равным единице.

Как будет видно из дальнейшего, применение приближенных
формул в теории нейтральных светоделителей оказывается, не-

смотря на это, вполне успешным. В некоторых расчетах мы бу-
дем в этой теории пользоваться и точными формулами.

§ 25. Синтез нейтральных светоделителей на основе

приближенной формулы

В этом параграфе изложим метод синтеза, впервые разви-
тый автором в работе [23]. Он сходен с методом синтеза ахро-
матических просветляющих покрытий (см. § 23) и является по

существу его обобщением.
Итак, будем исходить из формулы:

Р N
■~ = \^ит ехр[-2/(ш +а2 + ... + а

т) ]|2
, (7.1)

и
т=o

где, как и в шестой главе,

«т
= 4-Iп~-- (7.2)

П-пг

Оптические толщины всех слоев примем равными четверти дли-

ны волны в середине рассматриваемого интервала частот. Это

условие подсказывается результатами по ахроматизации про-

светляющих покрытий, где оно, как мы видели, имеет сущест-
венное значение. Тогда формула (7.1) перепишется в виде:

ш

Р N
~-

= | 2 ит (7.3)
771=0

Чтобы получить нейтральный светоделитель, нужно, чтобы

я
квеличина была приближенно постоянна в заданном спект-

ральном интервале и имела значение, близкое к некоторому за-

данному числу <2- Показатели преломления слоев следует вы-

брать таким образом, чтобы наилучшим образом осуществить
это свойство. Так как показатели преломления слоев определя-
ются величинами ит ,

то наша задача состоит в определении этих

величин, причем число слоев М и показатели преломления огра-

ничивающих сред п 0
и пл

-

+ 1 считаются заданными.
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Прежде всего, заметим, что величины нт должны удовлет-
ворять следующим двум условиям:

1.11
1

1
ПИ+l

ио -}- и.l -|- ••• 4~ — “тт" 1п = и
2 По

(7.4)

множитель е~2^а
, где § — некоторая вещественная константа,

и потребуем, чтобы производная

д

да ô

была по абсолютной величине возможно мала во всем спект-

ральном интервале. Это значит, что в качестве критерия, гаран-

тирующего приближенное постоянство
,

берем равенство

(7.7)

где через аь аг обозначены границы спектрального интервала.
Перепишем формулу (7.7) в виде:

(7.8)

где

Ьт —(ё + т)ит ,
т— 0, (7.9)

и
•

«о Н
• • •

+ (—1) Л = == 6. (7-5)

Второе условие вытекает

при а = 90°
Г)

из того, что, согласно точной формуле,

~= 8Й2 (Мо — Н • • • 4~ (—1)
. (7.6)

Естественно потребовать, чтобы в середина данного спектраль-

ного интервала было равно С? точно, откуда и вытекает (7.5).

Заметим, что под УФ в (7.5) подразумевается + уф, так как

(7.6) имеет место независимо от знака у/С}. Это значит, что б

можно задавать как положительным, так и отрицательным.

Далее поступаем аналогично тому, как в § 23. Добавляем
к комплексной величине

N

2 ите~ 2г™

т—o

а»

1 /* д ”
-

т
—2ите~2^т+№

оа
т пт=о

2

с1а = пип.
«2 — Щ /

<Х|

«5

1 Г 1 я

-
/ 1 X7 Ь р—2»ат

2

(1а
— тт.

аз — «1 У 1
п<Х| тп=о
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О О “I- “I- .•• Ч~ — СOП§l. (/.10)

ст =
, т—О, 1, ...

N.
Ьо

(7.11)

1) Интервал 60° а 120°.

а) N = 2.

Со = с2 = 1,

5? + 4
.

(■
2(д+ 2) >

(7.12)

б) N= 3

С o = Сз== 1,

с,_С2
<7 + 4

■

’

(7.13)

Строго говоря, для решения экстремальной задачи (7.8) мы

должны варьировать не только ио, ...
(с учетом условий

(7.4) и (7.5)), но и §. Однако, легко убедиться, что этот путь
приводит к очень громоздким выкладкам, но дает фактически
почти такой же результат, как и более простой способ, именно,

тот, который мы применили уже в § 23. Будем варьировать в

(7.8) величины Ьт . Очевидно, искать минимум интеграла в фор-
муле (7.8), варьируя Ь т

,
имеет смысл только при наличии не-

которого дополнительного условия (иначе мы имели бы равный
нулю минимум при Ьо — Ь\ —

. . . =Ьп = 0). Это условие
вводим в следующем простейшем виде:

Тогда мы получаем как раз ту же экстремальную задачу, ко-

торая была решена уже в § 21. Величины Ь о , Ь1, ... Ья полу-
чают те же значения (если взять константу в правой части

(7.Ю) равной единице), которые фигурируют (для интервала
60° а 120°) в формулах (6.19) — (6.21) в качестве коэф-
фициентов между иь и и и которые приведены также в табли-
це в § 23. Здесь мы предпочтем нормировать эти коэффициенты
иначе, именно, полагая

Числа Ст, как и Ъ
т,

зависят только от числа слоев N и от спект-

рального интервала щ а аг, но не зависят ни от показа-

телей преломления ограничивающих сред, ни от выбранного
значения ($. Поэтому эти числа легко табулировать. Мы приве-
дем здесь сначала формулы для этих чисел, а затем дадим таб-

лицы их значений для N = 2, 3, 4, 5 и для трех интервалов:
60° С а < 120°, 45° С а С 135° и 30° С а 150°.

Формулы таковы:
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в) N = 4

Со = С4 = 1,
9^ 2

— 14<у — 16
Сl _С3 —

9<7 2_ B^__l6
,

9<7 2
— 207 — 32

С2 ~

2(972 —B7— 16)
’

(7.14)

г) # = 5.

Со = с 5 = 1,

99^ 2
— 160 1

О —

5( 972 + 47 _з2)

— — — 320
г2 — Сз—

10(972 + 47 _ 32)

(7.15)

2) Интервал 45° а 135°.

а) N = 2

Со — С2 = 1,

Г --

2 <Р+l) (
1

Р+2
•‘

(7.16)

б) N = 3

Со = Сз = 1, )

2р + 3 Г
Сl=С2= _—)

(7.17)

в) N = 4.

Со = С4 = 1,

~Ь 6
1_ 3 ~

+р+ 3)

(Р +3) (2р -|- 3)
2_

3(-р* + Р4-3)
*

;

(7.18)

г) # = 5.

(7-19)

Со = с 5 = 1,
20р2

— 18р — 45

5(2р + 3) (2/>—3)

4р — 15
Г2 ~ Сз ~

5(2р —3) ‘ )
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3) Интервал 30° <2 а 150°

а) N = 2.

Со — С 2 —— 1,

Зд + 8

2(<? +4) >

(7.20)

6) Л' = 3

Со — Сз — 1, "I

г ,
_

+ 8
|6 1 = 6*2 = •

Г/Н-8 >

(7.21)

в) N = 4.

Со = =l,

г
(5*7 + 16) (7 Н- 4)

1 3
72 —l—64 ’I.

(З7 ~п 8) (s<? 16)
С2 ~~

2(<72 —167 — 64)
’

(7.22)

г) У = 5.

Со = Съ— 1,

(7.23)

4
Р =

—

л
(7.24)

Вычисленные по формулам (7.12) — (7.23) значения чисел

ст приводятся в следующих таблицах:

9*7 2 + 232*7 + 640
~ с

*
—

5(9*7 2
— 8*7 — 128) ’

99*72 4-704*7 4- 1280
С2 “

10(9*72 — 8*7— 128)

В формулах (7.12) — (7.15) и (7.20)— (7.23), как и раньше,

3/3
4=——, а в формулах (7.16) — (7.19)
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1) Интервал 60° а 120°.

2 3 4

со

С1

с2

Сз

с 4

С5

1.0000
2,4100
2,4100
1,0000

1,0000
3,1523
4,3873
3,1523
1,0000

1,0000
3,8981
6,9271
6,9271
3,8981
1,0000

1,0000
1,6790
1,0000

4 5

1,0000
2,3314
2,9790
2,3314
1,0000

1,0000
2,8222
4,3689
4,3689
2,8222
1,0000

2 3 54

Со

С1

с2

Сз

С4,

С5

1,0000
1,3427
1,3427
1,0000

1,0000
1,5642
1,7930
1,5642
1,0000

1,0000
1,7980
2,3285
2,3285
1,7980
1,0000

1,0000
1,1463
1,0000

Вернемся теперь к определению величин и O, и lу .. .
м Л-. Прежде

всего нужно найти Для этого следует исключить иO , Щ, ...

из системы N4- 2 уравнений, куда входят равенства (7.4) и

(7.5) и N отношений равенств (7.9). Из (7.4) и (7.5) имеем:

чо “И +«2 + 4~ ••• —0, (7.25)
где

(7 -
2б>

3) Интервал 30° а 150°.
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Далее подставляем в (7.25) из (7.9) ит
—

Ь о. Тогда получаем уравнение:

и делим на
т

Со , , С 2

ё * + 2 + 3 (7.27)

определяющее ё- Когда § найдено из этого уравнения, вычис-

ляем иO , «1, ... ия по формуле:

ит =

6
т=О, 1, ...Л/, (7.28)

+ ™
у

(~О

к=o +

или по формуле:

ит
= —7= т—, /п =O, 1, ... ЛГ. (7.29)

ё + ™ с*

Со + к

Эти формулы вытекают из (7.4), (7.5), (7.9) и (7.11). Следует
заметить, что формулой (7.29) можно пользоваться только если

и =/= 0. После того как все ит вычислены, можно для проверки
воспользоваться формулой (7.4), если ит вычислялись по фор-
муле (7.28), или формулой (7.5), если ит вычислялись по фор-
муле (7.29). Наконец, по значениям и-т находим, согласно (7.2),
показатели преломления слоев.

Уравнение (7.27) является уравнением 7/-Й степени относи-

тельно все N корней которого вещественны, если (а
это условие у светоделителей всегда выполнено, потому что при
($ зИ 2 и это был бы не светоделитель, а просветляющая плен-

ка). Это можно заключить аналогично тому, как для уравнения

(6.71) в предыдущей главе. Так как числа с0, С1, . ..
все поло-

жительны, то производная по § от левой части уравнения (7.27)
везде отрицательна, кроме N + 1 точек разрыва = —Л/,
& = — (Й — 1), ... § = —2, § =

— 1, § — 0, в которых левая

часть уравнения испытывает скачок от —оо до Ч-°°, будучи
везде вне этих точек непрерывна. Отсюда следует, что в каж-

дом промежутке между целыми числа 0, —1, —2, ... —/V лежит

один и только один корень уравнения.
В зависимости от того, какой корень мы выберем, получим,

/?
имея заданные значения отношения

&
и отношения показате-

лей преломления ограничивающих сред, а также заданное число

слоев и спектральный интервал, /V различных вариантов реше-
ния нашей проблемы синтеза. Это число вариантов еще удваи-
вается, так как, взяв 6 с обратным знаком, получим, согласно
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(7.26) вместо прежнего значения д его обратную величину. Ина-

че говоря, если сохраним обозначение д для первоначального

значения, то, кроме уравнения (7.27), будем иметь еще урав-
нение

| С1 I Сг
_ _l_

Сз
_l_ — о /7 зо)

г
+

г+l
+

г-1-2
+

г+ з
+ <7

-
30 >

Это уравнение и даст новые N вариантов. Даже если и = О

и, следовательно, д = 1, так что уравнение (7.30) совпадает с

(7.27), эти добавочные N вариантов отличны от первых N ва-

риантов, так как они отличаются от тех обратными знаками

и O , «1, ... ц.у (это вытекает из формулы (7.28), где 6 имеет в

новых вариантах обратный знак).
Итак, в общем случае имеем всего 2Ы различных вариантов

решения проблемы. Впрочем, в некоторых случаях те или дру-
гие из этих вариантов могут по существу совпадать (см. ниже,

случай N = 2). Кроме того, далеко не во всех вариантах зна-

чения показателей преломления получаются технологически ра-

зумными.
В смысле ахроматизма наиболее выгодным следует считать,

конечно, тот вариант, который даст наименьшее значение мини-

мума в формуле (7.8). Рассмотрим этот вопрос более подробно.
Минимизируемый интеграл в (7.8) является квадратичной фор-
мой от Ь о, Ь\, ... ду, а эти величины зависят от §. Найдем эту
зависимость. Из формулы (7.9), подставляя в нее выражение
(7.28) для ит ,

находим:

имеет наибольшее значение. Заметим, что, пользуясь уравнени-
ем (7.27), можно выразить эту величину еще в двух видах:

■?, (-!)»<*
=

I+Х Щ са
=

г + * В г + 2*

г Ст&
(7.31)

к_

Так как числитель этого выражения не зависит от а знаме-

натель не зависит от индекса т, то значение квадратичной фор-
мы обратно пропорционально квадрату знаменателя. Отсюда
следует, что наименьший минимум достигается при том значе-

нии §, при котором величина

1 у
|

4 _»
ё + к
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[Й
/- I 1 \

с 2к+l
_ <б+ * ,4» § + 2к+( ’ (7.32)

так что можно пользоваться любым из этих трех выражений
как критерием малости интеграла в (7.8).

Закончим этот параграф несколькими численными примера-

ми. Целесообразно, однако, прежде чем перейти к примерам,

рассмотреть случай двухслойного светоделителя в общем виде.

Итак, пусть N = 2. Тогда уравнение (7.27) имеет вид:

— .4———|
1
— =о.

§
+

г+l г+ 2

Решая его, находим:

=-1 ±У + 2

Отсюда, согласно (7.28), имеем:

Ь-\- и/, , т/ 4“ 2 \

6 — и

«1 =
—

г = -I± УтПI
Ж

и

6-“ / 1
С1 + 2И

«о =
- 1 1 ±1 I/ 1
4 \ г С1 /

д + и

Ь — и / ,
_т/ \

и2 —

-

л
(1-1-1/ ! 1

4 \ г /

(7.33)

(7-34)

(7.35)

изменив на обрат-
(7.34) и (7.35) оста-

под 6 и § подразу-

однако, для наглядно-

будут иметь, если за

Тогда

(7.36)

(7.37)

«2 =

6 + « /
. л / -ф 2 \

4 \ 1 Г

Кроме того, другие два варианта получаем,
ный знак д и заменив Формулы (7.
нутся, очевидно, по виду неизменными, если

мевать измененные значения. Напишем, одн;

сти эти формулы в том виде, который ОНИ 6}
6 и 5 сохраним их первоначальные значения
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Убедимся теперь, что варианты (7.35) равноценны с точки зре-
ния ахроматизма. В самом деле (см. (7.31)),

6+ 1 Са s+l/1 1 \
_

» А==о
ё \ ё ё+ 2 /

— ~г-
— У<-1 + 2). (7.38)

-р
В+l

.

1/ 4~ 2Е;)

П
'

в

и
"
= и

2>

Так как абсолютная величина этого выражения одна и та же

для обоих вариантов, то, действительно, в обоих вариантах ин-

теграл в (7.8) имеет одно и то же значение.

Точно так же оба варианта (7.37) равноценны между собой
с точки зрения ахроматизма, но, по сравнению с первыми дву-
мя вариантами, хуже, если 1. В самом деле, в этих вари-
антах аналогичное (7.38) выражение равно

эта величина при 1 меньше, чем в (7.38).
Наконец, убедимся, что оба варианта (7.35) (равно как и

оба варианта (7.37)) по существу тождественны (чем и обус-
ловлена их равноценность с точки зрения ахроматизма). В са-

мом деле, как видно из (7.35) и из (7.37), если обозначим два

варианта в том и другом случаях через и
,

то

и"
— и'.1 1 ’

Отсюда видно, что во втором варианте числа и0,
и2 имеют

те же значения, что и в первом, только в обратном порядке. Из-

менив нумерацию на обратную, приведем их к полному совпа-

дению. Конечно, при заданных показателях преломления огра-

ничивающих сред будем иметь показатели преломления слоев в

обоих вариантах различными; однако, это различие несущест-
венно в том смысле, что величинами, определяющими специ-

фику пленки, являются не показатели преломления слоев, а

именно величины ип,
...

Показатели преломления слоев

являются, напротив, вторичными, так как они зависят не только

от этих величин, но и от выбора показателей преломления огра-
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ничивающих сред. При практическом изготовлении пленки реа-

лизуемый вариант конкретизируется и дополняется целесооб-
разным выбором ограничивающих сред; но в принципиальной
теории этот выбор остается открытым, т. е. определяющими

пленку величинами считаются только цO , «1, ...

Сказанное верно и в случае произвольного числа слоев, если

только и = 0. Тогда тоже варианты, основанные на уравнении
(7.27), принципиально тождественны с вариантами, основанны-

ми на уравнении (7.30). В самом деле, мы видели, что в слу-
чае и— 0 различие состоит лишь в знаках величин иO, «1, ...

иу.

Но это различие, согласно вышесказанному, следует считать не-

существенным, хотя показатели преломления слоев, при фик-
сированных значениях показателей преломления ограничиваю-
щих сред, зависят от знаков.

Поясним эти соображения еще графически. На рис. 21 изоб-

ражен график показателей преломления двухслойной светоде-

лительной пленки в двух вариантах, соответствующих двойным
знакам в формулах (7.35) или (7.37). Ход ломаной линии, изоб-

ражающей показатели преломления слоев и ограничивающих

сред, одинаков в обоих вариантах, хотя расположение линии

различное. Показатели преломления слоев, естественно, тогда

тоже различны, но они зависят также и от показателей прелом-
ления ограничивающих сред. А эти последние могут быть раз-

/2
личны (задано только их отношение — = е2l*; на рисунке этому

«о
соответствует отсутствие начала отсчета ординат. Если бы мы

пожелали оба варианта рассматривать как существенно различ-

ные, то пришлось бы говорить о бесчисленном множестве вари-

антов, различающихся только показателями преломления огра-

ничивающих сред. На практике и приходится выбирать из этого

бесчисленного множества; но для теории представляют интерес

только принципиальные решения.

Рис. 21.
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Подобным же образом, на рис. 22 показан график трехслой-
ного светоделителя с и = 0 в двух существенно тождественных

вариантах, различающихся только знаками всех ит .

Перейдем, наконец, к численным примерам. Во всех приме-

рах принято <2=l (т. е. =О = 50%), так что 6 = 0,88137.
За исходную среду принят воздух (п0 = 1), а .за подложку —

стекло с показателем преломления 1,52, так что и = 0,20936. От-

сюда следует, что с-= 1,6231. Во всех примерах для § выбрано
наименьшее по абсолютной величине значение, т. е., лежащее

между 0 и —l.

§ = —0,2406
«о = 0,6318,
«1 = —0,3360
г/2 = —0,0864
«1 = 3,538,
м2 = 1,807.

(7.39)

р
—■

= 1 + 0,3076 сов 2
а — 1,2631 сов 4

а (7.40)

Рис. 22.

1. Двухслойный светоделитель в интервале 60° $С (Г < 120°

Результат вычислений таков:

Вычисляя по точной формуле (3.34), находим в этом случае

2. Трехслойный светоделитель в интервале 45° <а<
' 135°

Результат:
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ё = —0.1888;
= 0,6756,

«1 = —0,2906,
и 2 =

—0,1302,
«з — —0,0454;
П\ — 3,862,

(7.41)

п2 = 2,160,
«з — 1,665.

и
Я

Для 25 получается:

о

= 1 — 0,7477 соз 2 а Д 2,688 соз 4
а — 2,896 соз 6 а. (7.42)

3. Пятислойный светоделитель в интервале 30° а С 150°.

Результат:

§ = —0,1470; '
и0 = 0,7303,
щ = —0,2263,
м2 = —0,1348;
«з = —0,0876,
«4 = —0,0501,
м5 = —0,0221;

(7.43)

щ = 4,309,
п2 = 2,740,
Из = 2,093,
и 4 = 1,756,
п5 = 1,589.

ГТ
П

Для получается следующее выражение:

о

— == 1 — 1,118соз 2
а 4- 10,10 сов 4

а — 35,81 соз 6
а 4~

4-50,87 сов8
а — 25,00 соз 10 а. (7.44)

На рис. 23 показаны графики 7? для этих трех примеров (I,
II, III), причем для всех в наибольшем интервале, т. е. 30°

а 150°. Как видно из графиков, наш метод, действительно,

дает хорошую ахроматичность. Однако, характерной чертой све-

тоделителей во всех этих примерах является то, что первый
слой имеет очень высокий показатель преломления. В видимой
области спектра вещества, имеющие столь высокий показатель

преломления, до сих пор неизвестны. В других вариантах (при
других значениях показатель преломления первого слоя не
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30 40 50 00 70 80 30 100 110 120 130 140 150

Рис. 23. Коэффициент отражения ахроматических
светоделителей.

получается таким большим, но зато, как правило, показатели

преломления у некоторых слоев получаются или меньше еди-

ницы, или, хотя и больше единицы, но слишком близкими к еди-

нице. Не приводя других примеров, подчеркнем еще раз, что

задача нашей теории состоит только в указании принципиаль-
ных возможностей синтезирования светоделителей, тогда как

конкретная разработка образцов выходит за рамки настоящей
монографии.

§ 26. Синтез нейтральных светоделителей на основе точной
формулы

Развитый в предыдущем параграфе метод синтеза ахроматин
веских светоделителей основан на приближенной формуле (7.1).
Может показаться странным, что, несмотря на грубость прибли-
жения, этот метод дает вполне хорошие результаты. Это объ-
ясняется тем, что в дополнение к формуле (7.1), мы пользова-

лись также точным условием (7.5). Как мы видели на примерах
в § 10 (рис. 6 и 7), приближенная формула дает, как правило,
заниженные против истинных значения 7?, но ход приближенной
спектральной кривой в общем «параллелен» ходу точной спект-

ральной кривой. Поэтому вычисленная по точной формуле спект-

ральная кривая синтезированного светоделителя должна быть

приближенно параллельна оси а, так как такой вид имеет

спектральная кривая, вычисленная по приближенной формуле.
Но в силу условия (7.5), спектральная кривая, вычисленная по

точной формуле, проходит выше, именно там, где она устанав-

ливается заданным отношением

В дополнение к изложенному в предыдущем параграфе ме-

тоду мы применим тот же метод вновь уже на основе точной
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формулы (3.38). Результаты будут, как увидим ниже на двух

примерах, очень близки к соответствующим результатам преды-

дущего параграфа. Тем самым будет вновь продемонстрирована

высокая точность приближенного метода, хотя и основанного на

довольно грубой приближенной формуле. Поэтому предпочти-
тельным следует считать в любом случае приближенный метод,
так как он гораздо проще с вычислительной точки зрения.

Итак, примем теперь за основу формулу (3.38), которую,
при условии равенства оптических толщин всех слоев, можно на-

писать в виде:

(7.46)

Если же N = 3, то

[}0 = зк «о ск «1 ск и2 ск и3,

1/1 = зк и0 зк «1 зк и 2 ск и 3 + зк и0 ск щзк и 2 зк и 3 +
+ ск и0 зк «1 ск и2 ск и 3,

Ц2 =ск«о ск зк и 2 ск и 3 +скиoзк«lзки 2 зк и 3

+ зк ио зк щск и2 зк и3,

Ь/ 3 = ск и0 ск «1 ск и2 зк и3 .

(7.47)

ются следующими:

Оо ~}~ Н- •••4~ Vк —
811 и,

Уо
— — = УЗ = Bк6, (7.48)

формула (7.26) следующей:

зк 6 4- зк и

д зк 6—зк и

а формула (7.28) такой;

(7.49)

Р N

= | % У
те-*™\ 2

, (7.45)

где {/о, Уи ••• выражаются через гиперболические синусы и

косинусы величин поь • • •
Вместо последних, как и

ранее, мы будем пользоваться величинами и0,
... им (напом-

ним, что ит
=—Ут,т+1). Формулы, связывающие [/о, У1, ...

Ум
с ио, «1,... им, можно заключить легко на основании общей фор-
мулы (3.38). Ограничимся только случаями N = 1 и N = 3.
Именно, если N = 2, то

/7о
— зк ио сп М1С11 иг, ]

{71 = 8ки1СЙ(ио +“г), 1
О2 = сЬ и0 ск зй и 2. )

Теперь обратим внимание на то, что формула (7.45) вполне

сходна по своей структуре с формулой (7.3). Разница состоит

только в том, что вместо «о, и», - • • формула (7.45) содержит
7/о, ... йи. Соответственно, условия (7.4) и (7.5) замени-
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Ст ЗЙ б
(7.50)Ут

Таким образом, уточненный метод требует проведения всех

тех же вычислений, как и в приближенном методе, и, сверх

того, решения системы уравнений типа (7.46) или (7.47). Но
именно это оказывается довольно громоздким уже при N — 3

и тем более громоздким, чем больше N. Мы ограничимся по-

этому рассмотрением случаев N
— 2 и N = 3, вместе с числен-

ными примерами.
1. Случай N =2. Система уравнений (7.46) решается до-

вольно просто. Прежде всего, в соответствии с (7.48), она дает

следующие соотношения:

—У?= сЬ //1 зИ(«о — «2),

Подставляя сюда из (7.51) уже известное значение «1, найдем
«о — «2, а отсюда вместе с (7.52) найдем и0 и ц2 -

§ = —0,2497;

отсюда, по формуле (7.50) вычисляем:

и. = 0,7062, 1
6?! =—0,3946, (7.54)
У2 = —O,lOOB. )

+ ™
*

'

Следовательно, развитый в предыдущем параграфе метод пере-
носится полностью в неизменном виде на новую формулировку,
с той лишь разницей, что в качестве первого результата мы

получим не «о, «ц • • • «.V, а Ь'о
,

...

По этим величинам

должны уже во вторую очередь быть определены величины

ио, ш, ...
иЛт с помощью формул (7.46) или (7.47). Далее, зная

ио, и1, ... и.х, можно определить и показатели преломления
слоев.

АгзЬ ( 6У© —Н + Vг) — АгбЬ ( — V\ ~Н У2) /7 м \гл —

9
■■-

- (/.□!)

и

Аг$Ь(С\) -г + Аг811((7о— 1У1 4- У2) :- ох
ко 1 из —

2

Кроме того, и.з первого и третьего уравнения (7.46) следует:

откуда

Л Ь
ио — и2 = Аг8П : .

СП 1Ц
(7.53)

Рассмотрим численный пример — тот же, что и в предыду-
щем параграфе, т. е. 60° а <1 120°, п0 = 1, п = 1,52, (2=1.
Теперь зЬ а = 0,21089, зй 6 = 1 и $ = 1,5345. Решая уравнение
(7.27) с этими данными, находим:
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Наконец, отсюда получаем

и0 = 0,6247,
= —0,3360,

иг = —0,0793; ►

л, = 3,488,
л2 = 1,781.

Iмо из (7.45) и

(7.55)

(7.54) следующую фор-

мулу:

р
= 1 + 0,1828 сов 2

а — 1,1384 со§ 4
а. (7.56)

Рис. 24. Коэффициент отражения ахроматического
2-слойного светоделителя: верхняя кривая — по

формуле (7.40), нижняя — по формуле (7.56).

Сравнивая эти результаты с результатами (7.39) и (7.40),
полученными по приближенной формуле, находим близкое сход-

ство. Еще яснее это сходство обнаруживается на рис. 24, где

вместе показаны оба графика 7?(а), вычисленные по формулам
(7.40) и (7.56).

2. Случай N — 3. В этом случае решение системы уравне-

ний, определяющей мO, «1, ••
• Ц.у, гораздо сложнее. Она приво-

дит к уравнению 4-й степени. Прежде всего целесообразно
ввести следующие промежуточные обозначения:

ио -|- и3 = Хо,

ио — = Хl,

“Ь ==

«1 112 — Х 3.

(7-57)

Для получаем прямо из (7.45) и
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Тогда, складывая и вычитая уравнения (7.47) надлежащим об-

разом и учитывая (7.48), можем написать следующую эквива-

лентную систему уравнений:

(7.58)

Из первого и четвертого уравнения этой системы находим:

а из второго и третьего:

2 (Vо — Уз) = зЬ %1 (сП х 2 + сЬ %з) (7.60)

Деля второе из этих уравнений на первое и обозначая

Ц о -Ц3
_ с (7.61)

находим:

зИ XI = С зЬ хO . (7.62)

Далее, первые два уравнения (7.58) можно написать в виде:

х° + х2 -«

Х1— Хз = б, к

откуда
сИ х 2 = сЬ и сll %о — зЬ изкх0

и

сЬ х
3 —сЬ6сЬ х 1 — 811 д 811 Хl.

Подставляя эти выражения в уравнение (7.59) и учитывая
(7.62), находим:

Полученное уравнение содержит в качестве единственной неиз-

вестной Хо. После довольно громоздких выкладок оно приво-
дится к виду:

зЬ х0 сП х 2 + 8И х 2 ск х0 = 811 и,
811 Х1 с11 Х 3

— 811 Хз сЬ Х1 = 811 6,
с11 Х2 811 Х1 + зЬ Хз сЬ Х1 =

с!1 Хз 811 Х0 — 811 Х2 с!1 %0 =

2(67о+ Уз) — 8Нхо(сЬх2 4-сИхз), (7.59)

зк х0 (ск и ск х0 — зк и- зк х0 + ск 6 У1 4- С 2 зк2 х0 —

— С зк 6 зк х0 ) = 2 ([/0 + (7 3). (7.64)

[С2 + 2СсИ(м — 6)4- 1][С2 —2СсЬ(и-}-6)+ 1]зк8 х0 4-
+ 4- (зк и 4- С зк 6) (2С зк и зк 6 — С2

— 1) —

— (С2 4- 1) (ск2мск26 — 1) — 4С зк и зк 6(ск(и 4~
4-6)ск(и —6)4- 1)]5116 х0 4-[8(^о4- /73) 2 (2С2 зк2 6 4-
4~ 6С зк и зк 6 4~ 2з11 2 и — С2

— 1) —
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7,679 зк8 х0 + 22,33 зк 6 х0 + 15,03 зк 4 %о —

— 3,149 зк2 хo —3,946 =O. (7.67)

Решая его, находим:

х0 = 0,6279,
Х1 = 0,7096,
х2 = —0,4185,
х 3 = —0,1717.

(7.68)

Далее, отсюда имеем

и0 = 0,6688,
«1 = —0,2951,
и 2 = —0,1234,

>

и 3 = —0,0409.,

(7.69)

Отсюда показатели преломления слоев равны:

/21 = 3,810, ]
п 2 = 2,111, [
п 3 = 1,650, )

(7.70)

в

— = 1, — 0,6839 сов 2
а + 2,297 соз 4

а — 2,569 соз 6 а. (7.71)

Опять мы видим, что эти результаты близки к результатам,

полученным для этого же примера на основе приближенной
формулы. На рис. 25 показаны для сравнения графики трех-

— 8((7о 4~ Уз) (зЬ и + С з!1 д) (сЬ(м + 6)ск(м — 6) + 1)4-
4-зИ2 4-6)зИ2 (и — 6)]зк4 х0 4- (7.65)
4- 8 ((7о 4- 2

—

— ск(« 4- 6)сИ(и — 6) — 1 ]зЬ2 %о + + 4 = 0.

Когда х0 из этого уравнения найдено, то из (7.62) и (7.63) легко

находятся %1, х2,
х 3,

а из них по (7.57) и0,
и2,

и3 .

Перейдем к численному примеру. Пусть, как и в предыдущем
параграфе, 45° а 135°, п 0 = 1, п = 1,52, С? = 1, так что

6 — 0,8814, и = 0,2094 и = 1,5345. Решая уравнение (7.27)
для этого случая, находим: § = —0,1960; отсюда по формуле
(7.50) находим:

и0 = 0,7577, '

=—0,3416,
= —0,1522, / ( 7

‘
66 )

С/3 = —0,0530.

С этими данными уравнение (7.65) получается в виде:

я
а для получаем формулу:
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слойных ахроматических светоделителей, вычисленные по фор-
мулам (7.42) и (7.71). Как видно из графиков, приближенная
формула дала даже лучшее приближение к цели, чем точная.

Из рассмотренных примеров достаточно явствует, что в за-

даче синтеза ахроматических светоделителей совершенно доста-

точна приближенная формула (7.1), тогда как точная формула
оказывается излишней.

§ 27. Метод Полака—Пегиса в синтезе ахроматических
светоделителей

В этом параграфе мы изложим другой метод синтеза ахро-
матических светоделителей, идея которого принадлежит Полаку
(см. [59, 60]). Мы внесем в этот метод лишь то изменение, что

вместо точной формулы, которой пользовался Полак, возьмем

приближенную формулу (7.1), поскольку уже выяснилось, что

она годится для синтеза светоделителей не хуже точной фор-
мулы. Кроме того, мы расширим метод Полака, воспользовав-

шись для решения фигурирующих в этом методе уравнений
изящным методом, предложенным Пегисом [6l]. Поэтому мы

называем этот расширенный метод методом Полака—Пегиса.

Результаты, доставляемые этим методом, близки к результатам,
получаемым с помощью метода, изложенного в § 25; однако, в

некоторых отношениях они могут оказаться даже более пред-
почтительными. Поэтому, несмотря на то, что объем вычислений

в методе Полака —Пегиса значительно больше, чем в другом ме-

тоде, он является полезным дополнением к последнему.

Рис. 25. Коэффициент отражения ахроматиче-

ского 3-слойного светоделителя: верхняя кри-

вая — по формуле (7.42), нижняя — по формуле
(7.71).
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Метод Полака заключается в следующем. В предположении

равенства оптических толщин всех слоев обратная величина I)-1

коэффициента пропускания представляется в виде полинома от

соз а (в наших обозначениях):

~=l+Ьо 4- Ь\ СО8
2 а+ .. . + соз227 а, (7.72)

Итак, перепишем формулу (7.1) в виде четного полинома от

соз а. Прежде всего, очевидно,

—• = а0 + #1 соз 2а 4- агсоз 4а 4- • • • + ал соз 2Лт

а, (7.73)

где

~212 I I 2
Со —и0 Ил -}- ... 4- м лт

(7.74)

— 2(иоИу—l -}-
Сдг = 2поИу.

Далее нужно косинусы кратных а выразить через
этого служит формула:

соз а. Для

соз па = с^созк
а,

к=п, п—2,... п—2

где

с(п) _

( у>
I 2

к / \ + п — к)\
\ 2 /

(—])п+Л = ]

(7.75)

(7.76)

где Ь о , Ь<, ...

— зависящие от показателей преломления

слоев и ограничивающих сред коэффициенты. Частичная ахро-

матизация достигается при Ь\ — 0, еще лучшая ахроматизация
при = = 0 и т. д. Полак ограничивается условием Ь\

—
0.

Мы расширим это условие до возможного предела, т. е. поло-

жим равными нулю коэффициенты всех членов, кроме послед-

него. Кроме того, как сказано выше, в отличие от Полака, мы

будем пользоваться приближенной формулой (7.1) для
,

а

1
не точной для

&
.

••++=2»

4“'••+ги»и4-м°«)з=
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соз па =-~ (егпа 4- е~* па) =

—~ [ (соз а+ I 51П а) ” + (соз а — I Blп а) п ].

где

Ь к = 2 С^а
п
,

й=О, 1, ... ЛГ (7.78)
П=Ь

В частности, отсюда следует:

с»п> = (—l)п. (7.80)

Кроме того, отметим, что

Оо 4~ 01 4~... 4~ о# — («о 4- 014-... 4~ оу) 2
— о2 . (7.81)

Чтобы получить ахроматический светоделитель, мы должны

теперь положить

Ь1 =Ьъ = ... = =o, (7.82)

т. е., согласно (7.78),

х; с
(2п)

а =O, 1,2, ...У—l. (7.83)
п=к

К этим N— 1 уравнениям для NД- 1 величин о O,
а lу ... «у до-

бавляются еще уравнение (7.79), где следует положить

6о = (АгзЬУР ) 2
= 62 ,

Для решения системы уравнений (7.74) Пегие предложил
[6l] весьма изящный метод, который мы здесь несколько моди-

а означает наибольшее целое число,
к

не превосходящее —.

Формула (7.75) выводится элементарным путем из представле-
ния косинуса через экспоненциальную функцию:

Подставляя разложение (7.75) в формулу (7.73), находим:

я

—
— 6 0 -|- 61 соз

2
а + Ь% соз 4 а -{-••• + Ьм соз

2
-
у

а, (7.77)

Ьо = #0 — 01 Ч • • • 4- (— 1) —

= (оо — «14— • • • 4- (—1) 2
, (7.79)

так как, согласно формуле (7.76),

и уравнение (7.81). Таким образом, величины а 0, аи ... од-

нозначно определяются, после чего из уравнений (7.74) можно

определить и и0,
...
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1 -|- ••• -Н «1х —|— Но =O. (7.84)

Тогда корнями уравнения

и^х- 1* 4~ ... 4- «1Х- 1 4- и0 = 0 (7.85)

будут хе
1
,

х2
-1

,
... х^

1
. Перемножив оба уравнения, находим,

с учетом (7.74), следующее уравнение:

аы (х* + х~”) (х”~' + - ...

(7.86)
... 4- 01 (х 4- х- 1 ) 4- 2о 0 =O.

Корнями этого уравнения являются, конечно, х 1? х2,
... Ху,

х^ 1
, х^ 1

,
...

х~*. Положив

х х~ 1 — 4г2 —2,

получим уравнение Л/-й степени относительно г
2 .

Если положим временно

х'/г — е»8,
так что

х х 1 — 2 соз 20

то

г2 = сов 2 6.

Далее,
хп — е2гпв

и хп х-п __ 2 005 2ПO

Это значит, согласно формуле (7.75), что

Хп 4- Х п
= 2 СОЗ 2* 0,

ь=о

хп п_ 2 с^’гB*. 8*.
л=о

т. е

Следовательно, уравнение (7.86) принимает вид:

2 2а
п
с™г* = 0.

п=в к—О

(7.87)

Найдем его.

(7.88)

(7.89)

фицируем. Оказывается, что для нахождения величин и0,
ии

...им нет нужды вычислять предварительно а 0, 01,... ам, т. е.

решать систему уравнений (7.83). В особенности удобным мо-

дифицированный метод Пегиса оказывается в нашей проблеме
синтеза ахроматического светоделителя.

Обозначим через Х1, х 2,
... х.у корни уравнения
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Учитывая (7.78), его можно упростить:

2Ькх* = о.
к=o

(7.90)

Хк = е±2гйтссовг*, /?=l, 2, ...Л\ (7.91)

«О + +•••-г «х =

(7.92)
и0 —и 1 Н ...

= 6.

Другое из них остается для проверки. Можно также оставить

для проверки одно из уравнений (7.84) и вычислять иO, щ, ... иу
из остальных уравнений (7.84) с добавлением уравнений (7.92).

Итак, первым шагом в осуществлении метода Пегиса явля-

ется решение уравнения (7.90). В нашей проблеме синтеза

Последнее уравнение, которое мы назовем уравнением Пегиса,
имеет N пар корней: +гь ■ ■ • Следует обратить вни-

мание на то, что левая часть этого уравнения, если отождест-

вить г с соз а, совпадает с правой частью формулы (7.77); а

так как не может быть отрицательно, то уравнение Пегиса

не должно иметь в интервале от —1 до -|-1 вещественных кор-
ней нечетной кратности. Если же при произвольно выбранных
коэффициентах 6

0, в числе корней окажется веществен-

ный с нечетной кратностью, не превышающий по абсолютной

величине единицы, то это служит указанием на нереализуемость
пленки с такими значениями указанных коэффициентов.

Согласно равенству (7.87), N пар корней уравнения Пегиса

дадут N пар значений х:

где под подразумевается безразлично пли —В каждой

паре оба значения х& являются, конечно, обратными друг другу
величинами. Любое из двух можно поэтому обозначить как

другое как хд
-1 . Очевидно, существует всего, вообще говоря, 2Л

'

способов выбора значений Х1, х2,
... х л-. Подставляя какой-либо

из этих наборов значений в уравнение (7.84), получим си-

стему из N однородных линейных уравнений с неизвестными

«о, и 1 , ...
Так как эти величины должны быть вещественны,

то на выбор набора значений Х1, х2,
... Хд- налагается условие,

состоящее в том, что если какое-либо значение х& в этом наборе
комплексно, то в том же наборе должно присутствовать и его

комплексно-сопряженное значение. Такой выбор всегда возмо-

жен, если корни уравнения Пегиса удовлетворяют вышеуказан-
ному ограничению. Система N однородных уравнений для

«о, и*, ... Мдг позволяет вычислить отношения этих величин.

Окончательно они определяются с помощью одного из равенств
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нейтрального светоделителя оно оказывается чрезвычайно про-
стым. Именно, в силу условий ахроматнчности (7.82), имеем:

4- Ь о = 0. (7.93)

Приведем это уравнение к еще более удобному виду. Согласно
(7.79) заменим д 0 на б 2 . Покажем, кроме того, что

Ь„ = и 2—&. (7.94)

В самом деле, положив в (7.73) и (7.77) а = 0, находим:

4~ &1 +• • • Ьх = Сlо -|- Сl{ -р ... 4~ Сlх —
II2

-

Но так ктк

Ь 1 =Ь 2 = ...= Ьх-1. = О

идо = б 2
,

то 6 2 —Ьх = и2
, откуда и вытекает (7.94). Итак, урав-

нение (7.93) получает вид:

/ Г/ 2 \ -1

22Л
• (7.95)

Отсюда

1

= 1 тт ) ел .
\ О" /

(7.96)

Это равенство вместе с (7.91) решает задачу.
Приведем два примера. В обоих, как и раньше,

по = 1, д = 1,52, С = 1, так что

положим

/ и2 \~1

=1,05980

1) Двухслойный светоделитель. В этом случае

21 = 1,01463/ и 22 = 1,01463. Далее,
л

агссоз 21 —

— 1 АгзИ 1,01463

и

агссоз г2 = I АгсИ 1,01,463.
Следовательно

х — е
±2АгзЪ 1,01463

и

е±2Агс!l 1,01463

Вычисляя, находим:

/ —5,9498
Х1 “ 1—0,1681
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Щ = —0,3360.

Тогда остается система

и0 + и2 = 0,5454,
и0 + 1,9804«2 = 0,4728.

Здесь использовано значение х = 1,4073. Решая эту систему,
находим:

и0 = 0,6193,
и2 = —0,0740.

Оставшееся для проверки второе уравнение (7.84) удовлетво-
ряется при х = —5,9498. Показатели преломления слоев полу-
чаются равными

:::Х ™

р

-д —1 4- 0,093 соз
2

а — 1,0485 сов 4 а. (7.98)

Отличие от нуля коэффициента при соз 2
а получилось оттого,

что он полагался равным нулю по приближенной формуле, а

вычислен по точной формуле. Малость его вновь подчеркивает

90 100 по ПО 130 ос

Рис. 26. Коэффициенты отражения ахроматиче-
ских светоделителей — 2-слойного (нижняя кри-

вая) и 3-слойного (верхняя кривая).

50 ВО 70

_

( 1,4073
Хг ~

1 0,7106.

Наконец, для определения п 0, «1, и2 имеем систему уравнений
(7.84) и уравнений (7.92). Из последних можем сразу написать:

Наконец, вычисляя (по точной формуле) ,
находим:



численный по формуле (7.98), можно

2) Трехслойный светоделитель. Не
видеть на рис. 26.
останавливаясь по,подробно

на ходе вычислений, приведем готовый результат

ио = 0,6582,
111 = —0,3186,
«а = —0,1128,
м 3 = —0,0174;
п,l = 3,730,
п 2 = 1,972,
и3 = 1,574

(7.99)

м

График см. на рис. 26.

Сравнение результатов, полученных в этом параграфе мето-

дом Полака—Пегиса, с результатами двух предыдущих парагра-
фов показывает их близкое сходство. Хотя объем вычислений в

методе Полака—Пегиса значительно больше, чем в методе § 25,
он имеет свои преимущества. Главное из них состоит в том, что

он легко обобщается на случай синтеза светоделителей иных

типов. Однако, в этих случаях приближенная формула (7.1)
становится хуже применимой, и часто оказывается целесообраз-
ным заменять ее точной формулой. Объем вычислений возра-
стает тогда еще более. Однако, мы не будем рассматривать
всех этих вопросов.

хорошую применимость приближенной формулы. График вы-

р
= 1 4- 0,075 соз 2 а 4- 0,051 соз 4 а — 1,081 соз в а. (7.100)
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ГЛАВА ВОСЬМАЯ

ТЕОРИЯ ПРОСВЕТЛЕНИЯ ПОГЛОЩАЮЩИХ ПЛЕНОК

§ 28. Понятие просветления поглощающей пленки

В этой главе термин «просветление» будет употребляться в

ином значении, чем в шестой главе. Там мы имели дело с от-

сутствием поглощения и под просветлением подразумевалось
подавление отражения света на поверхностях раздела оптиче-

ских сред. Здесь же под просветлением понимается уменьшение
поглощения в пленке. Эта проблема возникает в связи с доволь-

но широким применением в оптике полупрозрачных металличе-

ских пленок. Наряду со многими достоинствами эти пленки

имеют также существенный недостаток, состоящий в том, что

значительная доля падающего света теряется на поглощение.
Поэтому возникает, естественно, вопрос: нельзя ли путем ком-

бинирования данной поглощающей пленки с другими тонкими

слоями достигнуть уменьшения коэффициента поглощения

пленки?

Как мы видели в § 16, добавление поверх поглощающей
пленки какого бы то ни было прозрачного покрытия не изме-

Мы не будем останавливаться в нашей теории на этом част-

ном случае, поскольку нас интересует общая постановка вопро-

са. Если мы имеем целью уменьшить коэффициент поглощения

д
няет величины (см. теорему 1 в § 16). Отсюда вытекает, что

таким способом уменьшение А возможно лишь одновременно с

уменьшением И. Соответственно возрастает Следовательно,
этот способ имеет ограниченную применимость, именно, он го-

дится только в тех случаях, где важно иметь возможно боль-

ший коэффициент отражения. Фактически (см., например, [62])
этот способ с успехом применяется для улучшения отражатель-
ных свойств пластин интерферометра Фабри —Перо и в других
аналогичных случаях.
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независимо от значений коэффициентов отражения и пропуска-

ния, то следует добиваться всемерного уменьшения отношения

А
и

—

.
Но это возможно, согласно вышесказанному, только путем

помещения дополнительной непоглощаюшей прослойки позади

данной поглощающей (просветляемой) пленки, т. е. между этой

пленкой и подложкой. Впервые, насколько нам известно, эту
проблему исследовали теоретически Бернинг и Турнер [63], по-

лучившие ряд интересных результатов. Автор настоящей моно-

графии в ряде статей [14 —16, 24] независимо пришел к тем же

результатам и развил их дальше с возможной полнотой. Сле-

дует отметить также экспериментальные работы И. Н. Шклярев-
ского и А. А. Авдеенко [s3] по просветлению металлических

пленок, а также исследования Полака [5B, 64—67] и Коха [6B].
В этих работах содержится ряд важных частных результатов по

проблеме просветления.

ма: возможное увеличение отношения .Мы будем называть

это антипросветлением. Вначале в настоящей главе мы будем
рассматривать только просветление и лишь в §§ 33 и 34 рассмот-

рим также вопрос об антипросветлении. Такое разделение ка-

жется уместным хотя бы потому, что антипросветление дости-

гается гораздо легче и лучше поддается ахроматизации, чем

просветление в собственном смысле.

Мы начнем построение общей теории с простейшего частного

случая.

§ 29. Просветление однослойной поглощающей пленки

В этом параграфе рассмотрим просветление одиночного погло-

щающего слоя. Просветление осуществляется, как уже известно,

путем помещения между просветляемым слоем и подложкой не-

которой, вообще говоря, многослойной непоглощающей прослой-
ки (см. рис. 27). Выделим в этой прослойке слой, прилегающий
к просветляемому слою, и будем считать его промежуточным,
имея в виду применение обобщенных формул Власова (см.
(2.13)). Обозначая поглощающий слой индексом 1, промежуточ-
ный слой индексом т, а остальную часть просветляющей про-
слойки индексом 2, можем написать:

а — + «2&1 е~гат
,

Ь = +
(8.1)

Кроме просветления в собственном смысле, т. е. уменьшения

д
отношения

, представляет интерес также и обратная пробле-
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2

ЬЬ' — аа* — 1 =

прежде всего выбрать толщину промежуточного слоя так, что-

бы удовлетворялось условие:

СoB(2ат —Цг +-И О1) =— 1. (8.3)
Тогда

/А \
,I ) = е®' — 1,

\ О / мин

имеет место при

р —

ф*

51 + зЬср!
’

(8.5)

(8.6)

В вычислениях следует также учитывать формулу (5.27)

Рис. 27.

где а и Ь относятся ко всей просветленной пленке. Обозначим

также фазы величин а, и а2 через р, Ц1, и р2,
а фазы

величин о, 1ц, и Ь 2 через V, VI, VI и \'2- Тогда из (8.1 ) находим:

(1 —7?г) (ск <р1—1) 4- (1 (Л соз (2ат—|л.24-У2-|-О1)
1— Т?2

(8.2)
где ф1, 51, (71 и а» определены согласно формулам (5.23).

Чтобы получить возможно малое значение
,

мы должны

А (1 — (сН ф1 —1) ~Н (1 4~ Яг)31 — 2(Д у/?2
/в л\

0 1—/?2

Потребуем, чтобы имело минимум относительно /?2- Неслож-

ное вычисление показывает, что минимум, равный
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Таким образом, поскольку величина дц зависит только от

параметров поглощающего слоя (и от угла падения, если он от-

личен от нуля), наименьшее значение, которое может иметь

зависит только от самого просветляемого слоя. Чтобы реализо-
вать это значение, необходимо лишь удовлетворить условиям»

(8.3) и (8.6), первое из которых фиксирует толщину промежу-
точного слоя, а второе — коэффициент отражения остальной

части просветляющей прослойки. Оба условия могут быть в

принципе, конечно, легко выполнены, но, к сожалению, они су-

щественно зависят от длины волны. Поэтому просветление до-

стигается в точности только для одной определенной длины

волны, а для других длин волн лишь частично (подробнее об
этом см. в § 33). Это положение аналогично тому, что мы имели

(в шестой главе) для обычного просветления. Однако, в отли-

чие от обычного просветления, просветление поглощающих

слоев, как увидим в дальнейшем, поддается ахромагизации

гораздо труднее и хуже.

Выразим теперь величину ф1 через параметры поглощающего

слоя, ограничиваясь здесь случаем нормального падения. Вос-
пользовавшись для этого формулой (5.23) для ей фl, находим:

2 2
, т|IСII2ВIН-ХIСОB 2аl

сь<�,=—. (8-7)

Если слой настолько тонок, что <рт мало по сравнению с едини-

цей, то

/ д \

<B
-
9)

с другой стороны, разлагая сйф>l, а также сй2(3l и соз2аl в ряд,

находим:

8л2 / \ 2
я IПЧф1 — I — I т]lХl, (8.10)

уз ' Л 7

где л — вакуумная длина волны. По этой формуле легко су-

дить, сколь мала должна быть толщина слоя по сравнению с

длиной волны, чтобы данное приближение было достаточно

точно.

Можно также продолжить разложение <рl по степеням —.

Для примера выпишем здесь (опуская индекс 1) несколько чле-

где т|1 — /Х1 — показатель преломления слоя, — его толщина

И

0! =
(8 -8)
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нов этого разложения (до членов восьмого порядка по /г/л).
Если обозначим

8л- / Н \2

<�o = Ч I
УЗ

х
л

7
(8.11)

то

Легко видеть, что просветленный слой имеет

0 = 0. (8.13)

В самом деле, из (8.5) и (5.52) следует, что 5 = зН(р; следова-

тельно, согласно (5.27), I/ =O. Наоборот, если между погло-

щающим слоем и подложкой находится непоглощающая про-

4
слойка иИ—o,то 5 = зИ <р, откуда

'—
= е<р — 1- Это значит,

что непоглощающая прослойка удовлетворяет тогда условиям
просветления (8.3) и (8.6) и слой просветлен. Следовательно,
равенство (8.13) является критерием просветленности.

Так как, согласно (8.3),

а, с другой стороны

а2 = V
*

Ь'Л

и

Ь^е~^ г
—

-~

УO 2

„

Г 1 1 |3(х2 —И2)
~

, X 4
— 22х2

п
2 + п

4
2 |

<Р-Ч>о[1 + - 30?)к
-Фо-!-- 4,0

(812)

7'3 (х6
— 263х4

т]
2 + 263х2

т]
4

—

1 630001ГХ 3

Вернемся теперь к формулам (8.1) и вычислим из первой

из них, предполагая условия просветления выполненными. Та-

ким образом находим:

—

г Ь^е21 '*™ 4" а\ а202е~-
1агп

.

я Я\Яг

—
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Далее, преобразуем здесь часть членов:

(п I \ _

•„ •

—-4 )—4- ==

Ох Ох

= ~5“ —
— аlа * + а* а*) (а l°l + ) —

=4“ (М* — Мl* — + «1°!) + Ьlд‘ )4-

4- 20101 Ь{Ь* — 6l — 01016161.

Заменяя в предпоследнем члене ахах на ЪхЬх — 1, а в послед-

нем 01&1 на ахах 4- I,находим:

— 4 )—4-=
Р, 51 7

1 +.~2~(6161 +МГ —«10? — «1оГ)(«1о‘ — М?)

= 1 сЬ д? 1(— —).

Следовательно,

— = (2 811<р,)-'Г I +(
О 1 'О, Р, 7 •*

Я Я1 > Яг УЯг ,7
= --—

-г ал Ь\е 1 °'

о О\Ог

<5 $11
Подставляя сюда по формуле (8.6) вместо 7?> и вме

51 4- бЬ чи

2 5Й <Р1
сто Я2т—;—г

—

51 4- зк ф1
(так как просветляющая прослойка про

зрачна), находим:

п гр |
—= (25114ц)- 1 1 —* (•$< + 41)Н (51 — 5Й<рО
О 1

Д, Д,

— Я1&1 (Я1 Ь1 — 01 ) — 01 д} (С1&! — 01Ь1) =
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Наконец, заменяем

Следовательно, окончательно

Я B'l — зll<рl
Г) 1 — в-

2’ 1
(8.14)

Напомним, что 5/ означает величину 81 в случае падения света

с обратной стороны, т. е. в данном случае из промежуточного
слоя через поглощающий слой в исходную среду.

Из (8.14) и (8.5) находим также:

(8.15)

части отношения р- у просветленного слоя. В частности, если

пленка просветлена в обоих направлениях, т. е. если [Д' = 0, то

8/ = зй <рl и У? = 0, что согласуется с теоремой 8 из § 16.

Во-вторых, если даже переднее добавочное покрытие отсут-

ствует, так что 81 имеет фиксированное значение, то мы можем

допустить еще некоторую свободу в выборе значения Т?2,
без

значительного ухудшения просветления. Поясним сказанное не-

1
- ~—а

{а\ — а\а\* — Ьг

л
Ь'*

— 8\ —

8'1 — зк ф1

8'1 зк ф1

1 — е~2ф|
1у —

8'1 + зк ф1

А =

2 зк ф1 (1 — е~<� 1)
8'1 -1— зк ф1

Таким образом, значения 7? и О просветленного поглощаю-

щего слоя зависят только от дч, т. е. от параметров самого слоя,

и от 5/, т. е. также от исходной среды. На этом основании мо-

жет показаться, что мы лишены свободы выбирать произвольно
желаемое отношение величин /? и 7). Однако, такой результат
получился в первую очередь оттого, что мы не предполагали
никакого добавочного покрытия поверх просветляемого слоя

(т. е. между этим слоем и исходной средой). С точки зрения
Л

просветления как такового, т. е. получения минимума уу, подоб-

ное добавочное покрытие ненужно. Однако, так как 5/ зависит

от этого переднего добавочного покрытия, то надлежащий вы-

бор его позволил бы осуществить любой желаемый вариант в
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-обстоятельство позволяет фактически выбирать /?2 в широких

пределах. Но коэффициенты отражения и пропускания всего

просветленного покрытия зависят от Т? 2 достаточно сильно. В

этом случае формулы (8.14) и (8.15) уже неверны, поскольку

при их выводе использовалось равенство (8.6). Мы не будем,
однако, рассматривать этот вопрос здесь более подробно, огра-
ничившись ссылкой на работу [l4], где приведен наглядный
численный пример.

В дополнение к формулам (8.15) выведем также формулы
для Л, О, А просветленного слоя. Для этого удобно исходить

из формул (5.73) и (5.74) (см. теорему 7 из § 16), верных в

1 1
,

= е -2ф,_

I) О

Следовательно, с помощью формул (8.15), и так как

А — 1 — — О, находим:

сколько ближе. Во всех предыдущих вычислениях предполага-

лось, что /?2 имеет значение, фиксированное формулой (8.6). Это

значение обеспечивает минимум . Однако, если просветляе-

мый слой достаточно тонок (обычно это так и бывает), то ука-

занный минимум оказывается неглубоким, т. е. слабо зави-

сит от Т?2- В этом можно убедиться, взяв вторую производную

от уу по \/Т?2 (по формуле (8.4)). Значение этой производной

4 8Й <РI
в точке минимума равно ——

2
-, а приближенно (при малой тол-

2111X1 УЗ
„

щине слоя) -Ьсли выбрать промежуточный слои сильно

т

преломляющим, то вторая производная будет достаточно мала,

А
* п 1

так что
р будет мало отличаться ог е ф 1 — 1 даже при значениях

Т?2 , довольно сильно отличающихся от
51 — зЬф!

„

значения ;—т—
—

. Это
51 + 8П ф1

р п

случае И = 0. Согласно (5.73), —- = —е~2<1�1
,

а согласно (5.74),
Р Р
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5Й 811 (р1

О 1 + 8П <РI
р2ф. 1

/) = Ре 2*- = - --—

3'l + зИ ф!
(8.16>

2 5Й —1)
А = —Ле*'

s'l 4- ф1

Из формул для А и /7 вытекает, что

Наконец, сделаем еще следующее замечание. Выше было

указано, что значение 1У у просветленного слоя равно нулю.
Как увидим в дальнейшем, равенство I] нулю является совер-
шенно общим критерием просветленности любой поглощающей
пленки. Что же касается значения (71 непросветленного погло- 1-
щающего слоя, то оно всегда отлично от нуля, в чем можно убе-
диться непосредственным вычислением этой величины. Выше

мы это уже молчаливо предполагали, когда записали условие
(8.3). Если бы (71 равнялось нулю, то это условие было бы из-

Изложенная в предыдущем параграфе теория просветления
одиночного поглощающего слоя переносится почти дословно на

случай произвольной поглощающей пленки. Просветление до-

А
. 1

— в“'�| 1,
5

(8-17).

как и должно быть; ту же формулу получим,
—5! и —(71 вместо 5( и (71 и выражение (8.6)

подставив в (8.4)
вместо Т?2- Тогда

будем иметь в левой
А А

части — вместо
—,

а в правой части полу-

чим е~ ф 1 — 1.

лишне. С другой стороны, тогда было бы в

А
„

минимуме 1<2 = 0

/ \

и ( — 1 = ей ф1 + 51 —I, т. е. добавочная
\ О '

мин

пленка не изменила

бы значения ~. Но, как сказано, одиночный поглощающий

слой имеет всегда отличное от нуля значение (Л. Приведем со-

ответствующую формулу:

11
•

т /~ а
Т)1Х1(с112Р1— СО8 2сц)

6^181П СГ1 = 1т(С1&1 — ауЬу) =—*—- >
Л? +

0. (8.18)

§ 30. Просветление произвольной поглощающей пленки
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стигается и здесь путем помещения между просветляемой плен-

кой и подложкой надлежащим образом подобранной непогло-

щающей прослойки. Первый слой этой прослойки, прилегающий
к просветляемой пленке, примем за промежуточный (индекс т),
а просветляемую пленку и остальную часть просветляющей обо-
значим индексами 1 и 2. Тогда формулы (8.1) — (8.6) предыду-

щего параграфа переносятся без изменения и на данный слу-
чай. Формулы (8.14) — (8.16) остаются тоже в силе. Величина

же ди, характеризующая поглощающую пленку, не выражается
более по формуле (8.7); ее значение зависит от состава погло-

щающей пленки и не может быть конкретизировано в настоя-

щем общем рассмотрении.
В частности, однако, здесь уместно следующее замечание.

В отличие от одиночного поглощающего слоя, просветляемая
поглощающая пленка, будучи произвольной, может оказаться

уже просветленной. Признаком этого является равенство 66 =

д
—O. В этом случае условие (8.3) отпадает, а значение

в силу равенства 51 = зН дл, оказывается равным минимальному
значению еф 1 —1 без нового просветления. Просветляющая про-
слойка является в таком случае излишней (вернее, она уже
имеется в составе данной поглощающей пленки). Если же дан-

ная первоначально поглощающая пленка имеет [Л 0, то до-

бавление просветляющей прослойки дает пленку с С/ = 0 и с

Как указано выше, формулы (8.14) — (8.16) остаются тоже

в силе, причем величина 5/, как и дз, тоже определяется всем

составом поглощающей пленки (за исключением непоглощаю-

щих слоев ее, следующих, возможно, за последним поглощаю-

щим слоем — см. теорему 1 из § 16). Таким образом, коэффи-
циенты отражения и пропускания просветленной пленки одно-

значно определены ее составом, если, кроме задней просвет-
ляющей пленки, к ней ничего не добавляется. Однако, всегда

имеется возможность (см. конец предыдущего параграфа) из-

менить 5/ и вместе с тем 7? и I) без изменения д?1 путем добав-
ления непоглощающей пленки поверх просветленной.

§ 31. Внешнее и внутреннее просветление

Просветление произвольно заданной поглощающей пленки,

как показано в предыдущем параграфе, дает пленку с минн-

А
минимальным значением

, равным еЪ — 1

А
мальным значением равным е? — 1, где <р (индекс 1 опу-

скаем) определяется всем составом просветляемой пленки, вер-
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нее, той ее частью, которая заключена между крайними погло-

щающими слоями (включая их самих). Так как такое просвет-
ление осуществляется путем добавления к просветляемой пленке

другой пленки, внешней по отношению к данной, то его можно

назвать внешним просветлением. Наряду с внешним

просветлением целесообразно ввести в рассмотрение внут-

реннее просветление.
К понятию внутреннего просветления приходим следующим

образом. Пусть задана пленка, состоящая из некоторого числа

поглощающих слоев со включенными между ними непоглощаю-

щими слоями. Она характеризуется некоторым значением пара-

метра ф. Крайние слои этой пленки будем считать поглощаю-

щими, так как нас интересует сейчас как раз значение ф, а оно

от внешних непоглощающих слоев не зависит. Так как в случае

отсутствия поглощения ф = О, то факт отличия ф от нуля обу-
словлен только поглощающими слоями пленки. Но само кон-

кретное значение ф зависит еще и от внутренних непоглощаю-

щих слоев. Естественно возникает вопрос, каковы должны быть

эти непоглощающие слои, чтобы ф было возможно мало? Этот

вопрос представляет интерес потому, что результат внешнего

просветления зависит от значения ф; чем оно меньше, тем мень-

А
ше получается отношение

Внутренним просветлением мы и будем называть такой под-

бор непоглощающих слоев внутри поглощающей пленки, при

котором ф минимально. Очевидно, при таком подборе внешнее

просветление оказывается наиболее эффективным.
Таким образом, в задаче о внутреннем просветлении зада-

ется не вся поглощающая пленка как целое, а только ее погло-

щающие слои. Последовательность поглощающих слоев, задан-

ных их толщинами и показателями преломления, мы будем на-

зывать остовом поглощающей пленки. Задача внутреннего
просветления состоит, таким образом, в нахождении необходи-
мых и достаточных условий, которым должны удовлетворять
непоглощающие прослойки между слоями остова для того, что-

бы вся система слоев имела возможно меньшее значение ф.

Рассмотрим в качестве простейшего примера случай пленки

с двухслойным остовом. Между двумя слоями остова находится

некоторая непоглощающая прослойка. Выберем произвольно в

этой прослойке какой-либо слой в качестве промежуточного (см.
рис. 28). Обозначая две части пленки, разделенные этим слоем,,

индексами 1 и 2, а всю пленку индексом 12, вычислим ей фl2 .

Это удобнее всего сделать по формуле
фl2 = фlМ(аl 2)Фг, (8.19)

где МиФ определены в формулах (5.9) и (5.25), а а12 отно-

сится к промежуточному слою. Вычислив (Ф1г)зз, получим:
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ей Фl2 = ей ф1 ей ф2 + 515' 2 — (71(7'2 соз (2сы2 + О1 + сг'г). (8.20)
Чтобы ф было возможно мало, следует, очевидно, выбрать
прежде всего толщину промежуточного слоя так, чтобы

С05(2а12+<71 + п'г) =l. (8.21)>

а.
—«л

—г
Рис. 28.

Тогда будет

сП <рl2 = сЬ ф1 сП фг + 515'г — (8.22)

Заметим, что условие (8.21) в случае, если (71 = 0 и/или (7/=
=O, излишне. Однако, так как тогда щ и/или а2

'

неопределенно,
то равенство (8.21) можно формально считать выполненным и

в этом случае. Следует только иметь в виду, что это равенство
имеет смысл реального условия, налагаемого на толщину про-

межуточного слоя, только тогда, если (71 0 и (7/=/= 0.

Вернемся к формуле (8.22). Величины 51, (71 и 5/, (7/ зави-

сят не только от слоев остова, но и от непоглощающих слоев

прослойки между ними; именно, 51 и (71 зависят от слоев, нахо-

дящихся между первым слоем остова и промежуточным слоем

(включительно), а 52
'

и (7/ зависят от слоев, находящихся

между вторым слоем остова и промежуточным слоем (включи-
тельно). Следовательно, подбирая эти слои надлежащим обра-
зом, можем сделать фl 2 минимальным. Вспомним, что 52

— (72
=

= зй 2 ф. Введем величину 6, согласно равенству:

51 (71 8к ф1

5'2 (7' 2 зЬ <ро
(8.26)

‘Ь0 =

т- (8.23)

Тогда формула (8.22) перепишется в виде:

сП ф 12 = сЬ ф1 ск ср2 + зИ срл зЬ ф2 сП (01 — 0'2). (8.24)
Отсюда видно, что <р1 2 будет минимально при условии:

01 = 0 ?

2, (8.25)

которое иначе можно написать в виде:
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Если это условие выполнено, то

(8.27)(Гl2 <рl2,пПп ф1 “Ь ф2-

содержащееся в формуле (5.7). Исключая У'2 из этого равен-
ства и формулы (8.29), находим:

находим:

512 зЬ(<рl 4-фз) зкфгг
5з Bкф2 зНфз С'2

(8.32)

Совершенно аналогичное вычисление дает еще:

5'12 зЬ фl2

s'l $Нфl и\
(8.33)

как и должно быть, потому что условия внутреннего просветле-
ния (8.21) и (8.26) симметричны относительно обоих поглощаю-

щих слоев. Пользуясь обозначением (8.23), эти результаты

можно кратко записать в виде:

Этим наша задача внутреннего просветления для двухслойного
остова решена. Прежде чем идти дальше, выведем, предполагая

условия (8.21) и (8.26) выполненными, несколько соотношений

между величинами 51 2, З'п, (/1 2е
г' ст

12 и (7'12е
г‘ а'12. Эти соотношения

будут нам в дальнейшем полезны. Во-первых, вычислим 5 12,

воспользовавшись вновь с этой целью формулой (8.19):

(Фl2) 34 == 512 == —77 IV '

2 соз (2ссl2 4~ Щ4“ т'2 ) Н- 52 ск <рl 4~ 51 ск ф 2 .
(8.28)

В силу (8.21) отсюда имеем:

5 12 = —(о'? — т' 2)4-52 сЬ(р1 + 51сИ4)2. (8.29)

Применим далее равенство:

— т'г) + ск ф2 — = 0, (8.30)

512 —
~~ (5 2 сЬ — 572сЬ 4’2) 52(± ск \|?2. (8.31)
С/ 2

Это равенство верно и в том случае, если (/'г = 0, потому что

тогда, согласно условию (8.26), (71 = 0, но отношение

(Д
ко '

нечно и отлично от нуля . Раскрывая скобки, заменяя в

г

первом

члене у— на 8Н(р1/8к(р2,
ь'

2

а во втором на и учитывая (8.27),
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©l2 = 02:
(8.34)

o'l2 = &'1-

Во-вторых, вычислим 012- Формула (8.19) дает:

(Фl 2 ) 31 = 6'12 СОЙ 012 = (6\Л 2 СОB О1 СОЗ Л2 —

— И\Кг 81П О1 81П Х 2 )СОB 2«12 — ОI 81П Х2 4~
(8.35)

4- 67 1Л2 81П О1 соз /.2 ) 81п 2(112 + 2 соз о2 ск д?1 + 51У2 со5 т 2 .

Исключая 012 с помощью условия (8.21), получаем:

642 СОЗ 012 = ТДбоСОЗ ЛгСОЗ О'г 4~. 64Ю ЗШ Х2 31п о' +

+ 64 соз ©2 сllфl + 51К 2 созт2.

Далее, формула (5.7) дает равенство:

—ЬгУ'ъ соз л2 соз о' 2 — Лгб/'г зш х2 31П о4 4"

4~ 64 сП ф2 соз ©2 — 5'2 Кг соз т2 =О,
(8.37)

позволяющее переписать (8.36) в виде:

иl2 СOB 012 =~~ ( СИ <рг СOB 02 — s'г Уг СOB Тг) +
и 2

+Иг СOB 02 сП (р 4~ 51У2 СOB Т2.
(8.38)

Отсюда, в силу (8.32), следует:

СОЗ 012 = СОЗ 02.

Совершенно аналогичным путем, вычисляя (Ф l2 )з2. можно найти,
что

81П 012 = 51П 02-

Следовательно,
012 = 02. (8.40)

Кроме того, в силу симметрии условий (8.21) и (8.26) относи-

тельно поглощающих слоев,

(Аг = <А. (8.41)

Раскрывая скобки, заменяя в первом члене на

зЬ чч/бИ ф2, а во втором на 81/8'2 и учитывая (8.27), находим:

Т1
У2 зЬ (<Р1 4- фг) С08 02

012 СОЗ 012 , (8.39)
зЬ ф2
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Резюмируем результаты. Если между двумя поглощающими

слоями находится непоглощающая прослойка, и в ней произ-
вольно выбран промежуточный слой, делящий всю пленку на

две части, то минимальное значение фl 2 равно

фl2 = ф1 4- ф2- (8.42)

Это значение достигается тогда и только тогда, если

соз (2с112 ~Н с*l ~4~ o'2) == 1,
01 = 04

(8.43)

где 0 определяется формулой (8.23). Если эти условия выпол-

нены, то всегда

012 ——: o°,е‘,
г = е'; <B '44 >

II

012 = 02,

o'l2 = о'ь
(8.45)

Очевидно, эти результаты останутся в силе и в том случае,
если два поглощающие слоя будут заменены какими угодно
поглощающими пленками. Разница будет только в том, что ф1
и ф2 в формуле (8.42) будут относиться не к единичным погло-

щающим слоям, а к этим произвольным пленкам, входящим в

состав данной пленки. Поэтому возникает вопрос о внутреннем
просветлении самих этих двух частей пленки. Мы рассмотрим
этот вопрос со всей полнотой в следующем параграфе.

§ 32. Синтез просветленных поглощающих пленок

В этом параграфе мы рассмотрим общую задачу синтеза

просветленной (как внешне, так и внутренне) пленки, имеющей
заданный поглощающий остов. Обозначим число слоев остова

через Ы, и перенумеруем их, как обычно, в направлении падения

света.

В каждом промежутке между двумя соседними слоями осто-

ва, а также между крайними слоями остова и ограничивающими

средами, находятся непоглощающие прослойки. В каждой из

этих прослоек выберем произвольно один слой в качестве про-

межуточного. Каждый внутренний промежуточный слой обозна-

чим индексами тех двух слоев остова, между которым он нахо-

дится, тогда как внешние по отношению к остову промежуточ-
ные слои обозначим индексами 01 и 1 (индексы'0 и

■М+ 1, как и везде, обозначают исходную среду и подложку).



Таким образом, вся синтезируемая пленка оказывается раз-
деленной промежуточными слоями (число их равно ЛЛI) на

N 2 частей, из которых крайние являются непоглощающими,
а остальные содержат каждая по одному слою остова. Обозна-
чим крайние части индексами 0 и N-■ - 1, а остальные части —

индексами 1,2,
...

Л/, совпадающими с

индексами содержащихся в них слоев

остова. 01
Объединяя несколько лежащих под-

ряд частей с индексами /,/-}- 1,
...

&— 1 /
к в одну, будем обозначать ее индексами

Iк. Эта часть ограничена, следовательно,

промежуточными слоями с индексами

I — 1, Iик,к + 1. В соответствии с этим

общим способом обозначения будем иног-

да и тем частям, которые находятся меж-

ду соседними, промежуточными слоями

(или между крайними промежуточными

!2

?

23

применять двухиндексное обозначение (кк
вместо к). Вся пленка обозначится ин- ...г

дексами 0, N 1, которые мы будем опу-
скать.

Непоглощающие прослойки, находящиеся между слоями осто-

ва, ответственны за внутреннее просветление, тогда как прослой-
ка, находящаяся между последним слоем остова и подложкой,
ответственна за внешнее просветление. Прослойка же, находя-

щаяся между исходной средой и первым слоем остова, вообще
не существенна для просветления. Ее присутствие важно только

для регулирования значений /?о,лт+l и I>о,л’+l всей просветленной
пленки.

Так как задача внешнего просветления уже решена в § 30,
то мы этот вопрос вновь здесь рассматривать не будем, а про-
сто будем считать условия внешнего просветления выполненны-

ми. Эти условия запишем здесь в следующем виде:

соз (2а lу,лг+l — |1лт+l + + Ош) =— 1 (8.46)
и

Лл-+1 = (8.47)

(или между крайними промежуточными /У-/Д
слоями и ограничивающими средами), N
применять двухиндексное обозначение (кк
нмрстп к\ Пея плрнкя пйлчпяиитея ин-

— —N,N4

Рис. 29.Схема подобной пленки показана на

рис. 29.

Если эти условия выполнены, то

4
_

— р <�Ш ]
О

(8.48)

153
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При этом первоначально предполагается, что /7ьу =т= 0. Если же

= 0, то формула (8.48) и условие (8.47) остаются в силе,

причем последнее в виде 7?у+l =0; но условие (8.46) отпадает.

Однако, мы можем считать равенство (8.46) верным и в этом

случае, так как при (Ду = 0 Оlу неопределенно. Следует только

иметь в виду, что равенство (8.46) фиксирует толщину проме-

жуточного слоя только при (Ду #= 0; если же (Ду = 0, то тол-

щина этого слоя остается произвольной.

соз(2адг—4- (71,.V-! 4“ г ) =l.

91,л-1 = 0 х

лг

»

(8.49)

и, если они выполнены, то

ф!Х = фl,Л'-1 + <�Л'- (8.50)

Далее рассматриваем пленку I,Л' — 1 как совокупность пленок

1,М — 2 и N— l. Аналогично, условия внутреннего просветле-
ния этой совокупности будут таковы:

соз (2ад’-2,л'-1 4" + —1,

©l,Л’-2 = o\-1,
(8.51)

причем, если они выполнены, то

фl,Лг -1 = фl,Лг —2 + фЛг -1- (8.52)

Продолжая эту рекуррентную процедуру последовательного

просветления и дальше, доходим до совокупности пленок 12,
условия внутреннего просветления которой имеют вид:

соз (2ап ~{~ -р с/2) — 1

01 = в'г,
(8.53)

причем

фl2 = ф1 + ф2- (8.54)

Таким образом, собирая все условия внутреннего просветления
вместе, можем утверждать следующее. Величина дц.у всей плен-

ки имеет минимальное значение, равное

фl.у = <�l + <?2 + • • • + <�Л', (8.55)

Кроме внешнего просветления, мы должны далее позабо-

титься и о внутреннем просветлении. Для этого рассматриваем

пленку 1Л/ как совокупность пленок 1,ЛГ
— 1 и .'V, с промежуточ-

ным слоем N— 1,л. Тогда условия внутреннего просветления
(8.43) запишутся так:
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тогда и только тогда, если выполнены следующие условия:

соз (2(Х12 “Ь О1 -}- о 2) —1,
СОB (2агз 4- Оl2 -|~ а'з) = 1,

(8.56)

соз Н~ огN-2 -|- с/у-1) —l,

соз(2а.у_l у + Оl,у-1 -Ь а\) = 1

II

01 = o'г,
012 = o'3 ,

(8.57)

©1,77-2 =

©1,27-1 =

При этом, конечно, любое из условий (8.56), например, содер-

жащее 2а
т,т+l, имеет смысл реального условия, определяющего

толщину (ш, т-—1)-го промежуточного слоя, только тогда,
если ©lт и ©'т+l отличны от нуля; в противном случае это

условие оставляет толщину (ш, тД-1)-го слоя произвольной,
хотя его можно формально считать выполняющимся.

Условия внутреннего просветления (1
условиями внешнего просветления (8.46)
разовать к эквивалентному, но более пр

воспользуемся формулами (8.44) и (8.
этих формул запишутся так:

012 — 02,
013 = 03,

61,К—2 = ©К-2
©I,К-1 = ©К-1

©IК = ©К
И

012 — 02,

013 = 03,

(ТI,ЛГ-2 = Ол’-2,

Оl.Лт-1 = Ох-1,

(Тех = Плт-

(8.56) и (8.57) вместе с

16) и (8.47) можно преоб-
простому виду. Для этого

(8.45). Первые равенства

(8.58)

(8.59)
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Следовательно, если условия (8.46), (8.47), (8.56) и (8.57) вы-

полнены, так что равенства (8.58) и (8.59) тоже имеют место,
то выполняются также следующие равенства:

соз (2012 + О1 4- о'г) = 1,
соз (2а2з + + сг'з) =l,

(8.60)

и

01 = ©'г,
02 = o'з,

(8.61)
@N-2 = N-1,

SN-1 =

o.у = 2 АгШ У/?2У4-1 .

Наоборот, если выполняются условия (8.60) и (8.61), то будут
верны и равенства (8.46), (8.47), (8.56) и (8.57). В самом деле,

первые условия (8.60) и (8.61) совпадают с первыми условиями

(8.56) и (8.57). Из них же вытекают первые равенства (8.58) и

(8.59) а сопоставление этих последних со вторыми условиями

(8.60) и (8.61) дает вторые условия (8.56) и (8.57). Из них вы-

текают вторые равенства (8.58) и (8.59), а сравнивая последние

с третьими условиями (8.60) и (8.61), находим третьи условия

(8.56) и (8.57). Идя так шаг за шагом дальше до конца, убеж-
даемся, что все условия (8.46), (8.47), (8.56) и (8.57) действи-
тельно вытекают из условий (8.60) и (8.61). Следовательно,
эквивалентность тех и других доказана.

Таким образом, полное и окончательное решение проблемы
внутреннего просветления-заключается в формулах (8.55), (8.60)
и (8.61). Правда, это решение неполно еще в том смысле, что

условия (8.60) и (8.61) могут выполняться только для одной

определенной длины волны. Вопрос об ахроматизации просвет-
ления мы рассмотрим особо в следующем параграфе. Равным

образом, так как величины а, о и 0 зависят от угла падения, то

условия (8.60) и (8.61) могут выполняться, вообще говоря,
только для одного определенного угла падения.

Нетрудно заметить, что каждое из условий (8.60) и соответ-

ствующее ему условие (8.61) требуют надлежащего подбора

СОЗ (2(Х
1у_2,.У-1 4- ОN-2 4“ = 1,

соз (2а^_4~ 4~ с/дг) = 1,
— ул.'уч-! 4- 4* сгу) = —1
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В этом параграфе мы рассмотрим вопрос об ахроматизации

просветления (или антипросветления) в простейшем случае,
когда просветляется одиночный поглощающий слой. Здесь нам

понадобятся несколько формул для основных величин, характе-

ризующих поглощающие слои .Приведем эти формулы без вы-

вода, так как для их получения нужно выполнить лишь элемен-

тарный расчет, исходя из известных общих выражений (см.
также [l4]).

Обозначим, как и в § 29, поглощающий слой, если к нему
добавлена просветляющая (или антипросветляющая) пленка,

индексом 1, а (анти) просветляющую пленку будем рассматри-
вать состоящей из промежуточного слоя (индекс т), прилегаю-

щего к поглощающему слою, и остальной части, обозначаемой
индексом 2. Величины, относящиеся к совокупности пленок 1

и 2, будем писать без индекса, а индексом 0 обозначим вели-

чины, относящиеся к поглощающему слою без просветляющей
пленки. На рис. 30 показана схема поглощающего слоя, нане-

Рис. 30.

только одной прослойки, находящейся между двумя соседними

поглощающими слоями (или между последним слоем остова и

подложкой). В самом деле, условия сов(2»™,™+! + ст™ + оЛпна) =

— 1 и 0т — 0'т+1 зависят, согласно теореме 1 из § 16, только

от поглощающих слоев с индексами т и т-\-\ и от находя-

щихся между ними непоглощающих слоев. Первое из этой пары
условий удовлетворяется надлежащим подбором толщины про-

межуточного слоя, а второе — надлежащим подбором осталь-

ных слоев прослойки, потому что от них зависят значения вели-

чин 8
т и З'тп+1 (напомним, что 5 = вЬсрсЬ 0).

Заметим, наконец, что условия внешнего просветления, запи-

санные на последних местах в формулах (8.60) и (8.61), имеют

вид условий просветления лишь последнего слоя остова. Как по-

казано выше, наличие внешнего просветления для всей пленки

вытекает, действительно, из внешнего просветления последнего
слоя остова, если только выполнены все условия внутреннего
просветления.

§ 33. Ахроматизм просветления или антипросветления
одиночного поглощающего слоя
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сенного прямо на подложку (индекс 0) и того же слоя, нане-

сенного на просветляющую прослойку.
Величина ф, как известно, зависит только от самого слоя,

так что ф1 =фo == ф. Величины же Пl, 51 и сч совпадают с По,

50,
по только тогда, если показатель преломления п

т промежу-
точного слоя равен показателю преломления п подложки’
Прежде всего имеем (см. § 29, (8.7)):

(8.62)

где г] — /х — показатель преломления поглощающего слоя, 1г его

толщина и

“ =

(8.63)
Р = кн!г к

(индекс 1 здесь для простоты опущен).
Далее, имеют место формулы:

50 = Мп- 1 + Nll,

51 = Мп~ 1 4- Ыт
,

т 1 - т’

(8.64)

где

l] 8112р + х 81п 2а
(8.65)

и

г I] 8112р — х 81П 2а
'
“

2(П
2 + х 2 )

(8.66)

суть величины, зависящие, как и ф, только от самого поглощаю-

щего слоя. Затем,

(8.67)

и

(8.68)

Из приведенных формул можно сделать несколько важных вы-

водов качественного характера.

к г|
2 сИ 23 + х

2
соз 2а

СП Ср
гр 4~ х"

т ,
.

Т7
. пх(сЬ26 — сов 2а)

(70 51П По = 8Ш О1 = —
—

>!■>+. х 2

67оС08 стр = Мп~ х
— Мп,

соз (Т1 = Мп~ 1
л

т

— Мп
т

Во-первых, если слой достаточно тонок, то г| §11 2р х зш 2а,

откуда следует, что М N. Если слой более толст, то, хотя N
и не близко к нулю,

этому 50
,

если

и для 7/, т. е. /71

то М все равно значительно больше N. По-

пт п. Такие же неравенства имеют место

/70,
если п. Далее, из формулы (8.67)
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видно, что если пт и, то си с>о. В любом случае оо иДI

.находятся в первой четверти. Наконец, из наших формул ясно,

что чем толще слой, тем больше ф, 5 0 , (70, 51 и (71. Что касается

•оо и Оl, то у сильнопоглощающих слоев эти величины тоже рас-

тут с толщиной. Более общий результат получается из формулы:

т)х(ск2р — соз2а)
00

(Л 2 4“ х?) (Мп -1
— N11)

(8.69)

{и аналогично, с заменой п->~п
т,

для (ап 04). Отсюда имеем:

(8.70)

Обратимся теперь к вопросу об ахроматизацпи просветления
-одиночного поглощающего слоя. Без просветления отношение

согласно формулам (5.54) и (5.55), равно:

—— —ск<р+ 5о — 1 (8.71)

.а в случае просветления, согласно формуле (8.2),

А (1 /?2)(сИф — 1) +(1 + /?2)31 4-
__

_
_______________

_____

где

д = 2(Хт —ЦЗ + ~Ь СГI.

(8.72)

(8.73)

д, (ап Оо кх\н / 81п2а8к2р (
с1Н (Мп- 1

— Мп) 2 1 п

+ . о , П2
[(х2

)]
2 )81п2а8к2р

—2г]х (соз 2а сП 2(3 — 1) ] 1.

Отсюда видно, что если и достаточно велико, то можно пренеб-
. бЛапсГл

речь вторым членом в скобках и тогда —' 0 только при

.
л к .

...

1
« > тг, т. е. если — Но если слои сильно поглощает, то

2 /. 4т,
при таких толщинах он уже практически непрозрачен.

Если пренебречь дисперсией, то увеличение длины волны

равносильно уменьшению толщины слоя. Следовательно, <р, 5 0 ,
(/о, 51, и, в основном, о0 и сч с ростом длины волны умень-
шаются. Учет дисперсии может, однако, существенно изменить

эту картину.
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К этим формулам добавим еще следующую:

Ф + 5,-1 (8.74)

Эффективность просветления можно охарактеризовать числом

, I
л/р

’
Л„/Р„ ’

(8-75)

так как в случае собственно просветления О<sо<С 1 (и притом,
чем больше 50,

тем значительнее просветление), а в случае
антипросветления (т. е. отрицательного просветления) з0

(и притом, чем больше |so|, тем значительнее антипросветление).
Однако, за меру просветления мы примем вместо 50 величину

<B
-
76 >

так как использование 5 вместо 50 сильно упрощает многие вы-

кладки. Во всяком случае, в случае надобности легко перейти
от 5 к sо, потому что эти величины связаны линейным соотно-

шением:

,

50 —5l ( сЬф4-5< —1
0

скфЧ-50 —1 1 сЬ ф4~ 5о —1
~

(8.77)
п
т

— п п
« 1 5,

пт

вытекающим из (8.75) и (8.76), если учесть, что, согласно

(8.64),
сЬ<р4~31 —1 п

ск (р «5о — 1 Л-т,

(при малых ф). В частном случае, когда пт =п, обе величины,
5 и 50, совпадают; если же пт п, то 50 5.

5 = —

; г— (8.78)(51 4- ей ф— 1) (1 — 2 )

д
Подставляя в формулу (8.76) выражения из формул

(8.72) и (8.74), находим:

2 (51/?2 4“ СОB

Ахроматизм просветления означает, что 5 должно слабо зави-

сеть от длины волны. Между тем, входящие в формулу (8.78)
величины 51, <р, Т? 2 и все зависят от длины волны, и при-
том каждая из них по-своему. Поэтому целесообразно рассмот-
реть эту -зависимость по частям.
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Рис. 31. К ахроматическому просвет-
лению слоя А& при %= 630 пт.

Рис. 32. К ахроматическому про-

светлению слоя А& при X == 540 пт

СOB 5= -
— у/?2 -

(5|4Iс! l<р
- ( _±_ у/?,) . (8.79)

и, 20, ' у/? 2
’

Изображая эту зависимость графически, получим семейство

кривых с параметром 5. На рис. 31 —33 показано это семейство

для пленки некоторого конкретного состава (см. ниже, стр. 164)
при трех длинах волн.

Из графиков, а также из формулы (8.79) вытекают следую-
щие характерные особенности рассматриваемой зависимости.

Прямая линия

51 -77-
соsВ =

соответствует значению 5 — 0. Она делит плоскость (\/7?2,

Сначала рассмотрим зависимость 5 от /7? и Пусть, итак,

в формуле (8.78) величины 51, (71, ф имеют определенные зна-

чения, т. е. пусть длина волны фиксирована. Тогда эта формула
определяет для каждого значения 5 некоторую зависимость

между Vи сов
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5l — бllф
sгаах

514-скф —1
(8.81)

Рис 33. К ахроматическому про-
светлению слоя при X = 450 пт

в границах 0 : 1, — 1 < СОЗ 5 : 1 на две неравные ча-

сти. В меньшей части (внизу) 5>0; кривые 5 ■= сопз(. имеют

здесь каждая по одному максимуму, причем все максимумы ле-

жат на кривой

251
/я ягн

1/1 (г%+
В большей (верхней) части з<0, причем кривые з = сопз!.

экстремумов не имеют. Далее, все кривые 5 = СОП31,

(з 0) СХОДЯТСЯ В точку у/?2=1, соз ~

, лежащую,

однако, вне

ния з снизу

чертежа, так как всегда > 1. Возможные значе-

не ограничены, а сверху ограничены, причем

Соответствующие этому максимуму значения соз и суть:
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соз = —l,

1/р-_ 5! —BЬф
уЛ2 _

,

(8.82)

СОЗ С, = ( 1 — ) У/?2 ——:
Х 2 7 2у7?2

+ 5(5, + 1)(-к--уЖ)1.
452 I '

у/? 2
> 1

(8.83)

Чтобы оценить применимость этого приближения, заметим, что

всегда имеет место неравенство

- < 1 (8.84)
О1

(оно вытекает и.з того, что сЬф4-51 —1 — >oи из фор-

мулы 51 2
— зй 2 <р = 17г

2 0), откуда

Кроме того,

в согласии с (8.3) и (8.6).
Далее мы должны рассмотреть зависимость формулы (8.79)

от длины волны. При изменении длины волны 51, (/1 и ср изме-

няются. Покажем, что если величина <р достаточно мала, то за-

висимость 5 от длины волны через 5 Ь (71 и <р слаба — несмотря
на то, что сами эти величины зависят от длины волны доста-

точно сильно. В самом деле, разлагая ск<р и по степеням <р
и ограничиваясь членами степени не выше второй, находим:

<р
2

,

25,
(8.85)

<Р
2

.< • (8.86)

Легко видеть, что неучтенные в (8.83) члены разложения, содер-

жащие <р4
, <р

6
и т. д., убывают в силу неравенств (8.85) и (8.86)

достаточно быстро, особенно если <р
2 <С 1, и даже если ср 2 <; 1.

Мал также, вообще говоря, и последний член в разложении
(8.83) (по сравнению с первыми двумя членами правей части).
Этот член тем меньше, чем лучше выполняются неравенства

(8.85) и (8.86) и чем меньше <р
2 .

Но так как первые два члена в правой части формулы (8.83)
не зависят от [}1 и ф, то зависимость от длины волны осуще-
ствляется главным образом только через /? 2 и
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О1 <Р

0,248 0,243 26° 0,051
0,190 0,184 31° 0,046
0,149 0,142 37° 0,044

Хотя все графики на рис. 31 —33 вычислены по точной фор-
муле (8.70), общая картина сходна при всех длинах волн. Это
значит, что приближенная формула (8.83) привела бы почти к

такой же картине. Близкие значения имеет и sтах$
тах (см. формулу

(8.81)), именно, 0,790, 0,752 и 0,696. Следовательно, в первом

приближении, изучая зависимость 5 от длины волны, можно

пренебречь зависимостью 51, (71 и <р от длины волны. Это не

значит, что в формуле (8.83) можно отбросить последний член;
но для ф и 51 можно в этом члене принять некоторые средние
значения.

630 пт

540 пт

450 пт

Неравенства (8.85) и (8.86) фактически всегда хорошо вы-

полняются для металлического (или, вообще, поглощающего)
слоя, если только он не настолько толст, что практически не-

прозрачен. Кроме того, для такого, не слишком толстого погло-

щающего слоя всегда ср
2 <С 1 (см. формулу (8.10)). Следова-

тельно, приближенная формула (8.83) практически всегда при-
менима с хорошей точностью. В качестве примера на рис. 31 —33

изображены семейства кривых 5 = сопз1. при трех длинах волн

(630 пт, 540 пт и 450 пт) для слоя серебра толщиной 20 пт.

Показатель преломления 1] — /х серебра принят равным при
этих длинах волн, соответственно, 0,24—4,34/, 0,19—3,60/, 0,17—

2,71/. Эти значения выведены из экспериментальных данных

статьи [69] и могут считаться, по крайней мере приближенно,
верными. Показатель преломления промежуточного слоя принят

равным пт
= 2,35 (7п8), так как, согласно формуле (8.77), чем

больше пт,
тем больше и 50 при данном значении 5. Это значит,

что в целях наиболее эффективного просветления (но не анти-

просветления) целесообразно выбирать пт возможно большим.

В нижеследующей таблице приведены значения щ и ф
такого слоя (без учета дисперсии п

т).

Таким образом, задача об ахроматичном просветлении по-

глощающего слоя сводится к подбору такой просветляющей
пленки, которая удовлетворяла бы соотношению (8.79) при за-

данном значении 5 и при некоторых усредненных по спектру
значениях 51, (71 и ф. Иначе говоря, просветляющая пленка

должна быть такой, чтобы соз и изменялись приблизи-
тельно вдоль одной из кривых 5 = сопзТ на графике, подобном
приведенным на рис. 31—33.
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Отсюда можно сделать следующие существенные выводы.

Величина согласно (8.73), зависит от 2ат
,

сц и ц 2 — V2 . Пер-
вая из этих величин обратно пропорциональна длине волны (ес-
ли не учитывать дисперсии пт , которая, однако, не может су-
щественно повлиять на характер этой зависимости); вторая тоже

растет с уменьшением длины волны (см. вышеприведен-

ную таблицу, а также общие соображения по поводу формулы
(8.69)). Что же касается фазы ц2 —V2 амплитудного коэффи-
циента отражения г2 — у/?2е*(»Л!!~‘''2)

,
то эта величина, как пра-

вило, уменьшается вместе с длиной волны. Это можно заклю-

чить из приближенной формулы (4.26). Во всяком случае, те

С отрицательным просветлением дело обстоит иначе. Благо-

даря тому, что область сs<oна графиках более чем три раза
больше области сs>oи охватывает все значения сов от —1

до -|-1, реализация антипросветления в широком спектральном

интервале является гораздо более легким делом. Для этого сле-

дует лишь позаботиться о надлежащей зависимости между /? 2

и |. Принципиально к этому не имеется препятствий, хотя, ко-

нечно, чем шире спектральный интервал, тем труднее выдер-
жать требуемую зависимость. Кроме того, при очень больших

значениях |s|, как видно из графиков, у/Т? 2 близко к единице

при всех значениях сов а известно, что реализация диэлектри-
ческого зеркала в широком спектральном интервале является,

вообще говоря, нелегкой задачей.

а(/12
— р0) . л

участки спектра, где ——- <_ 0, малы по сравнению с теми

областями, где имеет место обратная зависимость. Отсюда еле-

дует, что можно практически во всех случаях считать, что “<С

<С 0- Приближенно можно считать % обратно пропорциональным

длине волны. Указанное обстоятельство заметно суживает воз-

можности положительного ахроматического просветления. В са-

мом деле, как видно из графиков на рис. 31 —33, с отклонением

соз | от наивыгоднейшего значения — 1 5 быстро убывает. На-

пример, на рис. 31 5тах = 0,790, а уже при соз^= —0,74 5 рав-
но в лучшем случае 0,3. Таким образом, в интервале 138° |

222° мера просветления только в середине достигает макси-

мального значения, убывая монотонно к краям вплоть до ~0,38
от максимального значения. Что же касается необходимой для

наибольшего просветления зависимости /? 2 от (по формуле
(8.80)), то она, вообще говоря, может быть сравнительно легко

осуществлена надлежащим подбором просветляющей пленки.

Мы не будем здесь останавливаться на этом вопросе, так как

он представляет собой самостоятельную задачу, решаемую свои-

ми особыми методами.
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§ 34. Ахроматическое просветление или антипросветление
многослойного поглощающего остова

В этом параграфе мы рассмотрим ахроматическое просвет-
ление пленки, содержащей несколько поглощающих слоев, при-
чем под просветлением будет пониматься как внешнее, так и

внутреннее просветление. Будем употреблять те же обозначе-

ния, что и в § 32.

Очевидно, что для ахроматичности просветления необходимо,
чтобы ахроматичным было как внешнее, так и внутреннее про-
светление. Условия внутреннего просветления записаны в фор-
мулах (8.60) и (8.61), причем, как известно, если эти условия

выполнены, то из них вытекают равенства (8.59), и, в частно-

сти, последнее из них:

Ош = ад-. (8.87)

Рассмотрим вопрос об ахроматизации условий (8.60) и (8.61).
Так как все они имеют одинаковую форму, то достаточно взять

только одну пару этих условий, например, первую:

относящуюся к первым двум слоям остова и к непоглощающей

прослойке между ними. На рис. 34 показана схема этой части

пленки. Слои прослойки, прилегающие к слоям остова, обозна-

чены индексами 1 и 2 (теми же, что и слои остова), а части

пленки, находящиеся между слоями 1 и 12 и 12 и 2, обозначены

индексами I и 11.

Легко убедиться в том, что второе условие (8.88) гораздо
легче поддается ахроматизации, чем первое. В частном случае,
когда рассматриваемая часть пленки симметрична относительно

слоя 12, это условие выполняется тождественно для всех длин

волн. Но и в случае отсутствия симметрии, выполнение его до-

стигается сравнительно легко. В этом можно убедиться, пере-
писав это условие в виде
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51 8'2

зЬ <рl зкфо

и вычислив 51 и 8'2 с помощью основных рекуррентных формул
(2.13) или с помощью векторного представления. Результат та-

ков:

(8.89)

где индексами 10 и 20 обозначены величины, относящиеся к

слоям остова. Таким образом, второе условие (8.88) получает

вид:

(1 4~ 510 4-26/10 СОЗ (2аl 010 — р.l 4- VI)

(1 —/?1)8Йф1
(8.90)

( 1 -|- /?ц) 5Л

20 + 2и'2О СОЗ (2аз Ч- o'2o — ц/п Ч~ V
/II)

(1 /?ц) зИ срз

Иначе обстоит дело с первым условием (8.88) внутреннего

просветления. Оно может выполняться точно только при одной
длине волны, а участок спектра, в котором оно выполняется при-
ближенно, не может быть широким. Это обусловлено тем, что

все члены аргумента косинуса в (8.88) убывают с увеличением

длины волны. Относительно 2а12 это уже известно; чтобы пока-

зать то же для О1 и в'г, вычислим <7lвга ‘ с помощью формул
(2.13). Результат таков:

№ =. + 5
,

п 9()
1 — А1

с
( 1 4" СО8 (2щ -|- 010 — Ц1 Ч~ VI)

51 ~

1—7?!

с, (1 /?ц) 5'го + 2 1У'2о соз (2аг 4" 0'20 — р/п 4~ ?,п)
2 “

1-Кп

Наиболее сильно зависят здесь от длины волны оба косинуса.
Но так как косинусы в обеих частях равенства входят в члены,

остальные множители которых в обеих частях сходны, то, ясно,

что, подбирая спектральный ход 7?! и надлежащим образом,
нетрудно — в принципе — добиться выполнения условия (8.90)
в заданном участке спектра. Конечно, для этого нужно еще ре-
шить задачу синтеза прослоек I и II с требуемыми свойствами;
но эта задача принципиально разрешима и решается своими

особыми методами. Здесь мы ее рассматривать не будем, так

как нас интересует только принципиальная сторона проблемы
ахроматического просветления.
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где

& = 2сц ПlO —Щ4~ VI (8.92)
и

Т] = О1 — |Ц — VI. (8.93)

Отсюда следует, что внутреннее просветление может быть

ахроматично только в узком спектральном интервале. Для внеш-

него же просветления сохраняют силу выводы предыдущего па-

раграфа. Если остов внутренне просветлен, хотя бы прибли-
женно, то

<рlУ «ф1 <р 2 +•• • + Ч\У.

Так как фш согласно этой формуле, может быть не мало, то

приближенная формула может оказаться недостаточно точной.

Однако, формула (8.79), где (см. (8.87))

= 2ал\х+l + а.у — Цх+l 4~ (8.94)

сохраняет свою силу. Мы можем, следовательно, построить для
каждой длины волны диаграмму, подобную показанным на

рис. 31 —33, и общий вид этой диаграммы будет такой же. Атак
как по формуле (8.94), как правило, убывает с ростом длины

волны, то полученный в § 33 вывод о невозможности положи-

тельного просветления в широком спектральном интервале оста-

ется в силе. Фактически возможности ахроматизации просвет-
ления оказываются еще более узкими, в силу необходимости

удовлетворить условиям внутреннего просветления.
Иначе обстоит дело в случае антипросветления. Как и в слу-

Из формулы (8.91), так как /?1<Ч и 0, следует, что знаки

8Ш и 81П т) всегда совпадают, тогда как соз т| > 0,
если сов | >• 0, но сов г) 0, если сов | < 0. Поэтому можно со-

ставить следующую табличку:

Интервал
Интервал т]

1 четверть
1 четверть

2 четверть
1 или 2 чет-

верть

3 четверть
3 или 4 чет-

верть

4 четверть
4 четверть

Отсюда видно, что в любом, не слишком малом интервале т)
изменяется в ту же сторону, что и Но как мы видели в

предыдущем параграфе, убывает с ростом длины волны; следо-

вательно, т] тоже убывает. Далее, 01 = л ~г Ш + VI, а Щ + VI,

как правило, тоже убывает с ростом длины волны (это можно

заключить из формул (4.26) и (4.27)). Следовательно, то же

имеет место по отношению к оь Очевидно, этот вывод верен и

для о'2 . Итак, первое условие (8.88) плохо поддается ахромати-
зации.
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В предыдущих двух параграфах мы нашли, что ахроматизм
положительного просветления (ниже будем называть его просто

просветлением) недостижим в широком спектральном интервале.
В некоторых задачах, однако, ахроматизм просветления нену-
жен, и даже, наоборот, является нежелательным. Примером
могут служить узкополосные светофильтры. Так как здесь про-
светление необходимо лишь в узком спектральном интервале,
то оно может оказаться действенным средством увеличения ко-

эффициента пропускания, т. е. светосилы прибора. В нижесле-

дующем рассмотрим с этой точки зрения светофильтр типа

Фабри—Перо с поглощающими (металлическими) зеркалами.
В простейшем случае светофильтр типа Фабри—Перо со-

стоит из двух высокоотражающих зеркальных пленок со вклю-

ченным между ними промежуточным слоем. Эта система по-

мещается между двумя стеклянными пластинками. Зеркала де-

лаются обычно в виде полупрозрачных металлических слоев.

Однако, в общем случае зеркалами являются любые пленки

подходящего состава, отделяющие промежуточный слой от ог-

раничивающих сред (стеклянных пластинок). Если зеркалами
являются простые металлические слои, то, вследствие поглоще-

ния света в них, коэффициент пропускания фильтра в середине
полосы пропускания значительно меньше единицы. Это является

серьезным недостатком такой простейшей конструкции. Поэтому
все чаще металлические зеркала начинают заменяться диэлект-

рическими многослойными .зеркалами, в которых поглощение го-

раздо меньше (см., например, [70—72]). Наряду с этим пред-
ставляет интерес исследовать эффект просветления металличе-

ских зеркал (см. [2l]). Фактически это означает комбиниро-
ванное применение в составе зеркал металлических и диэлект-

рических слоев.

Предположим для простоты (как это обычно и бывает на

А
чае одиночного поглощающего слоя можно сделать боль-

шим в широкой спектральной области. Уже внутреннее анти-

просветление может привести к значению <рш, значительно боль-

шему, чем Ч- ф2 -г • • -
+ <рл'. Если даже действие внутренних

антипросветляющих прослоек недостаточно ахроматично, этот

недостаток легко компенсировать применением внешнего анти-

просветления, для которого, как мы видели, имеются широкие
возможности. В детали конкретного осуществления ахромати-
ческого антипросветления многослойного остова мы здесь, од-

нако, входить не будем.

§ 35. Применение просветления к светофильтру типа

Фабри —Перо
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012= I/-тг
- е ' ц' 2

*

Ь'П

(8.95)
,

1
&12 = — еп’ 12

В этих обозначениях имеет место формула:

1 /1 I V , 47?12 .9/ , ч

"'~~7)Г~
5т

2(а —ЦI2 + V'l2), (8.96)

где а = кпК относится к промежуточному слою. Из этой фор-
мулы вытекает, что в середине полосы пропускания фильтра
должно удовлетворяться условие

а — Цl2 + = рл, р целое, (8.97)

определяющее необходимую толщину промежуточного слоя.

Тогда

о
1

—

. л х•>
•

I+—Г
\ ■ йl2 /

(8.98)

Это значит, что чем меньше отношение Аг/ТЭгь тем больше

7)
тах . Кроме того, из формулы (8.96) следует, что чем больше

Отсюда вытекает, что уменьшение отношения Аl2/Рl2, т. е.

просветление металлического зеркала при сохранении на воз-

практике), что фильтр симметричен относительно срединной пло-

скости, делящей пополам промежуточный слой. Введем следую-
щие обозначения: О — коэффициент пропускания фильтра, Т>

12,
-4 12, -Ала — коэффициенты пропускания, поглощения и отражения
одного зеркала, притом в случае падения света на зеркало из-

нутри, т. е. из промежуточного слоя. Теми же индексами 12 бу-
дем обозначать и другие величины, относящиеся к зеркалу,
причем штрихом ', как обычно, будем обозначать те же вели-

чины в случае падения света в обратном направлении. В част-

ности, цю и У12 означают фазы величин а 12 и д12, т. е.

Я12
величина "™г, тем уже полоса пропускания. Обоим требова-

ниям можно удовлетворить, очевидно, лишь компромиссным об-

разом. Чтобы увеличить О
тах, нужно уменьшить А12//)12, но так

как коэффициент поглощения тонкого металлического слоя слабо

зависит от его толщины, уменьшение возможно только

путем увеличения О 12,
т. е. путем уменьшения толщины слоя;

но тогда 7? 12/1)122
резко уменьшается и ширина полосы пропуска-

ния возрастает.
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можно высоком уровне коэффициента отражения 7?12 является

весьма актуальной задачей.

Прежде чем приступить к рассмотрению свойств просветлен-
ного светофильтра с металлическими слоями, обратим внимание

на следующее обстоятельство. Условие просветленности зеркал

фильтра (в направлении наружу), т. е. условие минимума отно-

шения Дlа/.О12 ничего, на первый взгляд, не говорит о просвет-
ленности всего фильтра как целого. Между тем, так как коэф-
фициент пропускания всего фильтра (в середине полосы пропу-
скания) получает (согласно формуле (8.98)) свое максимальное

значение в том случае, если ДI2ДЛ2 минимально, то, очевидно,

просветление зеркал должно влечь за собой и просветление —

и притом как внешнее, так и внутреннее — всего фильтра. Убе-

димся непосредственным вычислением, что это так и есть на

самом деле.

Рис. 35. Схема просветленного светофильт-
ра типа Фабри—Перо.

На рис. 35 показана схема просветленного светофильтра.
Как и выше, индексы 12 обозначают одно зеркало. Оно состоит

из металлического слоя (индекс 1) и просветляющей прослойки,
состоящей из слоя I, прилегающего к металлическому слою, и

из остальной части 2. В середине полосы пропускания фильтра
выполняется условие (8.97). Кроме того, так как слой 1 про-
светлен и Лl 2/.С)12 имеет минимальное значение, то должны быть

выполнены условия просветления, имеющие в нашем случае сле-

дующий вид:

С08(2а1-|-О1 — 112 + =—l (8.99)

и

_

51 —Blкрl
~

5 1 + 8И(Р 1 •
(8..100)

Если эти условия выполнены, то

=еФ.-1
ь)l2 \ Ь>l2 / ШIП

(8.101)
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Убедимся теперь, что из условий (8.97), (8.99) и (8.100) выте-

кает просветленность всего фильтра как целого. Для этого до-

статочно показать справедливость лишь одного из условий внут-

реннего просветления, а именно равенства

СОЗ (2а + 2оЛ) = К (8.102>

так как другое условие внутреннего просветления выполняется

автоматически просто в силу симметричности фильтра. Что же

касается условий внешнего просветления, то они, как показана

в § 32, эквивалентны условиям просветления второго поглощаю-

щего слоя (если, конечно, выполнены условия внутреннего про-
светления). Именно в таком виде они и записаны в последних

равенствах формул (8.60) и (8.61). Поскольку просветленность

одного слоя (в силу симметричности безразлично — первого
или второго) нами предполагается, то полная — как внешняя,
так и внутренняя — просветленность всего фильтра будет до-

казана, если докажем равенство (8.102).
Для доказательства этого равенства напишем основные ре-

куррентные формы для совокупности пленок 1 и 2:

а l2 = аlЬ2е* а 1 4- а 2Ь{е-*а
l,

Ь l2 = ЬlЬ 2е*а! +а2

Умножая первую формулу на комплексно-сопряженную вторую,
находим:

и

_

2зЬ ф1

51 4~ зЬ Т 1

и согласно (8.99)
е Ц2а l-ц 2

—

находим

/)12
= -тг~ 4- <цЬ\Яг +

ь'г

4-

Подставляя сюда, согласно (8.100),

о _

51 —зИф!
К2 ~

514-BЬфl

/)12 2 8Й ф1

4- зЬ ф1 (а1Ь* — 01^1) — ]
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Вводя сюда вместо 51 и (Ле±/О1
выражения этих величин через

Сl, Ь\ и т. д., раскрывая скобки и перегруппировывая члены, на-

ходим:

е»(н.2-*l2) = —
— аЦ)\).

и 12 2зп(рl

Но так как а\ = —аС иЬ\ = Ь\, то

'Чг+о'«) =— 1 . (8.104)

Сопоставляя этот результат с формулой (8.97), находим:

что и требовалось доказать.

Итак, если условия (8.99) и (8.100) выполнены, то фильтр
в середине полосы пропускания, положение которой в спектре
определяется равенством (8.97), просветлен как внешне, так и

внутренне. Тогда, как вытекает из формул (8.96) и (8.101),

/)просв. (8.105)
тах ' '

Из этой формулы, в частности, вытекает, что коэффициент от-

ражения просветленного фильтра в середине полосы пропуска-
ния равен нулю. В самом деле, так как при наличии полного —

как внешнего, так и внутреннего — просветления, согласно об-
щей теории (см. § 32),

л

= е 2ФI _ ]

то, с учетом (8.105), .4'7) —l, т. е. 7? —O. Этот результат
есть частный случай общего свойства двусторонне просветлен-
ных пленок. См. теорему 8 § 16.

Нам остается теперь сравнить просветленный фильтр с непро-

светленным, чтобы определить выгоду просветления. Просветле-
ние увеличивает Ртах', но, кроме того, оно влияет и на ширину

полосы пропускания. Поэтому сравним сначала .значения Ртах,
а затем значения ширины полосы пропускания у просветленного
и непросветленного фильтров.

Коэффициент пропускания непросветленного фильтра в мак-

симуме получим из общей формулы (8.98), если подставим

А/Р1 вместо Лl2/Рl2 и учтем, что .41/7)l= ей дцs«° —1. Здесь
5Л вообще говоря, отлично от s*; различие обусловлено отли-

чием показателя преломления п 0 ограничивающей стеклянной

УО?- е*(Ц12-У12) — _

/?12

и\е~ а'1еч <
2 811 ф1

(8.103)

Отсюда сразу вытекает:

ег(2а+2а',) — |
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пластинки (являющейся подложкой для слоя I в случае отсут-
ствия просветления) от показателя преломления п.l слоя I. При-
ближенно, согласно (8.64), имеет место формула:

Поs?=щsl. (8.106)

(8.108)

Это отношение показывает, во сколько раз просветление увели-
чивает коэффициент пропускания фильтра.

Во-вторых, найдем влияние просветления на ширину полосы

пропускания. Из формулы (8.96) вытекает следующая формула
для относительной полуширины полосы пропускания:

I +
Оl2Ал

(8.109)
Л

, I X(яр 4- Рl2 — Уl2) •
-

р
—

где р — порядок интерференции в промежуточном слое. Эта

формула верна в пренебрежении дисперсией величины Ц12
— Тl 2 .

Так как нам важна здесь лишь качественная оценка и так как

мы будем пренебрегать дисперсией рl 2
— Тl 2 в обоих случаях

(т. е. без просветления и при наличии просветления), то это

пренебрежение не является существенным.
Если фильтр просветлен, то, как вытекает из формулы

(8.103) (или из формул (8.15)),

= (8.110)0 12
У '

следовательно,

(8.111)

Если же просветления нет, то в формуле (8.109) следует заме-

нить р.12 — Уl2 на р° —V® и положить

1 + —■
— ей <р + 51;

Итак, из (8.98) имеем:

1
(8.107)—

шах (сЬф! +_5») 2 ■

Отсюда и из формулы (8.105) вытекает:

р. проев.
Ь'шах —/С Ь ГО _|_ 5») 2е -2д>

2)непросв -
1*

тах

/ дх \ зЬ ф1

\ X .' проев. (лр |112 — Т12)
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2 УЛ, 2УI - ОДсЬф, + 5")

О1 /л

Следовательно,

(8.112)
Для качественной оценки можно положить

Яр 4- Цl2 — Уl2 ~ тер + — V®;

это равенство выполняется хорошо в особенности тогда, если р
достаточно велико. Тогда

По формулам (8.111) — (8.113) можно судить о влиянии про-
светления на ширину полосы пропускания.

Рассмотрим, наконец, численный пример для иллюстрации
теории. Показатель преломления металлических слоев примем

равным т] —6с = 0,2 — 3,6/ (серебро); показатель преломления

промежуточного (срединного) слоя пусть равен п — 1,35; воз-

можной малостью этого значения достигается возможное увели-
чение 77'1, что, по формуле (8.111), влечет за собой сужение по-

лосы пропускания просветленного фильтра (при прочих равных
условиях). Показатель преломления стеклянных пластинок сде-
лаем равным По = 1,65. Наконец, показатель преломления слоя I
играет роль только при выборе прослойки 2 (чтобы удовлетво-

рялось условие просветления (8.100)). Так как легче реализу-
ются малые значения Т? 2,

то 5! должно быть возможно мало.

Поэтому п\ должно быть возможно велико. Примем пт = 2,3.

Л1 металлических слоев. На рис. 37 даны графики величин— ■
с/ 1

и

Р,(сЬ Ф. + $?) —

2Уl~о7сй;+з»у

2у/?12
вместо

п
в формулу войдет тогда

Лл \ Р1(сЬ <р14-51)

Л (лр 4~ |А® — V® ) • 2 ]/1 —(сП <р { 4“ *^°
1
)

лл
пр„ с».

_

25,1 ф^ 1 -Ч («Ьф, + 5») (8.113)

ЛА-непросв. Оу (сП ф { ~Ь )

Результаты вычислений
проев.

Ь'тпах =

.
-непросв.

= е~ 2<�> и Р тах = Р при-
ведены в виде графиков на рис. 36 в зависимости от толщины



176

пропорциональных, согласно (8.111) и (8.112), ширине полосы

пропускания просветленного и непросветленного фильтров. Из

этих результатов можно сделать, прежде всего, следующие вы-

воды:

= 0,0489; в этом случае Ртах™ = 0,843 и Ртах*
003

= 0,482,
А

а ширина полосы пропускания не изменяется (напомним, что

1) Если —0,0489, то просветление дает
А

выигрыш в ин-

тенсивности и в то же время сужает полосу пропускания. Наи-
больший выигрыш интенсивности (в 1,75 раз) имеет место при
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оценка ширины полосы пропускания у нас приближенна). Если

/11
же —■ 0,0489, то выигрыш интенсивности меньше, но зато

Л

имеется выигрыш в ширине полосы пропускания.

/11
2) Если —>0,0489, то просветление дает выигрыш в интен-

Л

сивности, но ширина полосы пропускания несколько увеличива-

ется. Увеличение ширины полосы пропускания оказывается наи-

Л
большим при -у-

= 0,094, именно, в 2,36 раза. Выигрыш же в ин-

тенсивности растет с ~ монотонно. При —

= 0,094 он равен

0,457 : 0,067 = 6,8.

Приведем небольшую таблицу, показывающую зависимость

эффективности просветления в этом смысле. Очевидно, этот

способ оценки эффективности просветления применим не только

В связи с приведенными данными может возникнуть следую-

щий вопрос. Если при ~ > 0,0489 ширина полосы пропускания
Л

в результате просветления увеличивается, то нельзя ли сделать

непросветленный фильтр с такой же (увеличенной) шириной по-

лосы пропускания и с таким же коэффициентом пропускания,

взяв для этого более тонкие металлические слои. Если бы это

было возможно, то, очевидно, просветление при 0,0489

было бы бесполезно. Но на самом деле это не так. Если мы пу-

тем уменьшения толщины металлических слоев сделаем непро-

светленный фильтр с такой же шириной полосы пропускания,

то, если только толщина Л» не слишком велика, его коэффициент

пропускания будет все же несколько меньше, чем у просветлен-

ного фильтра. Например, пусть ~ — 0,094. Тогда = 0,125.

А Н
То же значение 0,125 имеет при ——

= 0,0569. Но при ■— =

Л Л

= 0,094 ОХ"’= 0,457, а при = 0,0569 р“ТС "

= 0,387.

Следовательно, остается выигрыш в интенсивности, равный

0,457:0,387 = 1,18.

при —> 0,0489, но и при
1 X
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0,02 3,56 0,974 0,274
0,03 2,37 0,941 0,397
0,04 1,96 0,895 0,458

0,83'60,05 1,73 0,484
0,06 1,57 0,766 0,488
0,07 1,44 0,684 0,474
0,08 1,33 0,593 0,446

0,497 0,4060,09 1,22
0,10 1,12 0,399 0,356
0,11 1,02 0,305 0,299
0,12 0,92 0,219 0,238

В этой таблице Л'l/Л зависит от Лl/Х, как описано выше, со-

гласно формуле:

\ 5Ь ф! /А1 \

Из таблицы видно, что наилучший эффект просветление дает

при малых толщинах металлических слоев *. Эффективность

просветления уменьшается с ростом толщины и при -— = 0,11
Л

вообще исчезает. Однако, при столь большой толщине коэффи-
циент пропускания падает до ~ 0,3, так что подобный фильтр
вообще мало пригоден.

Чтобы завершить исследование просветления светофильтра
типа Фабри—Перо, нам следует рассмотреть еще один вопрос.
Для просветления необходима непоглощающая прослойка I Д- 2

(см. рис. 35), причем должно выполняться условие просветле-
ния (8.100). Так как, вообще говоря, требуемое значение Т? 2 ока-

зывается по этому условию довольно большим, то может воз-

никнуть вопрос: нельзя ли в качестве зеркала взять только ди-

электрическую прослойку с таким же коэффициентом отраже-
ния. Тогда мы имели бы чисто диэлектрический фильтр, коэффи-
циент пропускания которого был бы равен (по крайней мере

теоретически) единице, и, может быть, ширина полосы пропу-
скания его тоже была бы достаточно мала.

Однако, это не так. Ширина полосы пропускания такого

* Конечно, здесь нужно иметь в виду, что при очень малых толщинах

начинают сильно сказываться неоднородности в структуре слоев, так что

наша теория становится вообще в таком виде неприменимой.

Л'1
проев.

Отах (А1А)
проев.

вепросв. / А 1 \

X X /)иепросв

тах
(ЛЛ/Х)

Ошах (™1А) \ х /

0,0669
0,0560
0,0510
0,0487
0,0484
0,0496
0,0519
0,0553
0,0595
0,0645
0,0703



фильтра была бы значительно больше *. В самом деле, ширину

полосы пропускания чисто диэлектрического фильтра мы полу-
чим из общей формулы (8.109), заменив в ней 7?1 2 ->7?2, Аг->/>2
и Лl2 ->O, а также Ц1 2 —>Цг и \’l2->\’2. Сделав это, получим (с
учетом (8.100)):

ДХ зЬ ср*

X {7l(лр + цз — Уг)
(8.114)

Здесь (Л зависит от показателя преломления пт слоя I. Чтобы

Т?2 было возможно мало, следует сделать пг возможно большим

(в нашем примере выше мы положили Пт = 2,3). Но тогда (Л

* Подчеркнем еще раз, что это заключение не является окончательным,

так как мы не учитываем дисперсии фазовых сдвигов ц и V; однако, ниже-

следующие соображения являются несомненно полезными и при более деталь-

ном изучении этого вопроса.

12*

будет мало, а —— в формуле (8.114) велико. Сравнивая эту
Л

формулу с формулой (8.111), видим, что ширина полосы про-

пускания чисто диэлектрического фильтра больше, чем у просвет-

ленного металлодиэлектрического, в -ту— раз. Грубо прибли-
жу 1

женно (см. формулы (8.64) — (8.68)) можно считать его отно-

Пт „

шение равным —. Следовательно, чисто диэлектрическим
п

фильтр имеет более широкую полосу пропускания.
Конечно, это не значит, что металлодиэлектрический фильтр

лучше чисто диэлектрического. Последний имеет более высокий

коэффициент пропускания, а если увеличить коэффициент от-

ражения диэлектрических зеркал, то и полоса пропускания его

станет гораздо уже. Тем не менее, из вышеизложенных сообра-
жений может быть сделан вывод, что оба типа фильтров имеют

свои преимущества и оба заслуживают дальнейшего изучения
с целью более точного определения их свойств. Тогда может

оказаться, что в зависимости от конкретных условий более вы-

годным явится тот или другой тип. В частности, мы не затраги-
вали здесь вопроса о влиянии дисперсии фазовых сдвигов на

характеристики фильтров. Мы не рассматривали также вообще

вопроса о контрастности фильтра. Возможно, что металлоди-

электрический фильтр имеет в этом отношении преимущества
по сравнению с диэлектрическим, так как быстрое ухудшение

условий просветления при изменении длины волны должно при-
вести к падению прозрачности. Однако, этих вопросов мы ка-

саться не будем, так как нас интересовал здесь только вопрос
о принципиальных возможностях просветления. Все остальные

связанные с конструированием светофильтров, заслуживают все-

стороннего рассмотрения в другом месте.
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ГЛАВА ДЕВЯТАЯ

СВЕТОФИЛЬТРЫ С НАРУШЕННЫМ ПОЛНЫМ

ОТРАЖЕНИЕМ

§ 36. Основные формулы

Основным элементом в любой конструкции узкополосного
интерференционного светофильтра являются сильноотражающие

зеркала, число которых должно быть не меньше двух. В каче-

стве зеркал используются или простые полупрозрачные метал-

лические слои, или диэлектрические многослойные зеркала. Воз-
можно также, как показано в конце предыдущей главы, приме-
нение комбинированных металлодиэлектрических просветленных

зеркал.
Особым типом узкополосных светофильтров являются свето-

фильтры, в которых используется нарушенное полное отраже-
ние. Зеркалами в таких фильтрах служат тонкие диэлектриче-
ские слои, в которых выполнено условие полного отражения,
т. е. п<пО ßlпйо. Ясно, что, в отличие от светофильтров прочих

типов, угол падения должен быть здесь обязательно отличен от

нуля. Поэтому ограничивающие среды в таком фильтре оформ-
ляются в виде двух стеклянных призм, между которыми нахо-

Рис. 38. Схема светофильтра с нарушен-
ным полным отражением.
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дится пленка (см. рис. 38). В простейшем случае пленка состоит

из трех слоев. Крайние из них являются зеркалами, на которых

происходит нарушенное полное отражение.

Впервые светофильтр с нарушенным полным отражением был

предложен, по-видимому, в работе [73]. Данные о фильтрах
этого типа можно найти также в работах [4B] и [74 —77]. Об-

зор см. в книге Г. В. Розенберга ([26], стр. 519—526).
Поскольку все слои в светофильтре с нарушенным полным

отражением являются диэлектрическими, то, по крайней мере

теоретически, коэффициент пропускания фильтра в максимуме
должен быть равен единице. Формулу (8.96) можно для такого

фильтра переписать в виде (напомним, что фильтр мы считаем

симметричным):

1
.

. 4/?1
.

= 1 +-oг~$1п2 (а —И* + VI) (9-1)

Отсюда вытекает кажущаяся весьма заманчивой теоретиче-

ская возможность получения светофильтра со сколь угодно уз-
кой полосой пропускания при сохранении коэффициента пропус-
кания равным (или, по крайней мере, близким) единице. Прак-
тика не оправдала, однако, этих надежд. Оказалось, что коэф-
фициент пропускания получается действительно довольно высо-

ким и близким к единице, но только тогда, если полноотра-
жающие слои не слишком толсты. При дальнейшем увеличении

толщины этих слоев ширина полосы пропускания перестает

уменьшаться, а коэффициент пропускания резко падает, при-
ближаясь к нулю. Фильтр становится, таким образом, почти

совсем непрозрачным. Причина этого явления искалась раньше

в неоднородностях толщин слоев. Лишь недавно Л. В. Иогансен

в ряде работ [78 —83] показал, что основная причина имеет со-

всем иной характер. Мы имеем дело здесь со своеобразным
краевым эффектом, резко ограничивающим пропускание при

увеличении толщины полноотражающих слоев выше некоторого
предела. Этот эффект имеет принципиальный характер, так что

его нельзя устранить никаким усовершенствованием технологии

изготовления слоев.

* Здесь и в дальнейшем мы называем слой полноотражающим, под-

разумевая под этим выполнение условия Пl<иоBlП'Оо, хотя на самом деле

отражение на слое полным не является.

где индекс 1 относится к одному зеркалу, т. е. в простейшем
случае к одному полноотражающему слою *, и притом в случае,
когда свет падает на него изнутри, т. е. из промежуточного слоя.

Очевидно, полоса пропускания будет тем уже, чем больше ко-

эффициент отражения и чем меньше коэффициент пропуска-
ния = 1 —Это значит, что чем толще полноотражающие

слои, тем уже полоса пропускания.
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Тем не менее, светофильтры на основе полного отражения
имеют немалый практический интерес, так как они могут дать

для многих применений достаточно узкие полосы пропускания.
В нижеследующем мы будем, предполагая толщину полноотра-
жающих слоев не слишком большой, пренебрегать краевыми
эффектами, исследованными Л. В. Иогансеном. Будем также

пренебрегать поглощением, вследствие его малости. Тогда

4-Р == 1, и формулу (9.1) можно переписать в виде:

К
•2/ 1 \

77
=

75г
5ш2 (« — + VI).

и

(9.2)

Устранение дублетной структуры полосы пропускания, т. е.

сведение обеих компонент в одну полосу, возможно или с по-

мощью анизотропных слоев [77], или путем применения, вме-

сто трехслойной пленки с двумя полноотражающими слоями,
более сложной системы слоев, содержащей два или больше пол-

ноотражающих слоев. Этот последний метод был обоснован

теоретически автором настоящей монографии (см. [4, 5, 8]).
В настоящей главе мы изложим эту теорию. Представляется
вероятным, что этот способ легче осуществить на практике, чем

первый, так как он не требует применения анизотропных слоев.

В нижеследующем будем предполагать для простоты, что

срединный промежуточный слой фильтра имеет такой же пока-

затель преломления /г, как и ограничивающие призмы. Это усло-
вие в принципе легко выполнимо на практике. Оно делает пол-

ноотражающий слой в простейшем случае трехслойного фильтра
симметричным. Напишем несколько важнейших формул, относя-

щихся к трехслойному фильтру (обладающему, как пояснено

выше, дублетной структурой).

Независимо от сделанных только что упрощающих пред-
положений фильтр с полным отражением имеет еще один су-
щественный недостаток. Он состоит в том, что коэффициент
пропускания зависит от поляризации падающего света. Эта осо-

бенность присуща всем вообще интерференционным системам, в

которых угол падения отличен от нуля. Величины 7?1, Ц1 и п

в формуле (9.2) зависят от поляризации, и поэтому максимум

пропускания фильтра приходится для двух поляризаций на раз-
ные длины волн. В результате этого фильтр имеет в спектре
вместо одной полосы пропускания две, каждая из которых име-

ет лишь половинную интенсивность; в одной из них свет поля-

ризован параллельно плоскости падения, а в другой — перпен-

дикулярно плоскости падения. Это явление, называемое дублет-
ной структурой полосы пропускания, очевидно, нежелательно,
так как уменьшает вдвое светосилу фильтра, и, кроме того, тре-

бует применения анализатора или другого фильтра для подав-

ления ненужной компоненты.
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Обозначив амплитудный коэффициент отражения на границе
призма/полноотражающий слой через сгр (р — сдвиг фазы при
полном отражении), будем иметь амплитудный коэффициент
пропускания равным

е’ ( 2 4)у2 8Ш е

(см. формулы (1.13) и (1.14)). Отсюда по формулам Власова
(2.6) легко находим:

I зЬу
а* ==

—

, (9.3)
81П р

' 7

Ь1
— сЬу 4- (9.4)

где

V= Ыц }п 2 51п 20 —п2 (9.5)

(напомним, что индекс 1 относится к полноотражающему слою,
п означает показатель преломления призм и срединного слоя,
а О — угол падения). Формулы (9.3) и (9.4) можно переписать
в виде:

зЬ . л
а х = МI = "

81П р 2 (9.6)

и

ск у
—

СОЗ VI
(9.7)

где

Iап VI = — (9.8)

Теперь из формул (9.6) и (9.7) вытекает

/?1 8Й2 2у
/)“ 4 81П 2

(_) СО8 2
VI

(9.9)

Следовательно, подставляя в (9.2), имеем:

Я зИ2 2у соз 2 (а + V})
О 81П 22 СО5 2 VI

(9.10)

Существует несколько способов устранения дублетной струк-
туры без применения анизотропных слоев. Сначала мы рассмот-

рим тот из них, где число полноотражающих слоев остается

равным двум.

Наличие дублетной структуры полосы пропускания вытекает из

того обстоятельства, что р, а, следовательно, и зависят от

поляризации.
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§ 37. Влияние пленок на сдвиг фазы при полном отражении

Результаты этого параграфа найдут себе применение для

синтеза светофильтра с двумя полноотражающими слоями, не

имеющего дублетной структуры полосы пропускания.

Задача состоит в том, чтобы сделать фазовый сдвиг при пол-

ном отражении одинаковым для обеих поляризаций. Отметим,
что здесь идет речь о ненарушенном полном отражении. Сде-
лать фазовый сдвиг при полном отражении одинаковым для

обеих поляризаций, как впервые показал Лости [B4, 85], можно

путем помещения на границе, где происходит полное отражение,

промежуточного слоя, на котором полное отражение не имеет

места. Мы изложим здесь теорию Лости в более простом и бо-

лее общем виде, как она была опубликована в статье автора
[9].

Обозначим коэффициент отражения на границе двух сред

через

г = (9.11)

где р зависит от поляризации согласно формулам (1.13)

4>„ зИ2р
(ап ——- = —-—-—

,2 8Ш 2%

е.
Iап —= 111 р (ап

(9.12)

и

, „

ПоBlПОо
СП 8 =

п
(9.13)

Здесь индекс 0 относится к первой среде, а вторая среда ин-

декса не имеет.

Пусть теперь между обеими средами помещена одно- или

многослойная пленка. Примем, что ни в одном слое этой пленки

не выполняется условие полного отражения. Очевидно, отраже-

ние остается полным после введения пленки; но амплитудный
коэффициент отражения, вообще говоря, изменяется. Вычисление

изменившегося сдвига фазы целесообразно вести на основе фор-
мулы Власова (2.5) для отражения, преобразовав ее к такому

виду, где сдвиг фазы фигурирует явно, как непосредственно вы-

числяемая величина.

*Р т-1
_

Гт-I,т + е^~2ат)

I + Гт-I,тпе1(рп»- аат)
(9.14)

Перенумеровав слои пленки в направлении падения света,

как обычно, индексами 1, 2, ....
Л7

,
напишем формулу (2.5) в

виде: . 1
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(здесь для краткости опущен второй индекс N Д- 1 у р т__l и р т ).
Отсюда

Первый множитель правой части обозначим через ут -I,т, так

что, согласно формулам (1.20) и (2.15),

(9-16)
г. е

(9.17)

Тогда формула (9.15) примет вид:

Iап — Ут—л,т Iапу —— — (1 т I . (9.18)

Это и есть преобразованная рекуррентная формула. Вычисляя

по ней последовательно р.у-1, р.у-2, •• • , получим наконец р O,
что

и является искомым сдвигом фазы при отражении на данной
пленке.

Для теории светофильтров нам будет нужен лишь простей-
ший случай, когда пленка однослойна. Потребуем, чтобы

е’ =е„-. (9.19)

Это условие удовлетворяется тогда и только тогда, если

„ ,
( е"1 1 /о? \

»"м‘ап \-2 а'l =^,‘ агЛ~2 (9.20)

/ е°l \
\и2(ап — м2 (ап—— /1ап 2

аl —

I 61 \
— (п.2 — д2) \ 1 —lап —lап—— ) Iап си Ч-

/ 1
+ \ Л

o
lап Т

" Iап ~ (9.21)

1 — е
грп1 -‘

_

1 — г
т_ 1>т 1 —

(9.15)
1 4- е

гРт~ 1 1 -}- гт-1>т
1 4-

Ут—1,т
щ — 1,ш

8Ш 2От )
1Г< =

т— 1,т 81П 2$т_1

1а п <Ьп._1
=

'7т-А,т 1ап От
>

Подставляя сюда вместои из формул (9.17)_
находим:
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Так как (ап сч должно быть вещественно, то условие (9.19) вы-

полнимо тогда и только тогда, если

I е. а, Г
(л* — л2 ) 2^1 —4 ап-^-Iап——/ —

Это неравенство равносильно следующему

Здесь

я
(11

су (9.23)

Тогда

е", е}
«?‘ап — = пуал —

как вытекает из (9.21) или непосредственно из (9.20) с учетом
(9.17). Отсюда

П1 = 1/ппo . (9.25)

Неравенство (9.22) при этом выборе толщины и показателя

преломления слоя приводится к виду:

[п о (п + по)Blп — 2п2 ] (9.26)

откуда видно, что если

( о“1 \ I е“1 \
4 \ п 2 (ап п2 (ап / I и2 (ап п 2 (ап / 0.

\ 1 2 ° 2 7 \. о 2 1 2 '

‘ап
з

=

|По —П1|
2и 0П1

(9.22)

е11
,— со8 01 Уп2

0
81П

2 Оо — п 2

(9.23)‘ап
2

-

Гч 81П2 01

При любых значениях п0,
п, п\ и Фо, удовлетворяющих неравен-

ству (9.22), можно найти из уравнения (9.21) такие два зна-

чения «1, при которых имеет место равенство (9.19).
Наиболее простое решение получается тогда, если один из

корней уравнения (9.21) обращается в бесконечность, т. е. если

51П
2 Фо =

2п2

(9.27)
По(п-\-По) ’

Л Л
то корень щ = является двойным. Вообще же выбор угла
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падения остается произвольным; он должен только удовлетво-

рять условию полного отражения

•

а
П

81П Оо > —

п 0

(9.28)

и требованию

.

~
1/ п

81П Фо < I/
,

Г По
(9.29)

которое гарантирует невыполнение условия полного отражения
в слое. Легко убедиться, что выбор (9.27) удовлетворяет обоим

этим требованиям.
Из вышеизложенного ясно, что одного слоя достаточно для

существенного изменения фазового сдвига при полном отраже-
нии (см. также [B4, 85]). Еще больше возможностей предостав-

ляет для этого многослойная пленка. Однако, в интересах тео-

рии интерференционных светофильтров однослойная пленка яв-

ляется вполне достаточной.

§ 38. Интерференционный светофильтр с нарушенным полным

отражением и без дублетной структуры полосы пропускания

Каждое из двух зеркал корректированного фильтра состоит

из трех слоев; обозначим такое трехслойное зеркало индексом 3.

Тогда, учитывая также симметричность зеркал, следует формулу
(9.2) переписать в виде

Результаты предыдущего параграфа могут найти непосредст-
венное применение для устранения дублетной структуры полосы

пропускания светофильтра с нарушенным полным отражением.
В самом деле, фазовый сдвиг при полном отражении может

быть сделан одинаковым для обеих поляризаций путем введе-

ния на границе, где происходит полное отражение, надлежащим

образом подобранного слоя. Назовем этот слой корректирую-

щим. Чтобы сделать полосу пропускания светофильтра, содер-
жащего два полноотражающих слоя, независимой от поляриза-

ции, нужно ввести в него четыре корректирующих слоя — по

одному с обеих сторон каждого из двух полноотражающих сло-

ев. Такой корректированный светофильтр будет, следовательно,

содержать семь слоев. Если обозначим по-прежнему показатель

преломления ограничивающих призм и центрального промежу-
точного слоя через п, показатель преломления полноотражаю-
щих слоев через а для показателей преломления корректи-

рующих слоев примем обозначение П&, то схема фильтра будет
иметь вид Соответствующий рисунок дан

под рис. 39.
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Рис. 39. Схема светофильтра с корректирую-
щими слоями.

К 4/?3
2

, .
-р=-^ГСО8

2 (а4-тз). (9.30)

п

Чтобы найти
у— и уз, нужно вычислить аз и 6 3 . С помощью

основной формулы (2.19) находим:

аз —
——— (ск 2а зк V 4- зк 2а зк усоз 2аь соз пи

81П

4- зЬ 2г/ сЬ у 8Ш 2«л 81П Ок) (9.31)
и

Ь 3 =— — [сЬ у соз 2аь зт ць —зку зт 2ш< соз дь 4-
31П рл

4- I(зк 2и зк у 4- ск 2у зк у соз 2ай соз р/< 4~ ск 2у ск у зт 2ак зт рь) ].
(9.32)

Здесь у означает величину из формулы (9.5), есть сдвиг фазы
при полном отражении из корректирующего слоя на полноот-

ражающем слое, а V определено согласно формулам (1.21) на

границе исходной среды и корректирующего слоя. Кроме того,

ак
— кп к Нк соз Фд. (9.33)

Как мы видели в предыдущем параграфе, наиболее простое

решение, уравнивающее сдвиги фаз для обеих поляризаций,

получается при а/г =
. Поэтому положим и здесь

л
аЛ =у-

Тогда формулы (9.31) и (9.32) принимают вид:

I зИ V
а 3 —

——— (сЬ 2у —зЬ 2о соз р&)
8Ш р*

(9.34)
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(9.35)

Отсюда находим прежде всего у 3:

1к ■у
|ап Уз = —

:
—— (811 2у — с!1 2У СОЗ Ра) ,

81П Ой
(9.36)

л Зл

Для упрощения этой формулы положим

, б бл л б
с1? -=-еМап-, я, (9.37)

(9.38)

Следовательно, формула (9.36) принимает вид

Iапу3 — 111усl§р, —• <уз < (9.39)

а формулы (9.34) и (9.35) превращаются в следующие

I 8Ш V

аз = т
—

Е

81П ()
(9.40)

и

(9.41)

Из этих формул сразу имеем:

= |азo3|2 =
1)2 ' 4 81П 2

() СО8 2
V.?

(9.42)

Подставляя это выражение в формулу (9.30), находим:

(9.43)

Ьз = -У* V
(зЬ 2V — сП 2у соз оь) — ск V.

зтрь

где, согласно формулам (9.16) и (9.18), р есть не что иное, как

измененный, благодаря корректирующему слою, сдвиг фазы при
полном (не нарушенном) отражении, имеющем место при паде-

нии луча из среды с показателем преломления п на среду с по-

казателем преломления Из (9.37) следует:

с!1 2V — зк 2V соз ед —

8ш ед

81п е

зк 2а — ск 2V соз ел = —

, 1-
. , , ску

Оз = —сп у — 1 ап у сш о =
— • е

С08 'Уз

к зк 2 2у соз
2 (а -{- \’з)

о 81П2 еСО82
Тз
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Сравнивая полученный результат с формулой (9.10), видим,
что обе формулы имеют совершенно одинаковый вид. Разница
состоит только в том, что фаза VI заменилась на Vз; кроме того,

р означает теперь корректированный сдвиг фазы при полном

отражении. Соотношение (9.39) между Vз и корректированным р
в точности совпадает с соотношением (9.8) между V* и некор-

релированным р (не считая различия в том, что VI может на-

ходиться в первой или четвертой, а Vз во второй или третьей чет-

верти). Формулы (9.40) и (9.41) также вполне аналогичны фор-
мулам (9.6) и (9.7).

Остается сформулировать последнее условие отсутствия дуб-
летной структуры. Для отсутствия дублетной структуры необхо-

димо лишь, чтобы р (и, в силу этого, также Vз) было одинако-

вым для обеих поляризаций. Но условием для этого является

равенство

пк = Уп,Пl, (9.44)

как вытекает из формулы (9.37) и как было найдено уже в

предыдущем параграфе (в других обозначениях). Если это

условие выполнено, то формула (9.37) получает вид:

СОЗ О' Уп 2
81П

2 О' —п 2

с1 я =
-

6 2 П1 — ПBlП2 0'
(9.45)

откуда

Тогда

п,(п -{- «!)

П1
СОЗ О = ;

П — П1

}п(п 2«1)
81П 0 = — ! —

п -н П1

(9.48)

.

0 П1 — М81П
/0 4А1

О1 1 1 . ——
, .

2 (п — П1)81П$

Числитель этого выражения равен Л1С032 Фй. Поэтому, если

близко к 90°, то-- близко к 180° и о близко к нулю. Этот случай

важен в том отношении, что, согласно формуле (9.43), чем мень-

ше 8Ш р, тем уже полоса пропускания. Некоторое значение

имеет тот частный случай,
<71/

когда решение является

двойным (см. 9.27)). В наших теперешних обозначениях это

имеет место при

$т
2 Ф =

2М1
(9-47)
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В следующем параграфе рассмотрим основные характеристики
светофильтра описанной конструкции.

§ 39. Основные характеристики корректированного

светофильтра с нарушенным полным отражением

В этом параграфе мы продолжим рассмотрение описанного

в предыдущем параграфе светофильтра с нарушенным полным

отражением, дублетная структура полосы пропускания которого

устранена путем введения корректирующих слоев. Рассмотрим
следующие вопросы. Найдем, во-первых,, ширину полосы про-

пускания и ее контрастность, а также рассмотрим зависимость

этих характеристик от поляризации; во-вторых, исследуем влия-

ние небольших изменений угла падения на полосу пропускания.
Последний вопрос важен в том отношении, что чем менее чув-
ствителен фильтр к этим изменениям, тем более он пригоден

для широкоугольных пучков.
Найдем прежде всего полуширину полосы пропускания. Ис-

ходим из формулы (9.43):

В середине полосы пропускания

(2т + 1)л
« + '”=

2
(9.49)

ДХ . Да

к а

пропорционально а изменяются также у

Соответствующее изменение уз

означает полуширину полосы п

(9.50)

теняются также у и щ, т. е.

д7 =

° I (9.51)
.

Да* — .

а I

:нение у3 обозначим через Дуз. Если ДХ

полосы пропускания, то при таком изме-

я зЬ2 2у соз2 (а 4- "Уз)
о

~

8Ш 2
0 СО8 2

"Уз

где т - положительное целое число. Для той длины волны,

которая удовлетворяет этому равенству, имеет место условие
я;

аА==
2

и вытекающие отсюда соотношения (9.37) —(9.39). При

изменении длины волны на Ал изменяется и а на Да, причем
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о

нении должно быть —

—
1. Следовательно,

—. -

2

5Ь 2

\— (Ла + Лгз) 2 =l.
8Ш 2 () С082 ч>з

(9.52)

Чтобы ВЫЧИСЛИТЬ Д\?з, вспомним, что

Iш(Ь3 )
\’з = агсlап '• '■

Ке(дз)
Отсюда

(9.53)

В эту формулу следует подставить выражения для Ке(63) и

Iт(6з) из формулы (9.32), где зависящими от длины волны ве-

личинами являются у и ай. После дифференцирования следует

л
„

положить ай — ту .
Таким образом находим:

Целесообразно исключить отсюда V с помощью (9.37), учиты-
вая также (9.38) и (9.39). Результат таков:

АХ

к

81П р СОB Уз

(9.57)

Не(&з)Л 1т(Ь3)— 1т(63)Л Ке(6 3)
Л'3_

Ке 2 (*з) + 1т2 (6 3)

Атз = [СЙ 2
у 81П2

(Э/г + ЗЙ 2 у (зЙ 2у — СЙ 2у СОЗ ()&) 2 ]~‘ •

{зш 2й(соз р*сй 2о — зй 2у) Ау+2[зй 2
у (ей 2о — соз рь зй 2о) +

4- зш
2 ()ьсй2у]Аа4 (9.54)

81П 2\7з
.

81'п2\7з , СО8
2

ТЗ \
жАVз = —т-т—Ду —21 -

. а Т——. I Лаь.
8Й 2у \ 8к2у '

81П () 81П рк /

Отсюда и из формул (9.50) — (9.52) находим:

(9.55)

ДХ 8Ш р СОЗ “Уз

,
(9.56)

X 8к2у(а 5—
— — лс1§рь)\ 81П р 81П рк /

или, исключая вновь в знаменателе уз с помощью (9.39),

'

зЬ2гГа+
■* 8' П2°

-

2л 8Ш р (сП2 V 4- С08 р С08 2к) ]
сЬ 2у — сов 2р 81прь(ск2-у — соз2р) ■*
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Из этой формулы видно, что ширина полосы пропускания
зависит от поляризации (гак как рй зависит от поляризации).
Однако, эта зависимость слаба, так как в формуле (9.57) пер-
вый член в квадратных скобках может быть сделан значительно

превосходящим остальные два члена. К тому же, так как р на-

ходится в четвертой четверти, эти два члена имеют противопо-
ложные знаки. Следовательно, в известном приближении,

ДА
~

8Ш ЦСOB УЗ

Л а 8к 2у
(9.58)

Можно также с помощью надлежащего выбора параметров
фильтра совершенно устранить зависимость от поляризации в

формуле (9.57). Для этого нужно подставить в последний член

знаменателя известные выражения для ой. (для обеих поляриза-
ций), а также р (и.з формулы (9.46)), и затем приравнять вы-

ражение для параллельной поляризации тому же выражению
для перпендикулярной поляризации. Не останавливаясь на со-

вершенно элементарных вычислениях, приведем результат:

(9.59)

Эю — условие независимости ширины полосы пропускания от

поляризации.

Тогда

К зИ2у
О 2 8Ш

2
()СО8

2
'Уз

Отсюда видно, что хорошая контрастность достигается выбором
достаточной толщины полноотражающих слоев. Однако, чрез-
мерное увеличение толщины этих слоев ведет, как известно, к

резкому падению коэффициента пропускания (см. об этом выше,
в § 36). Поэтому в интересах контрастности полезно, чтобы зшд
был возможно мал.

Перейдем, наконец, к рассмотрению вопроса о влиянии, ко-

торое оказывают на местоположение полосы пропускания в

спектре небольшие отклонения угла падения от главного значе-

ния, на которое фильтр рассчитан. Для этого следует положить

Да4~Дуз =O, где Да и Ду 3 зависят от изменения волнового

числа Д/г и от изменения угла падения ДО.
Найдем прежде всего Дуз- В отличие от формулы (9.54) мы

,
2

2(П 2
8Ш

2 Ф —«1) («1 — П8Ш
2 Ф)

(п — П1) [п(п + М1)81п 2 г
<> — 2п2 ]

Рассмотрим, далее, вопрос о

полосы пропускания положим, как

контрастности фильтра. Вне

среднее, < Оо “р УЗ) 2 '



194

должны теперь варьировать не только у и ак ,
но также у и

поскольку эти величины тоже зависят от угла падения. Поль-
зуясь опять общей формулой (9.53) и учитывая выражения
(9.34) и (9.35), находим (после исключения у):

(9.60)

(9.61)

(9.62)

По поводу последней формулы отметим, что она не зависит от

поляризации; поэтому, если выполнено условие (9.59), то изме-

нение угла падения вызывает независимое от поляризации сме-

щение полосы пропускания. Далее, нужно учесть, что

Да =
-

а
а Iап OДI% (9.64)

Подставляя все эти выражения в равенство

Ла -}- = О,

получаем следующее соотношение:

= Ау _ 2 / 8Ш 2у3 СО543 1лП1 -и3
8к2у к 8Й 2у

С
г

81П 2 81П ел /

81П 2л7з /
л .

4 &1’ 4
СОЗ у \ 2 зш /

Первые два члена правой части этой формулы совпадают, ко-

нечно, с правой частью формулы (9.55). Далее следует выра-
зить Ду и Да А через \к и Д&, а Ду и Др Л только через ДФ. Эти

формулы таковы (причем учитывается, что аь = и пь =

= у/пП1):

уЛ/г , уп2 81П 1) СОЗ ФДО
/ду к 1 П2 81П2^ — П 2 ’

А
П &к Л П 81П 0 СО8 ФДФ

Дал —
—. • _-— — • — ■ ■

2 к 2 П1 — ПЗШ 2 Ф

Ду 1
(п — П1) 2 (П1 -|- п 8ш 2,0)1ап ФДФ

(9.63)
2з1пдл 2(«1 — П81П 2 г*}) (п2

81п
2<01 — п2 )

ДА ДФ / ДуМ 2 81П ФС08 О ( „
П 81П О СОЗ О

• Л л
(I

П1 — п 81пЦА а + Ду + Вл 1 м2 81п2,д' — и 2

(п —П1) 2 (П1 -}- П81п
2 #)1апф

2 (п< — п 81П2 г*}) (и 2 8Ш 2 Ф— И2 )
(9.65)
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где для сокращения записи положено:

(9.66)

(9.67)

(9.68)

Легко видеть, что всегда С> 0 и В> 0, тогда как А может

быть как положительным, так и отрицательным. Из формулы
(9.65) видно, что отклонение ДО' сильно влияет на положение по-

лосы пропускания, так как все члены в числителе и знаменателе

правой части этой формулы положительны, кроме, быть может,

члена, содержащего А. Этот член, однако, мал по сравнению с

другими, так как А содержит в знаменателе BЙ2у.
Итак, наш фильтр мало пригоден для широкоугольных пуч-

ков. Полоса пропускания для таких пучков должна заметно

расплываться. Это свойство является, повидимому, общим для
всех светофильтров, использующих явление полного отражения.
Однако, компенсация дублетности, если условие (9.59) выпол-

нено, сохраняется и в случае широкоугольного пучка (конечно,
в известных пределах).

§ 40. Другие варианты светофильтров с нарушенным полным

отражением

Кроме рассмотренного в предыдущих двух параграфах спо-

соба устранения дублетной структуры в светофильтрах с нару-
шенным полным отражением, изложим здесь кратко еще два

возможных метода. В отличие от первого варианта число пол-

ноотражающих слоев должно быть в этих вариантах больше
двух. Они были предложены впервые в статьях автора [4]
и [s].

Рассмотрим сначала второй из них (см. [s]). Фильтр этого

типа состоит из т одинаковых полноотражающих слоев (с пока-

зателем преломления /й), разделенных т — 1 одинаковыми про-

межуточными слоями, показатель преломления п которых при-
мем для простоты равным показателю преломления ограничи-
вающих призм, между которым заключена вся эта (2т —1) —

слойная пленка. Схема такого фильтра с т = 3 показана на

рис. 40.

Чтобы найти основные характеристики фильтра этого типа,

.
81п2уз

зк2у ’

С
5* п 2уз

С08 у

Г> АК
•

Х *

2 ш у 81П дъ

Я
ГТ

нужно вычислить величину . Для этого нужно найти мат-
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рицу Р (см. § 4) этой пленки. Удобнее всего провести вычис-

ление Р следующим образом.
Добавим мысленно с обеих сторон к пленке по одному слою,

выделив их из вещества призм, с толщиной, равной половине

толщины промежуточных (не полноотражающих) слоев. Все

промежуточные слои разделим каждый на два слоя одинаковой
толщины. Тогда наша пленка (вместе с добавленными слоями)
окажется состоящей из т одинаковых частей, каждая из кото-

торых содержит по одному полноотражающему слою, обрамлен-
ному двумя одинаковыми не полноотражающими слоями. Сле-
довательно, согласно основной формуле (2.11), учитывая также,
что между упомянутыми частями отсутствуют промежуточные
слои, имеем:

а = кпН соз О, (9.71)

(9.72)-у = Мц }п2
8Ш

2 О — п 2 ,

Рис. 40.

г = м( СтМ /
3

\

а

2 / ’
(9.69),

где Гз относится к одной трехслойной части. Согласно той же

основной формуле и формулам (1.12) и: (1-14),

/ <а / <р ’ р \
Р

1 | е 2

2 81п р |
0 1

<а 1
1е 2

1 гр

е 2

<Р По е-у ]
\ о е 2 / \ е 2 е 2 /

/ * р »р \ / га
(9.70)

1 е
2

—е
2

1 I 6 2 0

1 *р <р 1 га I

\—е 2 е 2 / \ 0 е

где, как и ранее, р есть сдвиг фазы при полном отражении на

границе сред с показателями преломления п и П1,
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К и /11 — толщины слоев и О — угол падения. Перемножая
матрицы, находим:

с / Ьз а3 \
Рз= I Г* / ,\ аз Оз/

то

Рз — (Ьз+ Ьз)Рз — Е, (9.74)

где Е — единичная матрица. Иначе, обозначив

Ьз 4-
- = СOB 0 (9.75)

имеем

Ез = 2 соз 0 • Е — Е. (9.76)

Продолжая умножать на Р3, приходим к формуле:

г™
— (sт-I(СOSв)Е — (9.77)

где, по определению,
81П/П0

<3»-‘<СОBв) = (9.78)

причем, как отсюда вытекает,

Формула (9.77) легко доказывается методом полной индукции.
Теперь на основании формул (9.69), (9.77) и (9.78) находим:

81П/И0
а = ~—l —■ Ъ"

81П е 81П0
(9.80)

Фактически нам нужна для дальнейшего только величина а.

Из формулы (9.80) следует:

г,-
1 (81П У СЙ у 4“ * СО8 р 8Й у) —1 8Й у к

Г 3 . 1
81П 9 | 1 8Йу е

_’“(51П е СЙу —1 СО8 р 8Й у) Д
(9.73)

Теперь нужно
что, так как

возвести Р 3 в т-ую степень. Для этого заметим,,

<2й+ 1 (С08 0) = 2 С08 6 • фк (С08 0) — С1к-1 (С08 0). (9.79)

и

Ь = е~ <а ( соз (сЬ V зт а+зЬ у соз а р)•

> (9.81)

где

соз 0 = сЬ у соз а — зИ у зт а р. (9.82)
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/?К 3112
у ЗШ 2 ШO

О 81П 2
р 31П 2 0

(9.83)

Для того, чтобы наша система имела свойства фильтра, не-

обходимо, чтобы при некоторой длине волны было 7? — 0. Это
возможно только в том случае, если 0 вещественно, т. е. если

{сЬусоза — зИ уBlп < 1. (9.84)

Пусть это условие выполнено. Тогда необходимым и достаточ-

ным условием для — 0 является равенство:

е =—,
т

(9.85)

где I есть любое целое положительное число, не делящееся на

т, причем, не ограничивая общности, можно, очевидно, считать,
что I < иг. Итак, должно быть

ск у соз а—зИ у 81п а о = соз —

,

О < I < т.

(9.86)

Далее, наш фильтр должен иметь полосу пропускания без дуб-
летной структуры. Такая возможность существует, на самом

деле, благодаря тому, что условию (9.86) можно удовлетворить
при одной и той же длине волны (т. е. при одних и тех же зна-

чениях а и у) для обеих поляризаций. Двум значениям р будут
тогда соответствовать два различных значения /. Очевидно, это

возможно только при т 3, так как при т— 2 I может иметь

только одно значение, именно / — 1. Это согласуется с извест-

ным фактом, что дублетная структура полосы пропускания про-
стейшего трехслойного фильтра неустранима.

Удобнее всего выбирать два значения /, соответствующие
двум различным поляризациям, так, чтобы их сумма была рав-
на т. Тогда, если обозначим два значения р через р1 и р2,

то из

формулы (9.86) получим:

(9.87)

Из этих двух равенств можно получить соотношения, опреде-
ляющие необходимые толщины слоев (т. е. величины а и у) при

заданных угле падения и показателях преломления слоев.

Прежде всего, складывая формулы (9.87), находим

сЬусоза — зКузтп ас(го1 = саз —,
т

сЬ -у соз а — зк у 81п а 02 — —соз —,

л .
гп.

0</< т
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01 + р2 =2сШу а. (9.88>

(9.89)

С(е е
1
=

п2( 8Ш
2 0)4-Л1

2п соз О ]/п 2 ею 2 О — п 2

имеем

4п*П СОЗ О ум2 81П 2 О — п2

1Н у Таи а =
—

г
(и 2 + п2 ) [2п2

— (п 2 + п 2 )81п 2 е]
(9.90)

Во-вторых, перемножая формулы (9.87) и учитывая
(9.88), находим:

вновь

8к 2
у 81П2

Ц

/л
ск2

у СО8
2
« — СО8

2
—

' т

4п2ПI СО8
2 Ф (П 2 8Ш 2 О—Пl )

[ (СО82 О — 81П 2 Ф) П2 4" Я2 ] [п4 СО8 2 О— П4 81П2 Ф 4~ п2П
1
]

(9.91)

Отсюда и из (9.90) нетрудно вычислить:

(9.92)

где верхний знак берется в случае sШа>o, а нижний в случае

81па<0. Наиболее простой выбор а таков:

а = -у(2р+l), (9.93)

где р 0 — целое число. Этот выбор, согласно формуле (9.90),
требует, чтобы

8Ш 2 О = “ГТТ • (9.94)
п.

2 4- п2

Подставляя сюда вместо с(§ 51 и с1^р2 выражения

„
П1

4
СО8

2 17 — П 4 8Ш 2 Ф 4" л2^1
2

2п 2п со8 & ул2 зтЧ> — л2

0 |П2 5Ш2 0 — л2 /л
5П V 5Ш С1 — “1“ ■ ■;■■“■ ” '

Л

’ СОэ ■
(п2

— п2 ) 2 8Ш 2 '0 т

.

-и
< П* + 12п *~ + п 0 51п2 0] /я

СП у СОЗ а = ± т-г о~А с05

(п 2
— п*) 2 81П 2 0 т
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В этом случае, согласно (9.88),

+ о-ь = 180°, (9.95)

и.з формул (9.86) и (9.89) тогда имеем:

(9.96)

Наконец, вычислим полуширину АЛ полосы пропускания. Из

формулы (9.83) следует:

= -1С

sь"‘в-’ <9'97)

где А© — изменение 0 при изменении Л на АЛ. Из (9.86) сле-

дует:

IД6I = IДа| —■У l С‘ 1
,

(9.98)
11 1 I 51П0 а

где двойной знак соответствует двум поляризациям. Чтобы по-

луширина была для обеих поляризаций возможно одинакова,

следует сделать

> СЭ-8
- «1.

а

АOl = -|Аа
81П а 1

и

2 81П
2 0 51Пе

Д“l = тзЬ2т~ • (9.99)

то

АЛ 4 81п 2 вBтд
Л

~

лт(2р + I)BЬ2у
(9.100)

Здесь, согласно (9.96),

2ппl
81П 0 =

—— -

П 2 Н-П2
(9.101)

2ПП1 /л
Ы1 у 1с111 О| СОо

1 1 т и 2
— и 2 т

1

Для этого нужно сделать р в формуле (9.93) достаточно боль-

шим. Так как, согласно (9.96), т0 Уже ПР И Р = 3

можно в (9.98) пренебречь первым членом в скобках по срав-
нению с + 1. Тогда

,

Да Ал
Наконец, так как =

а Л
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(9.102)

Следовательно, угол падения должен быть возможно велик, т

также возможно велико, а I следует выбирать равным единице.

Конечно, слишком большие значения О невыгодны, но, напри-,

мер, при т— 6 (одиннадцатислойный фильтр) и О = 70° по-

лучим:

зЬ2 у соз2 30°
~

З1п 2
р соз 4 70°

~

что дает довольно хорошую контрастность.

Переходим ко второму варианту (см. [4]). В этом варианте

фильтр состоит из семи слоев, из которых четыре — одинаковые

полноотражающие слои. Но в отличие от предыдущего вариан-
та, три промежуточных не полноотражающих слоя неодинаковы.

Одинаковы только два крайних, а срединный слой отличен от

них. Мы примем здесь все-таки для простоты, что все промежу-
точные слои имеют одинаковый показатель преломления п, и

он равен показателю преломления ограничивающих призм. Но

толщина И' срединного слоя отлична от толщины К двух других
промежуточных слоев. Схема фильтра показана на рис. 41.

Рис. 41.

Относительно контрастности светофильтра этого типа следует
ат 2 т&

заметить, что так как множитель —т— —• в
81П 2 0 (9.83) имеет мак-

симумы порядка единицы (кроме /и2), то, в интересах контраст-

зЬу
ности, . должно быть достаточно велико. Но из (9.94) и

51П о у '

(9.96) вытекает, что

зку

1л.
СОЗ

гп

/л
СОЗ —

т

8Ш 2 СОЗ о соз 2
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п

Вычислим
&

для фильтра такой конструкции. Ясно, что его

можно рассматривать как совокупность двух простейших одина-

ковых симметричных трехслойных фильтров с промежуточным
слоем между ними. Эти трехслойные пленки являются, таким

образом, двумя зеркалами для всего семислойного фильтра.
Следовательно, согласно формулам (2.13), имеем:

а' = кпН'соBs (9.104)
и О' — угол падения.

Из (9.103) следует:

4 = -^-ео®2(“' + «). (9.105)

Эта формула по виду совпадает, конечно, с формулой (9.30)
(см. § 38), но 7?з, -Оз и Vз имеют здесь иные значения, поскольку
зеркала у нашего семислойного фильтра имеют другой состав.

Для а3 и Ь 3, согласно тем же основным формулам (2.13)„
легко находим:

I зЬ 2у соз(а + VI)
аз = :

81П () СОЗ VI
(9.106)

и

Ь3 — | (сЬ 2
у -|- зЬ2

V с1§2 р) е*<в+У ') + в“*<®+у|>| (9.107)

где

<ап VI =Ш у сl§ е, —(9.108)

(как и в формуле (9.8)); а, у и р означают те же величины, как

и ранее, в формулах (9.71), (9.72) и (9.89). Из формулы (9.107)
вытекает:

«уз = VI + агс!ап
* аП

~

* (9.109)
1 + ■5-г—-

-81П 2 б

= 1 4- а 3а 3,
находим:

а — а 3 (Ьзе*а
'

+ &*е~га'), (9.103)

где индекс 3 относится к трехслойному зеркалу,

Кз « 1
Подставляя в формулу (9 105) — и

п —&з&з—

к
_

о

4 зЬ2 2у /

8Ш 2 рСО82 У1 \
1 1 5^2 2усоз2 (д 4- У1) \

• о 9 /
81П 2 ()СО52 У1 /

X соз2 (а 4- \1) сой2 (а/

4* \'з). (9.110)
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Возможность устранения дублетной структуры полосы про-
пускания явствует по этой формуле из того, что мы можем сде-

лать для одной какой-либо поляризации соз(а4-VI) =O, а для

другой соз (а'4- Vз) = 0 при одной и той же длине волны. Здесь
возможны разнообразные варианты. Рассмотрим из них про-
стейший. Пусть в середине полосы пропускания, общей для

обеих поляризаций, соз а = соз а' = 0, т. е.

а =

„
(9.111)

а' =

где I и Г — неотрицательные целые числа. Пусть, далее,
соз (а 4~ V? 1) = 0 и соз (а' 4~ Vз-^) =O, так что

(ап V 1!, =О,
. 1 А (9.112)(ап = 0. ' '

Первое из этих условий выполняется, согласно равенству
(9.108), тогда и только тогда, если

е" = 90°. (9.113)

Чтобы найти рl, воспользуемся формулами

р» п \п2 8Ш2 О — п2

(ап
2 п 2 СОЗ О

(9.114)
р

1 Уп2 зт2 О — п2

(ап
2 «2 СОЗ $

Первая из них при рН = 90° дает:

П2 (п 2 4- П 2 )
81П =

и 4 л4
(9.115)

а из второй получается

Р
х л2

‘ап (9116)

Выбор угла падения, удовлетворяющего условию (9.115), гаран-

тирует, таким образом, выполнение первого условия (9.112),
причем рП ир

1 определяются формулами (9.113) и (9.116). Да-
лее, посмотрим, что нужно для выполнения второго условия
(9.112). Из этого условия и формулы (9.109) следует:
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то, с учетом (9.108), находим:

(I+-^Т-)‘Н 2

Решая это уравнение относительно 811 у, находим:

,
Iап о 1

яп у =
—

У2
(9.118)

или, согласно (9.116)
2 2,7т-

п Пl|2
зЬ у =

— -

’
и4

—

(9.119)

Это равенство определяет толщину полноотражающнх слоев,

необходимую для выполнения второго условия (9.112).
Если оба условия выполнены, то формула (9.110) принимает

более простой вид. Чтобы сделать это упрощение, нужно знать

еще VI
х и уз ll

-
Эти величины получаются сразу из формул

(9.108) и (9.109), с учетом формул (9.118) и (9.119):
. 4 4

. 1 П — Пу
1апV* =—

—

—

— —

сП у УЧ Уп8 + п 8

(9.120)

и

II

-у|| = -I
.

3
—

2
(9.121)

Подставляя все эти данные в формулу (9.110), находим:

/К\« 32п‘п
1‘(п“+«?)

2/ , 111

\ О / ( П4_ П4)4
1

1
7

= 4 зИ 2 2у сов
2 (а + V") (9.122)

и

/ Я X 1 B(п^п^) 2 (п 8

I— / = соз 2 (а' -
1
- V,

1 ) =\ р / ( Л4_ П4)4
' 3

1ап (а 4~
+ —-1- = 0,

1 1 2 зп 2 у

81П
2

р±

а так как, согласно первому условию (9.111),

1ап(а 4- = — (9.117)
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= 8 ей 2 уей 2у со8
2 (а'4~ . (9.123)

Заметим, однако, что мы могли бы в изложенном варианте

переставить поляризации; т. е. положив (9.111), сделать вместо

соз(а 4~ VI11) =0 и соB(а'4~ 1 ) —
0 наоборот:

соз(а -Ь V-}-) = О,

СoB(а'+тй
3
) =O.

Тогда получился бы другой вариант, сходный с вышеизложен-

ным. Именно, вместо формул (9.112), (9.113), (9.115) — (9.118)
и (9.120) — (9.123) мы имели бы следующие формулы (приво-
дим их без подробного вывода, так как все выкладки здесь со-

вершенно аналогичны предыдущим):

*а

ап"Со°; <9124>

е
±
= 90°; (9.125)

2‘ . 2

5,п

= 4;
2

(9.126)

(9.127)

Iап (а 4- Vl') = —сl§V®; (9.128)

Iап@;| п
2
ПIУ2

§Ь у = г~ — :
У2 и4 —п\

(9.129)

п
4
— и

4

(ап Vя
=

—

1 ]/2 сП у ]/2 Ун8 4- п 8

=
.

3 — 2

/ /? V B(п* + п4) 2 (п 8 + п\)
(__) =—2 1

— со8 2(а' + г») =

\ /) / („4_ П4)4 3'

= 8сИ2
у ск2у со8 2 (а' + VI!

3
);

(9.130)

(9.131)

(9.132)

/ /? \ 1 32п 4/г 4 (и 8 4- п\)
1
—

)
= —— соз 2 (а + V/) =

\ /) / (П4_ 77 4 )4
у 1
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= 4 зЬ2 2у соз 2 (а 4- V!1 ). (9.133)

Таким образом, этот второй вариант кажется равноценным пер-

вому. Все-таки он на самом деле несколько хуже, так как в нем

угол падения (ср. (9.126) и (9.115)) должен быть больше, а это

невыгодно.

А (Да 4- Ду) = 1,
откуда

Ал 1

Л
.

/
, . йх \

аА( 1 -{-—г- I
\ аа /

(9.134)

В этой формуле у а и V пока отсутствуют индексы. Перейдем
к конкретному вычислению.

1-ый вариант. Для параллельной поляризации из формул
(9.108) и (9.113) имеем сД1Н»0; следовательно,

Для перпендикулярной поляризации из формулы (9.109) сле-

дует:
= -

. ( I+~^^) [l+ип2(а+у
‘
l)lх

(I.+ )
2

+ 1апг (а + у 1 )
\ 8Ш

2
()

± / 1

X + — 4^
П
l~ТУ

Iап (“ +

Подставляя сюда вытекающее из (9.108) выражение

СО8
2 у}бГу

б/у 1 = г

1 ск 2
у

и учитывая формулы (9.116), (9.117), (9.119) и (9.120), нахо-

дим после довольно громоздких, но простых выкладок:

Наконец, вычислим полуширину полосы пропускания. По-
добно тому, как было сделано в § 39, обозначив временно коэф-
фициент перед соз

2 (а-|-т) в формулах (9.122), (9.123), (9.132)
и (9.133) через А2

, находим:

(п'-п}) г

X 7
2азИу 2л(2/4-1)п 2п2у2(п8 4-п«)



(9.136)

Отсюда и из формулы (9.134), с учетом (9.111), следует:

( Ы. V (и
4 —и?) 2

\ . / / п* ~\
+ Г + 1 + Х.__± (П 4 _|_ п|)lТ(п« + /г«)

(9.137)
2-ой вариант. Совершенно аналогично, как и в предыдущем

варианте, находим: во-первых, вместо (9.136) формулу

4 4

, „
П —ПI ,

= —— +
3

(9.138)

и

/ Л/. X 1

=

(п'-п}) 2

\ '

2я(2l+
(9.140)

и, во-вторых, вместо (9.135) и (9.137) следующие выражения:

/ ДА \» (п
4

— п{) 2

Л
2л (/ + /'+! —•

\ л

п, — Н1 \

П2/1“ / (п 4 п 4)у2(п8 4- «р

(9.139)

у и 4
— п4

В формулах (9.137) и (9.139) член можно счи-

л п2п2

тать малым по сравнению с 1 4~ 1' + 1, так как, согласно фор-

г'2 -у

муле (9.119), этот член равен < 1,
л 8п у

,
а 1 и 1' целесооб-

разно выбирать не слишком малыми, чтобы получить достаточ-

но узкую полосу пропускания. Если пренебречь этим членом, то

сравнение значений полуширины для обеих поляризаций дает

в первом варианте

Дк«

ДА 1

1 + Г 1 п
4
4- и?

21 4- 1 пгп 2
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во втором наоборот. Далее, так как грубо приближенно

п* 4- п4

—- «2,
П2П 2

то

/ ЛМ \±* 21' 4- 1
(—-) ~ 1 . (9.141)
\ Ал 1 / 2/ + 1 !

/

Следовательно, чтобы для обеих поляризаций ширина полосы

пропускания была возможно одинаковой, необходимо выбирать
/' значительно меньшим, чем I.

■ Что касается контрастности фильтра описанной конструк-
ции, то она, как видно из формул (9.122) и (9.123), тем больг

ше, чем меньше разность п — Вместе с тем, чем меньше эта

разность, тем уже полоса пропускания. Однако, уменьшение
П — п х влечет за собой увеличение угла падения, что невыгодно.

Это является главным недостатком светофильтров рассматри-
ваемого типа. Для смягчения этого недостатка можно рекомен-

довать двойной фильтр, т. е. такой, который состоит из двух

(некогерентных) фильтров этого типа, причем один из них вы-

полняется в первом варианте, а другой — во втором. Такой

двойной фильтр должен, очевидно, иметь повышенную конт-

растносдъ. Кроме того, он обладает еще двумя преимуществами:
1) ширина полосы пропускания становится одинаковой для

рбеих поляризаций независимо от выбора 1 и 2) побочные

максимумы пропускания должны в нем эффективно подавлять-

ся, так как они для двух компонентов двойного фильтра не сов-

падают.
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ГЛАВА ДЕСЯТАЯ

НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ПРИМЕНЕНИЯ

ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ ПЛЕНОК

§ 41. Интерференционный поляризатор

В течение последних 20 —25 лет получили распространение

интерференционные поляризаторы, которые, по сравнению с по-

ляризаторами других типов (поляризационные призмы, полярои-
ды), обладают рядом преимуществ. Главное из них состоит в

том, что они могут быть изготовлены не только для видимой, но

и для инфракрасной области спектра, где поляризаторы других
типов неприменимы (см. обзор в [26] или [B6]). Как известно,
частичная поляризация света имеет место уже при отражении
от простой границы раздела (например, при падении света на

поверхность стекла). Если угол падения равен углу Брюстера,
то отраженный свет поляризован полностью, а прошедший ча-

стично. Интенсивность отраженного света может быть увеличена

путем нанесения на поверхность стекла однослойной или много-

слойной пленки. Чтобы сделать такой поляризатор эффектив-
ным также в проходящем свете, берется стопа стеклянных пла-

стинок, покрытых с обеих сторон пленками. Подобные поляри-

заторы описаны, например, в статье [B7]; теорию же поляриза-
торов этого типа можно найти в статье [BB].

Наряду с интерференционными поляризаторами типа стопы

употребляются интерференционные поляризаторы другого типа.

Они состоят из двух одинаковых (или неодинаковых) равнобед-
ренных треугольных стеклянных призм. На боковую грань, соот-

ветствующую основанию треугольника, наносится многослойная

пленка, которая затем закрывается другой призмой. Такого
типа поляризаторы описаны в статьях [89 —91]; обзор дан в

[26] и [B6]. Достаточно полная и подробная теория поляриза-

торов типа призмы развита впервые в статье автора [l2]. В

нижеследующем изложении мы и будем придерживаться этой
статьи.
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Следует сказать, что между обоими типами интерференцион-
ных поляризаторов — типа стопы и типа призмы — нет глубо-
кой принципиальной разницы. Стеклянная пластинка с нанесен-

ной на одну ее сторону (многослойной) пленкой вполне подобна
по своему действию поляризатору типа призмы. И в том, и в

другом случае существенным является наличие интерференции
в слоях пленки. Разница состоит лишь в том, что в поляриза-

торе типа стопы поверхность стекла покрывается обычно только

одним слоем, причем недостаточное поляризующее действие (в
проходящем свете) этой пленки компенсируется применением
нескольких пленок (несколько пластинок, покрытых пленками с

обеих сторон). Интерференция между этими отдельными плен-

ками отсутствует. Наоборот, в поляризаторе типа призмы име-

ется только одна поляризующая пленка, но, будучи многослой-

ной, она обладает достаточным поляризующим действием. Ко-
нечно, ничто не мешает еще более повысить эффективность по-

ляризатора типа призмы, располагая последовательно два или

больше таких поляризаторов. Мы имели бы тогда поляризатор
в виде «стопы призм», объединяющий в себе оба описанных

типа.

Из сказанного вытекает, что излагаемая ниже теория поля-

ризатора типа призмы применима в принципе и к поляризатору
типа стопы. Поэтому мы вовсе не будем рассматривать поляри-

заторы типа стопы. Зато особое внимание обратим на ахрома-
тичность поляризатора.

Примем в качестве исходного условия равенство

ак = коПъкъ соз Ой — , (Ю.l)

фиксирующее толщины всех слоев. Здесь ко = есть волновое

число в середине выбранного интервала спектра. Это условие,
как хорошо известно, является обычным в упрощенной задаче

синтеза, где толщины слоев фиксируются и поставленную цель

стараются достигнуть путем надлежащего выбора показателей

преломления слоев. Почти во всех задачах синтеза, рассмотрен-
ных в предыдущих главах, мы пользовались таким же выбором
толщин слоев. Как будет показано ниже, условие (10.1), дей-
ствительно, приводит к хорошим результатам, причем, конечно,
остается открытым вопрос о варьировании толщин слоев с целью

получить еще более эффективный поляризатор.

При Л = Ло коэффициенты отражения для компонент, поля-

ризованных параллельно и перпендикулярно плоскости падения,

выражаются, как известно, очень простыми формулами. Для их

написания целесообразно использовать здесь понятие эффектив-
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ных показателей преломления слоев и ограничивающих сред.
Это понятие использовалось многими авторами; в частности, оно

сформулировано в статье [92]. Проще всего оно вытекает из

наших формул (3.25) и (3.26). Ясно, что если положим

соз О У/? 2 —п2 зш 2 О
0

п ъ = =
,

п п 2

(Ю.2)
п 1

= п СОЗ $ = У«2 —П2 8Ш2 ф

то, заменив показатели преломления п эффективными показате-

лями преломления «И и л
l

, получим пленку, действующую при

нормальном падении света (при тех же значениях а) так же,
как данная пленка действует при наклонном падении.

Формулы для 7?Н и У? 1 имеют (при Л, = Лю, т. е. когда все а

равны ) следующим вид:

(Ю.З)

(Ю.4)

(10.5)

(Ю.6)

где п = Пх+ 1 иN=2т -г 1 в первых двух иN= 2т в послед-
них двух формулах, а I\l, как и везде, означает число слоев.

Потребуем, чтобы 7?И =0 и У? 1 1. Из первого условия, со-

гласно первой формуле (10.2), находим:

(П 2
—П

2
BШ 2 й

O
) (п 2 —П2 81П 2 О

0
). . .(П — П2 81П2^

0 )

(П 2 -П2 61П2 #
0
) (П2

- Л2 BlП2 О
0 ). . .(п - П2

BlП
2 «

0
)

ПоП2 (П2П4 . .
.П 2тп )4

(ПIП 3 . .
.П 2т+l) 4 СОB ОоУ«2 —П2

8т
2 Фо

(Ю.7)

если Л/ = 2т 4- 1 и

РЯ
. .

т+1
)2

—

• • •
П!Ъ

2т
) 2

2т+1

.

- • П
2т+1

)а + П""о< .
.
.П п

2т
) 2

=у
2тп+1

. .п
1 )
2т'

2 - 2

1 (п
1‘"|--- П

2т+1
) 2 +'1

0
П1 ('»з П

4
• • - )2т'

2
?

№ =

2т

) 2 12т ’

2

1 «'(«■«",. ■."и.1
)2 +^(п«п'4 ...П>1 )22т’

Р± —

Л^(пХпХ...пА
1_ 1

)2_ га 1(п1П 1..’■ )
2т ’

•>

Л
2?п п х (л^л|... Л^_,) 2 + (п±п± . . У

2т ’
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(«2— Л? 8 ‘п2 О«) («;—«2 51П 2 О
O
)- • -("к —«2 s‘П г »

o
)

(”?— «2
51П

2 «
0
) (П2

3
— П 2 BlПг д

0 ). . -(«V,— Пг
O

ЗШ2 *
o )

(10.8)'

если N = 2т

Выражения (10.4) и (10.6) для 7? 1
приводятся с помощью

этих формул и второй формулы (10.2) к виду:

Для выполнения условия 7? 1 1 нужно, чтобы все п с нечетным

индексом были возможно велики, а все п с четным индексом

возможно малы, или же наоборот. Отсюда вытекает, что наи-

более выгодно иметь двухкомпонентную пленку, т. е.

щ = п3 =
...

и п2 =
—

Тогда условия (10.7) и (10.8) перепишутся в следующей форме:

/ 2 2 • 2 гч \ Т7l

(и 2 — По 81П Оо) пап
гпТ

(Ю.П)

(п 2
— П 2

0
81П2^

0
)т П2п^т СОЗ Ф

о

(10.12)
N — 2т,

а формулы (10.9) и (10.10) примут вид:

(10.13)

(10.14)

'еи*и)°$

°р.ги18?и—

гг/Д?
**•

_Г («1«3- • .«2т+1) 4 —«0«
2

(/г2«4. • -«2т) 4 Г
/ 1 п а\

2тп+1
~ [ (П1Пз ф _ .

П2т+1) 4 + « 2 « 2 («2«4 . • . «2т) 4 1 ’ (Ю.У)

р< Г «2 («1«3- • .«2т-1) 4 —«о(«2«4- . .«2т) 4 ]2

НО 10Ъ
2т

~ 1 «2 («1«3 •
•

• «2т-1) 4 +. П2
0

(П2 . . . Пгт) 4 ]

(п2
— П 2 81П 2 -Й’

о
) т+1 С08 <>

0
Улг 2

— П 2 81П 2 О
0

N = 2т + 1,

(П| П 2 5 1п2 й
0 ) т П

0
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2
П УП2 П
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8^П2
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4тп+* 2 2 4п» \2

П I / п 1 — П0 П П2 у
2тп4-1 у _!_ /

Чп =1
, 2 4т 2 4т .
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п П1 — п0 п 2 у
п2п\т + п 2пк ™ /
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Выведенные условия достаточны для того, чтобы пленка

действовала как эффективный поляризатор при определенной
длине волны, А = Ао, при которой, согласно (10.1), все а равны

л;
—. Однако, от поляризатора обычно требуется, чтобы он был

применим в некотором более или менее широком спектраль-
ном интервале. Можно убедиться, что поляризатор, синтезиро-
ванный с выполнением условия (10.11) или (10.12), имеет, в

самом деле, хорошую ахроматичность. Для этого достаточно

рассмотреть численный пример.

Выберем первый вариант из четырех упомянутых выше. Он

представляется наиболее выгодным, хотя остальные мало ему
уступают. Пусть п— п 0 и 1% = 45°. Выберем, далее, п l = 1,35
и п 2 = 2,3. Возьмем девятислойную пленку, т. е. положим

т = 4. Тогда формула (10.11) дает:

(2п 2
— п2 п 2 п™

(2п 2
— п 2 ) 5

=

п 2O
(10.15)

Решая это уравнение относительно п,, находим

п = 1,627. (10.16)

Таков должен быть показатель преломления призм.

7?||
= 0,0132(з1п 9а 4~ 51п асоз 2а соз 4а) 2 (10.17)

и

— 369,2 — 696,2 соз 2а 4~ 587,1 соз 4а —

— 439,3 соз 6а + 288,5 соз 8а — 163,2соз 10а 4-

77,0 соз 12а — 28,6соз 14а + 7,48 соз 16а —

— 1,01 соз 18а, (10.18)

которые можно получить с помощью любой из расчетных фор-
мул § 8. Результаты вычислений даны в нижеследующей таб-

лице:

Условие 7? 1 1 требует, очевидно, чтобы «1 < п 2 ИЛИ п 2.

Таким образом, имеем

1) П1 «С п2,
N = 2т 1;

всего четыре основных варианта:

2) п ± » п 2,
N =: 2т + 1; 3) П1 < п 2,

,У = 2т; 4) щ п 2,
N = 2т.

Для вычисления коэффициентов отражения и пропускания
Д 1 и в зависимости от спектральной переменной о. восполь-

зуемся формулами:
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(10.19)

Из таблицы видно, что в интервале 65° а 115°, соответ-

ствующим интервалу 700 пт А 395 пт, т. е. всему види-

мому спектру, степень поляризации в отраженном свете откло-

няется от единицы не более чем на 0,032, а степень поляриза-

ции в проходящем свете не более чем на 0,025. Понятно, что

тот же интервал значений а соответствует почти полной октаве

и в любой другой спектральной области.

Как было уже отмечено выше, дальнейшее повышение эф-
фективности поляризатора в проходящем свете возможно путем

пропускания света через две последовательно расположенные

поляризующие прослойки. Аналогично, чтобы повысить степень

поляризации отраженного света, целесообразно поставить на

пути отраженного света второй поляризатор, работающий на

отражение, или, еще лучше, на пропускание.

Заметим, наконец, что, согласно формулам (10.11) и (10.12),.
значения показателей преломления призм нужно выбирать в

зависимости от угла падения. В предыдущем примере мы вы-

брали п= По и О'о= 45°. Очевидно, можно выбрать также

п п 0 иОо =/= 45°. Таким образом, наша теория допускает боль-

а° Ря Ро

90 99,96 100,00 1,000 0,999
85;95 99,96 99.94 0,999 0,999
80; 100 99,94 99,34 0,987 0,999
75; 105 99,89 98,35 0,968 0,998
70; 110 99,70 98,35 0,967 0,994
65; 115 98,75 99,52 0,990 0,975
60; 120 88,02 99,94 0,999 0,786

Величины и означают здесь степени поляризации, т. е.

_Я±-_ДИ

рп 7)» +

Если бы мы выбрали вместо первого второй вариант, т. е.

положили бы в формуле (10.15) П\ = 2,3 и п2 — 1,35, то нашли

бы п
— 1,666. В этом случае значения РИ были бы несколько

ниже приведенных в таблице (кроме РН = 100% при а = 90°),
а значения были бы еще ближе к единице, чем в первом

варианте (так, при а — 90° было бы /?- = 99,98%). Поэтому вто-

рой вариант был бы предпочтительнее лишь в том случае, если

поляризатор предназначается для более узкой области спектра.
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шое количество частных вариантов. Все они дают фактически
сходные результаты, и выбор того или другого зависит во мно-

гом от конкретных условий.

§ 42. Несимметричные зеркала

В качестве последнего применения интерференционных пле-

нок рассмотрим в этом параграфе вопрос о синтезе несиммет-

ричных зеркал (см. [l7], [2s]). Несимметричным зеркалом на-

зывается такое двустороннее зеркало, коэффициент пропуска-
ния которого отличен от нуля, а коэффициент отражения с

обеих сторон неодинаков, т. е. 7? 7?'. Соответственно, коэффи-
циент поглощения имеет также с обеих сторон неодинаковые

значения, причем всегда

Я^Д—Д'. (10.20)

Так как при отсутствии поглощения 7? = /?', то несимметричное

зеркало должно содержать в своем составе хотя бы один погло-

щающий слой.

Несимметричные зеркала могут найти применение для имита-

ции несимметричного пропускания. Хотя на самом деле всегда

Р = Р', при неодинаковой и отчасти даже при одинаковой осве-

щенности с обеих сторон неодинаковость отражательной способ-
ности может создать иллюзию прозрачности зеркала в одном и

непрозрачности его в обратном направлении. Кроме того, с по-

мощью несимметричных зеркал можно изготовить узкополосные
отражательные светофильтры. Некоторые результаты, относя-

щиеся к таким фильтрам, содержатся в статьях [6B], [93] и

[94]. Ряд общих данных о несимметричных зеркалах можно

найти также в работах [67], [9s] и [96]. Однако, во всех этих

работах отсутствует полная количественная теория. Впервые
такая теория была развита в статьях автора [l7] и [2s]. Ее мы

образно рассматривать состоящей из трех частей, из которых
здесь с некоторыми дополнениями и изложим.

Так как многослойная пленка, представляющая собой несим-

метричное зеркало, должна быть поглощающей, то ее целесо-

только средняя является поглощающей *.

Обозначим ограничивающие среды индексами 0 и 3, а два

непоглощающих промежуточных слоя, разделяющих упомяну-
тые части, индексами 1 и 2. Тогда эти три части можно обозна-

чить индексами 01, 12 и 23. Подобное же двухиндексное обозна-
чение применимо и для частей 02 и 13, объединяющих по две

* Средняя часть может, конечно, содержать и непоглощающие слои, а

поглощающих слоев может быть более одного; важно только то, чтобы вне

этой части поглощающих слоев не было.
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Рис. 42. Схема несимметричного зеркала.

вышеупомянутых части. Схема пленки показана на рис. 42. Для
обозначения обратного направления падения света мы будем
вместо штриха пользоваться здесь теми же индексами, напи-

санными в обратном порядке (например, 20 и т. д.).
Итак, задача заключается в синтезе тонкой пленки, такой,

чтобы, положим, 7?оз и Азо были возможно малы, а Д3O и Л 0з

возможно велики. К решению этой задачи можно подойти двумя

путями. Мы можем потребовать, во-первых, минимума Л
3O , или,

во-вторых, минимума 7?оз. Фактически, как увидим ниже, второй
подход дает лучший результат.

Рассмотрим сначала все-таки первый вариант. Минимум Лзо
(при заданном коэффициенте пропускания 1)03 = Дзо О) озна-

чает просветленность пленки в направлении 3->O. Для этого,
как известно (см. §§ 29 и 30), должны быть выполнены сле-

дующие условия:

соз(2щ -р 021 — рю + \-'ю) — —1 (10.21)
и

Ню =

2‘
■ (10.22)

021 4~ 8П ф

(здесь ф l2 = ф2l = фоз — фзо = ф). Первое из этих условий тре-

бует (при заданной прослойке 12) надлежащего выбора первого

промежуточного слоя, а второе — надлежащего выбора непогло-

щающей прослойки 10. Заметим, что на второй промежуточный
слой и на прослойку 23 пока никаких условий не наклады-

вается.

Формулы для коэффициентов отражения, пропускания и по-

глощения получим следующим образом. Из наличия просветле-
ния в силу теоремы 7 из § 16 вытекает:

«30 — Озов *?,
*
откуда

= —азoе-<г.
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Это дает:

#3o
е

Лоз Л 3о

а,так как О0з — Озо, то

/?03 =
-2Ф (10.23)

Затем, из формулы (8.15) (учитывая также теорему 1 из § 16),
имеем:

Пх = (10.24)
51з + зЬ <р

1 — е~ 2(с
Р = -^—(Ю.2s)'

«51з -}- зЬ <р

и

л 2зЬср (1 — е-’')
— —ё—;—й •

513 4- зЬ <р
(10.26)

Далее, формулы (10.23) и (10.24) дают:

п
(51з —BЬ<р)е- 2(р

03_

51з4-зН(Р
(10.27)

а отсюда и из (10.25) получили

(10.28)

Величина ф, входящая в эти формулы', зависит только от погло-

щающей прослойки 12, а 51 3 зависит, кроме того, еще от вто-

рого промежуточного слоя и от непоглощающей прослойки 23.

Но к этим частям пленки до сих пор никаких требований не

предъявлялось; поэтому мы можем воспользоваться этой свобо-
дой для того, чтобы коэффициент пропускания И зеркала имел

заданное значение. Для 513 можно написать формулу (ср.
(8.89)):

Из этой формулы видно, что, подбирая надлежащим образом
а 2 и Т?2з, можно (по крайней мере теоретически) реализовать

любое, сколь угодно большое значение 51 3 (но, конечно, не мень-

шее зйф). Поэтому целесообразно, рассматривая Л как основ-

ную заданную величину, исключить 513,
и выразить коэффици-

енты отражения и поглощения только через ср и Л. Прежде
всего, из (10.25) следует:

BЬф(2е~ч) — Л)
513 =

Ъ (10.30)

л
зЬф[(1 —е.-’) 2 + 231 3е ч ]

С* 1 »д1з+ зЬф

(1 “Ь Вяз) 512 -{■ ]//?2з соз (2аг 4* 012 —Ц2з-|~‘У2з)
ллопч

- - -■--

1—Д23
'

"•
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Подставляя это выражение в формулы (10.24)
(10.28), находим:

и (10.26) —

Подчеркнем вновь, что величина <р задается здесь произвольно
путем надлежащего выбора поглощающей прослойки 12; коэф-
фициент пропускания Р тоже задается произвольно, независимо

от <р, причем заданное значение определяет, согласно формуле
(10.30), необходимое для этого значение Л>l 3,

последнее же реа-

лизуется на основе формулы (10.29) путем надлежащего под-

бора слоя 2 и прослойки 23. Возможные значения Р, однако,

ограничиваются неравенством

Р<е~Л (10.32)

(10.33)

Очевидно, что вместо того, чтобы задать <р и Р, можно за-

дать дг и да и определить по ним <р и Р. Для этого служит об-

ращение формул (10.33):

ф== -I_lп^г,

р = _?*+■_..
■

у?г(1 + <7аУ<7г) .

элиже зависимость меж

тороны, с целью узнать

(10.34)

Рассмотрим поближе зависимость между <р и Р с одной и

дг и да с другой стороны, с целью узнать, какой выбор <р и О

дает возможно большую несимметричность. Из второй формулы
(10.33) видно, что да

тем больше, чем меньше Р. Зависимость

же дт и да от <р такова, что с ростом <р дг растет, а да убывает.

— —Р),
/?зо = —Р),
/1оз == (1 — е-ф) (1 + е-ч — О),
Л 30 = Р(еф — 1).

(10.31)

так как при И >■ е ф было бы 51з < з11 <р, что невозможно, а при
й == е~ф было бы 7?оз — 7?зо = 0, т. е. несимметричность исчез-

ла бы.
Степень несимметричности зеркала можно охарактеризовать

отношениями и АозМзо- Чем больше они, тем сильнее

несимметричность. Обозначая их через дг и да,
можем написать:

ОСу
—о/.

О—А_а+уЕОу
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Рис. 43.

Поэтому значение ср приходится выбирать компромиссным об-

разом, с учетом выбранного значения Р. Компромисс дости-

гается, очевидно, тем легче, чем меньше значение Р. Для иллю-

страции сказанного на рис. 43 приведены графики да в зависи-

мости от дг
= е 2(р

, причем параметром служит Р. Соответствую-
щая формула получается из (10.33) в виде:

1+(1 — 'Ят
Ча ~

о?.
(10.35)

Гиперболообразная форма кривых Р = сопзГ наглядно иллю-

стрирует необходимость компромисса при выборе <р.
Отношения <7а и дг определяют также отношения Л оз/7?оз и

которые тоже характеризуют степень несимметричности.
Именно,

Лоз
___

(<7г— I)7а

п

O3 /?а_

l4
• (10.36)Нзо

Л3O Ят — 1

Ясно, что при да =дт («симметричная несимметричность»)
Лоз = Рзо и 7?Оз = Азо. В этом случае, как вытекает из (10.34),
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О (10.37)
У<7(l — Т<7-г<7)

где = дг. Кроме того,

А
Г<7(Г?-1)

/103 = АЗО = —

1 — 4- д

(10.38)

и

А х = ■
У<7(l — ]:д +ч]

(10.39)

Переходим к другому варианту синтеза несимметричных зер-
кал. Вместо того, чтобы сделать Лзо минимальным, потребуем,
чтобы 7?оз было минимально, т. е. равно нулю. Необходимые для

этого условия можно представить в двух видах.

Во-первых, рассматривая пленку состоящей из пленок 02 и

23 и применяя формулы (2.13) и (3.17), находим:

ДОЗ = йго^ззд 1012 га
",

откуда следует:

_ [ 2 "|/ СOS (2(12 "Ь
/)03

(10.40)
И- Р-32 + У32 Ц2O “К ’Узо) ] •

Следовательно, для 7?Оз = 0 необходимо и достаточно, чтобы

Вз2 — Я.20 (10.41)
и

Первое из этих условий выполняется путем надлежащего вы-

бора прослойки 32, а второе — путем надлежащего выбора тол-

щины слоя 2.

Во-вторых, мы можем рассматривать пленку 03 как сово-

купность пленок 01 и 13. Тогда

#оз — йоl^lз^га ’ + га
‘,

откуда

“п
-

—

Г) Г)
№1 + #l3 +

I>o3

+ 2 соз (2аl + }.lоl
_
г Уоl — Цlз 4~ \’lз) ]. (10.43)

соз (2а2 _

г Цз2 4“ ‘Узг — Ц20 4~ ■Уго) = —1
• (10.42)
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Следовательно, чтобы было /?оз = 0, необходимо и достаточно,
чтобы

/?О1 = /?13 (10.44)
и

соз(2«l 4- Цоl + г’оl — (Из -г — —l. (10.45)

Первое из этих условий удовлетворяется при надлежащем вы-

боре прослойки 01, а второе — при надлежащем, выборе тол-

щины слоя 1.

Так как условия (10.41) и (10.42) с одной и (10.44) и (10.45)
с другой стороны являются необходимыми и достаточными для

7?оз = 0, то они должны быть эквивалентны. В этом можно убе-
диться и путем непосредственного вычисления, которое не ли-

шено интереса, хотя в принципе не дает ничего нового. В конце

мы вернемся к этому вопросу.
Теперь вычислим коэффициент отражения 7?зо и коэффициент

пропускания, откуда найдем и коэффициенты поглощения Д0з

и А 3O. Сделаем это двумя путями: на основе условий (10.41) и

(10.42) и на основе условий (10.44) и (10.45). Окончательные

результаты должны совпасть, в силу эквивалентности тех и

других условий. Тем не менее, в промежуточных вычислениях

получаются различные по форме результаты, хотя они тоже, ко-

нечно, эквивалентны. В практических задачах может оказаться

полезным знание обоих этих представлений.
Итак, будем, во-первых, исходить из условий (10.41) и

(10.42) Рассматривая по-прежнему пленку как совокупность
пленок 02 и 23, находим:

<730 = аг “Ь ’Лг,
откуда

~IГп
32 + +

И- 2 УТ?32#2O СОЗ (2аг 4- Ц32 Ц2O 4~ ] .

Подставляя сюда Л2O вместо /?3 > из (10.41) и учитывая (10.42),
находим:

Отсюда

=
|2

,

/2 20

Язо 1
-

Г 1 р -
—- _ [А20

Рзо Оу) ( 1 /?20)

— 21х /?20/?20 С05 (Ц20 ЦЭО + V2о) ]

Озо
| ,



222

или

#3O

Рзо СЙ ср 5 20
(10.46)

Далее,

ЬзО ~ -|- *Лг
,

откуда

75 Г) Г) [1 4" #20#32 4-
■'-'3O Ь'32Л'2О

4" 2 соз (2а 2 цзг 4" гзг — Цго 4" ].

Поступая аналогичным образом, находим:

|
Аго

П2O
т. е.

1 1

/>зо с И ф — 5 2о
(10.47)

Отсюда и из формулы (10.46) находим:

(10.48)
(10.49)

и, учитывая, что 7?оз = О,

А O3 1 -(- <s2o — сП <р,
Лзо = (сЬ ср — .$2O) (сЬ <р + 820 — 1).

(10.50)
(10.51)

Входящая в эти формулы величина 52о -зависит, кроме погло-

щающей части 12, еще только от непоглощающей части 01 и от

промежуточного слоя 1. Аналогично (10.29) для $2O можно на-

писать формулу:

откуда видно, что 32о может иметь сколь угодно большие зна-

чения, в зависимости от выбора «1 и #ю- Эти последние вели-

чины можно выбирать произвольно, так как условия (10.41) и

(10.42) их не затрагивают. Впрочем, к условию (10.41) принад-
лежит добавочное условие

Яао <l, (10.53)

Язо = = $20 — ср,
О = П.зо = Ооз — С11 ср — 520,

с
(1 +/?1о) >$21 26/21 СОЗ (2сц + 021 Ц10 + ЛНо)

/1ПКП\
О2Ю — - -

1 П ’ ' "■ ' ■

’ ( Ш.О2)
1 ЛЮ
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520 <сй<р. (10.54)

Только этому условию и должен удовлетворять выбор «1 и 7?ю,
в остальном же они произвольны. Условие (10.54) гарантирует
также положительность Р в формуле (10.49) и неравенство
Язо<l в формуле (10.48), так как, если sго<Ссй(р, то

$2о2
— зй 2 (р< 1. Положительность Доз и Дзо вытекает отсюда же,

с учетом того, что sго > 8Й ф.
Исключая sго, можно привести формулы (10.48) —(10.51)

к виду:

= О,
/?зо = 1 — 20 ск <р Н- О2

,

Лоз = 1 — О,
Д 3O = I—Р),

(10.55)

где <р и й задаются независимо друг от друга (<р зависит только

от поглощающей части 12, а Р, через sго, также от части 10 и

от промежуточного слоя 1). На Р накладывается только одно

ограничение, вытекающее из формулы (10.49), а именно:

(10.56)

Перейдем ко второму способу, в котором за основу прини-
маются условия (10.44) и (10.45). Заметим, что эти условия
выполнимы без всяких дополнительных условий типа (10.54).
Рассматривая пленку состоящей из частей 01 и 13, находим:

азо = —а 13Ь 01е'а' — аоl^lз^"’а ‘,

откуда

—=-4-[яо.+Ки+
Вы ОмОи

СOB (2(ХI 4“ 4“ V»! Цl3 4" | •
Применяя условия (10.44) и (10.45), находим:

=

1
. I^'|аl3'',3_а,3(’П|г ’
+

o,з
т. е.

К» (А
Озо сИ <р +

(10.57)

без которого (10.41) выполняться не может. Из этого условия

следует, что ЛгоЧ-Яго >0, откуда
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Во-вторых,

Ьоз — Ьо{Ь\зегщ

Отсюда

Ою ДиО.3
[l+ Л"' /?1з +

Ооз
т. е

—— —сП ф 51 3.

ь'оз
(10.58)

Следовательно,

и

2 сЬ ф — 1 1
30

сЬфН-513 (сЬ<р4~slз) 2
(10.62)

Входящая в эти формулы величина 5
!3 зависит от промежуточ-

ного слоя 2 и от части 23 пленки по формуле:

а так как условия (10.44) и (10.45) оставляют слой 2 и часть 23

произвольными, то 51з тоже может иметь любое, сколь угодно
большое значение.

Если теперь исключим 51 3 из формул (10.59) — (10.62), то

получим в точности те же формулы (10.55), что мы получили

уже по первому способу. Этим подтверждается эквивалентность

обоих результатов.
Но так как исходные условия (10.41), (10.42) и (10.44),

(10.45), а также формулы (10.48) —(10.52) с одной и (10.59) —

(10.63) с другой стороны имеют различный вид, то представ-

4~ 2 ]/ соз (2«1 + р,о1 -}- — Ц1з 4~ ].

Учет условий (10.44) и (10.45) дает:

1 1 /?13

С
1з 51з — зк“ ф

(сП<р-}-^51з) 2 (скф 4- 51 3) 2

В
— Воз —

В 30 —

, | с »ск ф + 51 3

л
ск ф *51з — 1

/1оз — ■
, А

ск ф -|- 51з

(10.59)

(10.60)

(10.61)

с (1 4~ ~Ь ]//?2з соз (2аг 4- 012 —Цгз 4~ Угз) /шео\
— 1 ’

, (Ш.оо)
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ляется нелишним обнаружить непосредственным вычислением

эту эквивалентность, так сказать, в явном виде. На первый
взгляд может показаться, что условия (10.41), (10.42) и (10.44),.
(10.45) не только не эквивалентны, но даже противоречат друг
другу. В самом деле, условие (10.42) заставляет выбрать опре-
деленным образом толщину второго промежуточного слоя,

тогда как толщина первого остается произвольной и определяет,
согласно (10.52), только 5 2о- По условию (10.45) и равенству
(10.63) дело обстоит как раз наоборот: толщина первого про-

межуточного слоя фиксируется, а второго остается произволь-
ной. Однако, это противоречие является кажущимся, так как в

условия (10.42) и (10.45) входят также величины Цl 3,
Гl 3 , Цгс

и М2о- Поэтому толщины обоих промежуточных слоев на самом

деле соопределяются условиями несимметричности. Толщину
одного из них можно выбирать произвольно, и тогда толщина

другого определяется условием несимметричности, но притом
именно так, что если мы эту толщину выберем как произволь-

ную, то толщина первого определится такой, какой она была

принята произвольно сначала. То же относится и к коэффици-
ентам отражения крайних частей 01 и 23, соопределяемых усло-
виями (10.41) и (10.44).

Чтобы убедиться в эквивалентности тех и других условий
прямым вычислением, примем, что условия (10.41) и (10.42)
выполнены, и покажем, что тогда должны выполняться также

условия (10.44) и (10.45).
Вычислим сначала Ягз- По известным формулам с учетом,

формул (10.41) и (10.42) находим:

п %1з/В13
_

\а12Ь2зе {а* 4- а2зЬ1 2е-^\ 2

! 612^23^’“2 4* П23<212в~*“ 2 1 2

I М12 , $23
о 1/ $12$23 ~ \

1 -

г 1 1/
-

С08 (2а2-|-Ц12-}-\'12 Ц23-|-\’2з) 1
Г

Р12Р12 _
7

1 / 1 . /
/п

~

\ \( 1—5—1,г
_

~С08 (2а2~гР12"1^12 — I

К1
ГЯ«

+_фо 2]
/)12

/■/? . 1 ~ | ~ ~ Д
/ _

С08 (р,12~гУ12+Ц20 \’2О —1123 Цзг) 1

1/1 | / /^12^?20 ,~ ,~
~

,
\

~
1 1 |( _

СОЗ (Ц12~1-Л: 12 ' |120 4’20 [123 Ц32) 1
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Но так как #32 = —#23, то Ц2з4~ Взг = л. Следовательно,

Г) 4~ 2
Аl3 = —

"Г 2

Подставляя сюда

вы —
—

620 —

га‘ ~Г Оl2^ol^ _,<Х,
>

(10.64)

находим после несложных преобразований

п о
Лl3 = = АOl,

что и совпадает с (10.44).
Во-вторых найдем

сов (2<ц 4- цоl 4- '’ох — Цl3 4~ .

Для этого напишем

■ еЯ-ци+'Чз) — а*
13613 =

Ь/13

= + г<Х2 ) (^п^гз^ 1 ®’2 + агз^^-*®2 ) =

= + 4~

р»(-Ц|ГрУ 13 )
—

Яl3

=—— [ + 4" У/?2з(&12^12^ ,̂Х2®_Л'* 4“
ь'гз

Подставляя сюда Т? 2о вместо /?2 з, находим:

“И 4“ 2га ’,

Согласно (10.42) отсюда следует:

ег(-Н.гИ’ 13) _ 12Ь20 + О20&12) (&12&20 +

Подставляя, далее, вместо «20 и выражения из формул
(10.64), имеем:
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Отсюда с учетом (10.44) находим:

откуда и вытекает требуемое равенство (10.45). Вдобавок.
(10.65) дает еще:

|

(сП ф + 51з) (сЬ ф — sго) — 1. (10.66)

Этот результат согласуется с формулами (10.49) и (10.60), так

как в обеих этих формулах О есть одна и та же величина.

Формулу (10.66) можно вывести еще другим способом. Из.

формулы (10.52) с учетом (10.44) и (10.45), следует:

ей ср — 5 20 =ей ср 5 21 —

1 — Аl3

— 2(721 — СОЗ (О2l Цl3 Тlз) =

1 Аl3

Аlз /)1з

1 /, . Л2l \ Рl3 /. | \ / , х

— I 14 1 — I 14 1 —— соз (0214- (-из—\чз)
/)1з 7?21 7?lз Т?2l 7Эlз

сЬ ср -|- 5
13

= (Сll <р 4" 5 13) 1

-

Чтобы получить отсюда формулу (10.66), нужно показать, что

числитель последнего выражения равен единице. В самом деле,

раскрывая скобки и перегруппировывая члены, получаем выра-
жение:

в 23
ец_И1з4л , )з) __

—С
’

1^о
,

1е
-21а:

—-° 1^3- ех р [ 1 (2(ц + Цо* + г'<>1 — Ц1з 4- гчз) ] = — 1 (10.65>

или, учитывая, что Д>з = 1 — Ягз = 1 = + и Ди =

= 1 — 7?о1 = 1 — +з = В1з + -41з,

С к ф — >$21 /?1з(ск ф -|- .$21) СОЗ (021 + Ц13 \4з)
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(613&12 013012) (613&12 —

(613012 О13&12) О13&12)

Если подставим сюда

Этим показ эквивалентности условий (10.41), (10.42) и

(10.44), (10.45) закончен.

Вернемся к формулам (10.55). Они представляют собой
основной результат, аналогичный формулам (10.31) для первого

варианта. Степень несимметричности зеркала выражается те-

перь только одним отношением

Доз 1 О
пг\с-7\

Дзо
“

Д(2ск(р—l —Я) ’ ( 0,67)

так как—-' обращается в бесконечность. Из формулы (10.67)
лоз

сразу видно, что д тем больше, чем меньше ф. Зависимость д
от О характеризуется производной

(1 4-2/) — /)2
— 2сЬ<р) = 2— 20 > О,

013 = 0о1&12^ 1а' + й

6 13 = /?01^12б г<Х| -{- О12Й01в —га‘

то это выражение примет вид: — (ШЫ, что равно еди-

нице.

дд 1 4-21) — О 2
— 2 ск (р

НО
дО /)2 (2ск(р—1 —/)) 2 ’

которая всегда отрицательна. В самом деле, при О = е~ч чис-

житель этого выражения равен -—2зИ Ч — е~ -ф) < 0, а так как

€
-Ф есть максимальное значение О, и

то 1-г2Р — Р 2
— 2сйф<<0 при всех значениях О. Отсюда выте-

кает, что тт, <. 0. Это значит, что а тем больше, чем меньше О.
дО

Наше зеркало, следовательно, тем эффективнее, чем меньше ф
и чем меньше О. Этим рассматриваемый вариант несимметрич-
ного зеркала выгодно отличается от первого варианта, где ха-

рактер зависимости несимметричности от ср требует компро-

миссного решения. Более выгодным является и то, что во вто-

ром варианте дг На рис. 44 приведены графики Р и 7?зо
в зависимости от Р (абсцисса) и ф (параметр), иллюстрирую-
щие зависимость степени несимметричности от Р и ф. Диаго-
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В дополнение к рис. 44 на рис. 45 приведены графики о в.

зависимости от сЬ ф и Р (формула (10.67)).
В заключение отметим следующее замечательное обстоя-

тельство. Если ф очень мало, то можно и Р независимо от ф
сделать столь малым, что Лоз будет близко к единице (так как

Р оз = 0). Но малость ф означает, что поглощающие слои в

пленке 12 очень тонки. Тем не менее, эта пленка, даже если она

содержит только один предельно тонкий поглощающий слой,,
поглощает падающий свет (в направлении 0->3) почти полно-

стью. Правда, для этого, согласно формулам (10.58) и (10.63)»

Рис. 44.

наль квадрата есть график I) в зависимости от Р, причем зна-

чения В отсчитываются по ординате снизу. Кривые линии (па-
раболы) являются графиками /?3о в зависимости от О и пара-

метра ср. Значения Лзо отсчитываются по ординате сверху. Та-

ким образом, проведенная в любом месте графика вертикаль-
ная прямая линия делится внутри квадрата диагональю и ка-

кой-либо параболой на три части, изображающие значения Р
3о>

Лзо и 7?зо (снизу вверх). Максимальным значениям О, равным,

согласно (10.56), е~ (р
, соответствуют точки пересечения парабол

с верхней горизонтальной стороной квадрата. При О — е _<� ста-

новится 7?зо = 0, т. е. несимметричность исчезает. В этом слу-
чае пленка становится двусторонне просветленной, так как со-

гласно (10.48) и (10.59), [72о == = 0.



требуется, чтобы 7?гз было очень близко к единице, что на прак-
тике достижимо только до известного предела. Теоретический
вывод представляет, однако, интерес и независимо от практиче-

<ской осуществимости.

Рис. 45.
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