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SISSEJUHATUS

Matemaatika osatähtsus ühiskondliku elu kõigil aladel
on viimastel aastatel järsult suurenenud. Kaasajal ei kasu-
tata matemaatilisi meetodeid enam mitte ainult sellistel
traditsioonilistel matemaatilist aparatuuri nõudvatel tea-

dusaladel, nagu mehaanika, astronoomia, geodeesia, vaid
need tungivad ka majandusteadusesse, keeleteadusesse,
ühiskonnateadustesse, meditsiini jne. Matemaatika üha
kasvavat tähtsust on rõhutatud ka NLKP programmis:

«Matemaatika, füüsika, keemia ja bioloogia kõrge
arengutase on tehniliste, meditsiiniliste, põllumajan-
dusteaduste ning teiste teadusharude tõusu ja efek-
tiivsuse vajalik tingimus.» 1

Samas püstitatakse konkreetsed ülesanded keskkoolile:

«Keskharidus peab tagama teaduse aluste
kindla tundmise, kommunistliku maa-

ilmavaate põhimõtete omandamise

(minu sõrendus — A. T.), tööalase ja polütehnilise
ettevalmistuse vastavalt teaduse ja tehnika tõusvale
tasemele. . .» 2

Nendest kaasaja ühes kõige tähtsamas dokumendis esi-

tatud nõuetest lähtudes tuleb teha õpetamise kohta üldse,
eriti aga matemaatika õpetamise kohta järgmised järeldu-
sed:

1) Matemaatika osatähtsus üldhariduse süsteemis peab
tõusma.

2) Matemaatikat tuleb õpetada nii, et ta tagaks kesk-
kooli lõpetajale tegelikus elus vajaminevad tead-
mised ja oskused.

1 Nõukogude Liidu Kommunistliku Partei programm. Tallinn,
1961, lk. 116.

2 Samas, lk. 114.
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3) Matemaatika õppimine ei tohi olla formaalne, mitte

ainult teatavate faktide ja oskuste, vaid ka teaduse
aluste kindel omandamine.

4) Kogu õppetöö peab olema kommunistlikult
kasvatav.

Nimetatud ülesannete täitmiseks on matemaatika õpe-
tamise ümberkorraldamisel juba paljugi korda saadetud.
On koostatud uued matemaatika programmid, milledes on

senistest erinevalt märksa enam arvestatud koolimatemaa-
tika lähendamise nõuet matemaatikateadusele. Uute prog-
rammide kohaselt on koostatud ja koostamisel ka uued,
ajakohased õpikud.

Matemaatikateaduse aluste kindlaks omandamiseks on

vajalik, et õpilane ei omandaks mitte ainult üksikuid spet-
siifilisi teadmisi ja oskusi, vaid ka matemaatikas rakenda-
mist leidvaid üldisi meetodeid, üldisi põhialu-
seid (printsiipe), millest juhindutakse teatava küsimus-

teringi uurimisel. Käesolevas töös nimetatakse selliseid
üldisi printsiipe hodogeetilisteks1 printsiipi-
deks.

Hodogeetilise printsiibi mõistet teaduses selgitatakse
töö esimeses peatükis kolme näite varal, milledest üks kuu-

lub pedagoogika valdkonda, kaks matemaatikateadusesse.

Teises osas käsitletakse järkjärgulise lähendamise mee-

todi olemust ja näidatakse, et see meetod on matemaatikas
üheks hodogeetiliseks printsiibiks.

Kolmandas peatükis vaadeldakse mõningaid järkjärgu-
lise lähendamise meetodi rakendamise võimalusi koolima-
temaatikas.

1 hodogeetiline (kreekakeelsest sõnast hodos - tee) — teed-

j uhatav, teednäitav.
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I. HODOGEETILISTE PRINTSIIPIDE VAJADUS

§ 1. Kommunistlikult kasvatava õpetuse
printsiip nõukogude didaktikas

Kaasaegse nõukogude ühiskonna tootlikud jõud on are-

nenud sellisele tasemele, et me ühiskond elab ja töötab
kommunismi laiahaardelise ehitamise ajajärgul. Sel perioo-
dil on ühiskonna materiaalse baasi arendamise kõrval
erakordne tähtsus uue inimese kommunistlikul kas-
vatamisel. Kommunistliku ühiskonna inimene peab
olema vaimselt rikas, moraalselt puhas ja füüsiliselt täius-

lik. Ta peab olema vaba kõigist igandlikest omadustest,
nagu eraomandlikust egoismist, väikekodanlikust mõtte-

laadist, individualismist jne. Seega on inimese kommunist-
lik kasvatamine ühiskonna edasise arengu vajalikuks eel-
duseks.

Inimese kommunistlikul kasvatamisel on eriti tähtis osa

koolil, kus õpilane omandab õppeprotsessis teadmisi,
oskusi ja vilumusi.

Nõukogude koolis on õpetamine olnud alati kasvatusliku

iseloomuga, ta on kasvatuse peamiseks vahendiks. Kasva-
tuslik efekt saavutatakse eeskätt õppeaine sisu kaudu:
loodus- ja ühiskondlike nähtuste ning nende arenemise sea-

duspärasuste õige käsitlus peab tagama õpilase materia-

listliku maailmavaate kujunemise.
Õpetuse kasvatuslik mõju oleneb ka sellest, milliste

meetoditega õpetatakse. Kui teadmisi pakutakse dog-
maatiliselt ja formaalselt, nähtusi omavahel seostamata,
siis on õpetuse kasvatuslik mõiu endastmõistetavalt

minimaalne. Kui aga fakte esitatakse nendevahelistes

seostes ja suhetes, teadusalaseid tepdmisi seostatakse
meie igapäevase elu nähtustega ja pannakse seejuures
õpilase mõte aktiivselt tööle, siis on ka kasvatuslik mõju
suurem.
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1951. a. tehti ajakirja «CoßercKan neAarornKa» veergu-
del kokkuvõte diskussioonist nõukogude didaktika print-
siipide üle. Seal püstitati nõue formuleerida kommu-
nistlikult kasvatava õpetuse printsiip
nõukogude didaktika peamise printsiibina (42). 1

Veel aktuaalsem on nimetatud põhimõtte muutmine

juhtivaks printsiibiks kaasajal, kommunistliku ühiskonna

laiahaardelise ehitamise perioodil. Nimetatud nõude esita-

mine on õigustatud seda enam, et õpetuse ja kasvatuse
ühtsusele ei ole meie koolis pööratud küllaldast tähele-

panu. Seda tõsiasja märkis NLKP Keskkomitee 1963. a.

juunipleenumil. ka sm. L. F. Iljitšov, öeldes:

«Teatav õpetuse ja kasvatuse lahusseismine on

tõsine puudus, millest kool ei ole veel jagu saanud»

(2,' lk. 43).

Kommunistlikult kasvatava õpetuse printsiibist tuleb

juhinduda kõigi didaktikasse puutuvate probleemide
lahendamisel:

1) õppeainete valikul 2
;

2) õppemeetodite valikul;
3) õppeplaanide ja -programmide koostamisel;
4) õpikute koostamisel ja muude õppevahendite valmis-

tamisel;
5) oppekabinettide sisustamisel;
6) pedagoogilise kaadri valikul ja ettevalmistamisel.

Kommunistlikult kasvatava õpetuse printsiibist peab
juhinduma iga õpetaja, sõltumata sellest, missugust
ainet ta õpetab.

Didaktika kõik teised printsiibid (näitlikkus, teadlikkus

ja aktiivsus, teaduslikkus ja süstemaatilisus jt.) on kom-
munistlikult kasvatava õpetuse printsiibi teenistuses, sest

nende maksimaalne järgimine tagab edukama kommunist-
liku kasvatuse.

Kõigist ülaltoodud põhjustest lähtudes nimetabki autor

kommunistlikult kasvatava õpetuse printsiipi nõukogude
didaktika hodogeetiliseks printsiibiks.

1 Siin ja edaspidi vt. kirjanduse loetelu.
2 Kommunistlikult kasvatava õpetuse nõue tingis näiteks ühis-

konnaõpetuse lülitamise keskkooli õppeainete hulka, samuti suu-
rema tähelepanu omistamise õpilaste praktilisele tööle.
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§ 2. Erlangeni programm

1872. a. ilmus tuntud teadlase ja pedagoogi F. Kleini 1

sulest erinevaid geomeetrialiike käsitlev uurimus «Ver-

gleichende Betrachtungen über neuere geometrische For-

schungen» («Uuemate geomeetriliste uurimuste võrdlev

ülevaade»).
See uurimus on muutunud geomeetri a-alaseks

programmdokumendiks ja matemaatikas tuntak-

segi seda tema ilmumiskoha — Erlangeni linna järgi
«Erlangeni programmi» nime all.

F. Klein märgib, et ühtsest geomeetriast on viimasel

ajal hakanud eralduma iseseisvad geomeetriad; eriti tähe-

lepanuväärselt on viimase 50 aasta jooksul arenenud pro-

jektiivne geomeetria. Ta viitab siinjuures inglise geomeet-
rile A. Cayley’le, kes väljendas 1859. a. mõtte «projective
geometry is all geometry» («projektiivne geomeetria on

kogu geomeetria»), kinnitades sellega, et nii afiinne kui ka
meetriline geomeetria on projektiivse geomeetria erijuhud
(44, lk. 224).

F. Klein püstitab probleemi: kas ei leidu üldist

printsiipi, millest tuleneksid geomeetria
erinevad meetodid.

Küsimuse lahendamisel lähtub F. Klein geomeetriliste
teisenduste rühma 2 mõistest (10, lk. 462).

Olgu antud geomeetriliste teisenduste rühm G ja mingi
kujund A. Teisendugu antud kujund A selle rühma teisen-

1 Feliks Klein (1849—1925) — saksa teadlane-matemaatik,
pedagoog; oli Rahvusvahelise Matemaatika Õpetamise Komisjoni
esimees.

2 Geomeetriliseks teisenduseks nimetatakse üks-
ühest vastavust, mille põhjal teatava punktidehulga iga punk-
tiga seatakse vastavusse sama punktidehulga teatav punkt.

Teisenduste hulk G moodustab rühma, kui on täidetud järg-
mised tingimused:
• a) hulgas G on defineeritud teisenduste korrutis,
s. o. kaks järjestikku teostatud teisendust annavad samasse

hulka G kuuluva teisenduse;
b) teisenduste korrutis on assotsiatiivne;
c) hulgas Gon olemas samasusteisendus, s. o. teisen-

dus, millega korrutamine jätab teisenduse endiseks;
d) hulgas Gon olemas pöördteisendus, s. o. teisendus,

millega korrutamine annab samasusteisenduse.
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duste tagajärjel kujundiks A'. Kui rühma G moodustavate
teisenduste hulk koosneb (44, lk. 74):

a) paralleellüketest
=x + a

y' = y + b
z' = z + c,

b) pööretest x/
_ a^x _|_ + c^z

y' = a 2z + b 2y + c 2z

z' = a 3x + b3y + c 3z,

c) sümmeetriatest koordinaatide alguspunkti suhtes

x' = — X

y' = — y
z' —

— z

või sümmeetriatest mingi koordinaattasapinna suhtes

(näiteks xp-tasapinna suhtes)

x — x\ y' = y\ z' = —z,

d) mastaabi teisendustest

x' — kx\ y' = ky\ z' — kz,

siis nimetab F. Klein sellist rühma geomeetriliste
teisenduste pearühmaks (die Hauptgruppe)
(10, lk. 463; 44, lk. 221).

Kujundi geomeetrilised omadused ei muutu pearühma
teisenduste tagajärjel ehk kujundi geomeetrilised omadu-
sed on pearühma teisenduste See
tähendab, et mingi kujundi geomeetrilised omadused pea-
vad väljenduma selliste valemitega, mis ei muutu koordi-
naatide süsteemi muutmisel eespool antud eeskirjade
järgi. Ja vastupidi: iga valem, mis on vaadeldud teisen-

duste suhtes invariantne, peab väljendama mingit geo-
meetrilist omadust (44, lk. 52). Näiteks kui on valitud
mõõtühik, siis saab alati määrata geomeetrilise kujundi
mingisuguse kahe punkti vahelise kauguse, mida

saab väljendada nende punktide koordinaatide (xp, t/p Zi)
ja (x2’, y2\ 22) kaudu ka avaldisena

V ( x i
— x2) 2 + (i/i — y*) 2 + — 22) 2.

Äsjaavaldatud seisukoht tähendab, et see avaldis jääb pea-
rühma teisenduste korral muutumatuks, või teda tuleb kor-
rutada mingi teguriga, mis ei olene valitud punktide asu-

kohast.
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Seega, kui kujundile A rakendada pearühma teisendusi,
siis kujundid A ja A' on ühesuguste geomeetriliste oma-

dustega.
Elementaargeomeetria uuribki neid geomeetrilisi oma-

dusi, mis on invariantsed pearühma teisenduste suhtes.
F. Klein nimetab seda geomeetriat ka meetriliseks

geomeetriaks (44, lk. 219).
Seega meetriline geomeetria uurib pea-

rühm a teisenduste invariante.

Kui rakendame kujundi A teisendamiseks teisendusi

mingist teisest teisenduste rühmast H, mille suhtes pea-
rühm on alarühmaks, siis teisendusel säilivate geomeetri-
liste omaduste arv väheneb. Jõuame uue, rühma H teisen-
duste invariante uuriva geomeetria juurde.

Toodud mõtet võib edasi arendada, s. t. võttes aluseks
eelnevast laiema teisenduste rühma F, mille suhtes eelmine
on alarühmaks, saame jällegi uue geomeetria, mis uurib
rühma F teisenduste invariante.

Vaatleme näiteks afiinseid teisendusi, mida kolmemõõt-
melises ruumis saab analüütiliselt esitada järgmise vale-
mite süsteemiga:

x' = atx 4- biy + c x z +dx

y' — 0.2X 4- & 2z/ 4- C2 Z +

z' = + + csz +

Need teisendused moodustavad rühma, mille alarühmaks
on teisenduste pearühm. Afiinsete teisenduste invariante

uuriv geomeetria on afiinne geomeetria. Afiinsete
teisenduste invariantideks on näiteks kahe sirge paralleel-
sus, koonuslõigete liigitus ellipsiteks, hüperboolideks, pa-
raboolideks. Ringi ja ellipsi erinevus aga kaob. Samuti ei

ole invariandiks punktidevaheline kaugus.
Afiinsete teisenduste rühm kui alarühm kuulub projek-

tiivsete teisenduste rühma. Viimaseid saab analüütiliselt
esitada valemite süsteemiga:

a } x + b { y + c x z +d }
X =

a 4 x + + 4*

(I2X + b%y 4- c%z 4- d.2
z

a4 x + b 4y 4- c 4 z 4- d4

f
03X + bsy + C3Z 4- CI3

Z ~

a4 x + b 4 y 4- c 4 z 4- d4 .
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Teatav hulk afiinsete teisenduste invariante jääb ka pro-

jektiivsete teisenduste invariantideks. Projektiivsete teisen-

duste invariantide uurimine on projektiivse geo-
meetria ülesanne.

Siit selgub, et vastavalt sellele, millise teisenduste rühma
aluseks valime, saame erinevad geomeetriad. 1

Loobudes matemaatilises mõttes mitteolulisest meeleli-
sest kujutlusest, s. t. siirdudes kolmemõõtmelisest ruumist

mistahes mõõtmete arvuga ruumi, formuleerib F. Klein

järgmise ulatusliku probleemi:
«On antud mingi hulk (Mannigfaltigkeit) ja teisen-

duste rühm selles; on vaja uurida sellesse hulka kuu-
luvate kujundite omadusi, mis ei muutu selle rühma
teisenduste tagajärjel» (10, lk. 463).

F. Klein nimetab seda üldiseks probleemiks,
«mis ei haara mitte ainult tavalist geomeetriat, vaid

ka edaspidi nimetatavaid (s. o. Erlangeni program-
mis vaatluse alla tulevaid — A. T.) uuemaid geomeet-
rilisi meetodeid...» (10, lk. 464).

Toodu põhjal võime anda geomeetria üldise määrangu:
geomeetria on teadus, mis uurib geomeet-
riliste kujundite invariante teatava tei-

senduste rühma suhtes (60, lk. 17).

Aluseks võetud geomeetriliste teisen-

duste rühm määrab erinevate geomeet-
riate uurimisvaldkonna.

See ongi selleks hodogeetiliseks printsii-
biks, mille alusel toimub erinevate geomeetriliste meeto-

dite (meetrilise geomeetria, afiinse geomeetria, projek-
tiivse geomeetria jt.-) süstematiseerimine ja klassifitseeri-
mine.

Prantsuse matemaatik Ely Cartan nimetab oma artiklis
«Rühmade teooria ja geomeetria» (1927) F. Kleini poolt
arendatud ideed juhtivaks printsiibiks, märkides ühtlasi, et

«... ei ole ühtegi matemaatikut, kes ei teaks Kleini
poolt 1872. a. Erlangeni programmis arendatud
ideede sügavat mõju geomeetria arengule» (41,
lk. 485).

,
1 Omaette geomeetriatena on võimalik vaadelda ka geomeetriad,

mis uurivad pearühma alarühma teisenduste invariante, näiteks

«rööplükete geomeetria», «liikumiste geomeetria» jne.
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§ 3. Formaalsete seaduste permanentsuse printsiip

Matemaatilisi operatsioone võib sooritada mitte ainult

arvudega, vaid väga mitmesuguste objektidega, nagu hulk-

liikmete, vektorite, maatriksitega jne.
Paljudele neile erinevate objektidega teostatavatele ja

erinevatena näivatele, kuid samade nimetustega (liitmine,
lahutamine, korrutamine jm.) operatsioonidele on ühiseks
omaduseks see, et nad alluvad samadele seadustele, mis

kehtivad arvudega teostatavate operatsioonide hulgas
(37, lk. 190).

Arvu mõiste on teinud ajaloos läbi pika arengu-
tee. Naturaalarvud kui teatavate objektide hulga loenda-
mise aparatuur olid inimesele tuttavad juba väga kauges
minevikus. Antiik-Kreeka matemaatikud kasutasid natu-

raalarvude kõrval ka positiivseid murdarve, kuid nad ei

tundnud negatiivseid arve. Esimesed teated negatiivse arvu

kohta pärinevad 5. sajandi Indiast, kus nende interpretat-
siooniks oli varandus ja võlg (58, lk. 157). 1

Negatiivsete arvude täielik tunnustamine leidis aset

alles 17. sajandil.
Kompleksarvud lülitati matemaatilistesse operatsiooni-

desse veelgi hiljem, nimelt siis, kui neile oli antud geo-
meetriline interpretatsioon (18. saj. lõpul, 19. saj. algul)
(51).

Nagu selgub, tekkisid ajalooliselt esimesena naturaal-
arvud. Ka loogiliselt rangel arvu mõiste deduktiivsel aren-

damisel lähtutakse naturaalarvude hulgast, kus kehtivad

järgmised arvutamise põhiseadused:

1) Liitmise kommutatiivsus:

a + b = b + a.

2) Liitmise assotsiatiivsus:

a+ (b + c) = (tz + b) + c.

3) Korrutamise kommutatiivsus

ab — ba.

4) Korrutamise assotsiatiivsus:

a(bc) = (ab)c.
5) Korrutamise distributiivsus liitmise suhtes:

a(b 4- c) = ab + ac.

1 V. N. Molodši andmetel tekkis negatiivse arvu mõiste kõige-
pealt Hiinas 3. sajandil (51, lk. 105).
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Loogiliselt rangel alusel toimuva arvu mõiste laienda-

mise formaalseks põhjuseks 1
on üksikute arvutusope-

ratsioonide piiratus teatavas arvude hulgas. Näiteks ei ole
naturaalarvude hulgas kõikidel juhtudel.teostatav lahuta-
mine. Täisarvude hulgas on see alati võimalik. Viimases
omakorda ei saa igakord leida kahe arvu jagatist, kuid rat-
sionaalarvude hulgas on see alati leitav (välja arvatud

jagamine nulliga).
Vaatleme lähemalt naturaalarvude hulga laiendamist

täisarvude hulgani.
Seame iga naturaalarvuga a vastavusse mingi esialgu

tundmatu objekti ( —a), mida nimetame negatiivseks
arvuks absoluutväärtusega a.

Negatiivseid arve saab lugeda arvudeks selle sõna otse-

ses tähenduses alles siis, kui nendega osatakse teostada

arvutusoperatsioone ja kui tuntakse, missugustele seadus-
tele need operatsioonid alluvad.

Täisarvude hulga uurimisel, eriti 18. sajandil, on tehtud

hulgaliselt katseid tõestada täisarvudega teostatavate ope-
ratsioonide eeskirju, nagu a 4- b = — (|a| — \b\), kui a<o,
b>o ja ja| > |b|, või a•b = — [aj • |b|, kui a<o ja
b > o. Seejuures eeldati ilma põhjendamata, et naturaal-
arvude hulgas kehtivad arvutamise seadused on maksvad
ka uues arvudehulgas (51, lk. 131).

Tuleb kohe märkida, et operatsioonide eeskirjade tõesta-
misest ei saa olla juttu, sest nad ei ole loogiliselt
paratamatud (43, lk. 39). Täisarvude hulgas teosta-

tavad operatsioonid defineeritakse ja pärast
seda tõestatakse, et need operatsioonid alluvad samadele
arvutamise põhiseadustele, millele alluvad tehted naturaal-

arvudega. Seega võime kõnelda operatsioonide loogili-
sest lubatavusest (mitte paratamatusest), sest nad
ei ole vastuolus endiste arvutamise põhiseadustega ja ta-

gavad nende seaduste kehtivuse ka uues arvuvallas.
Niisiis on kaasaegsel matemaatikul täisarvude aritmee-

tika põhjendamise lõppeesmärgiks tõestus, et laiendatud

arvudehulgas jäävad kehtima samad põhiseadused, mis

kehtisid lähtehulgas. 18. sajandi matemaatikute enamikule
oli aga põhiseaduste kehtivus laiendatud aivudehulgas
tõestust mittevajavaks lähtepunktiks ja täisarvude arit-

meetikas teostatavad operatsioonid tõestati (51, lk. 131).

1 Jätame siinjuures vaatluse alt välja arvu mõiste laiendamise

põhjused, mis kasvavad välja praktikast.
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Laiendatud arvudehulgas tehtavate operatsioonide kohta
ütlevad matemaatikud R. Courant ja G. Robins:

«Nad luuakse või deklareeritakse (minu
sõrendus — A. T.) meie endi poolt eesmärgiga kind-

lustada operatsioonide vabadus ilma aritmeetika põ-
hiseadusi rikkumata. Mida võib ja peabki tõestama,
on ainult see, et kui operatsioonid on defineeritud,
siis säilivad ka aritmeetika põhiseadused — kõmmu-

tatiivsus, assotsiatiivsus ja distributiivsus» (46, lk.

93).

Täisarvude hulga laiendamine ratsionaalarvude hulgani
on tingitud jagamisoperatsiooni piiratusest täisarvude hul-

gas. Jagatis a : b on täisarvulise aja b korral (6 =/= 0) võr-

randi bx = a lahend ja ta eksisteerib ainult siis, kui a

jagub 6-ga. Vastasel juhul vaadeldakse jagatist a: b kui
uut sümbolit, nii et b(a■b) = a. Seega on jagatis a■ b võr-

randi bx = a lahend definitsiooni kohaselt. Uus
sümbol omandab arvu tähenduse alles siis, kui temaga
saab teostada arvutusoperatsioone. Need operatsioonid de-

fineeritakse. Nimelt

Pärast defineeripiist tõestatakse, et selliste definitsioo-
nide korral jäävad täisarvude hulgas maksvad arvutamise

põhiseadused kehtima ka ratsionaalarvude hulgas.
Saksa matemaatik H. Hankel nimetab seda printsiipi,

mille kohaselt esialgu mõtet mitteomavaid operatsioone
defineeritakse nii, et vastavate operatsioonide kohta lähte-

hulgas kehtinud seadused jäävad kehtima ka uues, laien-
datud arvudehulgas, formaalsete seaduste per-
manentsuse printsiibiks. Nimetatud printsiip on

esmakordselt formuleeritud H. Hankeli töös «Theorie der

komplexen Zahlensysteme» (1867).
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Hankel märgib, et kui b > c, siis võrrandil x + b = c ei

ole naturaalarvude hulgas lahendit. Edasi ütleb ta:

«Kuid miski ei sega meid sel juhul vaatamast va-

hele (c—b) kui sümbolile, mis on selle ülesande
lahendiks ja millega tuleb opereerida samuti, nagu ta

oleks ritta 1,2, 3, ...kuuluv arv» (34, lk. 13).
Hankel rõhutab, et just sel juhul, kui antud hulgas teos-

tatava operatsiooni pöördoperatsioon ei vii antud hulga
elemendile,

«... astubki tegevusse meie permanentsuse print-
siip. Juhindudes (minu sõrendus — A. T.) sel-

lest, defineerime uued operatsioonid sel tingimu-
sel, et nad alluksid formaalselt samadele seadustele,
millega olid seotud operatsioonid esialgsete elemen-
tide vahel» (34, lk. 36).

A. Voss nimetab formaalsete seaduste permanentsuse
printsiipi hodogeetiliseks prints i i b i k s l , mis

«...moodustab sellest ajast (s. o. Hankeli ajast —

A. T.) alates puhtaritmeetiliste teooriate aluse

(minu sõrendus — A. T.)» (17, lk. 39—40).

Mõiste järkjärguline laiendamine permanentsuse print-
siibi kohaselt ei leia matemaatikas rakendamist mitte

ainult arvu mõiste laiendamisel. Mingi hulga laiendamine

uute elementide sissetoomise teel nii, et esialgses hulgas
maksvad seadused kehtivad ka laiendatud hulgas, on

üldse iseloomulik matemaatikas tehtavatele üldistustele.
Üldiselt tähendab formaalsete seaduste permanentsuse
printsiip järgmiste nõuete täitmist:

1) Esialgne hulk peab moodustama laiendatud hulga
alahulga.

2) Laiendatud hulgas defineeritud operatsioonid on ala-

hulgas defineeritud operatsioonide üldistused.

3) Laiendatud hulgas teostatavad operatsioonid alluvad
samadele seadustele kui vastavad operatsioonid alahulgas.

Näiteks astme mõistet defineeritakse esialgu ainult na-

turaalarvulise astendaja korral:

an
— a.a .a

n tegurit

1 Ka H. Hankel ise nimetab seda printsiipi hodogeetiliseks print-
siibiks (34, lk. 5.).
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Pärast sellist defineerimist tõestatakse, et operatsioo-
nid astmetega alluvad kindlatele eeskirjadele:

am
. an

— a m +n \

am
: an

— am n , kui tn >n;

(ab)n
— a n

. b n ;

(a : &)n — an : b n

(an ) tn — amn.

Ülaltoodud definitsiooni järgi ei oma aga mingit tähen-
dust näiteks a° või a m

,
kus m> 0. Nende sümbolite mõte

tuleb uuesti defineerida. Definitsioonid antakse

nõnda, et astmetega opereerimise endised eeskirjad jääksid
kehtima. See leiab aset siis, kui on defineeritud

1
a° —1 ja cr m

~

,
kus a 0.

am

Täiesti analoogiliselt toimub astme mõiste üldistamine
ratsionaalse astendajaga astmeni. 1

Et formaalsete seaduste permanentsuse printsiibist ju-
hindutakse paljude matemaatiliste mõistete üldistamisel,
siis tulebki seda nimetada üheks hodogeetiliseks
printsiibiks.

* * *

Eeltoodud analüüs näitab vajadust hodogeetiliste print-
siipide loomiseks teatava küsimusteringi käsitlemisel. Ho-

dogeetilisest printsiibist juhindumine võimaldab antud kü-

simusi süstematiseerida. Paljudel juhtudel näitab hodogee-
tiline printsiip kätte ka tee, mida mööda liikuda problee-
mide edaspidisel käsitlemisel.

1 Arvu ja astme mõiste üldistamise seisukohalt on õpetajal soo-

vitav tutvuda tööga B. B. Hmkmtmh n K. A. Py nacoß, On-

pegejieHHH MaTeMaTmiecKJix noHHTnii b Kypce cpegHeü iukojibi,

M., 1963.
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§ 4. Hodogeetiliste printsiipide vajadus
koolimatemaatika kursuses

Koolimatemaatika üheks ülesandeks on anda õpilastele
teatav hulk spetsiifilisi teadmisi — fakte, mõis-

teid, definitsioone, valemeid jne. — ning oskusi mitmesu-

guste ülesannete lahendamiseks nende teadmiste abil. Sel-
liseid spetsiifilisi teadmisi ja oskusi on vaja praktikas sel-
liste ülesannete lahendamisel, kus tuleb arvestada küsi-

muse matemaatilist külge. Peale selle on sellised teadmi-
sed ja oskused vajalikud matemaatikas endas uute tead-
miste omandamiseks, samuti orienteerumiseks teistes tea-

dustes, nagu füüsikas, astronoomias, keemias, kus on tege-
mist analoogiliste ülesannetega. Psühholoogid nimetavad
-sellist spetsiifiliste teadmiste ja oskuste kasutamist «Har-

jutamise spetsiifiliseks ülesandeks» (29, lk. 20).

Koolimatemaatika teiseks ülesandeks on õpilase üldise
matemaatilise kultuuri arendamine 1 . Ka siin on

kahtlemata suur tähtsus spetsiifiliste teadmiste ja oskuste
omandamisel. Ainult nende vahenditega ei saa aga seda
ülesannet lahendada, sest nii jäävad teadmised isoleeri-
tuks, seostamata, üldisesse süsteemi viimata.

Üldise matemaatilise kultuuri tõstmise seisukohalt on

väga oluline kasvatada ka arusaamist antud õppeaine
sisemisest loogikast, õpetada nägema üksikute

spetsiifiliste faktide omavahelisi seoseid. 2

õppeaine struktuuri omandamine on võimalik mitte spet-
siifiliste teadmiste ja oskuste omandamise teel, vaid

üldiste meetodite õppimise teel. Selleks ongi vaja püstitada
hodcgeetilised printsiibid, millest tuleb juhinduda teatavat

hulka üksikküsimusi hõlmava probleemideringi käsitle-
misel.

1 A. I. Markuševitš kasutab väljendit «õpilaste matemaati-
line arendamine» (49). Ta peab siin väga tähtsaks oskust

abstraheerida, skematiseerida, teha deduktiiv-
seid järeldusi, väljendada end täpselt ja konkreet-

selt jms.
2 J. Bruner nimetab sellist õppimist õppeaine, või laiemas mõttes

teaduse struktuuri omandamiseks (lk. 12). Arusaamist

õpetatava aine põhilisest struktuurist peab ta minimaalseks nõu-

deks, «... mille täitmine annab võimaluse kasutada saadud tead-
misi õppeprotsessi kõigil etappidel mitmesuguste ülesannete lahen-
damiseks» (29, lk. 15).



2 17

Hinnates kõrgelt üldiste meetodite omandamist, kirju-
tavad nõukogude matemaatikapedagoogid V. Aškinuze,
V. I. Levin ja A. D. Semušin seoses matemaatika õpeta-
mise eesmärkidega keskkoolis, et matemaatikakursus peab

« ... sisaldama mitte ainult üksikute faktide õppimist,
vaid tutvustama õpilasi ka suurt üldhariduslikku ja
rakenduslikku tähtsust omavate matemaatika üldiste
teaduslike ideede ja meetoditega» (23, lk. 48).

Hodogeetilistest printsiipidest juhindumine on üldise
matemaatilise kultuuri arendamise kõrval ka vahendiks,
mis võimaldab vähendada inimese mälu koormust. Seoses

sellega märgib J. Bruner:

«Üldiste või põhiliste printsiipide õpetamine soodus-

tab materjali säilimist mälus, aitab reprodutseerida
üksikuid detaile, kui see on vajalik. Hea teooria ei ole
mitte ainult nähtuste mõistmise, vaid ka nende järg-
neva mälus reprodutseerimise vahend.» (29, lk. 26).

Käesolevas töös käsitletakse keskkoolimatemaatika ühe

hodogeetilise printsiibina järkjärgulise lähendamise mee-

todit. Rõhutame seejuures, et käesolev töö oma mahu pii-
ratuse tõttu ei ammenda kaugeltki kõiki keskkoolimate-
maatika probleeme, mida on võimalik käsitleda järkjärgu-
lise lähendamise meetodist juhindudes.
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11 JÄRKJÄRGULISE LÄHENDAMISE MEETODI

OLEMUS

§ 5. Täpsuse mõiste teoorias ja praktikas

1. Reaalarvude kontiinuum

Olgu praktiliselt vaja mõõta mingit suurust,
näiteks teatava keha massi, mille mõõtarv on seega
otsitav. Massi suurust saab määrata kangkaaludel
kindlate massidega (kaaluvihtidega) võrdlemise teel. Kui
näiteks viht massiga 1 kg on liiga väike, aga viht massiga
2kg liiga suur, siis on leitud otsitava massi lähe n d i d

täpsusega 1 kg. Proovides edasi väiksema massiga kaalu-

vihte, saab järk-järgult leida otsitava massi uusi

ja täpsemaid lähendeid. Proovimine lõpetatakse, kui otsi-

tav suurus on määratud vajaliku täpsusega. Seega toimub

sellisel praktilisel mõõtmisel otsitava järkjärguline
a proks imeerimine 1 lähendite abil, s. t. moodusta-

takse otsitava lähendite jada

Xi, x2,
x 3, .

Vaatamata sellele, kas mõõdetav suurus ja mõõtühik on

ühismõõduga või mitte, on praktilisel mõõtmisel saa-

dav lahendite jada alati lõplik, sest tegelikult ei ole
mõõtühikut võimalik lõputult peenestada. Nii on kaaluvih-
tide karbis alati üks kõige väiksem kaaluviht.

Analoogiline on olukord ka teiste suuruste mõõtmisel. Näi-
teks pikkuse mõõtmiseks kasutatava mõõdulindi või voo-

lutugevuse mõõtmiseks kasutatava ampermeetri skaalal on

ikka olemas üks kõige väiksem kriipsuvahe. Siit

järeldub, et praktilisel mõõtmisel on mõõtmistäpsus
alati piiratud teatava veatõkkega. Siinjuures tuleb mär-

kida, et kui mõõdetav suurus ja mõõtühik on ühismõõ-

1 aproksimeerima (ladinakeelsest sõnast approximare
lähenema) — lähendama, ligikaudselt esitama.
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duga, siis võib saadud mõõtarv olla juhuslikult täpne. Kas

aga ühismõõt on olemas või mitte, seda ei ole praktiliselt
mitte millegagi võimalik selgitada. Pealegi mõjutavad
mõõtmise täpsust mitmesugused muud põhjused (mõõdu-
riista ehitus, mõõtja vilumus jms.), nii et mõõtarvusse

tuleb suhtuda alati kui ligikaudsesse arvusse.

Öeldust järeldub ka, et praktika seisukohalt

on piisavaks arvude hulgaks ratsionaal-

arvude hulk.
Teoreetilistes käsitlustes opereeritakse aga suurustega

kui täiesti täpselt mõõdetavatega. Absoluutse täp-
susega mõõdetavad suurused on siin vajalikud mõtte-

lised objektid, sest teoreetilise uurimise tulemusi on vaja
praktikas rakendada, olenemata mõõtmistäpsusest igal
konkreetsel juhul. Absoluutselt täpselt mõõdetava suuru-

seni jõutakse siis, kui abstraheeritakse kõik need

tingimused, mis tegelikkuses takistavad otsitava mõõtarvu

järkjärgulist aproksimeerimist lõputult, ja jätkatakse
mõõtühiku peenestamist mõttelise eksperimendi
teel. Siis tekibki vajadus irratsionaalarvu ja reaalarvude
kontiinuumi järele. Reaalarvude teooria aluseks on mate-

maatikateaduses fundamentaalset tähtsust omav pide-
vuse aksioom: igale reaalarvule x vastab üks ja
ainult üks arvtelje punkt X, ja vastupidi, igale arvtelje
punktile X vastab üks ja ainult üks reaalarv x.

Seda aksioomi tunnistamata on võimatu luua eksaktset
mõõtmise teooriat. Tõepoolest, kui loobuda pidevuse
aksioomist, siis ei ole võimalik mõõdetavat suurust väljen-
dada ühegi arvu abil, juhul kui mõõdetav suurus ja mõõt-

ühik on ühismõõduta. Nii näiteks ei oleks võimalik väljen-
dada ühikulise kaatetiga võrdhaarse täisnurkse kolmnurga
hüpotenuusi ühegi arvu abil. Lugedes aga pidevuse
aksioomi kehtivaks, saab iga suuruse mõõtmise tulemust
väljendada arvu abil ka sel juhul, kui mõõdetaval suurusel

ja mõõtühikul puudub ühismõõt. Seejuures tuleb rõhutada,
et teoreetilisest seisukohast lähtudes ei ole mõõtrnistäpsu-
sel piiri. Põhimõtteliselt on võimalik mõõta iga
suurust absoluutselt täpselt.

Sellega seoses märgib A. D. Aleksandrov, et

«.'..reaalarv peegeldab mõõtmise lõpmatult
täpsustatavat protsessi, või natuke teisiti,
absoluutset, suuruse lõpmatult täpset väärtust»

(50, lk. 29—30).
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Seega on suuruste ühismõõdu ning sellega seoses irrat-
sionaalarvu ja reaalarvude kontiinuumi probleem puhtal
kujul teooria küsimus.

Nagu teada, on reaalarvude teooria seisukohalt võima-

lik iga reaalarvu esitada üheselt lõputu kümnendmurruna1
,

ja vastupidi, iga lõputu kümnendmurd kujutab teatavat

reaalarvu. Kui vaadeldav reaalarv on ratsionaalne, siis on

vastav kümnendmurd lõputu perioodiline; kui reaalarv on

irratsionaalne, siis on vastav kümnendmurd lõputu mitte-
-5

perioodiline, näiteks ratsionaalarv “ = 0,8333...; irrat-

sionaalarv n = 3,14159265 ...
Sellisel reaalarvude hulga ja lõputute kümnendmurdude

hulga üksühesesse vastavusse seadmisel tuleb jällegi rõhu-
tada, et reaalarvude esitamine lõputu kümnendmurruna on

absoluutselt täpne, s. t. et tekkivat viga on või-

malik suruda allapoole igast kuitahes väikesest tõkkest

(9, lk. 3).

2. Reaalmuutuja funktsiooni mõiste

Kahe muutuva suuruse x ja y vahel valitseva sõltuvuse

empiirilisel uurimisel (näiteks juhtme takistuse

ja läbimõõdu vahelise sõltuvuse uurimisel) saadakse
muutuvate suuruste vastavate väärtuste paarid ikka

teatavatest katseandmetest, mis on paratamatult
ebatäpsed. Seda esiteks. Teiseks, praktiliselt on või-

malik saada argumendi väärtusi ainult diskreetse ja
lõpliku hulgana, millest tingituna ka funktsiooni vas-

tavate väärtuste hulk on diskreetne ja lõplik.
Seega ei ole sõltuvuse praktilisel uurimisel kunagi võima-

lik täpselt öelda, missuguse funktsiooni väärtus vastab

argumendi antud väärtusele. Empiiriliselt saab määrata

kahe muutuva suuruse x ja y vahel valitsevat sõltuvust
ainult teatava piiratud täpsusega

y = f (x) ± e,

nii et funktsiooni täpsed väärtused langevad mingisugu-
sesse määramatuse vahemikku. F. Klein tarvitab sellise
sõltuvuse iseloomustamiseks terminit «funktsioonriba»

1 Tingimusel, et lõputu perioodiline kümnendmurd perioodiga 9
on vaatluse alt välistatud ja et lõppevat kümnendmurdu vaadel-
dakse kui lõputut perioodilist kümnendmurdu perioodiga 0.
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(Funktionsstreifen, 11, lk. 253; 9, lk. 17), sest selline sõl-
tuvus realiseerub graafiliselt tõepoolest ribana (joon. 1).
Riba laiust määrav e oleneb sellest, missuguseid vahendeid

vastava nähtuse uurimisel kasutati, missugusel otstarbel
nähtust uuriti ja milliste uurimiskogemustega oli uurija.
Vastavalt sellele, kuidas areneb tehnika ja teadus üldse,

on aga võimalik e väärtust vähendada, s. t. on võimalik
realiseerida teatavat funktsioonide jada

z/i = / (x) ± ep,

y2 = f (x) ± e 2;

Ž/3 = f (x) ± e 3;

kus £i>s 2 >S3>... ja milles iga järgmine funktsioon
määrab uuritava sõltuvuse seega täpsemalt kui eelmine.
Nii saab empiirilise meetodiga uuritavat funktsiooni järk-
- järgult aproksimeerida teatavate lähendfunkt-

sioonidega seda täpsemalt, mida täiuslikumad vahendid
on inimese käsutuses vastava nähtuse uurimisel.

Reaalmuutuja funktsiooni teoreetilise määrangu
andmisel abstraheeritakse need tingimused, mis

praktiliselt ei võimalda teatavat sõltuvust absoluutselt

täpselt määrata. Rangel kujul on reaalmuutuja funktsiooni
definitsioon antud esmakordselt saksa matemaatiku
G. Dirichlet’ poolt:

«y on x-i funktsioon antud vahemikus, kui igale
x-i väärtusele sellest vahemikust vastab üks ki n-

dei (ein wohldefinierter) y-i väärtus (minu soren-

dused — A. T.)> (9, lk. 14).

♦

Joon. 1.
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Definitsioonist selgub, et kui argumendi muutumise va-

hemikust valida argumendi ükskõik milline väärtus, peab
see ikka määrama funktsiooni ühe kindla väärtuse.

Seega on funktsiooni määramine argumendi antud väär

tüse järgi absoluutselt täpne — funktsiooni väär-

tus ei saa langeda mingisugusesse määramatuse vahe-
mikku f (x) ± e, vaid langeb täpselt mingisse kindlasse

punkti.

3. Kvadratuuri probleem
Vaatleme maatüki pindala mõõtmist, kui maatüki üks

külg on piiratud kõverjoonega (joon. 2). Praktiliselt on

selle maatüki pindala täpne määramine võimatu esiteks

seepärast, et kõvera kaare ühtegi osa ei saa panna ühtima

sirglõiguga; teiseks seepärast, et mõõtmistulemused on

ebatäpsed. Küll on aga võimalik selle maatüki pindala
leida tegelikkuse vajadusi rahuldava täpsusega. Selleks

jaotatakse maatükk trapetsiteks ja leitakse nende pind-
alade summa S b

mis lähendab otsitavat pindala teatava

täpsusega. Suurendades järk-järgult trapetsite arvu; saab
moodustada otsitava pindala lühendite jada

Si, S2, 53,...,
milles iga järgmine lahend on täpsem kui eelmine. Pindala

sellisel aproksimeerimisel on olemas kindel vea alamtõke,
mida praktiliselt ei ole võimalik ületada.

Analoogiline pindala ligikaudse määramise ülesanne
kerkib tegelikkuses üles paljude küsimuste lahendamisel,
näiteks karusnaha mõõtmisel, põletushaavade tagajärjel
kahjustatud kehaosa pindala mõõtmisel jms.

Joon. 2.
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Abstraheerime need tingimused, mis ei luba antud

kujundi pindala praktiliselt mõõta absoluutselt täpselt, ja
vaatleme kujundit, mis on piiratud kõvera f (x) kaarega,
kahe ordinaadiga f (a) ja f (b) ning x-telje lõiguga [a, b].
Jaotame vahemiku [a, b] n osaks ja fikseerime igas osava-

hemikus Ax
k (k = 1,2, 3,..., n) x-i mingi väärtuse a

fc

(joon. 3).

annab vaadeldava kujundi pindala ligikaudse väär-

tuse. Selle pindala täpsema väärtuse saame, kui vähen-

dame mõttes osavahemiku Ax
k pikkust (s. t. suurendame

n väärtust). Pindala absoluutselt täpse väärtuse
annab piirväärtus

n

s = lim S f(„ )A x
k =/ f (X) dx.

n->oo k=y

Seega on teoreetiliselt võimalik määrata vaadeldava ku-

jundi pindala absoluutselt täpselt.
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4. Kiirus antud punktis

Kui tahame näiteks teada saada, millise kiirusega läbib

sprinter punkti A, mis asub lähtekohast 50 m kaugusel,
tuleb mõõta teatav teepikkus, millel asetseb see punkt, ja
selle teepikkuse läbimiseks kulunud aeg. Nende andmete
alusel saab leida keskmise kiiruse vaadeldaval teelõigul.
Saadud keskmine kiirus lähendab otsitavat kiirust

mõõtmistäpsusest ja sprinteri liikumise kiirendusest ole-

neva veaga. Saadud lähend on seda täpsem, mida väiksem
on vaatluse all olev teepikkus, sest küllalt väikesel teepik-
kusel ei saa liikumise kiirus oluliselt muutuda. Vähenda-
des järk-järgult mõõdetavat teepikkust, saab leida otsitava
kiiruse lähendite jada

VX, v
2,

v 3,
milles iga järgnev lähend aproksimeerib otsitavat kiirust

täpsemalt kui eelmine. Sellisel aproksimeerimisel on ole-

mas kindel vea alamtõke esiteks seepärast, et mõõtmisel
saadud arvud on ise ligikaudsed, ja teiseks seepärast, et

ei ole võimalik mõõta lõpmatult väikesi teepikkusi ja aja-
vahemikke.

Küsimuse teoreetilisel käsitlemisel a-bstraheeri-
takse kõik need tingimused, mis praktiliselt ei võimalda
leida kiirust antud punktis absoluutselt täpselt. Olgu vaja
määrata keha liikumise kiirus antud punktis A, mis aset-

seb keha liikumise trajektoori mingis vahemikus A s

(joon. 4). Kui teepikkuse As läbimiseks kulub ajavahemik
A t, siis keha liikumise ligikaudne kiirus punktis A
saadakse jagatisena A s : A t, mis annab keskmise kiiruse
vahemikus A s. Täpsemat väärtust keha liikumise kiiru-
sele punktis A on võimalik saada, kui vähendada ajava-
hemikku A t ja sellest sõltuvalt ka teepikkust A s. Keha
liikumise kiiruse täpse väärtuse punktis A annab aga

lim A*

A*->ozv
_

ät

Seega on keha liikumise kiirus antud punktis teooria

seisukohalt määratav absoluutselt täpselt.
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5. Geomeetrilised konstruktsioonid

Geomeetria algmõisted punkt, sirge, tasapind (sa-
muti defineeritavad mõisted) kujutavad deduktiivses geo-
meetrias ideaalseid objekte, mis on tekkinud abstraktsioo-

niprotsessis materiaalsete objektide vaatlemisel. Selle tõttu

punkt ei oma üldse mõõtmeid; sirgel on ainult üks mõõde
— pikkus; tasapinnal on vaid kaks mõõdet — pikkus ja
laius. Idealiseeringutest tingituna kehtivad abstraktsete

geomeetriliste mõistete kohta püstitatud laused abso-
luutselt täpselt. Näiteks kaks punkti määravad

(täpselt) ühe sirge; kolmnurga sisenurkade summa on

eukleidilises geomeetrias (täpselt) 180°.

Sellest lähtudes on paljude geomeetriliste konstrukt-
sioonülesannete1 lahendamine põhimõtteliselt võimalik
absoluutselt täpselt. Sellisteks on näiteks lõigu
poolitamine, lõigu keskristsirge ehitamine, nurga poolita-
mine, ringjoone jaotamine n võrdseks osaks, kui

n=2r ' r\P k i* Pk
=2m + b

k

kus r = 0,1,2,...; m omab aga selliseid väärtusi hulgast
{ 0,1,2,3,... J, et pk

oleks algarv — nn. Gaussi algarv.
Geomeetrilise konstruktsioonülesande praktiline la-

hendamine on alati võimalik ainult piiratud täpsu-
sega, sest geomeetria ideaalseid objekte, nagu punkt,
sirge, tasapind jt. ei ole praktiliselt võimalik realiseerida.
Praktiliselt vaadeldakse punkti kui väikeste mõõtmetega
materiaalset objekti; iga joon aga realiseerub ribana, mille
laius võrreldes pikkusega on väike.

Abstraktse geomeetria seisukohalt on olemas mitmeid
klassikalisi konstruktsioone, mida ei ole võimalik täpselt
teostada. Sellisteks on ringjoone jaotamise ülesanded (näi-
teks 7 osaks, 9 osaks); antud nurga jaotamine kolmeks

võrdseks osaks; kuubi kahendamine, s. o.V 2 konstrueeri-

mine; ringjoone sirgestamine, s. o. jt konstrueerimine.

Kuigi viimati loetletud ülesanded ei ole teoreetiliselt täp-
selt lahendatavad, on nad praktiliselt kõik lahendatavad.

Mitmed praktilised konstruktsioonid põhinevad juba ees-

pool kasutatud printsiibil — otsitava asemel konstrueeri-
takse tema lähendite jada, kus iga järgnev lähend
on täpsem kui eelmine.

’ Konstrueerimisvahendite all mõeldakse siin ja edaspidi klassi-
kalisi vahendeid — sirklit ja joonlauda.
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Nii näiteks saab ringjoone kaart sirgestada Euleri poolt
antud valemi abil (16, lk. 314)

sin x x x x
—“—

= COS
—

• COS
~

• eos "y •' • ’

Konstruktsioon ilmneb jooniselt 5, kus AB = 1, Z.CAB —

— x; Z CBD = ~DBE — EBF —~;

Jooniselt näeme, et

BC — sin x;

BC sin x .
BD =

x x

eos — eos —

2 2

BD sin x

BE =

X XX

eos — eos —. eos
4 2 4

BZ = x.
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Ringjoone pikkuse ja diameetri suhte n konstrueerimi-
seks võib kasutada vastava ahelmurru

22 333 355
lahendeid V’7^T ; T7T

/ lUb llö

Erilist tähelepanu väärib neist lähenditest

355
-—

= 3,141592
,

mille konstrueerimist lihtsustab see, et

355 42

•H7-3+ 7 2 +Br ( 56
>

lk - 31 °)-

Eeltoodud arutelu põhjal võib öelda, et küsimus antud
konstruktsioonülesande täpsest lahenduvusest on teoo-
ria küsimus. Praktiliselt ei ole olemas lahendumatuid
konstruktsioonülesandeid.

6. Täpsusmatemaatika ja lähendus-
matemaatika

Täpsuse mõiste järgi teoorias ja praktikas jaotab F. Klein
kogu matemaatika kahte ossa (9, lk. 5):

1) täpsusmatemaatika (Präzisionsmathematik);
2) lähendusmatemaatika (Approximationsmathematik 1 ).
Täpsusmatemaatikas on täpsus piiramatu. Siin on

iga otsitav määratav kas absoluutselt täpselt või

ta on määramatu.
Lähendusmatemaätikas on täpsus alati piiratud; siin

opereeritakse otsitavate lähenditega.
Seoses sellise liigitusega kirjutab F. Klein:

«Lähendusmatemaatika on meie teaduse (s. o. ma-

temaatikateaduse — A. T.) see os-a, mida rakendus-

1 F. Klein märgib (9, lk. V), et terminit «Approximationsmathe-
matik» kasutas esimesena K. Heun kogumikus «Jahresbericht der
deutschen Mathematiker-Vereinigung», Heft I, Bd. 9. (1900 —1901).
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tes faktiliselt kasutatakse; täpsusmatemaatika on nii

öelda kindel telling, millele lähendusmatemaatika
tugineb» (9, lk. 5).

Sellest järeldub, et täpsusmatemaatikat ja lähendusma-
temaatikat ei saa vaadelda iseseisvate matemaatika osa-

dena, vaid neid tuleb vaadelda ühtsuses. Selles ühtsuses
etendab matemaatika rakenduslik külg (aga järelikult ka

lähendusmatemaatika) kahesugust osa: 1) lähendusmate-
maatika ette kerkivad probleemid ajendavad teooria aren-

damisele; 2) teoreetiliste uurimiste tulemused rakenda-
takse praktikasse lähendusmatemaatika kaudu (3, lk. 32)..

§ 6. Järkjärgulise lähendamise meetodi määrang

Eelmises paragrahvis nägime, et praktikas on enamikul

juhtudest võimalik leida ainult otsitavate lühen-
deid. Seejuures osutub sageli võimalikuks leida teatava

võttega otsitava x lähendite jada
X],

milles jada iga järgnev liige esitab otsitava väärtust täp-
semalt kui eelmine. Teoreetiliselt on see jada lõputu ja
koondub otsitava täpseks väärtuseks; praktika seisu-
kohalt piisab aga otsitava vajaliku täpsusega ligikaudse
väärtuse leidmiseks jada mõne esimese liikme leidmi-
sest.

Lähendite jada moodustamise seadus võib olla vastavalt
konkreetsele juhule vägagi erinev. Nii näiteks võib jada
olla määratud teatava, analüütilisel kujul antud algorit-
miga, nagu eespool vaadeldud ringjoone kaare sirgesta-
mise konstruktsioon valemi

sin x x x
= COS — eos —

x 2 4

järgi; mingi suuruse mõõtarvu lähendite jada määratakse

sellega, et mõõtühik peenestatakse ikka väiksemateks ja
väiksemateks osadeks.

Vaatamata sellele, millise seaduse järgi saab otsitava
lähendite jada moodustada, ütleme, et otsitav on määra-

tav järkjärgulise lähendamise meetodiga.
Lähtudes sellest võib anda järkjärgulise lähendamise
meetodile järgmise määrangu:

Järkjärgulise lähendamise meetod on selline meetod,
mida kasutatakse antud ülesande lahendiks koonduva
jada moodustamiseks.
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Märgime siinjuures, et definitsioonis kõne all olev jada
ei tarvitse alati olla arvude jada; vastavalt konkreetsele
ülesandele võib ta olla ka funktsioonide, lõikude,
nurkade, pindalade jne. jada.

Tavaliselt käsitatakse järkjärgulise lähendamise meeto-
dit antud määrangust mõnevõrra kitsamana. Nii näiteks
loeme «Suurest nõukogude entsüklopeediast», et järkjär-
gulise lähendamise meetod (nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAH-
>KeHnn mgtoa)

«on matemaatiliste ülesannete lahendamise mee-

tod lähendite sellise jada abil, mis koondub ülesande
lahendiks ja mis koostatakse rekurrentselt (s. t.

iga uus lähend arvutatakse lähtudes eelmi-

sest, alglähend valitakse teatavates piirides meele-

valdselt)» (minu sõrendused — A. T.) (t. 34,
lk. 240—241).

Toodud määrangus iseloomustab järkjärgulise lähenda-
mise meetodit kolm tingimust:

1) ülesande lahendi lähendite jada moodustamine;
2) saadud jada koondumine ülesande lahen-

diks;
3) lähendite jada moodustamine rekurrentselt.

Kolmanda tingimuse (jada moodustamine rekurrentselt)
püstitamine järkjärgulise lähendamise meetodi definitsioo-
nis viib selle meetodi samastamisele koonduva iterat-

sioonimeetodiga. 1

Sellist järkjärgulise lähendamise meetodi samastamist
koonduva iteratsioonimeetodiga esineb kirjanduses mu-

jalgi. Näiteks:

«Iteratsioon (järkjärguline lähendamine, schritt-

weise Näherung; suktsessiivne aproksimeerimine,
sukzessive Approximation) — on meetod, mille kor-
duv rakendamine (minu sõrendus — A. T.)
võimaldab -tõkestamatult läheneda võrrandi täpsele
lahendile, lähtudes selle võrrandi mingist ligikaud-
sest lahendist»2 (5).

1 Iteratsioon — mingi matemaatilise operatsiooni korduva raken-

damise tulemus. Kui y= f (x) =f l (x), siis funktsioonid f2(x) =

= f[fi (*)]. fä(x) = f[f2 (*)], •• •, f
n
(*) = (*)] on funktsiooni /(x)

teine, kolmas jne. iteratsioon (40).
2 Millegipärast seostatakse siin iteratsiooni ainult võrrandi la-

hendamisega, kuigi iteratsioon on hoopis laiem mõiste.
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Ja veel:

«Järkjärgulise lähendamise meetod on rakendus-
matemaatikas kasutatavate võtete kogu tundmata
suuruse täpsema väärtuse määramiseks lähtudes

(minu sõrendus — A. T.) selle suuruse ligikaudselt
teadaolevast väärtusest» 1 (6).

Nagu näha, on järkjärgulise lähendamise meetodi kõi-

gile toodud määrangutele iseloomulik see, et otsitava mää-

ramisel lähtutakse tema mingist lähendist.
Selline tunnus iseloomustab aga nimelt iteratiivseid

protsesse.
Käesolevas töös kasutatakse autori poolt antud järkjär-

gulise lähendamise meetodi määrangut (lk. 41). Selle ko-
haselt on võrrandite numbrilisel lahendamisel kasutatav
iteratsioonimeetod järkjärgulise lähendamise meetodi eri-

juhtum: võrrandi lahendiks koonduv lähendite jada koos-
tatakse rekurrentse valemi järgi.

Järkjärgulise lähendamise meetod on

üks tähtsamaid meetodeid matemaatikas

ja selle rakenduste s. 2

Nimetatud meetod on suunavaks meetodiks kõigi mate-

maatikas esinevate konstantide arvutamisel. Näiteks
kasutades üldtuntud Machin’i rida (56, lk. 382)

n = 16 (- j-— — + ...) _

5 3 • 5 3 5 • 55 7 • 5 7

1
+ 1 1

+ ),
239 3 • 239 3 5 • 239 5 7 ■ 239 7 '

võime moodustada n lähendite jada, milles iga järgnev
liige on täpsemaks lähendiks kui eelmine. z

Arvu e lahendite jada määrab üldtuntud rida

e= 2 + —+ — +...+ — +..
2! 3! n!

1 Sellest määrangust jääb mulje, et järkjärgulise lähendamise

meetod leiab kasutamist ainult rakendusmatemaatikas. Nagu aga
allpool selgub, kasutatakse nimetatud meetodit ka teoorias mitmete
matemaatiliste mõistete loomisel ja nn. «olemasolu tõestuste»

juures.
2 N. J. Vilenkin iseloomustab seda meetodit järgnevalt: «Võib

julgesti öelda, et järkjärgulise lähendamise meetodit kasutamata
ei ole võimalik lahendada ühtegi tänapäeval lahendatavat gran-
dioosset füüsika ja tehnika ülesannet.» (32)
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Rõhuv enamus matemaatilistes tabelites olevaid arve on

määratavad järkjärgulise lähendamise meetodiga. Näiteks

n- 1 2 r 1 1 1 1
n

n

~

2/14-11 '3
’

(2n + l)2 5
'

(2/i 4-l)4
r

1 1 1
’ ! 7 '(2n + l)6

+ J 1
X3 X5 X

7

s\nx =x — —+— _— +...; *

3! 5! 7!

. X
2

x4 x
6 .

eos x — 1 — —4- —— — +
2 ! 4 ! 6!

Astmefunktsiooni x k (k on naturaalarv, k 1) väär-

tuste lähendite arvutamiseks saab kasutada üldtuntud
binoomrida (56, lk. 373, 385)

(1+x)” =l+mx +
"■ (m- 1)

x* + <"■=?> *
3 +

2! 3 !

kus m tähistab nullist ja igast naturaalarvust erinevat
mistahes reaalarvu. Binoomrida koondub, kui [xl < 1.

k

Olgu vaja arvutada x = ~\r A eeldusel, et on teada selle

juure mingi lähend x x , nii et A~ x* ja

— = 1 + /?,
4

kus h on ühest väiksem murd. Nüüd saame võrduse

k i_
/ 4 = x x (1 + /i) Ä

,

mille parema poole saab arendada binoomreaks, kui

1
m = —.

k

Järkjärgulise lähendamise meetod on suunavaks mceto

diks algebraliste, transtsendentsete ja diferentsiaalvõrran-
dite numbrilisel lahendamisel, funktsioonide lähendamisel,
lineaarsel planeerimisel ja paljude teiste suure praktilise
tähtsusega probleemide lahendamisel.

Vaadeldav meetod on teenäitajaks ka matemaatikatea-
duses paljude matemaatiliste mõistete loomisel. Suuruste

ühismõõdu leidmise probleem viib järkjärgulise lähenda-
mise meetodi kaudu irratsionaalarvu mõiste tekkimisele.
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Määratud integraali, püramiidi ruumala, ringjoone pikkuse
ja ringi pindala ning paljude teiste, lõpmatute protsesside
kaudu defineeritavate mõistete loomisel on järkjärgulise
lähendamise meetod juhtivaks meetodiks (14).

R. Courant ja G. Robins hindavad järkjärgulise lähen-

damise meetodi erijuhtumit — iteratsiooni — eriti seetõttu,
et seda>meetodit kasutatakse «olemasolu tõestuste» juures.
Nad ütlevad:

«Iteratiivsetel protsessidel on matemaatikas hiiglas-
lik tähtsus ses mõttes, et nende abil antakse suures

osas «olemasolu tõestused»...» (46, lk. 430).
Klassikaliseks näiteks sel alal on diferentsiaalvõrrandi

= f (*, y)
lahendi olemasolu tõestus, mis esmakordselt anti
E. Picardi 1 poolt.

Selleks et näidata antud algtingimusi (xO , z/0 ) rahuldava
lahendi olemasolu2

,
asendatakse antud diferentsiaalvõr-

rand integraalvõrrandiga
X

y = yo + f I&,y) dx.

Nüüd moodustatakse funktsioonide jada

Jä+l =yo+ / f {x,yk) dx, (£ = 0,1,2,...)
Xn

ja näidatakse, et see jada koondub ja tema piirväärtus

y (x) = lim yk (x)
k -> oo

ongi antud diferentsiaalvõrrandi lahendiks, mis täidab

algtingimusi (xO, yo) ■
Pretendeerimata küsimuse ammendavale käsitlusele,

vaatlesime eespool ainult mõningaid näiteid järkjärgulise
lähendamise meetodi rakendustest matemaatikas. Kuid
siitki juba selgub, et selle meetodi tähtsust matemaatikas
on raske ülehinnata. Seetõttu nimetamegi järkjärgu-
lise lähendamise meetodit üheks hodogeetiliseks
printsiibiks matemaatikas.

1 E. Picard (1856—1941) — prantsuse matemaatik.
2 Üksikasjalik tõestus leidub raamatus (54).
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§ 7. Järkjärgulise lähendamise meetod inimese

igapävases elus

Eelmises paragrahvis määratlesime järkjärgulise lähen-
damise meetodit kui meetodit antud ülesande lahendiks
koonduva lähendite jada moodustamiseks. Siit järeldub, et

antud ülesande lahendi lähendid moodustavad teatava jär-
jestatud hulga. 1 Nagu märgitud, võib vastavalt konkreetse
ülesande sisule olla selleks arvude hulk, funktsioonide
hulk, lõikude hulk jms.

Veelgi enam, järkjärgulise lähendamise meetodi mää-

rangus kõne all olev ülesanne ei tarvitse olla hoopiski
matemaatilise sisuga ja sellest tingituna võivad
lähendite jada liikmed olla matemaatikas mitte-

defineeritavad objektid.
Vaatleme mõningaid näiteid.

1. Olgu vaja valmistada silindrikujuline metallist detail

diameetriga 35 mm. Selle detaili valmistamiseks saab töö-

line esmalt oma kätte tooriku, mida võib käsitada kui tule-

vase detaili esimest lähendit. Toorikule antakse

jämeda töötlemise teel silindri kuju, mida vaatleme vaja-
liku detaili teise lähendina. Selle lähendi sobivust
kontrollitakse mõõtmise teel. Mittesobivuse korral töödel-
dakse detaili peenemate instrumentidega ja saadakse
detaili kolmas lähen d.

sellist üha täpsemat töötlemist jätkatakse, kuni on jõu-
tud vajalikke tingimusi rahuldava detailini. Siin on iga
töötlemisetapi tulemuseks teatav materiaalne objekt —

kindla diameetriga silindrikujuline detail. Nende diameet-
rite pikkuste järjestatud hulk moodustab vajaliku detaili
diameetri pikkuse lähendite jada, nii et detaili valmista-
mist võib vaadelda kui järkjärgulise lähenda-
mise meetodi rakendust.

Esitatud mõttekäiku võib arendada mitme teisegi töö-

1 Hulk M on järjestatud, kui tema elementide vahel kehtib seos
a < b (a eelneb b-le), millel on järgmised omadused:

1. Mistahes kahe elemendi a ja b vahel kehtib üks ja ainult üks
kolmest seosest: a = b; a < b; b < a.

2. Kui mistahes kolme elemendi a, b ja c puhul a < b ja b < c,
siis a < c.

Märkus: Et seos a = b tähendab sisuliselt ühe ja sama elemendi
kaht erinevat tähistust, siis võime öelda, et järjestatud
hulga iga elemendi a ja b vahel valitseb üks ja ainult

üks kahest seosest: a < b; b < a (58, lk. 96).
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protsessi jälgimisel, seega valmib inimtöö produkt palju-
del juhtudel järkjärgulise lähendamise meetodi rakendu-
sena.

2. Suur majanduslik tähtsus on loomade tõuaretustööl.
Selle aluseks on Darwini õpetus, et orgaanilise maailma

fülogeneetiline 1 areng toimub nende isendite valiku ja
säilitamise teel, kes on kõige enam kohanemisvõimelised
antud tingimustele. Kui fülogeneetiline areng toimub loo-
muliku valiku teel, siis tõuaretustöös omab peamist täht-
sust kunstlik valik2

,
mille all mõeldakse loomade eralda-

mist üldisest massist teatavate omaduste kompleksi
(üldine konstitutsioon, produktiivsus, pärilikkuse omadu-
sed jt.) alusel (26, lk. 244; 25, lk. 21). Valiku tagajärjel
toimub väliskeskkonna teatud tingimustes organismi pisi-
muutuste järkjärguline kuhjumine, mis viib sügavatele
kvalitatiivsetele muudatustele ja uute tõugude tekkimisele
(25, lk. 9). Siit ilmneb, et soovitud omadustega looma ei

ole võimalik leida mitte ühekordse valiku teel, vaid see toi-

mub pikemaajalises arenguprotsessis antud looma ja ta

järglaste omaduste järkjärgulise parandamise
teel. Esimene valik tehakse teatava vanusega noor-

loomade seas näiteks üldise konstitutsiooni ja põlvnemise
alusel. Sel teel saadakse teatava omadustega loomade

grupp Gi. Kui loomad selles grupis hakkavad andma pro-
duktsiooni, siis tehakse teine valik, võttes eelmiste
omaduste kõrval arvesse ka produktiivsust. Nii saadakse

uus, eelmisest grupist paremate omadustega grupp G2. Kui
selle grupi loomad on andnud järelkasvu, siis on võimalik
teha juba teatavaid järeldusi ka pärilikkuse omaduste
kohta. Viimaste põhjal tehakse kolmas valik, mille
tulemusena saadakse jällegi uus ja paremate omadustega
loomade grupp G3.

Analoogilisi valikuid korratakse gruppi G 3 kuuluvate
loomade järglaste seas. Valides nii põlvest põlve kõige
sobivamaid loomi ja luues neile soodsaid arengutingimusi,
muudab inimene järk-järgult loomi vajalikus suunas.

Muidugi on toodud tõuaretusskeem lihtsustatud, kuid ta

avab vaatluse all oleva teema seisukohalt tõuaretustöö

olemuse.

1 Fülogenees (kreekakeelsetest sõnadest phyle — hõim,
sugukond; genesis — teke) — teatava looma- või taimeliigi ajaloo-
line areng.

2 Ka loomulik valik ei ole seejuures täielikult välistatud (52).
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3. Järkjärgulise lähendamise meetod leiab kasutamist
kahurväes suurtükitule juhtimisel. Selleks teostatakse nn.

proovilaskmisi. Kui mürsk ei taba märki, siis tehakse plah-
vatuse koha järgi sihiku parandus ja tulistatakse uuesti.
Sihikut parandatakse seni, kui on saavutatud tulistamise

vajalik täpsus (32).
Toodud näidetest selgub, et järkjärgulise lähendamise

meetod leiab sisulist rakendamist inimese igapäevase elu

väga erinevatel aladel.

Pragrahvis 6 nimetasime järkjärgulise lähendamise
meetodit üheks hodogeetiliseks printsiibiks matemaatikas.
Ei ole põhjust arvata, et nimetatud meetodi koht on ees-

kätt matemaatikateaduses ja selle rakendustes.

Praegu, kus on eriti aktuaalne kooli ja elu sidemete tugev-
damise probleem, oleks aeg kasutada järkjärgulise lähen-
damise meetodit ka koolimatemaatikas. Mõnin-

gaid võimalusi selleks käsitletakse järgmises peatükis.
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111. JÄRKJÄRGULISE LÄHENDAMISE MEETOD

KESKKOOLI MATEMAATIKAKURSUSES

§ 8. Proovimine kui järkjärgulise lähendamise
meetodi algelisem vorm

Plaanikindlalt läbiviidud proovimine on igapäevases
elus laialt kasutatav töömeetod, millega kontrollitakse
teatava objekti sobivust antud tingimuste rahuldamiseks.
Proovitavad objektid võivad olla vastavalt ülesande sisule

väga mitmesugused, näiteks töödeldav detail, mis peab
vastama ettenähtud mõõtmetele (§7, näide 1); kaaluvihid,
millede seast valitakse välja need, mis tasakaalustavad
antud koormuse. Televiisori antenni asend, mille korral
tekib parim kujutis ekraanil, leitakse samuti proovimise
teel.

Objektid, millega teostatakse proovimist, võivad kuu-
luda ka matemaatika valdkonda. Nendeks võivad olla näi-

teks arv, lõik, nurk jt. Seepärast ei saa proovimisvõtet
matemaatikas ignoreerida. Seda tehakse aga sageli, arva-

tes, et proovimine on vaid hädaabinõuks. Tegelikult on

kindla plaani järgi korraldatud proovimine üheks mate-

maatika töömeetodiks (14), mida tuleb rõhutada ka kesk-

koolis.
Nii näiteks leitakse kahe täisarvu a ja b jagatise numb-

rid proovimise teel, kusjuures nende sobivust ei proovita
huupi, vaid kindla korra järgi, lähtudes teatavatest kaa-
lutlustest. Proovimist jätkatakse seni, kui on leitud sobiv
number.

Kõne all olevat meetodit kasutatakse antud arvu algte-
guriteks lahutamisel; samuti leitakse praktilises arvutus-

töös murdude taandajad ja sobivad laiendajad enamikul

juhtudest proovimise teel.

Plaanipärasel proovimisel koostatakse alati teatav ob-

jektide jada, nii et selle jada iga järgnev liige rahul-
dab nõutud tingimusi paremini kui eelmine liige. Seepärast
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tulebki käsitletavat meetodit vaadelda kui järkjärgu-
lise lähendamise meetodi erivormi ja nimelt
kui algelisemat vormi, sest ta ei nõua mingisuguste erivõ-

tete ega algoritmide tundmist.

§ 9. Ruutjuure lühendite arvutamine proovimise teel

1. Küsimuse tähtsusest

Ruutjuure mõiste kujundamisel lähtutakse tavaliselt juh-
tumitest, kus juuritav arv on mingi täisarvu ruut. Sel kor-
ral ei valmista ruutjuure mõiste omandamine õpilastele
tavaliselt erilisi raskusi. Metoodiliselt on aga väär laien-
dada ruutjuure definitsiooni vahetult mistahes positiivse
juuritava kohta, öeldes ainult, et vastavad ruutjuured saab
leida sellekohastest tabelitest. Selline käsitlus on for-

maalne. Ruutjuure mõiste andmisel on oluline viia õpila-
sed veendumusele ruutjuure lühendite
numbrilise arvutamise võimalikkuses. Kü-
simuse põhimõtteline külg, s. t. ruutjuure loomuse
küsimus jääb aga siinkohal vaatluse alt välja.

Ruutjuure arvutamise üheks võimaluseks on proovi-
mismeetod.

2. Küsimuse üldine käsitlus

Lähtume võrrandist x
2

= a, mille mittenegatiivne lahend

on Va, kus a tähistab mingit kindlat positiivset täisarvu.
Leiame proovimise teel kaks positiivset järjestikust täis-

arvu x
o

ja x
n

+ 1, nii et

x
o
< V~ä<x

o
+ 1.

Võrrandi lahend on määratud täpsusega 1.

Jaotame saadud vahemiku kümneks võrdseks osavahe-
mikuks arvudega

1 2 9
x +— \ x 4* ■— ; ... ; x 4- —

° 10 " 10 ° 10

ja proovime nende sobivust antud võrrandi lahendina. Ole-

tame, et

Xo + <l/T<x„+ *±*.
° 10 0 10

kus Xi tähistab mingit arvu hulgast { 0,1, 2,..., 9 j .

Antud võrrandi lahend on määratud täpsusega 0,1.
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Saadud vahemiku jaotame jälle kümneks osavahemikuks

arvudega
Xi 1 x. 2 Xi 9

r -I —4- x 4- —— • x -I —4-
° 10 100 ’ n

10 100 ’•• • ’

10 ‘ 100

ja proovime nende sobivust antud võrrandi lahendina. Olgu
X. x

2 , r X, x2 I 1

x + —+ — <]/ a< x + — + ,
°

10 100 °

10 100

kus %2 kuulub hulka {O, 1,2,..., 9}.
Võrrandrlahend on määratud täpsusega 0,01
Mõttekäiku jätkates saame edasi:

8 xk , /-
— 8 , 1

x4- S ci < x 4- 2 +
°

a=i 10* °

k ti 10* 103

4 xk ,;
— 4 xk 1

x
n

4- 2 < V a< x 4- 2 +

k= l 10* aZi 10* lü4

« xk . n xk 1
x + 2 <]/a < x

n
+ 2 +

k= i 10* °

k Zi 10* 10«

Tõkete vahe

A
« X k 1

,

« Xb SA— x 4- y, ■4~ —(x 4~ y ) =
0 10* 10« ° k^x 10*

7

— lO** -> 0, kui n -> 00.

Seega on proovimise teel põhimõtteliselt võimalik leida
antud võrrandi lahendit kuitahes vajaliku täpsu-
sega. Tegelikkuse vajaduse rahuldamiseks piisab ena-

masti 2—3 kümnendkohast, mistõttu ka kasutatavad tabe-
lid on ainult kolmekohalised.

3. Käsitluse metoodika

Küsimuse koolikäsitluses vaadeldakse tavaliselt kõige-
pealt juhtumit, kui juuritav on ruu t a rv.

Olgu vaja leida näiteks]/ 1369. Määrame esiteks ligi-
kaudse hindamise teel otsitava juure mingid tõkked näi-

teks täpsusega 10. Antud juhul ilmselt

30 < V 1369 <4O.
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Kuna 35 2 = 1225, siis

35 < V 1369 <4O.
Et juuritava üheliste number on 9, siis peab juure ühe-

liste number olema kas 3 või 7. Et kolmega lõppev arv, s. o.

33, ei kuulu viimasesse vahemikku, siis jääb ainus võima-

lus: y T369 = 37.

Kui juuritav ei ole ruutarv, siis on konkreetsuse
huvides soovitav lähtuda mõnest ülesandest. Näiteks: Ple-
kitahvlile on märgitud ruut külje pikkusega 1,20 m. Mitu
korda tuleks külje pikkust suurendada, et plekitahvlist väl-

jalõigatava ruudu pindala oleks kolm korda suurem mär-

gitud ruudu pindalast?
Tähistades otsitava arvu tähega x, saame võrrandi

3-1,202 = (i,2ox) 2
,

millest x2
= 3 ja x = |z 3. Otsitava ruudu külje pikkuse

leidmiseks tuleb antud ruudu külje pikkus korrutada tegu-
riga y 3. Ükski täisarv seda tingimust ei rahulda, sest

l 2 = 1 < 3 ja 22 =4> 3, nii et 1 <x< 2.
Rõhutame Õpilastele, et iga tegelikkuse poolt seatud üles-

anne nõuab probleemi lahendamist vaid teatava piira-
tud täpsusega, mitte aga absoluutse, piiramatu täp-
susega. Seepärast loeme ka antud ülesande lahendatuks,
kui õnnestub leida saadud võrrandi ligikaudseid lahen-
deid nõutava täpsusega. Sobivaid arve on võimalik leida

proovimise teel. Proovime näiteks saadud tõkete keskmist,
s. o. 1,5. Kuna 1,52 = 2,25, siis

1,5 < x < 2.

Otsitav arv on määratud täpsusega 0,5. Jaotame saadud
vahemiku viieks osavahemikuks arvudega 1,6; 1,7; 1,8; 1,9
ja proovime ruutude tabeli abil nende arvude sobivust.

Selgub, et 1,7<x<1,8.
Vajalik lahend on määratud täpsusega 0,1. Proovime

saadud tõkete keskmist 1,75. Saame

1,70 <x< 1,75.
Lahend on määratud täpsusega 0,05. Sellist plaanipä-
rast proovimist jätkates leiame, et

1,73 < V 3~< 1,74;

1,732 < V 3 < 1,733.
Et andmetes oli antud vaid kolm tüvenumbrit, saame otsi-

tava ruudu küljeks 1,20-1,732 — 2,08 (m).
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Sellise näite varal veenduvad õpilased, et nii saab otsi-

tavat ruutjuurt leida kuitahes vajaliku täpsusega. Kas sel-

lisel proovimisel ka ükskord lõpp tuleb või on see protsess
lõputu, on omaette küsimus, teooria küsimus. Tegeliku elu

vajadused ei nõua sellel küsimusel siinjuures peatumist.
Tähtis on ainult see, et õpilane saab veenduda otsitava

ruutjuure lähendite arvutamise võimalikkuses. Alles pärast
seda tuleb õpilastele selgitada, et töö lihtsustamiseks on

koostatud ruutjuurte tabelid, mida kasutame edaspidi ruut-

juurte leidmiseks.

§ 10. Proovimismeetod geomeetrias

1. Eelmärkusi

Paragrahvis 5 p. 5 käsitlesime juba neid põhjusi, miks
ei ole praktiliselt võimalik ühtegi geomeetrilist konstrukt-
siooni absoluutselt täpselt teostada, olgugi et

põhimõtteliselt võib ülesanne olla täpselt lahenduv.
Seetõttu kasutatakse paljudel juhtudel, vaatamata sellele,
kas konstruktsioon põhimõtteliselt on täpselt teostatav või

mitte, täiesti teadlikult mitmesuguseid lähendkonst-

ruktsioone, mis tagavad praktika vajadusi rahuldava

täpsuse.
Lihtsaimaks lähendkonstruktsiooni teostamise võtteks on

proovimine.
Praktiliselt kasutatakse proovimismeetodit iga geomeet-

rilise konstruktsiooni tegemisel. Kui näiteks ehitatakse
kahe antud punkti järgi sirget, siis tuleb arvestada, et

punkt realiseerub praktiliselt väga väikest pindala omava

tasapinnalise kujundina (ringina); otsitav sirge paikneb
aga teatava laiusega ribas. Selle sirge kõige tõenäosem

asend leitakse alati joonlaua sobitamisega silma järgi,
seega proovimise teel.

2. Sirglõigu poolitamine proovimise teel

Kuigi lõiku on kerge poolitada sirkli ja joonlaua abil,
leiab see praktikas vähe kasutamist. Näiteks ei ole mõel-

dav, et lõigu poolitamiseks maastikul või liistu pooleks
saagimiseks määratakse vajalik keskpunkt sirkli ja joom
laua abil. Mõnel juhul (näiteks tahvlijoonise korral) on

otstarbekas poolitada lõiku proovimise teel. See põhineb
sellel, et inimese silm määrab lühikese lõigu keskpunkti
täpsemalt kui pikema lõigu keskpunkti.
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Olgu antud sirglõik AB (joon. 6). Määrame silma järgi
lõigu oletatava keskpunkti Oi ja proovime sirkliga selle

punkti sobivust. Kui punkt Oi ei sobi, siis mõõdame sirk-

liga B
X
B = O X A =a. Nüüd AB —2a + O

X
B

X ,
millest

AB , 0181

Leiame silma järgi lõigu O X B X keskpunkti O 2 ja proovime
selle punkti sobivust. Kui punkt O2 ei sobi, siis leiame uue

punkti 03,O 3,
korrates selleks sama operatsiooni, mida tegime

punkti O 2 leidmisel. Sellist lõigu keskpunkti ligikaudse
asendi parandamist kordame, kuni keskpunkt on leitud

vajaliku täpsusega. Praktiliselt viib teine või kolmas proo-
vimine peaaegu alati sihile.

4 o1 B
i

i
i ■ —- 1

B

Oz
Joon. 6.

Märgime siinjuures, et proovimise teel on otstarbekas
lahendada ka näiteks nurga poolitamise ja kolmitamise,
samuti lõigu kolmitamise ülesannet.

3. Ringjoone puutuja ehitamine läbi
antud punkti

A. Punkt on ringjoonel

Puutuja joonestamist proovimise teel kolmnurga abiga
näitab joonis 7. Proovimise teel sobitatakse kolmnurka nii,
et ta täisnurga tipp satuks ringjoonel olevasse punkti A ja
kaatet läbiks samal ajal ringi keskpunkti O.
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Punkt asetseb väljaspool ringjoont

Puutuja joonestamine selgub jooniselt 8, kus proovimise
teel sobitatakse kolmnurk nii, et ta kaatetid läbivad punkte
A ja O ning täisnurga tipp on samal ajal ringjoonel.

Joon. 8.

4. Ringjoone jaotamine võrdseteks
osadeks

Praktiliselt on lihtne jaotada ringjoont sirkli ja joon-
laua abil neljaks, kuueks, kolmeks võrdseks osaks. Tundu-
valt tülikam on aga näiteks korrapärase viisnurga ehita-
mine, kuigi põhimõtteliselt on seda võimalik teha absoluut-
selt täpselt. Sel juhul viib kergesti sihile proovimine.
Võtame sirklisse antud ringi (joon. 9) raadiusest suurema

Joon. 9.



43

lõigu a ja proovime, mitu korda saab seda lõiku paigutada
kooluna joonisele. Sel teel saadud punktid ringjoonel on

tähistatud tähtedega A, B\, Cb Di, Eu F\. Selgub, et vali-

tud lõik oli liiga lühike, mille tõttu tekkis jääk kõõlu

FiA = x näol. Seega korrapärase kõõlviisnurga ümber-
mõõt q$ = 5a + x, millest näeme, et

V
= a+ T-

Jaotame silma järgi kaare F
{ A « x viieks võrdseks osaks,

pikendame lõiku a silma järgi y
võrra ja proovime

sel teel saadud lõigu sobivust korrapärase kõõlviisnurga
küljeks. Kui saadud lõik ei sobi, siis kordame tehtud mõt-
tekäiku seni, kuni jõuame vajaliku pikkusega kooluni. Joo-
nisel 9 jaotavad ringjoone viieks võrdseks osaks punktid A,
B, C, D, E.

§ 11. Hariliku murru lähendamine lõppeva
kümnendmurruga

1. Küsimuse tähtsusest

Praktilises arvutustöös leiavad kümnendmurrud võrra-

tult enam rakendamist kui harilikud murrud, sest küm-

nendmurdudega opereerimine on märgatavalt lihtsam. Kui
4

arvutuses on vaja näiteks murdu y,
siis asendatakse see

ikka kümnendmurruga 0,8. Nagu teada, ei ole aga enami-

kul juhtudest võimalik asendada harilikku murdu täp-
selt mingi lõppeva kümnendmurruga. Sel juhul asenda-
takse harilik murd lõppeva kümnendmurruga, mis on selle
hariliku murru ligikaudseks väärtuseks (lähen-
diks), ehk harilik murd lähendatakse lõppeva kümnend-

murruga. Sellisel lähendamisel tekib alati teatav viga.
Seega on vaatluse all oleva küsimuse üheks väärtuseks

see, et õpilane tutvub siin rakendusmatemaatika tähtsate

mõistetega — lähen di ja veaga.

Hariliku murru lähendamisel lõppeva kümnendmurruga
saab näidata, et tehtud viga oleneb sellest, mitu kümnend-
kohta võetakse hariliku murru lühendis arvesse: uute küm-
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nendkohtade juurdearvutamisel toimub vea järkjärgu-
line vähendamine. Sellest seisukohast lähtudes on

käsitletav küsimus teatavaks ettevalmistuseks mõned aas-

tad hiljem õppimisele kuuluva piirväärtuse mõistele. Sa-

muti võimaldab hariliku murru lähendamine lõppeva küm-

nendmurruga arendada õpilaste arvutusoskust.

2. Küsimuse üldisest käsitlusest 1

Nagu teada, on kõigi harilike murdude (ratsionaalar-
vude) hulk ühelt poolt ja lõputute perioodiliste kümnend-
murdude hulk teiselt poolt identsed.2 Samuti on teada, et

rõhuval enamikul juhtudel teisendub harilik murd lõpu-

tuks perioodiliseks murruks, kus perioodis ei ole kõik numb-
rid korraga nullid:

p== S —4- . V _J_, kus

q «=1 10" ' ,ŽilOr + X
k~\

r tähistab kümnendkohtade arvu enne perioodi;
s tähistab perioodis olevate numbrite arvu;

ja ar + r kuuluvad hulka jO, 1,2,... ,9 [, kuid iga
a * °-

Selline hariliku murru esitamine kümnendmurruna on

absoluutselt täpne. Tegelikus arvutustöös ei ole
võimalik opereerida lõputute murdudega ja selle järele ei

ole ka vajadust, sest kõik tegelikkuse poolt seatud problee-
mid lahenduvad teatava piiratud täpsusega. See-

pärast tuleb hariliku murru teisendamisel kümnendmur-
ruks teostatav jagamine mingi kümnendkoha juures lõpe-
tada ja anda hariliku murru lähend lõppeva kümnend-

1 Üldise käsitluse leida näiteks raamatust (58,
lk. 308).

2 Siinjuures vaadeldakse lõppevat kümnendmurdu kui lõputut
perioodilist kümnendmurdu, mille perioodiks on null. Vaatluse alt
välistatakse juhtum, kui perioodis on ainult üheksa.
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murru näol vastavalt ümardamisreeglitele kas puuduga
või liiaga, s. t.

y
-f* kui a

n +\ < 5

=

q
y —k

—F —

7T ,
kui cin i 6.

* 10* io" +

Sellisel juhul öeldakse, et harilik murd on lähen-
datud lõppeva kümnendmurruga. 1 Sellisel lä-
hendamisel tekkiv viga ei ületa lähendi s

n
viimase koha

poolt ühikut, s. t.

TL 5 <——

q
n " 2.10"

Tulemus näitab, et hariliku murru teisendamisel kümnend-
murruks saab moodustada hariliku murru lühendite koon-

duva jada, milles ilmnebki järkjärgulise lähenda-
mise meetod vaadeldava küsimuse käsitlemisel.

3. Käsitluse metoodika

Hariliku murru teisemdamisel kümnendmurruks on vaja
anda lähendi ja lähendi vea mõiste ning viia õpi-
lased selle tõe tunnetamisele, et hariliku murru lä-
hendamisel tehtav viga oleneb lähendi
kümnendkohtade arvust ja on seda väik-

sem, mida suurem on kümnendkohtade arv.

Seda tuleb teha konkreetsete arvuliste näidete varal, ilma
et oleks vaja rääkida piirväärtusest või isegi perioodilisest
murrust.

Alljärgnevas tabelis on esitatud kaks näidet. Tabelisse
on kantud vea täpsete väärtuse kõrval ka tegelikus töös
kasutatavad vea ülemmäärad. Neid näiteid võib siduda ka
mõne konkreetse ülesandega.
Näiteks: 1) Salves on 6000 kg vilja. 2000 kg sellest viidi

veskisse. Väljendada kümnendmurru abil, kui
suur osa viljast viidi veskisse.

1 Hariliku murru lühendiga tuleb opereerida ka siis, kui harilik
murd teisendub küll lõppevaks kümnendmurruks, kuid kümnend-
kohtade arv on vajaliku täpsuse saavutamiseks tarbetult suur.
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2) Väljendada kümnendmurru abil, kui suure osa

nädalast moodustab 4 päeva.

Harilik

murd

. Vea

ülemmäär
Lähend Viga

1
1 0,3 0,0530
3

1
0,33 0,005

300

1
0,333 0,00053000

1
4

7

0,6
35

1
0,57

700

1
0,571

7000

1
0,5714

35000

Et vaadeldava teema õppimisel ei tunta
väärtuse mõistet, siis tuleb vea arvutamisel
suuremast arvust väiksem, s. t. kui lähend

liiaga, siis lahutatakse lähendist antud
on arvutatud puuduga, siis lahutatakse

0,05

0,005

0,0005

0,00005

veel absoluut-
alati lahutada

on arvutatud

murd; kui lähend
antud murrust lä-

hend. Siin võib lahendada veel mitmesuguseid ülesandeid,
näiteks: 1) Mitu korda on esimese lähendi viga suurem kui

teise lähendi viga? 2) Mille võrra on kolmanda lähendi

viga väiksem kui esimese lähendi viga? jt. Sel teel veendub

õpilane, et lähendi viga on seda väiksem, mida enam

numbreid on lähendis pärast koma välja arvutatud. Seega
toimub vea järkjärguline vähenemine ja lähendi väärtuse

lähenemine antud hariliku murru väärtusele.

§ 12. Suuruste mõõtmine. Irratsionaalarvu mõiste

1. Küsimuse tähtsusest

Väljapaistev prantsuse matemaatik Henri Lebesgue mär-

gib oma raamatus «Suuruste mõõtmisest»:

«Ei ole enam tähtsamat teemat (s. t. kui suuruste

mõõtmine — A. T.): suuruste mõõtmine on
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matemaatika kõigi rakenduste lähte-

punktiks (minu sõrendus — A. T.)» (47, lk. 18) ’.

Praegu on suuruste mõõtmise õpetamisel keskkoolis
üheks tõsiseks puuduseks see, et ei anta üldist

printsiipi, mis oleks aluseks kõigi siia kuuluvate küsi-
muste käsitlemisele. Kui 8-klassilises koolis lähtutakse

pikkuse, pindala ja ruumala mõõtmisel konkreetsetest näi-

detest ja toetutakse õpilaste intuitsioonile, siis ruumala

mõõtmisel 11. klassis kasutatakse aksiomaatilist
meetodit. Ei ole kahtlust, et aksiomaatiline meetod on

tõepoolest üheks selliseks üldiseks printsiibiks, millest
saab lähtuda kogu suuruste mõõtmise süsteemi ülesehita-

misel, ja nii matemaatikateaduses toimitaksegi. Siinjuures
tekib aga küsimus, miks kasutatakse aksiomaatilist mee-

todit 11. klassis ainult ruumalade mõõtmise süsteemi

loomisel, kuid pikkuse ja pindala mõõtmisel jäädakse sel-
lele tasemele, mille andis 8-klassiline kool. Aksiomaatiline
meetod vaadeldavate küsimuste käsitlemisel võiks tulla
kõne alla siis, kui keskkooli matemaatikakursuse lõppu
paigutataks kokkuvõtlik teema, kus kõneldaks geomeetria-
kursuse aksiomaatilise ülesehitamise põhimõtetest üldse.
Seal võiks näidata võimalusi aksiomaatilise meetodi kasu-
tamiseks ka suuruste mõõtmise süsteemi loomisel.2 Aksio-
maatilise meetodi kasutamine matemaatiliste mõistete esi-

algse õppimise käigus on aga ebaotstarbekas, sest täie

teadusliku rangusega ei saa seda ikkagi kasutada. Seetõttu

jääb vastavate küsimuste käsitlemine poolikuks ja isegi
ebateaduslikuks. Nii näiteks A. Kisseljovi planimeetria
õpikus (7) algab hulknurga pindala käsitlemise nõu-

dega, et

1) kahe võrdse kujundi pindalade mõõtarvud peavad
olema võrdsed;

2) kui antud kujund on tükeldatud mitmeks võrdseks

osaks, milledest igaüks on kinnine kujund, siis terve

kujundi pindala mõõtarv peab olema võrdne üksikute
osade pindalade mõõtarvude summaga.

1 Kõrgelt hindab vaadeldavat teemat ka nimetatud raamatu

venekeelse tõlke toimetaja J. M. Jaglom:
«... mõõtmine on kooligeomeetria kursuse üks põhilisemaid
ja ühtlasi õpilaste jaoks raskemaid küsimusi» (47, lk. 6).

2 Sellise süsteemi juurde on läinud A. J. Fetissov oma geomeet-
ria õpikus (55), kus suuruste mõõtmise probleemi käsitletakse ste-

reomeetria kursuse lõpus.
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Pärast pindala sellist defineerimist peaks olema küsi-

muse arendamise loomulikuks jätkuks tõestus, et iga hulk-

nurgaga saab seada vastavusse nõudeid 1 ja 2 rahuldava
mõõtarvu. Tõestust aga ei järgne ega saagi järgneda, sest

õpilased ei ole selleks ette valmistatud. Selline lähenemine

pindala mõõtmise probleemile on täiesti formaalne ja
nõuete 1 ja 2 püstitamise mõte jääb õpilasele arusaama-

tuks. Täiesti analoogiline on olukord ruumala käsitlemi-

sega A. Kisseljovi stereomeetria õpikus (8).
Seoses aksiomaatilise meetodi rakendamisega geomeet-

ria õpetamisel jagab käesoleva töö autor nõukogude mate-

maatikapedagoogide V. G. Boltjanski, N. J. Vilenkini ja
J. M. Jaglomi seisukohta:

«Teaduses ei ole aksiomaatiline meetod olnud

kunagi tunnetuse esimeseks etapiks
(minu sõrendus — A. T.). Aksiomatiseeritakse alati

midagi tuntut» (24, lk. 146).

Prantsuse matemaatik Frechet märgib seoses kaasaegse
matemaatika õpetamise probleemidega:

«Aksiomaatiline meetod on suurepärane asi professio-
naalsete matemaatikute jaoks. Pedagoogilisest seisu-

kohast ei kõlba ta aga kuhugi. Tema kasutamisel on

kogu aeg vaja rõhutada talle elu andnud
induktiivset evolutsiooni ja kasutata-
vate terminite konkreetset interpre-
tatsiooni (minu sõrendus — A. T.), mis luba-
vad seda meetodit kasutada reaalses tegelikkuses»
(21, lk. 255).

Suuruste mõõtmine koolimatemaatikas ei ole tähtis

mitte ainult seepärast, et ta on lähtepunktiks matemaatika

rakendustele, vaid ka seetõttu, et suuruste mõõtmine on

tihedalt seotud arvu mõiste arenguga. Kui natu-

raalarvud on teatava hulga esemete loendamise aluseks,
siis naturaalarvude hulga laiendamise vajaduse on tingi-
nud eeskätt mõõtmise probleemid. Laiendamine rat-

sionaalarvudega on tingitud mõõtmispraktika
vajadustest. Ratsionaalarvude hulga laiendamine irratsio-

naalarvudega on tingitud aga mõõtmisprobleemi teo-

reetilistest aspektidest; seepärast eeldab siia kuulu-
vate küsimuste käsitamine tunduvalt kõrgemat abstrakt-

siooni, kui on vaja tegelikul mõõtmisel.
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Seoses vaadeldava küsimusega kirjutab N. N. Luzin:

«Praktika seisukohalt ei ole mõõtmise teostami-
seks meil vaja teada (minu sõrendus — A. T.)
mingisuguseid muid arve peale ratsionaalarvude...

Kuid ainult ratsionaalarvudest ei piisa enam siis, kui

on vaja lahendada geomeetria, mehaanika ja teoree-

tilise füüsika küsimusi absoluutse täpsu-
sega» (48, lk. 5—6).

Siit järeldus: praktika seisukohalt piisab sellest, kui
tuntakse mingisugust meetodit, mis võimaldab leida otsi-

tavaid suurusi praktika vajadusi rahuldava

täpsusega. Selliseks meetodiks on järkjärgulise
lähendamise meetod.

Sellisel juhul võib kerkida küsimus: kas irratsionaal-
arvude õpetamine keskkoolis on üldse tarvilik? Selle küsi-

muse tõstatamine on õigustatud seda enam, et irratsionaal-

arvu mõiste õpetamine keskkoolis ei ole andnud siiamaani

kuigi märkimisväärseid tulemusi. Seda kinnitavad eel-

kõige sisseastumiseksamid kõrgematesse koolidesse, mis

näitavad selgesti, et õpilased on omandanud küll teatavaid
oskusi irratsionaalsete avaldistega töötamiseks, kuid irrat-
sionaalarvu mõiste on jäänud täiesti ebaselgeks. Et

keskkooliõpilaste teadmised irratsionaalarvu kohta ei kan-
nata ka kõige tagasihoidlikumat kriitikat, seda tõendavad
ka koolidest saadud faktilised andmed. Nimelt esitati

autori poolt 9. kl. (5 eri õpetajat), 10. kl. (6 eri õpetajat)
ja 11. kl. (6 eri õpetajat) õpilastele muude küsimuste seas

ka kaks järgmist küsimust:

1) Missuguseid arve nimetatakse irratsionaalarvudeks?

2) Miks on vajalik ratsionaalarvude hulka laiendada

irratsionaalarvudega?
Tulemustest (vt. tabel lk. 50) selgub, et enamik õpilasi

ei tea, mis on irratsionaalarv ja mis põhjustab sellise arvu

mõiste loomise. Seega ei ole õpilased sellest mõistest

omandanud praktiliselt mitte midagi.
Esitame siinjuures mõned sageli esinenud vastused.

Esimese küsimuse kohta:

Irratsionaalarvudeks nimetatakse murdarve.

Irratsionaalarvudeks nimetatakse lõpmatuseni jaguvaid
arve.

Irratsionaalarvud on lõpmatud kümnendmurrud.
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Irratsionaalarve on ratsionaalarvude kõrval vaja selle-

pärast, et oleks suuremad võimalused tehete teostamisel.

Seepärast et saada laiemat arvude valda.

Irratsionaalarvudega on võimalik arvutada täpsemalt.
Kui loobuda irratsionaalsete suuruste (]/5, log 7 jt.)

olemasolu küsimuse tõstatamisest ja kui arvestada

seda, et järkjärgulise lähendamise meetod
näitab tee vastavate suuruste lähendite arvutamiseks

(millest tuleb juttu allpool), siis on tõepoolest võimalik
irratsionaalarvude õpetamisest loobuda. Sel juhul tekib

aga põhimõttelist laadi raskus siis, kui keskkooli vanema-

tes klassides hakatakse õpetama matemaatilise analüüsi
elemente funktsiooni piirväärtuse, funktsiooni tuletise ja
integraali näol. Et reaalarvude teooria on matemaatilise
analüüsi vundamendiks, siis irratsionaalarvu mõiste and-
miseta keskkoolis muutuksid mitmed matemaatilises ana-

lüüsis õpitavad laused mõttetuteks. Nii õpetaksime mate-

maatilise analüüsi elemente mitteteaduslikel alustel. Sel-
lest seisukohast lähtudes on irratsionaalarvu mõiste and-
mine keskkoolis tarvilik.

Et see mõiste ei tekitaks õpilastes müstilisi kujutlusi
(vastava meelelise kujundi puudumise tõttu), on vaja
silmas pidada kahte asjaolu:

1) Irratsionaalarvu mõistet tuleb selgitada võimalikult

kõrgemal vanuseastmel. Selle mõiste käsitlemine peaks

Klass

1. küsimus

Kokku

2. küsimus

Kokku
õige vale vasta-

mata
õige vale vasta-

mata

IX 8 113 39 160 7 51 102 160

5% 71% 24% 100% 4% 32% 64% 100%

24 87 45 156 3 44 109 156
X 15% 56% 29% 100% 2% 28% 70% 100%

66 52 21 139 37 51 76 164
Xl

48% 37% 15% 100% 23% 31% 46% 100%

98 252 105 455 47 146 287 480
Kokku

22% 55% 23% 100% 10% 30% ■60% 100%

Teise küsimuse kohta



uute programmide kohaselt leidma aset vahetult enne

funktsiooni piirväärtuse käsitlemist.

2) Irratsionaalarvu mõiste andmisel tuleb lähtuda

praktilisest probleemist — sirglõigu pikkuse mõõtmisest,
kuid juba kõrgemal abstraktsiooniastmel, kui seda tehakse
kaheksaklassilises koolis.

Suuruste mõõtmine irratsionaalarvu mõiste kujundamise
lähtekohana on kooskõlas ka küsimuse ajaloolise arenguga
(45, lk. 91). Sellist õpetamisviisi pooldab silmapaistev
nõukogude matemaatik A. N. Kolmogorov, öeldes:

«Matemaatiliste mõistete koolis õpe-
tamise lahusolek nende tekkimisest

(minu sõrendus — A. T.) viib täielikule printsiibitu-
sele ja kursuse loogilisele defektsusele» (47, lk. 10)’.

Küsimuse käsitlemine seoses ajaloolise arenguga väldib
ka valet arusaamist, nagu oleks irratsionaalarv alati seo-

tud mingi radikaaliga.
Kokkuvõttes: Keskkooliõpilane peaks jõudma aru-

saamisele, et irratsionaalarvu mõiste loomine on tingitud
vajadusest väljendada mistahes sirglõigu pikkust arvu

abil, täpsemalt öeldes, vajadusest väljendada pide-
valt muutuva suuruse mistahes väärtust arvu abil. Ilma
irratsionaalarvu mõisteta ei ole see ülesanne lahendatav.

Reaalarvude teooria käsitlemine eksaktsel kujul
peab kuuluma kõrgema kooli ülesannete hulka.

2. Suuruste mõõtmise küsimuse
üldisest käsitlusest

(sirglõigu mõõtmise näite põhjal)
Geomeetria deduktiivses kursuses tähendab sirglõigu

pikkuse mõõtmine seda, et iga sirglõiguga seatakse vasta-

vusse üks reaalarv — sirglõigu pikkuse mõõtarv, nii et

oleks täidetud järgmised tingimused:
1. Kongruentsete lõikude mõõtarvud on võrdsed.
2. Sirglõikude summa mõõtarv on võrdne liidetavate

sirglõikude mõõtarvude summaga.
3. On valitud mõõtühik, s. t. on olemas sirglõik, mille

mõõtarv on 1.
J. S. Dubnov nimetab sirglõigu pikkuse sellist definee-

rimist deskriptiivseks defineerimiseks (38, lk. 12, 13).

1 H. Lebesgue’i raamat «Suuruste mõõtmisest» (47) on varusta-
tud A. N. Kolmogorovi eessõnaga.
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Nii nagu deskriptiivsed definitsioonid üldse, ei näita ka

sirglõigu pikkuse deskriptiivne definitsioon sirglõigu
pikkuse mõõtarvu olemasolu. Pärast sellist definee-
rimist peab olema järgmiseks sammuks sirglõigu pikkuse
mõõtarvu olemasolu tõestus. Selle küsimuse range lahen-

damine eeldab kongruentsuse aksioomide, Archimedese

aksioomi, reaalarvude kontiinuumi ja piirväärtuste teooria

tundmist (12, lk. 131).
Võttes aluseks eelmises punktis püstitatud nõuded, on

ilmne, et keskkooli matemaatikakursuses ei ole mõõtmise

teooriat sellisel rangel teaduslikul tasemel üldse võimalik
üles ehitada.

Sirglõigu pikkuse mõõtmise teooriat ja koos sellega arvu

mõistet on võimalik arendada ka teisest aspektist lähtu-

des, nimelt võttes aluseks sirglõigu pikkuse nn. konstruk-
tiivse definitsiooni (38, lk. 12, 13), mis näitab kätte ka

tegeliku võtte sirglõigu pikkuse leidmiseks.

Sel juhul on küsimuse käsitlus otseselt seotud igapäe-
vase mõõtmispraktikaga, kus juhtivaks meetodiks on järk-
järgulise lähendamise meetod. Et seda käsitlust saab

kohandada ka keskkoolimatemaatika jaoks, siis peatume
sellel lähemalt; seejuures peame silmas H. Lebesgue’i sei-

sukohti eespool nimetatud raamatust (47) L

A1 Ci C2 B B t X
l 1 1 —I ■ ■ ■!■. * -*•

<

E

Joon. 10.

Olgu vaja mõõta kiirel X valitud sirglõigu AB pikkus,
kui mõõtühikuks on lõik E (joon. 10). Paigutame lõigu E

järjestikku lõigule AB alates punktist A. Siis saame punk-
tid Ci, C2, ....

nii et ACi = C\C 2 = ...
=E. Olgu punkt

/li viimane sel teel saadud punkt, mis asetseb veel lõigul
AB\ punkt B\ olgu kiirel X esimene selliselt saadud punkt,
mis ei asetse enam lõigul AB. Kui punkt Ai ühtib punktiga
B, siis lõigu AB pikkus x, mõõdetuna ühikuga E, väljendub

1 Märgime siinjuures, et H. Lebesgue ei arenda oma käsitlust

üldisel kujul, vaid konkreetsete arvuliste näidete varal, lähtudes

sirglõigu pikkuse mõõtmise probleemist.
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naturaalarvuga. Kui punkt Ai ei ühti punktiga B, siis lei-
dub ikka kaks naturaalarvu x0 ja x0 4- 1, et lõigu AB pik-
kus x rahuldab tingimust

Xq X Xq 4“ 1,

s. t. lõigu AB pikkus on määratud täpsusega 1. Seega on

arvud x0 ja x0 4- 1 pikkuse x lähendid, esimene puu-

duga, teine liiaga. Nendest lühenditest on võimalik saada

täpsemaid lähendeid ehk neid lähendeid on võimalik

parandada. Selleks jaotame valitud ühiku E kümneks
võrdseks osaks, s. t. võtame lõigu Eb nii et ühikulise E]
korral on lõigu E pikkus 10. Oletame, et pärast seda, kui

kordame ühiku E puhul tehtud operatsiooni uueks ühikuks
võetud lõiguga Ei, saame

10 Xq +X] <x 10 Xq + (xj +1)
x< i —II

ehk Xq 4- < x <Z Xq 4- ——>

kui ühikuks on E. Seega on lõigu AB pikkus määratud
x. Xj 4- 1

täpsusega 0,1, nii et x0 4- y0
- ja x0 4- —— on selle

pikkuse paremad lähendid kui x0 ja Xq 4- 1.

Minnes nii järk-järgult üle eelmiselt mõõtühikult E
fc

kümme korda väiksemale mõõtühikule E
k + i saame leida

lõigu AB pikkune ikka täpsemaid lähendeid. Selles ilm-
nebki vaadeldava probleemi lahendamine järkjärgu-
lise lähendamise meetodiga.

Nii saame

100 Xq + 10 Xi + X 2 <C X <C 100 Xq 4“ 10 X ] 4* (%2 4“ 1)»
kui ühikuks on E 2;

1000 Xq + 100 X] 4* 10 X2 4~ X3 <C x < 1000 x
0 4* 100 X] 4-

4" 10 %2 + (%3 4~ 1 ) ,
kui ühikuks on E 3;

k k ■'-* *

s <x< S + l,
m —

0
m '

m= 0
m

kui ühikuks on E
k . (x

m

kuulub hulka {O, 1,2, ..., 9J,
kui m =# 0; x

m
on mittenegatiivne täisarv, kui m = 0.)

Kõik lõigu AB pikkuse sel teel saadud tõkked on täis-

arvud. Minnes üle esialgselt valitud pikkusühikule E,
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saame selle pikkuse tõketeks lõppevad kümnend-

murrud, vastavalt

-V | Ag }
Xo + lõ + iöõ <x<Xo+ lõ + iõõ + iõõ ;

x l x2 x3 .

Xl X2 X3
1

Xo ■+ ■jõ’ + iõõ
*

iooo
< A x°

“

r nT iõõ iõöõ + luoo >

k X
m

k x,„ 1
S -S- < X < s 4-

m= 0 10
m

m= o 10"1 10

Arvujadadest
k X k X

a
k

= 2 ja = S—= 0,1, 2, ...)
m=o lo m= 0 10

esimene on monotoonselt kasvav (eeldusel, et iga x
m

=£ 0,
kui tn >N, kus N> 0 tähistab naturaalarvu), teine on

monotoonselt kahanev, kusjuures esimese jada iga liige on

väiksem teise jada igast liikmest.

Kui k—> 00, siis need arvujadad 1 määravad ühe reaal-

arvu a; lõigu AB pikkuse x all mõistetaksegi seda reaal-
arvu: x = a.

Järgmise sammuna reaalarvude kontiinuumi kujunda-
misel tuleks saadud reaalarvu mõiste võtta täpse loogilise
analüüsi alla. 2 See tähendab vaadelda summa

oo xm

*
10m

m = 0 1U

kolme loogiliselt võimalikku juhtumit:

1) On olemas teatav naturaalarv N, et

-^4-1— -*W4-2 •••
0-

Sel juhul saame lõppeva kümnendmurru, mis väljendab
ratsionaalarvu.

1 Kuna teise jada iga liikme viimane number on esimese jada
vastava liikme viimasest numbrist alati ühe võrra suurem, siis

piisab lõigu pikkuse määramiseks ka ühest jadast, näiteks esime-

sest.

2 H. Lebesgue'il see analüüs puudub, sest ta ei käsitle eraldi rat-

sionaalarve, vaid jõuab mõõtmise kaudu vahetult «üldiste arvude*

(lk. 27) juurde, mille erijuhtumiks on ratsionaalsed murrud.
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2) On olemas naturaalarvud r ja s, et

~
-

V A. J_ V
“ 1

lqW z=olO
i

Ä =
ilOr+*

y= 0 '
Sel juhul on murd lõputu perioodiline, seega ka rat-

sionaalarv.

3) Tekkinud kümnendmurd on lõputu mitteperioodiline.
Et selline juhtum üldse võimalik on, näitab ruudu diago-
naali mõõtmine, kui ühikuks on ruudu külg. Kõigi lõputute
perioodiliste ja lõppevate kümnendmurdude hulga ning
ratsionaalarvude hulga identsuse tõttu kujutab lõputu mit-

teperioodiline kümnendmurd uut arvu, mida nimetatakse
irratsionaalarvuks.

Lähtudes sirglõigu pikkuse mõõtmisest oleme nii jõud-
nud järkjärgulise lähedamise meetodi

rakendamisega irratsio n a a 1 a r v u mõiste

juurde.

3. Käsitluse metoodika

8-klassilises koolis

Suuruste mõõtmise algmetega tegeldakse juba algklas-
sides. Nii näiteks vaadeldakse 1. klassis mõnede konkreet-
sete suuruste mõõtmist ja seoses sellega antakse ka vas-

tavad mõõtühikud: meeter, sentimeeter, kilogramm, nädal

ja päev. Arvestades mõõtmisoskuse suurt praktilist täht-

sust, on nende küsimuste käsitlemise varane algus igati
õigustatud. Järgmistes algklassides süvendatakse ja
laiendatakse mõõtmisoskust, kusjuures otseste mõõtmiste

kõrval vaadeldakse ka kaudseid mõõtmisi pindala ja
ruumala arvutamise näol. Selle tulemusena tunneb
4. klassi lõpetaja kõiki tähtsamaid pikkuse, pindala, ruum-

ala ja aja mõõtusid. Neljandas klassis saab õpilane pind-
ala ja ruumala mõõtmise varal elementaarse ettekujutuse
ka sellest, et teatava suuruse tegelik mõõtmine antud

mõõtühikuga tähendab teha kindlaks, mitu ühikut mahub
mõõdetavasse suurusesse.

1

Kõigi mõõtmistulemuste ligikaudsuse küsimus tõuseb
täie teravusega päevakorda 5.—7. õppeaastal. Märgime,
et aine esitamine sellest aspektist lähtudes ei ole alati kül-

1 Suuruse mõõtmise sellisest mõistmisest kõneldakse üksikasjali-
kumalt käesoleva töö järgnevatel lehekülgedel.

i
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lalt järjekindel ja vaieldamatu. Kuskil ei rõhutata tegeli-
kul mõõtmisel saadava mõõtarvu järkjärgulist lähenda-
mist kuni vajaliku täpsuse saavutamiseni; sellest tingituna
ei tooda ka täie selgusega esile, miks mõõtmise tulemusel

saadud arvusse tuleb suhtuda alati kui ligikaudsesse
arvusse.

Hiljemalt 7. klassis tuleks viia õpilased arusaamisele, et

suuruste otsene mõõtmine toimub sageli
järkjärgulise lähendamise teel kuni vaja-
liku täpsuse saavutamiseni. Samuti peaks
siin kujunema õpilastes arusaamine, et suurust tegelikult
mõõta, kas otseselt või kaudselt, tähendab kindlaks teha,
mitu korda mahub mõõdetavasse suuru-

sesse mõõtühik või selle osa.

Märgime siinjuures, et kuigi mõõtmise selline mõiste ei

ole teaduslikult range, on ta praktilise mõõtmisega täieli-
kult kooskõlas. 1 Käesoleva töö autori poolt teostatud kont-
roll näitab, et sellise arusaamise mõõtmisest on omanda-
nud suur osa keskkooliõpilasi: 40% 161-st 10.—11. klassi
küsitletud õpilastest mõistis mõõtmise all selle kindlaks-

määramist, mitu korda mahub mõõtühik mõõdetavasse
suurusesse.

Suuruste mõõtmise teoreetilisi aspekte 8-klassilises koo-
lis ei ole vaja puudutada. Sellest olenevalt tuleb küsimust

õpilastele selgitada konkreetsete, õpilaste elule lähedaste
näidete varal, mitte aga üldisel, abstraktsel kujul. Küsi-
musteks võivad olla näiteks mõnede suuruste mõõtmine

spordivõistlustel. Kui mõõdetakse oda lennukaugust (x)
mõõdulindiga, millel kõige väiksem kriipsuvahe on 1 cm,
siis kauguse esimesed lähendid saadakse täismeetrites,
näiteks

72 m < x < 73 m;

teised lähendid saadakse täpsusega 0,1 m, näiteks

72,5 m < x < 72,6 m;

kolmandad lähendid saadakse täpsusega 0,01 m, näiteks

72,57 m < x < 72,58 m.

1 J. S. Dubnov iseloomustab vaatluse all olevat küsimust järg-
miselt: «Olgugi, et praktiliselt on see juhtum kõige tähtsam,
võib isegi öelda, et ainutähtis, on ta teoreetiliselt siiski erand-
lik ...» (38, lk. 24).
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Et sellisel mõõtmisel suuremat täpsust ei vajata, siis

lõpetatakse lähendamine saadud tulemusega ja antakse
vastuseks kas 72,57 m või 72,58 m, vastavalt sellele, kas
üle 72,57 m ulatuv jääk on väiksem või suurem (võrdne)
kui 0,5 cm.

Toodud näitest ilmneb, et otsese mõõtmise tulemus saa-

dakse siin järkjärgulise lähendamise teel.

Seejuures ongi vaja rõhutada, et mõõtmise tulemus on

ligikaudne arv, kuna teatav hinnang tuleb ikka
anda silma järgi. Ka sel juhul, kui mõõdetava

pikkuse lõpppunkt (või mõõduriista osuti) näib olevat
kohakuti langenud skaala mõne kriipsuga, on otsus tehtud

ikkagi silma järgi. Lisades siia veel mitmeid muid põhjusi,
mis tingivad mõõtmistulemuse ligikaudsuse 1, võime kons-

tateerida, et mõõtmise teel saadud arvud on ligikaudsed.
õpilastele tuleks ka selgitada, et ligikaudse arvu mõiste

ei ole matemaatikasse toodud hädavahendina, vaid et täp-
seid mõõtmistulemusi ei olegi tegelikkuses vaja: esiteks

seepärast, et suurused ise on muutuvad ja seetõttu oleks
nende täpne fikseerimine mõttetu; teiseks seepärast, et pii-
sab, kui etteantud tingimusi rahuldav objekt on vaid tea-

tava täpsuse piirides (mitte aga absoluutselt täpne). 2

Siinjuures on õpilastel huvitav teada saada, millise täp-
susega opereeritakse kaasaegses tehnikas (13, lk. 60).

4. Käsitluse metoodika keskkoolis.

Ka keskkooli vanemates klassides lähtume suuruste

mõõtmisel puhtpraktilisest mõõtmise probleemist, kuid
selle küsimuse arendamise käigus tõuseme kõrgemale
abstraktsio onias t m e 1 e ja kõrgemale teo-

reetilisele tasemele kui 8-klassilises koolis. Kui
toa põranda pikkus on näiteks 5 m, siis tähendab see, et

mõõtühik 1 m mahub põranda pikkusele 5 korda. Abstrakt-

ses vormis on siin tegemist kahe sirglõiguga ja ühe

arvuga. Üldiselt, kui xja y tähistavad mingisuguseid
sirglõike ja k tähistab mingit arvu (esialgu ratsionaalset),
siis võrdus y = kx tähendab, et lõigu y pikkus on k, kui
mõõtühikuks on x. Kui ratsionaalarv kon antud, siis,

1 Mõõtmistulemuste ligikaudsusest vt. näiteks (13, lk. 52).
2 Tehnikas määratakse detaili töötlemise täpsuse piirid kindlaks

tolerantsiga.
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tähistades x-ga mistahes lõigu, on konstruktiivsel teel

alati võimalik leida vastavat lõiku y, et y = kx. Püstitame

vastupidise probleemi: lõigud xja yon antud;
leida arv k, nii et y = kx. See probleem tähendabki mõõta

lõiku y, kui ühikuks on x. Arvu k leidmine toimub järk-
järgulise lähendamise teel.

Järgnevalt tuleks vaadata konkreetse näite varal (üldise
käsitluse eeskujul — vt. käesoleva paragrahvi p. 2), kui-

das määratakse arvu k lähendeid ikka suurema ja suurema

täpsusega, kui on antud sirglõigud x ja y. Rõhutamist
väärib selle küsimuse käsitlemisel veel järgmine asjaolu.
Arvu k I—21 —2 esimest lähendit saab leida reaalse eks-

perimendi teel, s. t. opereerimisel reaalsete objekti-
dega — paberile joonestatud sirglõikude, sirkli, joon-
lauaga. Arvu täpsemate lähendite leidmine on aga reaalse

eksperimendi teel võimatu. Siis toimub üleminek mõtte-
lisele eksperimendile, s. t. opereeritakse tegelik-
kust ainult ligikaudselt peegeldavate ideaalsete objekti-
dega, mille puhul abstraheeritakse need põhjused, mis ei
luba reaalset eksperimenti jätkata. Mõtteline eksperiment
on teadusliku uurimise võimsaks vahendiks. 1 Nii näiteks
jõutakse reaalse eksperimendi teostamist takistavaid tin-

gimusi abstraheerides mõttelise eksperimendini selliste
ideaalsete objektidega, nagu ideaalne gaas, ideaalne pee-

gel, absoluutselt must keha, ideaalne ringprotsess jt. Vas-
tavad füüsikaseadused (näiteks Boyle-Mariotte’i seadus
ideaalse gaasi kohta, Stefan-Boltzmanni seadus absoluut-
selt musta keha kohta) iseloomustavad meid ümbritsevaid
reaalseid nähtusi vaid ligikaudselt, kuid küllaldase täpsu-
sega selleks, et neid tegelikkuses rakendada.2 Mõttelist

eksperimenti ei saa ignoreerida ka matemaatikas, kus ta

on lõputult jätkatavate protsesside (näiteks määratud

integraali mõiste juurde jõudmine lähtudes pindala mõõt-
mise probleemist; n määramine kõõl- ja puutujahulknur-
kade ümbermõõtude kaudu jt.) üheks uurimisvahendiks.

Edasi on õpilastele vaja selgitada, et otsitava arvu k
sellisel järkjärgulisel lähendamisel (mõõtühiku kümnend-

jaotamisega) võib realiseeruda üks kahest võimalusest:

1 Ka marksistlik-leninlikus tunnetusteoorias omistatakse mõtte-
lisele eksperimendile suurt tähtsust (31).

2 Füüsikaseaduste aproksimatiivsest kehtivusest kõneleb üksik-
asjalikult F. Klein (9, lk. 18).
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1. Mõõtühiku kümnendjaotamise protsess on lõppev.
Sellisel juhul leidub mõõtühiku mingi kümnendosa (~y ;

ryj; ...), mis mahub antud lõigule mingi täisarv korda.

Arv k avaldub lõppeva kümnendmurruna — ratsionaal-

.arvuna: k = —, nn et y = — • x.
n

J
n

2. Mõõtühiku kümnendjaotamise protsess jätkub lõpu-
tult, mille puhul on mõeldavad omakorda kaks võima-

lust:

a) Tekib lõputu perioodiline kümnendmurd (puht- või

segaperioodiline). Sel juhul on arv k jällegi ratsionaal-
arv

1
; seejuures on olemas mõõtühiku mingi osa, mis on

erinev tema kümnendosadest ja mis mahub mõõdetavale
1 16 1

lõigule täisarv korda. Näiteks 5,333 ... =sy= y; siin
y

mõõtühikut mahub mõõdetavale lõigule 16 korda.

b) Tekib lõputu mitteperioodiline kümnendmurd, mis

joonealuse märkuse põhjal ei saa olla ratsionaalarv (kahe
täisarvu suhe).

Viimasel juhtumil tuleb üksikasjalikumalt peatuda, läh-
tudes sellest seisukohast, kas lõputu mitteperioodilise
kümnendmurru tekkimine on tegelikult üldse või-

malik. Sellise võimaluse tekkimise tüüpiliseks näiteks on

ruudu diagonaali mõõtmine, kui mõõtühikuks on ruudu

külg. 2 Sama tüüpi näitena võib vaadelda ka võrdhaarse

kolmnurga aluse mõõtmist sama kolmnurga haaraga, kui

kolmnurga tipunurk on 108° (13, lk. 424).

Sellistest näidetest selgub, et kui tahetakse iga lõigu
pikkust väljendada arvu abil, siis on tarvis ratsionaalar-
vude hulka laiendada uute arvudega. Neid arve nimeta-

takse irratsionaalarvudeks.3 Toodu põhjal on

ka selge, et irratsionaalarvu ei saa väljendada kahe täis-

1 Siinjuures on eeldatud õpilaste teadmist, et kõigi lõputute pe-
rioodiliste ja lõppevate kümnendmurdude hulk on identne ratsio-
naalarvude hulgaga.

2 Selle küsimuse õpilastele jõukohane selgitus leidub näiteks

P. S. Aleksandrovi ja A. N. Kolmogorovi metoodilises artiklis

«Irratsionaalarvud». (20)
3 Rangelt võttes saab neid uusi arve nimetada arvudeks selle

sõna otseses mõttes alles siis, kui on õpitud tundma nende oma-

dusi ja operatsioone nende arvude hulgas.
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arvu suhtena, kuid teda on võimalik väljendada lõputu
mitteperioodilise kümnendmurruna. 1

Kui irratsionaalarvu mõiste on nõnda antud, siis tuleb

anda õpilastele võimalus ka ise mõningaid irratsionaalarve

välja kirjutada. Selleks antakse mingi seaduspärasus,
mille järgi on võimalik välja kirjutada irratsionaalarvu

kümnendkohti kuitahes palju. Näiteks 8,525225222...

Irratsionaalarvu V 2 numbrite leidmise sisult lihtsaim

tee on proovimine (vt. §8).

\ Aj a?

Zx4

°

Z X
3

X
1

Joon. 11.

Eespool selgus, et kui kaks lõiku on antud, siis ühe lõigu
mõõtmine teisega kui ühikuga viib irratsionaalarvu mõiste

loomisele. Kui pöörata mõttekäiku ja eeldada, et on antud

mingi irratsionaalarv, siis saab alati leida sirglõiku, mille
mõõtarvuks on antud irratsionaalarv. Teiste sõnadega:
igale irratsionaalarvule vastab üks arvtelje punkt. Selleks
kantakse arvteljele antud irratsionaalarvu kümnendlähen-
did xO , Xi, x2 ...puuduga ja liiaga täpsusega 1; 0,1; 0,01;
... (joon. 11). Tekib lõikude lõputu jada
74 4 i45; ...,

nii et iga järgmine lõik sisaldub tervenisti eel-
mises lõigus. Sellisel juhul postuleeritakse, et on

olemas üks punkt X, mis kuulub kõigile selle jada lõiku-

dele. See punkt vastabki antud irratsionaalarvule.

Tehete käsitlemisel irratsionaalarvudega defineeritakse

tehte tulemus andmete lahendite kaudu, nii et järk-järgult
nende lähendite täpsust suurendades toimub ka nõutava

tehte tulemuse järkjärguline lähendamine.

1 Autor ei poolda sageli kasutatavat määrangut «Irratsionaalar-
vuks nimetatakse lõputut mitteperioodilist kümnendmurdu»,
sest see loob väära arusaama, nagu oleks lõputu mitteperioodiline
kümnendmurd ainsaks irratsionaalarvu esitamise vahendiks,
samal ajal kui irratsionaalarvu saab väljendada näiteks ahelmur-

runa, lõputu korrutisena jne. Seepärast pooldab autor järgmist
definitsiooni: «Irratsionaalarvuks nimetatakse arvu, mida on või-
malik väljendada lõputu mitteperioodilise kümnendmur-

runa». Sellega ei välistata võimalust irratsionaalarvu teisiti väl-

jendada.
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Õpilaste tähelepanu on vaja juhtida sellele, et tegelikus
arvutustöös ei saa opereerida lõputute murdudega. Seepä-
rast kasutatakse praktilisel arvutamisel ikka irratsionaal-
arvu lähendeid lõppevate kümnendmurdude (harvemini
harilike murdude) näol sellise täpsusega, nagu seda nõuab

tegelikkusest pärinev ülesanne või teadlikult püstitatud
teoreetiline probleem.

Näiteks on rõhuv enamik trigonomeetriliste funktsioo-

nide, logaritmfunktsiooni, ruutjuure jt. väärtustest irrat-

sionaalsed, kuid matemaatilistest tabelitest leiame ikka
ainult nende ratsionaalsed lähendid lõppevate kümnend-
murdudena kas suurema või väiksema täpsusega vastavalt
tabelite otstarbele. Seega järeldub ka siit, nagu juba ees-

poolgi märkisime, et praktiline arvutustöö ei vaja irratsio-

naalarve.

Nagu sirglõigu pikkuse mõõtmine, toimub ka pindala
otsene mõõtmine järkjärgulise lähendamise teel. Selleks
kasutatakse ruutkatet.

Olgu vaja mõõta kujundi D pindala (joon. 12), kui
mõõtühikuks on U= 1 cm 2 . Olgu antud kujundisse terve-

Joon. 12.
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nisti kuuluvate ühikruutude arv xO . Oletame, et kui arvule
x 0 lisada veei kujundist D osaliselt väljaulatuvate ühik-
ruutude arv, siis saame arvu yO . Arvud x0 ja y0 on kujundi
pindala S lähendid, nii et

x
o < 5 < yO .

Järkjärgulise lähendamise teel on võimalik leida saadud

lähenditest täpsemaid lähendeid. Selleks hakkame ühik-
ruudu Ukülge mõttes jaotama järk-järgult 10-ks, 100-k5,...
võrdseks osaks. Ühikruut U tükeldub siis väiksemateks

ruutudeks, millede pindalad on vastavalt Ui — ~ ; U 2 —

;... Korrates ruutudega Ui, U 2> ... sedasama operat-
siooni mis ühikruudu U korral ja minnes igakord tagasi
esialgsele mõõtühikule, saame pindala S tõketeks vastavalt

x
l ' s

y*
•

100 100 ’

x 2
<s<

y2
.

ioo 2 too 2 ’

kus Xi, x 2,... ja z/i, 1/2 ■ tähistavad naturaalarve. Mõtte-
käiku jätkates saame pindala S jaoks kaks lähendite jada:

v -L y *

0 100 100 2 100 3 ' ’ 100
3

y* y\
<T <T < Ž/O-
x

100
3

100

Nende jadade ühist piirväärtust loetaksegi pindala S

väärtuseks.
Rakendades sellist pindala otsest mõõtmist ristküliku

pindala määramiseks ilmneb otsekohe, et ristküliku pin-
dala on võimalik arvutada kaudsel teel tema kahe lähis-
külje pikkuse a ja b korrutisena, olenemata sellest, mis

liiki reaalarvud on a ja b. Ristküliku pindala on aluseks

aga kõigi teiste hulknurkade pindalade arvutamisele.

Analoogiline järkjärgulise lähendamise meetodile tugi-
nev mõttekäik on rakendatav ka ruumala mõiste käsitle-
misel.

Esitatud käsitlusviisi korral on nii pikkuse, pindala kui
ka ruumala mõõtmise lähtekohaks üks ja sama printsiip
— mõõdetava suuruse järkjärguline lähen-
damine.
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§ 13. Ruutjuure ja kuupjuure numbriline käsitlemine

1. Küsimuse tähtsusest

Ruutjuure ja kuupjuure täpse väärtuse avaldamine küm-
nendsüsteemi lõpliku arvuna ei ole teatavasti üldiselt või-

malik. Seetõttu kerkib arvutustöös õpilase ette paratama-
tus otsida juure täpse väärtuse asemel tema ligi-
kaudset väärtust — lähendit. Lähendi mõiste on mate-
tika rakendustes erakordselt tähtis, sest seal opereeritak-
segi peamiselt lähenditega. Teatava suuruse mingi lähendi
leidmine ja selle parandamine järjest uute ja täpsemate
lähendite leidmise teel on matemaatikas laialt kasutamist
leidnud töömeetod. Ruutjuure ja kuupjuure arvutamisel on

suurepärane võimalus tutvustada seda meetodit ka kesk-

kooliõpilasele.
Seoses sellega võib tekkida küsimus, kas toimiti õigesti,

kui ruutjuure algoritm keskkooliprogrammist kustutati.
Autor on seisukohal, et ruutjuure algoritmi väljajätmine
keskkooli matemaatikakursusest on põhjendatud, sest selle
küsimuse õpetamine ei õigusta end järgmistel põhjustel.

Esiteks, ruutjuure algoritmi põhjendamine on õpilastele
raskesti mõistetav, mistõttu selle teema õpetamine on alati
olnud formaalse õpetamise tüüpiliseks näiteks. Ta püsis
keskkooliprogrammis enam ajalooliste traditsioonide tõttu

kui tegeliku elu vajadustest tingituna. See on teema, mis

pärineb koolist, kus peamiseks eesmärgiks oli formaalsete
teadmiste omandamine ja kus õppematerjali sisust aru-

saamisele ja õpitu rakendamisele tegelikus elus pöörati
vähe tähelepanu. Milliste mõttetute ülesannetega õpilasi
koormati, selle kohta leidub küllaldaselt näiteid vanemates

õpikutes ja ülesannetekogudes. Nii leiame F. Bõtškovi

ülesannetekogust (30, lk. 217) ülesanded: Y 8244821601 ;

/81522924066821161 V 0,010779215329" jt.
Teiseks, ruutjuure on võte, mida koolis saab

rakendada ainult ruutjuure arvutamiseks. Tema üldis-
tamine koolis kuupjuure ja veel enam kõrgema astme juurte
arvutamiseks on võimatu. Seega jääb kuupjuure ja kõr-

gema astme juurte arvutamine kuni logaritmide õppimiseni
ikkagi selgusetuks.

Kolmandaks, et ruutjuure algoritm on suhteliselt lihtne
võrreldes näiteks kuupjuure algoritmiga, siis on see põh-
justanud ruutjuure muutumise keskkoolimatemaatika üheks
fetišiks. See on kaheldamatult väär, sest elus esilekerkivad
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ülesanded nõuavad ruutjuure rakendamise kõrval ka kuup-
juure rakendamist. Ei saa ju väita, et näiteks ruudu külje
arvutamine ruudu pindala kaudu on olulisem kui kuubi
serva arvutamine kuubi ruumala kaudu. Ka kuupjuur
peaks leidma kesk k oo limatem a a t i k a s

kindla koha, sest teda on vaja tegelikkuse
poolt seatud probleemide lahendamisel.
Samuti tuleks anda ühtne võte, mis võimaldab arvu-

tada nii ruutjuure kui ka kuupjuure lühendeid tegelikuks
tööks vajaliku täpsusega. Kõrgema kui kolmanda astme

juurte õpetamisel tuleks anda ainult vastava juure mõiste

ja näidata, et ruut- ning kuupjuure lähendite arvutamisel
kasutatud võte laseb end üldistada ka n-nda juure lähendite
arvutamiseks. Vähem tähelepanu tuleks koolis omistada
keeruliste juuravaldiste teisendustele, sest need on tegeliku
arvutustöö seisukohalt väikese väärtusega. Nii saaks õpi-
lasi vabastada väsitavatest, aeganõudvatest ja tarbetutest

harjutustest; samal ajal aga oleks võimalik tõsta õpilaste
arvutuskultuuri.

2. Küsimuse üldisest käsitlusest

Küsimuse üldise käsitluse kohta märgime siinjuures vaid

niipalju, et ruutjuure ja kuupjuure lähendite numbriline
arvutamine taandub Newtoni meetodi rakendamisele võr-
randite x

2
— a = 0 ja x

3
— a = 0 lahendamisel, kus a > 0.

Seega on küsimus ka heaks ettevalmistuseks hiljem vaat-
luse alla tulevale võrrandite numbrilisele lahendamisele
Newtoni meetodiga. 1

Nagu teada, toimub Newtoni meetodi kasutamisel võr-

randi f (x) = 0 lahendi lähendite leidmine algoritmi

x - x
/'(**)

järgi. Rakendades seda algoritmi eeltoodud võrrandite
x2

— a=ojax3 — a = Q lahendamiseks, saame vastavalt
2 2 .

r — r
Xk

~ a Xk + a
•

*4-1
~ = ’

2x
k

2x
k

r _
_4 -

" 2x’ + “

4+l ‘

1 Newtoni meetodist võrrandite numbrilisel lahendamisel kõnel-
dakse üksikasjalikult järgmises paragrahvis.
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Saadud valemid võtamegi aluseks ruutjuure ja kuup-
juure lähendite arvutamisel keskkoolis.

3. Käsitluse metoodika

Ruutjuure ja kuupjuure numbriline käsitlemine võiks
toimuda 9. klassis. 1

Teema käsitlemisel juhindume nõudest, et praktika poolt
seatud ülesanded, mis võimaldavad vaatluse alla tuleva
teema käsitlemist motiveerida, tuleb siingi ära kasutada.
Konkreetseteks probleemideks võivad olla: ruudu külje
arvutamine antud pindala järgi, ringi raadiuse arvutamine

antud pindala järgi, kuubi serva arvutamine antud ruumala

kaudu jt.
Näide: Projekteerimisel tehtud arvutused näitasid, et

konstruktsioonis tekkivatele pingetele vastupidamiseks
peab ruudukujulise ristlõikega tala ristlõike pindala olema
11 cm

2 . Leida tala ristlõike külje pikkus täpsusega 0,01 cm.

Tähistades otsitava pikkuse tähega x, saame, et x
2

= 11,

millest x = Vll- Ruutude tabelist leiame, et

3,3 < x < 3,4.

Võtame otsitava ruutjuure lähteväärtuseks2 nende tõkete

keskmise: Xj = 3,35. Siis x = 3,35 + a, kus a tähistab läh-
teväärtuse parandust. Nüüd peab kehtima võrdus

(3,35 + a) 2
= 11

ehk 3,35 2 + 2 • 3,35 a + a 2 = 11.

Kuna a < 1, siis on a 2 vasakul pool oleva summa teistest

liidetavatest tunduvalt väiksem (joon. 13). Seepärast jä-
tame ta arvestamata. Nii saame ligikaudse võrduse 11,22 4-

+ 6,7 et ~ 11, mis on a suhtes lineaarne võrrand. Sellest
võrrandist 3

o 22
a « — 0,033,

mille tõttu

x = 3,35 + a ~ 3,317 ~ 3,32.

1 Katseliselt on ruutjuure numbrilist käsitlemist õpetatud ka 8.

klassis, kuid ühtse süsteemi mõttes oleks otstarbekas seda tööd
alustada 9. klassis.

2 Lähteväärtuse võib leida ka funktsiooni z/ =x2 graafikult,
samuti võib teda leida proovimise teel.

3 Paranduse ümardame nii, et temas oleks üks varunumber võr-

reldes ruutjuure väärtuse nõutava täpsusega.
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Ruutjuure leitud lähendi 3,32 võtame teiseks lähen-
di k s, nii et x = 3,32 + p, kus p on teise lähendi parandus.
Saame

(3,32 4- p) 2 = 11,

millest pärast p 2 arvestamata jätmist saame

11,02 + 6,64 p « 11;

P ~ —0,003;
x = 3,32 + p ~ 3,32 — 0,003 ~ 3,32.

Et kaks järjestikust lähendit langesid nõutava täpsuse
piirides kokku, siis on Vll ~ 3,32.

Pärast mõne näite tundmaõppimist vaatleme küsimust

üldisest aspektist. Selleks tähistame Va=x, kus a> 1

tähistab naturaalarvu1
.

Tähistame otsitava ruutjuure ühe lähendi tähega x
k ,

mille parandus olgu li, nii et x = x
k

+ h. Siis

(xk
+ h) 2 =a;

x2
k

+ 2x
k
h +h 2 =a,

millest pärast h 2 arvestamata jätmist saame

h «

2a-
ä

1 Praktilist tähtsust omavadki ainult need juhud, kus a on natu-

raalarv, sest kui a > 0 ei ole naturaalarv, siis taandub küsimus

ikkagi vastava järguühiku ja naturaalarvu juurimisele.

Joon. 13.
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ja
t 2

a — xt JG.4- a

X=X. + —X
—

=

*
■--

k 2x
k

2x
k

Viimase tulemuse võtame otsitava ruutjuure uueks lähen-

diks x
s +1

:

2 . <

Saadud lähendi suhtes võime arutleda täpselt samuti kui
lähendi x

k
suhtes. Seepärast võime valemit (13-1) vaadelda

kui ruutjuure arvutamise üht algoritmi, mis on aga

palju üldisema väärtusega kui koolis varem käsitlusel
olnud ruutjuure algoritm.

Allpool käsitleme ka valemi (13-1) abil leitud lähendi

veahinnangut. Kui seda valemit kasutatakse ilma veahin-

nanguta, on vajaliku täpsuse saavutamiseks tarvis teos-

tada arvutusi seni, kuni kaks naaberlähendit annavad nõu-

tava täpsuse piirides sama tulemuse (vt. eelpool esitatud

näide x = 11.)

Lähendi vea uurimine on heaks harjutusmaterjaliks seo-

ses võrratuste õppimisega. Ühtlasi on ta sobivaks näiteks
selle kohta, et ka võrratustega opereerimisel on suur ra-

kenduslik väärtus.

Tuletame võrratuse, mis võimaldab hinnata lähendi x
Ä + 1

viga.

v |7
** + a ■ t'~

ixl>ya+a
+1 - V a = _

2>
— _ ] a = —

~

2
-y.

ehk

y- n ( x
k \a )3

**+■-> a =

—27;-
— (13-2)

Tulemusest selgub, et olenemata sellest, kas^>]/ fl

või x
k
< Va, on ikka xk + i —Va > 0 ehk xk + 1 > Va.

Seega kujutavad kõik lähendid alates teisest (juhul kui
esimene lähend on valitud puuduga) V a väärtusi liiaga.
Eeldusel, et x

k
> 1, saame võrdusest (13-2)

X i/~
(X

Ä — ]A)2

x
k +1 —V a < 2 (13-3)’
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Siit selgub, et iga järgneva lähendi viga on väiksem kui

eelmise lähendi vea pool ruutu. Eeldusel, et x
k
— Ya < 1

järeldub võrratusest (13-3), et ruutjuure lähendite jada
koondub. 1 Samuti järeldub sellest võrratusest, et kui lähen-
dil x

k
on m õiget kümnendkohta, siis lähendil

+l
on vä-

hemalt 2m õiget kümnendkohta.

Võrratusest (13-3) järeldub vahetult väiksema rangusega

võrratus, kui x
k

— Ya <1- Nimelt

„

_
/

~ Xk ~~Va

X
h 4-1 Va <

2

Lahutades viimase võrratuse mõlemast
saame

xk 4-1 ,/—
x

k Ya **4-1
—

2 2“’

millest

** +i- VÕ<A(I3-4)

Et lähendid x
k ja x

/{ + ,
on tuntud, siis on võrratust (13-4)

võimalik kasutada lähendi x
k + l

vea hindamiseks.

Elementaarsel teel saab näidata, et vea hindamiseks
kehtib siiski rangem võrratus:

x
*+ i V a (xjt

x*4-i)
2

.

Tõepoolest, eeldades viimase võrratuse kehtivust, saame

** +i- VS< xl- 2xÄ+l
+ *l +l-

millest (13-1) tõttu

+1 “Va xl x
k

a x
k-> r \

x
k + i V a x

k 4-1
— a

x
k +1 V a (xk +1 Va) x

k + 1 V a)-

1 On võimalik näidata, et ruutjuure lähendite jada koondub

alglähendi valikust sõltumata (32).
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Et +l—]/ a > 0, siis saame pärast taandamist võr-

ratuse
+l + ]/a> 1, mille samane kehtivus on ilmne.

Liikudes äsjatehtud järelduste ahelas vastupidises suunas,

jõuamegi tulemusele, et

X„ + 1
- y a < (13-5)

/ Rakendades saadud võrratust eespool vaadeldud VTI
teise lähendi x 2 = 3,317 vea hindamisel, saame

x
2
- 1 < (Xj — x 2 ) 2

= (3,35 — 3,317) 2
= 0,033 2 < 0,001,

millest ilmneb, et lähendi sajandike number on kindlasti

õige. Seega ei ole võrratuse (13-5) kasutamise korral nõu-

tava täpsuse saavutamiseks kolmandat lähendit enam vaja
arvutada.

Siirdudes kuupjuure numbrilise käsitlemise juurde, on

oluline rõhutada, et sama printsiip, mida kasu-

tasime ruutjuure lähendite arvutamisel,
leiab kasutamist ka kuupjuure lähendite
arvutamisel.

i

Olgu vaja leida V l5 täpsusega 0,001. Tähistanud kuup-
juure otsitava väärtuse tähega x, selgub kuupide tabelist,
et

2,4 < x < 2,5.

Võtame x-i esimeseks lähendiks = 2,45, nii et

x = 2,45 + a,

kus a on esimese lähendi parandus. Edasi saame

(2,45 + a) 3
= 15;

2,453 + 3 • 2,45 2
a + 3 • 2,45 a 2 + a 3 = 15.

Jättes viimase võrduses a 2 ja a 3 arvestamata, saame nelja-
kohaliste tabelite kasutamisel:

14,71 + 3 • 6,003 a ~ 15;
‘

a 0,016;
x = 2,45 + a « 2,45 + 0,016 = 2,466.

Leiame teise paranduse.
x = 2,466 + P;
2,4663 + 3-2,466 2 p « 15;
15,00 + 3 • 2,466 2 p « 15;

p«o.
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Vajaliku täpsuse piirides on

/I5 = 2,466.

Vaadeldes küsimust üldisest aspektist, viib sama mõtte-

käik, mida kasutasime ruutjuure algoritmi (13-1) leidmi-

sel, ka kuupjuure algoritmile

_

2x
3

4- a

+ i —-—õ—» ' (13-6)
3-4

kus a > 1 tähistab juuritavat naturaalarvu.

Näitame, et siingi kehtib võrratus

3

•V
4 +l > /<>

8 3

olenemata sellest, kas x
fc

> ]a või x
k < V a.

3

Toepoolest, kui x = a=xk4- h, siis

(*k
+ /i) 3

=a-

x
k

3 + 3 x
k

2 h+3 x
k
h 2 4- h3 '= a\

h =

a - xk~(3x
k
f‘

2 h3) ■

x=Xk + h =Xk +
—4-(3^ 2 + »3

)
=

3*l

_

?A»_+“ T g

34 '

kus q = 3x
k
h2 4- h3 >O. Tõepoolest, kui h> 0, siis on vii

mase võrratuse kehtivus ilmne. Kui h < 0, siis on ikka või

malik leida x
k ,

nii et 3x
k

> \h\, millest ilmselt

3x
k
h 2 > j/z3 | ja 3x

k
h2 +h3> 0.

Et uue lähendi saamisel jäetakse positiivne suurus q ar

vestamata, siis

2x
i
k + a - q 2x3

+ a

Seega
3

A\ + l
> Va -
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Viimase võrratuse põhjal võime öelda, et kuupjuure iga
lähend alates teisest (juhul, kui esimene lähend on võetud

puuduga) kujutab kuupjuure väärtust liiaga. Seega võime
3

üldist kitsendamata alati eeldada, et x
k
> y/a.

Edasi näeme, et

=
~-

3xl
millest ilmneb, et

X
k 4- 1 < 0

ja seega
3

V a x
k 4_ j

x
k .

3

Iga järgnev lähend kujutab
eelmine.

y a väärtust täpsemalt kui

3

Ka lähendite jada piirväär-Võib kergesti veenduda, et
3

tus on Ya. Tõepoolest, eeltoodu põhjal
3

a \a.

Et aga a — 3x 2 x
Ä +1

— 2x 3
,

siis

3

3v2
v- 9r

3
r

2 t/~7i •

k+ i * \ k V u
’

3

3-S + 1
—2x

fc < V a ;
3

_

X
k 4- 1 V 0 2(xfc

X
k +,) ;

3r3 3
—

1
x

k + 1 VCI 2 ~ V fl) — (X
Ä4-1 "-y/ a)J »

3 3

3(xa + 1 —va) < ?(** —v a)
3 2 3

-S 4-1 VCL ~^{xk V a )>
Viimasest võrratusest tulenebki eeltoodud väite õigsus.
On võimalik näidata, et kuupjuure lähendite vea hinda-

misel kehtib sama võrratus mis ruutjuure lähendite vea

hindamiselgi:
3

*» + i“V a<(x*~*s + l)
2

.
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§ 14. Võrrandite numbriline lahendamine

1. Küsimuse tähtsusest

Keskkoolimatemaatikas kuulub tähtis koht võrranditele

ja nende süsteemidele: ligikaudu 13% matemaatikatundide
üldarvust 5.— 11. kl. pühendatakse otseselt nimetatud

küsimusele. Sellele lisandub võrrandite rakendamine
mitme teema juures geomeetrias, trigonomeetrias ja füüsi-
kas. Peamiseks võrrandi (või võrrandisüsteemi) lahenda-

mise meetodiks on tundmatu avaldamine võrrandi korda-

jate kaudu, s. t. lahendamine lahendivalemi abil
või mingi kätteõpitud skeemi järgi, mida saab kasutada
ainult üksikute võrranditüüpide lahendamisel. Illustrat-
siooniks kasutatakse üksikutel juhtudel ka graafilist mee-

todit.

Matemaatikateaduses tõestatakse, et algebralise võr-

randi lahendivalemi andmine üldkujul on võimalik ainult
nende võrrandite korral, mille aste ei ole kõrgem kui 4.

Lahendivalemi andmine kõrgema astme algebraliste võr-

randite lahendamiseks on võimalik ainult üksikutel

erandjuhtudel; üldjuhul on see aga võimatu. Või-
matu on anda lahendivalemit ka mitmesuguste trans-

tsendentsete võrrandite, näiteks a\ogx +bx= c;
a sin x + bx = c, lahendamiseks.

Siit selgub, et võrrandi lahendamise võimalus lahendi-
valemi abil on piiratud. Viimane väide on õigustatud seda

enam, et ka kolmanda ja neljanda astme võrrandi lahendi-
valemeid numbrilise töö korral ei kasutata ja nad on seega

praktiliselt väärtusetud.

Ülaltoodust järeldub, et ka keskkooliõpilasele õpetata-
vad võrrandi lahendamise võtted pakuvad väga piiratud
võimalusi võrrandite tegelikuks lahendamiseks. Selle tule-
museks on, et praegune keskkooli lõpetaja seisab nõutult

järgmise, lihtsale kuupvõrrandile viiva ülesande ees:

Klassiruumi kõrgus on 3 m võrra laiusest väiksem, kuid

ta pikkus on 3 m võrra laiusest suurem. Arvutada klassi-
ruumi mõõtmed, kui ta ruumala on 160 m 3.

Või näiteks keerulisem ülesanne:

Palgi otste läbimõõdud on 30 cm ja 20 cm. Palgi pikkus
on 8 m. Kui kaugel palgi jämedamast otsast tuleb palk
katki saagida, et palgis olev puiduhulk poolituks?
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Küllaldaselt võib leida ka puhtteoreetilist huvi pakku-
vaid ülesandeid, mida keskkooliõpilane lahendada ei oska,
kuid mida ta võiks lahendada pärast vastava metoodika

väljatöötamist.
Näiteks Euleri ülesanne:

Leida sektori kesknurk, kui sektori kaare otspunkte
ühendav kõõl poolitab sektori pindala.

Või Archimedese ülesanne: 1

Kui kaugel kera keskpunktist on kera lõikav tasapind,

mis eraldab — osa kera ruumalast.
n

Autor ei taha sellega rõhutada, et keskkooliõpilased
peaksid õppima kuupvõrrandi või neljanda astme võrrandi
lahendivalemit. Nimetatud nõude püstitamine on seda mõt-

tetum, et need valemid on praktika seisukohalt väärtuse-

tud. Oluline on aga selliste võrrandite praktilise lahenda-
mise meetod ja selle tunnetuslik väärtus. Sellega seo-

ses kirjutab A. P. Domorjad:
«Tunduvalt kasulikum on sellistel juhtudel tutvus-
tada õpilasi võrrandite lahendamise üldiste

võtete olemasoluga, mis võimaldavad arvutada nii

algebralise kui transtsendentse võrrandi mistahes
reaalarvulist lahendit mistahes täpsusega. Tuleb

märkida, et neid üldisi võtteid ei saa

lugeda vähem seaduslikeks kui näi-

teks võrrandi lahendamist radikaali-
de s (minu sõrendused —A. T.)» (59, lk. 313).

Käesoleval ajal arenevad kiiresti numbrilised

arvutusmeetodid, s. o. sellised ligikaudsed meeto-

did, mis võimaldavad arvudega teostatavate elemen-
taarsete operatsioonide abil lahendada antud ülesannet

vajaliku täpsusega; teostatud operatsioonide arv on see-

juures lõplik (57). Ligikaudsetele numbril istele meetodi-
tele, s. o. tegeliku elu seisukohalt suure rakendusliku väär-

tusega matemaatilistele meetoditele ei pöörata praegu
keskkoolis üldse tähelepanu. Edukalt on võimalik neid
meetodeid aga demonstreerida võrrandite numbrilisel
lahendamisel.

1 Euleri ja Archimedese ülesanne on võetud raamatust (59,
lk. 314).
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Kõik võrrandite lahendamise numbrilised meetodid

põhinevad ühel ja samal printsiibil: leitakse
võrrandi lahendi mingi lähend; seda lähendit

parandatakse teatava kindla algoritmi
järgi, kuni on saavutatud nõutav täpsus.

Autor on välja töötanud metoodika võrrandi numbrilise
lahendamise kolme võtte kohta keskkoolis. Neist esimene

on numbrilis-graafiline meetod võrrandi ligi-
kaudse lahendi parandamiseks. Nimetatud meetodit on

üksikasjalikumalt käsitletud artiklis, mis ilmus ajakirjas
«Nõukogude Kool» nr. 6,. 1964.

Teine meetod on Newtoni meetod, mida siin-

kohal on kasutatud ainult algebralise võrrandi lahendami-

seks.

Kolmas meetod on kõõlumeetod (regula falsi),
mida on rakendatud ka lihtsamate transtsendentsete võr-

randite lahendamiseks.

2. Küsimuse üldine käsitlus

A. Newtoni meetod

Olgu vaja leida võrrandi f (x) =0 üks reaallahend xO,

mis asetseb vahemikus [a, 6]; selles vahemikus olgu veel
täidetud tingimused f' (x) #= 0 ja f"(x) 0. Tähistame
antud võrrandi lahendi x0 mingi lähendi tähega x

k,
kus

a <x
k < b, nii et x0 = x

k
+ h, kus h tähistab selle lähendi

parandust. Arendades funktsiooni f(xk
+ h) Taylori reaks,

saame

f(xt +h) =f(xb )-\ f'(x„)h + L + .

Arvestades, et f (xk
+ /i) = 0 ja jättes arvesse võtmata kõik

liikmed, milles h astendaja on suurem kui üks, saame

f(*k>

f'(xJ

Ja

x
0 ~77

—

/(■M
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Lahendi ligikaudse väärtuse

f(*k)
X.

k
f'(*k)

võtame uueks lähendiks x
ft + l , millega võime teha täpselt

sama arutelu mis lähendiga x
fc. Seega annab valem

r — r
Ä xä)

(14 ’ I)

võrrandi /(x) =0 lahendamise algoritmi. Selle algorit-
miga määratud lähendite jada on monotoonselt kasvav,
kui <O, ja monotoonselt kahanev, kui
/'(x) • I" (x) >O. Kui esimese lähendi korral on täidetud

tingimus f(xx ) >o (a <Xi < b), siis lähendite

jada koondub ja tema piirväärtus on x0 (39, lk. 124).

Newtoni meetodiga määratud lähendi vea hindamiseks
kehtib võrratus 1

kus Al = max j f'(x) |ja m = min | f'(x) |, (a x>< b).

Kui 1, siis
2m

Xo-X, + I|<(X 4 + ,
- .v

k )2
. (14-3)

1 Taylori valemi põhjal

f(Xk +1) = + f’(Xk + i_Xk ) 4- y/" (u) (xft +!
- X

Ä)2,

kus uon arvude x
k

ja x/l _^ l vahel. Valemi (14-1) põhjal on

-ÄX/J + f'(xk ) (xk +!
— x

fc
) =O, mistõttu

f(*k + l)= y/"(«) < xk + 1
~ V -

Lagrange’i teoreemi põhjal saame veel:

f(.xk + ~ f(xk + J —f<xrf —
<xk 4-1

~ xo^'(
kus x0

on funktsiooni f(x) nullkoht ja von arv, mis asetseb xk t

ja x0
vahel. Järelikult

(Xk +1
— xo) f'(v)= y/" (“) (xk +l~ X

kA

millest tulenebki (14-2).
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Võrratuse (14-2) teisendamisel saame veel

M

xO~~ x
k +l| ~2rn (X

ä + 1
X

0
— XO~~ Xkf J

Ä4 L
v z J 2 .

*0 — +n<2m [( Xk ) (X
° Xk +VJ ’

*
Ä + I !x<

2/n [(*o xk)
2

Xo -V (*o

+(Xo — X
ft+ i) 2] .

Lähendite jada monotoonsuse tõttu on

—2(xo
— x

k ) (xQ— x* +1) +(Xo — x* +1)2 < 0

ja seega

| + i|.<- - xj 2 . (14-4)

Kui < 1, siis

|xo- x
k + ll <(*o - X

k )\ (14-5)
millest selgub, et kui teatavas lähendis on p õiget küm-

nendkohta, siis järgnevas lähendis on 2p õiget kümnend-
kohta. 1 -

Rakendades Newtoni meetodit algebralise võr-

randi

a
n
xn 4- an _ l xn ~' + a

n _ 2 xn ~ 2+ .+ a
x
x + fl

0
=0

lahendamiseks, saame

+ (14-6)
""„4 +('> —'K-14 * + -•• +«!

Kui algebralises võrrandis a 0 =—a (a > 0); a
n

— 1 ja
a

m
—o(m — 1, 2,3, ..., n — 1), siis saame võrrandi

xn
— a = 0,

mille kohta Newtoni meetodi rakendamine annab

x
k-a

Xk+\ **
nx

n-\
nxk

ehk (n —1)x“ + a

x
>+'

= (14-7)

1 Teistsuguse aruteluga on sama tulemus esitatud näiteks raa-

matutes (39, lk. 126; 36, lk. 127—128; 53, lk. 182).



Et võrrandi x n —a — 0 lahendamine tähendab \a arvu-

tamist, siis annab rekurrentne valem (14-7) zz-nda juure
arvutamise algoritmi. Rakendades seda valemit juhtumi-
tele, kui n = 2 ja n = 3, jõuame eelmises paragrahvis ele-

mentaarsel teel saadud algoritmidele ruutjuure ja kuup-
juure arvutamiseks.

Algebralise võrrandi numbrilise lahendamise algoritmi
(14-6), mille eespool saime tuletise mõiste abil, võib
leida ka teisel viisil. Nimelt kui on leitud antud võrrandi
lahendi x0 mingi lähend x

k,
nii et x0 =x

k +h, kus h on

selle lähendi parandus, siis

a
n

( X
k

+ h) n +Zn-\(Xk + h)n ~ X +.. . + fl] (Xk + /l) 4-

4- (1q = 0.

Kui viimases võrrandis peale binoomi (xfc 4- h) astenda-
mist jätta arvestamata kõik liikmed, milles on h m (m 2/
siis saame

a
n
xk+ a

n-\
x

k
1
+ •■• + 4-gp

na
n
x

k
n ~ X

+ (« —lK_l^“ 2
+ •••+«!

Pärast selle paranduse liitmist lähendiga x
k ja saadud

summa tähistamist tähega x
Ä + 1 saamegi sama tulemuse,

mis on antud valemiga (14-6).

Viimane mõttekäik on aluseks vastava metoodika välja-
töötamisele.

B. Kõõlumeetod

Olgu antud võrrand /(x) =O, lahend x0

rahuldab tingimust a < x0 < b. Funktsioon /(x) olgu vahe-

mikus [a, b] pidev, monotoonne ja tema graafik olgu ilma

käänupunktita. See tähendab, et /(n) ‘f(b) <0 ja et igal
konkreetsel juhul leiab aset üks neljast võimalikust juhtu-
mist:

f'(x) >0 ja f"(x) >0; f' (x) <0 ja f" (x) <0; f(x) >0 ja

f"(x) <0; f(x) <0 ja /"(x) >0 (joon. 14).

77
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Vaadeldavas vahemikus asendatakse funktsioon f(x)
lineaarse funktsiooniga g\(x), nii et f(a) = gi(a) ja
f(b) = gi(b). Selliseks lineaarseks funktsiooniks on

Antud funktsiooni täpse nullkoha x0 asemel leitakse tema

lähend lineaarse funktsiooni g\ (x) nullkoha xt näol:

v- = a
f(a)(b—a)

1 /(&)-/(«)’

kus a <Xi < b. Nüüd leiab aset üks kahest võimalusest:

kas f(xi) < 0 või /(xi) • /(&) < 0. Konkreetsuse mõt-

tes olgu f (xj) • f (b) <0 (joon. 14 A ja B) 1
.

Sel juhul peitub võrrandi täpne lahend juba kitsamas
vahemikus (xb b). Nüüd asendatakse antud funktsioon
selles uues vahemikus jälle lineaarse funktsiooniga g2 (x),

1 Kui f(xö • f(a) < 0, siis järgnev mõttekäik ei erine põhimõtte-
liselt sellest, kui f(*i) • f(b) < 0.

Joon. 14
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nii et /(Xj) = g 2 (xi) ja f(b) = g 2(ö), ja leitakse selle null-
koht x 2,

kus X] <x2 <b. On ilmne, et selleks tuleb eelmise
lähendi arvutamise valemis võtta a — Xj. Seega

/(xi) (b — Xj)
X2 = Xl

f(b)—/(xj)

Mõttekäiku samas suunas jätkates tekib rekurretne valem

f(x ) (b-xk )
Xk + 1 =xk ——-——, 14-8)

f(b)--Rk )

mis on võrrandi /(x) =0 lahendi lähendite arvutamise

algoritmiks. Selle algoritmiga määratud lähendite jada
piirväärtus on x0 (39, lk. 122, 123).

Kõõlumeetodiga saadud lähendi xÄ _|_i viga võimaldab
hinnata võrratus 1

. .
M— m i i

Xq ~ x
k +i | ~ \xk +i~'Xk ' >

*0 X
k +1 I IXk + 1

X
k I’ (14-10)

*o-xft+l = (x
k
-^Ä +p +(*0 xk ). (a)

Lagrange’i teoreemi põhjal

/(**) = /(**) -/(^o)
= (x

k ~XQ)f' (u), (p)

/(-Vt
)=/W /(X*)

~<> +0 W W

fw
.

x*- x
o
‘ <-v«

A‘ i ')■

Xo - +!
= +IA

millest tulenebki (14-9).

(14-9)

kus Af = max \f'(x) ja m = min // (x)l,

Erijuhul, kui M 2w, siis

Lähtume samasusest

kus %o on funktsiooni f(x) nullkoht ja u asetseb arvude x
fc

ja x0

vahel. Kasutades veelkordselt Lagrange’i teoreemi, saame valemi

(14-8) põhjal, et

kus von arvude bja vahel. Valemitest (p) ja (y) leiame, et

Tehes asenduse valemis (a), saame
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3. Käsitluse metoodika

Võrrandite numbrilise lahendamise metoodika väljatöö-
tamisel ja vastavate küsimuste katselisel õpetamisel (9. ja
10. klassis) ei käsitletud küsimust üldisest aspektist ega
antud seega ka vastavate võtete rekurrentseid valemeid,
sest valemi võib õpilane pähe õppida ja seda täiesti me-

haaniliselt kasutada ilma meetodist aru saamata. Sel-
list olukorda ei tohi aga matemaatika õppimisel lasta tek-
kida.

Enne küsimuse käsitlemist selgitatakse õpilastele, et

mingi võrrandi, näiteks lineaarse võrrandi ax + b = 0 la-
hendivalem

b
X =

a

või ruutvõrrandi ax2 bx + c — o lahendivalem

y
± | — 4ac

2a

on võrdus, mis seob võrrandi lahendit x selle võrrandi kor-

dajatega kindlate matemaatiliste operatsioonide (liitmine,
lahutamine, korrutamine, jagamine, astendamine ja juuri-
mine) kaudu, õpilastele tuleb öelda ka seda, milliseid võr-

randeid saab põhimõtteliselt lahendivalemi abil lahendada

ja milliste võrrandite puhul ei ole võimalik lahendivalemit
anda. See aga ei tähenda, et neid võrrandeid, millel lahen-
divalem puudub, ei saa üldse lahendada. Tuleb rõhutada,
et võrrandid, millele viivad praktikast tulenevad ülesan-

ded, on alati numbriliste kordajatega. Numbri-
liste kordajatega võrrandi lahendamine on aga alati või-

malik, kusjuures põhimõtteliselt saab lahendit leida mis-

tahes täpsusega.
Lahendame Newtoni meetodiga kuupvõrrandi

x3
— 2x 2

— 70 = 0.

Leiame proovimise teel kaks järjestikust täisarvu,
mille vahel asetseb selle võrrandi üks lahend. Proovimisel
arvestame, et antud võrrandi lahendamine tähendab funkt-

siooni

y = x 3
— 2x 2

— 70

nullkoha leidmist, s. o. x-i sellise väärtuse leidmist, mille

puhul y— 0. Graafiliselt tähendab see selle funktsiooni

graafiku ja x-telje lõikepunkti abstsissi leidmist. Kui selline

pilt on õpilastele loodud, siis ei ole neil raske aru saada,
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et argumendi läbiminekul nullkohast toimub funktsiooni
väärtuse märgi muutus (eeldusel, et jutt on pidevatest
funktsioonidest). Seega on vaja leida kaks järjestikust
täisarvu, nii et ühe arvu asetamisel võrrandi vasakusse

poolde muutub see negatiivseks ja teise arvu asetamisel

positiivseks.
Antud juhul näeme, et kui x= 4, siis y = —3B <O, ja kui

x= 5, siis y=s >O. Võrrandi lahend x
0

rahuldab seega
võrratust

4 < x < 5.

Et arv 5 erineb nullist märksa vähem kui —3B, siis võib

arvata, et võrrandi lahend on viiele lähemal kui neljale.
Võtame lahendi ligikaudseks väärtuseks X\ = 4,8, mida ni-

metame antud võrrandi lahendi esimeseks lähen-
diks. 1

Siis

Xq — 4,8 4- a,

kus a tähendab esimese lähendi parandust. Asendame
antud võrrandis x-i avaldisega 4,8 + a:

(4,8 + a) 3 —2 (4,8 + a) 2
— 70 = 0

Kuna a< 1, siis a 2 ja a 3 on veelgi väiksemad. Seepärast
võib need jätta viimases võrrandis pärast sulgude avamist
arvestamata. Siis saame a suhtes lineaarse võrrandi

110,6 + 69,12 ci — 19,2 a —46,08 —7O «0,

millest a « 0,110 ja seega x0 « 4,8 + 0,110 « 4,91. Saadud
arvu 4,91 võtame võrrandi lahendi teiseks lähendiks paran-
dusega p. Siis

Xq = 4,91 + p.

Korrates esimese lähendi puhul tehtud arutelu, saame, et

P « —0,003 ja x0 ~ 4,91 —0,003 = 4,907 «4,91. Et kaks

järjestikust lähendit, ümardatud sajandikeni, langevad
kokku, siis võib öelda, et täpsusega 2 0,01 on x0

= 4,91.
Kõõlumeetodi rakendamisel tuleb samuti eeldada

õpilaste teadmist, et iga võrrandi lahendamine on teatava

1 Esimest, lähendit on otstarbekas leida ka graafikult, mille
skitseerimiseks tuleb anda x-le mõned väärtused 4 ja 5 vahelt.

2 Tegelikult on viimases ümardamata väärtuses x0
~ 4,907 õigeid

numbreid enam (vt. käesoleva paragrahvi p. 2, A), kuid veahin-

nangu mittekasutamisel selgub see alles järgneva paranduse mää-

ramisega.
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funktsiooni nullkoha leidmine. Ka on vaja eelnevalt anda
funktsiooni üldtähis, sest see lihtsustab tunduvalt tööd.

Leiame kõõlumeetodiga kuupvõrrandi

x 3 —4x — 10 = 0

ühe lahendi täpsusega 0,01.
Ligikaudne hinnang näitab, et funktsiooni f(x) = xi—-

-4x —lO nullkoht x0 rahuldab võrratust 2 < <3.
Funktsiooni gr

mõned väärtused
graafiku
ed sellest

skitseerimiseks anname x-le veel
vahemikust. 1

Joonise 15 järgi võib öelda, et antud võrrandi lahend
x0 on 2,7 ja 2,8 vahel, s. t. me võime mõlemat vaadelda
kui lahendi lähendit täpsusega 0,1. Lähendi täpsustami-
seks kõõlumeetodil teeme funktsiooni graafikust nullkoha
ümbruses veel ühe joonise 2 (joon. 16). Ühendame kaare
AB otspunktid kooluga AB. Võrrandi täpse lahendi, s. o.

1 Graafikult peab selguma peale ligikaudse nullkoha ka see,

kas graafik on nõgus või kumer, tõusev või langev.
2 Selguse mõttes on joonisel 16 kujutatud kõver teadlikult moo-

nutatud. Tegelikul arvutamisel võib seda joonist skitseerida vabal
käel.

Punktide (2; —10), (2,2; —8), (2,5; —4), (2,8; 1), (3; 5)
järgi joonestame funktsiooni graafiku. Et argumendi muu-

tudes funktšioon muutub väga kiiresti, siis valime ordi-

naatteljel ühikuks 1 cm, abstsissteljel aga 10 cm. Abstsiss-

telje nullpunkti joonisele ei kanna (joon. 15).
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kaare AB ja
kõõlu AB ja
selt parem 1ž

a x-telje lõikepunkti abstsissi x0 asemel leiame

ja x-telje lõikepunkti abstsissi X\. See on ilm-
lähend kui 2,7.

Joon. 16.
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AADE X
~ A BCE X \

DE
X AD

CEX BC

Kuna CE
X

— DC— DE X, siis saame

DE X
AD

DC — DE
X

BC

Asendades antud suurused arvudega, saame

1,12

0,1 — DE
}

~

0,75
‘

Edasi lahendades saame

0,75 = 0,112 —l,l2D£ i;
0,75 DE X + 1,12 DE\ =0,112;
1,87DE\ = 0,112;

DE X = = 0,0599 « 0,060;

%i = 2,7 + 0,060 = 2,760 « 2,76.

Leiame /(Xj) = —0,22 (arvutus on tehtud tabelis). Joo-

nisel 16 kujutab seda (absoluutväärtuse poolest) lõik
E XF. Ühendame punktid Fja B kooluga ja arutleme ana-

loogiliselt eeltooduga, s. o. leiame kõõlu BF ja x-telje lõi-

kepunkti abstsissi x 2, mis on ilmselt parem lähend kui xb

Joon. 17
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Täheldades, et /\ FE
}E 2 BCE 2, ja korrates eelmise

lähendi leidmisel tehtud arutelu, leiame, et E}E 2 = 0,001 ja
x 2 = 2,76 + 0,001 = 2,761 ~ 2,76.

Et kaks järjestikust lähendit annavad nõutava täpsuse
piirides sama tulemuse, siis võime anda vastuseks x0

= 2,76
(täpsusega 0,01).

Lõpuks lahendame kõõlumeetodiga veel transtsendentse
võrrandi

logx = x2
— 3,

leides tema lahendi täpsusega 0,01.
Funktsioon, mille nullkoht on vaja leida, on

f(x) — log x— x 2 + 3.

Veendunud proovimise teel, et 1 < x0 < 2, koostame selles
vahemikus funktsiooni väärtuste tabeli.

x
2

log x— x2 f(x) =x log x — Jt 2 + 3logxX

-1 2

—3,6990 —0,6990

—1,3608 1,6392

—2,0739 0,9261

—2,6596 0,3404

—2,9847 0,0153

—3,3312 —0,3312

1 0 1

2 0,3010

0,0792

4

1,2 1,44

1,5 0,1761

0,2304

2,25

1,7 2,89

1,8 0,2553

0,2788

3,24

1,9 3,61

1,8 < Xo < 1,9.

Ehitame graafiku (joon. 17 ja 18).

A ABE\ A DCE\ (joon. 18);
AE

\ AB

E
X
D DC

’

AE
X AB AE

X
0,0153

AD — AE
X

~~

DC
'

U,\—AE\
~

0,3312
’

0,3312/4£] = 0,00153 — 0,0153 AE.-,
0,3465 AE X = 0,00153;

AE X = = 0,0044 « 0,004;

X] = 1,8 + 0,0044 4- 0,0044 = 1,8044
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Et leitud parandus 0,004 ei mõjuta enam sajandikke,
siis on nõutava täpsusega lahend

= 1,80.

Pärast mõne näite vaatlemist muutub kõõlumeetod õpi-
lastele täiesti arusaadavaks ja jõukohaseks lahendusvõt-
teks.

Joon. 18.
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PE3K3ME

O MeTOAe nocAeAOßaTeAEHbix npnÕAEDKeHHH
B lIIKOAbHOH MdTeMaTHKe

K npenoAaßannio MaTOMaraKH HeAb3H noAxoAWTb c

(JlOpMaAbHOn TOHKM 3peHKSI, HO KOTOpOM ynaigtinCSl AOA-
jKen npnoõpecTM toabko onpeAeAennbie 4)aKTbi n yMeHna,

npn oõyneHnn HaAO oõecnennTb MTBepAoe ycßoe-
hm e ochob hay k h. Aah 3Toro HeoõxoAiiMO ycßoe-
Hne ynaiguMnca b MaTeMaTUKe o6ig k x

meto a o b, o6in,nx ochob (npuHnnnoß), kotopbimh

pyKOBOACTByioTCH npn HCCAeAOBaHHH onpeACACHHoro

Kpyra Bonpocoß. Abtop Ha3bißaeT TaKHe oõnjue npnHgunbi

roAoreTMHecKHMH npnHijM naMM.
1

B HccAeAOBaHKU npnßeAeHbi neKOTopbie npnMepbi toao-
reTnnecKnx npuHgnnoß:

1. Abtop noKa3bißaeT, hto npnngnn KOMMyHHCTnnecKH

BocnuTbißaiomero oõyHenHH naAO paccMaTpußaTb kbk

roAoreTHHecKHŽ npnngHn cobstckoh raK KaK

no cyigecTßy hmghho mm CAeAyeT pyKOBOACTBOBaTbCü npn

peniennn Bcex CBH3aHHbix c AHAaKTHKoii Bonpocoß, Ta-

khx, KaK Bbiõop yneÕHbix npeAMeTOB, motoaob oõyneHWH,
cocTaBAeHMe yneõnbix nAaHOB, nporpaMM n t. a- OcTaAb-

Hbie npnHLi.iinbi (HarAsiAHOCTb, HaynnocTb, cnc-

TeMaTHHHOCTb h t. a ) TaK?Ke npuHgnny KOMMy-
HncranecKH BOcnnTbißaioLgero oõyneHnH, nõo MaKCRMaAb-

Hoe coÕAioÄeHne mx cnocoõcTßyeT ocyigecTßAeHino õoAee

ycneniHoro KOMMynncTUHecKoro BOcnnTannn.

2. B 1872 roAy 6l>iao H3Aano HCCAeAOBaHHe n3BecTHoro

yneHoro n neAarora O. KAeiiHa, b kotopom paccMaTpHßa-
AHCb pa3AHHHbie bhabi reoMeTpnw —. «Vergleichende Bet-

rachtungen über neuere geometrische Forschungen» 2 .

1 Tpen. «hodos» — nyTb, /jopora; rofloreTMHecKMft — yKa-

-3bißaioinMü nyTb, HanpaßJiHionj,J4ji Ha nyTb.
2 B jiwTepaType oto nccjieflOßaHne ksbcctho no wecTy ero nyõ-

jiMKaijnK — ropo/j SpjianreH TaK>Ke no/j HaaßanneM «OpjianreH-
ckoü nporpaMMbi».



88

B HccAeAOBaHHH CTaBHTcn npoÖAeMa: mojkho ah hbhth

OÕLLJHH npHHpHH, KOTOpbIH HOCAyTKHA Õbl OCHOBOH AAH

pa3AHHHbix reoMeTpnnecKHx motoaob. Hphhjib 3a ocnoßy
noHHTHe rpynnbi reoMeTpHnecKHx npeoõpasoßauHH,
<D. Kaohh npnxoAHT k BbißOAy, hto reoMeTpHH HccAeAyeT

HHBapnaHTbi reoMeTpHnecKHx cjinryp no OTHomeHHio

k onpeAeAeHHOH rpynne npeoõpaaoßaHHH. 3to

h HBAJieTCH roAoreranecKHM npHHijnnoM
BaHHH pa3AHHHbIX reoMeTpHH.

3. ripn pacniHpeHHH hohhthh HHCAa roAoreTHnecKHM

npHHIJHnOM HBAHeTCH C(|)OpMyAHpOBaHHbIH BHepßbie
T. TaHKeAeM np hh ijh n nepManeHTHOCTH 4)°p-
MaAb H bl X 3aKO HO B.

B MaTeMaTHHecKož HayKe h b ee npHMeneHHH ninpoKO

HcnoAb3yeTca met o a nocAeAOßaTeAbHbix np h-

-6ahjke h h n. /\ah onpeAOAeHHH stoto MeTOAa aBTop

pesiOMHpyeMon paõoTbi paccMaTpHßaeT n o hiit h e toh-

hocth b t e op h n h npaKTHKe. B paõoTe noKasbi-

BaeTCH, hto npn pemeHHH Bcex npaKTHHecKHX npoÕAeM
tohhoctb BcerAa orpaHHnena, xotsi TeopeTunecKH 3Ta 3a-

Aana n õbitb pemena c aõcoAioTHOH tohhoctbio. B

3tom acneKTe n paccMaTpußaeTcsr Bonpoc kohtu-

Hyy M a AOHCTBHTeAbHbIX HHC e A H OÕTaJICHSie-

TCH, HTO npaKTHKa (AOHCTBHTeAbHOe HHCAeHHOe BbIHHCAC-

Hne, H3MepeHHe bcahhkh) He ny?KAaeTCH b co3AaHHH koh-

THHyyMa AOHCTBHTeAbHbIX HHC6A. ripH npHMOM npaKTH-
necKOM H3MepeHHH BeAHHHH (HanpHMep, Maccbi TeAa), ne-

CMOTpsi Ha TO, COH3MepHMbI AH H3MepjieMaSl BeAHHHHa H

eAHHnija H3MepeHHH hah HeT, BcerAa ycTanaBAHBaeTCH,
ckoabko pa3 bxoamt b Aannyio BeAHHHHy npHHHTan eAn-

HHija H3MepeHHsi hah KaKasi-HHÕyAb ee nacTb. B 3aBiiCH-

MOCTH OT TOTO, HaCKOAbKO Mbl npH npHMOM H3MepeHHH

pa3ApoÕAsieM eAUHHuy H3MepeHHsi (HanpHMep, npn bm-

õope noAxoAsnUHx rnpb), BO3HHKaeT nocAeAOßaTeAbnocTb
HCKOMOH BeAHHHHbI

*i, *2, x 3,

b KOTopož Ka>KAL>in no CAeAyiom,nn haoh AyniiiHM

neM npeAinecTßyiomnn. FIpaKTHHecKH 3Ta

nocAeAOBaTeABHOCTt BcerAa Konenna. Ho noAHHMasicb Ha

Bbicniyio cryneHb eAKHHpy H3MepeHHsi moä-

ho pa3ApoÕAHTb ao õecKoneHHOCTH. Tbkhm nyreM noAy-

naeM õecKoneHHyio nocAeAOBaTeAbHOCTb npnÕAH>KeHnn
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HCKOMOH BOAHHHHbI H AOXOAMM A° HeOÕXOAKMOCTH CO3Aa-
HH5i KOHTunyyMa AencTßirreAbHbix hhcga.

C acneKTa tohhocth paccMaTpnßaeTCJi Taxxce SMnnpn-
qecKoe onpeAeAenne saBncnMOCTM Mex<Ay AByMsi nepe-

MenHbiMM BeAMHunaMn, n oho cpaßHHßaeTcq c onpeAeAe-
HneM (JjyHKpun AencTßHTeAbnon nepeMennon, KOTopoe

Aano AwpnxAe. BbiqcHüeTCH, hto npn PMnnpnHecKOM nc-

cAeAOßannn 3aBncnMOCTM moxcho onpoAeAiiTb 3aßncn-

moctb Mex<Ay A.byMJi nepeMeHHbiMH BeAmmHaMM x n y

TOAbKO c orpaHnneHHon tohhoctbio

y = K*) ± e

M, TaKKM OÕpa3OM, TOHHbie BeAHHKHbI (JjyHKljnn OCTaiOTCH

b KaKOM-TO npoMexcyTKe HeonpeAeAÖHHOCTH. B cootbgt-

ctbhh c pa3BirrneM TexHMKn n HayKn Booõrpe, BeAKHKHy
e moäho yMeHbinnTb, t. e. peaAM3OBaTb neKOTopyio noc-

AeAOßaTeAbiiocTb

y\ = f(*) ± ei

y2 = f(x) ± 82

rAe tom caMbiM ei >& 2 > ... n KaxcAan nocAeAyioinafl

4)yHKLpiH onpeAeAHeT HCCAeAyeMyio saBHCHMOCTb c õoAb-

mež TOHHOCTbio, qeM npeAbiAyman.

FIOHHTMe TOHHOCTH B TGOpKM H npaKTUKG

enje B CBH3K C MrHOBeHHOH CKOpOCTbK), npOÕAOMOH KBaA"

paTypbl M reOMeTpHHeCKMMH KOHCTpyKpMHMH.

Ha ocHOBaHHM Bbiinen3AoxceHHoro aBTop npnineA k bbi-

BOAy, hto b npaKTKKe b õoAbinnncTße CAynaeß moäho

HaŽTH TOAbKO HeH3B6CTHbIX.

ripu 9tom nacro OKasbißaeTCH bosmoxchbim npn noMonjn

onpeAeAÖHHoro npneMa Hanra nocAeAOßaieAb-
nocTb npnÕAHJKenKH Hen3BecTHoro x:

Xl, x 2,
x

3,

tao KaMAbin no CAe/v/iommi hagh noKasbißaeT BeAKHMHy
Hen3BecTHoro Tonnee, hom npeAbiAymnii. C tohkh apennsi

teop h h 3Ta nocAeAOBaTeAbHOCTb õecKOHeHHa n cxo-

Ahtch k tohhoü BeAMHHHe Hen3BecTHoro; c tohkii xce 3pe-
huh npaKTHKn Aa.sl onpeAeAennn c HeoõxoAßMon toh-

HOCTbio npiiÕAKXceHHon BOAHHUHbi Hen3BecTHoro AOCTa-
TOHHO HaŽTH HGKOTOpbie nepßbie HAOHhI nOCAeAOBaTGAb-

HOCTH.
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B 3aBncnMOCTM ot kohkpothoto cAynaa 3aKOH oõpaao-
Bannn HOCAeAOBaTeAbHOCTH npnÕAWKeHnii motot õbiTb

BecbMa pa3AHHHbiM. Oh õbiTb onpeAeAen aAropnT-

MOM, ASHHbIM aHaAHTHHeCKHM nyTÖMJ nOCAOAOBaTeAbHOCTb

npnÕAHTKeHHK KaKOM-AHÕO M3MepjieMOn BeAMHHHbI onpe-

AeAHeTCH tom, KaK eAHHnpy nsMepennn pa3ApoÕAsnoT
na Bce MeHbniHe h MenbuiHe nacTH. HesaBHCHMO ot toto,

no KaKOMy 3aKony mojkho oõpa3OßaTb nocAeAOßaTeAb-
HOCTb npHÕAHJKeHHH HeH3BeCTHOTO, Mbi TOBOpHM, HTO HG-

H3BecTiioe onpeAeAHeTCH np h no m o iij h MeTOAa

nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAHnceHHH. Kcxoa»
H3 3TOH TOHKH 3peHHH, B pe3K)MHpyeMOH paÕOTG AaÖTCSI

CAeAyioipee onpeAOAenne MeTOAa nocAeAOßaTeAbHbix
npHÕAHMeHHH: Motoaom nocAeAOßaTeAbHbix

npnÕAMxeHHH HasbißaeTCH tbroh motoa,

KOTopbiä npiiMeHseTca oõpaaoßano
nocAeAOBaTeAbHOCTH, k pe-
ni ehk K) aahh o ii 3aaa h n.

B paõoTe OTMenaeTcn, hto npuBeAÖHHoe onpeAeAenne

uinpe, HeM oõbinnbie onpeAeAennn, no KOTopbiM nocAeAO-
BaTeAbHOCTb npnÕAnjKeHnii oõpasyeTcn no pexyppeHT-

HOMy 3aKony. B pe3K)MnpyeMon paõoTe Mbi OTKasaAncb

OT yCAOBHH peKyppeHTHOCTM, TaK KBK OHO npnßeAeT K

MeTOAa nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAM>Ke-
hhh c motoaom UTepapnn.

no npnBeAÖHHOMy b paõoTe onpeAeAeHHio moäho cKa-

3aTb, hto KajKAan 3aAana, npn KOTopon HaxoAHTCü cxoah-

njancsi nocAeAOBaTeAbHOCTb ripHÕAHnceHHH peniennH, mo-

tot õbiTb peniena npn noMoipn MeTOAa nocAeAOBaTOAb-
Hbix npnÕAnn<eHiin. TeM caMbiM, motoa nocAeAOßaTeAb-
Hbix npnÕAnjKemin hphboaht k TaKHM noHsrnasiM, kbk, Ha-

npnMep, OKpyn<HOCTH n nAOLijaAb Kpyra, oõ-beM

nnpaMKAbi, onpeAeAÖHHbin nnTerpaA n AP- Mctoa HTepa-

pnn, npuMenneMbiii npn hhcaohhom peinennn ypaßHennH,
a TaK>xe motoa HbioTona u mctoa xopA hbahiotch nacT-

HbiMn CAynanMH MeTOAa nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAHMe-
hhh, tao nocAeAOßaTeAbnocTb npnÕAMnceHnn cocTaBAsieTCH

no peKyppcHTHOMy 3aKOHy.
lIocAeAOBaTeAbHOCTb, ynoMJiHyTasi b onpeAOAennH Me-

TOAa nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAn>KeHnn, He BcerAa a.oa>k-
na õbiTb nocAeAOBaTeAbHOCTbio nnceA. B cootbgtctbhh c

KOHKpeTHon saAanen ona (t. e. nocAeAOBaTeAbHOCTb) mo-

>KCT ÕbiTb, HanpKMCp, nOCAeAOBaTGAbHOCTbIO OTpe3KOB,
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nocAeAOBaTeAbHOCTbio yrAOB, nocAeAOBaTeAbHOCTbio hao-

HjaAeH, nocAeAOBaTeAbHOCTbio (JiyHKpHH h t. a- Aa>&e

õoAbine, aaAana, ynoMHHyTan b onpeAeAeHHH paccMaTpn-
BaeMoro MeTOAa, He BcerAa AOAXna hmctb MaTeMaTHKe-

CKoe coAop>KaHHe, h BCAeACTBHe stoto HAenbi nocAeAOßa-
TeAbHOCTH npHÕAH>KeHHK MOiyT ÕblTb B MaTeMaTHKe Heon-

peAOAHeMblMH 3A6M6HTaMH HeKOTOpOTO MHO>KeCTBa. I4c-

XOASI M 3 3TOH TOHKH 3peHHH, M6TOA HOCAeAOBaTeAbHbIX

npHÕAH>KeHHH H3XOAMT npHMOHeHHe H B HOBCeAHeBHOH
>KH3HH HeAOBeKa.

MeTOA nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAH>KeHHH sißAsieTcsi oa-
HHM H3 M6TOAOB MaTCMaTHKH. Ha3BaHHbIH M-

TOA HBASieTCH HanpaBASHOIUHM M6TOAOM npH BbIHHCAeHHH

Bcex KOHCTaHTOB, BCTpeHaiomHxca b MaTeMaTHKe; noAaB-

ASHOIIjee ÕOAbHIHHCTBO HHC6A b MaTeMaTHnecKnx TaÕAHpax
onpeAeAJieTCH npn noMonjn MeTOAa nocAeAOßaTeAbHbix
npnÕAHMeHHH. PaccMaTpHßaeMbin motoa HBAHeTCH Ha-

npaßAJHoipHM mctoaom npn peineHHH aAreõpannecKnx h

TpancpeHAeHTHbix ypaBHeHHH, a npn hhcaohhom

peineHHH AKo4)epeHpHaAbHbix ypaBHeHHH,
(JjyHKIXHH, AHHeHHOM HAaHHpOBaHHH H npH peineHHH MHO-

rax Apyrnx npoÕAeM, HMeionjHx õoAbinoe npaKranecKoe
BHanenHe.

HacTHbiii CAynaä MeTOAa nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAHMe-
hhh — HTepaijusi — npHMenqeTCH npH «AOKaaaTeAbCTßax

cymecTßOßaHHsi». KAaccHnecKHM npHMepoM 3Aecb sißAsie-

tch AOKasaTeAbCTBO cymecTßOßaHHsi pemeHHH

pnaAbHoro ypaßHennji

MeTOA nocAeAOßaTeAbHbix npnÕAHJKeHHH moäho npn-
MOHHTb TaKJKe H B UIKOAbHOH MaTeMaTHKe. B HaCTOHipen

paõoTe paccMaTpHBaiOTCH HexoTopbie TaKHe

1. ripocTennien 4)opMOH MeTOAa nocAeAOßaTeAbHbix

npHÖAWTKeHHn hbahotch HAaHOMepHO npoßOAMMasr npoõa.
3to niMpoKO npHMeHiieMbin MeTOA paõoTbi, npn noMoipn

KOToporo npaKTHHecKn npoßepsrrcsi npuroAHOCTb onpeAe-

AeHHoro oõrbeKTa aa» yAOBAeTBopeHHH A.aHHbix ycAOBHH.

ripu nASHOMepHOM HcnoAb3OBaHHH npoõoßannn BcerAa
cocTaßAHeTcn onpeAeAeHHaa nocAeAOBaTeAbHOCTb oõtjCK-

TOB T3K, HTO CAOAy JOLpHH HA6H 3TOH HOCAeAOBa-

TeAbHOCTH BbinoAHJieT TpeõyeMbie ycAOBHH Aynnie, hom
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npGAbiAymMH. riooTOMy h hhao stot mgtoa paccMarpH-
ßHTb KHK OCOÕyiO (JlOpMy MGTOAS HOCAGAOBaTGAbHbIX npH-
ÕAHJKGHHH, a HMGHHO, K3K HpOCTGHHiyiO (JlOpMy, TaK KBK

OH HG TpGÕyGT 3HaHHH KaKHX-HHÕyAb OCOÕbIX HpHGMOB HAH

aATOpHTMOB. B pG3K)MHpyGMOH paÕOTG paCCMaTpHBaGTCH

npnMGHGHUG mgtoah npoõ npn bhihhcaghhh

KBaApaTHOrO KOpHH H'npn BbinOAHGHHH HGKOTOpbIX TGO-

MGTpHHGCKHX KOHCTpyKIJHH (aGAGHHG OTpG3Ka HOHOAaM,

AGAGHHG OKpy>KHOCTH Ha paBHbIG HaCTH, nOCTpOGHHG Ka-

CaTGAbHOH K OKpy^KHOCTH). B TOM HHCAG OÕpaHjaCTCH BHH-

M3HHG H Ha TO, HTO npaKTHHGCKH MGTOA npOÕ npHMGHHG-
TCH npH BbinOAHGHHH AIOÕOH TGOMGTpHHCCKOH KOHCTpyK-

ijhh. HanpnMGp, npn hoctpoghhh npiiMon no AByM ash-
HblM TOHKaM HaAO yHHTbIBaTb, HTO TOHKa pGaAH3yGTCH
HAOCKOH 4)HrypOH (KpyrOM), HMGIOIUGH npaKTHHGCKH
OHGHb MaAyio HAOinaAb; hckombh ?kg npHMan HaxoAHTCH
B nOAOCG H3BGCTHOH IHHpMHbI. CaMOG BGpOHTHOG HOAOJKG-

HHG 3TOH npHMOH BCGTAa HaXOAHTCH HyTGM HpoÕHOTO
HaKAäAbIBaHHH AHHGHKH Ha TAa3, HHbIMH CAOB3MH, npOÕOH.

2. Ecah oõbiKHOBGHHan APOÕb hg npooõpaayGTCH b ko-

HGHHyio AecHTHHHyio APOÕb (hah npGOÕpasyGTCH b kohch-

HyK) AeCHTHHHyK) APOÕb, B KOTOpOH HHCAO AGCHTHHHbIX
3HaKOB CAHTHKOM BGAHKO), TO OÕbIKHOBGHHyiO APOÕb Hp H-

-6 A H 7K a G M A e CSITHHHOH APOÕb 10, HOA”

xoAJimeG hhcao AecaTHHHbix 3HaKOB. ripu TaKOM npn-
ÕAH2KGHHH HOAyHaGTCH HCKOTOpaH HOrpGHIHOCTb, KOTOpaH
3aBHCHT OT HHCAa ACCHTHHHbIX 3HaKOB ApOÖH: HGM ÕOAb-

lUG AGCHTHHHbIX 3HaKOB ÕyAGT yHTGHO, TGM MCHbHIG

HOrpGHIHOCTb. BGAHHHHa ACCHTHHHOH APOÕH HOCTGHGHHO

K BGAHHHHG OÕbIKHOBGHHOH APOÕH.
3. Oahhm H3 TAaßHeiniiHx Bonpocoß b ihkoabhoh MaTG-

M3thkg hbahgtch H3MepeHne beah h h h. Ha3BaH-

hbih Bonpoc HMeeT õoAbiiioe 3HaneHne He toabko noTOMy,
HTO OH SJBAHGTCH HCXOAHOH TOHKOH npHMGHGHHH Ma-

TGMaTHKH, HO H HOTOMy, HTO H3MGpGHHG BGAHHHH TGCHO

CBSI3aHO C pa3BMTHGM HOHSITHH HHCA3. ECAH HaTypaAbHbie
HHCAa HBASHOTCSI OCHOBOH HGpGHHCAGHHH 3AGMGHTOB HGKO-

TOpOrO TO HGOÕXOAHMOCTb paCIHHpGHHH MHO-

>KGCTBa HaTypaAbHbix hhcga oõycAOBAGHa npc>KAe bcgfo

npOÕAGMaMH H3MGpGHHSL PaCIHHpGHHG papHOHaAbHbIMH
HHCAaMH OÕyCAOBAGHO HOTpCÕHOCTbK) HpaKTHKH H3MGpC-
HHH. PaCÜIHpGHHG JKG MHOJKGCTB3 paiJKOHaAbHbIX HHCGA

HHCA3MH OÕyCAOBAGHO TGOpGTHHG-
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ckhmh acneKTaMK npoÕAeMbi H3MepeHiiH, nosTOMy pac-

CMOTpenHe OTHOCHiBjnxcH ciOAa Bonpocoß npeAnoAaraeT
3HaHKTeAbHo õoAee BbicoKyio aõcTpaKipno, neM 3to ne-

oõxoammo npn AencTßirreAbHOM M3MepeHHH. B pesioMH-

pyeMož paÕOTe noKasbißaeTca, hto npsiMoe M3MepeHHe
aioõoh BeAnniiHbi HacTO npoKcxoAMT nyTÕM nocAeAOßa-
TeAbHoro npnÕAn>KeHiisi, npwM npnÕAKXceHne npeKpa-

njaeTcsi TorAa, KorAa AOCTHTHyTa HeoõxoAMMaß TonnocTb.

B paõoTe noKasbißaeTCH, hto k pesyAbTaTy nsMepenna

HaAo BcerAa OTHOCHTbcn KaK k npnÕAiuKeHHOMy qncAy.
ripu npaKTHnecKOM H3MepeHnn npou,ecc

M3MepsieMon BeAHHKHbi BcerAa OKonnaTeAbHbin. Ecak ?Ke

aõcTparnpoßaTb Te ycAOBHH, KOTopbie npn npaKTnnecKOM

M3MepeHHH MemaiOT AaAbnenineMy npnÕAiüKeHino, n AaAb-
me npon3BecTH MbiCAeHHbin 3KcnepnMenT c MAeaAbHbiMn

to npMxoAMM HenocpeACTßenHO k HeoõxoAn-
mocth pacninpeHHH papnonaAbHbix nnceA.

4. B coBpeMeHHOH niKOAbHon MaTeMaTKKe HeAonycTHMo
MaAo BpeMeHK yAeAszercsi HHCAenHbiM meto a a m,

MrpaioiuHM ijeHTpaAbHyio poAb b npuKAaAHOii MaTeMaTKKe.

B pesHDMupyeMon paõoTe paccMaTpnßaeTCH npuMeneHne
HHCAeHHbix MeTOAOB npn BbiHKCAeHim

KBaApaTHoro n KyõnHecKoro Kopnen. ripu stom aBTop nc-

XOAKT H3 KOHKpeTHbIX npMMepOB H B KOHLJ,e KOHHOB 3A6-

MeHTapnbiM nyreM npnxoAnr k peKyppenTHbiM c£>opMyAaM

x
2
k + a

2x
k + a

x. . . = —
h x. , ,

= 5* + 1 2x * +l 3x2
kk K

rAe a oõosnanaeT hhcao, H3 KOToporo H3BAeKaeTCH ko-

penb. SAeMeHTapnbiM nyreM mojkho AOKasaTb, hto nocAe-

AOBaTeAbHOCTM onpeAeAennbie npn noMO-

iijh 9thx (JiopMyA, cxoahtch. AAH npnÕAHMeHun KBaApaT-
Horo KopHsi BbiBOAHTCfI (JiopMyAa OpeHKK nOrpeiHHOCTH.

x
k 4-1 ~\a. < (xÄ

—xk 4-i) 2 ,

KOTopan npnMeHJieTcsi h opeHKH norpemnocTK npn-

KyõnnecKoro Kopna.

5. ripuMeHenne nncAeHHbix mgtoaob paccMaTpnßaeTCH
TaKxe npn pemennn HeKOTopbix aAreõpaiinecKnx n Tpanc-

ypaBHeHHK. PaccMaTpußaiOTCH meto a
H bio toh a, KOTopbin npuMemieTCH TOAbKO ripu peine-
hhh aAreõpaHHecKoro ypaßHennH, h Me to a xo p a
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(regula falsi), KOTopbin npnMeHsieTca TaKJKe n npn peme-
hhh HeKOTopbix TpaHCi;eHAeHTHbix ypaBHeHHH. Flpn Bbi-

paõoTKe MeTOAHKH aHaAH3a cooTßeTCTßyiomnx Bonpocoß
n npn 3KcnepnMeHTaAbHOM oõyHennH Bonpo.c ne õma

paccMOTpen H3 oõnjero acneKTa, h tgm caMbiM He õhah

AaHbi h peKyppeHTHbie (JiopMyAbi cooTBeTCTByionjHX npne-

mob, TaK KaK yneHHK mojkgt BbiyHHTb (JjopMyAy, Ho ripn-
MeHOTb ee coßepnieHHo MexaHHHecKK, ne noHUMan cynj-
hocth MeTOAa. TaKoro noAOJKeHHü npn oõyneHHH MaTe-

MaTHKe He AOAJKHO BO3HHKHyTb.
B pe3K)MnpyeMon paõOTe OTMenaeTCH, hto paccMOTpeH-

Hbie Bonpocbi He HcnepnbißaioT Bcex bo3mo>k-

HocTeii aaj* npHMeHenHH MeTOAa nocAeAOßaTeAbHbix npn-
ÕAHJKeHHH B HIKOAbHOH MaTSMaTUKC.
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