RN

EESTI NSV HARIDUSMINISTEERIUM
EESTI NSV PEDAGOOGIKA TEADUSLIKU UURIMISE INSTITUUT

/“_‘\\
- JARKJARGULISE

LAHENDAMISE
MEETODIST

KOOLI-
MATEMAATLE







EESTI NSV PEDAGOOGIKA TEADUSLIKU UURIMISE
INSTITUUT

A. TELGMAA

JARKJARGULISE
LAHENDAMISE MEETODIST
KOOLIMATEMAATIKAS

EESTI NSV HARIDUSMINISTEERIUM
TALLINN 1965



Toimetaja E. Noor. £

Kirjastatakse Eesti NSV Pedagoogika Teadusliku
Uurimise Instituudi Teadusliku Noéukogu otsusel.

TARTU ULIKOOLI
RAAMATUKOGU



SISSEJUHATUS

Matemaatika osatdhtsus iihiskondliku elu koigil aladel
on viimastel aastatel jérsult suurenenud. Kaasajal ei kasu-
tata matemaatilisi meetodeid enam mitte ainult sellistel
traditsioonilistel matemaatilist aparatuuri noudvatel tea-
- dusaladel, nagu mehaanika, astronoomia, geodeesia, vaid
need tungivad ka majandusteadusesse, keeleteadusesse,
tihiskonnateadustesse, - meditsiini jne. Matemaatika' iiha
kasvavat tdhtsust on rohutatud ka NLKP programmis:

«Matemaatika, fiiiisika, keemia ja bioloogia korge
arengutase on tehniliste, meditsiiniliste, pollumajan-
~dusteaduste ning teiste teadusharude tousu ja efek-
tiivsuse vajalik tingimus.»!

Samas piistitatakse konkreetsed tiilesanded keskkoolile:

«Keskharidus peab tagama teaduse aluste
kindla tundmise, kommunistliku maa-
ilmavaate pohimotete - omandamise
(minu sorendus — A. T.), tooalase ja poliitehnilise
ettevalmistuse vastavalt teaduse ja-tehnika tousvale
tasemele. . .»2

Nendest kaasaja iihes koige tdhtsamas dokumendis esi-
tatud nouetest ldhtudes tuleb teha opetamise kohta iildse,
eriti aga matemaatika opetamise kohta jdrgmised jéreldu-
sed:

1) Matemaatika osatdhtsus iildhariduse siisteemis peab
tousma.
2) Matemaatikat tuleb opetada nii, et ta tagaks kesk-

kooli lopetajale tegelikus elus vajaminevad tead-
mised ja oskused.

! Noukogude Liidu Kommunistliku Partei programm. Tallinn,
1961, 1k, 116.
2 Samas, lk. 114.



3) Matemaatika Ooppimine ei tohi olla formaalne, mitte
ainult teatavate faktide ja oskuste, vaid ka teaduse
aluste kindel omandamine.

4) Kogu oppet66 peab olema kommunistlikult
kasvatav.

Nimetatud iilesannete tditmiseks on matemaatika o6pe-
tamise timberkorraldamisel juba paljugi korda saadetud.
On koostatud uued matemaatika programmid, milledes on
senistest erinevalt mirksa enam arvestatud koolimatemaa-
tika ldhendamise nouet matemaatikateadusele. Uute prog-
rammide kohaselt on koostatud ja koostamisel ka uued,
ajakohased opikud.

Matemaatikateaduse aluste kindlaks omandamiseks on
vajalik, et opilane ei omandaks mitte ainult iiksikuid spet-
siifilisi teadmisi ja oskusi, vaid ka matemaatikas rakenda-
mist leidvaid ildisi meetodeid, iildisi pohialu-
seid (printsiipe), millest juhindutakse teatava kiisimus-
teringi uurimisel. Ké&esolevas t66s nimetatakse selliseid
iildisi printsiipe hodogeetilisteks! printsiipi-
deks. .

Hodogeetilise printsiibi moistet teaduses selgitatakse
160 esimeses peatiikis kolme néite varal, milledest iiks kuu-
. lub pedagoogika valdkonda, kaks matemaatikateadusesse.

Teises osas késitletakse jarkjargulise 1dhendamise mee-
todi olemust ja ndidatakse, et see meetod on matemaatikas
itheks hodogeetiliseks printsiibiks.

Kolmandas peatiikis vaadeldakse moningaid jarkjargu-
lise 1dhendamise meetodi rakendamise voimalusi koolima-
temaatikas.

'!hodogeetiline (kreekakeelsest sonast fhodos - tee) — teed-
juhatav, teedniitav.
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I. HODOGEETILISTE PRINTSIIPIDE VAJADUS

§ 1. Kommunistlikult kasvatava opetuse
printsiip noukogude didaktikas

Kaasaegse noukogude iihiskonna tootlikud joud on are-
nenud sellisele tasemele, et me {ihiskond elab ja tootab
kommunismi laiahaardelise ehitamise ajajargul. Sel perioo-
dil on iithiskonna materiaalse baasi arendamise kdorval
erakordne tihtsus uue inimese kommunistlikul kas-
vatamisel. Kommunistliku iihiskonna inimene peab
olema vaimselt rikas, moraalselt puhas ja fiiiisiliselt taius-
lik. Ta peab olema vaba koigist igandlikest omadustest,
nagu eraomandlikust egoismist, vaikekodanlikust motte-
laadist, individualismist jne. Seega on inimese kommunist-
lik kasvatamine iihiskonna edasise arengu vajalikuks eel-
duseks.

Inimese kommunistlikul kasvatamisel on eriti tdhtis osa
koolil, kus Opilane omandab Oppeprotsessis teadmisi,
oskusi ja vilumusi.

No6ukogude koolis on opetamine olnud alati kasvatusliku
iseloomuga, ta on kasvatuse peamiseks vahendiks. Kasva-
tuslik efekt saavutatakse eeskétt oppeaine sisu kaudu:
loodus- ja tihiskondlike nahtuste ning nende arenemise sea-
duspérasuste oige kisitlus peab tagama opilase materia-
listliku maailmavaate kujunemise.

Opetuse kasvatuslik moju oleneb ka sellest, milliste
meetoditega Opetatakse. Kui teadmisi pakutakse dog-
maatiliselt ja formaalselt, ndhtusi omavahel seostamata,
siis on Opetuse kasvatuslik moju endastmoistetavalt
minimaalne. Kui aga fakte esita{akse nendevahelistes
seostes ja suhetes, teadusalaseid teadmisi seostatakse
meie igapdevase elu ndhtustega ja pannakse seejuures
opilase mote aktiivselt toole siis on ka kasvatuslik moju
suurem.



1951. a. tehti ajakirja «CoBerckas meparoruka» veergu-
del kokkuvote diskussioonist noukogude didaktika print-
siipide iile. Seal piistitati noue formuleerida komm u-
nistlikult kasvatava oOpetuse printsiip
noukogude didaktika peamise printsiibina (42).!

. Veel aktuaalsem on nimetatud pohimotte muutmine
juhtivaks printsiibiks kaasajal, kommunistliku “ithiskonna
laiahaardelise ehitamise perioodil. Nimetatud noude esita-
mine on oigustatud seda enam, et Opetuse ja kasvatuse
iihtsusele ei ole meie koolis poéoratud kiillaldast tédhele-
panu. Seda tosiasja markis NLKP Keskkomitee 1963. a.
juunipleenumil. ka sm. L. F. IljitSov, Geldes:

«Teatav opetuse ja kasvatuse lahusseismine on
tosine puudus, millesi kool ei ole veel jagu saanud»
(2, 1k. 43).

Kommunistlikult kasvatava opetuse printsiibist tuleb
juhinduda koigi didaktikasse puutuvate probleemide
lahendamisel:

1) oppeainete valikul?;

2) oppemeetodite valikul;

3) oppeplaanide ja -programmide koostamisel;

4) opikute koostamisel ja muude Gppevahendite valmis-
tamisel;

5) oppekabinettide sisustamisel;

6) pedagoogilise kaadri valikul ja ettevalmistamisel.

Kommunistlikult kasvatava oOpetuse printsiibist peab
juhinduma iga Opetaja, soltumata sellest, missugust
ainet ta opetab. "

Didaktika koik teised printsiibid (néitlikkus, teadlikkus
ja aktiivsus, teaduslikkus jasiistemaatilisus jt.) on kom-
munistlikult kasvatava opetuse printsiibi teenistuses, sest
nende maksimaalne jargimine tagab edukama kommunist-
liku kasvatuse.

Koigist iilaltoodud pohjustest lihtudes nimetabki autor
kommunistlikult kasvatava o6petuse printsiipi noukogude
didaktika hodogeetiliseks printsiibiks.

! Siin ja edaspidi vt. kirjanduse loetelu.

2 Kommunistlikult kasvatava opetuse ndoue tingis néiteks iihis-
konnadpetuse liilitamise keskkooli Gppeainete hulka, samuti suu-
rema tdhelepanu omistamise Opilaste praktilisele toole.
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§ 2. Erlangeni programm

1872. a. ilmus tuntud teadlase ja pedagoogi F. Kleini'
sulest erinevaid geomeetrialiike kdsitlev uurimus «Ver-
gleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische For-
schungen» («Uuemate geomeetrlllste uurimuste ‘vordlev
ilevaade»).

See uurimus on muutunud geomeetria- alaseks
programmdokumendiks ja matemaatikas tuntak-
segi seda tema ilmumiskoha — Erlangeni linna jargi
«Erlangeni programmi» nime all.

F. Klein mérgib, et iihtsest geomeetriast on viimasel
ajal hakanud eralduma iseseisvad geomeetriad; eriti téhe-
lepanuvédrselt on viimase 50 aasta jooksul arenenud pro-
jektiivne geomeetria. Ta viitab siinjuures inglise geomeet-
rile A. Cayley’le, kes véljendas 1859. a. motte «projective
geometry is all geometry» («projektiivne geomeetria on
kogu geomeetria»), kinritades sellega, et nii afiinne kui ka
meetriline geomeetria on projektiivse geomeetria erijuhud
(44, k. 224).

F. Klein piistitab probleemi: kas ei leidu tldist
printsiipi, millest tuleneksid geomeetria
erinevad meetodid.

Kiisimuse lahendamisel ldhtub F. Klein geomeetriliste
teisenduste rithma? moistest (10, lk. 462).

Olgu antud geomeetriliste teisenduste rithm G ja mingi
kujund A. Teisendugu antud kujund A selle rithma teisen-

! Feliks Klein (1849—1925) — saksa teadlane-matemaatik,

pedagoog; oli Rahvusvahelise Matemaatika Opetamise Komisjoni
esimees.

2 Geomeetriliseks teisenduseks nimetatakse iiks-
uhest vastavust, mille pohjal teatava punktidehulga' iga punk-
tiga seatakse vastavusse sama punktidehulga teatav punkt.

Teisenduste hulk G moodustab riihma, kui on tdidetud jarg-
mised tingimused:
¢ a) hulgas G on defineeritud teisenduste korrutis,
s. o. kaks jarjestikku teostatud teisendust annavad samasse
hulka G kuuluva teisenduse;

b) teisenduste korrutis on assotsiatiivne;

c) hulgas G on olemas samasusteisendus, s. o. teisen-
dus, millega korrutamine jitab teisenduse endiseks;

d) hulgas G on olemas poordteisendus, s. o. teisendus,
millega korrutamine annab samasusteisenduse.



duste tagajarjel kujundiks A’. Kui riihma G moodustavate
teisenduste hulk koosneb (44, lk. 74):

a) paralleelliiketest

X=x4a
Y=y+b
22=2z+c

b) pooretest X =ax 4 by + 2 -

asz + bzy + c92 -
2 = Q43X + bsy + €32,

c¢) stimmeetriatest koordinaatide alguspunkti suhtes

X' =—x
Y =—y
2 =—2z

voi siimmeetriatest mingi koordinaattasapinna suhtes
(nditeks xy-tasapinna suhtes)

X=xy =y2=—2

d) mastaabi teisendustest

X=X Y =Ry 2 = R
siis nimetab F. Klein sellist riihma geomeetriliste
teisenduste peariihmaks (die Hauptgruppe)
(10, 1k. 463; 44, k. 221).

Kujundi geomeetrilised omadused ei muutu peariihma
teisenduste tagajérjel ehk kujundi geomeetrilised omadu-
sed on peariihma teisenduste invariantideks. See
tdhendab, et mingi kujundi geomeetrilised omadused pea-
vad véljenduma selliste valemitega, mis ei muutu koordi-
naatide siisteemi muutmisel eespool antud eeskirjade
jargi. Ja vastupidi: iga valem, mis on vaadeldud teisen-
duste suhtes invariantne, peab viljendama mingit geo-
meetrilist omadust (44, lk. 52). Naiteks kui on valitud
mootithik, siis saab alati méddrata geomeetrilise kujundi
mingisuguse kahe punkti vahelise kauguse, mida
saab viljendada nende punktide koordinaatide (x;; yi1; 21)
ja (x2; yo; 29) kaudu ka avaldisena

V (51— %)%+ (41 —y2)® + (21— 22)2.
Asjaavaldatud seisukoht tahendab, et see avaldis jadb pea-
rithma teisenduste korral muutumatuks, voi teda tuleb kor-

rutada mingi teguriga, mis ei olene valitud punktide asu-
kohast.
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Seega, kui kujundile A rakendada peariihma teisendusi,
siis kujundid A ja A’ on iihesuguste geomeetriliste oma-
dustega.

Elementaargeomeetria uuribki neid geomeetrilisi oma-
dusi, mis on invariantsed peariihma teisenduste suhtes.
F. Klein nimetab seda geomeetriat ka meetriliseks
geomeetriaks (44, lk. 219).

Seega meetriline geomeetria uurib pea-
rihma teisenduste invariante. :

Kui rakendame kujundi A teisendamiseks teisendusi
mingist teisest teisenduste rithmast H, mille suhtes pea-
riihm on alariihmaks, siis teisendusel sdilivate geomeetri-
liste omaduste arv vaheneb. Jouame uue, rithma H teisen-
duste invariante uuriva geomeetria juurde.

Toodud motet voib edasi arendada, s. t. vottes aluseks
eelnevast laiema teisenduste riihma F, mille suhtes eelmine
on alariihmaks, saame jdllegi uue geomeetria, mis uurib
rithma F teisenduste invariante.

Vaatleme niiteks afiinseid teisendusi, mida kolmemoot-
melises ruumis saab analiiiitiliselt esitada jargmise vale-
mite siisteemiga:

X' =ax+ by + ¢,z + d,
Y =X + bay + ¢z + dy
2li= asx + b3y + C32 + d3.

Need teisendused moodustavad rithma, mille alariihmaks
on teisenduste peariihm. Afiinsete teisenduste invariante
uuriv geomeetria on afiinne geomeetria. Afiinsete
teisenduste invariantideks on néditeks kahe sirge paralleel-
sus, koonusloigete liigitus ellipsiteks, hiiperboolideks, pa-
raboolideks. Ringi ja ellipsi erinevus aga kaob. Samuti ei
ole invariandiks punktidevaheline kaugus.

Afiinsete teisenduste rithm kui alariihm kuulub projek-
tiivsete teisenduste rithma. Viimaseid saab analiiiitiliselt
esitada valemite siisteemiga:
ax + b,y + 12 + dl
ax + by + ¢4z + d,

o X + boy + €2 + dy
= ax + bqy + €42 + d4
a3X + l]a!{ + 32 + d;
ax + by + ¢z + d,.

' 4




-

Teatav hulk afiinsete teisenduste invariante jaib ka pro-
jektiivsete teisenduste invariantideks. Projektiivsete teisen-
duste invariantide uurimine on projektiivse geo-
‘meetria iilesanne.

Siit selgub, et vastavalt sellele, millise teisenduste rithma

aluseks valime, saame erinevad geomeetriad.! :
- Loobuces matemaatilises mottes mitteolulisest meeleli-
sest kujutlusest, s. t. siirdudes kolmemootmelisest ruumist
mistahes mootmete arvuga ruumi, formuleerib F. Klein
jargmise ulatusliku probleemi:

«On antud mingi hulk (Mannigfaltigkeit) ja teisen-
duste rithm selles; on vaja uurida sellesse hulka kuu-
luvate kujundite omadusi, mis ei muutu selle rithma
teisenduste tagajarjel» (10, 1k. 463).

F. Klein nimetab seda iildiseks probleemiks,
«mis ei haara mitte ainult tavalist geomeetriat, vaid
ka edaspidi nimetatavaid (s.o. Erlangeni program-
mis vaatluse alla tulevaid — A. T.) uuemaid geomeet-
rilisi meetodeid...» (10, lk. 464).

Toodu pohjal voime anda geomeetria iildise maédrangu:
geomeetria on teadus, mis uurib geomeet-
riliste kujundite invariante teatava tei-
senduste riithma suhtes (60, lk. 17).

Aluseks voetud geomeetriliste teisen-
duste riithm médédrab erinevate geomeet-
riate uurimisvaldkonna.

See ongi selleks hodogeetiliseks printsii-
biks, mille alusel toimub erinevate geomeetriliste meeto-
dite (meetrilise geomeetria, afiinse geomeetria, projek-
tiivse geomeetria jt.) siistematiseerimine ja klassifitseeri-
mine.

Prantsuse matemaatik Ely Cartan nimetab oma artiklis
«Riithmade teooria ja geomeetria» (1927) F. Kleini poolt
arendatud ideed juhtivaks printsiibiks, méarkides iihtlasi, et

«...ei ole iihtegi matemaatikut, kes ei teaks Kleini
poolt 1872. a. Erlangeni programmis arendatud
ideede siigavat moju geomeetria arengule» (41,
k. 485).

.! Omaette geomeetriatena on véimalik vaadelda ka geomeetriad,
mis uurivad peariihma alariihma teisenduste invariante, néitels
«roopliikete geomeetria», «liikumiste geomeetria» jne.

10
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§ 3. Formaalsete seaduste permanentsuse printsiip

Matemaatilisi operatsioone voib sooritada mitte ainult
arvudega, vaid viga mitmesuguste objektidega, nagu hulk-
liikmete, vektorite, maatriksitega jne.

Paljudele neile erinevate objektidega teostatavatele ja
erinevatena nédivatele, kuid samade nimetustega (liitmine,
lahutamine, korrutamine jm.) operatsioonidele on iihiseks
omaduseks see, et nad alluvad samadele seadustele, mis
kehtivad arvudega teostatavate operatsioonide hulgas
(37, 1k. 190).

Arvu moiste on temud ajaloos labi pika arengu-
tee. Naturaalarvud kui teatavate objektide hulga loenda-
mise aparatuur olid inimesele tuttavad juba vaga kauges
minevikus. Antiik-Kreeka matemaatikud kasutasid natu-
raalarvude korval ka positiivseid murdarve, kuid nad ei
tundnud negatiivseid arve. Esimesed teated negatiivse arvu
kohta pédrinevad 5. sajandi Indiast, kus nende interpretat-
siooniks oli varandus ja volg (58, 1k. 157).! :

Negatiivsete arvude tdielik tunnustamine leidis aset
alles 17. sajandil.

Kompleksarvud liilitati matemaatilistesse operatsiooni-

desse veelgi hiljem, nimelt siis, kui neile oli antud geo-
meetriline interpretatsioon (18. saj. lopul, 19. saj. algul)
(51).
- Nagu selgub, tekkisid ajalooliselt esimesena naturaal-
arvud. Ka loogiliselt rangel arvu moiste deduktiivsel aren-
damisel ldhtutakse naturaalarvude hulgast, kus kehtivad
jargmised arvutamise pohiseadused:

1) Liitmise kommutatiivsus:
a+b=>b+a.
2) Liitmise assotsiatiivsus:
: a+ (b+c¢) = (a+b) + c
3) Korrutamise kommutatiivsus:
ab = ba.
4) Korrutamise assotsiatiivsus:
a(bc) = (ab)e.
5) Korrutamise distributiivsus liitmise suhtes:
a(b + c¢) = ab + ac.

! V. N. Molodsi andmetel tekkis negatiivse arvu moiste koige-
pealt Hiinas 3. sajandil (51, lk. 105).
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Loogiliselt rangel alusel toimuva arvu moiste laienda-
mise formaalseks pohjuseks' on iiksikute arvutusope-
ratsioonide piiratus teatavas arvude hulgas. Néiteks ei ole
naturaalarvude hulgas koikidel juhtudel teostatav lahuta-
mine. Tdisarvude hulgas on see alati voimalik. Viimases
omakorda ei saa igakord leida kahe arvu jagatist, kuid rat-
sionaalarvude hulgas on see alati leitav (vilja arvatud
jagamine nulliga).

Vaatleme ldhemalt naturaalarvude hulga laiendamist
tdisarvude hulgani.

Seame iga naturaalarvuga a vastavusse mingi esialgu
tundmatu objekti (—a), mida nimetame negatiivseks
arvuks absoluutvairtusega a.

Negatiivseid arve saab lugeda arvudeks selle sona otse-
ses tdhenduses alles siis, kui nendega osatakse teostada
arvutusoperatsioone ja kui tuntakse, missugustele seadus-
tele need operatsioonid alluvad.

Tdisarvude hulga uurimisel, eriti 18. sajandil, on tehtud
hulgaliselt katseid toestada tdisarvudega teostatavate ope-
ratsioonide eeskirju, nagu a + b = — (|a| — |b]), kui a<o,
b>o0 ja ja|>|b], voi a-b= —]a|-|b], kui a<o ja -
b > o. Seejuures eeldati ilma pohjendamata, et naturaal-
arvude hulgas kehtivad arvutamise seadused on maksvad
ka uues arvudehulgas (51, lk. 131).

Tuleb kohe maérkida, et operatsioonide eeskirjade toesta-
misest ei saa olla juttu, sest nad ei ole loogiliselt
paratamatud (43, lk. 39). Téisarvude hulgas teosta-
tavad operatsioonid defineeritakse ja parast
seda toestatakse, et need operatsioonid alluvad samadele
arvutamise pohiseadustele, millele alluvad tehted naturaal-
arvudega. Seega voime konelda operatsioonide loogili-
sest lubatavusest (mitte paratamatusest), sest nad
ei ole vastuolus endiste arvutamise pohiseadustega ja ta-
gavad nende seaduste kehtivuse ka uues arvuvallas.

Niisiis on kaasaegsel matemaatikul tdisarvude aritmee-
tika pohjendamise loppeesmérgiks toestus, et laiendatud
arvudehulgas jddvad kehtima samad pohiseadused, mis
kehtisid lahtehulgas. 18. sajandi matemaatikute enamikule
oli aga pohiseaduste kehtivus laiendatud arvudehulgas
toestust mittevajavaks ldhtepunktiks ja tdisarvude arit-
meetikas teostatavad operatsioonid toestati (51, 1k. 131).

! Jatame siinjuures vaatluse alt vilja arvu moiste laiendamise
pdhjused, mis kasvavad vilja praktikast.
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Laiendatud arvudehulgas tehtavate operatsioonide kohta
iitlevad matemaatikud R. Courant ja G. Robins:

«Nad luuakse voi deklareeritakse (minu
sorendus — A. T.) meie endi poolt eesmirgiga kind-
lustada operatsioonide vabadus ilma aritmeetika po-
hiseadusi rikkumata. Mida voib ja peabki toestama,
on ainult see, et kui operatsioonid on defineeritud,
siis sdilivad ka aritmeetika pohiseadused — kommu-
tatiivsus, assotsiatiivsus ja distributiivsus» (46, lk.
93).

Taisarvude hulga laiendamine ratsionaalarvude hulgani
on tingitud jagamisoperatsiooni piiratusest tdisarvude hul-
gas. Jagatis a: b on tdisarvulise a ja b korral (b #0) vor-
randi bx = a lahend ja ta eksisteerib ainult siis, kui a
jagub b-ga. Vastasel juhul vaadeldakse jagatist a:b kui
uut siimbolit, nii et 6(a:b) = a. Seega on jagatis a: b vor-
randi bx = a lahend definitsiooni kohaselt. Uus
siimbol omandab arvu tdhenduse alles siis, kui temaga
saab teostada arvutusoperatsioone. Need operatsioonid de-
fineeritakse. Nimelt:

AR g
b dibd
L AR SR
b d  bd
a ¢ ad
8. AL A ]
b d ¢

Pérast defineerimist toestatakse, et selliste definitsioo-
nide korral jadvad tdisarvude hulgas maksvad arvutamise
pohiseadused kehtima ka ratsionaalarvude hulgas.

Saksa matemaatik H. Hankel nimetab seda printsiipi,
mille kohaselt esialgu motet mitteomavaid operatsioone
defineeritakse nii, et vastavate operatsioonide kohta ldhte-
hulgas kehtinud seadused jddvad kehtima ka uues, laien-
datud arvudehulgas, formaalsete seaduste per-
manentsuse printsiibiks. Nimetatud printsiip on
esmakordselt formuleeritud H. Hankeli t60s «Theorie der
komplexen Zahlensysteme» (1867).
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Hankel margib, et kui & > ¢, siis vorrandil x + b = ¢ ei
ole naturaalarvude hulgas lahendit. Edasi iitleb ta:

«Kuid miski ei sega meid sel juhul vaatamast va-
hele (c—b) kui siimbolile, mis on selle iilesande
lahendiks ja millega tuleb opereerida samuti, nagu ta
oleks ritta 1, 2, 3, ...kuuluv arv» (34, lk. 13).

Hankel rohutab, et just sel juhul, kui antud hulgas teos-
tatava operatsiooni poodrdoperatsioon ei vii antud hulga
elemendile,

«...astubki tegevusse meie permanentsuse print-
siip. Juhindudes (minu sorendus — A. T.) sel-
lest, defineerime uued operatsioonid, sel tingimu-
sel, et nad alluksid formaalselt samadele seadustele,
millega olid seotud operatsioonid esialgsete elemen-
tide vahel» (34, 1k. 36).

A. Voss nimetab formaalsete = seaduste permanentsuse
printsiipi -hodogeetiliseks printsiibiks!, mis
-+ -+ «...moodustab sellest ajast (s. o. Hankeli ajast —
A.. T:) alates puhtaritmeetiliste teooriate aluse
(minu sorendus — A. T.)» (17, 1k. 39—40).

Moiste jérkjarguline laiendamine permanentsuse print-
siibi kohaselt ei leia matemaatikas rakendamist mitte
ainult arvu moiste laiendamisel. Mingi hulga laiendamine
uute elementide sissetoomise teel nii, et esialgses hulgas
maksvad seadused kehtivad ka laiendatud hulgas, on
iildse iseloomulik matemaatikas tehtavatele iildistustele.
Uldiselt tdhendab formaalsete seaduste permanentsuse
printsiip jargmiste nouete taitmist:

1) Esialgne hulk peab moodustama laiendatud hulga
alahulga.

2) Laiendatud hulgas defineeritud operatsioonid on ala-
hulgas defineeritud operatsioonide iildistused.

3) Laiendatud hulgas teostatavad operatsioonid alluvad
samadele seadustele kuivastavad operatsioonid alahulgas.

Niiteks astme moistet defineeritakse esialgu ainult na-
turaalarvulise astendaja korral:
e S S B AR A
e e
n tegurit

! Ka H. Hankel ise nimetab seda printsiipi hodogeetiliseks print-
siibiks (34, 1k. 5.).
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Piérast sellist defineerimist toestatakse, et operatsioo-
nid astmetega alluvad kindlatele eeskirjadele:

am . gt — gm+n;

am : g — gM—"N _ kaim > m;
(ab)* = at . b7 ;

(a:5)7 = aht : b1,

(a®)m = amn,

Ulaltoodud definitsiooni jargi ei oma aga mingit tahen-
dust naiteks a° voi a™, kus m > 0. Nende siimbolite mote
tuleb uuesti defineerida. Definitsioonid antakse
nonda, et astmetega opereerimise endised eeskirjad jaaksid
kehtima. See leiab aset siis, kui on defineeritud

: 1
%=1 faca e o kusig.== U
e LoHn

- Tiiesti analoogiliselt toimub astme maiste iildistamine
ratsionaalse astendajaga astmeni.!

Et formaalsete seaduste permanentsuse printsiibist ju-
hindutakse paljude matemaatiliste moistete iildistamisel,
siis tulebki seda nimetada iiheks hodogeetiliseks
printsiibiks.

# * #*

Eeltoodud analiiiis nditab vajadust hodogeetiliste print-
siipide loomiseks teatava kiisimusteringi kasitlemisel. Ho-
dogeetilisest printsiibist juhindumine voimaldab antud kii-
simusi stistematiseerida. Paljudel juhtudel nditab hodogee-
tiline printsiip kétte ka tee, mida mooda liikuda problee-
mide edaspidisel kasitlemisel.

! Arvu ja astme moiste lildistamise seisukohalt on &petajal soo-
vitav tutvuda té6ga B. B. Hukutun nu K. A. Pymacos, On-
peflesieHnss MaTeMaTM4YeCKMX ITOHATMI B Kypce CpeaHel IIKOJbI,
M., 1963.
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§ 4. Hodogeetiliste printsiipide vajadus
koolimatemaatika kursuses

Koolimatemaatika iiheks iilesandeks on anda opilastele
teatav hulk spetsiifilisi teadmisi — fakte, mois-
teid, definitsioone, valemeid jne. — ning oskusi mitmesu-
guste iilesannete lahendamiseks nende teadmiste abil. Sel-
liseid spetsiifilisi teadmisi ja oskusi on vaja praktikas sel-
liste iilesannete lahendamisel, kus tuleb arvestada kiisi-
muse matemaatilist kiilge. Peale selle on sellised teadmi-
sed ja oskused vajalikud matemaatikas endas uute tead-
miste omandamiseks, samuti orienteerumiseks teistes tea-
dustes, nagu fiiiisikas, astronoomias, keemias, kus on tege-
mist analoogiliste iilesannetega. Psiihholoogid nimetavad
sellist spetsiifiliste teadmiste ja oskuste kasutamist «Har-
jutamise spetsiifiliseks iilesandeks» (29, lk. 20).

Koolimatemaatika teiseks iilesandeks on oOpilase iildise
matemaatilise kultuuri arendamine!. Ka siin on
kahtlemata suur tdhtsus spetsiifiliste teadmiste ja oskuste
omandamisel. Ainult nende vahenditega ei saa aga seda
iilesannet lahendada, sest nii jddvad teadmised isoleeri-
tuks, seostamata, iildisesse siisteemi viimata.

Uldise matemaatilise kultuuri tostmise seisukohalt on
védga oluline kasvatada ka arusaamist antud Oppeaine
sisemisest loogikast, oOpetada ndgema iiksikute
spetsiifiliste faktide omavahelisi seoseid.?

Oppeaine struktuuri omandamine on voimalik mitte spet-
siifiliste teadmiste ja oskuste omandamise teel, vaid
iildiste meetodite oppimise teel. Selleks ongi vaja piistitada
hodcgeetilised printsiibid, millest tuleb juhinduda teatavat
hulka iiksikkiisimusi holmava probleemideringi kasitle-
misel.

wiadh

! A. 1. Markus$evit§ kasutab véiljendit «Opilaste matemaati-
line arendamine» (49). Ta peab siin vdga tdhtsaks oskust
abstraheerida, skematiseerida, teha deduktiiv-
seid jdreldusi, viljendada end tdpselt ja konkreet-
selt jms.

2 J. Bruner nimetab sellist Sppimist dppeaine, vai laiemas méttes
teaduse struktuuri omandamiseks (lk. 12). Arusaamist
opetatava aine pohilisest struktuurist peab ta minimaalseks ndu-
deks, «...mille tditmine annab voimaluse kasutada saadud tead-
misi dppeprotsessi koigil etappidel mitmesuguste iilesannete lahen-
damiseks» (29, 1k. 15).
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Hinnates korgelt itldiste meetodite omandamist, kirju-
tavad noukogude matemaatikapedagoogid V. Askinuze,
V. I. Levin ja A. D. SemuS$in seoses matemaatika Gpeta-
mise eesmérkidega keskkoolis, et matemaatikakursus peab

«...sisaldama mitte ainult iiksikute faktide 6ppimist,
vaid tutvustama opilasi ka suurt iildhariduslikku ja
rakenduslikku tdhtsust omavate matemaatika iildiste
teaduslike ideede ja meetoditega» (23, lk. 48).

Hodogeetilistest printsiipidest juhindumine on iildise
matemaatilise kultuuri arendamise korval ka vahendiks,
mis voimaldab vdhendada inimese malu koormust. Seoses
sellega margib J. Bruner:

«Uldiste voi pohiliste printsiipide 6petamine soodus-
tab materjali sdilimist maélus, aitab reprodutseerida
tiksikuid detaile, kui see on vajalik. Hea teooria ei ole
mitte ainult ndhtuste moistmise, vaid ka nende jarg-
neva mélus reprodutseerimise vahend.» (29, lk. 26).

Kéesolevas toos kasitletakse keskkoolimatemaatika iihe
hodogeetilise printsiibina jarkjargulise ldhendamise mee-
todit. Rohutame seejuures, et kdesolev t66 oma mahu pii-
ratuse tottu ei ammenda kaugeltki koiki keskkoolimate-
maatika probleeme, mida on voimalik kasitleda jarkjargu-
lise ldhendamise meetodist juhindudes.



1I. JARKJARGULISE LAHENDAMISE MEETODI
OLEMUS

§ 5. Tépsuse mdiste teoorias ja praktikas

. Reaalarvude kontiinuum

Olgu praktiliselt vaja moota mingit suurust,
néiteks teatava keha massi, mille mootarv on seega
otsitav. Massi suurust saab méidrata kangkaaludel
kindlate massidega (kaaluvihtidega) vordlemise teel. Kui
nditeks viht massiga 1 kg on liiga vdike, aga viht massiga
2 kg liiga suur, siis on leitud otsitava massi ldhendid
tipsusega 1 kg. Proovides edasi vdiksema massiga kaalu-
vihte, saab jark-jdrgult leida otsitava massi uusi
ja tdpsemaid ldhendeid. Proovimine l6petatakse, kui otsi-
tav suurus on madratud vajaliku tdpsusega. Seega toimub
sellisel praktilisel mootmisel otsitava jarkjarguline
aproksimeerimine! ldhendite abil, s. t. moodusta-
takse otsitava ldhendite jada

Xy B0 Dy oo

Vaatamata sellele, kas moddetav suurus ja mootithik on
tthismooduga voi mitte, on praktilisel mootmisel saa-
dav ldhendite jada alati 16plik, sest tegelikult ei ole
mootithikut voimalik 16putult peenestada. Nii on kaaluvih-
tide karbis alati iiks kdoige véadiksem kaaluviht.
Analoogiline on olukord ka teiste suuruste mootmisel. Néi-
teks pikkuse mootmiseks kasutatava moodulindi voi voo-
lutugevuse mootmiseks kasutatava ampermeetri skaalal on
ikka olemas iiks koige vidiksem kriipsuvahe. Siit
jareldub, et praktilisel mootmisel on mootmistdpsus
alati piiratud teatava veatokkega. Siinjuures tuleb mar-
kida, et kui moodetav suurus ja mootihik on {ihismoo-

'aproksimeerima (ladinakeelsest sonast approximare —
ldhenema) — ldhendama, ligikaudselt esitama.
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duga, siis voib saadud mootarv olla juhuslikult tdpne. Kas
aga ithismdot on olemas voi mitte, seda ei ole praktiliselt
mitte millegagi voimalik selgitada. Pealegi mojutavad
mdotmise tdpsust mitmesugused muud pdéhjused (moddu-
riista ehitus, mootja vilumus jms.), nii et mootarvusse
tuleb suhtuda alati kui ligikaudsesse arvusse.

Oeldust jdreldub ka, et praktika seisukohalt
on piisavaks arvude hulgaks ratsionaal-
arvude hulk.

Teoreetilistes kisitlustes opereeritakse aga suurustega
kui tédiesti tdpselt moodetavatega. Absoluutse tép-
susega moodetavad suurused on siin vajalikud motte-
lised objektid, sest teoreetilise uurimise tulemusi on vaja
praktikas rakendada, olenemata mootmistdpsusest igal
konkreetsel juhul. Absoluutselt tédpselt méodetava suuru-
seni joutakse siis, kui abstraheeritakse koik need
tingimused, mis tegelikkuses takistavad otsitava mootarvu
jarkjargulist aproksimeerimist Ioputult, ja jdtkatakse
mootithiku peenestamist mottelise eksperimendi
teel, Siis tekibki vajadus irratsionaalarvu ja reaalarvude
kontiinuumi jarele. Reaalarvude teooria aluseks on mate-
maatikateaduses fundamentaalset tdhtsust omav pide-
vuse aksioom: igale reaalarvule x vastab iiks ja
ainult iiks arvtelje punkt X, ja vastupidi, igale arvtelje
punktile X vastab iiks ja ainult iiks reaalarv x.

Seda aksioomi tunnistamata on voimatu luua eksaktset
mootmise teooriat. Toepoolest, kui loobuda pidevuse
aksioomist, siis ei ole voimalik moodetavat suurust véljen-
dada iihegi arvu abil, juhul kui moodetav suurus ja moot-
tthik on tthismooduta. Nii néditeks ei oleks voimalik véljen-
dada tihikulise kaatetiga vordhaarse tdisnurkse kolmnurga
hiipotenuusi {ihegi arvu abil. Lugedes aga pidevuse
aksioomi kehtivaks, saab iga suuruse mootmise tulemust
viljendada arvu abil ka sel juhul, kui méddetaval suurusel
ja mootiihikul puudub ithismo6ot. Seejuures tuleb rohutada,
et teoreetilisest seisukohast ldhtudes ei ole mootmistapsu-
sel piiri. Pohimotteliselt on voimalik moota iga
suurust absoluutselt tdpselt.

Sellega seoses margib A. D. Aleksandrov, et

«...reaalarv peegeldab mootmise 1opmatult
tapsustatavat protsessi, voi natuke teisiti,
absoluutset, suuruse lopmatult tipset vaartust»
(50, 1k. 29—30). :
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Seega on suuruste ithismoodu ning sellega seoses irrat-
sionaalarvu ja reaalarvude kontiinuumi probleem puhtal
kujul teooria kiisimus.

Nagu teada, on reaalarvude teooria seisukohalt voima-
lik iga reaalarvu esitada iiheselt 16putu kiimnendmurruna!,
ja vastupidi, iga loputu kiimnendmurd kujutab teatavat
reaalarvu. Kui vaadeldav reaalarv on ratsionaalne, siis on
vastav kiimnendmurd 16putu perioodiline; kui reaalarv on
irratsionaalne, siis on vastav kiimnendmurd 16putu mitte-

5
perioodiline, nditeks ratsionaalarv —/— = 0,8333...; irrat-

. =
sionaalarv n = 3,14159265. ..

Sellisel reaalarvude hulga ja I6putute kiimnendmurdude
hulga iiksiihesesse vastavusse seadmisel tuleb jdllegi rohu-
tada, et reaalarvude esitamine 16putu kiimnendmurruna on
absoluutselt tdpne, s. t. et tekkivat viga on voi-
malik suruda allapoole igast kuitahes véikesest tokkest
(9, lk. 3).

2. Reaalmuutuja funktsiooni moiste

Kahe muutuva suuruse x ja y vahel valitseva soltuvuse
empiirilisel uurimisel (nditeks juhtme takistuse
ja 1dbimododu vahelise soltuvuse uurimisel) saadakse
muutuvate suuruste vastavate védartuste paarid ikka
teatavatest katseandmetest, mis on paratamatult
ebatdpsed. Seda esiteks. Teiseks, praktiliseJt on voi-
malik saada argumendi véartusi ainult diskreetse ja
1o pliku hulgana, millest tingituna ka funktsiooni vas-
tavate véidrtuste hulk on diskreetne ja 16plik.
Seega ei ole soltuvuse praktilisel uurimisel kunagi voima-
lik tépselt Gelda, missuguse funktsiooni vdartus vastab
argumendi antud véirtusele. Empiiriliselt saab miérata
kahe muutuva suuruse x ja y vahel valitsevat soltuvust
ainult teatava piiratud tdpsusega

y=rF(x) xe,
nii et funktsiooni tdpsed vdédrtused langevad mingisugu-

sesse madramatuse vahemikku. F. Klein tarvitab sellise
soltuvuse iseloomustamiseks terminit «funktsioonribas

! Tingimusel, et 16putu perioodiline kiimnendmurd perioodiga 9
on vaatluse alt vélistatud ja et 10ppevat kiimnendmurdu vaadel-
dakse kui l6putut perioodilist kiimnendmurdu perioodiga 0.
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* (Funktionsstreifen, 11, 1k. 253; 9, 1k. 17), sest selline sol-

tuvus realiseerub graafiliselt toepoolest ribana (joon. 1).
Riba laiust méédrav e oleneb sellest, missuguseid vahendeid
vastava nidhtuse uurimisel kasutati, missugusel otstarbel
nahtust uuriti ja milliste uurimiskogemustega oli uurija.
Vastavalt sellele, kuidas areneb tehnika ja teadus iildse,

e

Joomn Xk

on aga voimalik e vdartust vdhendada, s. t. on voimalik
realiseerida teatavat funktsioonide jada

y1=1[(x) % e

y2=1[ (x) * ey

ya=[(x) % e3;

.....

kus g, > e, > e3> ... ja milles iga jargmine funktsioon
madrab uuritava soltuvuse seega tdpsemalt kui eelmine.
Nii saab empiirilise meetodiga uuritavat funktsiooni jark-
-jdrgult aproksimeerida teatavate ldhendfunkt-
sioonidega seda tdpsemalt, mida tdiuslikumad vahendid
on inimese kisutuses vastava néhtuse uurimisel.

Reaalmuutuja funktsiooni teoreetilise méidrangu
andmisel abstraheeritakse need tingimused, mis
praktiliselt ei voimalda teatavat soltuvust absoluutselt
tdpselt madrata. Rangel kujul on reaalmuutuja funktsiooni
definitsioon antud esmakordselt saksa matemaatiku
G. Dirichlet’ poolt:

«y on x-i funktsioon antud vahemikus, kui igale
x-i védrtusele sellest vahemikust vastab iiks kin-
del (ein wohldefinierter) y-i vddrtus (minu soren-
dused — A.T.)» (9, 1k. 14).
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Definitsioonist selgub, et kui argumendi muutumise va-
hemikust valida argumendi iikskdik milline vadrtus, peab
see ikka méddrama funktsiooni i{ihe kindla védéartuse.
Seega on funktsiooni médramine argumendi antud véair-
tuse jargi absoluutselt tdpne — funktsiooni vdér-
tus ei saa langeda mingisugusesse méadramatuse vahe-
mikku f(x) = e, vaid langeb tédpselt mingisse kindlasse
punkti.

3. Kvadratuuri probleem

Vaatleme maatiiki pindala mo6tmist, kui maatiiki iiks
killg on piiratud koverjoonega (joon. 2). Praktiliselt on
selle maatiiki pindala tdpne maaramine voimatu esiteks

/‘\’-

Joen 2.

seepdrast, et kovera kaare iihtegi osa ei saa panna iihtima
sirgloiguga; teiseks seepdrast, et mootmistulemused on
ebatdpsed. Kiill on aga voimalik selle maatiiki pindala
leida tegelikkuse vajadusi rahuldava tédpsusega. Selleks
jaotatakse maatiikk trapetsiteks ja leitakse nende pind-
alade summa S;, mis ldhendab otsitavat pindala teatava
tdpsusega. Suurendades jédrk-jargult trapetsite arvu, saab
moodustada otsitava pindala ldhendite jada
S1,:55, 85 w5
milles iga jdrgmine ldihend on tdpsem kui eelmine. Pindala
sellisel aproksimeerimisel on olemas kindel vea alamtoke,
mida praktiliselt ei ole voimalik iiletada. N
Analoogiline. pindala ligikaudse méédramise iilesanne
kerkib tegelikkuses iiles paljude kiisimuste lahendamisel,
nditeks karusnaha mootmisel, poletushaavade tagajéirjel
kahjustatud kehaosa pindala mootmisel jms.
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Abstraheerime need tingimused, mis ei luba antud
kujundi pindala praktiliselt moota absoluutselt tapselt, ja
vaatleme kujundit, mis on piiratud kdovera [ (x) kaarega,
kahe ordinaadiga [ (a) ja [ (b) ning x-telje loiguga [a, b].
Jaotame vahemiku [a, b] n osaks ja fikseerime igas osava-

hemikus Aux, (R=1,2,3,...,n) x-i mingi vdartuse @,
(joon. 3).
yi
. B fix)
|
- i.4 )
- I !
o B ! !
1 | | |
N | | |
Lo | | |
b H
| | | |
& : boled
Ll | g
1, ! I |
a | % Fk L X
0| a Ax, sz - Ax b~
Joon. 3

Summa
n
S’= X f(a) A
A f(%) Ax,

annab vaadeldava kujundi pindala ligikaudse vaér-
tuse. Selle pindala tdpsema vaidrtuse saame, kui vdhen-
dame mottes osavahemiku A x, pikkust (s. t. suurendame
n vadrtust). Pindala absoluutselt tdpse vaartuse
annab piirvdértus

S =lim. 3 A x, = d

lim 3 f(a) Ax, /r<x> x.

Seega on teoreetiliselt voimalik maédrata vaadeldava ku-
jundi pindala absoluutselt tépselt.
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4, Kiirus antud punktis

Kui tahame néiteks teada saada, millise kiirusega l4dbib
sprinter punkti 4, mis asub ldhtekohast 50 m kaugusel,
tuleb moota teatav teepikkus, millel asetseb see punkt, ja
selle teepikkuse ldbimiseks kulunud aeg. Nende andmete
alusel saab leida keskmise kiiruse vaadeldaval teeloigul.
Saadud keskmine kiirus ldhendab otsitavat kiirust
mootmistdpsusest ja sprinteri liikumise kiirendusest ole-
neva veaga. Saadud ldhend on seda tdpsem, mida vdiksem
on vaatluse all olev teepikkus, sest kiillalt viikesel teepik-
kusel ei saa liikumise kiirus oluliselt muutuda. Vihenda-
des jark-jargult moodetavat teepikkust, saab leida otsitava
kiiruse lahendite jada

Vs Vo, Vay s
milles iga jargnev ldhend aprok51meer1b otsitavat kiirust
tipsemalt kui eelmine. Sellisel aproksimeerimisel on ole-
mas kindel vea alamtoke esiteks seepdrast, et mootmisel
saadud arvud on ise ligikaudsed, ja teiseks seepirast, et
ei ole voimalik moota 1opmatult vadikesi teepikkusi ja aja-
vahemikke.

Joon. 4.

Kiisimuse teoreetilisel kisitlemisel abstraheeri-
takse koik need tingimused, mis praktiliselt ei voimalda
leida kiirust antud punktis absoluutselt tdpselt. Olgu vaja
méadrata keha liikumise kiirus antud punktis A, mis aset-
seb keha liikumise trajektoori mingis vahemikus A s
(joon. 4). Kui teepikkuse A s ldbimiseks kulub ajavahemik
At, siis keha liikumise ligikaudne kiirus punktis A
saadakse jagatisena A s: A f, mis annab keskmise kiiruse
vahemikus A s. Tdpsemat vairtust keha liikumise kiiru-
sele punktis A on voimalik saada, kui vihendada ajava-
hemikku A ¢ ja sellest soltuvalt ka teepikkust A s. Keha
liikumise kiiruse td pse véirtuse punktis A annab aga

lim AS _ds
NN

Seega on keha liikumise kiirus antud punktls teooria

seisukohalt miédratav absoluutselt tédpselt.
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5. Geomeetrilised konstruktsioonid

Geomeetria algmoisted punkt, sirge, tasapind (sa-
muti defineeritavad mdisted) kujutavad deduktiivses geo-
meetrias ideaalseid objekte, mis on tekkinud abstraktsioo-
niprotsessis materiaalsete objektide vaatlemisel. Selle tottu
punkt ei oma iildse mootmeid; sirgel on ainult iikks moode
— pikkus; tasapinnal on vaid kaks moodet — pikkus ja
laius. Idealiseeringutest tingituna kehtivad abstraktsete
geomeetriliste moistete kohta piistitatud laused abso-
luutselt tapselt. Nditeks kaks punkti médravad
(tdpselt) iihe sirge; kolmnurga sisenurkade summa on
eukleidilises geomeetrias (tdapselt) 180°.

Sellest ldhtudes on paljude geomeetriliste konstrukt-

- _siooniilesannete! lahendamine pohimotteliselt voimalik

absoluutselt tdpselt. Sellisteks on néiteks loigu
poolitamine, 16igu keskristsirge ehitamine, nurga poolita-
mine, ringjoone jaotamine n vordseks osaks, kui

n=2" " l:lpkia Pk=2m +1,

kus r=0,1,2,...; m omab .aga selliseid védartusi hulgast
{O, | i S R }, et p, oleks algarv — nn. Gaussi algarv.

Geomeetrilise konstruktsiooniilesande praktiline la-
hendamine on alati voéimalik ainult piiratud tdpsu-
sega, sest geomeetria ideaalseid objekte, nagu punkt,
sirge, tasapind jt. ei ole praktiliselt voimalik realiseerida.
Praktiliselt vaadeldakse punkti kui vdikeste mootmetega
materiaalset objekti; iga joon aga realiseerub ribana, mille
laius vorreldes pikkusega on véike.

Abstraktse geomeetria seisukohalt on olemas mitmeid
klassikalisi konstruktsioone, mida ei ole voimalik tadpselt
teostada. Sellisteks on ringjoone jaotamise iilesanded (néi-
teks 7 osaks, 9 osaks); antud nurga jao'gamine kolmeks

vordseks osaks; kuubi kahendamine, s. o.\/ 2 konstrueeri-
mine; ringjoone sirgestamine, s. o. & konstrueerimine.

Kuigi viimati loetletud iilesanded ei ole teoreetiliselt tap-
selt lahendatavad, on nad praktiliselt koik lahendatavad.

Mitmed praktilised konstruktsioonid pohinevad juba ees-
pool kasutatud printsiibil — otsitava asemel konstrueeri-
takse tema lédhendite jada, kus iga jargnev ldhend
on tapsem kui eelmine.

! Konstrueerimisvahendite all mdeldakse siin ja edaspidi klassi-
kalisi vahendeid — sirklit ja joonlauda.
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Nii nditeks saab ringjoone kaart sirgestada Euleri poolt
antud valemi abil (16, 1k. 314)

sin x 223 R e
=C0S T €08 T~ +COS o=ty
millest
sin x
X =
i cos =
GOS8 e COR 77 e
. 4 8
A 1 &

Konstruktsioon ilmneb jooniselt 5, kus AB = 1, LCAB =
~x; LCBD = 5 ~DBE—="y i ~EBF =%

x .
Jooniselt ndeme, et
BG =sin. &%
BC sin x
BD = Wi
€08 cos i
2 2
BD sin x 2
BE = G
cCoN —— COf =~ .CO08.
2 4
Bl =



Ringjoone pikkuse ja diameetri suhte n konstrueerimi-
seks voib kasutada vastava ahelmurru

1

n=3+

4

15 +
fade gt
224 ...

¢ .22 333 355
- ldhendeid 7306 113"

Erilist tdhelepanu vaérib neist ldhenditest

355

T3 = 3,141592.. .,

mille konstrueerimist lihtsustab see, et
2 —— (56, Ik
13 =3 + TENT (56, 1k. 310).
Eeltoodud arutelu phjal voib &elda, et kiisimus antud
konstruktsiooniilesande tépsest lahenduvusest on teoo-

ria kiisimus. Praktiliselt ei ole olemas lahendumatuid
konstruktsioonﬁ]esandeid.

6. Tépsusmatemaatika ja ldhendus-
matemaatika

Tépsuse moiste jargi teoorias ja praktikas jaotab F. Klein
kogu matemaatika kahte ossa (9, 1k. 5):
1) tdpsusmatemaatika (Prazisionsmathematik);
2) lihendusmatemaatika (Approximationsmathematik!').
Tédpsusmatemaatikas on tdpsus piiramatu. Siin on
iga otsitav médidratav kas absoluutselt tdpselt voi
taon madramatu.
Lihendusmatemaatikas on tapsus alati piiratud; siin
opereeritakse otsitavate 1dhenditega.
Seoses sellise liigitusega kirjutab F. Klein:
«Lidhendusmatemaatika on meie teaduse (s. 0. ma-
temaatikateaduse — A. T.) see osa, mida rakendus-

I F. Klein mirgib (9, 1k. V), et terminit «Approximationsmathe-

matik» kasutas esimesena K. Heun kogumikus «Jahresbericht der
deutschen Mathematiker-Vereinigung», Heft I, Bd. 9. (1900—1901).
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tes faktiliselt kasutatakse; tdpsusmatemaatika on nii
oelda kindel telling, millele léhendpsmatemaatika
tugineb» (9, 1k. 5).

Sellest jédreldub, et tipsusmatemaatikat ja 1dhendusma-
temaatikat ei saa vaadelda iseseisvate matemaatika osa-
dena, vaid neid tuleb vaadelda iihtsuses. Selles {ihtsuses
etendab matemaatika rakenduslik kiilg (aga jarelikult ka
ldhendusmatemaatika) kahesugust osa: 1) ldhendusmate-
maatika ette kerkivad probleemid ajendavad teooria aren-
damisele; 2) teoreetiliste uurimiste tulemused rakenda-
takse praktikasse ldhendusmatemaatika kaudu (3, 1k. 32).

§ 6. Jarkjargulise ldhendamise meetodi midrang

Eelmises paragrahvis niagime, et praktikas on enamikul
juhtudest voimalik leida ainult otsitavate ldhen-
deid. Seejuures osutub sageli voimalikuks leida teatava
vottega otsitava x 1dhendite jada

Ry X4y
milles jada iga jargnev liige esitab otsitava vaartust tép-
semalt kui eelmine. Teoreetiliselt on see jada 1oputu ja
koondub otsitava tdpseks viddrtuseks; praktika seisu-
kohalt piisab aga otsitava vajaliku tdpsusega ligikaudse
vairtuse leidmiseks jada mone esimese litkme leidmi-
sest.

Lihendite jada moodustamise seadus v6ib olla vastavalt
konkreetsele juhule végagi erinev. Nii néiteks voib jada
olla méidratud teatava, analiiiitilisel kujul antud -algorit-
miga, nagu eespool vaadeldud ringjoone kaare sirgesta-
mise konstruktsioon valemi

sin x X X
=C0S— COS — :--
2 4
jargi; mingi suuruse mootarvu ldhendite jada méédratakse
sellega, et mootithik peenestatakse ikka viiksemateks ja
vdiksemateks osadeks.

Vaatamata sellele, millise seaduse jirgi saab otsitava
ldhendite jada moodustada, iitleme, et otsitav on méiira-
tav jdrkjdrgulise ldhendamise meetodiga.
Léhtudes sellest voib anda jérkjirgulise ldhendamise
meetodile jargmise mdidrangu:

Jarkjargulise lihendamise meetod on selline meetod,
mida kasutatakse antud iilesande lahendiks koonduva
jada moodustamiseks.
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Mirgime siinjuures, et definitsioonis kone all olev jada
ei tarvitse alati olla arvude jada; vastavalt konkreetsele
iilesandele voib ta olla ka funktsmonide, loikude,
nurkade, pindalade jne. jada.

Tavaliselt kisitatakse jérkjérgulise ldhendamise meeto-
dit antud médrangust monevorra kitsamana. Nii nditeks
loeme «Suurest noukogude entsiiklopeediast», et jarkjar-
gulise ldhendamise meetod (mocaepoBaTeABHBIX MPUOAH-
JKEHUN METOA)

«on matemaatiliste iilesannete lahendamise mee-
tod lahendite sellise jada abil, mis koondub iilesande
lahendiks ja mis koostatakse rekurrentselt (s.t.
iga uus ldhend arvutatakse ldhtudes eelmi-
sest, algldhend valitakse teatavates piirides meele-
valdselt)» (minu sorendused — A. T.) (r. 34,
1k. 240—241).

Toodud médarangus iseloomustab jarkjargulise 1dhenda-
mise meetodit kolm tingimust:

1) iilesande lahendi l1dhendite jada moodustamine;

2) saadud jada koondumine tilesande lahen-

diks;

3) lahendite jada moodustamine rekurrentselt.

Kolmanda tingimuse (jada moodustamine rekurrentselt)
piistitamine jéarkjargulise lahendamise meetodi definitsioo-
nis viib selle meetodi samastamisele koonduva iterat-
sioonimeetodiga.!

Sellist jarkjargulise ldhendamise meetodi samastamist
koonduva iteratsioonimeetodiga esineb kirjanduses mu-
jalgi. Naiteks:

«Iteratsioon (jarkjarguline ldhendamine, schritt-
weise - Niherung; suktsessiivne aproksimeerimine,
sukzessive Approximation) — on meetod, mille kor-
duv rakendamine (minu sorendus — A. T.)
voimaldab -tokestamatult 1dheneda vorrandi tdpsele
lahendile, 1dhtudes selle vorrandi mingist ligikaud-
sest lahendist»? (5).

! Iteratsioon — mingi matemaatilise operatsiooni korduva raken-
damise tulemus. Kui ¥ =f (x) = [, (x), siis funktsioonid [.(x) =
= Ih @], fse) = [R)....[ ) =T, _, ®)] on funktsiooni [(x)
teine, kolmas jne, iteratsioon (40).

2 Millegipédrast seostatakse siin iteratsiooni ainult vorrandi la-
hendamisega, kuigi iteratsioon on hoopis laiem madiste.
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Ja veel:

«Jarkjargulise lahendamise meetod on rakendus-
matemaatikas kasutatavate votete kogu tundmata
suuruse tdpsema vddrtuse mddramiseks ldhtudes
(minu sorendus — A. T.) selle suuruse ligikaudselt
teadaolevast vdartusest»! (6).

Nagu nédha, on jérkjdrgulise 1dhendamise meetodi koi-
gile toodud médarangutele iseloomulik see, et otsitava maa-
ramisel ldhtufakse tema mingist ldhendist.
Seiline tunnus iseloomustab aga nimelt iteratiivseid
protsesse.

Kiesolevas t60s kasutatakse autori poolt antud jarkjar-
gulise ldhendamise meetodi madrangut (lk. 41). Selle ko-
haselt on vorrandite numbrilisel lahendamisel kasutatav
iteratsioonimeetod jarkjdrgulise ldhendamise meetodi eri-
juhtum: vorrandi lahendiks koonduv ldhendite jada koos-
tatakse rekurrentse valemi jérgi.

Jiarkjdrgulise ldhendamise meetod on
iiks tdhtsamaid meetodeid matemaatikas
ja -selle rakendustes.?

Nimetatud meetod on suunavaks meetodiks koigi mate-
maatikas esinevate konstantide arvutamisel. Nditeks
kasutades {ildtuntud Machin’i rida (56, 1k. 382)

ot L7 Bl ey w5 A
5 3.5 5. 5 7= 5¢
1 1 1 1
—4 B —

( 239 32388 . - 5-2395 7 - 2397 R L
voime moodustada n ldhendite jada, milles iga jargnev
liige on tdpsemaks ldhendiks kui eelmine. y

Arvu e ldhendite jada maérab iildtuntud.rida
e AR S ot ol G
2% 3 n!

! Sellest méidrangust jadb mulje, et jirkjédrgulise ldhendamise
meetod leiab kasutamist ainult rakendusmatemaatikas. Nagu aga
allpool selgub, kasutatakse nimetatud meetodit ka teoorias mitmete
matemaatiliste maoistete loomisel ja nn. «olemasolu tdestuste»
juures. ;

2 N. J. Vilenkin iseloomustab seda meetodit jiargnevalt: «Vaib
julgesti Oelda, et jarkjdrgulise lihendamise meetodit kasutamata
ei ole voimalik lahendada iihtegi tdnapdeval lahendatavat gran-
dioosset fiitisika ja tehnika iilesannet.» (32)
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~ Rohuv enamus matemaatilistes tabelites olevaid arve on
maddratavad jarkjargulise ldhendamise meetodiga. Niiteks

PRLLI SR o ot el K
n 2n + 1 3 (2n+1)2 5 (2n+ 1)
1 1 ;
—7—'(2n—+l—)5—+'”]'
- S A LT ;
SINX = X — 5—|+ng_7_| il
x2 2B
cosx=1— —4 — _—
X! 4! 6!

1
" Astmefunktsiooni x* (k on naturaalarv, £ s 1) viar-
tuste ldhendite arvutamiseks saab kasutada iildtuntud
binoomrida (56, lk. 373, 385)

(4x)" =1+ mx+ = (2m.-1) 2+ (m_;). Lot LR e ST

kus m téhistab nullist ja igast naturaalarvust erinevat
mistahes reaalarvu. Binoomrida koondub, kui | x| < 1.

k
Olgu vaja arvutada x = VA4 eeldusel, et on teada selte
juure mingi ldhend x;, nii et A =~ x% ja
A

=-1"5h,
il
kus | & | on iihest vdiksem murd. Niiiid saame vorduse
kR 1
V A=x,(1+h)F",
mille parema poole saab arendada binoomreaks, kui
1

k

Jarkjdrgulise lahendamise meetod on suunavaks meeto-
diks algebraliste, transtsendentsete ja diferentsiaalvorran-
dite numbrilisel lahendamisel, funktsioonide ldhendamisel,
lineaarsel planeerimisel ja paljude teiste suure praktilise
tahtsusega probleemide lahendamisel.

Vaadeldav meetod on teeniitajaks ka matemaatikatea-
duses paljude matemaatiliste moistete loomisel. Suuruste
iihismoodu leidmise probleem viib jarkjargulise ldhenda-
mise meetodi kaudu irratsionaalarvu moiste tekkimisele.
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Maiiratud integraali, piiramiidi ruumala, ringjoone pikkuse
ja ringi pindala ning paljude teiste, 1opmatute protsesside
kaudu defineeritavate moistete loomisel on jarkjérgulise
lahendamise meetod juhtivaks meetodiks (14).

R. Courant ja G. Robins hindavad jarkjargulise 1&hen-
damise meetodi erijuhtumit — iteratsiooni — eriti seetottuy,
et seda.meetodit kasutatakse «olemasolu toestuste» juures.
Nad iitlevad:

«Iteratiivsetel protsessidel on matemaatikas hiiglas-
lik tdhtsus ses mottes, et nende abil antakse suures
osas «olemasolu toestused»...» (46, lk. 430). |

Klassikaliseks néiteks sel alal on diferentsiaalvorrandi

d

Sl 42
lahendi olemasolu toestus, mis esmakordselt anti
E. Picardi! poolt.

Selleks et ndidata antud algtingimusi (xo, yo) rahuldava
lahendi olemasolu?, asendatakse antud diferentsiaalvor-
rand integraalvorrandiga ™

X
y=w+ [I(xy) dx
xO
Niiiid moodustatakse funktsioonide jada

yet1 =go+ [F(xy)dx, (k=0,1,2,..)

*o
ja ndidatakse, et see jada koondub ja tema piirvdartus
y (x) =:im Y (%)

ongi antud diferentsiaalvorrandi lahendiks, mis tdidab
algtingimusi (xo, 4o).

Pretendeerimata kiisimuse ammendavale kisitlusele,
vaatlesime eespool ainult moningaid néiteid jarkjargulise
ldhendamise meetodi rakendustest matemaatikas. Kuid
siitki juba selgub, et selle meetodi tihtsust matemaatikas
on raske iilehinnata. Seetottu nimetamegi jarkjargu-
lise ldhendamise meetodit iiheks hodogeetiliseks
printsiibiks matemaatikas.

' E. Picard (1856—1941) — prantsuse matemaatik.
2 Uksikasjalik toestus leidub raamatus (54).
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§ 7. Jarkjdargulise lihendamise meetod inimese
igapdvases elus

Eelmises paragrahvis méiratlesime jarkjdrgulise ldhen-
damise meetodit kui meetodit antud iilesande lahendiks
koonduva ldhendite jada moodustamiseks. Siit jareldub, et
antud iilesande lahendi ldhendid moodustavad teatava jér-
jestatud hulga.! Nagu margitud, voib vastavalt konkreetse
tilesande sisule olla selleks arvude hulk, funktsioonide
hulk, 16ikude hulk jms.

Veelgi enam, jirkjargulise ldhendamise meetodi mé&a-
rangus kone all olev iilesanne ei tarvitse olla hoopiski
matemaatilise sisuga ja sellest tingituna voivad
ldhendite jada liikmed olla matemaatikas mitte-
defineeritavad objektid.

Vaatleme moningaid néiteid.

1. Olgu vaja valmistada silindrikujuline metallist detail
diameetriga 35 mm. Selle detaili valmistamiseks saab t66-
line esmalt oma katte tooriku, mida voib kasitada kui tule-
vase detaili esimest ldhendit. Toorikule antakse
jdmeda tootlemise teel silindri kuju, mida vaatleme vaja-
liku detaili teise ldhendina. Selle ldhendi sobivust
kontrollitakse mootmise teel. Mittesobivuse korral téodel-
dakse detaili peenemate instrumentidega ja saadakse
detaili kolmas ldhend.

Sellist itha tédpsemat tootlemist jatkatakse, kuni on jou-
tud vajalikke tingimusi rahuldava detailini. Siin on iga
tootlemisetapi tulemuseks teatav materiaalne objekt —
kindla diameetriga silindrikujuline detail. Nende diameet-
rite pikkuste jédrjestatud hulk moodustab vajaliku detaili
diameetri pikkuse ldhendite jada, nii et detaili valmista-
mist voib vaadelda kui jdrkjdrgulise lihenda-
mise meetodi rakendust.

. Esitatud mottekdiku voib arendada mitme teisegi t66-

! Hulk M on jérjestatud, kui tema elementide vahel kehtib seos
a < b (a eelneb b-le), millel on jirgmised omadused:

1. Mistahes kahe elemendi a ja b vahel kehtib iiks ja ainult {iks
kolmest seosest: a = b; a < b; b <a.

2. Kui mistahes kolme elemendi a, b ja ¢ puhul a<b ja b<e,
siis a < c.

Miérkus: Et seos a = b tdhendab sisuliselt iihe ja sama elemendi
kaht erinevat tédhistust, siis voime oGelda, et jarjestatud
hulga iga elemendi a ja b vahel valitseb.iiks ja ainult
iiks kahest seosest: a < b; b < a (58, 1k. 96).
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protsessi jdlgimisel, seega valmib inimt66 produkt palju-
del juhtudel jarkjargulise ldhendamise meetodi rakendu-
sena.

2. Suur majanduslik tdhtsus on loomade touaretustool.
Selle aluseks on Darwini opetus, et orgaanilise maailma
fiillogeneetiline! areng toimub nende isendite valiku ja
sédilitamise teel, kes on koige enam kohanemisvoimelised
antud tingimustele. Kui fillogeneetiline areng toimub loo-
muliku valiku teel, siis touaretust6os omab peamist tdht-
sust kunstlik valik?, mille all moeldakse loomade eralda-
mist {ildisest massist teatavate omaduste kompleksi
(tildine konstitutsioon, produktiivsus, péarilikkuse omadu-
sed jt.) alusel (26, lk. 244; 25, lk. 21). Valiku tagajirjel
toimub véliskeskkonna teatud tingimustes organismi pisi-
muutuste jdrkjdrguline kuhjumine, mis viib siigavatele
kvalitatiivsetele muudatustele ja uute tougude tekkimisele
(25, lk. 9). Siit ilmneb, et soovitud omadustega looma ei
ole voimalik leida mitte ithekordse valiku teel, vaid see toi-
mub pikemaajalises arenguprotsessis antud looma ja ta
jarglaste omaduste jdrkjadrgulise parandamise
teel. Esimene valik tehakse teatava vanusega noor-
loomade seas nditeks iildise konstitutsiooni ja polvnemise
alusel. Sel teel saadakse teatava omadustega loomade
grupp Gi. Kui loomad selles grupis hakkavad andma pro-
duktsiooni, siis tehakse teine valik, vottes eelmiste
omaduste korval arvesse ka produktiivsust. Nii saadakse
uus, eelmisest grupist paremate omadustega grupp G:. Kui
selle grupi loomad on andnud jérelkasvu, siis on voimalik
teha juba teatavaid jdreldusi ka parilikkuse omaduste
kohta. Viimaste pohjal tehakse kolmas valik, mille
tulemusena saadakse jéllegi uus ja paremate omadustega
loomade grupp Gs.

Analoogilisi valikuid korratakse gruppi G; kuuluvate
loomade jidrglaste seas. Valides nii polvest polve koige
sobivamaid loomi ja luues neile soodsaid arengutingimusi,
muudab inimene jark-jdrgult loomi vajalikus suunas.

Muidugi on toodud touaretusskeem lihtsustatud, kuid ta
avab vaatluse all oleva teema seisukohalt touaretust6o
olemuse.

! Fiilogenees (kreekakeelsetest sonadest phyle — hoim,
sugukond; genesis — teke) — teatava looma- voi taimeliigi ajaloo-
line areng.

2 Ka loomulik valik ei ole seejuures tidielikult vélistatud (52).
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3. Jarkjargulise ldhendamise meetod leiab kasutamist
kahurvées suurtiikitule juhtimisel. Selleks teostatakse nn.
proovilaskmisi. Kui miirsk ei taba maérki, siis tehakse plah-
vatuse koha jargi sihiku parandus ja tulistatakse uuesti.
Sihikut parandatakse seni, kui on saavutatud tulistamise
vajalik tdpsus (32).

Toodud néidetest selgub, et jarkjdrgulise lihendamise
meetod leiab sisulist rakendamist inimese igapdevase elu
vdga erinevatel aladel.

% * *

Pragrahvis 6 nimetasime jéarkjargulise ldhendamise
meetodit iiheks hodogeetiliseks printsiibiks matemaatikas.
Ei ole pohjust arvata, et nimetatud meetodi koht on ees-
kitt matemaatikateaduses ja selle rakendustes.
Praegu, kus on eriti aktuaalne kooli ja elu sidemete tugev-
damise probleem, oleks aeg kasutada jarkjiargulise ldhen-
damise meetodit ka koolimatemaatikas. Monin-
gaid voimalusi selleks kdsitletakse jargmises peatiikis.
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I1. JARKJARGULISE LAHENDAMISE MEETOD
KESKKOOLI MATEMAATIKAKURSUSES

§ 8. Proovimine kui jirkjargulise ldahendamise
meetodi algelisem vorm

Plaanikindlalt ldbiviidud proovimine on igapéevases
elus laialt kasutatav toomeetod, millega kontrollitakse
teatava objekti sobivust antud tingimuste rahuldamiseks.
Proovitavad objektid voivad olla vastavalt {ilesande sisule
viga milmesugused, néiteks toodeldav detail, mis peab
vastama ettenahtud mootmetele (§ 7, ndide 1); kaaluvihid,
millede seast valitakse vilja need, mis tasakaalustavad
antud koormuse. Televiisori antenni asend, mille korral
tekib parim kujutis ekraanil, leitakse samuti proovimise
teel.

Objektid, millega teostatakse proovimist, voivad kuu-
luda ka matemaatika valdkonda. Nendeks voivad olla néi-
teks arv, 16ik, nurk jt. Seepidrast ei saa proovimisvotet
matemaatikas ignoreerida. Seda tehakse aga sageli, arva-
tes, et proovimine on vaid hddaabinouks. Tegelikult on
kindla plaani jérgi korraldatud proovimine iiheks mate-
maatika t66meelodiks (14), mida tuleb rohutada ka kesk-
koolis.

Nii nditeks leitakse kahe tdisarvu a ja b jagatise numb-
rid proovimise teel, kusjuures nende sobivust ei proovita
huupi, vaid kindla korra jargi, ldhtudes teatavatest kaa-
lutlustest. Proovimist jdtkatakse seni, kui on leitud sobiv
number.

Kone all olevat meetodit kasutatakse antud arvu algte-
guriteks lahutamisel; samuti leitakse praktilises arvutus-
toos murdude taandajad ja sobivad laiendajad enamikul
juhtudest proovimise teel.

Plaanipérasel proovimisel koostatakse alati teatav ob-
jektide jada, nii et selle jada iga jargnev liige rahul-
dab noutud tingimusi paremini kui eelmine liige. Seepérast
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tulebki késitletavat meetodit vaadelda kui jarkjargu-
lise liahendamise meetodi erivormi ja nimelt
kui algelisemat vormi, sest ta ei noua mingisuguste erivo-
tete ega algoritmide tundmist.

§ 9. Ruutjuure ldhendite arvutamine proovimise teel

1. Kiisimuse tahtsusest

Ruutjuure moiste kujundamisel 1dhtutakse tavaliselt juh-
tumitest, kus juuritav arv on mingi tdisarvu ruut. Sel kor-
ral ei valmista ruutjuure moiste omandamine opilastele
tavaliselt erilisi raskusi. Metoodiliselt on aga vidar laien-
dada ruutjuure definitsiooni vahetult mistahes positiivse
juuritava kohta, Geldes ainult, et vastavad ruutjuured saab
leida sellekohastest tabelitest. Selline késitlus on for-
maalne. Ruutjuure moiste andmisel on oluline viia 6 pil a-
sed veendumusele ruutjuure ldhendite
numbrilise arvutamise voimalikkuses. Ki-
simuse pohimatteline kiilg, s. t. ruutjuure loomuse -
kiisimus jddb aga siinkohal vaatluse alt vilja.

Ruutjuure arvutamise iiheks voimaluseks on proovi-
mismeetod.

2. Kiisimuse iildine kédsitlus

Lahtume vorrandist x? = a, mille mittenegatiivne lahend -
on V'a, kus a tihistab mingit kindlat positiivset tdisarvu.
Leiame proovimise teel kaks positiivset jarjestikust téis-
arvu x, ja x, + 1, nii et

L2 Yo+t
Vorrandi lahend on maératud tdpsusega 1.
Jaotame saadud vahemiku kiimneks vordseks osavahe-

mikuks arvudega
e b SR L
xo+ﬁ, xo+ 0’ ...,Xn+ 10
ja proovime nende sobivust antud vorrandi lahendina. Ole-
tame, et
Xy + 1
JO:50
kus x; tihistab mingit arvu hulgast {0,1,2,...,9}.
Antud vorrandi lahend on méératud tapsusega 0,1.

X ey
xo+~l—6’— <Va<x, +
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Saadud vahemiku jaotame jélle kiimneks osavahemikuks
arvudega

2 X 9

7% <_1_.. *} il iy > o —
o S U St TR R i T

ja proovime nende sobivust antud vorrandi lahendina. Olgu
¥4 &9 ey el e
X = e a<x Sk e
ol 10 100<V s tadcs 10 100 ’

kus x, kuulub hulka{ 0,1,2,...,9 }. )
Vorrandi-lahend on mééaratud tdpsusega 0,01.
Mottekdiku jdtkates saame edasi:

s 2 <% 8. iy
— a<x —_
s kfl 1o < Tl kEl L R L

&K —— 4
x,+ 3 —<Va<x,+ 3 —+—

i‘l xk ot n Xk 1
X s a<x + — +
¥ kil 10% s y kEl 1005 < 10n

Tokete vahe

n Xp 1 n Xp
Al e By v, g
o T 2 Tor " 10n (x, + % Tor )

= 10~ 0, kui n > oo,

Seega on proovimise teel pohimotteliselt voimalik leida
antud vorrandi lahendit kuitahes vajaliku tdpsu-
sega. Tegelikkuse vajaduse rahuldamiseks piisab ena-
masti 2—3 kiimnendkohast, mistottu ka kasutatavad tabe-
lid on ainult kolmekohalised.

3. Kdsitluse metoodika
Kiisimuse koolikdsitluses vaadeldakse tavaliselt koige-
pealt juhtumit, kui juuritav on ruutarv.

Olgu vaja leida niiteks 1/ 1369. Madrame esiteks ligi-
kaudse hindamise teel otsitava juure mingid tokked nai-
teks tdpsusega 10. Antud juhul ilmselt

30 < V1369 < 40.
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Kuna 352 = 1225, siis

35 <V 1369 < 40. :

Et juuritava iiheliste number on 9, siis peab juure iihe-
liste number olema kas 3 voi 7. Et kolmega loppev arv, s. o.
33, ei kuulu viimasesse vahemikku, siis jddb ainus voima-
lus: ¥ 1369 = 37.

Kui juuritav ei ole ruutarv, siis on konkreetsuse
huvides soovitav ldhtuda monest iilesandest. Niiteks: Ple-
kitahvlile on mérgitud ruut kiilje pikkusega 1,20 m. Mitu
korda tuleks kiilje pikkust suurendada, et plekitahvlist val-
jaloigatava ruudu pindala oleks ko]m korda suurem maér-
gitud ruudu pindalast?

Téhistades otsitava arvu tdhega x, saame vorrandi
3:1,20%2 = (1,20 x)2,

millest x2 =3 ja x =}/ 3. Otsitava ruudu kiilje pikkuse
leidmiseks tuleb antud ruudu kiilje pikkus korrutada tegu-
riga )/ 3. Ukski tdisarv seda tingimust ei rahulda, sest
12=1<3ja22=4>3 niiet I <x<2

Rohutame opilastele, et iga tegelikkuse poolt seatud iiles-
anne nouab probleemi lahendamist vaid teatava piira-
tud tdapsusega, mitte aga absoluutse, piiramatu tép-
susega. Seepidrast loeme ka antud iilesande lahendatuks,
. kui onnestub leida saadud vorrandi ligikaudseid lahen-
deid noutava tédpsusega. Sobivaid arve on voimalik leida
proovimise teel. Proovime niiteks saadud tokete keskmist,
s. 0. 1,5. Kuna 1,52 = 2,25, siis

ET L L

Otsitav arv on médiratud tdpsusega 0,5. Jaotame saadud
vahemiku viieks osavahemikuks arvudega 1,6; 1,7; 1,8; 1,9
ja proovime ruutude tabeli abil nende arvude sobivust.
Selgub, et Lt 218

Vajalik lahend on médratud tépsusega 0,1. Proovime
saadud tokete keskmist 1,75. Saame

1,70.<<x < 1,75;

Lahend on médratud tédpsusega 0,05. Sellist plaanip éa-
rast proovimist jatkates leiame, et

173 ¥ 8 2174

1,732 < V' 3 < 1,733.
Et andmetes oli antud vaid kolm tiivenumbrit, saame otsi-
tava ruudu kiiljeks 1,201,732 =~ 2,08 (m).
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Sellise néite varal veenduvad opilased, et nii saab otsi-
tavat ruutjuurt leida kuitahes vajaliku tdpsusega. Kas sel-
lisel proovimisel ka iikskord 16pp tuleb voi on see protsess
16putu, on omaette kiisimus, teooria kiisimus. Tegeliku elu
vajadused ei noua sellel kiisimusel siinjuures peatumist.
Téhtis on ainult see, et opilane saab veenduda otsitava
ruutjuure ldhendite arvutamise voimalikkuses. Alles parast
seda tuleb Opilastele selgitada, et t66 lihtsustamiseks on
koostatud ruutjuurte tabelid, mida kasutame edaspidi ruut-
juurte leidmiseks.

§ 10. Proovimismeetod geomeetrias

1. Eelméarkusi

Paragrahvis 5 p. 5 késitlesime juba neid pohjusi, miks
ei ole praktiliselt voimalik iihtegi geomeetrilist konstrukt-
siooni absoluutselt tdpselt teostada, olgugi et
pohimotteliselt voib iilesanne olla tépselt lahenduv.
Seetottu kasutatakse paljudel juhtudel, vaatamata sellele,
kas konstruktsioon pohimatteliselt on tépselt teostatav voi
mitte, tdiesti teadlikult mitmesuguseid ldhendkonst-
ruktsioone, mis tagavad praktika vajadusi rahuldava
tapsuse.

Lihtsaimaks ldhendkonstruktsiooni teostamise votteks on
proovimine.

Praktiliselt kasutatakse proovimismeetodit iga geomeet-
rilise konstruktsiooni tegemisel. Kui nditeks ehitatakse
kahe antud punkti jargi sirget, siis tuleb arvestada, et
punkt realiseerub praktiliselt viga véikest pindala omava
tasapinnalise kujundina (ringina); otsitav sirge paikneb
aga teatava laiusega ribas. Selle sirge koige toendosem
asend leitakse alati joonlaua sobitamisega silma jargi,
seega proovimise teel.

2. Sirgloigu poolitamine proovimise teel

Kuigi 16iku on kerge poolitada sirkli ja joonlaua abil,
leiab see praktikas vdhe kasutamist. Néiteks ei ole moel-
dav, et 10igu poolitamiseks maastikul vai liistu pooleks
saagimiseks méadratakse vajalik.keskpunkt sirkli ja joon-
laua abil. Monel juhul (nditeks tahvlijoonise korral) on
otstarbekas poolitada 16iku proovimise teel. See pohineb
sellel, et inimese silm méédrab lithikese 16igu keskpunkti
tapsemalt kui pikema 16igu keskpunkti.
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Olgu antud sirgloik AB (joon. 6). Maddrame silma jargi
I6igu oletatava keskpunkti O, ja proovime sirkliga selle
punkti sobivust. Kui punkt O, ei sobi, siis moodame sirk-
liga B;B = 0;A = a. Niiiid AB = 2a + 0,B,, millest

AB 0181
i Bk e

Leiame silma jargi 16igu OB, keskpunkti O, ja proovime
selle punkti sobivust. Kui punkt O, ei sobi, siis leiame uue
punkti Os, korrates selleks sama operatsiooni, mida tegime
punkli O, leidmisel. Sellist 16igu keskpunkti ligikaudse
asendi parandamist kordame, kuni keskpunkt on leitud
vajaliku tdpsusega. Praktiliselt viib teine v6i kolmas proo-
vimine peaaegu alati sihile.

a : o, 8, 8
0,
Joon. 6.

Mairgime siinjuures, et proovimise teel on otstarbekas
lahendada ka nditeks nurga poolitamise ja kolmitamise,
samuti 16igu kolmitamise iilesannet.

3. Ringjoone puutuja ehitamine 1dabi
antud punkti

A. Punkt on ringjoonel

Puutuja joonestamist proovimise teel kolmnurga abiga
néitab joonis 7. Proovimise teel sobitatakse kolmnurka nii,
et ta tdisnurga tipp satuks ringjoonel olevasse punkti 4 ja
kaatet ldbiks samal ajal ringi keskpunkti O.
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B. Punkt asetseb viljaspool ringjoont

Puutuja joonestamine selgub jooniselt 8, kus proovimise
teel sobitatakse kolmnurk nii, et ta kaatetid 1dbivad punkte
A ja O ning tdisnurga tipp on samal ajal ringjoonel.

Joon. 8.

4. Ringjoone jaotamine vordseteks
osadeks

Praktiliselt on lihtne jaotada ringjoont sirkli ja joon-
laua abil neljaks, kuueks, kolmeks vordseks osaks. Tundu-
valt tillikam on aga nditeks korrapirase viisnurga ehita-
mine, kuigi pohimotteliselt on seda voimalik teha absoluut-
selt tapselt. Sel juhul viib kergesti sihile proovimine.
Votame sirklisse antud ringi (joon. 9) raadiusest suurema

Joon. 9,
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16igu a ja proovime, mitu korda saab seda loiku paigutada
kooluna joonisele. Sel teel saadud punktid ringjoonel on
tdhistatud tédhtedega A, B, Cy, Dy, E,, F,. Selgub, et vali-
tud 16ik oli liiga liithike, mille tottu tekkis jddk koolu
FiA = x ndol. Seega korrapdrase koolviisnurga iimber-
moot gs = 5a + x, millest ndeme, et -

5t X%
-5~—-a+ 5

Jaotame silma jéirgi kaare FiA = x viieks vordseks osaks,
pikendame 16iku a silma jérgi % vorra ja proovime

sel teel saadud. 16igu sobivust korrapérase koolviisnurga
kiiljeks. Kui saadud 16ik ei sobi, siis kordame tehtud mot-
tekdiku seni, kuni jouame vajaliku pikkusega kooluni. Joo-

nisel 9 jaotavad ringjoone viieks vordseks osaks punktid A,
B C D, E

§ 11. Hariliku murru ldhendamine Ioppeva
kiimnendmurruga

1. Kiisimuse tadhtsusest

Praktilises arvutustods leiavad kiimnendmurrud vorra-
tult enam rakendamist kui harilikud murrud, sest kiim-
nendmurdudega opereerimine on margatavalt lihtsam. Kui

g A
arvutuses on vaja nditeks murdu 5 siis asendatakse see

ikka kiimnendmurruga 0,8. Nagu teada, ei ole aga enami-
kul juhtudest voimalik asendada harilikku murdu ta p-
selt mingi l6ppeva kiimnendmurruga. Sel juhul asenda-
takse harilik murd 16ppeva kiilmnendmurruga, mis on selle
hariliku murru ligikaudseks vddrtuseks (ldhen-
diks), ehk harilik murd ldahendatakse loppeva kiimnend-
murruga. Sellisel ldhendamisel tekib alati teatav vig a.
Seega on vaatluse all oleva kiisimuse {iheks védartuseks
see, et opilane tutvub siin rakendusmatemaatika tdhtsate
moistetega — ldhendi ja"veaga.

Hariliku murru ldhendamisel 16ppeva kiimnendmurruga
saab ndidata, et tehtud viga oleneb sellest, mitu kiimnend-
kohta voetakse hariliku murru ldhendis arvesse: uute kiim-
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nendkohtade juurdearvutamisel toimub vea jédrkjargu-
line vihendamine. Sellest seisukohast ldhtudes on
kasitletav kiisimus teatavaks ettevalmistuseks moned aas-
tad hiljem oppimisele kuuluva piirvddartuse moistele. Sa-
muti voimaldab hariliku murru lahendamine 16ppeva kiim-
nendmurruga arendada opilaste arvutusoskust.

2. Kiisimuse tildisest kdsitlusest!

Nagu teada, on koigi harilike murdude (ratsionaalar-
vude) hulk iihelt poolt ja loputute perioodiliste kiimnend-
murdude hulk teiselt poolt identsed.? Samuti on teada, et

rohuval enamikul juhtudel teisendub harilik murd % 1opu-
tuks perioodiliseks murruks, kus perioodis ei ole koik numb-
rid korraga nullid:

r an n_a oo 1
¥ p e i R , kus
n=1 10" i ,5,10'“ kj; 10%s

P
q

r tdhistab kiimnendkohtade arvu enne perioodi;

s tahistab perioodis olevate numbrite arvu;

a,ja ar 4. kuuluvad hulka |0, I, 2,...,9}, kuid iga
a, ,+0.

Selline hariliku murru esitamine kiimnendmurruna omn
absoluutselt tdpne. Tegelikus arvutustods ei ole
voimalik opereerida loputute murdudega ja selle jérele ei
ole ka vajadust, sest koik tegelikkuse poolt seatud problee-
mid lahenduvad teatava piiratud tdpsusega. See-
pdrast tuleb hariliku murru teisendamisel kiimnendmur-
ruks teostatav jagamine mingi kiimnendkoha juures 1ope-
tada ja anda hariliku murru ldhend Ioppeva kiimnend-

! Uldise kisitluse iiksikasjad®voib leida niiteks raamatust (58,
1k. 308).
2 Siinjuures vaadeldakse ldppevat kiimnendmurdu kui 1dputut

perioodilist kiimnendmurdu, mille perioodiks on null. Vaatluse alt
valistatakse juhtum, kui perioodis on ainult {iheksa.
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murru ndol vastavalt Gimardamisreeglitele kas puuduga
voi liiaga, s. t.

Iﬁ _a_i, kui a,11< 5
k=

, 10

e

q a0k 1 kui 5
S gt o, kuiag,p 1> 6.
|k=1 " e

Sellisel juhul éeldakse,et harilik murd on ldhen-
datud loppeva kimnendmurruga.! Sellisel 13-
hendamisel tekkiv viga ei iileta ldhendi s, viimase koha
poolt iihikut, s. t.

.72
<2107

£ Lig

q

Tulemus néitab, et hariliku murru teisendamisel kiimnend-
murruks saab moodustada hariliku murru ldhendite koon-
duva jada, milles ilmnebki jarkjdrgulise ldhenda-
mise meetod vaadeldava kiisimuse kasitlemisel.

3. Kasitluse metoodika

Hariliku murru teisendamisel kiimnendmurruks on vaja
anda ldhendi ja ldhendi vea moiste ning viia opi-
lased selle toe tunnetamisele, et hariliku murru 14&-
hendamisel tehtav viga oleneb ldhendi
kiimnendkohtade arvust ja on seda vidik-
sem, mida suurem on kiimnendkohtade arv.
Seda tuleb teha konkreetsete arvuliste ndidete varal, ilma
et oleks vaja rddkida piirvdédrtusest voi isegi perioodilisest
murrust.

Alljédrgnevas tabélis on esitatud kaks nédidet. Tabelisse
on kantud vea tdpsete vddrtuse korval ka tegelikus toos
kasutatavad vea iilemméarad. Neid néiteid voib siduda ka
mone konkreetse iilesandega.

Naiteks: 1) Salves on 6000 kg vilja. 2000 kg sellest viidi
veskisse. Viljendada kiimnendmurru abil, kui
. suur osa viljast viidi veskisse.

! Hariliku murru lihendiga tuleb opereerida ka siis, kui harilik
murd teisendub kiill 16ppevaks kiimnendmurruks, kuid kiimnend-
kohtade arv on vajaliku tdpsuse saavutamiseks tarbetult suur.
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2) Viljendada kiimnendmurru abil, kui suure osa
nddalast moodustab 4 pédeva.

Harilik 5 s . Vea
murd Léhend Viga tilemmaar
2 0.
aid 0,3 30 ,05
3 3
0,33 Pt S
300 0,005
. 5
0,333 3000 0,000
4 0,6 L 0,05
S S & L4 35 } )
4 1
0,57 v 0,005
0,571 v S48 0,0005
4 7000 :
0,5714 Bl 0,00005
35000

Et vaadeldava teema oppimisel ei tunta veel absoluut-
vadrtuse moistet, siis tuleb vea arvutamisel alati lahutada
suuremast arvust vdiksem, s. t. kui ldhend on arvutatud
lilaga, siis lahutatakse ldhendist antud murd; kui 1dhend
on arvutatud puuduga, siis lahutatakse antud murrust 1a-
hend. Siin voib lahendada veel mitmesuguseid iilesandeid,
nditeks: 1) Mitu korda on esimese ldhendi viga suurem kui
teise ldhendi viga? 2) Mille vorra on kolmanda ldhendi
viga védiksem kui esimese ldhendi viga? jt. Sel teel veendub
opilane, etldhendi viga on seda viiksem, mida enam
numbreid on ldhendis pdrast koma vélja arvutatud. Seega
toimub vea jérkjdrguline vdhenemine ja ldhendi vaértuse
ldhenemine antud hariliku murru véértusele.

§ 12. Suuruste mootmine. Irratsionaalarvu moiste

1. Kiisimuse tdhtsusest

Viljapaistev prantsuse matemaatik Henri Lebesgue mér-
gib oma raamatus «Suuruste moctmisest»:

«Ei ole enam tdhtsamat teemat (s. t. kui suuruste

mootmine — A. T.): suuruste mootmine on
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matemaatika koigi rakenduste ldhte-
punktiks (minu sorendus — A. T.)» (47, lk. 18)L.

Praegu on suuruste mootmise Opetamisel keskkoolis
itheks tosiseks puuduseks see, et ei anta iildist
printsiipi, mis oleks aluseks koigi siia kuuluvate kiisi-
muste késitlemisele. Kui 8-klassilises koolis ldhtutakse
pikkuse, pindala ja ruumala mootmisel konkreetsetest néi-
detest ja toetutakse Gpilaste intuitsioonile, siis ruumala
moo6tmisel 11. klassis kasutatakse aksiomaatilist
meetodit. Ei ole kahtlust, et aksiomaatiline meetod on
toepoolest iiheks selliseks {ildiseks printsiibiks, millest
saab ldhtuda kogu suuruste mootmise siisteemi iilesehita-
misel, ja nii matemaatikateaduses toimitaksegi. Siinjuures
tekib aga kiisimus, miks kasutatakse aksiomaatilist mee-
todit 11. klassis ainult ruumalade mootmise siisteemi
loomisel, kuid pikkuse ja pindala mootmisel jdddakse sel-
lele tasemele, mille andis 8-klassiline kool. Aksiomaatiline
meetod vaadeldavate kiisimuste késitlemisel voiks tulla
kone alla siis, kui keskkooli matemaatikakursuse loppu
paigutataks kokkuvotlik teema, kus koneldaks geomeetria-
kursuse aksiomaatilise iilesehitamise pohimotetest iildse.
Seal voiks ndidata voimalusi aksiomaatilise meetodi kasu-
tamiseks ka suuruste mootmise siisteemi loomisel.? Aksio-
maatilise meetodi kasutamine matemaatiliste moistete esi-
algse oppimise kdigus on aga ebaotstarbekas, sest tiie
teadusliku rangusega ei saa seda ikkagi kasutada. Seetottu
jddb vastavate kiisimuste késitlemine poolikuks ja isegi
ebateaduslikuks. Nii nditeks A. Kisseljovi planimeetria
opikus (7) algab hulknurga pindala kdsitlemise nou-
dega, et

1) kahe vordse kujundi pindalade mootarvud peavad
olema vordsed;

2) kui antud kujund on tiikeldatud mitmeks vordseks
osaks, milledest igaiiks on kinnine kujund, siis terve
kujundi pindala mootarv peab olema vordne iiksikute
osade pindalade mootarvude summaga.

! Korgelt hindab vaadeldavat teemat ka nimetatud raamatu
venekeelse tolke toimetaja J. M. Jaglom:
«...mootmine on kooligeomeetria kursuse tiiks pohilisemaid
ja tihtlasi Opilaste jaoks raskemaid kiisimusi» (47, lk. 6).
2 Sellise siisteemi juurde on ldinud A. J. Fetissov oma geomeet-
ria Opikus (55), kus suuruste mootmise probleemi késitletakse ste-
reomeetria kursuse lGpus.
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Piarast pindala sellist defineerimist peaks olema kiisi-
muse arendamise loomulikuks jatkuks toestus, et iga hulk-
nurgaga saab seada vastavusse noudeid 1 ja 2 rahuldava
mootarvu. Toestust aga ei jdrgne ega saagi jargneda, sest
opilased ei ole selleks ette valmistatud. Selline ldhenemine
pindala mootmise probleemile on tédiesti formaalne ja
nouete 1 ja 2 piistitamise mote jdidb opilasele arusaama-
tuks. Téiesti analoogiline on olukord ruumala kisitlemi-
sega A. Kisseljovi stereomeetria opikus (8).

Seoses aksiomaatilise meetodi rakendamisega geomeet-
ria opetamisel jagab kdesoleva t66 autor noukogude mate-
maatikapedagoogide V. G. Boltjanski, N. J. Vilenkini ja
J. M. Jaglomi seisukohta:

«Teaduses ei ole aksiomaatiline meetod olnud
kunagi tunnetuse esimeseks wetapiks
(minu sorendus — A. T.). Aksiomatiseeritakse alati
midagi tuntut» (24, lk. 146).

" Prantsuse matemaatik Frechet mirgib seoses kaasaegse
matemaatika opetamise probleemidega:

«Aksiomaatiline meetod on suurepdrane asi professio-
naalsete matemaatikute jaoks. Pedagoogilisest seisu-
kohast ei kolba ta aga kuhugi. Tema kasutamisel on
kogu aeg vaja rohutada talle elu andnud
induktiivset evolutsiooni ja kasutata-
vate terminite konkreetset interpre-

tatsiooni (minu sorendus — A. T.), mis luba-
vad seda meetodit kasutada reaalses tegelikkuses»
(21, 1k. 255).

Suuruste mootmine koolimatemaatikas ei ole tdhtis
mitte ainult seepdrast, et ta on ldhtepunktiks matemaatika
rakendustele, vaid ka seetottu, et suuruste mootmine on
tihedalt seotud arvu moiste arenguga. Kui.natu-
raalarvud on teatava hulga esemete loendamise aluseks,
siis naturaalarvude hulga laiendamise vajaduse on tingi-
nud eeskdtt mootmise probleemid. Laiendamine rat-
sionaalarvudega on tingitud mootmispraktika
vajadustest. Ratsionaalarvude hulga laiendamine irratsio-
naalarvudega on tingitud aga mootmisprobleemi teo -
reetilistest aspektidest; seepidrast eeldab siia kuulu-
vate kiisimuste késitamine tunduvalt korgemat abstrakt-
siooni, kui on vaja tegelikul mootmisel.
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Seoses vaadeldava kiisimusega kirjutab N. N. Luzin:
«Praktika seisukohalt ei ole mootmise teostami-
seks meil vaja teada (minu sorendus — A. T.)
mingisuguseid muid arve peale ratsionaalarvude...
Kuid ainult ratsionaalarvudest ei piisa enam siis, kui
on vaja lahendada geomeetria, mehaanika ja teoree-
tilise fiiiisika kiisimusi absoluutse tédpsu-
sega» (48, lk. 5—6).

Siit jareldus: praktika seisukohalt piisab sellest, kui
tuntakse mingisugust meetodit, mis voimaldab leida otsi-
tavaid suurusi praktika vajadusi rahuldava
tapsusega. Selliseks meetodiks on jéadrkjdrgulise
lihendamise meetod.

Sellisel juhul voib kerkida kiisimus: kas irratsionaal-
arvude Opetamine keskkoolis on iildse tarvilik?- Selle kiisi-
muse tostatamine on digustatud seda enam, et irratsionaal-
arvu moiste opetamine keskkoolis ei ole andnud siiamaani
kuigi markimisvdarseid tulemusi. Seda kinnitavad eel-
kdige sisseastumiseksamid korgematesse koolidesse, mis
nditavad selgesti, et 6pilased on omandanud kiill teatavaid
oskusi irratsionaalsete avaldistega to6tamiseks, kuid irrat-
sionaalarvu moiste on jddnud téiesti ebaselgeks Et
keskkoolidpilaste teadmised irratsionaalarvu kohta ei kan-
nata ka koige tagasihoidlikumat kriitikat, seda toendavad
ka koolidest saadud faktilised andmed. Nimelt esitati
autori poolt 9. kl. (5 eri opetajat), 10. kl. (6 eri opetajat)
ja 11. kl. (6 eri Opetajat) opilastele muude kiisimuste seas
ka kaks jargmist kiisimust:

1) Missuguseid arve nimetatakse irratsionaalarvudeks?
2) Miks on vajalik ratsionaalarvude hulka laiendada
irratsionaalarvudega?

Tulemustest (vt. tabel lk. 50) selgub, et enamik Gpilasi
ei tea, mis on irratsionaalarv ja mis pohjustab sellise arvu
moiste loomise. Seega ei ole Opilased sellest mmstest
omandanud praktiliselt mitte midagi.

Esitame siinjuures moned sageli esinenud vastused.

Esimese kiisimuse kohta:

Irratsionaalarvudeks nimetatakse murdarve.

Irratsionaalarvudeks nimetatakse lopmatuseni jaguvaid
arve.

Irratsionaalarvud on 16pmatud kiimnendmurrud.
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1. kiisimus 2. kiisimus

Klass

) Kokk Kokku
dige | vale |Vasta- s dige | vale |vasta-
mata mata
IX 8 113 39 160  ; 51 102 160
5% 71%| 24% 100% 4%| 329%]| 64% 100 %

< 24 87 45 156 3 44 109 156
15%| 56%| 29% 100% 2%| 28%| 70% 100%

21 139 37 51 76 164

X1 66 52
48%| 37%| 15%| 100% | 23%| 31%| 46% 100%

Kokku 98 252 105 455 47 146|287 480
] 22%| 55%| 23% 100% | 10% | 30%| 60% 100%

Teise kiisimuse kohta:

Irratsionaalarve on ratsionaalarvude korval vaja selle-
parast, et oleks suuremad voimalused tehete teostamisel.

Seepdrast et saada laiemat arvude valda.
Irratsionaalarvudega on voimalik arvutada tdpsemalt.

Kui loobuda irratsionaalsete suuruste (/5 log 7 jt.)
olemasolu kiisimuse tostatamisest ja kui arvestada
seda, et jarkjdrgulise ldhendamise meetod
nditab tee vastavate suuruste ldhendite arvutamiseks
(millest tuleb juttu allpool), siis on téepoolest voimalik
irratsionaalarvude oOpetamisest loobuda. Sel juhul tekib
aga pohimottelist laadi raskus siis, kui keskkooli vanema-
tes klassides hakatakse Oopetama matemaatilise analiiiisi
elemente funktsiooni piirvdédrtuse, funktsiooni tuletise -ja
integraali nédol. Et reaalarvude teooria on matemaatilise
analiitisi vundamendiks, siis irratsionaalarvu moiste and-
miseta keskkoolis muutuksid mitmed matemaatilises ana-
liitisis opitavad laused mottetuteks. Nii opetaksime mate-
maatilise analiiiisi elemente mitteteaduslikel alustel. Sel-
lest seisukohast ldhtudes on irratsionaalarvu moiste and-
mine keskkoolis tarvilik.

Et see moiste ei tekitaks Opilastes miistilisi kujutlusi
(vastava meelelise kujundi puudumise tottu), on vaja
silmas pidada kahte asjaolu:

1) Irratsionaalarvu moistet tuleb selgitada voimalikult
korgemal vanuseastmel. Selle madiste kasitlemine peaks
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uute programmide kohaselt leidma aset vahetult enne
funktsiooni piirvaédrtuse kisitlemist.

2) Irratsionaalarvu moiste andmisel tuleb ldhtuda
praktilisest probleemist — sirgloigu pikkuse mootmisest,
kuid juba kdorgemal abstraktsiooniastmel, kui seda tehakse
kaheksaklassilises koolis.

Suuruste méotmine irratsionaalarvu moiste kujundamise
lahtekohana on kooskdlas ka kiisimuse ajaloolise arenguga
(45, 1k. 91). Sellist Opetamisviisi pooldab silmapaistev
noukogude matemaatik A. N. Kolmogorov, deldes:

«Matemaatiliste moistete koolis Gpe-
tamise lahusolek nende tekkimisest
(minu sorendus — A. T.) viib tdielikule printsiibitu-
sele ja kursuse loogilisele defektsusele» (47, 1k. 10)1.

Kiisimuse kisitlemine seoses ajaloolise arenguga véldib
ka valet arusaamist, nagu oleks irratsionaalarv alati seo-
tud mingi radikaaliga.

Kokkuvottes: Keskkooliopilane peaks joudma aru-
saamisele, et irratsionaalarvu modiste loomine on tingitud
vajadusest vdljendada mistahes sirgloigu pikkust arvu
abil, tdpsemalt o&eldes, vajadusest véljendada pide-
~ valt muutuva suuruse mistahes vdértust arvu abil. Ilma
irratsionaalarvu moisteta ei ole see iilesanne lahendatav.

Reaalarvude teooria kisitlemine eksaktsel kujul
peab kuuluma korgema kooli iilesannete hulka.

2. Suuruste mootmise kiisimuse
tildisest kédsitlusest
(sirgloigu mootmise néite pohjal)

Geomeetria deduktiivses kursuses tdhendab sirgloigu
pikkuse mootmine seda, et iga sirgloiguga seatakse vasta-
vusse iiks reaalarv — sirgloigu -pikkuse mootarv, nii et
oleks tdidetud jdrgmised tingimused:

1. Kongruentsete 16ikude moétarvud on vordsed.

2. Sirgloikude summa mootarv on vordne liidetavate
sirgloikude mootarvude summaga.

3. On valitud mo6tiihik, s. t. on olemas sirgloik, mille
mootarv on 1.

J. S. Dubnov nimetab sirgléigu pikkuse sellist definee-
rimist deskriptiivseks defineerimiseks (38, 1k. 12, 13).

! H. Lebesgue’i raamat «Suuruste médtmisest» (47) on varusta-
tud A. N. Kolmogorovi eessonaga.
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Nii nagu deskriptiivsed definitsioonid iildse, ei niita ka
sirgloigu pikkuse deskriptiivne definitsioon sirgloigu
pikkuse mootarvu olemasolu. Pérast sellist definee-
rimist peab olema jargmiseks sammuks sirgloigu pikkuse
mootarvu olemasolu toestus. Selle kiisimuse range lahen-
damine eeldab kongruentsuse aksioomide, Archimedese
aksioomi, reaalarvude kontiinuumi ja piirvddrtuste teooria
tundmist (12, 1k. 131).

Vottes aluseks eelmises punktis piistitatud nouded, on
ilmne, et keskkooli matemaatikakursuses ei ole mootmise
teooriat sellisel rangel teaduslikul tasemel iildse voimalik
iiles ehitada.

Sirgloigu pikkuse mootmise teooriat ja koos sellega arvu
moistet on voimalik arendada ka teisest aspektist ldhtu-
des, nimelt vottes aluseks sirgloigu pikkuse nn. konstruk-
tiivse definitsiooni (38, 1k. 12, 13), mis néiitab kéitte ka
tegeliku votte sirgloigu pikkuse leidmiseks.

Sel juhul on kiisimuse késitlus otseselt seotud igapée-
vase mootmispraktikaga, kus juhtivaks meetodiks on jark-
jargulise ldhendamise meetod. Et seda kaisitlust - saab
kohandada ka keskkoolimatemaatika jaoks, siis peatume
sellel ldhemalt; seejuures peame silmas H. Lebesgue’i sei-
sukohti eespool nimetatud raamatust (47)!.

g ¢ Cs A B B X

— + t T v

E

e

Joon. 10.

Olgu vaja moota kiirel X valitud sirgloigu AB pikkus,
kui mootithikuks on 16ik E (joon. 10). Paigutame loigu E
jérjestikku loigule AB alates punktist A. Siis saame punk-
8dCy. Colin il ebiACy = Cils =« - =F: Olgu pnnkt
A, viimane sel teel saadud punkt, mis asetseb veel loigul
AB; punkt B, olgu kiirel X esimene selliselt saadud punkt,
mis ei asetse enam 16igul AB. Kui punkt A, {ihtib punktiga
B, siis 16igu AB pikkus x, moodetuna ithikuga E, véljendub

! Mirgime siinjuures, et H. Lebesgue ei arenda oma késitlust
iildisel kujul, vaid konkreetsete arvuliste nididete varal, ldhtudes
sirgléigu pikkuse mootmise probleemist.
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B B 4o L T T

naturaalarvuga. Kui punkt A, ei ithti punktiga B, siis lei-
dub ikka kaks naturaalarvu x, ja xo + 1, et 16igu AB pik-
kus x rahuldab tingimust

Xo <L X < X+,

s. t. 16igu AB pikkus on méédratud tdpsusega 1. Seega on
arvud x, ja xo+ 1 pikkuse x 1dhendid, esimene puu-
duga, teine liiaga. Nendest 1dhenditest on voimalik saada
tdpsemaid ldhendeid ehk neid ldhendeid on voimalik
parandada. Selleks jaotame valitud iithiku E kiimneks
vordseks osaks, s. t. votame 16igu E;, nii et iihikulise E,
korral on 16igu E pikkus 10. Oletame, et parast seda, kui
kordame iithiku E puhul tehtud operatsiooni uueks ithikuks
voetud loiguga E, saame

100+, <x<10x0+ (74 1)

ehk xo+—<x<xo+ 11(-’H

kui thikuks on E. Seega on 1oigu AB pikkus médratud

)

tdpsusega 0,1, nii et xo + 10 ja xo + ——'1—0—— on selle

pikkuse paremad ldhendid kui xp ja xo + 1.

Minnes nii jdrk-jdrgult iile eelmiselt mootiihikult E,
kiimme korda vdiksemale moatiihikule E,4+ 1 saame leida
l1oigu AB pikkuge ikka tdpsemaid ldhendeid. Selles ilm-

nebki vaadeldava probleemi lahendamine jarkjdrgu-
lise ldhendamise meetodiga.

Nii saame

100x0 + 10x; + x. <x <100 x5 + 10x; + (x2 + 1),
kui ithikuks on Ej;

. 1000 xp + 100 x; + 10 x5 4+ x3 < x < 1000 xo + 100 x; +

+ 10 x9 + (X3+ 1).
kui tithikuks on Es;

kR T B A
kR—m S E R—m
2R e B0

m=g
kui iihikuks on E,. (x, kuulub hulka {0, I, 2, ..., 9}
kui m = 0; x,, on mittenegatiivne téisarv, kui m = 07)

Koik Ioigu AB pikkuse sel teel saadud tokked on tdis-
arvud. Minnes iile esialgselt valitud pikkusithikule E,
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saame selle pikkuse toketeks Ioppevad kiimnend-
murrud, vastavalt

o+ 35 t 100 07T 70 7T 100 " 100°
X3 1

1 g 4 *s * X2 i
%o+ 35t 1006 T 000 < X < %o T 35 T 150 T 1000 + 1000

&
3 S <x
=010 <m

e ; Sy
075'5+ 108

§ v

Arvujadadest
i % Xm . ’ - Xm (k Sy )
ak— m=0;(‘)—,n— Ja ak— M=°I6;l—‘ Bz : : : ey
esimene on monotoonselt kasvav (eeldusel, et iga x, + 0,
kui m > N, kus N > 0 tdhistab naturaalarvu), teine on
monotoonselt kahanev, kusjuures esimese jada iga liige on
vaiksem teise jada igast liikmest.

Kui £ — oo, siis need arvujadad' médiravad iihe reaal-
arvu a; loigu AB pikkuse x all moistetaksegi seda reaal-
arviu: x = a.

Jdrgmise sammuna reaalarvude kontiinuumi kujunda-
misel tuleks saadud reaalarvu moiste votta tédpse loogilise
analiiiisi alla.? See tdhendab vaadelda summa

60 X

a, - P £
L] z
m=0 10’"

kolme loogiliselt voimalikku juhtumit:
1) On olemas teatav naturaalarv N, et

xNsz+1=xN+,_,=...=O.

Sel juhul saame loppeva kiimnendmurru, mis véljendab
ratsionaalarvu.

! Kuna teise jada iga liikme viimane number on esimese jada
vastava liikme viimasest numbrist alati ithe vorra suurem, siis
piisab 16igu pikkuse maéadramiseks ka iihest jadast, nditeks esime-
sest,

? H. Lebesgue'il see analiiiis puudub, sest ta ei kisitle eraldi rat-
sionaalarve, vaid jouab modotmise kaudu vahetult «iildiste arvude»
(1k. 27) juurde, mille erijuhtumiks on ratsionaalsed murrud.
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2) On olemas naturaalarvud r ja s, et

Xm r ¥ &
i Bt 2‘. £ rik o, o
2 0 107 =0100 ' p=1107tH ,z‘,, 10/
Sel juhul on murd ]6putu perioodiline, seega ka rat-
sionaalarv.

3) Tekkinud kiimnendmurd on l6putu mitteperioodiline.
Et selline juhtum iildse v6imalik on, nditab ruudu diago-
naali mootmine, kui ithikuks on ruudu kiilg. Koigi 16putute
perioodiliste ja l6ppevate kiimnendmurdude hulga ning
ratsionaalarvude hulga identsuse tottu kujutab 16putu mit-
teperioodiline kiimnendmurd uut arvu, mida nimetatakse
irratsionaalarvuks.

Léhtudes sirgldigu pikkuse modtmisest oleme nii joud-
nud jarkjargulise ldhedamise meetodi
rakendamisega irratsionaalarvu modiste
juurde. :

3. Kédsitluse metoodika
8-klassilises koolis

Suuruste mootmise algmetega tegeldakse juba algklas-
sides. Nii nditeks vaadeldakse 1. klassis monede konkreet-
sete suuruste mootmist ja seoses sellega antakse ka vas-
tavad mootithikud: meeter, sentimeeter, kilogramm, nddal
ja pdev. Arvestades mootmisoskuse suurt praktilist tédht-
sust, on nende kiisimuste késitlemise varane algus igati
oigustatud. Jargmistes algklassides siivendatakse ja
laiendatakse mgotmisoskust, kusjuures otseste mootmiste
korval vaadeldakse ka kaudseid mootmisi pindala ja
ruumala arvutamise nédol. Selle tulemusena tunneb
4. klassi lopetaja koiki tdhtsamaid pikkuse, pindala, ruum-
ala ja aja mootusid. Neljandas klassis saab Gpilane pind-
ala ja ruumala mootmise varal elementaarse ettekujutuse
ka sellest, et teatava suuruse tegelik mootmine antud
mootithikuga tdhendab teha kindlaks, mitu ithikut mahub
moodetavasse suurusesse.!

Koigi mootmistulemuste ligikaudsuse kiisimus touseb
tdie teravusega pdevakorda 5.—7. Gppeaastal. Mirgime,
et aine esitamine sellest aspektist 1dhtudes ei ole alati kiil-

! Suuruse moodtmise sellisest moistmisest koneldakse tiksikasjali-
kumalt kéesoleva t606 jargnevatel lehekiilgedel.
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lalt jérjekindel ja vaieldamatu. Kuskil ei rohutata tegeli-
kul mootmisel saadava mootarvu jéarkjargulist 1dhenda-
mist kuni vajaliku tipsuse saavutamiseni; sellest tingituna
ei tooda ka tédie selgusega esile, miks mootmise tulemusel

- saadud arvusse tuleb suhtuda alati kui ligikaudsesse
arvusse.

Hiljemalt 7. klassis tuleks viia 6pilased arusaamisele, et
suuruste otsene mootmine toimub sageli
jdrkjdrgulise ldhendamise teel kuni vaja-
liku tédpsuse saavutamiseni. Samuti peaks
siin kujunema oOpilastes arusaamine, et suurust tegelikult
moota, kas otseselt voi kaudselt, tdhendab kindlaks teha,
mitu korda mahub moddetavasse suuru-
sesse mootihik voi selle osa.

Mirgime siinjuures, et kuigi mootmise selline moiste ei
ole teaduslikult range, on ta praktilise mootmisega téieli-
kult kooskolas.! Kdesoleva t66 autori poolt teostatud kont-
roll néditab, et sellise arusaamise mootmisest on omanda-
nud suur osa keskkooliopilasi: 40% 161-st 10.—11. klassi
kiisitletud Opilastest moistis mootmise all selle kindlaks-
médramist, mitu korda mahub mootithik moodetavasse
suurusesse.

Suuruste mootmise teoreetilisi aspekte 8-klassilises koo-
lis ei ole vaja puudutada. Sellest olenevalt tuleb kiisimust
opilastele selgitada konkreetsete, opilaste elule ldhedaste
nédidete varal, mitte aga iildisel, abstraktsel kujul. Kiisi-
musteks voivad olla néditeks monede suuruste mootmine
spordivoistlustel. Kui moodetakse oda lennukaugust (x)
moodulindiga, millel kdige vdiksem kriipsuvahe on 1 cm,
siis kauguse esimesed ldhendid saadakse tdismeetrites,
nditeks

2 x <13 m;

teised ldhendid saadakse tdpsusega 0,1 m, néditeks
; 2.0m< x'<512,60m;
kolmandad lidhendid saadakse tdpsusega 0,01 m, nditeks
72.57Tm < x < 72,38m.

! J. S. Dubnov iseloomustab vaatluse all olevat kiisimust jarg-
miselt: «Olgugi, et praktiliselt on see juhtum koéige tdhtsam,
voib isegi Gelda, et ainutdhtis, on ta teoreetiliselt siiski erand-
lik...» (38, 1k, 24).
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Et sellisel mootmisel suuremat tdpsust ei vajata, siis
Iopetatakse ldhendamine saadud tulemusega ja antakse
vastuseks kas 72,57 m voi 72,58 'm, vastavalt sellele, kas
iile 72,57 m ulatuv jddk on vdiksem voi suurem (vordne)
kui 0,5 cm. i

Toodud naitest ilmneb, et otsese mootmise tulemus saa-
dakse siin jdrkjdrgulise ldhendamise teel
Seejuures ongi vaja rohutada, et mootmise tulemus on
ligikaudne arv, kuna teatav hinnang tuleb ikka
anda silma jadrgi. Ka sel juhul, kui moodetava
pikkuse 10pppunkt (v6i mooduriista osuti) néib olevat
kohakuti langenud skaala mone kriipsuga, on otsus tehtud
ikkagi silma jérgi. Lisades siia veel mitmeid muid pohjusi,
mis tingivad mootmistulemuse ligikaudsuse!, voime kons-
tateerida, et mootmise teel saadud arvud on ligikaudsed.

Opilastele tuleks ka selgitada, et ligikaudse arvu moiste
ei ole matemaatikasse toodud hiddavahendina, vaid et tép-
seid mootmistulemusi ei olegi tegelikkuses vaja: esiteks
seepdrast, et suurused ise on muutuvad ja seetottu oleks
nende tépne fikseerimine mottetu; teiseks seepérast, et pii-
sab, kui etteantud tingimusi rahuldav objekt on vaid tea-
tava tdpsuse piirides (mitte aga absoluutselt tédpne).2

Siinjuures on oOpilastel huvitav teada saada, millise tdp-
susega opereeritakse kaasaegses tehnikas (13, 1k. 60).

4, Kédsitluse metoodika keskkoolis.

Ka keskkooli vanemates klassides ldhtume suuruste
mootmisel puhtpraktilisest mootmise probleemist, kuid
selle kiisimuse arendamise kdigus touseme korgemale
abstraktsiooniastmele ja korgemale teo-
reetilisele tasemele kui 8-klassilises koolis. Kui
toa poranda pikkus on niiteks 5 m, siis tdhendab see, et
mootithik 1 m mahub poranda pikkusele 5 korda. Abstrakt-
ses vormis on siin tegemist kahe sirgldoiguga ja iihe
arvuga. Uldiselt, kui x ja y tédhistavad mingisuguseid
sirgloike ja k tdhistab mingit arvu (esialgu ratsionaalset),
siis vordus y = kx tdhendab, et 16igu y pikkus on &, kui
mootithikuks on x. Kui ratsionaalarv £ on antud, siis,

! Mo6tmistulemuste ligikaudsusest vt. nditeks (13, 1k. 52).
2 Tehnikas méaratakse detaili tootlemise tdpsuse piirid kindlaks
tolerantsiga.
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tdhistades x-ga mistahes 10igu, on konstruktiivsel teel
alati voimalik leida vastavat loiku y, et y = kx. Piistitame
vastupidise probleemi: Iloigud x ja y on antud;
leida arv k, nii et y = kx. See probleem tdhendabki moota
1oiku y, kui tihikuks on x. Arvu & leidmine toimub jark-
jdrgulise ldhendamise teel

Jargnevalt tuleks vaadata konkreetse ndite varal (iildise
késitluse eeskujul — vt. kdesoleva paragrahvi p. 2), kui- |
das méddratakse arvu k& ldhendeid ikka suurema ja suurema
tapsusega, kui on antud sirgloigud x ja y. Rohutamist
vadrib selle kiisimuse késitlemisel veel jargmine asjaolu.
Arvu & 1—2 esimest ldhendit saab leida reaalse eks-
perimendi teel, s. t. opereerimisel reaalsete objekti-
dega — paberile joonestatud sirgloikude, sirkli, joon-
lauaga. Arvu tdpsemate ldhendite leidmine on aga reaalse
eksperimendi teel voimatu. Siis toimub iileminek motte-
lisele eksperimendile, s.t. opereeritakse tegelik-
kust ainult ligikaudselt peegeldavate ideaalsete objekti-
dega, mille puhul abstraheeritakse need pohjused, mis ei
luba reaalset eksperimenti jatkata. Motteline eksperiment
on teadusliku uurimise voimsaks vahendiks.! Nii néiteks
joutakse reaalse eksperimendi teostamist takistavaid tin-
gimusi abstraheerides mottelise eksperimendini selliste
ideaalsete objektidega, nagu ideaalne gaas, ideaalne pee-
gel, absoluutselt must keha, ideaalne ringprotsess jt. Vas-
tavad fiilisikaseadused (néditeks Boyle-Mariotte’'i seadus
ideaalse gaasi kohta, Stefan-Boltzmanni seadus absoluut-
selt musta keha kohta) iseloomustavad meid {imbritsevaid
reaalseid néhtusi vaid ligikaudselt, kuid kiillaldase tapsu-
sega selleks, et neid tegelikkuses rakendada.? Mattelist
eksperimenti ei saa ignoreerida ka matemaatikas, kus ta
on loputult jédtkatavate protsesside (nditeks maéaératud
integraali moiste juurde joudmine lahtudes pindala moat-
mise probleemist; m médédramine ko6l- ja puutujahulknur-
kade imbermootude kaudu jt.) iiheks uurimisvahendiks.

Edasi on opilastele vaja selgitada, et otsitava arvu &
sellisel jarkjargulisel 1dhendamisel (moo6tithiku kiimnend-
jaotamisega) voib realiseeruda iitks kahest voimalusest:

! Ka marksistlik-leninlikus tunnetustecorias omistatakse motte-
lisele eksperimendile suurt tdhtsust (31).

2 Fuusikaseaduste aproksimatiivsest kehtivusest koéneleb {iksik-
asjalikult F. Klein (9, 1k. 18).
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1. Mootiihiku kiimnendjaotamise protsess on Ioppev.
Sellisel juhul leidub moétithiku mingi kiimnendosa (L'

10 ’
1—10—0; ...), mis mahub antud l6igule mingi tdisarv korda.
Arv k avaldub loppeva kiimnendmurruna — ratsionaal-
arvuna: k = % nii et y = % Ko

2. Mootiihiku kilmnendjaotamise protsess jatkub 1opu-
tult, mille puhul on moeldavad omakorda kaks vdima-
lust:

a) Tekib loputu perioodiline kiimnendmurd (puht- voi
segaperioodiline). Sel juhul on arv & jillegi ratsionaal-
arv!; seejuures on olemas mootithiku mingi osa, mis on
erinev tema kiimnendosadest ja mis mahub moodetavale

I6igule tédisarv korda. Niiteks 5,333... = 5%- = %; siin 7}

- mootithikut mahub moodetavale 16igule 16 korda.

b) Tekib loputu mitteperioodiline kiimnendmurd, mis
joonealuse mérkuse pohjal ei saa olla ratsionaalarv (kahe
taisarvu suhe).

Viimasel juhtumil tuleb iiksikasjalikumalt peatuda, ldh-
tudes sellest seisukohast, kas I1oputu mitteperioodilise
kiimnendmurru tekkimine on tegelikult ildse voi-
malik. Sellise voimaluse tekkimise tiiiipiliseks niiteks on
ruudu diagonaali mootmine, kui mootithikuks on ruudu
kiilg.? Sama tiiiipi néditena voib vaadelda ka vordhaarse
kolmnurga aluse mootmist sama kolmnurga haaraga, kui
kolmnurga tipunurk on 108° (13, lk. 424).

Sellistest nédidetest selgub, et kui tahetakse iga 1oigu
pikkust védljendada arvu abil, siis on tarvis ratsionaalar-
vude hulka laiendada uute arvudega. Neid arve nimeta-
takse irratsionaalarvudeks?® Toodu pohjal on
ka selge, et irratsionaalarvu ei saa viljendada kahe tais-

! Siinjuures on eeldatud Opilaste teadmist, et kdigi 16putute pe-
rioodiliste ja loppevate kiimnendmurdude hulk on identne ratsio-
naalarvude hulgaga.

2 Selle kiisimuse oOpilastele joukohane selgitus leidub nditeks
P. S. Aleksandrovi ja A. N. Kolmogorovi metoodilises artiklis
«Irratsionaalarvud». (20)

3 Rangelt vottes saab neid uusi arve nimetada arvudeks selle
sona otseses mottes alles siis, kui on 6pitud tundma nende oma-
dusi ja operatsioone nende arvude hulgas.
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arvu suhtena, kuid teda on véimalik viljendada loputu
mitteperioodilise kiimnendmurruna.!

Kui irratsionaalarvu maiste on nonda antud, siis tuleb
anda opilastele voimalus ka ise moningaid irratsionaalarve
valja kirjutada. Selleks antakse mingi seaduspérasus,
mille jargi on voimalik vilja kirjutada irratsionaalarvu
kiimnendkohti kuitahes palju. Nditeks 8,525225222 . ..

~ Irratsionaalarvu 1/ 2 numbrite leidmise sisult lihtsaim
tee on proovimine (vt. §8).

N Ay Ay kA Ay

X X, X4 X5 Xy X ;

Joon. 11,

Eespool selgus, et kui kaks 16iku on antud, siis ithe 16igu
mootmine teisega kui ithikuga viib irratsionaalarvu moiste
loomisele. Kui poorata mottekédiku ja eeldada, et on antud
mingi irratsionaalarv, siis saab alati leida sirgloiku, mille
mootarvuks on antud irratsionaalarv. Teiste sonadega:
igale irratsionaalarvule vastab iiks arvtelje punkt. Selleks
kantakse arvteljele antud irratsionaalarvu kiimnendldhen-
did xo, x1, X2 ... puuduga ja liiaga tdpsusega 1; 0,1; 0,01;
... (joon. 11). Tekib 1oikude Ioputu jada AoA;; AsAs;

As; ..., nii et iga jargmine 16ik sisaldub tervenisti eel-
mises 10igus. Sellisel juhul postuleeritakse, et on
olemas iiks punkt X, mis kuulub koigile selle jada 16iku-
dele. See punkt vastabki antud irratsionaalarvule.

Tehete késitlemisel irratsionaalarvudega defineeritakse
tehte tulemus andmete 1dhendite kaudu, nii et jark-jargult
nende ldhendite tdpsust suurendades toimub ka noutava
tehte tulemuse jadrkjadrguline ldhendamine.

! Autor ei poolda sageli kasutatavat madrangut «Irratsionaalar-
vuks nimetatakse 1oputut mitteperioodilist kiimnendmurdu»,
sest see loob viadra arusaama, nagu oleks 1dputu mitteperioodiline
kiimnendmurd ainsaks irratsionaalarvu esitamise vahendiks,
samal ajal kui irratsionaalarvu saab viljendada niditeks ahelmur-
runa, loputu korrutisena jne. Seepérast pooldab autor jargmist
definitsiooni: «Irratsionaalarvuks nimetatakse arvu, mida on v & i-
malik vdljendada 10putu mitteperioodilise kiimnendmur-
runa». Sellega ei viélistata voimalust irratsionaalarvu teisiti val-
jendada.
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Opilaste tdhelepanu on vaja juhtida séllele, et tegelikus
arvutustéos ei saa opereerida loputute murdudega. Seepé-
rast kasutatakse praktilisel arvutamisel ikka irratsionaal-
arvu lahendeid loppevate kiimnendmurdude (harvemini
harilike murdude) néol sellise tdpsusega, nagu seda nouab
tegelikkusest périnev iilesanne voi teadlikult piistitatud
teoreetiline probleem.

Niiteks on rohuv enamik trigonomeetriliste funktsioo-
nide, logaritmfunktsiooni, ruutjuure jt. vaartustest irrat-
sionaalsed, kuid matemaatilistest tabelitest leiame ikka
ainult nende ratsionaalsed ldhendid 16ppevate kiimnend-
murdudena kas suurema voi vdiksema tapsusega vastavalt
tabelite otstarbele. Seega jareldub ka siit, nagu juba ees-
poolgi mérkisime, et praktiline arvutustéo ei vaja irratsio-
naalarve.

Nagu sirgloigu pikkuse mootmine, toimub ka pindala
otsene mootmine jarkjargulise ldhendamise teel. Selleks
kasutatakse ruutkatet.

Olgu vaja moo6ta kujundi D pindala (joon. 12), kui
modtithikuks on U =1 cm? Olgu antud kujundisse terve-

s
=h
1
T

’
b

=z

| SENIEBEENE -

ey

7 i gt i

s as
1T
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nisti kuuluvate ithikruutude arv xo. Oletame, et kui arvule
Xo lisada veei kujundist D osaliselt véljaulatuvate iihik-
ruutude arv, siis saame arvu yo. Arvud x, ja yo on kujundi
pindala S lahendid, nii et
X < S < Yo

Jéarkjdrgulise ldhendamise teel on voimalik leida saadud
ldhenditest tdpsemaid ldhendeid. Selleks hakkame iihik-
ruudu U kiilge mottes jaotama jark-jargult 10-ks, 100-ks, ...
vordseks osaks. Uhikruut U tiikeldub siis védiksemateks

ruutudeks, millede pindalad on vastavalt U, = 171)3 s Ug =
—1-(—)10—,- ;... Korrates ruutudega U, U,,... sedasama operat-
siooni mis ithikruudu U korral ja minnes igakord tagasi
esialgsele m66t1‘ihikule saame pindala S toketeks vastavalt

100 <8< 100;

ke 5 H
1oo2 s i 100’

kus xj, X,... ja yj, Yo... tdhistavad naturaalarve. Maotte-
kdiku jatkates saame pindala S jaoks kaks ldhendite jada:

G I T P R R

x = <
1000 1002 100a 100%

%

02 < <y0

Nende jadade iihist pnrvaaxtust loetaksegi pindala S
vairtuseks.

Rakendades sellist pindala otsest mootmist ristkiiliku
pindala mdidramiseks ilmneb otsekohe, et ristkiiliku pin-
dala on vbdimalik arvutada kaudsel teel tema kahe l&his-
kiilje pikkuse a ja & korrutisena, olenemata sellest, mis
liiki reaalarvud on a ja 6. Ristkiiliku pindala on aluseks
aga koigi teiste hulknurkade pindalade arvutamisele.

Analoogiline jérkjargulise ldhendamise meetodile tugi-
nev ]mottekalk on rakendatav ka ruumala moiste kasitle-
mise

Esitatud késitlusviisi korral on nii pikkuse, pindala kui
ka ruumala mootmise ldhtekohaks iiks ja sama printsiip
— moo6detava suuruse jarkjadrguline ldhen-
damine.

62

|




§ 13. Ruutjuure ja kuupjuure numbriline kdsitlemine

1. Kiisimuse tdhtsusest

Ruutjuure ja kuupjuure tdpse vddrtuse avaldamine kiini-
nendsiisteemi 16pliku arvuna ei ole teatavasti iildiselt voi-
malik. Seetottu kerkib arvutustoos opilase ette paratama-
tus otsida juure td pse vdidrtuse asemel tema ligi-
kaudset vddrtust — ldhendit. Ldhendi moiste on mate-
tika rakendustes erakordselt tdhtis, sest seal opereeritak-
segi peamiselt ldhenditega. Teatava suuruse mingi ldhendi
leidmine ja selle parandamine jdrjest uute ja tdpsemate
ldhendite leidmise teel on matemaatikas laialt kasutamist
leidnud t6émeetod. Ruutjuure ja kuupjuure arvutamisel on
suurepdrane voimalus tutvustada seda meetodit ka kesk-
kooliopilasele.

Seoses sellega voib tekkida kiisimus, kas toimiti digesti,
kui ruutjuure algoritm keskkooliprogrammist kustutati.
Autor on seisukohal, et ruutjuure algoritmi véljajatmine
keskkooli matemaatikakursusest on pohjendatud, sest selle
kiisimuse opetamine ei Gigusta end jargmistel pohjustel.

Esiteks, ruutjuure algoritmi pohjendamine on Gpilastele
raskesti moistetav, mistottu selle teema opetamine on alati
olnud formaalse Opetamise tiifipiliseks néiteks. Ta piisis
keskkooliprogrammis enam ajalooliste traditsioonide tottu
kui tegeliku elu vajadustest tingituna. See on teema, mis
parineb koolist, kus peamiseks eesmargiks oli formaalsete
teadmiste omandamine ja kus oppematerjali sisust aru-
saamisele ja opitu rakendamisele tegelikus elus poorati
vahe tdhelepanu. Milliste mottetute {ilesannetega opilasi
koormati, selle kohta leidub kiillaldaselt nditeid vanemates
opikutes ja iilesannetekogudes. Nii leiame F. Botskovi

iilesannetekogust (30, 1k. 217) iilesanded: }/ 8244821601 ;

Y/ 8152292406682116; } 0,010779215329 jt.

Teiseks, ruutjuure .algoritm on vote, mida koolis saab
rakendada ainult rdutjuure arvutamiseks. Tema iildis-
tamine koolis kuupjuure ja veel enam korgema astme juurte
arvutamiseks on voimatu. Seega jddb kuupjuure ja kor-
gema astme juurte arvutamine kuni logaritmide 6ppimiseni
ikkagi selgusetuks.

Kolmandaks, et ruutjuure algoritm on suhteliselt lihtne
vorreldes néiteks kuupjuure algoritmiga, siis on see poh-
justanud ruutjuure muutumise keskkoolimatemaatika iiheks
fetiSiks. See on kaheldamatult vaar, sest elus esilekerkivad
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iilesanded nouavad ruutjuure rakendamise korval ka kuup-
juure rakendamist. Ei saa ju véita, et nditeks ruudu kiilje
arvutamine ruudu pindala kaudu on olulisem kui kuubi -
serva arvutamine kuubi ruumala kaudu. Ka kuupjuur
peaks leidma keskkoolimatemaatikas
kindla koha, sest teda on vaja tegelikkuse
poolt seatud probleemide lahendamisel.
Samuti tuleks anda iihtne vote, mis voimaldab arvu-
tada nii ruutjuure kui ka kuupjuure ldhendeid tegelikuks
tooks vajaliku tdpsusega. Korgema kui kolmanda astme
]uurte opetamisel tuleks anda ainult vastava juure maiste
ja ndidata, et ruut- ning kuupjuure ldhendite arvutamisel -
kasutatud vote laseb end iildistada ka n-nda juure ldhendite -
arvutamiseks. Vdhem tdhelepanu tuleks koolis ‘omistada
keeruliste juuravaldiste teisendustele, sest need on tegeliku -
arvutustoo seisukohalt vdikese védartusega. Nii saaks opi-
lasi vabastada vésitavatest, aeganoudvatest ja tarbetutest
harjutustest; samal ajal aga oleks voimalik tosta Gpilaste
arvutuskultuuri.

2. Kiisimuse iildisest kdsitlusest

Kiisimuse iildise kisitluse kohta mirgime siinjuures vaid
niipalju, et ruutjuure ja kuupjuure lihendite numbriline
arvutamine taandub Newtoni meetodi rakendamisele vor-
randite x2—a =0 ja x* —a = 0 lahendamisel, kus a > 0.
Seega on kiisimus ka heaks ettevalmistuseks hiljem vaat-
luse alla tulevale vorrandite numbrilisele lahendamisele
Newtoni meetodiga.!

Nagu teada, toimub Newtoni meetodi kasutamisel vor-
randi f (x) =0 lahendi ldhendite leidmine algoritmi

X = x, — S5 )

5 AR ARV y (NS
jdrgi. Rakendades seda algoritmi eeltcodud vorrandite
x?—a =0 ja x*—a =0 lahendamiseks, saame vastavalt

2
X1 = S Xk—a=x’z+ )
2x,, 2x,
x,"i Z ng + a
“is HEmole ety
3xy 3x;,

! Newtoni meetodist vorrandite numbrilisel lahendamisel konel-
dakse tiiksikasjalikult jargmises paragrahvis.
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Saadud valemid votamegi aluseks ruutjuure ja kuup-
juure ldhendite arvutamisel keskkoolis.

3. Kdsitluse metoodika

Ruutjuure ja kuupjuure numbriline késitlemine voiks
toimuda 9. klassis.!

Teema késitlemisel juhindume noudest, et praktika poolt
seatud iilesanded, mis voimaldavad vaatluse alla tuleva
teema késitlemist motiveerida, tuleb siingi dra kasutada.
~ Konkreetseteks probleemideks voivad olla: ruudu kiilje
arvutamine antud pindala jérgi, ringi raadiuse arvutamine
. antud pindala jérgi, kuubi serva arvutamine antud ruumala
- kaudu jt.

Ndide: Projekteerimisel tehtud arvutused niitasid, et
- konstruktsioonis tekkivatele pingetele vastupidamiseks
peab ruudukujulise ristloikega tala ristloike pindala olema
11 em2 Leida tala ristloike kiilje pikkus tdpsusega 0,01 cm.

Téhistades otsitava pikkuse tdhega x, saame, et x> = 11,

millest x = J/11. Ruutude tabelist leiame, et

3,8 < X'<+3.4.
Votame otsitava ruutjuure ldhtevdartuseks? nende tokete
keskmise: x; = 3,35. Siis x = 3,35 + a, kus « tdhistab 1dh-
tevddrtuse parandust. Niiiid peab kehtima vordus

(3,35 + )2 = 11
ehk 3,352 + 2:3,35 o + a2 = 11.

Kuna a < 1, siis on a? vasakul pool oleva summa teistest
liidetavatest tunduvalt vdiksem (joon. 13). Seepérast ja-
tame ta arvestamata. Nii saame ligikaudse vorduse 11,22 +
+ 6,7 = 11, mis on a suhtes lineaarne vorrand. Sellest
vorrandist?

0,22
G\ 0, 033

mille tottu
W= 3304 o =381 7 =332

! Katseliselt on ruutjuure numbrilist késitlemist dpetatud ka 8.
klassis, kuid tihtse siisteemi mottes oleks otstarbekas seda tood
alustada 9. klassis.

? Lahtevadrtuse voib leida ka funktsiooni y = x? graafikult,
samuti voib teda leida proovimise- teel.

3 Paranduse iimardame nii, et temas oleks iiks varunumber vor-
reldes ruutjuure vaartuse ndutava tédpsusega.
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Ruutjuure leitud ldhendi 3,32 votame teiseks ldhen-
diks, nii et x = 3,32 + B, kus B on teise 1dhendi parandus.
Saame

(332 +B)%2 =
millest parast B2 arvestamata jatmist saame
11,02 + 6,648 = 11;
B = —0,003;
x =332+ B = 3,32— 0,003 = 3,32.

Et kaks jérjestikust ldhendit langesid noutava tdpsuse

piirides kokku, siis on }/ 11 =~ 3,32.

hrrisa

335 o p=—
Vi

Joon. 13.

Pérast moéne ndite tundmaoppimist vaatleme kiisimust
iildisest aspektist. Selleks tihistame } a =x, kus a> 1
tahistab naturaalarvul.

Téahistame otsitava ruutjuure iihe lahendi tdhega x,,
mille parandus olgu A, nii et x = x, + h. Siis

(xk + h)? = a;
x% + 2x,h + h? = aq,
millest pdrast A% arvestamata jdtmist saame

hz a—X:

2xy,

! Praktilist tdhtsust omavadki ainult need juhud, kus ¢ on natu-
raalarv, sest kui @ > 0 ei ole naturaalarv, siis taandub kiisimus
ikkagi vastava jarguiihiku ja naturaalarvu juurimisele.
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ja
a—x} x§+ a

g B ey

Viimase tulemuse votame otsitava ruutjuure uueks lahen-
diks x, . ;¢
» xz +a
o i v
Saadud ldhendi suhtes voime arutleda tépselt samuti kui
lahendi x, suhtes. Seepérast voime valemit (13-1) vaadelda
kui ruutjuure arvutamise itht algoritmi, mis on aga
palju iildisema védartusega kui koolis varem kasitlusel
olnud ruutjuure algoritm.

Allpool kisitleme ka valemi (13-1) abil leitud ldhendi
veahinnangut. Kui seda valemit kasutatakse ilma veahin-
nanguta, on vajaliku tdpsuse saavutamiseks tarvis teos-
tada arvutusi seni, kuni kaks naaberldhendit annavad nou-
tava tédpsuse piirides sama tulemuse (vt. eelpool esitatud

niide x = J11.)

Lahendi vea uurimine on heaks harjutusmaterjaliks seo-
ses vorratuste oppimisega. Uhtlasi on ta sobivaks néiteks
selle kohta, et ka vorratustega opereerimisel on suur ra-
kenduslik vaartus.

_Tuletame vorratuse, mis voimaldab hinnata ldhendi x, , ,
viga. :

. Ry, (13-1)
: k

g Gk a e 2x a
R —;x;——]/ L _2;%,}/a+¢
ehk
= A e
S —Ya= Ve (13-2)

—

Tulemusest selgub, et olenemata sellest, kas x, > VZ

vOi X < VE, on ikka Xr 41 —V?l > 0 ehk X 41 = VZ
Seega kujutavad koik lahendid alates teisest (juhul kui
esimene ldhend on valitud puuduga) V a véértusi 1iia ga.
Eeldusel, et x, > 1, saame vérdusest (13-2)

S IS R
Xep1—Va< (_{{—2& (13-3)
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Siit selgub, et iga jdrgneva ldhendi viga on vdiksem kui
eelmise ldhendi vea pool ruutu. Eeldusel, et x, — Va < 1
jareldub vorratusest (13-3), et ruutjuure ldhendite jada
koondub.! Samuti jareldub sellest vorratusest, et kuildhen-
dil x, on m oGiget kiimnendkohta, siis 1dhendil Xy 4 0N Vé-
hemalt 2m Giget kiimnendkohta. ;

¢ Vorratusest (13-3) jareldub vahetult vdiksema rangusega
vorratus kui x,— V a < 1. Nimelt

]
Ve,

xk+l_
5 £ s Xp41
Lahutades viimase vorratuse molemast poolest 5
saame
X a X,
k+1 ]/'—‘< Xk 1/ k2+l,
millest ' :
Xpi1— Val X — X (13-4)

Et ldhendid x, jax, Ly ON tuntud, siis on vorratust (13-4)

voimalik kasutada lahendi X, 4q Vea hindamiseks.

Elementaarsel teel saab niidata, et vea hindamiseks
kehtib siiski rangem vorratus:

— Va< (% — X )
Toepoolest, eeldades viimase vorratuse kehtivust, saame
NSit Ve < X3 —2%%, L1+ X3 o1
millest (13-1) tottu
sy T G Va<xg—x—a+x .,
Yppr1— Va< X — @

X1~ Va<&Ep+ Vay Ky — Vo)

! On vodimalik nédidata, et ruutjuure ldhendite jada koondub
‘alglahendi valikust s6ltumata (32).
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Et x, ., — Va> 0, siis saame pérast taandamist vor-
ratuse X, , ; + }/a > 1, mille samane kehtivus on ilmne.

Liikudes &dsjatehtud jdrelduste ahelas vastupidises suunas,
jouamegi tulemusele, et -

X1~ Va b Sy xk+1)2, (13-5)

.-Rakendades saadud vorratust eespool vaadeldud V11
teise ldhendi xp = 3,317 wvea hindamisel, saame
X, — V1 < (x—x3)? = (3,35 —3,317)2 = 0,0332 < 0,001,

mlllest ilmneb, et ldhendi sajandike number on kmdlastl
oige. Seega ei ole vorratuse (13-5) kasutamise korral nou-
tava tdpsuse saavutamiseks kolmandat ldhendit enam vaja
arvutada. _

Siirdudes kuupjuure numbrilise kéasitlemise juurde, on
oluline rohutada, et sama printsiip, mida kasu-
tasime ruutjuure ldhendite arvutamisel,
leiab kasutamist ka kuupjuure ldhendite
arvutamisel.

Olgu vaja leida V1_5 .tapsuse'ga' 0,001. Tahistanud kuup-
juure otsitava vddrtuse tihega x, selgub kuupide tabelist,
et

24 <x<2p5.
Votame x-i esimeseks ldhendiks x; = 2,45, nii et
x =245 + a, :
kus o on esimese ldhendi parandus. Edasi saame
(2,45 + a)® = 15;
2,45 + 3-245%a + 3-245a% + a3 = 15. .
Jattes viimase vorduses a? ja af arvestamata saame nel]a'
kohaliste tabelite kasutamisel:
14,71 + 36,003 o« = 15; /
a = 0,016;
X =245+ a= 245 +0016—2466
Leiame teise paranduse.
x = 2,466 + B;
2,466% + 3-2,466%p ~ 15;
15,00 + 3-2,4662p =~ 15;
B=0.
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Vajaliku tdpsuse piirides on

!
V15 = 2,466.

Vaadeldes kiisimust {ildisest aspektist, vijb sama motte-
kaik, mida kasutasime ruutjuure algoritmi (13-1) leidmi-
sel, ka kuupjuure algoritmile

2xz+a
X St T

Aat 3x§

kus a > I tahistab juuritavat naturaalarvu.
Niitame, et siingi kehtib vorratus

3
xk+l>Va J -

olenemata sellest, kas x, > Va véi x, <V a.

) v (13-6)

3
Téepoolest, kui x = Va = x, + h, siis
(% +h)?=gq
3 +3x2h +3 x.h? + h3 = q;

ol ™ 1773 g .oy
P (3x,¢h —1—h);

3x§
PR e 2 3
x=xk+h=xk+a_x” o kst P
3x,2z
_ ita—g
3x;‘: i

kus g = 3x,h? + h® > 0. Toepoolest, kui h > 0, siis on vii-
mase vorratuse kehtivus ilmne. Kui & < 0, siis on ikka voi-
malik leida x,, nii et 3x, > |A|, millest ilmselt
3x.h2 > |h3| ja 3xh%+ 2> 0.
Et uue lahendi saamisel jdetakse positiivne suurus g ar-
vestamata, siis

3 3 3
VRIS bl S R Bl
3x} 3x} o,

Seega

: 3
Xe 11> Va.
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~ Viimase vorratuse pohjal voime Oelda, et kuupjuure iga

ldhend alates teisest (juhul, kui esimene ldhend on v6etud

puuduga) kujutab kuupjuure vdartust lilaga. Seega voime
3

iildist kitsendamata alati eeldada, et x, > Va.
Edasi ndeme, et

% g 2x,3¢+a % _‘_a—.x;’z
N I S g e B ORI o
’ 313 3x;

millest ilmneb, et
Xpp1— % <=1
ja seega

VZ<xk+l<xk.

3
Iga jirgnev lihend kujutab J/ a viirtust tipsemalt kui
eelmine.

3
Voib kergesti veenduda, et }/a lihendite jada piirviir-
tus on Va Toepoolest eeltoodu poh]al
a<x, Va
El agd a = 3)ckxk+l 2% . sits
3
B Xe 1 — 26, <%, Va;
3
X 1—26< Va;
3
Xep1— Va< 2% — X 44);
3 3 3
Xypy Va <2 [(xkg\/a)_(xk+l_\/a)];
3 3
38X 1 — Va)<2Ax—Va)—
ey ST
Xep1— Vea<zt — Va)
Viimasest vorratusest tulenebki eeltoodud viite oigsus.
On voimalik ndidata, et kuupjuure ldahendite vea hinda-

misel kehtib sama vorratus mis ruutjuure ldhendite vea
hindamiselgi:

xk+1~va—<(xk_“xk+1)2.
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§ 14. Vorrandite numbriline lahendamine

1. Kiisimuse tdhtsusest

Keskkoolimatemaatikas kuulub tdhtis koht vorranditele
ja nende siisteemidele: ligikaudu 139% matemaatikatundide
iildarvust 5.—11. kl. pithendatakse otseselt nimetatud
kiisimusele. “Sellele ‘lisandub vorrandite rakendamine
mitme teema juures geomeetrias, trigonomeetrias ja fiiiisi-
kas. Peamiseks vorrandi (voi vorrandisiisteemi) lahenda-
mise meetodiks on tundmatu avaldamine vorrandi korda-
jate kaudu, s. t. lahendamine lahendivalemi abil
voi mingi kétteopitud skeemi jdrgi, mida saab kasutada
ainult {iksikute vorranditiiiipide lahendamisel. Illustrat-
siooniks kasutatakse iiksikutel juhtudel ka graafilist mee-
todit.

Matemaatikateaduses toestatakse, et algebralise vor-
randi lahendivalemi andmine iildkujul on voimalik ainult
nende vorrandite korral, mille aste ei ole korgem kui 4.
Lahendivalemi andmine korgema astme algebraliste vor-
randite lahendamiseks on voimalik ainult iiksikutel
erandjuhtudel; iildjuhul on see aga voimatu. Voi-
matu on anda lahendivalemit ka mitmesuguste trans -
tsendentsete vorrandite, . nditeks a logx + bx = ¢;
a sinx + bx = ¢, lahendamiseks.

Siit selgub, et vorrandi lahendamise voimalus lahendi-
valemi abil on piiratud. Viimane véide on oigustatud seda
- enam, et ka kolmanda ja neljanda astme vorrandi lahendi-
valemeid numbrilise t60 korral ei kasutata ja nad on seega
praktiliselt vdartusetud.

Ulaltoodust jéareldub, et ka keskkooliopilasele Gpetata-
viad vorrandi lahendamise votted pakuvad védga piiratud
-voimalusi vorrandite tegelikuks lahendamiseks. Selle tule-
museks on, et praegune keskkooli l16petaja seisab noutult
jargmise, lihtsale kuupvorrandile viiva iilesande ees:

Klassiruumi korgus on 3 m vorra laiusest viiksem, kuid
ta pikkus on 8 m vorra laiusest suurem. Arvutada klassi-
ruumi méotmed, kui ta ruumala on 160 m3.

Voi naiteks keerulisem iilesanne:

Palgi otste labimdodud on 30 cm ja 20 cm. Palgi pikkus
on 8 m. Kui kaugel palgi jamedamast otsast tuleb palk
katki saagida, et palgis olev puiduhulk poolituks?
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Kiillaldaselt voib leida ka puhtteoreetilist huvi pakku-
vaid iilesandeid, mida keskkooliopilane lahenndada ei oska,
kuid mida ta vGiks lahendada pédrast vastava metoodika
véljatootamist.

Néiteks Euleri iilesanne:

Leida sektori kesknurk, kui sektori kaare otspunkte
tihendav k60l poolitab sektori pindala.

Vi Archimedese iilesanne:!

Kui kaugel kera keskpunktist on kera loikav tasapind,

g 1 >
mis eraldab .- osa kera ruumalast.

Autor ei taha sellega rohutada, et keskkooliopilased
peaksid oppima kuupvorrandi voi neljanda astme vorrandi

b lahendivalemit. Nimetatud noude piistitamine on seda mot-

tetum, et need valemid on praktika seisukohalt védartuse-
tud. Oluline on aga selliste vorrandite praktilise lahenda-
mise meetod ja selle tunnetuslik vdartus. Sellega seo-
ses kirjutab A. P. Domorjad:

«Tunduvalt kasulikum on sellistel juhtudel tutvus-
tada opilasi vorrandite lahendamise iildiste
votete olemasoluga, mis voimaldavad arvutada nii
algebralise kui transtsendentse vorrandi mistahes
reaalarvulist lahendit mistahes tépsusega. Tuleb
markida, ‘et neid {ildisi votteid ei saa
lugeda vdhem seaduslikeks kui néi-
teks vorrandi lahendamist radikaali-
des (minusorendused — A. T.)» (589, lk. 313).

- Kéesoleval ajal arenevad kiiresti numbrilised
arvutusmeetodid, s. o. sellised ligikaudsed meeto-
did, mis voimaldavad arvudega teostatavate elemen-
taarsete operatsioonide abil lahendada antud iilesannet
vajaliku tépsusega; teostatud operatsioonide arv on see-
juures loplik (57). Ligikaudsetele numbrilistele meetodi-
tele, s. o. tegeliku elu seisukohalt suure rakendusliku véar-
tusega matemaatilistele meetoditele ei pdodrata praegu
keskkoolis iildse tdhelepanu. Edukalt on voimalik neid
meetodeid aga demonstreerida vorrandite numbrilisel
lahendamisel.

! Euleri ja Archimedese . iilesanne on vdetud raamatust (59,
1k. 314).
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Koik vorrandite lahendamise numbrilised ~meetodid
pohinevad iihel ja samal printsiibil: leitakse
vorrandi lahendi mingi ldhend; seda 1dhendit
parandatakse teatava kindla algoritmi
jargi, kuni on saavutatud noutav tdpsus.

Autor on vilja téotanud metoodika vorrandi numbrilise
lahendamise kolme votte kohta keskkoolis. Neist esimene
on numbrilis-graafiline meetod vorrandi ligi-
kaudse lahendi parandamiseks. Nimetatud meetodit on
iiksikasjalikumalt késitletud artiklis, mis ilmus ajakirjas
«Noukogude Kool» nr.. 6,. 1964.

Teine meetod on Newtoni meetod, mida siin-
kohal on kasutatud ainult algebralise vorrandi lahendami-
seks.

Kolmas meetod on koolumeetod (regula falsi),
mida on rakendatud ka lihtsamate transtsendentsete vor-
randite lahendamiseks.

2. Kiisimuse ildine kédsitlus

A. Newtoni meetod

Olgu vaja leida vorrandi f (x) = 0 iiks reaallahend x,,
mis asetseb vahemikus [a, b]; selles vahemikus olgu veel
tdidetud tingimused [’ (x) = 0 ja [’(x) # 0. Tahistame
antud vorrandi lahendi xo mingi ldhendi tdhega x,, kus
a < x, < b, nii et xo =x, + h, kus h téhistab selle ldhendi

parandust. Arendades funktsiooni f(xk + h) Taylori reaks,
saame

flra+ M=)+ s+ L5 ga g

Arvestades, et f(x, + h) = 0 ja jittes arvesse votmata koik
liikmed, milles # astendaja on suurem kui iiks, saame

h= - ﬁ)v
(xy)
ja :
b ___._f(x") =5
F(*r)
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Lahendi ligikaudse véartuse

e f(xk)
3 f’(xk)
votame uueks ldhendiks x, , |, millega voime teha tapselt
sama arutelu mis ldhendiga x,. Seega annab valem
i F( %)
Kol T R P el 14-1

vorrandi f(x) =0 lahendamise algoritmi. Selle algorit-
miga mdédratud ldhendite jada on monotoonselt kasvav,
kui  [(x) - ["(x) <0, ja monotoonselt kahanev, Kkui
F(x)-["(x) > 0. Kui esimese ldhendi korral on tididetud
tingimus [(x;) -["(x;,) >0 (a < x1 < b), siis ldhendite
jada koondub ja tema piirvdartus on xo (39, lk. 124).

Newtoni meetodiga méaédratud ldhendi vea hindamiseks:
kehtib vorratus!

M
%o — Xp 1| K gpr (K1 — %), (14-2)
kus M = max |["(x) | ja m =min|[' (x) |, (a £ x L b).
Kui M <1, siis
2m

| %o — X4 4 o[ K%k 1 — %) (14-3)

! Taylori valemi pdhjal
, §o
f(xp 41) = fx) + f'(xk.q.l—xk) : 7f (@) (X 44 — Xp)%
kus 4 on arvude x ja X, vahel, Valemi (14-1) pdhjal on

Jxp) + F/(xp) (X 4y — %)) = 0, mistdttu

1
flxp = V= 'Q—f”(u) (Xp R W xk) &
F boa, ¥4
Lagrange’i teoreemi pohjal saame veel:
fixp 4 1) = fxp 1) —Slxg) = (x4 4 4 — Xp) 1 (0)
kus x, on funktsiooni f(x) nullkoht ja v on arv, mis asetseb x, . ,
ja x, vahel. Jirelikult

1 /4
(xk S ey Xg)f’(ﬂ) = Tf (ll) (xk e xk)a,

millest tulenebki (14-2).
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Vorratuse (14-2) teisendamisel saame veel
Lo 2
[ 20— %, 1| < g (Br g1+ %o — %o — %,
M 2
|xo—xk+1; \Q'?’F[(.’:o —x,‘)—(xo—xk+l)] :
M
i Xo: = Xk+1‘ K ‘-2—’-”—[(.’50 - xk)z —_— 2( xo—xk)(xo—xk+l) -+-

+( X0 — X T 1)2] y

Liahendite jada monotoonsuse tottu on
; _2(xo—xk)(xo—xk+1)+(xo—xk+;)2<0
ja seega

i

|xo—xk+1[<—- (% — %)%, (14-4) 3

Kui —i'dn— < 1, siis :
' [Xo— k+1‘ <i( xp — xk) ; (14-5)

millest selgub, et kui teatavas ldhendis on p oiget kiim-
nendkohta, siis jdrgnevas lihendis on 2p 6iget kiimnend-
kohta.! .

Rakendades Newtom meetodit algebralise vor-
randi

anx"+a,._1x"—'+a,,_zx"’2+..~.+a1x+ao=0
lahendamiseks, saame
XZ+an._xX”k' + .o ta)% tag

Xpf1=dy — " (14-6
k4 P"h na xn +(n—l)an-1 n—2+ + 1 ( )
Kui algebralises vorrandis ay=—a (a>0); a,=1 ja
a,=0(m=1,2 3, ..., n—1), siis saame vorrandi :
x"—a =0, :
mille kohta Newtoni meetodi rakendamine annab
x;__.a
X o et
: Ry, T nx,';_l
ehk (n—1)x"+a
Xyyy= e (14-7)

! Teistsuguse aruteluga on sama tulemus esitatud niiteks raa-
matutes (39, 1k. 126; 36, lk. 127—128; 53, lk. 182).
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n
. £t vorrandi x” — a = 0 lahendamine tdhendab Va arvu-
tamist, siis annab rekurrentne valem (14-7) n-nda juure
arvutamise algoritmi. Rakendades seda valemit juhtumi-
tele, kui n =2 ja n = 3, jouame eelmises paragrahvis ele-
mentaarsel teel saadud algoritmidele ruutjuure ja kuup-
juure arvutamiseks.

Algebralise vorrandi numbrilise lahendamise algoritmi
(14-6), mille eespool saime tuletise moiste abil, voib
~ leida ka teisel viisil. Nimelt kui on leitud antud vorrandi
lahendi x, mingi ldhend x,, nii et xo = x, +h, kus A on
selle ldhendi parandus, siis

a, (5, +h) " +aar(x, + )=+ .+ a (5 +h) +
+a0=0.

Kui viimases vorrandls peale binoomi (x, + h) astenda-
mist jatta arvestamata kaik liikmed, milles on h"‘(m >2),
siis saame

n n—1 o
a,x, +a X F A dir,

_2 %
L Sy +(n—l)an_1x2 4+ ..t ay

R~

Piérast selle paranduse liitmist ldhendiga x, ja saadud
summa tdhistamist tdhega x, , , saamegi sama tulemuse,

mis on antud valemiga (14-6).

Viimane mottekdik on aluseks vastava metoodika vilja- .
tootamisele.

B. Koolumeetod

Olgu antud vorrand f(x) =0, mille iks lahend xo
rahuldab tingimust a < xo < b. Funktsioon f(x) olgu vahe-
mikus [a, b] pidev, monotoonne ja tema graafik olgu ilma
kddnupunktita. See tdhendab, et f(a) -f(b) <O ja et igal
konkreetsel juhul leiab aset iiks neljast voimalikust juhtu-
mist: o

F(x) >0 jaf(x) >0; f(x) <0 ja["(x) <0; f(x) >0 ja
[/ (x) <0; ['(x) <0 jaf (x) >0 (joon. 14).
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fix)>0, )50 o<, f')<0
a Xy /X, X a Xo b x
W&,

A B

fix)>0, f'x)<0

a ﬁ/ﬂ
Bl Wl
& .

Joon. 14.

Vaadeldavas vahemikus asendatakse funktsioon f(x)
lineaarse funktsiooniga g;(x), nii et f(a) = gi(a) ja
f(b) = gi(b). Selliseks lineaarseks funktsiooniks on

f(b) —
g1(x) = @) + LO=LD (g,

Antud funktsiooni tdpse nullkoha x, asemel leitakse tema
lahend lineaarse funktsiooni g;(x) nullkoha x; néol:
__f(a) (b—a)

f(b) — fla) ’
kus a < x; < b. Niiiid leiab aset iiks kahest voimalusest:
kas f(x1) -[(a) <0 vo6i f(x;) -f(b) < 0. Konkreetsuse mot-
tes olgu [ (x1) -f (b) <O (joon. 14 A ja B)'.

Sel juhul peitub vorrandi tdpne lahend juba kitsamas

vahemikus (x;, ). Niiiid asendatakse antud funktsioon
selles uues vahemikus jille lineaarse funktsiooniga g, (x),

Xy =a

! Kui f(x;)-f(a) <0, siis jirgnev mottekédik ei erine pohimdotte-
liselt sellest, kui [(x;)-f(b) <O0.
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nii et f(x;) = ga2(x;) ja [(b) = g2(b), ja leitakse selle null-
koht x;, kus x; < xp < b. On ilmne, et selleks tuleb eelmise
ldhendi arvutamise valemis votta @ = x,. Seega
fxy) (6 — xy)
fB) —f(xy)
Mottekdiku samas suunas jdtkates tekib rekurretne valem
k
h—
F(x%) (b—xp) : (14-8)
1(b) — f(xy)
mis on vorrandi j(x) =0 lahendi ldhendite arvutamise

algoritmiks. Selle algoritmiga méiratud ldhendite jada
piirvdartus on xo (39, lk. 122, 123).

Koolumeetodiga saadud ldhendi xx 41 viga voimaldab
hinnata vorratus!

X2 = Xy

Xe+1=— Xp —

M
: |x0“xk+1’\<—;—

s =) (14-9)
kus M= max |[’(x)| ja m= min|f’ (x)|, (@ <x <b)

Erijuhul, kui M  2m, siis

[ Eo—Xp 41| [ Xy — X |- (14-10)
! Lahtume samasusest

Xo— Xp 1= (X, — %4 1)+ (g — %) («)
Lagrange’i teoreemi pohjal

S (xp) =1 (x) —F (xg) = (x, — %) /' (u), )

kus x, on funktsiooni f(x) nullkoht ja u asetseb arvude x, ia X
vahel. Kasutades veelkordselt Lagrange’i teoreemi, saame valemi
(14-8) pohjal, et ‘

(b)) — (%) (

flx) = %, — % 4 1) =5 —x, L )F (0), (1)

kus v on arvude b ja x, vahel. Valemitest (8) ia (v) leiame, et
kT % T ey (% — %k 1)
Tehes asenduse valemis (@), saame

FAEIEr g i (H)f’—(u,)f (v) (xk _xk+1),

millest tulenebki (14-9).
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3. Kdsitluse metoodika

Vorrandite numbrilise lahendamise metoodika viljat6o-
tamisel ja vastavate kiisimuste katselisel opetamisel (9. ja
10. klassis) ei kéisitletud kiisimust iildisest aspektist ega
antud seega ka vastavate votete rekurrentseid valemeid,
sest valemi voib opilane pdhe Gppida ja seda téiesti me-
haaniliselt kasutada ilma meetodist aru saamata. Sel-

list olukorda ei tohi aga matemaatika oppimisel lasta tek- s

kida.

Enne kiisimuse kisitlemist selgitatakse oOpilastele, et
mingi vorrandi, nditeks lineaarse vorrandi ax + b = 0 la-
hendivalem

b
X=——
a

voi ruutvorrandi ax? + bx + ¢ = o lahendivalem
g 0% 1Y —4ac

2a
on vordus, mis seob vorrandi lahendit x selle vorrandi kor-
dajatega kindlate matemaatiliste operatsioonide (liitmine,
lahutamine, korrutamine, jagamine, astendamine ja juuri-
mine) kaudu. Opilastele tuleb Gelda ka seda, milliseid vor-

Ui o

randeid saab pohimotteliselt lahendivalemi abil lahendada

“ja milliste vorrandite puhul ei ole voimalik lahendivalemit

anda. See aga ei tihenda, et neid vorrandeid, millel lahen-
~divalem puudub, ei saa iildse lahendada. Tuleb rohutada,
et vorrandid, millele viivad praktikast tulenevad iilesan-
ded, on alati numbriliste kordajatega. Numbri-
liste kordajatega vorrandi lahendamine on aga alati voi-
malik, kusjuures pohimotteliselt saab lahendit leida mis-
tahes tapsusega

Lahendame Newtonl meetodiga kuupvorrandl
—2x2—170 = 0.

Leiame proov”lmlse teel kaks jarjestikust tdisarvuy,
mille vahel asetseb selle vorrandi iiks lahend. Proovimisel
arvestame, et antud vorrandi lahendamine tdhendab funkt-
siooni

y=x3—2x2—170
nullkoha leidmist, s. 0. x-i sellise vdartuse leidmist, mille
puhul y = 0. Graafiliselt tidhendab see selle funktsiooni
graafiku ja x-telje 16ikepunkti abstsissi leidmist. Kui selline
pilt on oOpilastele loodud, siis ei ole neil raske aru saada,
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et argumendi ldbiminekul nullkohast toimub funktsiooni
vaartuse mirgi muutus (eeldusel, et jutt on pidevatest
. funktsioonidest). Seega on wvaja leida kaks jarjestikust
“tédisarvu, nii et ithe arvu asetamisel vorrandi vasakusse
poolde muutub see negatiivseks ja teise arvu asetamisel
positiivseks.

Antud juhul ndeme, et kui x = 4, siisy = 38 <0, ja kui
x =5, siis y = 5> 0. Vorrandi lahend x, rahuldab seega
vorratust

4<x,<5.

Et arv 5 erineb nullist marksa vihem kui — 38, siis voib
arvata, et vorrandi lahend on viiele ldhemal kui neljale.
Votame lahendi ligikaudseks vaértuseks x; = 4,8, mida ni-
metame antud vorrandi lahendi esimeseks ldhen-
diks.!

Siis

Xo =48+ o,
kus a tdhendab esimese ldhendi parandust. Asendame
antud vorrandis x-i avaldisega 4,8 + a:

(48 + @)® — 2 (4,8 + @)2— 70 = 0.

Kuna a < 1, siis a? ja a® on veelgi viiksemad. Seepédrast
voib need jatta viimases vorrandis parast sulgude avamist
arvestamata. Siis saame « suhtes lineaarse vorrandi

110,6 + 69,12 ¢ — 19,2 & — 46,08 — 70 = 0,

millest & =~ 0,110 ja seega xo =~ 4,8 + 0,110 =~ 4,91. Saadud
arvu 4,91 votame vorrandi lahendi teiseks ldhendiks paran-
dusega B. Siis

X =491 + B.

~ Korrates esimese ldhendi puhul tehtud arutelu, saame, et
B~ —0,003 ja x =~ 4,91 —0,003 = 4,907 =~ 4,91. Et kaks
jarjestikust ldhendit, tmardatud sajandikeni, langevad
kokku, siis voib oe]da et tdpsusega? 0,01 on x, = 4,91.
Koolumeetodi rakendamisel tuleb samuti eeldada
opilaste teadmist, et iga vorrandi lahendamine on teatava

! Esimest. ldhendit on otstarbekas leida ka graafikult, mille
skitseerimiseks tuleb anda x-le moned vaartused 4 ja 5 vahelt.

2 Tegelikult on viimases iimardamata viirtuses xo ~ 4,907 &igeid
numbreid enam (vt. kédesoleva paragrahvi p. 2, A), kuid veahin-

nangu mittekasutamisel selgub see alles jdrgneva paranduse méaa-
ramisega.
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funktsiooni nullkoha leidmine. Ka on vaja eelnevalt anda
funktsiooni iildtdhis, sest see lihtsustab tunduvalt tood.
Leiame koolumeetodiga kuupvorrandi

X—4x—10=0

tthe lahendi tdpsusega 0,01.

Ligikaudne hinnang néitab, et funktsiooni f(x) = x* —
-~ 4x — 10 nullkoht x, rahuldab vorratust 2 < xy < 3.

Funktsiooni graafiku skitseerimiseks anname x-le veel
moned vidartused sellest vahemikust.!

Koik vajalikud arvutused teeme arvutusskeemis-tabelis.

x %8 4x e Exlf_ﬂlo_
2 8 8 0 —10

3 27 12 15 5

2.2 10,65 8,8 2,85 — 8,15
2,5 15,62 10 5,62 — 4,28
2,8 21,95 11,2 10,75 0,75
2.7 19,68 10,8 8,88 — 1,12
2,76 21,02 11,04 - 9,98 — 0,02

Punktide (2; —10), (2,2; —8), (2,5; —4), (2,8; 1), (3; 5)
jargi joonestame funktsiooni graafiku. Et argumendi muu-
tudes funktsioon muutub védga kiiresti, siis valime ordi-
naatteljel iihikuks 1 cm, abstsissteljel aga 10 cm. Abstsiss-
telje nullpunkti joonisele ei kanna (joon. 15).

Joonise 15 jargi voib oelda, et antud vorrandi lahend
Xp on 2,7 ja 2,8 vahel, s. t. me vdoime molemat vaadelda
kui lahendi ldhendit tdpsusega 0,1. Lahendi tdpsustami-
" seks koolumeetodil teeme funktsiogni graafikust nullkoha
timbruses veel {ihe joonise? (joon. 16). Uhendame kaare
AB otspunktid kooluga AB. Vorrandi tdpse lahendi, s. o.

! Graafikult peab selguma peale ligikaudse nullkoha ka see,
kas graafik on nogus voi kumer, tousev voi langev.

2 Selguse mottes on joonisel 16 kujutatud kover teadlikult moo-
nutatud. Tegelikul arvutamisel v6ib seda joonist skitseerida vabal
kéel.
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kaare AB ja x-telje 16ikepunkti abstsissi xo asemel leiame
koolu AB ja x-telje 16ikepunkti abstsissi x;. See on ilm-
selt parem ldhend kui 2,7.

y

Joon. 15.

00n. . 186:
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A ADE; ~ A BCE;;

DE, 4D
CE, Be -
Kuna CE, = DC — DE,, siis saame
i S e .
DC — DE; BC
Asendades antud suurused arvudega, saame
__Dg NG 5
0,1 —DE, 0,75 *

Edasi lahendades saame

0,75DE, = 0,112 — 1,12 DEy;
0,75 DE, + 1,12DE, = 0,112;
1,87DE, = 0,112;

DE %;‘72— = 0,0599 ~ 0,060:
X, = 2,7+ 0,060 = 2,760 ~ 2,76.

Leiame [(x,) = — 0,22 (arvutus on tehtud tabelis). Joo-
~nisel 16 kujutab seda (absoluutvdirtuse . poolest) 16ik

E,F. Ohendame punktid F ja B koodluga ja arutleme ana-
loogiliselt eeltooduga, s. o. leiame kdolu BF ja x-telje 16i-
kepunkti abstsissi x,, mis on ilmselt parem ldhend kui x;.

Y

Y s,
Yx
~x2,
g

Joon. 1%




Téheldades, et A FE{E; ~ A BCE,, ja korrates eelmise
ldhendi leidmisel tehtud arutelu, leiame, et E,E; = 0,001 ja
X9 = 2,76 4+ 0,001 = 2,761 = 2,76. '

Et kaks jarjestikust ldhendit annavad ndoutava tdpsuse
piirides sama tulemuse, siis voime anda vastuseks x, = 2,76
(tépsusega 0,01).

Lopuks lahendame koolumeetodiga veel transtsendentse
vorrandi

logx = x2—3,
leides tema lahendi tidpsusega 0,01.
Funktsioon, mille nullkoht on vaja leida, on
f(x) = log x — x%2 + 3.
Veendunud proovimise teel, et 1 < xg < 2, koostame selles
vahemikus funktsiooni védartuste tabeli.

x logx X logx—x2 | f(x)=1logx— x*+3

1 0 1 a3 2

2 0,3010 4 —3,6990 —0,6990
122 0,0792 1,44 —1,3608 1,6392
15 01761 %= 225 —2,0739 0,9261
1,7 0,2304 2,89 —2,6596 0,3404
2 5 o 0,2553 3,24 —2,9847 0,0153
1,9 0,2788 3,61 = 3331 —0,3312

L8 < 15

Ehitame graafiku (joon. 17 ja 18).
A ABE, ~ A DCE, (joon. 18);

AE, 57 AR o

ED = :BC

AE, iB AE, 00153
AL R A S0 AR LA

0,3312 AE, = 0,00153 — 0,0153 AE,:
0,3465 AE, = 0,00153;

e 10"2‘:% = 0,0044 ~ 0,004:
x; = 1,8 + 0,0044 + 0,0044 = 1,8044.
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Et leitud parandus 0,004 ei mojuta enam sajandikke,
siis on noutava tédpsusega lahend :

X = ],80
¥
- B
00153
24 A X e 19 :
18 E, D
03312
\C
@
J o F18;

Pirast mone niite vaatlemist muutub koéolumeetod opi- |
lastele tdiesti arusaadavaks ja joukohdseks lahendusyot-
teks.
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PE3IOME

O MeTroAe NOCAEAOBATEAbHBIX NPHOAMKEHHUH
B IIKOABHO¥M MaTeMaTHKe

K mnpenopaBaHMIO MaTeMaTHKU HEAB3ST ITOAXOAUTH C
(dhopMaAbHOM TOYKK 3PEHUS, IO KOTOPOM YYaIIUuMCS AOA-
JKeH IIpUOOPEeCcTH TOABKO OIpeAEAeHHbIe PaKThl U YMEHUS,
npu obyuyeHHU HaAO oOecneuuTh ¥ TBEpPAOEe yCcBoOe-
HHEe OCHOB HayKH AAS3TOro HeOOXOAMMO yCBOE-
HUEe y4YallJUMHCSI IPUMEHSEeMBIX B MaTeMaTHKe OO0 IiuXx
MEeTOAOB, OOIIHMX OCHOB (IPUHIUIOB), KOTOPHIMH
PYKOBOACTBYIOTCSI IIPHU MCCAEAOBAHUK ONPEAECAEHHOTO
KPyTa BOIIPOCOB. ABTOP Ha3bIBaeT TaKKUe OOIIUe ITPUHITUIIE
TOAOTETHYECKHUMHU NPHHUU Damu'

B nccaepoBaHUM NMPUBEAEHBEI HEKOTOPHIE IIPUMEPHI I'OAO-
TeTUYECKUX MPUHIUIIOB:

1. ABTOp MOKAa3bIBA€T, YTO IPUHIUII KOMMYHUCTHYECKH
BOCTIMTHIBAIOIEro OOy4YeHHS HAAO paccMaTpuBaTh Kak
TOAOTETHYECKHUH IPUHIIUI COBETCKOM AMAAKTHKH, TaK KakK
110 CYIIECTBY UMEHHO UM CAEAYET PYKOBOACTBOBATHCS HPHU
PEIIeHUM BCEX CBI3aHHBIX C AMAAKTHUKON BOIPOCOB, Ta-
KHUX, KaK BbIOOp yueOHBIX MPEAMETOB, METOAOB OOyYeHUs,
CcOCTaBAeHHEe y4yeOHBIX IIAAHOB, mporpamMm u T. A. OcTanb-
Hble IIPUHIMIILI AUAQKTUKH (HATrASIAHOCTB, HAYYHOCTh, CHUC-
TEMAaTUYHOCTh U T. A.) TaK’Xe CAY’KaT IMPHUHIUAITY KOMMY-.
HUCTHYECKU BOCIHUTHIBAIONIEro o0ydyeHus:, MO0 MaKCHUMAaAb-
HOE COBAIOAEHME MX CIIOCOOCTBYET OCYIIEeCTBACHUIO Goaee
YCHENIHOTO KOMMYHUCTHYECKOTO BOCIIUTAHUSI,

2. B 1872 ropy OBIAO UBAAQHO UCCAEAOBAHUE U3BECTHOIO
yueHoro u neparora @, Kaeiina, B KOTOPOM paccMaTpuBa-
AWCH pa3AnMuHble BUABL reomerpun —. «Vergleichende Bet-
rachtungen {iber neuere geometrische Forschungen»?.

! I'peu. «hodos» — nyTh, fopora; TOZOTETUYECKMUIN — yKa-
3bIBAOIIMI NYTh, HAIPaBAAIOUIMNA Ha MYyThb.

? B aurepaType 3TO MCCJIEAOBAaHME M3BECTHO 10 MECTY €ro myo-
JUKaLMY — TOPOJA OPJaHreH TaKXKe IoJ] Ha3BaHueM «JpJIaHIeH-
CKOM ITpOrpamMmmbi».
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B wuccaepoBanmMM CTaBUTCS ODpoOAEMa: MOJKHO AW HAWTH
OOmuiI NPUHIUI, KOTOPBIA ITOCAY>XKHUA ObI OCHOBOI AAS
Pa3AMYHBIX TEOMETPUYECKUX METOAOB. IIpHHSB 3a OCHOBY
MOHSATHE TPYHIIBI TeOMETPUYECKUX 1peobGpa3oBaHUM,
®. KaelH [IPUXOAHUT K BHIBOAY, YTO T€OMETPHUSI UCCAEAYET
HHBAapPHaHTBH IeOMETPUYECKUX (DUTYDP IO OTHOIIECHUIO
K OIPEeAeAeHHOW rpynme npeobpasoBaHuu. ITO
H SIBASIETCSI TOAOTETHYECKHMM IPHUHIHMIIOM KAACCHUIEPO-
BAHUS Pa3AHMYHBIX I'€OMETPUM.

3. Ilpu pacmupeHNU TOHATUS YHCAA TOAOTETHYECKUM
OPUHIUIIOM  SBASIETCSI  C(DOPMYAMPOBAaHHBIM  BIIEPBBIE
I TavkereM DPUHIIUII IEPMAHEHTHOCTH (bop-
MaAbBHBIX 3aKOHOB,

B maTremaTnyeckoy HayKke U B €€ IPUMEHEHUHU IIMPOKO
MCIIOAB3YeTCSI METOA MOCAEAOBATEABHBIX IIPH-
6AUKeHUN. AAST OINPEACACHHUS] 3TOTO METOAQ AaBTOP
pes3oMupyeMon paboThl paccMaTpUBaeT IO HSITHE T O Y-
HOCTHU B TEOPHUHU M NpaKTHUKe. B pabore nmorassl-
BAETCS, YTO IPU PpEIIEHHM BCEX IIPaKTHYECKUX IIpobreM
TOYHOCTH BCEraa OrpaHHWYEeHa, XOTs TEOPETHUYEeCKH 3Ta 3a-
Aaya U MOJKeT ObITh peleHa ¢ abCOAIOTHOH TOYHOCTHIO. B
3TOM acCHeKkTe M pacCMaTpuUBaeTCs BOONPOC KOHT H-
HyyMa A€HCTBUTEAbBHBIX YHCEA U OOBICHSIE-
TCSI, YTO IPaKTHKa (ACMCTBUTEABHOE YHMCAEHHOE BBIYHCAE-
HHUE, U3MEPEHUEe BEAUYHH) He HY KAAEeTCSI B CO3AAHUU KOH-
THHyYMa AEHCTBUTEABHBIX 4HCeA. IIpu npsiMOM IIpaKTH-
YEeCKOM M3MEePEeHUU BeAMYMH (HaIlpuMep, Macchl TeAa), He-
CMOTPSI Ha TO, COM3MEPHUMBI AW HM3MepsieMas BeAUYUHa U
€AVHHIIA W3MEPEHUSI MAM HET, BCErAa yCTaHaBAHBAETC,
CKOABKO pa3 BXOAUT B AQHHYIO BEAWYHHY NPHHSATAs €AU-
HHUIIA U3MEpEeHHsI UAM KakKas-HUOyAb eé uacTb. B 3aBucu-
MOCTH OT TOTO, HAaCKOABKO MbI IIPU [IPSIMOM H3MEpPEeHUH
pa3ApoOAsieM eAWHHIy HW3MepeHus (Hanpumep, IPUA Bhl-
6ope MOAXOASIINX I'I/Ipb) BO3HHMKAET IMOCAEAOBATEABHOCTH
NPUOAUIKEHUM WCKOMOM BEAWYUHBI

X1, Xo, X3, .. .

B KOTOPOM Ka’>kKABIH IO CAEAYIOIIUN YAEH SIBASETCSI AYYIIUM
NPUOAMIKEHHUEM, YeM IIpeAlecTBytomuiil. [IpakTnyecku aTa
IIOCAEAOBATEABHOCTH BCeraa KoHeuHa. Ho nmopHmMasich Ha
BBICIIYIO CTYIIEHb aOCTpPaKIuK, €AVHUILY U3MEPEHUsT MOJXK-
HO pasApoOAsiTHE A0 GeCKOHEYHOCTH. TakuM IIyTEM MOAY-
yaeM OGEeCKOHEUYHYIO ITOCAEAOBATEABHOCTH NPHUOAMIKEHUN
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MCKOMOM BEAUYHHBI U AOXOAWM AQO HEOOXOAMMOCTH CO3Aa-
HUSI KOHTHHYYMAa AEUCTBUTEABHBIX YHCEA.

C acmekTa TOYHOCTH PAacCMaTpPUBAETCSI TaKXe SMIIUPHU-
YEeCKOEe OIPEAEACHUE 3aBUCHMOCTHA MEXKAY ABYMsS IHepe-
MEHHBIMHA BEAUYHMHAMH, U OHO CPaBHHUBAETCS C OIMPEAEAe-
HUeM (YHKIUA AEUCTBUTEABHOM IIePeMEeHHOM, KOTopoe
AaHO Ampuxae. BeIgcHSIETCS, 4TO HPU SMIUPUYECKOM HC-
CAEAOBAHUU 3aBUCHMOCTH MOJKHO OIPEAEAUTH 3aBUCH-
MOCTb MEJKAY ABYMSI NEPEMEHHLIMH BEAMYMHAMU X U Y
TOABKO C OrPaHUYEHHOM TOYHOCTHIO

y=[(x) =
¥, TaKuM 00pa3oM, TOYHBIE BEAMYHHB! VYHKIUK OCTAIOTCS
B KAKOM-TO IIPOMEXYTKE HEOIIPeAeAEHHOCTH. B cooTBert-
CTBHUHU C paBBHTHeM TEeXHHUKHU U HaYKPI BOO6I1le, BeAH‘-IHHY

£ MOJKHO yMEHBIIUTH, T. €. PEaAH30BaTh HEKOTOPYIO IOC-
A€AOBATEeABHOCTE (DYHKIIUM

yi=f(x) £
Y2 =1(x) £ &
TA€ TEeM CaMbIM &) > € > ... U KaXXpasd IIOCACAYIOIIas
Q)yﬂxmm OIPEAEASIET HCCACAYEMYIO 3aBUCUMOCT C OOAB-
el TOYHOCTBIO, YeM MPEABIAYIIAL.

ITonsiTHe TOYHOCTH B TEOPUU U IPAKTUKE OOBICHIAETCS

€Né B CBSI3W C MFHOBEHHOM CKOPOCTBIO, IPOOAEMOM KBaA-
paTyphbl ¥ reOMETPUYECKUMU KOHCTPYKIIUSIMU.

Ha ocHOBaHMM BBIIIEU3A0KEHHOIO aBTOP NPHIIEA K BhI-
BOAY, YTO B NIPAKTUKE B OOABIIMHCTBE CAyYaeB MOJKHO
HAUTH TOABKO NPUOAMIXKEHUST HEHU3BeCTHBHX.
IMpu 3TOM YacTO OKa3bIBAETCS BO3MOJKHBIM IIPH ITOMOIIX
ONPEAEAEHHOTO MpHUEMA HAWTH NOCAE€AOBAaTEAbBb-
HOCTh NPUOAUIKEHHUU HEU3BECTHOTO X:

X1, Xo, X3, . . .,

TA€ Ka’>KABIM IO CACAVIOIIUN YAEH ITOKa3blBaeT BEAUUYUHY
HEHM3BECTHOI'O TOYHEe, YeM NpeAbIAyIui. C TOUKH 3peHus:
TEOPHUHU 3Ta IOCAEAOBATEABHOCTh OECKOHEYHa M CXO-
AUTCS K TOUHOM BEAMYMHE HEM3BECTHOI'O; C TOYKH JKe 3pe-
HUS MPAaKTHUKHU AAST ONPEAEACHUS C HEOOXOAUMOU TOY-
HOCTBIO IPUOAVMDKEHHON BEAWYMHBI HEW3BECTHOTO AOCTa-
TOYHO HANTH HEKOTOPBIE MEPBBLIE YAEHBI ITOCAEAOBATEAb-
HOCTH.
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B 3aBHCHMMOCTH OT KOHKPETHOTIO CAyuasi 3aKOH oOpa3so-
BaHUA IIOCAEAOBATEABHOCTH IIPUOAMPKEHUN MOJKeT OBITh
BechbMa pasAuYHBIM. OH MOJKeT OBITh OIIPEAEAEH AATOPUT-
MOM, AAHHBIM aHAAUTHYECKUM ITYTEM; TTOCAEAOBATEABHOCTh
OPUOAVDKEHUM KaKOW-ANOO HM3MepsieMOM BEAMYHMHBI OIpe-
AGASIETCSI TeM, KaK €EAUHUILy U3SMEPEHHS PpPasjppOOASIOT
Ha BCEé MEHBIIWE M MeHbIIue yacTu. HeszaBuCHMO OT TOTrO,
10 KaKOMy 3aKOHY MOJXHO 00pa30BaTh ITOCAEAOBATEAb-
HOCTb NPUOAMIKEHUM HEM3BECTHOTO, MBI TOBOPUM, YTO He-

2BECTHOE OIPEAEASIETCS NpPpHW IMTOMONU MeToAa
MOCAEAOBATEAbHBIX NpubAauXenun. HVcxops
U3 3TOM TOYKH 3pEHUs, B pe3loMHUpyeMoi pabore paércs
CAEAVIOIIEE OIPEAEACHHEe MeTOAQ I[OCAEAOBATEAbHBIX
NpuOAWRKeHu: MeToOAOM HOCAEAOBATEABbHBIX
NPpUOAUIKEHHUN Hal3bIBAaEeTCsS TAaKOHW METOA,
KOTOPBIH HNPHUMEHSETCS AASI oOpa3oBaHUSM
HOCAEAOBATEABHOCTH, CXOASI[EeHCS K pe-
HI€EHHWAI AAQHHOHN 3ajpadyu.

B pabGore oTMeyaeTrcsi, YTO TPUBEASHHOE OIIPEACAEHUEe
mpe, YeM OOBIYHBIE OIPEASAEHHS, IO KOTOPBIM ITOCAEAO-
BATEABHOCTh NPUOAMIKEHUN oOpasyeTcs IO PpeKyppeHT-
HOMYy 3aKoHy. B pesioMupyemMon paboTe MblI OTKa3aAHCh
OT YCAOBHUSI PEKYPPEHTHOCTH, TaK KaK OHO IIPUBEAET K
OTOXKACCTBACHHIO METOAA MOCAEAOBATEABHBIX IPUOAMIKE-
HUM C METOAOM HUTEpaIvH.

ITo npuBepEéHHOMY B paboTe OIPEASAEHHI0 MOJKHO CKa-
3aTh, YTO Ka’KAAasl 3aAa4q, IIPU KOTOPOH HAXOAUTCS CXOAS-
HIaSCsl MIOCAEAOBATEABHOCTh HMPUOAVIKEHHUN PELIeHUs, MO-
JXeT ObITh pellleHa TPU IMOMOIIM METOAA MOCAEAOBATEAb-
HBIX OpUOAMDKeHuil, TeM caMbIM, METOA MMOCAEAOBATEAb-
HBIX TPUOAMIKEHUN IIPUBOAUT K TAKUM ITOHSATUSAM, KaK, Ha-
IpUMEp, AAMHA OKPY’KHOCTH U MAOIIAAbL Kpyra, O0BEM
IUpPaMUABI, OTIPEACAEHHBIN WHTErpaA U Ap. Meroa urepa-
[[UH, IPUMEHSEMbIN [IPYA YACACHHOM PEIeHUU ypPaBHEHUH,
a Takxe meTop HbIOTOHa M METOA XOPA SIBASIIOTCS YacT-
HBIMH CAYYasiIMU METOAA ITOCA€AOBATEABHBIX MPUOAUIKE-
HUM, TAE ITOCAEAOBATEABHOCTD HPUOAMIKEHUIN COCTABASIETCS
10 PEKYPPEHTHOMY 3aKOHY.

ITocrepOBaTEABHOCTh, YIOMSIHYTasi B OIPEAGACHUU Me-
TOAQ ITOCAEAOBATEABHBIX MPUOAMIKEHUI, HE BCErAad AOAIK-
Ha OBITh TTOCAEAOBATEABHOCTBHIO YHCEA. B coorBercTBHMH C
KOHKPETHON 3ajAaueill oHa (T. €. MOCAeAOBAaTEABHOCTE) MO-
XeT ObITb, HAIIpUMEpP, MOCAEAOBATEABHOCTHIO OTPE3KOB,
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TIOCAEA0BATEABHOCTLIO YTAOB, TTIOCAEAOBATEABHOCTBIO IIAO-
mIaAEeH, TTOCAEAOBAaTeABHOCThIO (DYHKIHMM M T. A, Y1 Aaxe
OOABIIIEe, 3apa4a, YIOMSHYTast B OINPEACACHUH PacCMaTpH-
BaeMOI0 METOAQ, HEe BCErAa AOAPKHA MMETh MaTeMaTuye-
CKO€ COAEP’KaHHUE, U BCAEACTBHE 3TOrO YAEHBI IIOCAEAOBA-
TEABHOCTHU IIPUOAMIKEHUH MOTYT ObITH B MAaT€MaTUKE HEOI-
peAeAsieMbIMH 3A€MEeHTaMu HEeKOTOpPOro MHoKecTBa. Mc-
XOASI U3 DTOM TOYKHM 3PEHHS, METOA MHOCAEAOBATEABHBIX
TMPUOAMIKEHUM HAXOAWUT TIPUMEHEHHE U B ITOBCEAHEBHOM
JKU3HNA YEeAOBEKa.

MeToa MOCAEAOBATEABHBIX MMPUOAVIKEHUN SIBASIETCS OA-
HUAM M3 Ba>XHEMIINX METOAOB MaTeMaTuku. HazBaHHBIN Me-
TOA, SIBASIETCSI HAIIPABASIIOIIUM METOAOM IIPH BBIYNCAEHHUH
BCEX KOHCTAQHTOB, BCTPEYAIOIIMXCS B MaTeMaTHKeE; ITOAAB-
AsitolIiee OOABIIMHCTBO YHCEA B MaTEMAaTHUYECKUX TabAHMIax
OIIPEAEASIETCS TIPU IIOMOIIM METOAA IIOCAEAOBATEABHBIX
npubAnKeHnd, PaccMaTpuBaeMBIH METOA, SIBASETCS Ha-
MPABASIIOIIUM METOAOM [PU PEIIEHUU aAreOpandecKux U
TPAHCLEHACHTHBIX YPaBHEHUH, a Tak’Ke IIPH YUCAECHHOM
pemenun AuddepeHInaAbHBIX YPaBHEHUN, TPUOAUIKEHUHN
dyHRIOUN, AMHEMHOM NAQHUPOBAHWM U IIPU peIleHUd MHO-
TUX APYTHX TPOOAEM, UMeouIux OOABIIOe IMPaKTHUYECKOoe
3HAYECHHE, ;

. HacTHBII CAyuyall METOAQ TTIOCAEAOBATEABHBIX ITPUOAUIKE-
HHNU — UTepanusl — IPUMEHSeTCS OPU «AOKa3aTeAbCTBaxX
CyIIEeCTBOBaHUA». KAQCCUUYECKMM IIPUMEPOM 3AECH SIBASIE-
TCSI AOKa3aTeAbLCTBO CYILECTBOBAHUS PEIeHUS Ampcbepen-
IIHAABHOTO ypaBHEHUS

dy
i I (x,4).

Mertop 1mocaeAOBaTEABHBIX NPUOAMIKEHUM MOJKHO IIPHU-
MeHATh TaK)Xe M B HIKOABHON MaTeMaTuke. B HacTosmei
paboTe paccMaTPUBAIOTCsI HEKOTOPbIE TaKUe BO3MOYXHOCTH.

1. TIpocreimenn GoOpMOI MeTOAa MTOCAEAOBATEABHBIX
OPUOAVIKEHUN SIBASIETCSI TIA@HOMEPHO IIPOBOAMMAs poba.
OTO MHUPOKO IPUMEHSEMBIH METOA PabOThl, IPXA OMOIIN
KOTOPOTO IIPaKTUYECKU MIPOBEPSITCS MIPUTOAHOCTh OIpPEAe-
AEHHOTO OOBEKTa AAST YAOBAETBOPEHHSI AQHHBIX YCAOBHH,

Tlpy mAraHOMEpPHOM HKCHOAB30BaHUM MIPOOOBAHUMN BCETAA
COCTaBASIETCSI OIIPEAECACHHAST ITOCAEAOBATEABHOCTH OOTLEK-
TOB TaK, YTO Ka’>KABIM CAEAVIOIIMH YAEH 3TOU ITOCAEAOBA-
TEABHOCTH BBIITOAHSET TpeOyeMble YCAOBHS AydIle, 4eM
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npeablpaymuil. IToaToMy m HapO 3TOT METOA paccMaTpu-
BaTh Kak 0coOyIo hopMy METOAA IIOCAEAOBATEAbHBIX. IIPH-
GAMIKEeHU, a WMEHHO, KaK IIPOCTEHIyro (OopMy, TakK Kak
OH He TpebyeT 3HaHUI KaKuX-HUOYAb OCOOBIX IPUEMOB UAHM
aATOPHUTMOB. B pesromMupyeMon paboTe paccMaTpuUBacTCs
IpUMEeHeHue METOAA TPOO MPU BHIYHMCACHUYN ITPUOAVMIKEHUH
KBE8APATHOTO KOPHS ¥ IPHU BBIIOAHEHUU HEKOTOPBIX TeO-
METPHYECKUX KOHCTPYKIHM (A€AeHHe OTpe3Ka IIONoAaM,
AEAEHHEe OKPY’>KHOCTH Ha paBHble YaCTH, INOCTPOCHHE Ka-
CATEALHOM K OKPY’KHOCTH). B TOM umcae oOpauiaeTcss BHU-
MaHHMe U Ha TO, YTO NPAaKTHYECKU METOA Npold IpuMeHse-
TCSI NIPU BBITOAHEHUM AIOOOM reoMeTpHYeCKOM KOHCTPYK-
nuu. Hanpumep, pu NOCTPOEHMU IPSIMOW IO ABYM AaH-
HBIM TOYKaM HAAO YUHUTBIBAThH, YTO TOYKA PEAAU3YETCS
OAOCKOM GuUrypor (KpyroM), HMeIOWelH IPakTUYeCKH
O4YeHb MAaAyIO IIAOIaAb; MCKOMasi ’Ke IpsiMasi HaXOAUTCS
B IIOAOCe u3BecTHOM mupuHbl. CamMoe BeposiTHOE IIOAOXKe-
HHE 3TOM IPSIMOM BCEerpa HAXOAHUTCSI IYTEM IMIPOOHOTO
HOKA8ABIBAHUS AMHEHKHU Ha T'Aa3, HHBIMH CAOBaMH, IIPOOOM.

2. Ecan oOGBIKHOBeHHasi ApoOb He npeobpasyercss B KO-
HEYHYIO ACCITHYHYIO APoOb (MAM npeobpasyeTcs B KOHed-
HYIO ACCATHYHYIO APOOb, B KOTOPOH YMCAO AECSTHUYHBIX
3HAKOB CAMIIKOM BEAMKO), TO OOBLIKHOBEHHYIO ApOOb 1P U-
6AUXKaeM AeCSITUUYHOM APOOL b0, UMEIONIEH ITOA-
XOASIIEE YHUCAO AECATUYHBLIX 3HAKOB, Ilpu TakoMm mpwH-
OAMDKEHUH IIOAYYaeTCsl HEKOTOpasl MOTPeIIHOCTh, KOTOpas
33BACHAT OT YHCAA AECSTHUYHBLIX 3HAKOB Apobu: ueM OOABb-
e AECSTHYHBIX 3HAKOB OyAET Y4YTEeHO, TeM MeHbIIe
MIOTPEIIHOCTh, BeAnunHa AECATHYHON APOOH ITOCTEIEeHHO
NPUOAVIKAEeTCSI K BeAUYMHEe OOBIKHOBEHHOU ApPOOH.

3. OAHUM M3 rMaBHEWIIMX BOIIPOCOB B ITKOABHON MaTe-
MaTHKEe SIBASeTCS M3MepeHUWe BeAuuwH HassaH-
HBIM BOIIPOC uMeeT GOAbIIOe 3HaYEHHE He TOABKO IIOTOMY,
YTO OH SBASIETCSI MCXOAHOW TOYKOM AASI IIPUMEHEHMS Ma-
TEeMaTUKH, HO U [TIOTOMY, YTO H3MEpPEeHWEe BEAWYUH TECHO
CBSI3aHO C Pa3BUTHUEM IOHSATHUS YHCAd. ECAM HaTypasbHbBIE
YHCAQ SIBASIOTCSI OCHOBOH ITEPEUMCACHUS SAEMEHTOB HEeKO-
TOPOrO MHO’KECTBa, TO HEOOXOAUMOCTEL PACIHIUPEHUsS MHO-
JKEeCTBa HATYyPAABHBIX YHCEA OOYCAOBAEGHA IIPEXKAE BCETO
npobreMaMHu u3MepeHus. PaciupeHue paruoHaAbLHBIMEA
YUCAAMH OOYCAOBAEHO HOTPEOHOCTHIO MPAKTUKUA U3MEpe-
Hus. PaciiiupeHne >kKe MHOMKECTBa PAallMOHAALHBIX YHCEA
WpPAallMOHAABHBIMM YHMCAAMH OOYCAOBAEHO TeopeTuye-
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CKHMH acreKkTtaMu npobaeMbl M3MepeHMs, HO3TOMYy pac-
CMOTPEHHE OTHOCSIIMXCS CIOAQ BOHNPOCOB IIPEATIOAAraeT
3HAUYUTEABHO OOAee BBICOKYIO abCTpakIuio, YeM 3TO He-
00X0AMMO TIpH AEHCTBUTEABHOM “H3MepeHuH. B pesiromu-
pyemoil paGore MOKasBIBAeTCS, YTO MNPSMOE H3MepeHHe
A1000# BEANYHMHBI 9aCTO MPOMCXOAUT MyTEM IOCAEAOBa-
TEABHOTO IPUOAMIKEHMS, IPUUEM TPUOAMDKEHHE ITpeKpa-
IAeTCsI TOTAQ, KOrAa AOCTUTHyTa HeOOXOAVMMAasi TOUHOCTb.
B paboTe mokasbiBaeTCsl, YTO K PE3yAbTaTy H3MepeHUs
HAAO BCErAa OTHOCHUTHECS KaK K IPUOAMIKEHHOMY YHCAY.
Ilpu DpPaKTHYECKOM H3MEPEHHH IIPOIECC IPUOAMIKEHUS
u3MepsieMOll BEAHMYHMHBI BCETA@ OKOHUYATeAbHBIN. Ecam ke
abcTparupoBaTh T€ YCAOBHS, KOTOPbIE IIPU IIPAKTUYECKOM
H3MEpEeHUHU MEMAIOT AAALHEHIIEMY NPUOAMIKEHHUIO, U AQAb-
mIe IIPOU3BECTH MBICACHHBIN OKCIEPUMEHT C HACAABHBIMU
OOTLEeKTaMH, TO NPUXOAUM HENOCPEACTBEHHO K HE0OXOoAM-
MOCTH PaCIIUPEHHUSI MHOJKECTBA PAIMOHAABHBIX UHCEA.

4. B cOBpeMeHHO} IIKOABHOM MaTeMaTHKe HEAOITyCTHMO
MaAO BPEMEHHU YAEASIeTCSI YWHCAEHHBIM MeTOAaM,
WTPAOLIUM 1IEHTPAABHYIO POAB B IIPUKAGAHOM MaTeMaTHKe.
B pesioMmupyemoi paboTe paccMaTpPHUBAETCs NPUMEHEHHE
YUCAEHHBIX METOAOB IIPX BBIYMCAEHUU MPHUOAMIKEHUU
KBaAPaTHOTO U KyOM4ecKoro KopHeu. Ilpu 3ToM aBTOp HC-
XOAUT U3 KOHKPETHBIX IPUMEPOB M B KOHIE KOHIIOB DAe-
MEHTapHBLIM IyTEM MPUXOAUT K PEKYPPEeHTHBIM hopMyAaM

3
A . A S 0 s i
AR, SR B

TAe a 0003Ha4YaeT YNCAO, M3 KOTOPOro M3BAEKaeTcs KO-
PEeHb. DAEMEHTapPHBIM OYyTEM MOJKHO AOKa3aTh, UYTO MOCAE-
AOBATEAbHOCTH TNPHOAMIKEHHH, ONPEAEAEHHBIE IIPUA ITOMO-
1Y 3TUX (POPMYA, CXOAATCS. AASI TPUOAMIKEHHUN KBaApaT-
HOTO KOPHSI BBIBOAUTCSI (DOPMyAa OLEHKH MOIPEIIHOCTH.

X1 TNa < (%, — 2 g1)?,
KOTOpasi IIPUMEHSIETCS U AASl OIEHKH IIOTPEIIHOCTH IpPH-
OAVDKeHUNT KyOHYeCKOro KOPHSI,
5. TIpuMeHeHne YHCAEHHBIX METOAOB PacCMaTpUBAETCS
TaKJ’Ke [IPU PelIeHuN HEKOTOPBIX aATeOpaudecKuX U TPaHC-
IIEHACHTHBIX ypaBHeHUU. PaccMaTpuBalOTCI METOA

Hrpl0TOHaA, KOTOPHIM NPUMEHSIETCSI TOABKO IIPH - pellle-
HUM aAreOpaMyecKoro ypaBHEHMS, U METOA XOPA
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(regula falsi), ROTOPBIN IPUMEHSIETCS TAK)Ke U IPH peme-
HUM HEKOTOPBIX TPaHCIEHACHTHBIX ypaBHeHu#. IIpu BhI-
paboTKe METOAMKH aHaAM3a COOTBETCTBYIOIIMX BOIIPOCOB
U IPpU OSKCIEPUMEHTAaABHOM OOy4YeHHMH BONPOC He OBIA
paccMOTpPeH u3 OOLIEero acrnekTa, ¥ TEM CaMbIM He OBIAK
AQHBI B PEKYPPEHTHEIE (DOPMYABI COOTBETCTBYIOUIUX IPHE-
MOB, TaK KaK YY€HUK MOJKET BBIYYUTb QOPMYyAY, HO IIpH-
MEHSTb €€ COBEpIIeHHO MeXaHWYeCKH, He MOHUMas CYII-
HOCTH MeTOAAd. TaKOro IMOAOJKEHHSI IIpU OOy4YeHHH MaTe-
MaTHKE HE AOAJKHO BO3HUKHYTh.

B pesiomupyeMoi paboTe OTMeYaeTcsi, YTo paCCMOTpeH-
HbI€ BOIPOCHEI AAAEKO HE HCYEPIBIBAIOT BCEX BO3MOXK-
HOCTEH AASI IPUMEHEHHUS] METOAA MOCAEAOBATEAbHBIX MPH-
GAMIKEHUM B IIKOABHOW MaTeMaTHKe.
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