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Eessdna.

Kiesolevas brodiiiris kdsitletakse katseandmete sta-
tistilise toctlemise meetodeid.

Ulidpilastel, kellel on ees fiiisika iildpraktikum,
puudub juhuslike m33tmisvigade omaduste mdistmiseks tar-
vilik teoreetiline ettevalmistus tdendosusteoorias ja
matemaatilises statistikas. Seda liinka peavad aitama t&i-
ta kaks esimest sissejuhatava iseloomuga paragrahvi.Need
paragrahvid on adresseeritud lugejale, kes on t3endosuse
mdistega vidhesel médral varem kokku puutunud. Sissejuha-
tavale osale lisatud lilesandeid on soovitatav lahendada
paralleelselt teooria 3ppimisega. Ulesannete eesmirgiks
on teooria kinnitamise kdrval ka selle taiendamine.

Kui jétkub aega, on tdendosusteooriat ja matemaati-
list statistikat kasulikum Sppida rasmatutest, milles
kdsitletakse neid kiisimusi pdhjalikumalt [1, 2, 3].

Rakenduslik osa algab kolmandast paragrehvist. Siin
pole teoreetilisele materjalile iilesandeid lisatud. Ules-
annete lahendamist peab asendama katseandmete tootlemise
praktika.

Metroloogia pole seni veel kujunenuyd kanoniseeritud
seisukohtadega silisteemikindlaks teaduseks. Mitmesuguste
‘m33tmisvigade hindamise meetodite rakendatavustingimused
on ebamiirased. Hinnangute usaldatavuse valimiseks pole
ildse loogilist kriteeriumi. Niisuguste ebameeldivate as-
jaolude tdttu ndusb katseandmete statistiline t&Gtlemine
peale loogilise mOtlemisoskuse head intuitsiooni ja visa
to0ga omandatavaid kogemusi.



Nende jaoks, keda kiesoleva brodiiiiri sisu ei rahulda,
on viimastel lehekiilgedel esitatud pikk téiendava kir jan-
duse annoteeritud loetelu.

Autor avaldab tdnu kdigile, kelle miérkused olid abiks
kdsikirja viimistlemisel, eriti aga dots. E. Tiidule.
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§ 1. TOENAOSUSTEOORIA MOISTED.

Juhuslikuks siindmuseks nimetatakse siindmust, mille
toimumist v3i mittetoimumist pole v3imalik kindlalt en-
nustada. Niisugune on n#iteks siindmus: veereva téaringu
peatumisel j&é&b peale kuus silma.

Téhistame sooritatud katsete arvu tdhega n ja
sliindmuse toimumiskordade arvu tédhega k. Suhet k/n nime-
tatakse siindmuse suhteliseks sageduseks. Taringu kiimne-
kordsel veeretamisel on kuue silma saamise suhteline sa-
gedus kord 0,1, kord 0,4, kord 0,2 jne. Katsete arvu n
piiramatul suurendamisel muutub véga ebat3endoseks, et
see suhteline sagedus erineks oluliselt vaartusest 1/6.
Arv 1/6 on vaadeldava siindmuse t3endosus. Siindmuse A
t3ensosust tdhistatakse P {A}. V3imatu siindmuse t3ensio-
sus on null, kindla siindmuse tden#osus iiks.

Juhuslikuks suuruseks nimetatakse suurust, mille
védrtust pole vdimalik kindlalt ennustada. Naide: térin-
gu veeretamisel saadud silmade arv.

Slindmuse "juhuslik suurus x osutub vdiksemaks kui
kindel suurus " tdendosus s3ltub kindla suuruse k
valikust. Funktsiooni

Py (8) = P{ x< B} 1)

nimetatakse Jjuhusliku suuruse x jaotusfunktsiooniks
ehk kumulatiivseks jaotusfunktsiooniks.

Diskreetne juhuslik suurus v3ib omandada ainult
diskreetseid vddrtusi ja tema jaotusfunktsiooni graafik
on trepikujuline. Joonisel 1 on téringu ilihekordsel vee-
retamisel saadud silmade arvu jaotusfunktsiooni graafik.
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Joon. 1. Joon. 2.

Pideva juhusliku suuruse v3imalikud vdartused paik-
nevad tihedalt. Pideva suuruse jaotusfunktsioon on pidev.
Joonisel 2 on mingi viitsiitiku viiteaja jaotusfunktsiooni
graafik.

Poolldigu* [a, b) tabamise tdendosus

P {agx< b} = Fx (b) - Fy (a), (2)

sest vahemik x € b on vahemiku x< a ja poolldigu
ag x < b sumnma.

Kitsa vahemiku (§ » § +A§ ) tabamise tdendosus on
diferentseeruva jaotusfunktsiooni korral ligikaudu vdrde-
line vahemiku laiusega:

P{$< x<§+a8jm fx (§)a§. 3

"Pabemistihedust" iseloomustavat vdrdetegurit

(#)

P{&x<8+a8]  aFx($)
£ = lim — =
x(3) ag-»0 ag o

nimetatakse juhusliku suuruse x td3endosustiheduseks
punktis § . Funktsiooni £ ( § ) nimetatakse suuruse x
tihedusfunktsiooniks.

¥  Poolldiguks nimetatakse ilhelt poolt kinnist, teiselt
poolt lahtist piirkonda.
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Kui tihedusfunktsioon on olemas, siis

a
, =
2 () _.J_'rxq) a§, (5
B
P{agx<v)= [£:g) af, (6)
q
+90
frx @) ag = 1. ?”

Diskreetse suuruse korral asendab tihedusfunktsiooni
v3imalike iiksikvddrtuste 3.: tabamise t8eniosuste hulk

px (ii) = P{x 25130 (8)
Vaatleme kolme sagell esinevat jaotust.

1°. Ristkiilikjaotuse ehk iihtlase jaotuse korral on
suuruse x tdendosustihedus kdigis vahemiku (a, b) punk-
tides lhesugune, vdljaspool vshemikku aga null. Ristkiilik-
jaotuse tihedusfunktsiooni ja jaotusfunktsiooni graafikud
on kujutatud joonisel 3.

{

Joon. 3.

2°. Léhenegu praktiliselt 13pmatu poolestusajaga ra-
diogktiivses preparaadis tdkestamatult kasvava ajavshemi-
ku t véaltel lsgunevate tuumade arvu n Ja ajavahemiku
suhe n/t kindlale suurusele Mo Lagunemised toimuvad
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juhuslikult ja teineteisest sdltumatult. Mitu tuuma l@u—
neb ajaiihikus? Otsitav x on diskreetne juhuslik suurus,
tdendosus, et x = f ( g on null v3i naturaalarv), aval-
dub Jargnevalt:
f.

p, (§) = fr Fias (9
Valem (9) kirjeldab Poissoni jaotust. Joonisel 4 on kuju-
tatud Poissoni jaotuse px(g) diagramm ja jeotusfunktsi-
ooni graafik juhul A = 2,5. T3endosus Py (g ) ei muutu
g suurendamisel kunagi tépselt nulliks.
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Joon. 4.

3°. Suure arvu iihtlaselt viikeste sdltumatute® juhus-
like suuruste summa jaotuse iseloom ei s83ltu teatud tingi-
muste tditmise korral peasegu iildse uksikute liidetavate
jaotustest. Niisuguse summa tihedusfunktsioon on léhedane
normasal jaotuse (Gaussi Jaotuse) tihedusele

2

£ () 4 R (10)
- e
$ GVarm ’ ‘
kus ,1, Ja 6‘ on vabad parameetrid. Normaal jaotusfunkt-
sioon ei kuulu elementaarfunktsioonide hulka.

¥®  Juhuslik suurus on teistest Jjuhuslikest suurustest
sdltumatu siis, kui tema jaotus ei olene teiste juhus-
like suuruste vaartustest.
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Joonisel 5 on esitatud nditena mdned normaaltihedus-
funktsiooni graafikud.

? L

Joon. 5.

Kui ; asemel valida muutujaks

t:%ﬁ , (11)

siis normaaltihedusfunktsiooni valem lihtsustub:

S
R r2)
Vastava jaotusfunktsiooni
t 2
1 =
b i fc E uc

éabeli v3ib leida igast t3endosusteooria 3pikust v3i kisi-
raamatust.

Joonisel 6 on kujutatud funktsioonide f(t) ja qb(t)
graafikud.
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- Joon. 6.

Ebakorrapirase jaotuse tdielik kirjeldamine on tiili-
kas. Lihtsam on Jaotust iseloomustada liksikute arvudega,
milleks v3ivad olla sobivalt valitud kvantiilid v3i momen-
did.

Juhusliku suuruse x p-kvantiiliks ehk protsentpunk-
tiks nimetatakse niisugust vdartust x = &r , mille korral

P (§p) = p- (14)

Funktsiooni & = &, (p) nimetatakse podrdjesotusfunktsioo-
niks ehk kvantiilfunktsiooniks. Tahtsaim kvantiil on me-
diasan

~2;(x) = fo,_f (15)

Mediaan jageb x v3imalike valdrtuste hulga kaheks vdrd-
t3enéoseks pooleks:

1

Pl X< A ) = PRAVE x)l=m (16)
Tdsiasja
P{qum-m € x < $os0 wd)f =k : 7

2490 =



sdnastatakse jérgnevalt: usaldatavusega < v3ib vdita, et
x asub piirkonnas qu_,-(,_‘,) . fq_.,-“ﬂ‘,) ) . Metroloo-
gias arvutatakse piirkonna keskpunkt ja poollaius

& -&) t Sos(f+k)
xO v 24

= )
Agx = !Q,,ﬂlﬁcla §o,fu (18)

ning kasutatakse avaldise (17) lilhendatud leppekuju:
XX bAan¥ (19

Joonisel 7 on kujutatud ebekorrapidrane tihedusfunkt-
sioon ja jaotusfunktsioon ning ndidatud 5%, 50% ja 95%
kvantiilid ja 90% usaldusvahemik. Viirutatud osasse Jadb
90% k3vera fx(g) alusest pindalast.
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é<>,os io,s %,95 £ Eo,os Eo,s éo,ss %
Joon. 7.

Momentidest on téhtsaimad esimene algmoment

fo = j; £, ), (20)

mida nimetatakse keskvaidrtuseks ehk matemaatiliseks oote-
véddrtuseks, ja teine tsentraalmoment

'
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&) = j -t d 21

@ = | G-pee ) af, (1)

mida nimetatakse dispersiooniks. Diskreetse jaotuse korral
asendatakse integraalid vastavate summadega.

M3nede praktikas oluliste jaotuste korral momendid
puuduvad (integraslid ei koondu).

Suurus (x - N )2 iseloomustab juhusliku suuruse hal-
vet keskvadrtusest. Dispersioon on suuruse (x - M )2 kesk-
véaartus. Ruutjuurt dispersioonist G  nimetatakse stan-
dardhalbeks ehk ruutkeskmiseks hédlbeks.

Joonisel 8 on kujutatud ebasiimmeetriline tihedusfunkt-
sioon ja jeotusfunktsioon ning ndidatud 4 , ) Rt J ja

/1-6.
£ F1

Joon. 8.

Kahe Jjuhusliku suuruse kovariatsiooniks nimetatakse
segamomenti

cov(x, y) =/~o{[x -/‘*(l)f[y */‘t(y)]} - (22)

Kahe juhusliku suuruse vahelise lineaarse sdltuvuse mdd-
duks on suhteline kovariatsioon

SOV AT "y)

L (=, Y)=W'

(23)

pliy. 7. 358



mida nimetatakse korrelatsioonikordajeks. Korrelatsiooni-
kordeja viértused paiknevad 13igus [-1; 1] . S3ltumatute
suuruste korral 8(x, y) = 0, lineaarselt sdltuvate suu-
ruste (ax + by = c) korral |4(x, y)| = 1.

Keskvaartuse ja dispersiooni tahtsus tdendosusteoorias
Jja selle rakendustes on tingitud nende suuruste omadustest:

1°. Konstandi c¢ keskvéirtus vérdub sama konstandiga:

/L(C) & Cs i i

2°. Konstandi dispersioon on null: d{c) = O.

3°. Konstantse kordaja v3ib tuua keskvddrtuse mirgi
ette: fc(cx) = c/«-(x).

4°, Konstantse kordaja v3ib tuua dispersiooni mirgi
ette ruudus: d‘(cx) Piet d"(x).

5°. Juhuslike suuruste (ka teineteisest sdltuvate)
summa keskvididrtus vdrdub liidetavate keskvidirtuste summa-
ga: ft,(gx,;)z -?M"J .

6°. Teineteisest sdltumatute Jjuhuslike suuruste summa
(v3i vshe) dispersioon vdrdub liidetavate dispersioonide
summaga: 6"(;11') = Z o}

7°. Teineteisest s&ltumatute Jjuhuslike suuruste kor-
rutise keskvadrtus v3rdub tegurite keskvidiartuste korruti-
sega: /V.U‘J.IL)- I:l/u. 15 7

8°. Kshe juhusliku suuruse summa dispersioon v3rdub
liidetavate dispersioonide ja kshekordse kovariatsiooni
sumnaga: 6%(x+y) = &%x) + ¢Xy) + 23 (x,3) S(x) & (7).

9°. Kahe juhusliku suuruse korrutise keskviirtus vdr-
dub tegurite keskviddrtuste korrutise ja kovariatsiooni
sumnmaga: K (X,y) = M X)) p(3) + $(x,5) S (x) ().

EKaheksanda omaduse valemi sarnasus koosinuslausega
tingimusel

cosP = - $(x,y) (24)

v3imaldab standardhédlbeid geomeetriliselt liita. Oeldut
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illustreerib joonis 9.

6(i+) 6(i+y)  6()
2 6(3) A
Derz h oS00 s
Joon. 9.

Uheksandast omadusest jareldub, et juhuslike suuruste
suhte keskvaartus ei v3rdu keskvddrtuste suhtega, sest ja—
gatis ja nimetaja pole sdltumatud. Metroloogias uuritavate
Jjuhuslike suuruste suhetel enamasti momendid puuduvad.

Keskvadrtus ja dispersioon el fikseeri jaotusseadust.
K3ikv3imalike iihe ja sama keskvidartusega Ja2 (x) ning iihe
ja sama dispersiooniga & %(x) jaotuste korral kehtib Tde-
bddovi vdrratus:

P{Ix-pls 63> 1- 53, (25)

kus 3¢ on suvaline positiivmne arv.

Ristkiilik jaotuse korral on l“' = A= (a+b)/2 Jja
g% (b-a)2/12.

Poissoni jaotuse keskvdartus on koosk3las valemis (9)
kasutatud téhistustega: ,t(x) =p - Dispersioon &% =p
mediaan A<N.

Normaal jaotuse keskvaartus ja dispersioon on kooskd-
las valemis (10) kasutatud téhistustega, A = /e - Normaal-
jaotuse korral on - 6 ~$aie /‘-¢+6~§4-q45 ja
P {p-6<x < M+ 8f~0,68.

V3rdus A = s kehtib kdigi keskvidartust omavate
slimmeetriliste jaotuste korral.

Eespool o0li nimetatud normaal jaotuse tekkimise tingi-
mus. See tingimus jareldub Laplace'i, Gaussi, Ljapunovi,
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Lindebergl ja veel mitme matemaatiku poolt jérk-jargult
tdiustatud tsentraalsest piirteoreemist. Olgu x; 13plike
dispersioonidega sdltumatud Jjuhuslikud suurused ja

2, kud 3 - p(x)dl<E@ (D)
X =
i

(xi)’ kui lxi s /"(xi)‘ >&6 (x)v
kus & on mingi positiivne arv ning X =,}'_ix;. Tghis-
e
tame 4= o¥D - Z 3*(x{). Kui kdikvdimalike

vaartuste korral lim f
n=9e d= LX)

liidetavate arvu piiramatul suurendamisel normaal jaotusele.
Liidetavate jaotused v3ivad normasl jaotusest hoopiski eri-
neda. Tsentraalse piirteoreemi t3estamisel v3ib lihtuda ka
ilaltooduist erinevalt formuleeritud eeldustest.

Shannon (1948.a.) ja Helfin (1958.a.) nditasid, et
normaalne jaotusseadus sisaldab juhusliku suuruse kohta
védhem informatsiooni kui mistahes teine sama dispersioo-
niga jaotusseadus.* See omadus vabandab (aga ei 3igusta)
normasal jaotuse hiipoteesi tundmatu jaotusseaduse korral.

Kiisimused ja iilesanded:

1. Sooritage "Kulli ja kirja" mingu katse. Kui suur
oli "kirja" suhteline sagedus 5, 10 ja 20 viske korral?

= 0, siis ldheneb X jaotus

2. Kui suur on tdendosus, et "Kulli ja kirja" méngus
tuleb 10 viske korral alati "kiri"?

3. T3endosus, et tdnaval 30 esimest vastutule jat on:
k3ik meessoost, ndib olevat (0,5) 30 %10‘"9. Miks tegelikku-
ses kirjeldatud siindmus ei ole nii haruldane?

Informatsiooni m33duks on integraal

(%) log £.(¢ )a s
—fo xf § + cons

<5



4. Leidke niiteks siindmus, mille tdendosus on 0,2,
Ja siindmus, mille td3eniosus on -0,5!

5. Millise omaduse t3ttu on tédringu kindlale tahule
langemise tden#osus tépselt 1/6? Kuidas ehitada vidliselt
dige tdringuga sarnast "valetéringut", mis garanteeriks
taringumingus meksimaalse edu?

6. Jaotusfunktsiooni tabelis on andmed: F(-» ) =
= 0,2; F(1) = 0,5; F(2) = O,4; F(®) = 1,5. Milliseid vi-
gu on v8imalik nendes andmetes kindlaks teha?

7. Olgu "Kulli ja kirja" méngus "kulli" korral x = O,
"kirja" korral x = 1. Koostage rx(g ) graafik ilhe viske
tulemuse jaoks! EKoostage jaotusfunktsiooni graafik kahe
viske tulemuste summa jaoks!

8. Koostage kahe tédringu heitmisel saadud silmade x
jaotuse px(g ) diagramm ja jaotusfunktsiooni graafik!

9. Millisele jaotusseadusele allub:
a) 4-kohalisest logaritmide tabelist huupi vali-
tud arvu iimardamisviga;
b) ihe minuti jooksul stsintilloskoobis regist-
reeritud séhvatuste arv;
¢) rosinate arv rosinakuklis;
d) 100 kuni 110 grammise kartuli mass?

10. Mis v3ib pdhjustada maanteel sditvale autole
kindlas ajavahemikus vastutulevate autode arvu jaotuse
erinevust Poissoni jaotusest?

11. Koostage ristkiilikjaotuse tihedusfunktsiocni ja
Jeaotusfunktsiooni avaldised!

12. Bussipeatusse, kus liiklusintervall peaks olema
10 min., tuleb juhuslikul momendil t = O reisija ja jdab
bussi ootama. Reisija hindab ootamise ajal pidevalt veel
oodata jiléiva aja t' keskvddrtust M (t') ja tdenidosust
P{t' < 5 min.j. Mida otsustab ootaja kriitilistel momen-
tidel t = ne0min.? Joonistage graafik, kus on nididatud
/c(t') Ja P{t'< 5 min.} s3ltuvus oodatud ajast, kui

e



reisija lahkus peatusest 30 minuti pédrast jalgsi!

13. Kui suur on Joonisel 4 kirjeldatud jaotuse korral
siindmuse x = 4 t3endosus ja suuruse x tJendosustihedus
punktis x = ? Kui suur on pideva jaotuse korral siindmu-
se x = A tdendosus?

14, Tuletage ristkiilikjaotuse dispersiooni valem?

15. Ristkiilikjaotus a = -1 ja b = 1. Leidke keskviddr-
tus, mediaan, dispersioon ja standardhilve! '

16. S3ltumstud suurused x Jja y alluvad mdlemad
eelmises iilesandes kirjeldatud jaotusseadusele. Koostage
Juhusliku suuruse 2z = x + y tihedusfunktsiooni ning jao-
tusfunktsiooni avaldised ja graafikud! Leidke x, y Jja z
Jaocks 50% ja 99% usaldusvshemik! Kuidas suhtub 2z usaldus-
vahemiku lajius x Jja y usaldusvahemike lajuste summasse?

17. Leidke pdhjendus t3siasjale, et normsalselt jao-
tatud suuruste summa jaotus on alati normaalne!

18. x on jaotatud normaalselt, (x) =0 jag(x)=
= 10. Leidke ilma () (t) tabelit kasuteamata ligikaudselt
vahemiku (-1; 1) tabamise tdeniosus!

19. Leidke normaalselt jaotatud suuruse (g= 10; & =
= 2) 0,1% ja 90% kvantiilid ja avaldage selle suuruse 99%
usaldusvahemik valemi (19) kohaselt!

20. Leidke P{ | x - p[< 3d} ristkiilikjeotuse ja nor-
maal jaotuse korral. Mida v3ib Selda selle tdend#osuse koh-
ta siis, kui jaotusseadus pole teada?

21. Leidke niditeid negatiivse ja positiivse kovariat-
siooniga juhuslike suuruste paaride kohta! '
2 2 2
2. dx+x) = @@ + I(x) = 2 3%x);
otx +x) = d(2x) = 43%x); 2 =4. Kus on

viga?

2
23. Avaldege S (x-X) ja G(x - y) sdltumatute
suuruste x Jja y dispersioonide kaudu!
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24, Kui suur on ? (x, y) joonisel 9 esitatud néidete
korral?

§ 2. MATEMAATILISE STATISTIKA MOISTED.

T3entiosusteooria on otseselt rakendatav vaid ette tea-
da olevate jaotusseaduste korral. Juhuslike suuruste empii-
riline uurimine on matemaatilise statistika iilesanne.

Juhusliku suuruse x kohta tdieliku informatsiooni
saamiseks oleks tarvilik vadrtuse l3pmatukordne masramine,
mis annaks x k3ikvdimalike vdartuste kujutletava” iildko-
gumi. Vddrtuse n-kordsel madramisel saadud tulemuste 13p-
likku kogumit Xgy Xny ey Xy nimetatakse vdaljav3tteks
(iildkogumist). Védrtused x,, X5, ... on véljav3tte kompo-
nendid, komponentide arv n on valjavdtte maht.

Jdr jestatud vdljavdtet

1(1)‘1(2)s e § x(i)s voe $1(n) (26)

nimetatakse variatsioonreeks. Sulgudes asuv indeks on kom-
ponendi Jdrg. Jdarg ei pruugi kokku langeda esialgse, ndi-
teks kronoloogilise, rea sulgudeta kirjutatava indeksiga.

Empiiriliseks jaotusfunktsiooniks nimetatakse trepp-
funktsiooni

0, kui § £ x(q)
B @) e 4300 300 $0 Xaenr: can)
1, kui x(n),<§ .

n komponendi korduval médéramisel saadskse iga kord uus
konkreetne vdljavdte, uus variatsioonrida ja uus empiiri-
line jaotusfunktsioon. 1933.a. tdestas Glivenko, et vdl-
javdtete mshu piiramatu suurendamise korral kdik empiiri-
lised jaotusfunktsioonid léhenevad juhusliku suuruse x
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;jaotuarunktaioonil,e H
?{1n up [, ® - 1, @@ =0}-1. (28

Matemaatilisel statistikal on kaks teineteisega tihe-
dalt seotud pdhiiilesannet:

4°. Juhuslike suuruste jeotuste parameetrite hinda-
mine.

2°. Juhuslike suuruste kohta plistitatud hiipoteeside
kontrollimine.

Kummagi iilesande korral annab léhteandmed konkreetne
val javdte.

Juhusliku suuruse jaotuse parameetri punkthinnanguks
v3etakse vdljavdtte komponentide sobivalt valitud funktsi-
oon. K3iki vdljavdtte komponentide funktsioone nimetatak-
se statistikuteks. Statistikuteks on niditeks aritmeetili-

ne keskmine m, = xiln, véljavdtte suurim komponent
mex Xy = X(p), heare ehk variatsiooniulatus w, = mex x,-

- min Xy = X(p) = X(q)- Kindla jérjega i komponenti X(41)
nimetatakse i-ndaks Jédrjestatistikuks. Paaritu mshuga vél-
Jjavdtte korral nimetatskse kesmist jarjestatistikut 1=
x(m_,]) empiiriliseks mediaaniks. Paarismahu korral valitak-

se empiiriliseks mediaaniks suvaline arv vahemikust (xn/z,
X, +n/2), tavaliselt vahemiku keskpgnkt.

Indeks n statistiku tdhise juures naitab valjavdt-
te mahtu.

Uhe ja sama parsmeetri hindamiseks v3ib kasutada eri-
nevaid statistikuid. Nditeks keskvédrtuse M (x) hinnan-
guks vOib olla nii aritmeetiline keskmine m, kui ka em-
piiriline mediaan ln Sobivama statistiku valimiseks on
tarvis tunda hinnasngute omadusi.

Védljavdtte komponendid on juhuslikud suurused ja nen-
de funktsioon omandab iga uue konkreetse vidljavdtte korral
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uue véddrtuse. Statistik on Jjuhuslik suurus, mis saab vidl-
javdtte realiseerimisel konkreetse védrtuse. Statistikut
kui juhuslikku suurust kirjeldatakse statistiku jesotussea-
duse paremeetritega M (8y)» O”(sn). A (g,) jne. Statis-
tikute parameetreid el tohi segi ajada juhusliku suuruse
x parsmeetritega.™®

Keskviddrtust omav statistik 8, On suuruse X para-
meetri 1‘ nihutameta hinnang siis, kui

) = f - (29)
Hinneng on konsistentne, kui sdltumatult & > O valikust

lim P{lgn-(rbe}:o. (30)

n-»oo
Véhimruutude meetodi korral vdetakse hinnangu ebatap-
suse m33duks hinnangu vea ruudu keskvéartus

5%gy) = pley -1 - )

Teatud tinginuatel.' rahuldab iga nihutamata hinnangu eba-
tédpsus vdrratust

5% (8y) > 82 () = (32)

NEP
n I '’
kus I(y) on vdljavdtte iilhes komponendis sisalduv informat-
sioon™™* parameetri 3} kohta. Valem (32) on Fréchet' (1943.
a.), Rao (1945.a.) ja Orameri (1946.a.) tuletatud informat-
sioonivdrratuse erijuht.

» Niisugune oht on statistiku m, (aritmeetiline keskmine)
korral.

- Tingimuste sdnastus on komglitseeritud. Normaal jaotuse
puhul on nad tédidetud, ristkiilikjaotuse puhul mitte.

¥¥® See Fischeri poolt 1921.a. tarvitusele vdetud mdiste
erineb informatsiooniteoorias kasutatavast informat-
siooni mdistest.
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Suhet 2

£ 1———(7) (33)
&) 8%(8,)

nimetatskse hinnangu g, efektiivsuseks. Kui &£ (gy) =1,

siis on hinnang g, efektiivne, kui }'101: & (gn) =1,

s8iis asiimptootiliselt efektiivme.

Statistikut, mis sisaldab viljavdttes 3‘ kohta sisal-
duvat informatsiooni tédielikult, nimetatakse » piisavaks
hinnanguks. Pirast piisava hinnengu arvutamist v3ib vélja-
vdtte "hdvitada" parameetri Y kohta informatsiooni kaota-
mata. Efektiivne hinnang on informatsioonivdrratuse kehti-
vustingimustel alati piisav, piisav hinnang aga ei pruugi
olla efektiivme.

Vdljavdte on n-komponendiline Jjuhuslik suurus. Tema
tihedusfunktsioon on n-m33tmelise ruumielemendi tabamistde-
niosuse ja ruumala suhe. S3ltumatute komponentidega Jjuhus-
liku suuruse tihedusfunktsioon v3rdub komponentide tihedus-
funktsioonide korrutisegas

Y@ = 2, G L Qo) o0 " G Qe OB

Matemaastilise statistika iilesannetes on i védrtusteks
konkreetse vdljavdtte komponendid x4y Ja funktsiooni argu-
mendiks jé&b muutuv suurus 3* . Funktsiooni ¥ (xi, 3’-) =

= ¥ () nimetatakse t3epdrasusfunktsiooniks. Tundmatu pare-
meetri 3‘ tdepédraseimaks vddrtuseks nimetatakse vadrtust
}I- g, mille juures Y()!) on meksimaalne. Maksimumi t:Ln-
gimust

3 [z, ) 5

3y 3
nimetatakse t3epdrasusvdrrandiks. Kui parameetri jaoks on
olemas efektiivne hinnang, siis on see tdepérasusvdrrandi

ainsaks lahendiks. Ulalkirjeldatud meksimaalse tdepédrasuse
meetod on hinnanguvalemite tuletamisel kdige tarvitatavam.

(35)

N\
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Véhimruutude meetod Jjéreldub maksimaalse tdepédrasuse mee-
todist normaal jaotuse eeldusel. Kahjuks pole maksimaalse
t3epidrasuse meetod kitsendavate eelduste tdttu péris uni-
versaalne.

Punkthinnang ei kirjelda iseenese tépsust. Kui hinnan-
gu tédpsuse hindamiseks kasutada teist punkthinnangut, siis
Jééb hindamata veel hinnangu tépsuse hinnangu tédpsus jne.
13pmatuseni. "N3iaringist" aitab vilja vahemikhinnangute
meetod, mis on tihedalt seotud matemaatilise statistika
teise pdhiiilesande, statistiliste hiipoteeside kontrollimi-
sega. Piistiteme hiipoteesi: hindamisele kuuluv néitarv a‘
asub mingite statistikute g_ ja g, poolt piiratud vahemi-
kus. Hiipoteesi kontrollimise eeskirja nimetatakse testiks.
Testi abil mididratakse t3eniosus selleks, et hiipotees ei
ole ekslik

P{e_< y<g,J=d. - (36)
Sageli 'valitakse ette tdensiosus & Ja konstrueeritakse
vastavad statistikud g_ ning g, . Koostatud avaldis on-
gl vehemikhinnang, [g_, &,] on usaldusvahemik™ ehk usal-
duspiirkond Jja é on usaldatavus. Eksimise tdendosust
1 - & nimetatskse olulisuse nivooks. Hinnangu kokkuleppe-
line kirjutusviis metroloogias on jédrgmine:

7=t B, (37

kus
Bt h
 Taras g,
s (38)
A")}=;§——-_'

® Pideva Laaotuae korral pole mdtet lahtist vehemikku,
poolldiku ja 138iku iiksteisedt eristada.
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Valemites (17...19) olid otspunktid kindlad ja vshe-
mikku langev suurus juhuslik, valemites (36...38) on aga
vahemikus asuv suurus kindel ja vahemiku otspunktid juhus-
likud. Kui mérkiviskaja tabab véikese palliga pdrendal asu-
vat karpi tdenifiosusega o , siis on olukord analoogiline
valemi (17) abil kirjeldatavaga. Kui & on tdendosus kat-
ta pdrandal asuvat palli visatava karbiga, siis on olukord
analoogiline vahemikhinnanguga. Seetdttu peab valemeid
(36, 37) sdnastama jérgnevalt: "Vahemik [g_, g¢) katadb
suuruse )‘ t3ensosusega d.” Oeldut illustreerib joonis
40,

¥
9- 9+
777772
%m 9+ }tsendosus o
q- 9+
2722777770 téendosus 1-o

Joon. 10.

Veshemikhinnang ei sisalda teavaliselt kogu véljavdt-
tes leiduvat informatsiooni, seda eriti suure usaldatavu-
se puhul. Seepérast peab vahemikhinnangute kasutamisel
hoolitsema alginformatsiooni (eelteadmised, vidljavdtte
komponentide v3i piisavate statistikute viédrtused) otse-
se sdilimise v3i restaureeritavuse eest.

Kaasaegses metroloogias on vahemikhinnangute meetod
punkthinnangute meetodit pea taielikult vilja tdrjumes.

Jaotusseaduse parameetrite hindamiseks on tarvis
aprioorse iseloomuga eelteadmisi uuritava juhusliku suu-
ruse kohta. Enne kui lugeda védljavdtte aritmestilist
keskmist m  suuruse X keskvadrtuse hinnanguks, peab
teadma, kas keskvddrtus ilildse eksisteerib. Vidljavdtte
jargil empiiriliselt otsust teha pole kshjuks pdhimdtte-
liselt vOimalik. Seetdttu péoratakse jidrjest rohkem téhe-

o Y ok
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lepanu mitteparameetrilise statistika meetoditele. Mitte-
perasmeetrilise vahemikhinnangu korrsl on hinnatavaks suu-
ruseks mingi kvantiil, néiteks mediasn, radadeks g_ ja g,°
on testi abil méédratavad jérjestatistikud.

Kiisimused ja lilesanded.

1. Koostage viljavdtte (1,18; -0,27; 0,10; =2,30;
-0,97; =1,21; 0,21; -0,16; -0,20; 1,22; -1,16) variatsioon-
rida ja empiirilise jaotusfunktsiooni graafik., Virrelge
seda normaaljaotuse ( x = 0, & = 1) grasfikuga! (Kirjel-
datud viljavdte on saadud nimetatud jaotusega juhuslike
arvude tabelist.)

2. Arvutege eelmises {ilesandes kirjeldatud viljavdt-
te statistikud mp, 1 ja (x(3) + X(p-2)) /2. Eui suur on
vaadeldaval juhul f"(‘n)‘?

3. T3estsda, et statistik m, on keskvéirtuse ni-~
hutsmata hinnasng. Podrake tiéhelepanu tdestamiseks vajali-
kele eeldustelel

4, Kuidas leida Glivenko teoreemi alusel kvantiili
_gp veenvat hinnangut?

5. Tuletage 8,°( J) vales normaaljactuse jacks!

6. Leidke keskviddrtuse hinnangu n, dispersioon
normaal jaotuse korral!

7. S3nastege ja t3estage Tdebddovi teoreem (suurte
arvude seadus):

: 2
P(Imn-pel< €3> 1= 20, (39)

kus € on kuitahes viike positiivne arv. Liéhtuge Tde-

bd8ovi v3rratusest ja dispersioonide liitmise reeglist!

8. Leidke nditeid efektiivsete hinnangute ja mitte-
efektiivsete nihutamata hinnangute kohta!

9, S3ltumatute komponentidega normaalse vidljavdtte
tihedusfunktsiooni valemile sasb anda kuju:

o O i
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Kuidas vdimaldab avaldis (40) tdestada /‘c hinnengu m,
piisavust?

10. Kul velemis (40) KX jJa ¢’ lugeda argumentideks
ja _f; parameetriteks, siis on ¥ (x ,0’) t8epérasusfunkt-
sioon. Tuletage Ido hinnangu valem meksimaalse tdepdrasu-
se meetodil! :

11. Kuidas sdnastada m33tmistulemuse hinnangut
U = (1,183 % 0,01299¢) V?

12. Kas vahemik [g_, g,.,) on tuntud jsotusetiiiibi, vdl-
javdtte ja usaldatavuse korral iiheselt middratav?

§ 3. MOOTMISVEAD.

Olgu md3detav suurus X ajast sdltumatu. M3dtmistule-
mus X on juhuslik suurus, mis erineb tundmatust X tund-
matuks jédva md3tmisvea vdrra. n-kordsel m33tmisel saame
n-komponendilise md3tmistulemuste vdljavdtte: Xqs Xy eeey
Xis ooy Xpo M33tmistulemus ndib kindla suurusena vaid
siis, kui haare on lugemi iimsrdamisveast védiksem.

M33detava suurusega seatakse vastavusse tavaliselt '
keskviiirtus f (x), mida sasb védljavdtte jérgli hinnata.*
Vshet M (x) - X nimetatakse siistemaatiliseks mddtmisveaks,
vahesid x; - M (x) - juhuslikeks m33tmisvigadeks. Kui mddt-
mistulemusel keskvidrtus puudub, siis seatakse md3detava
suurusega samasugusesse vastavusse mediaan A (X). Viima-
ne kokkulepe on mdnel juhul 3igem ka siis, kui keskviddrtus
on olemas.

® EKeskvaartust a (x) ei tohi segi ajada tépselt teada ole-
va viljavdttekeskmise m -ga.
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Silistemaatilisel veal v3ib olla mitu pdhjust:

1°. M33tmismeetodi ebatiéielikkus ja arvutusvalemite
ebatipsus (teoreetiline viga).

2°. Léhtesndmete ja konstantide ebatipsus (léhteviga).

_3°. Easutatavate md3tude Ja m3dteriistade ebatidpsus
(siistemaatiline riistaviga).

4°, Hiirete Ja védlistingimuste ebasoodne m3ju (siiste-
meatiline hédireviga).

5°. Silmapetted ja eksitavad harjumused (subjektiiv-
ne siistemaatiline viga).

Teoreetilise vea hindamine ja vidhendamine on iga e’ks-
perimendi jaoks spetsiifiline fiilisikaline probleem, mis
nduab nii teooria kui ka katsetehnika pdhjalikku tundmist.
M3nel juhul saab teoreetilist viga avastada empiiriliselt.
Selleks tuleb iihte ja sama suurust m3dta erinevate meeto-
dite abil. M33tmistulemusi vdrreldaskse §-s 14 kirjeldatud
v3tetega, oluline erinevus viitab teoreetilise vea v3ime-
likkusele. -

Léhtevea hinnang peab sisalduma ldhteandmetes. Vea-
hinnanguta sndmed pole kvaliteetsed. Lahteviga pole v3i-
malik lédhteendmete kasutamisest loobumata kdrvaldada.See-
tdttu .vaib léhteviga eksitada ka vilunuimat eksperimentaa-
torit. Néditeks Millikani tuntud katsetest (58 sdltumatut
mddtmistulemust) vdid Studenti testi (vt. § 6) abil lei-
da elektroni laengu m3dtmistulemuste keskvadrtuse e =
= (4,7808 % 0,005499%) 1010 Ly, Pirest tépsete rontgen-
difrektsioonvdrede valmistamist ja pikkuse X-iihiku ning
Avogadro arvu korrigeerimist leiti Faradsy ja Avogadro ar-
vu jérgi elementaarlaengu tédpsem vaartus. Ilmnes, et Mil-
likeni tulemuse viga on naidatud vshemiku poollaiusest
neli korda suurem. Hilisem analiiliis selgitas, et Millikan
0li léhtunud 3hu sisehddrdeteguri ebatédpsest vaartusest.

Silistemaatilist riistaviga hinnatakse kasutatavate
md33tevahendite skaalaandmete ja tunnistuste Jjargi.Siiste-
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maatilist riistaviga saasb taielikult kdrvaldada ainult
siis, kui eksperimentaatoril on v3imalus kasutada iihikute
siisteemli fikseerivaid algetalone. Tavaliselt on riistaviga
kdrvaldamatu. Erandiks on nurgamddtmised, sest nurgaiihikud
on defineeritud etalonita. Riistavea viéhendamiseks on tar-
vis m3dtevehendeid tédpsemini taadelda (koostades parandite
tabeleid) v3i kasutada tépsemaid riistu. Riistade korras-
oleku kontrolliks on kasulik v3rrelda omavashel ka vdrdtép-
seid riistu.

Lihteviga ja riistaviga kokku moodustavad nullvea,
mida eksperimentaator kdrvaldada ei saa ja mille {ilemmd#r
on vdrdlusmddduks kdigli teiste vigade hindsmisel . Maksi-
maalse tdpsuse taotlemisel piilitakse muuta kdik teised vead
nullveast suurusjirgu vdrra védiksemaks. Kontrollitavate
vigade edasine vdhendamine oleks mdttetu.

Hdirevea hindamise ja kdrvaldsmise oskus on eksperi-
mendikunsti téhtsaim koostisosa, iildretsepti selleks ei
ole. Hédireviga on sageli ebastabiilne ja pdhjustab siiste-
maatilise vea ajalist muutlikkust.

Kahtluse korral,et esineb subjektiivne siistemaatili-
ne viga, lastakse m33tmisi korrata mitmel vaatlejal ja
vdrreldakse tulemusi statistiliste meetodite abil.

Juhuslike vigade pdhjusteks v3ivad olla kontrollima-
tud muutlikud hédired, mddtmisprotseduuri kontrollimstud
varieerumised, soojuslikud fluktuatsioonid, juhuslikud
subjektiivsed eksitused. Juhuslikke vigu el analiilisita
tavaliselt tekkepdhjuse jargi, vaid uuritskse empiirili-
selt matemaatilise statistika meetodite abil.

Jérgnevates juhuslike vigade analiilisile piihendatud
paragrahvides eeldatakse kdikjal, et iga iliksiku vastlus-
tulemuse juhuslik viga ei sdltu teistest tulemustest (ko-
variatsioon on null) ning juhuslike vigade jaotus ei sdl-
tu ajast. Tuleb silmas pidada, et kdik kirjeldatavad vaat-
lusandmete tootlemise meetodid (vdlja arvatud § 14) ei
mdjuta ega vdimalda hinnata siistemaatilisi vigu.

Juhuslike vigade teooria on pika aja jooksul paljude
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nimekate teadlaste poolt peensusteni védlja arendatud. Ra-
huldava vastuseta on aga jdinud tdhtsaim kiisimus: kuidas
teha kindlaks vigade jaotusseadust? Jaotusfunktsiooni ran-
ge empiirilise hinnangu annab Kolmogorovi test (Kolmogorov,
1933.2.). Hinnengu saemiseks on tarvis:

1°. Leida valemi (29) abil empiiriline Jaotusfunkt-
stoon 2, (®(g).

2°. Leida tabelist 1 suuruse D,  véirtus.
’

Tabel 1

o« =90% | =95% |a=99% D |oe=90% | x=95% | o¢ =99%

0,468 | 0,519 | 0,617 || 40 | 0,189 | 0,210 | 0,252
0,436 | 0,483 | 0,576 || 45 | 0,179 | 0,198 | 0,238
0,410 | 0,454 | 0,542 {| 50 | 0,770 | 0,188 | 0,226
0,369 | 0,409 | 0,489 || 60 | 0,155 | 0,172 | 0,207
12 | 0,338 | 0,375 | 0,449 || 70 | 0,144 | 0,160 | 0,192
15 | 0,304 | 0,337 | O,404 || 80 | 0,135 | 0,150 | 0,179
20 | 0,265 | 0,294 | 0,352 || 90 | 0,728 | 0,141 | 0,169
25 | 0,238 | 0,264 | 0,317 ||100 | 0,121 | 0,134 | 0,161
30 | 0,218 | 0,242 | 0,290 1,22 | 1,36 | 1,63

35 | 0,202 | 0,224 | 0,269 Ve Va VS

Cmom~ O |P

3°. Joonistada graafikud rx(”)(g) - Dy g ja £, (B (6)+
+ Dn “ Graafikute vahele jddv riba katab tundmatu tdelise
Jjaotusfunktsiooni graafiku iileni t3eniosusega d .

Jaotusfunktsiooni empiiriline hinnang on ligikaudne
Ja ei v8imalda teha otsust keskviddrtuse olemasolu ja teis-
te oluliste kiisimuste kohta. Mdnel juhul saab jaotussea-
dust &ra arvata fiiiisikaliste kaalutluste alusel. Sageli
peab aga leppima mingi tiilipoletusega, néiteks: vigade jao-
tus on arvatavasti ligiléhedaselt normaalne. Kuna prakti-
kas v3ib esineda esimesel pilgul normaal jaotusega sarna-
neveid halbade omadustegas jaotusi, siis selline oletus on
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vaatlusandmete t66tlemisel kahtlane vundament.

Vaatleme lihtsat nédidet. Olgu suuruse y jaotus normaal-
ne (,(. = 10, ¢’= 1). M33tmisele kuulugu suurus x = ¥y. Ju-
huslik suurus x keskviddrtust ei oma, tema tihedusfunkt-
siooni graafik on aga peaaegu eristamstu normaaltihedus-
funktsiooni (,(, = 0,1, &= 0,01) graafikust. Kui eksperi-
mentaatoril x Jjaotuse kohta eelinformatsiooni pole, siis
md3tmistulemuste alusel erinevust normaal jaotusest avasta-
da ei 3nnestu. Kui eksperimentaator piiiab m33tmistulemuste
jérgi hinnata x olematut (13pmatu suurt!) keskvadrtust,
saab ta teadmatult tulemuse, mis k31lbeb hoopis mediaani
hinnanguks. Vdljavdtte mahu viga tugeva suurendamise kor-
ral hakkaks vaadeldavat tiilipi jaotuse korral hinnangu tép-
sus aga vastu ootusi halvenema. Seda ei juhtuks, kui eks-
perimentaator loeks mdned tédiesti korrektsed vaatlustule-
mused ekseteks §-s 7 kdsitletavate eeskirjade jargi.

Pole raske vidlja mdelda veelgi kuriocossemaid naiteid.
Kui eespool kirjeldatud x Jjaotuse tihedusfunktsioon lu-
geda alates sobivalt valitud g védrtusest identselt nul-
liks, v3ib saada jaotuse, mis on peaaegu eristamatu nor-
maal jesotusest, kuid mille keskvddrtus on medisanist néi-
teks kiimme korda suurem ning paikneb piirkonnas, kus f( f)
on praktiliselt null. Uldtuntud kurioossete omadustega on
veel graafiku poolest nermaal jaotusega sarnanev Cauchy
jaotus [6, 1k. 106...107; 1, lk. 117...118].

§ 4. TUNDMATU JAOTUS.

Allpool kirjeldatakse mitteparameetrilise statistika
lihtsaimat, mé.rgitestiks! nimetatavat meetodit. Mérgitest
kasutab vaatlussandmetes sisalduvat informatsiooni tavali-
selt ebataielikult; teda tarvitatakse siis, kui teised

¥ Nimetus on seotud mérgitesti siin mitte kdsitletava ra-
kendusega valjavdtetevahelise siistemaatilise erinevuse
tdestamiseks.
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meetodid pole ilmselt digustatud.

Tundmatu jaotusseasduse korral pole alust keskviartu-
se olemasolu eeldada. Seame md3detava suurusega vastavusse
m3dtmistulemuse mediasni X (x), mille hindamisele asumegi.

Oletame, et x jaotus on pidev. Siis on kdik iiksik-
tulemused iiksteisest erinevad ja arutlused lihtsustuvad.
Koostame iiksiktulemustest variatsioonrea

1(1)(1(2)<.o.<1(1)< ...<x(n) (‘V‘)

ja piiiame mddrata siindmuse A (x) < X(k) t3endosust Pk(n).

Tdhisteme siindmuse A (x) ¢ X(1) t3endosuse p1(n), siindmu—

(n)
2

se x(1)<l(x) < X(2) tdendosuse p ! sindmuse

X(2) <A(x) < X3 tdensosuse pj(n) jne. Gindmus A (x)< (o)

on loetletud siindmuste summa ja

Pk(n) = p1(n) + pe(n)+ i g W pk(n) x (42)
p1(n) on siindmuse "k3ik lksiktulemused on medisanist
suuremad"” t3endosus. Tdendosus, et ikks kindel iksiktulemus,
néditeks x,, on mediaanist suurem, on mediaani definitsioo-
ni kohaselt 1/2. Kuna n iiksiktulemust on iksteisest sdl-
tumatud, siis p1(n) = 2B, T3endosus, et iiks kindel iiksik-
tulenus on mediaanist vaiksem, lile jaanud n-1 aga kdik suu-
remad, on samuti 2~2. Tdendosuse P> n) leidmisel peame ar-
vestama n sellist olukorda, sest igaiiks n-st lksiktule-
musest v3ib olla mediasnist vdiksem. Seega pz(n) = n-278,
T3endosus, et kaks kindlat iiksiktulemust, nditeks x, ja
X,, on mediaanist védlksemad, lilejaédnud n-2 tikki aga suu-
remad, on ikka 277, p3(n) leidmisel tuleb aga arvesse nii
palju v3imalusi, kui palju on erinevaid kombinatsioone n
elemendist 2-kaupa.¥® Seega p3(") = (i) 272, Nii edasi

% Kombinatsioonide arv n elemendist m-kaupa

™ = n(n-1)(n-2)...(n-m+1) _ n! (43)
o Aide3 lisv M T mo!'(n-m)! 4
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arutledes leiame, et pk(n) = (k;")z‘“ ja

Pﬁn) & [1 + (;) + (!21) * eee +(k;1)](%)n. (44)

Sama m3ttekdigu rakendatavus iiksiktulemuste kahaneva
Jjérjestuse kohta lubab kirjutada

P{AGX) > X103 = P{A< x(py} = B, (a5)

sest x n+1-k) °B kahaneva Jjérjestuse k-s element.' Tingimu-
sel k€n/2 valemis (45)esinevad siindmused ei 13iku ja nende
summa t3endosus on 2 Pk(n). Selle liitsiindmuse vastandsiind-
muse tdendosuse avaldis

P{ Xy §Ax) £ x(n+1-k)} Y Or Pk(n) -4 (46)

ongi mediaani otsitav vahemikhinnang usaldatavusega o .
Diskreetse jaotuse puhul jduaksime veidi tiilikamate
arutlustega sama eeskirjani.
1939.a8. koostas Nair funktsiooni ® (k,n) tabeli. Tabe-
list 2 v3ib leida etteantud k jérgi véikseima vOimaliku
iiksiktulemuste arvu n, mille korral usaldatavus on véhe-
malt 90%, 95% v3di 99%.

Vdtame kokku mediaani hindemise reeglid:
1°. Valime usaldatavuse (& = 90%, 95% vdi 99%).

2°. Sooritame & = 90% korral véhemalt 5, o= 95%
korral viahemalt 6, < = 99% korral vahemalt 8 mddtmist.
Eksete mdju vdltimiseks on soovitatav sooritada vihemalt
8 (=90%), 9 (&= 95%8) v3i 12 ( L = 99%) m3dtmist.
M33tmiste arvu suurendsmine on kasulik, sest see vidhendab
veaintervalli. On tarvis, et iliksiktulemuste arv langeks
kokku tabeli 2 vastavas veerus esinevate arvudega.

3°. Vaateme tabelist 2, milline on valitud &« ja
n korral k védrtus.

=



Tabel 2

" X (%) % x (%) X & (%)

90 1-95 : 901 95| 99 901 951 99

4 5 6 81113} 35 |:372] #2125} :62] 65| -7

2 8 9| 12|14 | 37| 40| 44 || 26| 65| 67| 73

3.1 M| 12 ] 151115 | 804421874274 567 |: 70476

4| 13| 15| 18|16 | 42 | 44| 49 (|[28]| 69| 72| 78

5| 16 A 21 17 | 44 | 47 52 29 71 74 | 80

6| 18| 20| 24|18 47| 49| 5S4 ||30| 74| 77| 83

25209 2391426 ] 19 49| B | 4SP: ST 26|29 485

817234 257]: 29 [1720°1 5T [ o4 50 1 132178 18k L =87

9. 261 28 |- 32 211" '53|1°7°56 1 61 1] 33 |* 802283 290

10| 28| 30| 34 ||22) 56| 58| 64 || 34| 8| 8| 92
19°1°:30:0-33 | “3EF1 23] 58 |- e 1 661 35| 85188 |94
92 1539 1-951:739 $28-1:260 1~ 83 16971136 .87 90 F 97

4°, Leisme iiksiktulemuste kasvavast jarjestusest k-nda
arvu x(k) Jja kahgnevaat Jjarjestusest k-nda arvu x(nﬂ-k)'

5°. Arvutame:

X +X
(n+1-k) " (k)
n+ X

%o
» (47)
-x
Aux = (n+1-?k) (k)
6°. Kirjutame vastuse: ‘
1 (x) = xo +Aq X - (4&)

Réide:
Olgu ndutav usaldatavus 95%. Sooritame 9 md3dtmist,
mille tulemused olgu
1,851,715 0,911,85:2,27 337 1395 1§95 1,5.
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Tabeli 2 kohaselt on % = 95% jan = 9 korral k = 2.
Kasvavas jdrjestuses teine tulemus on 1,7; kahanevas jar-
jestuses 1,9. x, = (1,9 + 1,7)/2 = 1,8, A95% x=(1,9 -
= 1,7)/2 = 0,1. A (x) =1,8 b 0019%°

Kirjeldatud testil on kaks olulist voorust:

1°, Ta on pdhjendatud iikskdik millise jaotuse korral.

2°. Vaatlusandmete to6tlemine on lihtne ja arvutus-
t66 maht ‘minimaalne.

Sageli esineva normaal jaotuse korral annab mérgitest
aga ~30% liialdatud veshinnangu ja raiskab sellega m3dt-
mistulemustes sisalduvat informatsiooni.

§ 5. POISSONI JAOTUS. RISTKULIKJAOTUS.

: Radioaktiivsete lagunemiste loendamisel ja mdne muu
katse puhul alluvad tulemused Poissoni jaotusele (valem 9,
nidide joonisel 4). Poissoni jaotuse teoreetilise tdestata-
vuse korral vaatlusandmete t66tlus lihtsustub, sest jaotus-
seaduses (9) on iiksainus tundmatu parameeter: keskvaartus
Mo Dispersioon vdrdub keskvdsartusega ja standardhédlve
ruut juurega keskvédrtusest.

Keskviddrtuse parimaks hinnanguks on kogu md3tmissee-
ria summaarne tulemus X . lbatmisseeria‘jagamisel osadeks
ja osatulemuste keskmistamisel ei ole mdtet. Standardhiélbe
hinnang on Vx ja m33tmistédpsust iseloomustava suhtelise
standardhilbe 6’//4. hinnang on ¥ +vX. Hinnangute t#psus
on seda parem, mida suurem on x. Kui x = 100, siis c’//q,=
= 10%, kui x = 1000, siis 3,2%.

Poissoni jasotus on asiimmeetriline (vt. joon. 4), mis-
t3ttu keskvddrtuse punkthinnang X, ei paikne keskvédiartuse
hinnanguvahemiku keskel:

+A+
= x, fx (49)
“fe X )

90 =



+ - . : 3 -
Ax ja Ayx on erinevad. Ay x ja Ay x vdirtused x
= 0...50 puhul on ndidatud tabelis 3.

Tabel 3
" & = 908 &= 95% %= 99%
+ - + - + -
0 3,0 0 3,7 0 5,3 o
1 3,7 0,9 4,6 1,0 6,4 1,0
2 4,3 1,6 5,2 1,8 25 1,9
. 3 4,8 .2 5,8 2,4 8,0 259
4 5,2 2,6 6,2 249 8,6 3,3
9 5,5 3,0 6,7 3,4 9,2 3,9
6 5,8 3,4 71 3,8 9,7 4,5
7 6,2 3,7 7.4 4,2 | 10,1 5,0
8 6,4 4,0 2.7 4,5 | 10,6 5,4
10 7,0 4,6 8,4 52 | 1.8 6,3
12 7.4 5,1 9,0 5.8 12,1 7.4
14 7,9 5,5 9:5.] 6,3 | 12,8 7,8
16 8,3 6,0 |10,0 6,8 | 13,5 8,4
18 8,7 6,4 |10,5 231 14,9 9,1
20 9,1 6,7 [10,9 7,8 | 14,7 9,6
22 9,4 2N 3 8.2°115,2°1 10,2
24 9,8 7.4 |11,7 8,6 | 15,7 10,7'
2B 0 7.8 1133 9,0 | 16,3 | 11,3
28 |10,4 8.1°112,5 9,4 | 16,7 | 11,8
30 110,7 8,4 |[12,8 958 1521 122
35 1,4 9G¥ 1A, 1106 831 13,4
40 |12,1 9.8 M. ST A AR | Wk
45 a2 L0852 17122 | 20,3 1 19..
S0 353 TR0 159 E 42,9 213 | 46,3
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M33tmistulemuse suurenemisel asilinmeetria tasandub ja
Poissoni jaotus léheneb normaal jaotusele. Siis v8ib kasu-
tada vahemikhinnangu tavalist vormi (velem 37), arvutades
normaal jaotusfunktsiooni abil:

Agmx = 1,65& ’
A gsgx = 1,96Vx (50)
A gopx = 2,58Vx .

Ndide: Uhes ruumalaiihikus 3hus loendati 42 tolmutera.
Kui suur on tolmuterade numbriline tihedus Jhus? Tabelist
3 leiame A*95’ = 15 ja A;% = 12. 95% usaldatavusega
v3ib viita, et otsitav tihedus on 42%]3 tolmutera ruumala-
thikus.

Niide: Geigeri loendur loendas 10 minuti jooksul 231
impulssi, jédrgneva 16 minuti jookéul 357 impulssi Ja eda-
sise 15 minuti jooksul veel 339 impulssi. Eui suur on im-
pulsside keskmine sagedus? Et vajalik on ainult iliks x vaar-
tus, mis peab aga olema vdimalikult suur, siis liideme l&h-
teandmed, saades 41 minuti kohta 927 impulssi. Valemi (50)
kohaselt on 41 minuti impulsside arvu keskvdiartus .
927 + 1,96 "\/9—2§95% = 927 + 60ggy. Sageduse leidmiseks ja-
game selle suuruse ajavahemiku pikkusega Jja saame tulemu-
seks 22,6 * 1,595“ imp/ﬁin.

Ristkiilikjaotusele (joonis 3) allub kuiva hddrdumise
t3ttu pidurduva vdnkuva siisteemi (nditeks md3teriista osu-
ti) peatusasend. Ristkiilikjaotuse parameetrite piisavad
hinnangud sdltuvad ainult minimaalsest ja meksimaalsest lk-
siktulemusest x 4y ja X ). Jaotuse keskpunkti /Ac = A =
= (a + b)/2 (vt. joon. 3) parima hinnangu

X + X
e Bl (51)

g PNea S PRk 2
(CF) 2(n+1)(n+2) S

standardhdlve

10. =205



on ligikaudu pdordvdrdeline iiksiktulemuste arvuga n®. Jao-
tuse ulatuse b-a optimaalseks hinnanguks on statistik

Bt [x(n) - =1yl (53)

Statistik e sobib ka teiste Jjdarsult 13igatud tihedus-
funktsiooniga siimmeetriliste 13plike jaotuste keskpunkti-
hinnanguks. Niisugused on nditeks mehhaanilisest 13tkust
tingitud m3dtmisvea kahetipuline jaotus ja vahelduvvoolu-
héirest pdhjustatud kontaktjddklaengute seekansjaotus. Ka-
hel viimasel juhul on statistik o, keskpunkti hinnanguks
hoopiski ebasobiv.

§ 6. NORMAALJAOTUS.

Normaal jaotus on kdige tuntum md3tmisvigade jaotus.
Tsentraalse piirteoreemi kohaselt eeldatakse teda siis,kui
m33tmisviga koosneb paljudest vdikestest 13pliku keskvadar—
tuse ja dispersiooniga komponentidest, mille hulgas pole
domineerivat. Normaal jaotusele alluvad tépselt soojusli-
kud fluktuatsioonid.

M33tmistulemuse hindamiseks kasutatav statistik m on
moodustatud n juhusliku liidetava summast ja tema jaotus
on ligikaudu normaslne sdltumatult x jaotusest (kui vaid
x omab keskviadrtust ja dispersiooni). Seetdtiu kasutatak-
se normaal jaotushiipoteesi sagelil ka siis, kui iksiktule-
muste jaotus erineb normaalsest v3i on tundmatu.

Normaal jaotuse keskvadrtuse ja sellega vdrdse mediaa-

ni nihutamata konsistentne efektiivme hinnang on statistik
n

b 3 'uzA x; /2.

e Hinnangu m, standardhiélve on poordv3rdeline ruut juu-

rega iiksiktulemuste arvust. Seepérast on m statistikust
Sn halvem hinnang. ‘



Dispersiooni hinnanguvalemitest on k3ige lihtsamalt
mdistetav jargmine: 4
2
x -
2~ h e
R T RN

®n

(54)

See valem pole kasutusk3dlblik, kuna on tundmatu. Asen-
dades valemis (54) a2 tema hinnanguga m,, saaksime nihu-
tatud (véhendatud) hinnengu, sest iiksiktulemused on m -le
‘ldhedasemad kui /& -le. Parimsks nihutamata hinnanguks osu-

tub statistik -

e agdd
§=u7%- (55)

Statistik si ei ole kahjuks dispersiooni efektiivne hin-
nang. Hinnang

w
A> 'ZA (xi 3 IIL1.'1)2
i R (56)

n

on efektiivne, kuid juba nimetatud pdhjusel nihutatud,
mistdttu teda kasutatakse harva.

Kuna [ f(.(sn)J2 # f(.(snz), siis s, keskviartus ei
vdrdu standardhélbega ja statistik s, osutub standardhdl-
be nihutatud hinnanguks. Standardhédlbe nihutamata hinnan-
guks on statistik

Sn' = kn Sn, (57)
kordaja k,  vdartused on toodud tabelis 4. ’
Tabel 4
nj2]3fs]sfe]7|s]ofw]es ool

l
[k, [1,25,1 13[1,09]1 06]1 05|1 04|1 oul1 o3|1 o3|1 o1|1 oo,
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Statistikute ana Jja sn' arvutamine on tiilikas, see-
pérast pakuvad huvi ka vdiksema efektiivsusega, kuid liht-
samalt arvutatavad standardhdlbe hinnangud. Mdnel juhul
leiab kasutamist standardhélbe nihutemata hinnang

Z"‘i"‘n’ :

B;=v%==== (58)
T—n (n - 1)

Informatsiooni kao hinnangu sn" kasutamisel kompenseeribdb
liksikmd3tmiste arvu suurendemine = 14% v3rra. K3ige muga-
vam standardhidlbe hinnang on aga haarde T e Xuin
Jjargi arvutatav statistik

s; = =8 | (59)

Kordaja d, védrtused on nididatud tabelis 5.

Tabel 5

B
n

3 “ 5 6 7 8 ,9 10
d, |1,13 |1,69 [2,06 |2,33 | 2,53 |2,70 |2,85 2,97 3,08
\/-x:.dn B30 ol 299 F 8L i F 538 1652 |72 1850 48,9..1:9,7

s 132 19 W 1N e -7 1IN

4, 3,17 | 3,26 | 3,34 | 3,41 | 3,47 | 3,53 | 3,59 | 3,64 3,73
Va4, (10,5 11,3 [ 12,1 [ 12,8 13,4 [14,1 | 14,8 [ 15,4 | 16,7

Informatsiooni kao hinnangu sn" kasutamisel kompenseerib

iiksiktulemuste arvu suurendamine vaartuselt n (statistiku

sn' korral) tsbelis 6 ndidatud vddrtuseni n.

ZhaRd



Tabel 6

n |2 |3..8 | 9 ]10 [11 |12 |13 | =
n, |2 [+ [1 |12 [ [16 [18 |20

Vaadeldud statistikud on iikksiktulemuse dispersiooni
v3i standardhdlbe hinnangud. M3ddetava suurusega seatakse
aga vastavusse aritmeetiline keskmine o, mille disper-
sioon on x dispersioonist n korda vidiksem ja standard-
hdlve x standardhélbest Vn korda viiksem. Valemite
(55...59) jargi arvutatud suurus tuleb jagada veel n v3i

Vl—!-ga. Tarvitatavamad vahetult kasutatavad arvutusvalemid
on jéargmised:

< 2
2 (xy - m)

2
= ’ 60
8% (my,) e (60)
8'(my) = k, 8(m), (61)
W,
o (m) e (62)
Va 4,

Kordaja vo d, vadrtused on ndidatud tabelis 5. Ldigus
34 n & 10 on need kordajad ligikaudu vdrdsed arvuga n,
mis lubsb kasutada ligikaudset (viga kuni 4%) valemit

¥n

8" (my) = : (63)

n

Empiirilise mediaani ln kasutamine keskvdédrtuse
hinnanguks arvutuste lihtsustamise eesmdrgil pole tavali-
selt Jigustatud, sest ln dispersioon on m, dispersioo-
nist /2 korda suurem. Oeldu ei pruugl kehtida teiste

wag o



Jaotusseaduste korral. '

Vahemikhinnangute koostamisel kasutatakse auba kirjol-
datud statistikuid. Kdige téadielikumalt kasutab lksiktule-
mustes sisslduvat informatsiooni Studenti® test, mille ko-
haselt on vshemiku keskpunkt

xo = ln (6'“)
Ja poollaius
- N
Asx = Th o S(mp)T (€5)
Studenti jaotuse kvantilli ¢ védrtuse saab iiksiktule-

muste arva n Jja usaldatavuse o Jjargi leida tabelist 7.

Mirksa vdhem arvutustoéd nduab Student-Ierdi (Iord,
1947.a.) test, mille kohaselt vahemiku keskpunktiks on
ikka o, poollaius aga avaldub haarde kaudu:

PR R e A (66)

Kordaja tx(nwi vaartused on ndidatud tabelis 8.
’

Néide: Olgu m33tmistulemused Jérgmised: 9,4; 8,2;
10,7: 11,5 8,15 10,0; 12,01°9,7: 10,8 9,0: 10,3: 10,7
Studenti testi kasutemisel peame arvutama iksiktulemuste
aritmeetilise keakmice m,, = 10,03 ja statistiku
s (myp) = \/ﬁ = 0,35. Tabeli 7 Jargl tq, gox = 2,2,

= 2,2:0,35 = 0,77 ja A = 10,03£0,77554. Stu-
dent-Lordi testi kasutamisel arvutame my, = 10,03

" Inglise matemaatik Gosset avaldas 1908.a. selle tes-

ti teooria Studenti varjunime all.

Taveliselt tabuleeritakse tf & kus f = n-1 on vaba-
dusastmete arv. Siis Ay x = thia ok a(nn).

Need arvud on véljavdte normaal jaotusegs \/‘«; =0 20,
& = 1,0) kogumist, seega 6’(111,12 = 0,29.

e



Tabel 7

n=£+1 n=£+1 &
90% | 95% | 99% 90% | 95% | 99%
2 |6,31 [12,7 63,7 15 (1,76 | 2,14 | 2,98
3 2,92 | 4,30 | 9,92 16 Vol T 25131 230D
4 235 ] 318 5,84 2 1,79 1 2,12 | 2,92
5 |2,23 | 2,78 #,60|| 18 !1,78 | 2,11 | 2,90
6 |2,0212,57| a,03|| 20 [1,73 | 2,09 | 2,86
7 1,9 2,45 3,71 22 1,72 2,08 2,83
8 (1,80 | 2,36 3,50|| 25 |[1,71 | 2,06 | 2,80
9 1,86 | 2,31 ! 3,3€ 30 1,70 | 2,05 | 2,76
10 1,83 | 2,26 | 3,25 35 1,69 | 2,03 | 2,73
11 |1,81 | 2,23| 3,171|| 40 {1,68 | 2,02 | 2,7
22 (1,80 | 2,20 3,11 |! 50 |1,68 | 2,01 | 2,68
143 |1,78 { 2,78 | 3,05{|100 !1,66 | 1,98 | 2,63
14 1,77 2,16 3,01 o0 1,64 1,96 2,58

Tabel 8

n . n &
9% | | 9% | 90% | [ O98 7
2 3,157 | 6,353 (31,83 11 | 0,170 0,210 | C,302
3 {0,885 1,304 3,008 || 12 |0,158 | 0,154 | 0,277
4 |o0,529 |¢,717| 1,316 || 13 | 0,147 | 0,181 | 0,256 '
s |o,388 c,507| 0,843 || 14 |0,138| 0,170 | 0,239
6 |0,312 /0,399 0,628 || 15 |0,131| 0,160 ! 0,224
72 |o0,263 10,333| 0,507 || 16 |0,124 | 0,151 | 0,212
8 | 0,230 |0,288| 0,422 || 17 |0,118 | 0,144 | 0,201
9 0,205 | 0,255 | 0,374 18 | 0,113 | 0,137 | 0,191
10 | 0,186 |0,230| 0,333 || 20 |o0,104 | 0,126 | 0,175

RS e




ja leiame hasrde 12,0 - 8,1 = 3,9. tgggs’ = 0,194, siit
A99’ x = 0,194:3,9 = 0,76 ja fi= 10,0310,76955. See, et
Student-Lordi testi jargl seime vidiksema A x hinnangu, on
Jubus. Vastupidine olukord on tdendolisem. .

Samade m3dtmistulemuste t6itlemisel veel lihtsama mir-
gitesti abil saaksime tulemuseks 9,9*0.995,.

Milline test on vaatlusandmete toctlemisel otstarbe-
kaim? Vastus s3ltub konkreetsetest asjaoludest. V3tame
kokku erinevate testide otstarbekust miéliraved omadused:

1°, Studenti test on ratsionaalne siis, kui statisti-
ku s(nn) arvutamine on tlhe-kahe lissm33tmise sooritamisest
lihtsem. Vastasel Jjuhul on tarvis hinnata Student-Lordi
testi lubatavust.

2°. Student-Lordi test on lubatav tingimusel, et jao-
tus on rangelt normaalne, eksete oht puududb ja ilksiktule-
muste arv ei ilileta kahtkimmet. Suure m33tmistulemuste ar-
vu korral raiskab Student-Lordi test liiga palju informat-
siooni (vt. tabel 6) ja muutub vdga tundlikuks normaal jao-
tusest kdrvalekaldumiste suhtes. Studenti test on erine-
vuste suhtes normaal jaotusest mérksa tundetum. Normeaal jao-
tusest oluliselt erineva jaotuse korral on aga range ai-
nult mirgitest.

f 3°. Mirgitesti tuleb eelistada juhul, kui Student-
Lordi testi 3igustatus on kaheldav ja kui md3tmiste arvu
kokkuhoid Studenti testi valimisel (vt. tabel 9) ei kompen-
seeriks arvutustod suurenemist. Tabelis 9 tdhistab n vdl-
jav3tte mahtu mérgitesti kasutamisel, n, age vdljavdtte
minimealset mahtu, mille korral hinneng Studenti testi
jdrgi oleks parem. Arvutustdd dkonoomia 3igustab mdnel Ju-
hul mérgitesti kesutemist ka rangelt normsalse jaotuse
korral.

Teastavasti pole normaal jaotushiipoteesi empiiriliselt
v3imalik tdestada. Kiill on aga v3imalik empiiriliselt kont-
rollida normsael jaotushiipoteesi usutavust. Kdige lihtsam
on léhtuda jaotuse iseloomust olenevete statistikute

- KOS



Tabel 9

d = 90%

n |58 11 13 16 18 21 23 26 28 30 33 35 37 4C 42 44 47 49

n,i56 8 911 13 14 16 16 18 21 21 23 25 25 27 29 28 )

A= 95%
n |6 9 12 15 17 20 23 25 28 30 33 35 37 40 42 44 47 49

9:7-911:13 14 1517 18 1920 23-25-25 27 30-29-32

I,
ad = 99%

n |18 12 15 18 21 24 26 29 32 34 37 39 42 a4 47 49 14s
n°7101213151719202224252728313134 -
g
TP
s
i_4,"1“nl
d = — (67)
nsn
Jja n
2 (x; - )’
=4
g = - Y (68)
n 8,

véadrtustest. Kui n = o0 |, siis normaaljaotuse puhul
[ g ‘/ﬁ jJa g ® 0. Kui d vadrtus ei ole tabelis
10 nédidatud vahemikus v81i g védidrtus ililetab tabelis 11
nédidatud arvu, siis on normael jaotushiipoteesi usutavus
véiksem kui 10%.

=5




Tabel 1C

n 11 16 21 31 41 o9 101 20

s 0,715|0,724 (0,730 |0,740 |0, 747 |0,752|0,764 [0,774

dnax 0,907|0,888 |0,877 (0,862 |0,854 |0,848|0,834 |0,823
Tabel 11

n 25 30 35 40 50 80 | 100 | 200

B 0,711 (0,661 |0,621)|0,587 |0,533|0C,432| 0,389 0,280

§ 7. EKSETE TSENSUUR.

Eksperimentaatori hoolikus v3ib ekse tdendosuse muuta
viga viikeseks, kuid mitte tédpselt nulliks. Eksete v@ina-
lust peab alati silmas pidama. Avastamata ekse tdensdosus
peab olema vdhemalt suurusjark vaiksem vshest 1-d , kus
& on hinnangu usaldatavus. Vastasel jubul eksed vahendak-
sid reaalset usaldatavust.

Oletame, et m33tmistulemuste x4 hulgas voib olla
ks avastamata jdanud ekse. Kui ekse on oluline, siis on
te kindlasti veriatsioonrea &d&rmine liige: X(qy V1 Xepy.
Ekse empiiriliseks tunnuseks on ebatavaliselt suur erine-
vus variatsioonrea naaberliikmest: X0y = X(1) vdi X(pny =
= X(nq)° Kui svure erinevuse kcrral on slust tulemust ek-
seke tunnistada? Sellele kiisimusele sash vastata ainult
tuntud jaotusseaduse korral.

V3tame suhtelise hdlbe mddduxs statistikud

T X(n) = *(p-1) . (69)

+
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£ s RSN (70)

Tabelis 12 on ndidatud nende statistikute kriitiline vadr-
tus rormaaljaotuse korral. Jv on tulemuse ekseks tunnis-
tamise ussldatavus. Kasutatakse ka teiselaadilisi eksetes-
te, vejelikud tabelid v3ib leida kogumikust [33].

Tabel 12

| o |&-908 l&=05% [4=09% || n [x=90% =958 [a=99%
,rv3 0,89 | 0,2 | 0,99 —? - 10 0,35{ 0,41 0,53
| »| o8| 0,77| 0,89 || 11| 0,33{ 0,39| 0,50
{ 5! 0,56 0,64 0,78 12| o,32! o,38] 0,48
16 o,-';ei o,sei c,70 15 0,29 0,34| 0,44
2 0,43 | 0,571 0,64 ‘ :20 0,25 0,30} 0,39
| 8 0,4c | 0,47 | 0,59 il 2 0,23| 0,28| 0,37
l 9| 0,3 o, 0,5 || 30| 0,22 0,26| 0,34
L e e J

Eksete tsenseerimisel peab testi ja usaldatavuse va-
lira enne katseandmetega tutvumist. EKui testi statistik
on kriitilisest vaartusest suurem, siis tOmmetakse ekseks
tunnistatud lksiktulemus m33tmisprotokollis enne katseand-
mete edasist tootlemist maha.

. Eksete tsenseerimisel praagitakse t3endosusega 1-o
ka Jigeid m33tmistulemusi. See pole aga eriti ohtlik. Kui
normaal jaotusest veidi erineva jaotuse korral kavatsetak-
se katseandmeid t36delda normaasl jaotushiipoteesi alusel,
siis on suurte hdlvetega Jdigete liksiktulemuste praskimine
isegi soodus: eksetesti abil tsenseeritud jsotus omab ala-
ti mediaanile ldhedast keskvdartust ja kolmandas paragrah-
vis kirjeldatud kurioosumite v3imalus on likvideeritud.

Tsensuuri positiivsete omaduste tdttu kasutatakse
vahel iildist tsensuuri: variatsioonreast tdmmatskse kum-
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maltki poolt maha iiks-kaks liiget, olenemata nende védrtus-
test. M33tmistulemust binnatakse lilejdénud liikmete Jargi.

Vastavalt tdpsustatud punkthinnanguvalemeid v3ib leida ta-

belite kogumikust [34].

§ 8. SUMMA VIGA. LIITVIGA.

Olgu teada kahe fiilisikalise suuruse md3tmistulemused
X =x+ 4,2 1= 2 +Ap ¥ Ja olgu iilesandeks leida sum-
ma Z =Y + Y hinnang 2 = 3, + 4y z. Praktikas igal sammul
esinev ililesanne osutub seda keeruksmsks, mida pdhjalikumalt
teda analiilisitakse. Seni pole téielikult rshuldavat lshen-
duseeskirja leitudki.

L médramisel ei teki vaidlusi. Kuna summa keskvidrtus
on liidetavate keskvddrtuste summa, siis

e M S AT (7)

Arz médramiseks tuntakse ildiselt kahte kahtlustéra-
tavalt lihtsustatud meetodit:

I. S3ltumatute suuruste summa dispersioon O 2(z)
v3rdub liidetavate dispersioonide summsga O °(x)+ 2(y).
Olgu usaldatavused A& ja p teineteisega v3rdsed. Kui
X, ¥ ja z omavad keskvddrtust ja dispersiooni ja alluvad
lihte tiilipi jaotusseadusele ning kummagi suuruse iiksikm33dt-
miste arv oli suur, siis 4, x =2¢ & (x), A, ¥ = 2¢,, I ()
ja A4 z =a¢4 6 (2), kus 2e4 on iiks ja sama usaldatavu-
sest s8ltuv tegur. Niisugustel eeldustel on

Az =VA2x+ A2y . (72)

Kui Z on suurema arvu liidetavate summa Z = X, + X, + 33 +
+ ..., slis

A,z =\/A<f x, 'o-()d\'2 x, + j X3+ ... (73)
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II. T3endosuse o piirides kdige ebasoodsamal juhul
on x, viga kas -Ax v3i A, x. Tdendosuse B piirides
k3ige ebasoodsamal juhul on y, viga kas -4,y v3i Ap y.
T3endosuse d,-lo piirides k3ige ebasoodsama vigade kombi-
natsiooni korral on z, viga *Ax + AP y). Valemi

Ad,o" =4, x +A'y (74)

kasutamisel pole vdimalik eksida veahinnangu kitsendamise
suunas. Suurema arvu liidetavate korral on

A}: =Ad‘x1 +Ad&x2 AV YR TP

(75)
3‘=d‘4'd'z.'d-3' Pes oo

Uheksa v3rdse liidetava korral annab valem (75) kolm
korda laiema vesvahemiku kui valem (73) ja seejuures mirk-
sa vaiksema usaldatavuse! Nii suur erinevus sunnibdb kir jel-
datud meetodite omadusi ldhemalt analiilisima.

Teine meetod erineb esimesest soodsalt kitsendavate
eelduste puudumise poolest. Nagu nditest selgus, varitsebd
siin age oht veavahemiku laiust suurelt iile hinnsta. Kas
ITI meetodi korral hinnatskse viga alati iile? Vastus on ei-
tav: kui suvurused alluvad joonisel 11 kujutatud tihedus-
funktsiooniga jaotusele, siis annab valem (74) tépse vea-
hinnangu, valem (72) hindaks asga viga alla. '

N N\
(JL;A“.\L)J ;L,L(xoa-Aux) 3

Joon. 11.
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Toodud nédide on kunstlik: praktikas niisugust olukor-
da ei esine. P3himdtteliselt selgiteb ta aga hiasti meetodi
I kasutamisel varitsevat ohtu.

Mirksa loomulikumale Cauchy jaotusele alluvate suurus-
te summa veavahemiku poollaiuse range valem on A‘z =
=Aa‘x1 +A‘x2 + ... Ka sel juhul on I meetod ilmselt lu-
bamatu.

Olukorra tédielikumaks iseloomustamiseks vaatleme veel
iht, veidi vdhem kunstlikku nsdidet. Allugu x ja y iihe-
le ja samale tépselt tuntud ristkiilik jaotusele. Sel puhul
Ayx =04y, valeni (72) Jérgi leiame

Az = V2 A, (76)

velemi (74) jargi:

Dyaz = 24,x . (77)

Kuna jaotus on tuntud, saab leida ka range tulemuse.
Usaldusvahemiku poollaiuse Ay x ja jaotusvshemiku pool-
laiuse A  x = (b-a)/2 suhe on tihedusfunktsiooni kons-
tantsuse tdttu & , siit Ayx =A, x/o. 2z =x + 3y alludb
Simpsoni jaotusele (joonis 12), mille vahemiku poollaius
Az = 2A,x = 243/ %

f
|
:
B2-A+F Az &
Az
Joon. 12.

Joonisel viirutetud pindala suhe kolmnurga Uldpindalasse
on (Alz -A‘z)z/A fz. See suhe nditab aga tdensosust, et

Y



z langeks vidljapoole veshemikku poollaiusega A 4 z, niisu-
gune t3endosus on 1-&. Siit leiame (A z -A‘*'z)2 =
e oL)Afz, Az = (-Y1-04,z ja

Agz = x4 x , (78)
kus
1_\4_
xR =2 —;—‘— . (79)
Joonisel 13 on kujutatud 3¢ = I (k) graafik.
21
74
l
V2 |
1 |
0 0:5 0,83 | o
Joon. 13.

A «1 puhul on )¢~ 2, mis 3igustab valemeid (77) ja (74).
Valemile (76) vastab tulemus o = 83% korral, kui aga ol
on védiksem, siis on summa viga veel viaiksem!

Uuemaid seisukohti md3tmisvigade liitumise kohta on
esitatud raamatus [31].

Katsetulemuste praktilisel tootlemisel on soovitatav
talitada jargmiselt.

1°, Liidetavate siistemaatilised vead liidetakse eral-
di ja Juhuslikud vead eraldi.

2°. siistemaatiliste vigade liitmisel® kasutatskse II

X Konkreetse md3tmise siistemaatiline viga on kindel suu-
rus. Sama md3tmise kujutletavate uutes tingimustes korda-
miste hulgas on siistemaatiline viga aga juhuslik ja teda
saab kirjeldada matemaatilise ‘statistike abil.
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meetodit. Peasegu ilma riskita v3ib aga tulemuse usalda-
tavuseks v3tta mitte usaldatavuste korrutise, vaid kdige
védiksema liidetavate veavahemike usaldatavuste hulgast.
(Cauchy jaotusest halvemate omadustega jaotus on praktikas
darmiselt ebatdendone.)

3°. Kui X,4» Xy0s +++ on lhe ja sama arvu iik-
siktulemuste keskmised, siis kasutatakse juhuslike vigade
liitmiseks valemit (73). Aritmeetilised keskmised alluvad
piisavalt hdsti normaal jaotusele, mis 3igustab I meetodi
kasutamist.

4°, Rui Xyqs Xgps +ee OD erineva arvu liksiktulemuste
keskmised, siis arvutatskse dispersiooni hinnangute summa

g2 - sil(x,]) + 51212(X2) + eee (80)

Jja ilksiktulemuste arvu kaalutud geomeetriline keskmine N:

si’(x,') lgn, + 31212(12) lgnp + ...

1gN = - TN

N vddrtus ilimardatakse allgpoole téisarvuni, tabelist 7 ot-
sitakse kordaja tN o ning arvutatakse
’

Ad'z = tN’m S. (82)

Kirjeldatud meetod [7] pole range, ilihtaegu lihtsat ja ran-
get meetodit pole aga teada.

S8ltumatute mddtmistulemuste vehe Z = X - Y veavahe-
miku laius on tépselt sama kui summa X + Y korral.

Juhuslike suuruste sdltuvus muudaks kdik arvutused
keerulisemaks, sdltuvate suuruste summa dispersiooni
valem (§ 1, omadus 8°) sisaldab peale liidetavate disper-
‘sioonide kolmanda liikmena kahekordse kovariatsiooni. Po-
sitiivne korrelatsioon suurendab summa viga ja vdhendab
vahe viga, negatiivmne korrelatsioon aga vastupidi. Kova-
riatsiooni hindamise probleem ei mshu kdesoleva juhendi
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kavasse ja s3ltuvaid vigu sisaldavate andmete td5tlemise
Jjuhiseid peab otsima pdhjalikumatest késirasmatutest.

Viimaseks iilesandeks katseandmete t&otlemisel on siis-
temaatilise ja juhusliku vea hinnangute ihendamine liit-
vea hinnanguks. Téhistame juhusliku vea hinnanguvahemiku
poollaiuse 4 ‘(J)x ga siistemaatilise vea hinnanguvahemi-
ku poollaiuse /. ‘®’x. Hinnangute iihendamiseks kujutleme
kehte liidetavat x, +4A 53)1 ja 0+4 Ss)x. Iiitmise
teostame II meetodi kohaselt. Liitvea hinnanguvahemiku
usaldatavuseks loeme aga arvude o ja /a hulgast viik-
sema.

Kui suurused A ogj)x ja AP(B)x erinevad teinetei-
sest suurusjédrgu vdrra vdi enam, siis véiksemat nendest
lihtsalt ignoreeritakse ja liitvea hindamiseks pole tar-
vidust.

§ 9. FUNKTSIOONI VIGA.

Olgu tarvis leida suuruse Z = Z (X, Y) hinnang md3t-
mistulemuste X = x, tAX ja Y = ¥ A,y Jéargi. Kul
Z on argumentide lineaarfunktsioon Z = a¥ + bY + ¢, siis
lahendatakse lilesanne eelmises paragrahvis kirjeldatud
viisil. Konstandiga korrutamise reegel on lihtne:
a (x, +tAyx) = ax, + aﬂ‘x. Mittelineaarse funktsiooni
hindamine on aga hoopiski keeruline. Raskustest péidstad
allpool kirjeldatud lineariseerimise vdte, mis on ligi-
kaudne, kuid garanteerid praktikas rahuldava tépsuse.
M33tmisvead muudaved funktsiooni argumente vihe, ar-
gumentide vdikeste muutuste piires on aga praktilistes
iilesannetes esinevad funktsioonid ligikaudselt linesar-
sed. Selle omaduse kasutamiseks arendame funktsiooni
Z (X, Y) Taylori ritta ja jéteme &ra kdik teist ja kdrge-
mat Jéarku liikmed:

=



2(x4,7,) 2(xy,)
9_3%22. (2=x,) +a_ﬂ_ (Y-3,).

(83)

Z (X, Y) = 2(x,,5,) +

Valem (83) on seda tédpsem, mida vdiksemad on argumentide

erinevused vadrtustest x, ja y,. Iineariseeritud avaldis

v3imaldeb tulemust hinnata eelmises parsgrahvis kirjelda-
tud vdtete abil. Kd3igi variantide korral on

z, = Z(xo, yo) . (84)

Valemist (72) léhtudes saame arvutuseeskirja

7. Vaz(x°'y°)]4& [aZ(x ,yo)} "y po

valemist (74) ldhtudes aga

3 Z(x,,¥,)
dx

sz - A ES d Z(x, 'yo)’Apy ’ (86)
kus X‘ v3ib valida v3rdseks vdiksemaga usaldatavustest
d ja P Tarviduse korral lidhtutskse valemitest (80...82).
Lineariseerimise tédpsuse mddrsmiseks tuleb hinnata
Taylori rea teist jarku liikmeid.
Astmefunktsiooni Z = x2yP osatuletised on aZ/X ja
bZ/Y ning valemile (85) sasb anda jérgmise kuju:

‘z : \/( A“ A;“y) : (87)

valemile (86) aga jérgmise kuju:

Be_ ud oo

ol . (88)
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Valemid (87) ja (88) vdljendavad suhteliste vigade liitu-
mise reeglit, mis kehtib muidugi ainult astmefunktsiooni
korral.

Lineariseerimisvdtte iildistamine kolme ja enama muutu-
ja juhule on lihtne.

Arvutustulemuste t3lgendamisel peab olema ettevaatlik,
sest lineariseerimisvdtte abil leitud z, ja Az ei
pruugi olla iildse seotud keskvaartuse ja dispersiooni mdis-
tetega.

Néide: Olgu suuruste A ja B md33tmise iiksiktulemu-
sed jaotatud normaalselt, iiksiktulemuste arvud n, Ja )
vdrdsed ja siistemaatiline vigs ignoreeritav. Studenti tes-
ti abil olgu leitud A = 212,3 + 3,795’ jJa B = 38,17 +
0,2295“. Otsitav X = A/B. Valemi (84) jérgi x, = ab/b°=
5,562. Veavehemiku hindamine valemi (85) v3i (87) jargi
annab tulemuse A 95%5(' = 0,100. Vastus: X = 5,56 + 0,10gcy.
Vaartus 5,56 ei ole seotud X mddtmistulemuste keskvair-
tusega, sest normaalselt jaotatud suuruste suhtel polegi
keskvaartust. Vahemikhinnang on aga sellele vaatamata pdh-
Jendatud.

n I+

§ 10. KAALUTUD KESEMINE.

Vaatleme suurust x , mille dispersioon & 2(x) on
tuntud. V3tame selle suuruse vaartuste iildkogumist k
erinevat juhuslikku véal javdtet:

Xqqr Xqpr cvccerenns vig x1n1
X541 Kooy eevenes = AP x2n2
Xypqr Xyor ceeeenn oy xknk‘
4
Nende vdljavdtete keskmised on L xﬂi/nﬂ’
t=4
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m, = Z x21/n2 y rereeencey Iho= z xki/nk' keskmiste
dispersioonid on dz(m,) dz(x)/n.,, 2(12) d’a(x)/na,
v ('k) ] (1)/nk-

Kirjeldatud vdljavdtteid v3ib vaadelda osadena iihest

suurest vdljavdttest, mille maht on n, = ny, kesk-

i LE{ >
mine m, = Z xid/no ja dispersioon & (n )=68 “(x)/
/no. : L:IJ:I

Kuidas pesks arvutama keskmist m, Ja dispersiooni
s (n ), kui teada oleks ainult osavaljav&tete keskmised
ny ;ja dispersioonid & 2("‘1) e

Kui teada oleks ka osavdl javitete mahud n;, siis an-

naks dige tulemuse valem
K

L% b S 4
mo B SR — . (89)

Zni

(21
Arvud ny v3ib asendada iiksk3ik milliste n;~dega virde—-
liste suurustega 8y

Z o
—_— . (90)
Z &
See ongi kaalutud kesl:mise valem. Kordajaid 8y nimeta-
tekse arvude my kaaludeks®, Kui Z g =1, siis on

kaalud normeeritud ja m, = Z g4m; .
Dispersioonid & 2(mi) on pédrdvdrdelised ‘arvudega
n,. Seetdttu .

=2

g = T— ’ (91)
;. 8 (mi)

* Nimetus parineb segamisiilesannetest. Olgu nditeks n

ports.goni iht ja sama ainet kaaludega p; ja temperatuuri-
dega } Parast portsjonite segamist on segu temperatuur
ZpiTy Z
L

sl



kus 2¢ on suveline konstant.
Dispersioonide seost
K

1 1
s w P (92)
6 “(m,) gé (my)

on lihtne tdestada asenduse © 2(no) =6 2(x)/n° ja & 2('i)=
=8 %(x)/n; abil.

Valemid (90), (91) ja (92) on eespool piistitatud kii-
simuse vastus. Nendes valemites ei esine osavdljav3tete
mshud n; ja neid v3ib kasutada s3ltumatult suuruste my ta-
hendusest ja paritolust, kui vaid dispersioonid & (‘1)
v3i dispersioonide omavahelised suhted on tuntud. Kui tun-
tud suurusteks on standardhdlvetega vdrdelised veavshemike
poollaiused A m;, siis asendatakse valemid (91) ja (92)
valemitega

24
8y Z;g;:— (93)
K
1 1
[\Emo AZ:Zkz : o
(=4

Kaalutud keskmise valemeid kasutatakse erineva tédpsu-
sega ldhteandmete keskmistamiseks.

Naide: Olgu kahe erineva meetodi abil leitud iihe Jja
sama suuruse vaartused:

X, = 2,30

I+

0,10

95%°
X5 = 2,50 + 0,209y

Kummalgi juhul oli mddtmisvigade jaotus lihte tiilipi ja neid
hinnati iihe ja sama eeskirja kohaselt, mistdttu

A95%x ~é(x). Arvutame g, = 1/0,1° = 100; g, = 1/0,2%= 25;
= (100:2,3 + 25:2,5)/125 = 2,34; Ags%’-V 00 + 25=
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= 0,09. Vastus:
X = 2,34 b4 O’@g”o

Nagu ndha el mdjuta vihetdpsete andmete (x5) lisamine
tulemust oluliselt. Lihtne aritmeetiline keskmine oleks
mérksa halvem kui tédpsem iiksiktulemus iiksinda.

§ 11. GRAAFIKUD.

Vaatleme kdigepealt iiksiku punkti kujutamist koordi-
naattasandil. Olgu punkti koordineadid x 1-_A‘x ja
¥, * A 37. Kenname tasandile punkti (x,, y,) ning joonis-
tame selle ilimber vearistkiiliku, mille kiilgedeks on sirged
x=x, ~Auxy x=x, +Ayx, ¥=3,-8p7 Jo ¥ =
o 58 AP y. Vearistkiilik katab kujutatava punkti tdelise
asukoha usaldatavusega & 3 .

Sageli on otstarbekas kanda koordinaattasandile ainult
vearist, mille moodustavad koordinaattelgedega paralleelsed
vearistkiilikut poolitavad 13igud. Need 13igud ristuvad punk-
tis (xo, yo). ’

Vearistkiilik ei ole optimaalne veapiirkond. Normaal-
jaotuse korral saab Studenti testile sarmaneva Hetellingi
testi [14] abil konstrueerida veaellipsi, mille pindala on
vearistkiiliku pindalast mdni protsent vidiksem.

Graafiku joonistamisel 18bi katsepunktide tuleb para-
tamatult tugineda fiilisikalisele intuitsioonile. Labi 13p-
liku arvu kindlate punktide v3ib tdmmata 13pmatu hulga pd-
himdtteliselt iisnegi erinevaid kdveraid (vt. joonis 14),
kusjuures puhtmatemastiline teoorizs ei vdimalda ihtegi
neist teistele eelistada. Uhe kdvera muudavad teistest usu-
tavamaks flilisikalised kaalutlused. Sageli on eelistatuim
vdimalikult "sile" kdver.



Joon. 14.

Véheolulise funktsioconi graafiku v3ib koostada "sil-
mameetodil”. Soovitatav on talitads Jjargmiselt.

1°. Kapname koordinasttasandile kdigi katsepunktide
vearistkiilikud.

2°.Joonistalo:piirkaverad nii, et kdik vearistkiili-
kud jé&ksid nende vahele (vt. joonis 15). Piirk3verate
vahelist riba nimetatakse veakoridoriks. Veakoridor on
tdelise graafiku vahemikhinnang.

9

n

Joon. 15.

3°. Veakoridori keskele joonistame fiiiisikaliselt
usutave kujuga graafiku, mis on t3elise graafiku punkt-
hinnang.

Iga katsepunkti ilimbruses katab veakoridor tdelist
graafikut usaldatavusega vidhemalt 3‘ X aﬁ véddrtus, mis
vdrdub vdiksemaga usaldatavustest o ja @ , mérgitak-
se graafiku jJuurde. Kirjeldatud viisil koostatud veako-
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ridori rangemalt iseloomustada ei saa.
Tépsemad graafikute koostemise meetodid pdhinevad reg-
ressioon- ja konfluentanaliiisil [18].

§ 12. EMPITRILISED VALEMID.

Jéarjekindlad algoritmilised meetodid empiiriliste va-
lemite koostamiseks [18] on seotud suure arvutustodga. Kui
aga lilesanne pole eriti oluline, siis v3ib eksperimentaa-
tori intuitsioonile tuginedes katseandmete t&6tlemist tub-
listi lihtsustada. Katseandmete tabeli ja graafiku vaatle-
misel peab eksperimentaator dra arvama, milline funktsioon
v3iks kdne alla tulla. Mitmesuguste funktsioonide graafi-
kute néditeid v3ib leida teatmikust [30]. Pirast arvutatak-
se vabaks jédnud parameetrite viidrtused. Vastleme allpool
mdnd tiiipilist erijuhtu:

1°. Sobib lineaarfunktsioon y = ax + b. Nagu jérgne-
vas selgub, teisenduvad ka mdned ebalineaarsed funktsioo-
nid muutujate vahetuse teel lihtsalt lineaarfunktsiooniks.
Seetdttu on lineaarvormi parameetrite a ja b miérami-
se lilesanne praktikas sage.

Ulesande graafiliseks lahendamiseks kantakse katse-
punktid koordinaattasandile. Lébipaistva joonlaua abil va-
litakse sirge, mis m6odub katsepunktidest vdimalikult ld-
hedalt. Selle sirge tdusu jdrgi leitakse parameeter a,
sirge ja y-telje 1Jikepunkti jérgi parameeter h.

Rangemat numbrilist lahendusviisi kirjeldatakse jarg-
mises paragrahvis.

Kui fiilisikalistel pdhjustel x = O juures y = O,
siis on b = O ja sirge tdmmatakse tidpselt 1&bi koordi-
naadistiku alguspunkti.

Kehe katsepunkti (x4, y,) Ja (x5, ¥,) korral leitakse
parameetrid a ja b vdrrandsiisteemist Jq = 8% + Db,
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Yo = ax, + b.

2°. Sobib paraboolfunktsioon y = ax° + bx + c. Kui
on vdimalik otseselt m33ta Yo = Yg-o» 8iis arvutatakse
abisuuruse z = (y - yo)/x vddrtused. z = ax + b, a Ja
b midratakse nagu lineaarfunktsiooni paremeetrid,c = o
Lugedes tépseks mdne muu katsepunkti (xk, yk), saab kasu-
tada lineariseerivat teisendust =z = (y - yk)/(x - xk),
millest z = ax +d Jja b =d - ax,. Vabaliige c¢ mddra-
takse vdrrandi

n P (e

,2.71=&Z xf+bei+nc
(=1 c24 =4

jérgl.

Kui pole alust ilihtki katsepunkti tédpseks lugeda,siis
on vabu parameetreid kolm ja funktsiooni ei saa lineaar-
seks teisendada. Sel juhul peab kasutama keerulisemat ar-
vutuseeskirja [17; 21; 29).

"3°, Sobib astmefunktsioon y = ax . Arvuteme sbisuu-
Fused - X = 1g.y - Ja X = IlEx. T2 X +.1g'8; ' Ja lga
médratakse nagu lineaarfunktsiooni parameetrid. Katseand-
mete tootlemist hdlbustab logaritm-logaritmilise vdrguga
paber. Sellisele paberile kantakse otse punktid (x, y),
pikkused paberil osutuvad aga virdelisteks logaritmidega.
Astmefunktsiooni korral paiknevad punktid iihel sirgel,
mille t3us v3rdub asstmenditajaga 3¢ . Kordaja a vaartu-
se maarab sirge 1dikepunkt vertikaaliga x = 1.

g 4°, (he suuruse muutmisel kindla sammu v&rra muutub
teine suurus alati ihe ja sama teguri kordselt. Sobib lo-
garitmfunktsioon y = a 1gx + b (v8i x = a 1lgy + b). Ar-
vutame abisuuruse X = lgx vaartused ja mddrsme a ja b
nagu lineaarfunktsiooni parameetrid. Linesar-logaritmi-
lisel paberil paiknevad katsepunktid iihel sirgel, lilesan-
de lahendamiseks on tarvis m33ta sirge tdus ja algordi-
naat.

bx

50. Eksponentfunktsioon y = ae teisendatakse lo-
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garitmfunktsiooniks x = % lny - _lg_a .

Uksikas jalikumaid juhtnddre empiiriliste valemite
koostamiseks v3ib leida rasmatutest [10, 215 275 9% 30].

Kui leitud empiiriline valem ei rahulda, siis on soo-
vitatav uurida vehe A = Yvalem ~ Ykatge 8raafikut. Funkt-
siooni A (x) Jaoks koostatud empiiriline valem on esialg-
sele valemile parandiks.

Néide. Leida empiiriline valem, mis sobiks jérgne-
vate andmetega:
| x [1,0]2,0 [3,0 |5,0]5,0 Is,o | 7,0[8.0' 9,0 |1o,ol
| 7 [1.0]2,0 [3,0 [4,0[5,1 [6,2 | 7,4 | 8,8 10,3 l12,o,

Tabeli algosa kirjeldab hdsti funktsioon y = x. V3ib
arvata, et empiirilises valemis peaks sisalduma niisugune
liidetav. Arvutame z = y - x.

| = |4.ol 5.0] 6,0 | 7,0 le,o ,9,0 |1o.o]
| z | 0 |o,1, 0.2,'0.4 | 0,8 ,1,3 , 2,0

Seda sdltuvust v3iks kirjeldada suure astmenditajaga ast-
mefunktsioon. Kanname punktid 2z(x) logaritm-logaritmili-
sele paberile., Nad paiknevad kaunis hasti tihel sirgel
tdusuga 4,3 ja algordinaadiga 107%. Seega otsitavaks va-
lemiks sobid

Yy=X+ 10-4 14’3.

Jéib veel kontrollida valemi tépsust.

e ) e



§ 13. REGRESSIOONSIRGE.

Olgu fiiisikaliste suuruste Y Jja X vaheline sdltu-
vus teoreetiliselt lineaarne. Katsepunktid (yi, xi) aga ei
lange m33tmisvigade tdttu tédpselt iihele sirgele. Me vdime
valida koordinsattasandil "silmameetodil"™ punktidest lédhe-
dalt médduva regressioonsirge ja mddrata selle parameetrid
& ning b. Kuidas iseloomustada valiku headust? Vastus
on aluseks kavakindlale meetodile parima regressioonsirge
valimiseks.

Kontrollime "silmameetodil"™ valitud parameetritega
vérrandit y = ax + b kd3igis katsepunktides. Kui punkt ei
asu sirgel, siis ¥y # ax; + b. Vahed

Aitvi—(ax,_*b) (95)

kirjeldavad regressioonsirge tépsust. Meil on aga tarvis
iihtset nditarvu. Eeldusel, et katsepunktid on v&rdtiipsod
ja m33tmisvead alluvad normaal jaotusele, on tidpsuse kri-
teeriumiks summa

e 2
A":,Zl Ni (96)
(=

Véhimruutude meetodi korral seatakse iilesandeks lei-
da niisugused a ja b, et 4 2 omandsks minimaslse v&i-
maliku véddrtuse. Miinimumi tingimuseks on vdrrandid

A2
2= - o,
5 (97
QA 0=
db
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Arvutustod lihtsustamiseks leitakse abisuurus

"

x =.Z x,/n ; (98)

¢ =4
Ja uue muutuja z vadrtused

zi=xi-;. (99)

Vdrrandite (97) lshendusvalemid on niilid jéargmised:

n
; 2355
ao = y
e T8
=4 (100)
~ pr
bn=.2y1/n-a°x .
«=q
Juhuslike m33tmisvigade hindamiseks arvutatakse/) 2
(valem 95) ja kasutatakse Studenti testi*:

a=a * tn-'l,qtsa
} (101)
b= bo i tn—’l}t,sb )
2 1%
. 90 _Z‘—z—
(n-2) £ 2z

‘2" (102)
2 A
8. B et ——— - o
» (n=-2)n

Saab leida ka y vahemikhinnangu punktis x = X,

*®  mshistus ty-q = tp_p on kooskdlas varasema (tabel 7)

kokkuleppega.



Y=, +Db s g 8.x,’ (103)

85-10 = si xﬁ + sﬁ s (104)
Mittevdrdtédpsete ldahteandmete todtlemisel on tarvis
k3igepealt midrata katsepunktide kaalud 8y (vt. § 10).
Katseandmete t66tlemine on sarnane eelkirjeldatuga, ainult
valemid (96, 98, 100, 102) kaotavad kehtivuse ja asenduvad
Jéargnevatega:

Rk f &AL _ (105)
LT’i

X = —‘-Z.é—iii- i (106)
L:ZA 81
n

St ‘Z_-‘ 839171 '

(107)
Ry "
2 &
A4
2
Bi = A£ ’
-
o )i.-l 611 (108)
2 4 2
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Valemid (95, 97, 99, 101, 103, 104) kehtivad iildiselt.

Kui regressioonsirge peab kindlasti ldbima koordinaa-
distiku alguspunkti, siis on punkti (0,0) kaal 13pmatu ja
iilaltoodud valemid pole kasutatavad. Jétame katsepunktide
nummerdamisel punkti (0,0) vdlja ja iseloomustame regres-
sioonsirge y, = ax, headust endiselt parameetriga 4 e
(valem 105).

Ekstreemumiilesande lahendamisel saame valemi

n
'24 Bi%375
=5 -
a = b2l . (109)

2 51’5

i/
Valemid (101, 102, 108) asenduvad valemitega

a=a tn,oc a4 (110)
2
ST oy (111)
(n'”.Z‘ &%
P

Keerukamate regressiooniilesannete lahenduseeskirju
v3ib leida raamatutest [17, 18, 29] v

§ 14. SUSTEMAATILINE NIHE.

Slistemaatilise vea empiiriliseks avastamiseks soovi-
tatakse mddtmisi korrata erinevates tingimustes. Olgu nii-
viisi saadud kaks rida iihe ja sama fiilisikalise suuruse
m33tmise tulemusi: :

gy Koy eees Xiy e Xy

Y"’ y2' ot & yi’ "'yl

R



Silistemaatiline nihe on keskvaartuste vahe (x) - /k(y)
v3i mediasnide vahe A (x) - A(y). Aritmeetilised keskmi-
sed m (x) ja mg(y) erinevad mddtmistulemuste juhuslikkuse
t3ttu teineteisest ka siis, kui siistemaatiline nihe puudub.
Kuidas selgitada, kas m3dtmistulemuste erinevus on tingitud
juhusest v3i mitte?

Stistemaatilise nihke identifitseerimiseks kasutatakse
mitmesuguseid teste. M33tmistulemuste normaal jaotuse kor-
ral on kdige "tundlikum" Studenti test, mille puuduseks on
arvutustos suur maht. Vaikese arvutustsod ja Studenti testi-
ga peaaegu vdrdse tundlikkuse poolest paistadb silma mitte-
parameetriline Wilcoxoni test (Wilcoxon, 1945; Mann ja Whit-
ney, 1947), mis on pdhjendatud igasuguse pideva jaotuse
korral.

Téhistame x;-ga need ilksiktulemused, mille arv on viaik-
sem, ja yi-8a need, mille arv on suurem. V3rdse arvu korral
valime tédhistused juhuslikult. Koostame y-te variatsioon-
rea:

y(,‘)' i<2), EE S aani-y y(e) .

Kui x-d on y empiirilisest mediaanist valdavalt suuremad,
siis nimetame nihkesuunaks suuna paremale, kui valdavalt
védiksemad, siis suuna vasakule, Niilid proovime k3iki x-e
likshaaval lisada y-te variatsioonritta ja loeme iga kord
dra, mitu y-t jddks proovitavast x-st nihkesuunda. Niivii-
si leitud arvude summat u nimetatakse inversioonide ar-
vuks.

Naide: Olgu x,-d 3,93; 3,88; 4,01; 3,89 ja y;-d 3,87;
3,96; 3,71 3,82; 3,91; 3,86. y~te variatsioonrida on 3,71
3,82 3,86 3,87 3,99 3,96. Nihkesuund on ilmselt pe-
remale. 3,93 nihkesuunas (paremale) jadks iiks y vadartus
(3,96), 3,88 paremale jadks kaks y vadartust, 4,01 paremale
null y vaartust ja 3,89 paremale jddks kaks y vaartust.
=1 +2+%+0+2=D5.

Usaldatavuse « , x-de arvu k ja y-te arvu ¢ Jjargi
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leitakse tabelist 13 kriitiline' arv Ud K, L Juhul

u £ U, ,eon siistemaatilise nihke olemasolu tdestatud
usaldatmsega viéhemalt o« . Jubul u > U ok, € v3i kui
tabelis 13 seisab U o,k € kohal kriips, ei saa slistemaa—
tilise nihke olemasolu valitud usaldatavusega vdita: nihe
vdib olla juhuslik.

Tabel 13
d, = 90%

2| 3 |a|s|e| 7| 8| 90|11 [12[13] 14|15
2 oty 2] 3 4| 4| 4| 5
3 2il2 3 W05 % 10 | 10
4 3441 51 61 71 911011 |12113 15|16
5 5|1 7| 8/10(12|13|15 [17 |18 |20 |22
6 9{11]| 1315|1719 |21 |23 |25 |27
7 13| 16|18 | 21|23 |26 |28 |31 |33
8 19|22 (24|27 |30 (33|36 |39
9 25|28(31 |35 |38 |41 |45
10 ‘ 32136 139 [A3 147 191
11 40 |44 |48 |52 | 57
12 49 |53 (58 |63
13 58 | 63 | 68
14 |69 |74
b 80

o e
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kc 5[6]7‘8(9 10 |11 |12 |13 |14 |15
10 19 |22 |24 (27 |30 |33
1 25 |28 [31 |34 |37
12 3 |35 |38 |42
13 39 |43 |47
14 47 |51
15 e

Vaadeldud ndite korral 09%;4;6 8 3o Kuna - S5 3y
siis 95% usaldatavusega siistemaatilise nihke olemasolu
vdita ei saa. Et aga U90x;4;6 = 5, siis 90% usaldatavuse-
ga v3ib siistemaatilise nihke lugeda reaalseks.

Diskreetse jaotuse puhul komplitseeridb Wilcoxoni
testi liksikute xi—de Ja y;~de kokkulangemine. Usaldatavu~-
se vahendamise ohtu ei ole jargneva lihtsa reegli raken-
damisel. Kui xy langeb kokku y(k)-ga, siis y(k)"pool* La-
takse", arvates xy-st vasakule k-2 ja paremale £ -k+
+1/2 y vaértust. Niiviisi loetud tinglik inversioonide
arv ei pruugi olla téisarv, kuid see ei muuda testi prak-
tilist eeskirja.

Ajas muutuvat siistemaatilist viga on v3imalik kind-
laks teha ka iihe m33tmistulemuste rea jargi. Wilcoxoni
testi rakendamiseks jagatakse m30tmistulemuste kronoloo-
giline rida lihtsalt kaheks osaks. Kui siistemaatilise vea
s3ltuvus ajast pole mcmotoonne, on parem kasutada seeria-
testi (Stevens, 1939.a.; Wald ja Wolfowitz, 1940.a.),mis
nsgu Wilcoxoni testki ei s3lty juhuslike vigade jaotus-
seadusest. ;

Lihtume x-de kronoloogilisest jérjekorrast x,, X5,
ceey X Teeme kindlesks x empiirilise mediasani ja mir-
gime kronoloogilises ress iga x; < {(x) alla - ja iga
x; > l(x) alla +. Keskmine liige ise jddb mérgita. See-
risks nimetatakse kdrvuti asuvate ilihesuguste mérkide
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gruppi. Testi statistikuks on seeriate arv v. Nditeks ja-
das ++++-——= on 2 seeriat, jadas +—+—++-—— aga 6 seeriat.

Uhenimeliste mirkide koguarvu téhistame m (m = S- vdi m=
= 251 ). Tabelis 14 on néddatud kriitiline seeriate arv

o, m*

Tabel 14

m 4156 |7 |8 |9Mn0[11|12{13{14[15|16|17(18|19|20

#:95} 2|13|3|4|5|6|6| 7| 8 9(10[11]|11{12|13|14|15
U= 99% |- (2|2 |3 |4 |4| 5| 6| 7| 7| 8] 9]10|10|11|12|13

Kui v ¢ Vg p» 8iis on sistemaatiline muutumine t3estatud
usaldatavusega o, . Vastasel korral v3ib m33tmistulemuste
muutlikkus olla juhusest tingitud.

Juhuslike vigade normaal jaotuse korral v3ib kasutada
suuremat arvutustéséd ndudvat Abbe testi [ 13, 33].

Enam kui kahe m33tmisseeria v3rdlemiseks kasutatakse
dispersioonanaliiiisi meetodeid, millega tutvumiseks sobi-
vad raamatud [ 3, 13].

§ 15. ARVUTUSSKEEMID.

Enamik kirjeldatud vaatlusandmete tdotlemise meeto-
ditest nduab dige véhest arvutustédod. Veidi mshukam on
vaid aritmeetilise keskmise, viljavdttedispersiooni, kaa-
lutud keskmise ja regressioonsirge parameetrite arvuta-
mine.

Vigu viéltida ja t66d kergendada aitab ratsionaalne
arvutusskeem. Jirgnevas selgitame ndidete varal, kuidas
arvutusskeemi koostada. Esitatavad skeemid on mdeldud
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pliiatsi, paberi ja arvutusliikatiga (soovitatav ka arve-
laud!) varustatud arvutajale.

Omsette probleem on tarviliku arvutustédpsuse valimi-
ne. Universaalne reegel "Arvutusviga olgu m33tmisveast pa-
rajasti iiks suurusjark véiksem" on pealtniéha lihtne, kuid
vajab eduksks rakendamiseks kogemusi. Algaja voib (isikli-
ku aja arvel!) arvutada igaks juhuks iihe tarbetu kiimnend-
koha.

1°. Keskvairtuse ja aritmeetilise keskmise dispersi-
ooni hindamine (valem 60). Valitakse kdigist x;-dest vei-
di vaiksem iimmargune arv X, arvutatakse vahed X =X, Jja
nende keskmine m(x1 - xo). Aritmeetiline keskmine m(x) =
=X, + m(xi - xo). Dispersiooni hindamiseks tdiendatakse
arvutustabelit kahe veeruga (vt. ndide).

Néide:

x; \xi—m(x)l [xi-m(x)]2 x, = 122,00
122,42 | 0,42 | 0,76 0,58 m(x) = 123,18
122,96 | 0,96 | 0,22 0,05 5 3,67
123,43 | 1,43 | 0,25 0,06 R e
123,09 | 1,09 | 0,09 0,01
122,19 | 0,19 | 0,99 0,98 = e
124,01 | 2,01 | 0,83 0,69 Gl 080
122,81 | 0,81 | 0,63 0,40
123,47 | 1,47 | 0,29 0,08
124,08 | 2,08 [ 0,90 0,81
123,29 | 1,29 | 0,11 0,01

F 1352 3,67

2°, Kaalutud keskmise arvutamine (valemid 90, 93,
94), Valitakse samuti X, arvutatakse vahed X;-X, korru-
tised gi(xi—xo), korrutiste summa, kaalude summa, nende
summade suhe. L3puks liidetakse see suhe X -le. Ulejad—
nud operatsioonid ei vaja selgitamist.

& 70 -



n |Axy A% 8 = éﬁ" X3, | 8;(x;-x)

@10 10| x10%) ! | (x107%)| (x10?)
0,01281| 0,00020 400 25 29 73
0,01252| 0,00010 100 100 (0] (0]
0,01260| 0,00015] 225 45 8 36

170 109
L i

x, = 0,01252; 109:10%:170-10® = 0,00006;
m (x) = 0,01258; AZm = 1:120-10° = 59.10
Am, = 0,00008.

-10

3°. Regressioonsirge parameetrite arvutamine (vale-
mid 95...102). Piirdume ainult naditega.

Naide:
x z 2 22 ax:+b [ |A.) e
g o] Iy P L T i 0o*i*P% il |Ag
1:3 3,2 '5,3 -1790 28)1 3'30 0.10 0001
S8 L4587 aana ] 408 0,26 | 0,07
416 5'1 ‘290 '1Ov2 u‘io 5137 0'27 oo07
6,1 6,2 |-0,5 =-3,1 03 Gaig 0,12 0,01
Eso L o750 049 6,8 0,8 |- 7,20 0,30 0,09
8,8 8,3 252 1853 4,8 8,02 0,28 0,08
10,2 | 8,7 | 3:6| 31,3 112y9 | 8,90 0,20 | 0,04
11551 9,6 | 4,91 47,01 23,9 9,71 0,11 0,01
52,8 53,1 +103,4 | 89,2 0,38
=¥y
56,1

e



M)
[

= 52,8 : 8=6,6; & = 56,1 : 89,2 = 0,629;
53,1 : 8 - 0,629:6,6 = 6,63 - 4,15 = 2,48;

2 _ 0,38 Lalireg gy sy s
22 938 - 7110t o - 98 - 79107,
s, = 0,027; 8, = 0,09; A95%a = 2,6:0,027 = 0,07;

Agsgb = 2,6°0,09 = 0,23.

o’
"

2]
|

a 0,63

I+

os0795% ’

b

2,48

I+

0,2395% %

Joonisel 16 on ndidatud katsepunktid ja regressioon-
sirge.

- B M S8

Joon. 16.

Arvutusskeemide koostamine lilejdanud juhtudel j&&b luge-
ja lilesandeks.

oy
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TAIENDAV KIRJANDUS.

I. Esimeses Jjérjekorras soovitatav kirjandus.

Tiit, E. Tdensdosusteooria I. Tartu, 1968, 320 1lk.
(TRU rotaprint.)

Opiku esimesed 141 1lk. sisaldavad tdendosusteoo-
ria algmete illdarusaadava esituse koos materjali
omandamist soodustavate iilesannetega. Opikule on
lisatud mdningaid statistilisi tabeleid.

BeHuens K., C. Teopus sepoAarHocre#. "Hayxa", Mocksa,
1964, 576 crp.

Opik paistab silma esituse ladususe ja kergelt-
mdistetavuse poolest. Uks peatiikk on piihendatud
katseandmete t66tlemisele.

CuupHoB H. B., lyuui-Bapkoscku#t U. B. Kypc reopuu
BEPOATHOCTOA U MATEMaTHISCKOH# CTATUCTHRA LIS TEXHU-
yeckux npunoxeHui. "Hayra", Mockma, 1965, 511 crp.

Kdesoleva juhendi I osas viidatud raamatu taien-
datud valjaanne.

Bonxsmes J. H., OueHku cTardcrudeckue, DPushdecrufl
sHuMrCnenuueckuil caosaps Ill. Mockea, 1963, crp.572-
-577.

Lihidusele vaatamata lllatavalt taielik ililevaa-
de hinnangute teooriast.
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5. HewmaH K. BpomHwit xype Teopuu BepoATHOCTeHl M MaTemarTu-
qecko#f crarucrurd. "Hayka", Mockea, 1968, 443 crp.

Nduab lugejalt matemaatilist ettevalmistust vaid
keskkoolikursuse ulatuses, aine kdsitlus on aga
mirksa kaasaegsem ja sligavem kui enamikus kdrgemal
matemaatikal baseeruvates Opikutes. Sobib eriti
bioloogidele ja meedikutele, kes ei otsi "kokaret-
septuuri", veaid tunnevad t3sist huvi statistika
vastu. Autor on tuntud lihena kaasaegse statistika
rajajatest.

©. Ban nmep Bapmed B. J. Maremaruueckas CTaTMCTHRE.
W1, Mockea, 1960, 434 crp.
Hea raamat esialgseks tutvumiseks klassikalise
matemaatilise statistika teooriaga. Autoril on 3n-
nestunud matemaatilist rangust ohverdamata esita-
da kogu materjal nii, et see on mdistetav spetsi-
aalsete matemaatiliste eelteadmisteta.

II. Eespool kirjeldatuga vdrdse raskusastmega téiendav
kirjandus.

7. Arersu T. A OCHOBH TEODMU ODUGOK LNS ACTPOHOMOB U
jusuxos. "Hayra", Mocksa, 19538, 148 crp.

T3endosusteooria ja vigade teooria konspektiivne
Opik astronoomia ja fiilisika eriala nooremate kur-
suste lilidpilastele. Autor piirdub vaatlusandme-
te todtlemise klassikdliste meetodite kisitlusega.

8. Xymcoun . CrarucTura nas bmmcos "Mup", Mockea,
1967, 242 crp.

Késiraamat nendele, keda huvitavad peaasjalikult
parameetrilise matemaatilise statistika rakendus-
likud tulemused.
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10.

P

12.

13.

.

Mwenenxo B. B., Benser K. K., Comosver A ., Marewa-
THUECKME METONH B TeOpHM HalexHocTd. "Hayxa", Mocksma,
1965, 524 crp.

Sisaldab tdendosusteooria ja matemaatilise statis-
tika aluste kokkusurutud esituse (ca 60 lehekiiljel).

Pyrep P. C., OsuuHcruft B. 8. OmemeHTw uucreHHOro afia-
n433 4 MareMarWdecxo#f o6palOTRM [LesSyNbTATOB OMwra.
Dusmarrus, Mockma, 1952, 355 crp.

Sisaldab ililevaate tdenaosusteooriast ja klassika-

lisest m33tmisvigade teooriast. Erilist tahelepanu
on péoratud funktsioonide hindamisele vahimruutude
meetodil ja empiiriliste valemite koostamise mee-

toditele. Raamatu vaartust suurendavad praktilised
néited.

Dmmep P. A. CrardcTdyeckMe MeTONH IAA MCCAENOBATE-
axefi. Toccrarusnar, Mocksa, 1953, 268 crp.

Raamatus kédsitletakse normaal jaotusega andmete
tootlemist. Esitus on kergelt jédlgitav ja rohkete
nédidetega illustreeritud. Autor on iiks kaasaegse
matemaatilise statistika rajajatest.

I'Henenxo B. B., Becenw 0 MaTeMaTHUecKRO# CTATHUCTHKe.
"SHaHue", Mockma, 1968, 438 crp.

Populaarne, samaaegselt aga suhteliselt kdrgetase-
meline lilevaade matemaatilise statistika problee-
midest.

Jonuuckupt E, B, [orpemHocT# usMepeHu# u o6paBoTra
pesynbTaros usmepeHuil. "MamuHocTpoeHue", Mocksa,
1967, 60 crp.

Aarmiselt konspektiivne md3tmisvigade analiilisimi-
se juhend, milles kasitletakse kiullaltki komplit-
seeritud meetodeid, nagu regressioonanaliilisi ja

dispersioonanaliilisi. Erilist t&helepanu on podéra-
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tud slistemaatiliste vigade teooriale.

III. P3hjalikum kirjandus.

14. Xanbn A. MarTemarudeckas CTATUCTHKA C TEXHUIECKHUMU
. npanoxeHusmd. WI, Mockea, 1956, 654 crp.

Hea kisiraamat matemaatilise statistika parameet-
riliste meetodite rakendajale. Ei ndua spetsiaal-
seid eelteadmisi.

15. Jyuun-Baproscru#t A, B., CwupHos H. B. Teopus pepo-
ATHOCTeH W MaTeMaTHYecKad CTETUCTHE2 B TexHuwe (06-
mas 4acts), ['UITJ, Mocksa, 1955, 556 crp.

Erineb eelmisest raamatust veidi teoreetilisema
kallaku poolest. Autorid vaatlevad ka mittepara-
meetrilisi meetodeid.

16. Yumrec C. MarTemaruuecras crarucTdxa. "Hayra", Mock-
Ba, 1967, 632 crp.

Aspirantidele ja teaduslikele tootajatele adres-
seeritud raamat, nduab lugejalt pdhjalikku mate-
maatilist ettevalmistust. Kasutatav nii 3pikuna
kui ka kdsiraamatuna. Esituslaad on konspektiiv-

R ne. Hea ililevaade statistika-alastest originaal-
toddest. Bibliograafia ca 450 nimetust.

17. Juuuur 0, B, MeTon HauMeHBIMX KBaIpaToOB X OCHOBH
Teopuu O6paGoTRM HabmoneHdfdl. Dusmarrus, Mocksa, 1962,
349 crp. :

Tuntud ndukogude statistiku kirjutatud kdsiraama-
tus vaadeldakse vadhimruutude meetodit kaasaegse
matemaatilise statistika seisukohalt. Autor pdo-
rab palju tdhelepanu pShimdttelistele kiisimuste-
le, toob aga samal ajal hulgaliselt praktilisi
nditeid ja esitab iga meetodi jaoks rakenduslike
valemite ja arvutusreeglite kokkuvdtte.
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Bibliograafia 58 nimetust.

18. Kgermror H. [L, Cowoxos C. H. AHan4s ¥ ruraHupoBa-
HHE BKCIepUMEHTOB METOIOM MaKCUMyMa npaanononodux.
"Hayra", Mocksa, 1964, 184 crp.

Sisaldab regressioon- ja konfluentanaliiiisi p3h-
jaliku teoreetilise kédsitluse ja detailsed pro-
grammid fiilisikaliste katsete tulemuste t66tlemi-
seks. Viimane peatiikk on pilhendatud mddtmiste
tédpsuse ja mahu planeerimisele. Kirjeldatavad ar-
vutusmeetodid on tddmahukad ja nduavad elektron-
arvutite kasutamist. Raamatus vaadeldakse ka
siustemaatiliste vigade olemasolu arvestavaid mee-
todeid. Lisana on toodud vz jaotuse tabel.

19. fiHom# J. Teopus u mpaxTHRa O6paGOTRM pesyNbTaToB
WsMepeHuil, "Mup", Mockma, 1965, 1968, 462 crp.

Raamatu autor on tuntud ungari fiilisik. Esimene
peatiikk sisaldab tdendosusteooria omapirase esi-
tuse, teine peatikkk on piihendatud matemaatilise
statistika meetoditele, kolmas peatiikk sisaldab
nditeid tuumafiilisika-alaste m33tmiste tulemuste
tootlemisest. Bibliograafia 51 nimetust.

20. Jordan-Eggert. Handbuch der Vermessungskunde.

Mitmes trikis ilmunud mahukas (iile 3000 lehekiil-
je) geodeesia kiasirasamat, sisaldab pdhjaliku
ulevaate klassikalisest vigade teooriast.

21. Tamme, E. Arvutusmeetodid III. Tartu, 1967, 111 1lk.
(TRU rotaprint.)

Eésitletakse iliksikasjalikult funktsioonide l&-
hendamist vahimruutude meetodil.
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22.

23.

24,

25.

26.

27.

IV. Lihtsemad Jpikud ja késiraamatud.

Velsker, K. Td3endosusteooria ja matemaatilise statis-
tika elemente. Tdiendavaid teemasid koolimatemaatika-
le. "Tallinn, "Valgus", 1967, lk. 3...57.

Keskkoolidpik, mis sisaldab kidesoleva juhendi
kasutajale tarvilikke eelteadmisi.

Soonets, K. T3endosusteooria ja matemaatiline sta-
tistika. Tartu, 1967, 193 1lk. (TRU rotaprint.)

Majandusteaduskonna {ilidpilastele adresseeritud
dppevahend.

Lepamaa, A, T3endosusteooria ja matemastilise sta-
tistika pdhijooni. Tallinn, 1967, 88 1lk. (TPI rota-
print.)

Eelnimetatuga vdirdse ulatusega dppevahend.
[lycrosanos I'. E., Tananaesa E. B. [lpocretimue pusu-
decKUe UsMepeHus U ux obpaborra. MY, 1967, 156 crp.

Kédsiraamat algajatele. Kirjeldatakse m3dtmis-
tapsuse hindamist, ligikaudseid arvutusi, arvu-
tusliikkati kasutamist, graafikute ja empiirilis-
te valemite koostamist, lihtsamate m33teriista-
de ehitust ja kasutamisreegleid.

Salinens A. H. OmeMeHTapHwe OlEHKM OmUGOR MsMepeHME.
"Hayka", Mockma, 1967, 89 crtp.

Kédesoleva juhendi esimeses osas viidatud bro-
Sllri tédiendatud valjaanne.

Yopcuur A., Tepirep Ix. Meronw o6palOTRM BKCNEpLH-
MEHT anbHEX NaHHWX, UM, Mocwksa, 1949, 363 crp.

Algajale eksperimentaatorile vdga kasulik kit-
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salt praktilise suunaga raamat. Matemaatilist
ettevalmistust lugejalt ei nduta. Autorid pddra-
vad pal ju tdhelepanu tabelite ja graafikute ots-
tarbeka vormistamise reeglitele, arvutustod liht-
sustamise v3tetele jne. Uks peatiikk on piinendea-
tud periodogrammanaliiisile.

28. Vp6ax B, ©. Buomerpuueckue Meronu. "Hayxa", Mocxma,
1964, 415 crp.

Praktiline késiraamat, mis vdimaldab statistili-
sl meetodeid rskendada ka nendel, kelle matemaa-
tiline ettevalmistus piirdub aritmeetika ja koo-
lialgebra algmetega.

V. Uldmatemaatilised ja spetsiaalsed raamatud.

29. Rago, G. K3rgem matemaatika I. Tallinn, ERK, 1962,
739 1k.

Traditsioonilise matemaatikakursuse kdrval kasit-
letakse ka mé3tmistulemuste tootlemist ja empii-
riliste valemite koostamist.

30. Bporure#H 4. H., CemeHnses XK. i CnpaBOUHMER MO Ma-
TeMaTHKe.

Mitmes trikis ilmunud tuntud teatmiku viimane

osa on pilihendatud Juhuslike vigade teooriale ja
empiiriliste valemite koostamise meetoditele.

31. V3handu, L. Arvutusmeetodid I. Tartu, 1962, 147 lk.
(TRU rotaprint.) )

Hea J3pik praktilise arvutamisoskuse omandamiseks.
Kédsitletakse tdpset ja ligikaudset arvutamist,
arvutusliikati kasutamist ning vdrrandite lahen-
damist. Lehekiilgedelt 105-130 v3ib aga leida iile-
vaate matemaatilise statistika algmetest.
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32. Hosuuru#t M. B, OcHOBy MHPOPMAEIUHOHHOH TEODHU UBMEDHUTENE~-
HHX ycrpodicrs. "OHeprus", Jewwnrpanm, 1968, 248 crp.

Esimene ililevaade uutest seisukohtadest metroloo-
gias, mille kohaselt m33tmistédpsust on kdige pa-
rem iseloomustada entroopia muuduga. Huvi pakuvad
mddtmisvigade jaotusseaduste katselise uurimise
tulemused ja nendest tulenevad jareldused vigade
liitumisseaduse kohta. Raamatule iseloomulik in-
sener-tehniline ldhenemisviis ei vdhenda esitata-
vate seisukohtade pdhimdttelist tahtsust.

33. Duporos K. [L O6mMe sompocw MerTpomorwu. "MsmuHO-
crpoeHue”, Mocksa, 1967, 96 crp.

Sobib tédienduseks kdesoleva juhendi esimesele
osale.

VI. Tabelite kogumikud.

34. Bomemes J. H., CuupHos H. B. TaGmuuy warTemaruuecxof
crarucTuxd. "Hayka", MockBa, 1965, 464 crp.

K3ige universaalsemad N3ukogude Liidus ilmunud
statistilised tabelid. Raamat sisaldab pdhjalik-
ke teoreetilisi selgitusi (ndutav hea matemaati-
line ettevalmistus) ja tabelite kasutamisjuhen-
deid (158-1 lehekiiljel). Bibliograafia: 56 nime-
tust tabelite kogumikke ja 149 nimetust artikleid
ning raamatuid.

35. Oysn I. B. COOpHUR CTaTHCTAYSCRMX Tabndl. SuudcI.
u. AH CCCP, Mockma, 1953, 585 crp.

Autor on peatdhelepanu podranud vdhem tuntud Ja
muudest kogumikest puuduvatele tabelitele. Raa-
mat on heaks tadienduseks eespool nimetatud kogu-
mikule [34]. Tebelitele lisatud selgituste m3ist-
miseks on vaja head matemaatilist ettevalmistust.
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Bibliograafia 277 nimetust.

36. fluko . MareMaTurRO-CTATHCTHYECKHE TalnMuw. [occTar-
uanar, - Mockmea, 1961, 243 crp.

Kogumik sisaldab tﬁntumaid statistilisi tabeleid,

.mis on varustatud liksikasjalike selgituste, kasu- |

tamisjuhendite ja naidetega.
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10.

11.

12.
13.

14,

TABELITE LOETELU.

xolmogcgzvi testi statistiku kriitilised vEdr-

tused

Mediaani usalduspiirid (mirgitest) [34] ......

Poissoni jaotuse keskviddrtuse usalduspiirid
(koostatud tabelite [34] &bil) .........coenn.

Standardhdlbe hinnangu parandustegur (34].....

Variatsiooniulatuse keskvddrtus. Kordajad dis-
persiooni hindamiseks variatsiooniulatuse jér-
gl (koostatud tabelite [34] &bil) ............

Dispersiooni parima hinnengu ja lihtsustatud
hinnangu v8rdlus [34] .ccveveccccvioccccnnsns

Studenti jaotuse kventiilid [35] ............
Student-Lordi jaotuse kvantiilid [34] ........

Mirgitesti ja Studenti testi vdrdlus. (Studen-
ti jaotuse kvantiilide tebelist [34] om lei-
tud védikseim v8rratust $/Vno<r Trahuldav ng;
r on mirgitesti korral piiriks oleva jarje-

statistiku keskvdartus ..... Sendnsapsees sesene

Jaotuse normaalsuse kontrollimiseks kasutatava
statistiku kriitilised vdédrtused [34] ........

Jaotuse normaslsuse kontrollimiseks kasutatava
statistiku g (empiirilise asiimmeetria) krii-
tilised védrtused [34] ccccevcrecccercccccnnnes

Eksetesti statistikute kriitilised vaartused

Wilcoxoni testi statistiku kriitilised vaartu-

Bed [35] cicccecerctsittcttcarsrsscntsstcensane

Eriitiline seeriate arv [35] ...ocevvevececansn

28
32

37

39
41
41

43

45

38
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