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Sissejuhatus

Kaesolev bakalaureuseto6 on uurimus arvuteooria valdkonnas. To66s uuritakse
T-arvude leidumist konkreetsete poliinoomide suhtes ja kirjeldatakse efektiivseid

meetodeid, kuidas arvutiga otsida neid T-arve.

Hulk 7-arvud on naturaalarvude alamhulk, mille defineerisid esimestena Curtis
Cooper ja Robert E. Kennedy aastal 1990. Positiivne taisarv n on t-arv, kui
7(n) | n, kus 7(n) on arvu n positiivsete tdisarvuliste jagajate arv. Simon Col-
ton taasavastas T-arvud aastal 1999 ja piistitas moned hiipoteesid. Neid uuris ja
nende kehtivust toestas Joshua Zelinsky ning samas artiklis 161 ta moiste 7-arv

poliinoomi suhtes ning sellega seotud jargneva teoreemi.

Teoreem ([5], Ik 14, Theorem 54). Iga tdisarvuliste kordajatega poliitnoomi Q(x)

korral leidub l6pmata palju positiivseid taisarve n nii, et 7(n) | Q(n).

Kéesolevas t60s tegeletakse eelkoige viimase teoreemiga seotud probleemi (teoree-
mi 54 korrektsuse kontroll artiklis [3], lk. 46) uurimisega. Zelinsky toestus eelpool
toodud teoreemile ei olnud korrektne ning seetottu on see teoreem jadnud senini
toestamata. TdOsisema katse selle teoreemi toestamisel tegid Abel, Lauer ja Redi
artiklis [1], kus toestati, et kui tdisarvuliste kordajatega poliinoomi Q(z) jaoks
kehtib tingimus |Q(0)Q(1)| # 1, siis kehtib Zelinsky teoreemi véide. Lahitseks jai
kiisimus selliste poliitnoomide Q(z) klassi jaoks, mille korral |Q(0)Q(1)| = 1. Artik-
lis [1] toodi kiill néiteid monedest sellesse klassi kuuluvatest poliinoomidest, mille
suhtes leidub 16pmata palju 7-arve, kuid tildjuhul jai selle poliinoomide klassi jaoks
probleem lahtiseks.! Kiesolevas bakalaureusetoos pakutakse moningat edasimine-

kut selle probleemi lahendamisel.

Esimeses peatiikis tutvustame koigepealt 7-arve ning nendega seotud vajalikke

IT66 kirjutamise 16ppfaasis sai teatavaks, et valmimisel on teadusartikkel, kus kirjel-
datakse teatavat klassi poliinoome, mille suhtes on ainukeseks 7-arvuks arv 1.



moisteid ja kasulikke teoreeme. Seejdrel kirjeldame ka eelnevaid avaldatud tule-

musi. Need on pohiliselt artiklist [1] ja aluseks iilejaanud todle.

Teises peatiikis kirjeldame 7-arvude otsimist konkreetse kujuga poliinoomide suh-
tes. Alustame koige algelisemast otsimismeetodist ning seejérel pohjendame, kuidas
arendasime edasi otsimisalgoritmi. Peale seda analiiiisime, koos diagrammidega, lei-
tud 7-arvude jaotust ning seda, kuidas oleks veel voimalik optimeerida T-arvude

otsimist poliinoomide suhtes.

Kolmandas peatiikis néditame, kuidas on seotud 7-arvude leidumine teatavate ruut-
poliinoomide teatava kongruentside siisteemi lahenduvusega. Selgitame, kuidas lei-
tud 7-arvud poliinoomide suhtes on kasulikud, et lahendada kongruentside siistee-

me, mille lahendamiseks iildjuhul ei ole veel meetodeid teada.

T66 autor soovib ka eraldi tédnada Tartu Ulikooli teadusarvutuste keskust, kelle
HPC serverites saime pikalt jooksutada oma Pythoni programme. Ilma nende abita

el oleks saanud seda t66d teostada.



1 Pohimoisted ja eelnevad tulemused

Selles peatiikis defineerime t66s kasutatavad moisted ja sonastame kasulikud tule-

mused.

1.1 r7-arvudega seotud definitsioonid ja teoreemid

Definitsioon 1.1 ([4], k. 52). Kui n on positiivne taisarv, siis téhistab 7(n) arvu

n koigi naturaalarvuliste jagajate arvu.
Teoreem 1.1 ([4], k. 52). Kui n > 1 ja on esitatud kanoonilisel kujul
n :p]flpé€2 ..pls | siis

7(n) = (k1 + 1) (ko +1) ... (ks + 1).

Teoreem 1.2 (Fermat’ viike teoreem, [4], k. 89). Kui p on algarv ja a on tdisarv,
mis et jagu arvuga p, siis

a? =1 (mod p).

Jargmisena toome sisse T-arvu moiste, mille defineerisid esmalt Curtis Cooper ja

Robert E. Kennedy aastal 1990.

Definitsioon 1.2 (|2], lk. 383). Positiivset tédisarvu n nimetatakse T-arvuks, kui

arvu n naturaalarvuliste jagajate arv jagab arvu n ehk teisisonu, kui 7(n) | n.

Néiteks on 7-arv 8. Arvul 8 on 4 naturaalarvulist jagajat (1,2,4 ja 8) ning 4 | 8.

Jareldus 1.1 ([3], k. 12). Leidub lopmata palju T-arve.

Aastal 2002 uuris Joshua Zelinsky 7-arve ldhemalt ning esitas mitu uut tulemust.

Jargnevad moisted on tema loodud.



Definitsioon 1.3 ([5], k. 14). Positiivset tdisarvu n nimetatakse anti-r-arvuks,

kui arvude n ja 7(n) suurim thistegur on 1.

Definitsioon 1.4 ([5], lk. 14). Olgu Q(z) téisarvuliste kordajatega poliinoom.

Téisarvu n nimetatakse 7-arvuks poliinoomi Q(z) suhtes, kui 7(n) | Q(n) .

Niiteks 5184 on 7-arv poliinoomi Q(z) = 1 + 3z — 322 suhtes, sest

7(5184) = 35 | —80606015 = Q(5184).

1.2 Antud teemal eelnevalt avaldatud tulemused

Zelinsky esitas oma artiklis jargneva teoreemi (seal teoreem 54) ja selle toestuse.

Teoreem 1.3 ([5], Ik 14). Iga tdisarvuliste kordajatega poliinoomi Q(x) korral lei-

dub lopmata palju positiivseid tdisarve n nii, et 7(n) | Q(n).

12 aastat hiljem néitas Lauer, et see toestus ei olnud korrektne ([3], k. 46) ja hetkel
on see teoreem veel toestamata. Siin peatiikis me késitleme, kuidas seda on osaliselt

toestatud.
Uurime kitsamaid juhtusid, kus analoogne teoreem kehtib.

Olgu meil poliinoom Q(z) kujul
Q(x) = arz® + ... + ar® + a1z + ao,

kus ag, a1, ...,a; on taisarvud ja k € N. Kui ag ehk vabaliige on vordne nulliga,
siis leidub l6pmata palju tédisarve n nii, et 7(n) | Q(n), sest iga T-arv on 7-arv

poliinoomi Q(z) suhtes.

Tarvis on veel uurida juhtusid, kus vabaliige on nullist erinev. Seda tegid Abel,

Lauer ja Redi oma artiklis [1]. Jargnev on nende toestatud tulemus.



Teoreem 1.4 ([1], k. 111). Olgu Q(x) taisarvuliste kordajatega poliinoom. Kui
|Q(0)Q(1)| # 1, siis leidub lopmata palju T-arve polimoomi Q(x) suhtes.

Uurimata on veel poliinoomid, kus |Q(0)] = 1 ja |Q(1)] = 1 ehk sellised, kus

vabaliige on kas 1 voi —1 ning koigi kordajate summa on kas 1 voi -1.

Meile on veel abiks jargnevad tulemused.

Lemma 1.1 ([1], k. 112). Olgu Q(z) tdisarvuliste kordajatega polimoom mille
korral |Q(0)| = 1. Kui positiivne tdisarv n on T-arv polimoomi Q(x) suhtes, siis n

on anti-T-arv.

Lause 1.1 ([1], k. 112). Olgu Q(x) tdisarvuliste kordajatega polimoom. Kui leidub
anti-t-arv n > 1, mis on T-arv polinoomi Q(x) suhtes, siis leidub lopmata palju

selliseid anti-T-arve, mis on T-arvud polinoomi Q(x) suhtes.



2 r7-arvude otsimine poliinoomide suhtes

Tahtsime koguda informatsiooni ja uurida millised naturaalarvud on r-arvud sel-

liste poliinoomide suhtes, mis rahuldavad tingimust |Q(0)Q(1)| = 1.

Teoreem 2.1. Olgu Q(x) taisarvuliste kordajatega mittekonstantne poliinoom, mis
rahuldab tingimust |Q(0)] = 1. Kui leidub positiivne tdisarv n > 1, mis on T-arv

poliinoomi Q(x) suhtes, siis leidub lopmata palju T-arve polinoomi Q(x) suhtes.

Toestus. Kui n on 7-arv poliinoomi @Q(z) suhtes, siis lemmast 1.1 jareldub, et n
on anti-r-arv. Jarelikult lause 1.1 jargi leidub lopmata palju selliseid anti-T-arve,

mis on 7-arvud poliinoomi @(x) suhtes. O

Téanu teoreemile 2.1 teame, et kui suudame leida iithe arvust 1 suurema 7-arvu

antud poliinoomi suhtes, siis leidub 16pmata palju 7-arve selle poliinoomi suhtes.

2.1 Esialgne otsimine

Alustasime véga lihtsalt. Erinevate poliinoomide suhtes kontrollisime jérjest 1dbi
naturaalarve alates arvust 2 kuni kas esimese sellise naturaalarvuni, mis osutus
r-arvuks antud poliinoomi suhtes voi kuni arvuni 108 (kui eelnevalt iihtegi 7-arvu
antud poliinoomi suhtes ei leidunud). Selle jaoks kasutasime programmeerimiskeelt
Python, milles kirjutatud programmi (lisa 2) abil kontrollisime fikseeritud poliinoo-
mi Q(z) jaoks libi koik naturaalarvud kuni suurusjirguni 108, Programm katkestas

t606 kohe, kui leidis esimese 7-arvu poliinoomi Q(x) suhtes.

Selline otsimine oli viiga toémahukas ja harva edukas. Uldiselt Gnnestus leida 7-arv
poliinoomi suhtes esimese 10® naturaalarvu seas katsetes 1ibi proovitud poliinoomi-
dest vahem kui 20% jaoks. Mitmed esimesed leitud 7-arvud poliinoomide suhtes olid

suured (>107), mis vihjas sellele, et tdeniioliselt on mitmete poliinoomide suhtes



esimene leiduv 7-arv liiga suur selleks, et seda otsida koigi naturaalarvude jarjest

labikontrollimise teel.

Me uurisime poliinoomi suhtes T-arvude algtegureid ja nende astmeid ning négime,
et ei algtegurid ega nende astmete tegurid, mis on suuremad arvust 1, ei osutu
konkreetse poliinoomi vaartusteks taisarvulistel argumentidel. See iitleb, et neid ei
ole niisama lihtne vaid poliinoomi teades ,ette ennustada®, erinevalt Abeli, Laueri,
Redi artiklis vaadeldud juhtudest, kus 7-arvud poliinoomi suhtes tekitati kas Q(1)

vol vabalitkme kaudu.

2.2 Edukam otsimismeetod

Koigi vahemikus 2 kuni 10® olevate naturaalarvude jérjest libikontrollimine osutus
ikkagi kasulikuks. Panime téhele, et paljudel poliinoomide suhtes leitud 7-arvudel
oli ithine omadus — nendel oli tapselt kaks algtegurit, mis osutusid enamusel juhtu-
dest arvudeks 2 ja 3. See viis ideele otsida T-arve kujul 2¢3°, kus a ja b on mingid
positiivsed taisarvud. Osutus, et koigi programmi abil 1dbi kontrollitud poliinoomi-
de jaoks, mille suhtes leidus 7-arve teistsugusel kujul, onnestus edasi otsides leida
ka 7-arv kujul 2¢3%. Hilisem uurimine niitas, et nende seas oli palju arve kujul

2P=139=1 kus p ja ¢ on kolmest suuremad paarikaupa erinevad algarvud.

See oli pohimotivatsiooniks, et otsida poliinoomide suhtes 7-arve palju kitsamalt.
See tahendab, et koikide positiivsete téisarvude ldbiproovimise asemel proovida

libi vaid arve kujul 2%3°.

To66 kiigus tekkisid jargmised hiipoteesid.

Hiipotees 2.1. Olgu Q(z) tdisarvuliste kordajatega poliinoom, mis rahuldab tingi-
must |Q(0)Q(1)| = 1. Kui leidub tihest suurem naturaalarv, mis on T-arv polinoomsi

Q(x) suhtes, siis leidub ka T-arv kujul 2°3° poliinoomi Q(z) suhtes, kus a ja b on

posititvsed paarisarvud.

10



Hiipotees 2.2. Olgu Q(z) tdisarvuliste kordajatega poliinoom, mis rahuldab tingi-
must |Q(0)Q(1)| = 1. Kui leidub iihest suurem naturaalarv, mis on T-arv polinoomi
Q(x) suhtes, siis leidub ka T-arv kujule 2P~13971 polinoomi Q(z) suhtes, kus p ja

q on kolmest suuremad paarikaupa erinevad algarvud.

Uurides 1ahemalt, millised voivad astendajad a ja b olla, onnestus toestadada jarg-

mised lemmad.

Lemma 2.1. Olgu a ja b mingid positiivsed tdisarvud. Kui 2°3° on T-arv mingi

poliinoomi Q(x) suhtes ja |Q(0)| = 1, siis a ja b on kindlasti paarisarvud.

Téestus. Tahistame n = 2%3° ja Q(z) = apz® + ... + ax?® + a1z + ao.
Kuna |Q(0)] = 1, siis |ag] = 1. Arv n on ilmselt paarisarv ja selletottu on ka
apn® + ...+ aan® + ayn paaris. Vottes juurde, et |ag| = 1, siis jireldub, et Q(n) on

kindlasti paaritu.

Me teame, et 7(n)|Q(n), jarelikult ka 7(n) on paaritu. Teoreemist 1.1 saame, et
7(n) = (a+ 1)(b+ 1). Sellest jareldub, et (a + 1) ja (b+ 1) on paaritud ehk a ja b

on paarisarvud. O

Lemma 2.2. Olgu a ja b mingid positiivsed tdisarvud. Kui 2°3° on T-arv mingi

poliinoomi Q(x) suhtes ja |Q(0)| =1, siis a Z 2 (mod 3) ja b# 2 (mod 3).

Toestus. Olgu Q(x) taisarvuliste kordajatega poliinoom, mis rahuldab tingimust
|Q(0)| = 1. Olgu a ja b mingid positiivsed tiisarvud nii, et n = 23° on 7-arv

poliinoomi Q(z) suhtes.

Lemmast 1.1 jareldub, et n on anti-T-arv ehk arvude n ja 7(n) suurim iihistegur
on 1. On ilmne, et 3 on iiks arvu n teguritest, jarelikult 31 (a +1)(b+ 1) = 7(n).

Sellest saame, et

a+1#0 (mod 3),

b+1#0 (mod 3).

11



Need kongruentsid on samavaarsed kongruentsidega

a#2 (mod 3),

b2 (mod 3). 0

Asume hiipoteese kontrollima. Uue programmiga kiisime 14bi naturaalarvude paare
ning tulemused olid palju paremad. Katsetatud poliinoomide suhtes leidsime 7-arvu
umbes 85% poliinoomide korral ning umbes 80% poliinoomide korral leidsime ka

r-arvu kujul 2P~139-1,

Selline ldbikdimine leidis viiksemad 7-arvud palju kiiremini iiles. Kui poliinoomi
suhtes leidus 7-arv, siis see oli enamikul juhtudel kujul 2P~139~! aga kui esimene
T-arv ei olnud selline, siis edasi katsetades jargmisi astmeid, leidus iildiselt ka sellel

kujul 7-arv.

Mitmete poliinoomide suhtes leidus esimene 7-arv alles viaga suurte astmete korral,
aga enamuse puhul olid astmepaarid véikesed. Et teha programmi veelgi efektiiv-
semaks, kasutasime diagonaalset iteratsiooni, et ldbi kontrollida naturaalarvupaa-
re. See tdhendab, et 16puks kontrollisime labi kéik paarisarvupaarid (a,b) nii, et
a4 b < 20000. Kui eelnevalt kontrollisime 1ibi ainult naturaalarvud kuni 102, siis

niiiid olid suurimad kontrollitavad naturaalarvud suurusjirgus 10940,

Otsisime ka samade poliinoomide suhtes 7-arve kujul 225° ja 325°. Selliseid T-arve
leidus umbes sama palju kui 7-arve kujul 2¢3°. Ménel poliinoomil mille suhtes ei
leidnud 7-arvu kujul 2¢3° énnestus leida 7-arv kujul 225° voi 325°. Mitme polii-
noomi korral olid erineval kujul m-arvude astmed viga erineva suurusjiarguga. See
tahendab, et kui mingil polilnoomil oli esimene leitud 7-arv kujul 2¢3° selline, kus
a voi b on viiga suur, siis vois esimene 7-arv kujul 295 voi 325 olla sellinue kus

molemad astendajad a ja b on viikesed.

Koik leitud 7-arvud uuritud poliinoomide suhtes on dra toodud lisas 3. Kasutatud

Pythoni programmi leiab lisast 2.

12



2.3 Lahendite jaotusest

Kbige pohjalikumalt otsisime lahendeid kujul 293°. Koostasime koikidest leitud

lahendite a ja b paaridest jargmise hajuvusdiagrammi.

10000

EO00

G000

3 aste

4000

2000

?ﬁ. .
o v wow Xy ® x ¥ X
0

2000 4000 6000 8000 10000
Z-aste

Joonis 1: astendajate paarid suurusjargus 10* x 10*

Iga rist joonisel 1 téhistab esimest leitud 7-arvu (kujul 223%) mingi uuritavat tiiiipi
poliinoomi suhtes. See aitab illustreerida, kuidas lahendeid otsiti. Iga poliinoomi
jaoks otsiti 7-arve diagonaalmeetodil seni, kuni said 1&dbi kontrollitud koik sellised
arvud 223, kus a +b < 10000. Joonisel kirjeldavad neid koik arvupaarid (a, b), mis

jadvad peadiagonaalist (must joon) allapoole.

Jooniselt 1 on ka ndha, et lahendid asetsevad pigem graafiku telgede ldhedal. See ta-
hendab, et kui iihe arvu astendaja on véga suur, siis teise astendaja on toendoliselt
viike.

Uurisime ka leitud 7-arve 5000 x 5000 ruudus, kus on koik voimalikud astendaja-

paarid 1abi proovitud.

13



2000

4000
3000
i
2]
[1n]
o
2000
x
x
1000 ;*
el
o B ok x W% ® x
il 1000 2000 3000 4000 5000
2-aste

Joonis 2: astendajate paarid suurusjargus 5000 x 5000

Jooniselt 2 on nadha seaduspéra, mis esialgselt motiveeris naturaalarvupaaride dia-
gonaalhaaval l&bimist. Siin jaévad koik 7-arvud tommatud peadiagonaali alla. See-
ga, kui soovime leida ainult selles suurusjéargus lahendeid, siis on mottekas esmalt

kontrollida 14bi sellised astendajapaarid a ja b, kus a + b < 5000.

Kui vélja jitta viga viikeste mootmetega graafikud (n x n, n < 30), siis meie lei-
tud T-arvudest jadvad astendajate paaridest enamus peadiagonaali alla, soltumata

suurusjéargu valikust.

14



1000

BOO

600

J-aste

400

il 200 400 600 B0 1000
2-aste

Joonis 3: astendajate paarid suurusjirgus 103 x 103

Jooniselt 3 on aga néha, et koik astmepaarid ei pruugi igas mootkavas jadda pea-
diagonaali alla. Siit paistab ka, et enamus lahendeid on véikesed. Kui eesmérk on
otsida lahendeid mitmete poliinoomide jaoks, siis diagonaalne ldbikontrollimine on
vaga hea, sest see kontrollib koigepealt 1&dbi astmepaarid, kus molemad astmed on

vaikesed.

Veel jooniseid vaiksemate suurusjarkudega leiab lisast 1. Nendel on samamoodi

enamus astendajapaare peadiagonaali all.
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3 Teoreem lahendite leidumisest

Tahtsime labi kontrollida koik teist jarku poliinoomid, mille pealiikme kordaja on
vahemikus (—50,50). On kerge mérgata, et taisarvuliste kordajatega teist jarku
poliinoom Q(x), mis rahuldab tingimust |Q(0)Q(1)| = 1, peab olema kas kujul
Q(z) = —az? +azx — 1, Q(z) = ax® + (a — 2)x — 1 voi Q(7) = az® + (a + 2)z + 1,

kus a on nullist erinev taisarv.

Sonastame teoreemi, mis seob 7-arvu leidumise teatava poliinoomi suhtes vastava

kongruentside siisteemi lahenduvusega.

Teoreem 3.1. Olgu Q(z) taisarvuliste nullist erinevate kordajatega polinoom ja
n = b led™ paturaalarv, kus b,c,p ja q on paarikaupa erinevad algarvud. Siis
n on T-arv polinoomi Q(x) suhtes parajasti siis, kui on lahenduv kongruentside
stusteem

Q(c™)
Q")

0 (mod p)

0 (mod q)

Téestus. Tarvilikkus. Eeldame, et n = bP~1c9~! on 7-arv poliinoomi Q(x) suhtes.

Fermat’ viikesest teoreemist saame, et b»~1 = 1 (mod p) ja ¢! = 1 (mod q).
Korrutame saadud kongruentside mélemad pooled vastavalt arvudega ¢! ja bP~1,

siis saame

Pl =1.¢771  (mod p)

¥l L =171 (mod q)
ehk

n=c1 (mod p),

n=0"1 (mod q).

16



Teame, et n on 7-arv Q(x) suhtes. Jarelikult 7(n) | Q(n) ehk teoreemi 1.1 jérgi

pq | Q(n). Jarelduvad kongruentsid

Q(n) =0 (mod p),
Q(n)=0 (mod q).

Kui asendame eelnevalt suuruse n jaoks leitud saadud kongruentsid poliinoomi

Q(x) avaldisse, siis saame tulemuseks uue kongruentside siisteemi

Qn)=Q(¢"")=0 (mod p),
Q(n)=Q(M"")=0 (mod q),

mis moodustavadki otsitava kongruentside siisteemi.

Piisavus. Eeldame, et kongruentside siisteeem

Q™) =0 (mod p)

QP 1) =0 (mod q)

on lahenduv. Vaja on néidata, et 7(n) | Q(n). Rakendades samamoodi Fermat’

vaikest teoreemi, saame kongruentsid

-1

n=cl (mod p),

n=0w"1 (mod q).
Asendame need oma kongruentside siisteemi

Qn) = Q(c")

0 (mod p)

17



Jarelikult p | Q(n) ja g | Q(n). Nendest tuleb, et pg | Q(n) ja kuna 7(n) = pq, siis ka

7(n) | Q(n), millega olemegi nididanud, et n on 7-arv polilnoomi Q(x) suhtes. [J

To6 kaigus uurisime koige pohjalikumalt ruutpoliinoome ning 7-arve kujul

n = 2P~13971 nende poliinoomide suhtes. Sonastame teoreemi 3.1 jérelduse.

Jareldus 3.1. Olgu a nullist erinev tdisarv ja poliimoom Q(z) = —azx? 4+ ax — 1.
Naturaalarv n = 2713971 kus p ja q on kolmest suuremad paarikaupa erinevad
algarvud, on T-arv polinoomi Q(x) suhtes parajasti siis, kui on lahenduv kong-

ruentside ststeem

—a3?71(3971 —1) —=1=0 (mod p)

—a2P~ (2P~ 1) -1=0 (mod q)
Téestus. Analoogiline teoreemi 3.1 tdestusele. O

To606 kirjutamise hetkel ei ole teada meetodeid, mis voimaldaksid {ildjuhul lahen-
dada jérelduses 3.1 toodud kongruentsides siisteemi. Oleme leidnud kiill ohtralt
T-arvude néiteid erinevate teist jarku poliinoomide jaoks. Need 7-arvud on ka la-
hendid vastavatele kongruentside siisteemile. Kuigi iildiselt me sellist kongruentside
slisteemi lahendada ei oska, siis oleme néidanud, et mitmed sellised siisteemid on

lahenduvad ja leidnud ka lahendid.
Sonastame ka jdreldused juhtude Q(z) = az? — (@ — 2)z — 1 ja

Q(z) = az? — (a + 2)x + 1 jaoks.

Jareldus 3.2. Olgu a nullist erinev tdisarv ja polimoom Q(x) = ax? —(a—2)x —1.
Naturaalarv n = 2P~13971 kus p ja q on kolmest suuremad paarikaupa erinevad
algarvud, on T-arv polinoomi Q(x) suhtes parajasti siis, kui on lahenduv kong-

ruentside stisteem

a3 13771 — 1) +2.3771 —1=0 (mod p)

a2r=1(2P=1 —1)42.2°"1 —1=0 (mod q)
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Jédreldus 3.3. Olgu a nullist erinev tiisarv ja poliinoom Q(x) = ax®—(a+2)x+1.
Naturaalarv n = 2713971 kus p ja g on kolmest suuremad paarikaupa erinevad

algarvud, on T-arv polinoomi Q(x) suhtes parajasti siis, kui on lahenduv kong-

ruentside stisteem

a3771(3¢"1 1) = 2.3771 41 1=0 (mod p)

a2 t(2p~1 - 1)—=2.27"1 4 1=0 (mod q)

Toestus. Analoogiline teoreemi 3.1 toestusele. O
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Kokkuvote

To606s uurisime 7-arvude leidumist konkreetsete poliinoomide suhtes ja koostasime
uue kiirema algoritmi, et otsida neid 7-arve. Sonastasime kaks hiipoteesi, mille
toestamisega saaks seda t66d veel jatkata. Meie leitud seosed 7-arvude leidumise
ja teatavate kongruentside siisteemide lahenduvuse vahel on kasulikud ka selleks, et
T-arvude leidumise /mitteleidumise pohjal otsustada nende kongruentside siisteemi-

de lahenduvuse /mittelahenduvuse iile.

Selle t66 andmed ei ole taielikud. Kuna soov oli uurida, kas leidub lopmata palju
T-arve kontrollitava poliinoomi suhtes, siis piisas sellest, et leidsime esimese arvust
1 suurema 7-arvu. Sellepdrast lopetab siin kasutatud Pythoni programm {ihe po-
liinoomi jaoks lahendite otsimise peale esimese leidmist. Voimalik, et jargnevate
lahendite uurimine on kasulik, et paremini moista 7-arvude poliinoomide suhtes

leidumist ja nende jaotust.
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Lisa 1. 7-arvu kanoonilises kujus esinevate algar-
vude astendajate a ja b paaride (a,b) paiknemise

graafikud

300

J-aste

200

100

x
"ml: LI x
i} % x X ox o x X
i} 100 200 200 400 =00
2-aste

Joonis 4: astendajate paarid suurusjargus 500 x 500
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J-aste

100

x § x

0 20 40 &0 B0 100
2-aste

Joonis 5: astendajate paarid suurusjargus 100 x 100
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Lisa 2. m-arvude otsimise kood

import sympy
polunoomid = [[—1, —1, 1]]
def evaluate(x, p):
sum = 0
for i in range(len(p)):
sum 4= p[i] * x *x i

return sum

astendatavl = 2
astendatav2 = 3
labimisarv 100

for poly in polunoomid:
for k in range(—50, 51):
uusnoom = poly . copy ()
for 1 in range(1l, len(poly)):
if (1 1):

uusnoom | 1 |

int (uusnoom | 1] * (k—2))
else:

uusnoom [ 1| = int (uusnoom|1] x k)
for i in range(l, labimisarv + 1):
for j in range(0, i):
astel = (1 — j) * 6
aste2 = (j + 1) = 6

vaartustus evaluate (astendatavl sx int(

astel) % astendatav2 %x int(aste2),
uusnoom )

if (vaartustus % (int(astel + 1) * int(
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aste2 + 1)) 0):
if sympy.isprime(astel + 1) and sympy.
isprime (aste2 + 1):
print (str (uusnoom) ,
"." + str(astendatavl) 4 "~
+ str(astel) + "s" 4+ str(
astendatav2) + "°" + str(
aste2),
"' 4 str((astel + 1) % (
aste2 + 1)) + " ISPRIME")
break ;
else:
print (str (uusnoom) ,
"," 4+ str(astendatavl) + """
+ str(astel) + "sx" + str(
astendatav2) + """ 4+ str(
aste2),
"+ ostr((astel + 1) % (
aste2 + 1)))
else:
if (i = labimisarv and j =— i — 1):
print (str (uusnoom), "null")
else:
for j in range(0, i):
astel = (i — j) = 6 + 4
aste2 = (j + 1) = 6 + 4
vaartustus = evaluate (astendatavl xx
int (astel) % astendatav2 sx int(

aste2), uusnoom)
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if (vaartustus % (int(astel + 1) x int(
aste2 + 1)) = 0):
if sympy.isprime (astel + 1) and
sympy . isprime (aste2 + 1):
print (str (uusnoom) ,
" " + str(astendatavl) +
"M 4+ str(astel) 4+ "x"
+ str(astendatav2) +
"M 4 str(aste2),
"+ str((astel + 1) x (
aste2 + 1)) + "
ISPRIME")
break;
else:
print (str (uusnoom) ,
"." + str(astendatavl) +
"M 4+ str(astel) 4+ "x"
+ str (astendatav2) +
"o+ str(aste2),
"+ ostr((astel + 1) x (
aste2 + 1)))
else:

if (i = labimisarv and j =— 1 — 1)
print (str (uusnoom), "null")

else:continue

break
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Lisa 3. Poluinoomide ja 7-arvude tabelid

Poliinoom Q(z) | 7-arv poliinoomi | Kas molemad astendajad
Q(z) suhtes on iihe vorra viiksemad
mingist algarvust?
—5022 4+ 502 — 1 25136 . 3576 ei
—4922% + 49z — 1 258 . 318 jah
—472% + 47z — 1 228 . 35500 jah
—4622 + 462 — 1 2276 . 3346 jah
—452% + 45z — 1 2826 . 3820 jah
—442°% + 44z — 1 246 . 3952 jah
—432% + 43z — 1 272 . 340 jah
—422% 4+ 422 — 1 228 . 310 jah
—412% + 41z — 1 216 . 312 jah
—4022 + 402 — 1 2786 . 37030 ei
—4022 + 402 — 1 2808 . 312042 jah
—392% + 39z — 1 2120 . 3768 ei
—3922 + 39z — 1 21686 . 322 ei
—3922 + 39z — 1 2210 . 33700 jah
—382% +38z — 1 2130 . 36 jah
—372% 4+ 37z — 1 218 .34 jah
—3622 + 36z — 1 2262 . 3528 ei
—352% + 35z — 1 2460 . 388 jah
—3422 4+ 342 — 1 22308 . 342 jah
—3322 +332z — 1 260 . 318 jah
—322% 4 322 — 1 26 . 34 jah
—312% + 31z — 1 210 36 jah
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—302% + 30z — 1 218 . 346 jah
—2922 4292 — 1 206 . 352 jah
—282% + 28z — 1 216 . 316 jah
—2722 4272 — 1 222 .34 jah
—242% 4+ 242 — 1 218 . 3138 jah
—232% +232 — 1 2226 . 336 jah
—2222 4222 — 1 2226 . 3360 ei
—222% 4222 — 1 25110 . 3624 ei
—222% 4+ 222 — 1 29328 . 378 ei
—222% 4222 — 1 2474 . 310252 ei
—2222 4222 — 1 27366 . 310392 ei
—212% + 21z — 1 2112 . 322 jah
—2022 + 202 — 1 240 . 328 jah
—1922 + 192 — 1 246 . 366 jah
—1822 + 18z — 1 2438 . 33142 ei
—1722 + 172 — 1 24. 36 jah
—152% + 152 — 1 212 . 3136 jah
—142% + 142 — 1 2810 . 322 jah
—1322 + 132 — 1 222 . 352 jah
—1222 + 122 — 1 24. 342 jah
—1122 + 11z — 1 26 . 316 jah
—1022 + 102 — 1 2172 . 36 jah

—92% + 92 — 1 21318 . 310 jah

~T2? + 72— 1 236 . 342 jah

—622 4 62 — 1 22926 . 358 jah

_51.2 4+ 5z —1 25038 . 311518 jah

—4a? 4 4z — 1 96 . 3160 ei
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—42% + 42— 1 2390 . 346 ei
—42% + 42— 1 22022 . 3238 ei
—4x? +4r—1 2190 . 33246 ei
—42% + 42— 1 27326 . 3862 ei
—42% + 42— 1 222 . 38958 e
—322 +3x -1 2330 . 3522 jah
222 422 —1 212 . 340 jah
122 — 1z —1 2358 . 318 jah
222 —2x — 1 210 3% jah
322 -3z —1 26 . 34 jah
422 — 4z — 1 2136 . 3856 jah
522 — br — 1 278 . 330 jah
622 — 6z — 1 216 . 3772 jah
722 —Tr —1 222 . 372 jah
8x2 — 8xr —1 24. 318 jah
922 — 9z — 1 2466 . 3126 jah
102% — 10z — 1 20 . 322 jah
1122 — 11z — 1 228 . 312 jah
1222 — 122 — 1 2142 . 3130 ei
1222 — 122 — 1 2142 . 31200 ei
1222 — 122 — 1 21366 . 312 jah
1322 — 13z — 1 2196 . 310 jah
1422 — 14z — 1 2138 . 318 jah
1622 — 162 — 1 210 318 jah
1722 — 17z — 1 230 . 328 jah
1822 — 18z — 1 24. 36 jah
2022 — 20z — 1 2240 . 3238 jah
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2122 — 21z — 1 240 . 3708 jah
2222 — 22z — 1 2498 . 340 jah
2322 — 23z — 1 210 .34 jah
2422 — 242 — 1 26 . 310 jah
2522 — 252 — 1 282 . 36 jah
2622 — 262 — 1 252 . 316 jah
272 — 27z — 1 210 328 jah
2822 — 28z — 1 24 . 36718 jah
3022 — 30x — 1 2102 . 3166 jah
3122 — 31z — 1 2126 . 346 jah
3222 — 32z — 1 15678 . 31222 jah
3322 — 33z — 1 218 . 312 jah
3522 — 352 — 1 210 . 3112 jah
3622 — 36x — 1 288 . 330 jah
3722 — 37z — 1 228 . 3138 jah
3822 — 38z — 1 26 . 34 jah
3922 — 392 — 1 2520 . 36 jah
4122 — 41z — 1 25392 . 396 jah
4322 — 432 — 1 218 . 324 ei
4322 — 43z — 1 2150 . 384 ei
4322 — 432 — 1 2210 . 3364 ei
4322 — 43z — 1 24 . 3606 jah
4422 — 442 — 1 216 . 3700 jah
4532 — 452 — 1 228 . 3150 jah
4622 — 462 — 1 210 . 36 jah
4732 — 472 — 1 28836 . 330 jah
4822 — 48z — 1 2154 . 34 ei
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4822 — 48z — 1 24 . 3154 ei
4822 — 48z — 1 672 . 33294 ei
4822 — 48x — 1 2180 . 34252 jah
5022 — 50z — 1 2480 . 382 ei
5022 — 50z — 1 236 . 31078 ei
5022 — 502 — 1 260 . 32842 jah

Tabel 1: 7-arvud, kujul 223%, poliinoomide kujul az? — ax — 1

suhtes.

Poliinoom Q(z)

T-arv poliinoomi

Q(z) suhtes

Kas molemad astendajad
on iihe vorra viaiksemad

mingist algarvust?

—502% + 48z + 1 2100 . 336 jah
—492% + 47z + 1 26 . 34 jah
—4822% + 46z + 1 2282 . 318 jah
—462% + 442 + 1 2430 . 31116 jah
—452% + 43z + 1 2886 . 312 jah
—442% + 422 + 1 24. 36 jah
—432% + 41z + 1 2120 . 3378 ei
—4322 + 41z + 1 2280 . 3330 jah
—4222 + 402 + 1 218 . 3412 ei
—422% + 40z + 1 2360 . 39358 ei
—4122 + 39z + 1 25050 . 32392 jah
—4022 + 38z + 1 29598 . 3238 ei
—3922 + 37z + 1 294 .34 ei
—3922 + 37z + 1 24. 39 ei
—392% + 37z + 1 224 . 3102 ei

31




—3922 +37x + 1 2102 . 3484 ei
—392% + 37z + 1 2238 . 3430 jah
—382% 4 36z + 1 24408 . 378 jah
—372% + 35z + 1 216 . 3132 el
—372% + 35z + 1 2208 . 348 e
—372% + 35z + 1 2322 . 340 ei
—3622 + 34z + 1 228 . 312 jah
—352% + 337 + 1 20 . 3136 jah
—342% 4+ 32z + 1 2378 . 312 jah
—3322 + 31z +1 2108 . 33832 jah
—3222 + 30z + 1 210 . 312 jah
—3122 + 29z + 1 2102, 32128 jah
—302% + 28z + 1 228 . 3178 jah
—2922 + 272 + 1 218 . 34 jah
—2822 4+ 262 + 1 240 . 322 jah
—27x2 + 25z + 1 29798 . 3162 ei
—2622 4+ 24x + 1 2502 . 310 jah
—2522 4+ 232 + 1 246 . 3108 jah
—242% + 222 + 1 216 . 346 jah
—2322 + 21z + 1 210 . 36 jah
—2222 + 20z + 1 2330 . 31680 ei
2122 + 192 + 1 26 . 310 jah
—202% + 18z + 1 2082 . 346 jah
—192% + 17z + 1 242 .34 jah
—182%2 + 162 + 1 2228 . 330 jah
—172% + 152 + 1 2228 . 3352 jah
—1622 + 14z + 1 2456 . 37590 jah
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—152%2 + 13z + 1 236 . 3462 jah
—1422 + 122 + 1 26 . 34 jah
—1322 + 11z + 1 21908 . 3136 ei
—1322 + 11z +1 246 . 311898 ei
—1322 + 11z +1 24792 37806 ei
—1322 + 11z + 1 218768 . 340 ei
—122% + 10z + 1 2348 . 3862 jah
—1022 + 8z + 1 212 . 316 jah
—922 + Tz + 1 24 . 36 jah
—8z2 4 6z + 1 246 . 3976 jah
—T2% + 5z +1 23450 . 31282 e
—72? + 5z +1 27728 . 352 ei
—622 44z + 1 282 . 312 jah
—52% + 3z + 1 258 . 3418 jah
—4x? + 22+ 1 210 .34 jah
322 +1zx+1 2520 . 342 jah
—22% 4+ 0z + 1 2646 . 3862 jah
—1z2 -1z +1 228 . 310 jah
0z — 2z +1 2390 . 346 ei
0z —2x +1 22022 . 3238 ei
0z — 2z +1 27326 . 3862 ei
0z2 — 2z +1 222 . 38958 ei
122 — 3z + 1 24.310 jah
202 —4x +1 21758 . 3192 jah
322 — 5z +1 21468 . 3312 ei
322 — b +1 212 . 33406 jah
522 — Tx +1 266 . 312 jah
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622 — 8z + 1 230 .34 jah
722 —9x + 1 26 . 3142 ei
722 — 9z + 1 2292 . 316 jah
8x2 — 10z + 1 252 . 3766 ei
822 — 10z + 1 252 . 31078 ei
822 — 10z + 1 252 . 37630 ei
8x2 — 102 + 1 21936 . 36730 ei
922 — 11z + 1 25668 . 318 jah
1022 — 122 4+ 1 258 . 310 jah
112?2 — 13z + 1 2504 . 3138 ei
1122 — 13z + 1 23774 . 3228 ei
1122 — 13z + 1 28554 . 34 ei
112? — 13z + 1 24 . 312094 ei
1122 — 13z + 1 224 . 315270 ei
1222 — 14z + 1 276 . 336 ei
1222 — 14z + 1 2286 . 3120 ei
1222 — 14 + 1 2736 . 31426 ei
1222 — 14z + 1 23766 . 340 jah
1322 — 152 + 1 240 . 346 jah
1422 — 16z + 1 26 . 316 jah
1522 — 17z + 1 20640 . 318 jah
1622 — 18z + 1 282 . 37288 ei
1622 — 18z + 1 27962 . 34 jah
1722 — 192 + 1 2166 . 330 jah
1822 — 20x + 1 21282 . 310 jah
1922 — 21z + 1 216 . 36 jah
2022 — 222 + 1 222 . 312 jah
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2122 — 23z + 1 26 . 34 jah
2322 — 25z + 1 210 . 322 jah
2622 — 28z + 1 24. 36 jah
2722 — 292 + 1 2% . 318 jah
2822 — 30x + 1 26 . 322 jah
2922 — 31z + 1 212 310 jah
3022 — 322 + 1 2178 . 340 jah
3122 — 33z + 1 24. 330 jah
3222 — 34z + 1 2318 . 3340 ei
3222 — 342 + 1 210 . 33376 ei
3222 — 34z + 1 23538 . 34120 ei
3222 — 34z + 1 217148 . 3340 ei
3322 — 352 + 1 222 .36 jah
3422 — 362 + 1 210 318 jah
3522 — 37z + 1 26 . 3508 jah
3622 — 38z + 1 2114 . 34 ei
3622 — 38z + 1 24. 3114 ei
3622 — 38z + 1 2954 . 34 ei
3622 — 38z + 1 24 . 3954 ei
3622 — 38z + 1 2568 . 3574 ei
3622 — 38z + 1 22062 . 34 jah
3722 — 392z + 1 2526 . 370 ei
3922 — 41z + 1 2570 . 3106 jah
4022 — 422 + 1 246 . 32232 ei
4022 — 422 + 1 2196 . 35302 jah
412% — 43z + 1 278 . 34 jah
4222 — 442 + 1 212 . 3130 jah
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4322 — 452 + 1 2928 . 310 jah
442% — 462 + 1 230 . 312 jah
4522 — 4Tz + 1 210 . 3142 ei
4522 — 47z + 1 2516 . 340 ei
4522 — 47z + 1 246 . 3532 ei
4532 — 47x + 1 210 . 3688 ei
4522 — 47z + 1 246 . 31360 jah
4622 — 48z + 1 222 34 jah
4732 — 492 + 1 246 . 36 jah
4822 — 502 + 1 2126 . 358 jah
4922 — 51z + 1 29618 . 3706 ei
Tabel 2: 7-arvud, kujul 223%, poliinoomide kujul

ar® — (a +2)x + 1 suhtes.

Poliinoom Q(z)

T-arv poliinoomi

Q(z) suhtes

Kas molemad astendajad
on iihe vorra viaiksemad

mingist algarvust?

—502% + 48z + 1 2100 . 336 jah
—492% + 47z + 1 26 . 34 jah
—482% + 462 + 1 2282 . 318 jah
—462% + 44z + 1 2430 . 31116 jah
—452% + 43z + 1 2886 . 312 jah
—442% + 422 + 1 24. 36 jah
—432% + 41z + 1 2120 . 3378 ei
—432% + 41z + 1 2280 . 3330 jah
—4222 4+ 40x + 1 218 . 3412 ei
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—422% + 40z + 1

2360 . 39358

el

—4122 + 39z + 1 25050 . 32392 jah
—402% + 38z + 1 29598 . 3238 ei
—3922 +37x + 1 294 . 34 el
—3922 + 37z + 1 24. 3% e
—392% + 37z + 1 224 . 3102 ei
—3922 +37x + 1 2102 . 3484 el
—392% + 37r + 1 2238 . 3430 jah
—3822 + 36z + 1 24408 . 378 jah
—3722 + 35z + 1 216 . 3132 ei
—372% + 35z + 1 2208 . 348 ei
—372% + 35z + 1 2322 . 340 ei
—3622 + 34z + 1 228 . 312 jah
—3522 + 33z + 1 26 . 3136 jah
—342% 4+ 32z + 1 2378 . 312 jah
—3322 + 31z +1 2108 . 33832 jah
—322% + 30z + 1 210 . 312 jah
—3122 + 29z + 1 2102 . 32128 jah
—3022 + 282 + 1 228 . 3178 jah
—292% + 272 + 1 218 . 34 jah
—2822 + 26z + 1 240 . 322 jah
—2722 + 252 + 1 29798 . 3162 ei
—262% + 242 + 1 2502 . 310 jah
—2522 + 23z + 1 246 . 3108 jah
—242% 4222 + 1 216 . 346 jah
—232% + 21z +1 210 .36 jah
—2222 + 20z + 1 2330 . 31680 ei
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—212%2 + 19z + 1 26 . 310 jah
—202% + 18z + 1 2082 . 346 jah
—192% + 17z + 1 242 .34 jah
—1822% + 16z + 1 2228 . 330 jah
—172% + 15z + 1 2228 . 3352 jah
—162% + 14z + 1 2456 . 37590 jah
—152%2 + 13z + 1 236 . 3462 jah
—1422 + 122 + 1 26 . 34 jah
—1322 + 11z +1 21908 . 3136 ei
—1322 + 11z +1 246 . 311898 ei
—1322 + 11z +1 24792 37806 ei
—1322 + 11z +1 218768 . 340 ei
—122% + 10z + 1 2348 . 3862 jah
—102? + 8z + 1 212 . 316 jah
—922 + Tz + 1 24 .36 jah
—822 4 6z + 1 246 . 3976 jah
—72? + 5z + 1 23450 . 31282 ei
—72? + 5z +1 27728 . 352 ei
—622 4 4z + 1 282 . 312 jah
—52r2 + 3z + 1 258 . 3418 jah
—4x? + 22+ 1 210 .34 jah
3241z +1 2520 . 342 jah
—22% 4+ 0z + 1 2646 . 3862 jah
—1z?2 -1z +1 228 . 310 jah
0z2 — 2z +1 2390 . 346 ei
022 — 2z +1 22022, 3238 ei
0z — 2z +1 27326 . 3862 ei
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022 — 2z +1 222 . 38958 ei
122 =3z +1 24. 310 jah
222 —4x + 1 21758 . 3192 jah
322 — 5z +1 Q1468 . 3312 ei
322 — 5z +1 212 . 33406 jah
522 — Tw +1 206 . 312 jah
622 — 8z + 1 230 .34 jah
T2 —9x 41 26 . 3142 ei
722 — 9z + 1 2292 . 316 jah
8x2 —10x + 1 252 . 3766 ei
8r2 — 10z + 1 252 . 31078 ei
82 — 10z + 1 252 . 37630 ei
8x2 —10x + 1 21936 . 36730 ei
922 — 11z + 1 25668 . 318 jah
1022 — 122 + 1 258 . 310 jah
1122 =132+ 1 2504 . 3138 ei
1122 =13z + 1 Q3774 . 3228 ei
1122 =13z + 1 28554 . 34 ei
1122 =132+ 1 24 . 312094 ei
1122 =13z + 1 924 . 315270 ei
1222 — 142 + 1 276 . 336 ei
1222 — 142 + 1 2286 . 3120 ei
1222 — 142 + 1 Q736 . 31426 ei
1222 — 14z + 1 23766 . 340 jah
1322 — 152 + 1 240 . 346 jah
142% — 162 + 1 26 . 316 jah
1522 — 17z + 1 20640 . 318 jah
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1622 — 18z + 1 282 . 37288 ei
1622 — 18z + 1 Q7962 . 34 jah
1722 — 192 4+ 1 2166 . 330 jah
1822 — 20z + 1 21282 . 310 jah
1922 — 21z + 1 216 . 36 jah
2022 — 222 + 1 222 312 jah
2122 — 232 + 1 26 . 34 jah
2322 — 25z + 1 210 . 322 jah
2622 — 28z + 1 24 . 36 jah
2722 — 29z + 1 2% . 318 jah
2822 — 30x + 1 26 . 322 jah
2922 — 31z + 1 212. 310 jah
3022 — 322 + 1 2178 . 340 jah
3122 — 33z + 1 24 . 330 jah
3222 — 34z + 1 2318 . 3340 ei
3222 — 34z + 1 210 . 33376 ei
3222 — 34z + 1 23538 . 34120 ei
3222 — 34z + 1 217148 . 3340 ei
3322 — 352 + 1 222 .36 jah
3422 — 36x + 1 210 318 jah
3522 — 37z + 1 26 . 3508 jah
3622 — 38z + 1 gl14 .34 ei
3622 — 38z + 1 24. 3114 ei
3622 — 38z + 1 2954 . 34 ei
3622 — 38z + 1 24.3%4 ei
3622 — 38z + 1 2568 . 3574 ei
3622 — 38z + 1 22062 . 34 jah
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3722 — 39z + 1 2526 . 370 ei
3922 — 41z + 1 2570 . 3106 jah
4022 — 422 + 1 246 . 32232 ei
4022 — 422 + 1 2196 . 35302 jah
412% — 43z + 1 278 . 34 jah
4222 — 442 + 1 212, 3130 jah
4322 — 452 + 1 2928 . 310 jah
4422 — 462 + 1 230 . 312 jah
4522 — 47z + 1 210 . 3142 ei
4522 — 47z + 1 2516 . 340 ei
4522 — 47z + 1 246 . 3532 ei
4522 — 47z + 1 210 . 3688 ei
4522 — 47z + 1 246 . 31360 jah
4622 — 48z + 1 222 . 34 jah
4722 — 492 + 1 246 . 36 jah
4822 — 502 + 1 2126 . 358 jah
4922 — 51z + 1 29618 . 3706 ei

Tabel 3: 7-arvud, kujul

2

azx® — (a — 2)z — 1 suhtes.

203b

poliinoomide kujul

Poliinoom Q(z)

T-arv poliinoomi

Q(z) suhtes

Kas molemad astendajad
on iihe vorra vaiksemad

mingist algarvust?

—5022 4+ 502 — 1 222 . 542 jah
—4922 4+ 492 — 1 258 . 518 jah
—4822 4+ 48z — 1 230 . 5676 jah
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—4622% + 462 — 1 2238 . 560 jah
—452% + 452 — 1 26 . 516 jah
—442% + 442 — 1 20640 . 51096 jah
—432% + 43z — 1 282 . 510 jah
—422% + 422 — 1 228 . 516 jah
—412% + 412z — 1 216 512 jah
—402% + 40z — 1 206 . 542 jah
—3922 + 39z — 1 270 . 576 e
—3922 + 39z — 1 270 . 5916 ei
—3922 + 392 — 1 1486 . 5160 el
—392% + 39z — 1 2346 . 53018 jah
—3822 4+ 38z — 1 26 . 540 jah
—3722 +37x — 1 21500 . 5310 el
—372% + 37z — 1 2058 . 51158 ei
—372% + 37z — 1 25542 . 518 ei
—3722 + 37z — 1 215852 . 5148 e
—372%2 + 37z — 1 2940 . 515450 jah
—3522 + 35z — 1 22710 . 5606 jah
—342% + 34z — 1 2126 . 53180 jah
—332%2 +33z - 1 218 . 578 jah
—322% + 32z — 1 212. 510 jah
—31z%2 + 31z — 1 26 . 510 jah
—3022 4+ 302 — 1 218 . 552 jah
—2922 + 292 — 1 22850 . 5630 jah
—2822 + 28z — 1 2856 . 512 jah
—27x% + 272 — 1 222 . 5526 ei
—2622% + 262 — 1 2156 . 5862 jah
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—2522 + 252 — 1 258 . 566 jah
—242% 4+ 242 — 1 2100 . 56 jah
—2122 4+ 21z — 1 2330 . 5318 ei
—2122 + 21z — 1 246 . 51206 ei
—2122 4+ 21z — 1 258 . 55770 ei
—2122 4+ 21z — 1 21080 . 54950 ei
—2122 + 21z — 1 2366 . 56666 ei
—212%2 421z — 1 211890 . 528 ei
—192%2 + 192 — 1 212 . 546 jah
—182% + 18z — 1 215280 . 5418 ei
—172% + 17z — 1 210 . 56 jah
—1622 + 162 — 1 216 . 5382 jah
—152% + 152 — 1 2130 . 546 jah
—1422 + 142 — 1 25022, 59076 ei
—142% + 142 — 1 222 . 515612 ei
—132%2 + 13z — 1 2102 . 512730 ei
—1322 + 13z — 1 219938 . 522 ei
—1222 + 122 — 1 2100 . 52880 ei
—1222 + 122 — 1 25352 . 5432 ei
—1122 + 11z — 1 222 . 5706 ei
—1122 + 11z — 1 2862 . 516 jah
—1022 + 102 — 1 21792, 54080 ei
—102% + 10z — 1 2190 . 55748 jah

—92% + 92 — 1 258 . 54560 jah

—8z2 48z —1 2606 . 578 jah

~T2? +7r -1 2906 . 5288 ei

~T2? + 72 -1 216 . 51596 jah
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—62% + 6z — 1 236 . 5142
—62 + 62 — 1 2348 . 5228 ;
—Az2 4 4r —1 9118 | 5118 -
—4a® + 4z — 1 2196 . 549 N
4?2 1 4x — 1 91126 , 51288 .
— 42 4+ 4r —1 22158 5390 -
—Ax?2 4 —1 9910 | 512630 .
42?2 4 Az —1 21630 | 513048 .
—2z% 4+ 22 — 1 210 . 536 y
lz? — 1z —1 21348 . 518 o
122 —1lxr —1 91348 | 53438 .
122 —1rxr —1 211380 , 5318 -
207 — 2z — 1 236 510 y
307 — 3z —1 29906 . 540 -
4z? — 4z — 1 2136 . 5856 o
5a% — 5z — 1 2108 . 530 m
62% — 6z — 1 2126 516 -
Ta? —Tr—1 22257 o
827 — 8z — 1 2148 . 522 o
927 — 9z — 1 216 . 5229 o
102% — 10z — 1 27120 . 5160 o
102% — 10z — 1 272 . 518466 -
1% — 11z — 1 2148 . 56 y
1227 — 122 — 1 2312 510 o
1327 — 13z — 1 216. 510 m
142% — 14z — 1 230 . 5280 o
1522 — 152 — 1 2598 . 560 o
jah
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1622 — 162 — 1 22310 . 51060 jah
1722 — 17z — 1 272 . 5112 jah
1822 — 18z — 1 2106 . 56 jah
1922 — 192 — 1 2270 . 536 jah
2022 — 20z — 1 212 5738 jah
2122 — 21z — 1 246 . 5100 jah
2222 — 222 — 1 272 . 5130 jah
2322 — 23z — 1 2126 . 51186 jah
2422 — 242 — 1 252 . 512 jah
2522 — 252 — 1 23040 . 5108 jah
272 — 27 — 1 210 516 jah
2822 — 28z — 1 2180 . 5400 jah
2922 — 292 — 1 212612, 5838 jah
3022 — 30x — 1 228 . 536 jah
3222 — 32z — 1 270 . 56 jah
3322 — 33z — 1 218 . 512 jah
3522 — 352 — 1 210 5112 jah
3622 — 362 — 1 236 . 542 jah
3722 — 372 — 1 2676 . 572 jah
3822 — 38z — 1 29 . 5210 jah
3922 — 392 — 1 236 . 546 jah
4022 — 402 — 1 218910 . 5726 jah
4122 — 41z — 1 2166 . 5526 ei
4122 — 41z — 1 21002, 51222 ei
412% — 41z — 1 216 . 59826 ei
432% — 43z — 1 27998 . 572 ei
4322 — 432 — 1 21876 . 56316 jah
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442% — 442 — 1 2330 . 516 jah
4522 — 452 — 1 2340 . 5418 ei
4522 — 452 — 1 2718 . 5150 jah
4622 — 462 — 1 26 . 510 jah
ATz — 472z — 1 2156 . 530 jah
4822 — 48z — 1 2190 . 5372 jah
4922 — 492 — 1 210 . 511566 ei

Tabel 4: m-arvud, kujul 2¢5°, poliinoomide, kujul az? —az —1,

suhtes.

Poliinoom Q(x)

T-arv poliinoomi

Q(z) suhtes

Kas molemad astendajad
on iithe vorra vaiksemad

mingist algarvust?

—5022 + 50z — 1 3378 . 510 jah
—482% 4+ 482 — 1 3148 . 5102 jah
—462% + 462 — 1 3256 . 5468 ei
—462% 4+ 462 — 1 310996 . 596 ei
—4622% + 46 — 1 317218 . 56 ei
—4522 4+ 452 — 1 38280 . 5610 ei
—452% + 45z — 1 36 . 516678 ei
—4422 + 442 — 1 3618 . 516 jah
—4322 4+ 432 — 1 346 . 52290 ei
—422% 4+ 422 — 1 316 . 5120 ei
—4222 + 422 — 1 310 5252 ei
—422% + 422 — 1 328 . 5492 ei
—422% 4+ 422 — 1 31300, 54462 jah
—412% + 41z — 1 316. 512 jah
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—4022 + 402 — 1 3282 . 5226 jah
—392% + 39z — 1 310 . 56 jah
—3822 + 38z — 1 340 . 558 jah
—3722 4+ 37x — 1 378 . 5988 el
—372% + 37z — 1 31050 . 522 jah
—3622 + 362 — 1 322 . 5238 jah
—352% + 35z — 1 3508 . 51090 jah
—342% + 34z — 1 34596 . 57822 jah
—3322 + 33z -1 318. 500 jah
—3222 +322 — 1 3232 . 56 jah
—312% + 31z — 1 36. 510 jah
—2822 4+ 28z — 1 310 . 5376 ei
—2822% + 28z — 1 3696 . 528 ei
—282% + 28z — 1 346 . 5688 ei
—282% + 28z — 1 3856 . 512 jah
—272% + 27z — 1 3148 . 52950 ei
—27x% + 272 — 1 37792 . 5306 jah
—2622 + 262 — 1 ZLIT6 . 5126 jah
—2522 4252 — 1 316 . 56 jah
—2422 4+ 24z — 1 36 . 5478 jah
—2322 + 232 — 1 32542 . 57068 jah
—222% 4222 — 1 382 . 51500 ei
—212% + 21z — 1 38766 . 57596 ei
—2022 + 202 — 1 328 . 540 jah
—1922 + 192 — 1 312. 522 jah
—18z2 4+ 182 — 1 31576 . 530 ei
—172%2 + 17z — 1 348 . 510 ei
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1722+ 172 — 1 330 . 576 ei
—172% + 17z — 1 3678 . 510 ei
—172% + 172 — 1 348 . 52152 ei
—172% + 17z — 1 396 . 56670 ei
—172% + 17z — 1 318408 . 5826 ei
—1622 4+ 162 — 1 3238 . 51678 ei
—152% + 152 — 1 3280 . 512 jah
—142% + 142 — 1 3106 . 5492 ei
—1422 + 14z — 1 32128 . 5148 jah
—1322 + 132z — 1 322. 5282 jah
—1222 + 122 — 1 3460 . 5292 jah
—1122 + 11z -1 340 . 522 jah
—1022 + 10z — 1 36. 5172 jah
—8z2 4+ 8x — 1 3606 . 578 jah
—62% + 62 —1 35160 . 5382 ei
—62% + 62 — 1 38088 . 5982 jah
—52% +5r—1 36160 . 5138 ei
—4x? 4 4z — 1 322 . 5438 jah
73x2 +3x—1 32436 . 52658 jah
—222 42z —1 3372 . 552 jah
122 — 1z —1 318 . 528 jah
202 — 2z — 1 336 . 510 jah
322 —3x —1 32608 . 56 jah
422 — 4z — 1 36 . 51606 jah
522 — 5z — 1 358 . 510 jah
622 — 6z — 1 3136 . 5556 jah
72?2 — T —1 3390 . 536 ei
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e — T —1 3436 . 5136 ei

722 —Tr—1 322 . 51150 jah

8x2 —8xr —1 3436 . 552 ei

82 — 8z — 1 3166 . 51006 el

822 — 8z — 1 36048 . 5196 ei

922 — 9z — 1 316 . 522 jah
1022 — 10z — 1 316. 528 jah
112? — 11z — 1 342. 5790 ei
1122 — 11z —1 3708 . 5126 jah
1222 — 122 — 1 3226 . 5516 ei
1222 — 122 — 1 3718 . 5142 ei
1322 — 132 — 1 316. 510 jah
1422% — 14z — 1 3102 . 546 jah
1522 — 152 — 1 38446 . 5102 jah
1622 — 16x — 1 32188 . 510 ei
1622 — 162 — 1 318 . 55170 jah
1722 — 172 — 1 3898 . 56 ei
1722 — 172z — 1 31828 . 5786 ei
1722 — 17z — 1 3786 . 52130 jah
1822 — 18z — 1 30. 588 jah
1922 — 192 — 1 3378 . 522 jah
2022 — 20z — 1 312. 5322 ei
2022 — 20z — 1 3508 . 518 jah
2122 — 21z — 1 366 . 5126 jah
2222 — 222 — 1 310150 . 5760 jah
2322 — 232 — 1 310 588 jah
2422 — 242 — 1 310 . 512 jah
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2522 — 252 — 1 36. 582 jah
272 — 27z — 1 310. 59 jah
3022 — 302 — 1 328 . 522 jah
3122 — 31z — 1 346 . 56 jah
3222 — 32z — 1 3102 . 5622 ei
3322 — 332z — 1 312. 518 jah
3522 — 352 — 1 318 . 522 jah
3622 — 36z — 1 3190 . 582 jah
3722 — 37z — 1 31156 . 59928 ei
3822 — 38z — 1 310. 56 jah
3922 — 39z — 1 3258 . 5130 ei
3922 — 39z — 1 36 . 5520 jah
4222 — 422 — 1 370 . 5238 jah
4322 — 43z — 1 316 . 5438 jah
442% — 442 — 1 37098 . 596 ei
4522 — 452 — 1 310 . 528 jah
4622 — 462 — 1 36.510 jah
4722 — 472 — 1 3178 . 516 jah
4822 — 482 — 1 322 . 5180 jah
492 — 49z — 1 396 . 516546 jah
5022 — 50z — 1 322 . 560 jah

Tabel 5: 7-arvud, kujul 3%5° poliinoomide kujul az? — az — 1,

suhtes.
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