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Ueber die Gesclneindigkeit, it welcher Gase
den Maxwell’schen Zustand erreiclien;
von Ladislans Natanson.

In seinen ,Illustrations of the dynamical theory of gases®
hat Maxwell den Satz ausgesprochen, dass die Zahl der-
jenigen Moleciile, die sich in einem (Gase mit einer zwischen
v und » + dv enthaltenen Geschwindigkeit bewegen,

st T
gleich ist, wenn sich das Gas im Wirmegleichgewicht be-
findet. Hierin bedeutet N die Gesammtzahl der Moleciile,
e die wahrscheinlichste Geschwindigkeit (Geschwindigkeits-
modulus). Bereits Maxwell hat hervorgehoben, dass dieses
(Gesetz nur annshernd in der Natur erfiillt sein kdnne, da
es in voller Strenge nur auf den Fall von unendlich grossem
N anzuwenden wire. Hr. Boltzmann, welchem man den
exacten Beweis dieses Gesetzes verdankt, hat weiter gezeigt,
dass dasselbe noch aus anderem Grunde eine Anniéherung
ist; sollte es namlich strenge Geltung haben, so miisste die
Zeitdauer eines Zusammenstosses gegen die Zeit, die zwi-
schen zwei Zusammenstdssen vergeht, verschwinden, was nur
anniherungsweise den thatsiichlichen Verhiltnissen entspre-
chen kann. Das Maxwell’sche Gesetz hat man demnach
als Grenze anzusehen, welcher sich das wahre Vertheilungs-
gesetz in Gasen nihert, wenn die Anzahl der Molecille un-
begrenzt wichst, und die Dauer der Zusammenstdsse immer

mehr abnimmt.
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Ich glaube, eine weitere Beschriinkung hinzufiigen zu
diirfen. Stellen wir uns ein ideelles Gas vor, welches sowohl
die Maxwell’sche, wie die Boltzmann’sche Bedingung er-
fillen mag. Wir storen dessen Zustand!) in beliebiger Weise
und iiberlassen es sich selbst. Das (Gas nahert sich zwar
dem durch das Maxwell’sche Gesetz vorgeschriebenen Zu-
stande, jedoch nimmt die Geschwindigkeit dieses Vorganges
mehr und mehr ab, je ndher der schliessliche (Maxwell’-
sche) Zustand ist. Mit anderen Worten, die Anniiherung ist
asymptotisch. Und obwohl das Gas sehr schnell solche Zu-
stinde annimmt, die vom Max well'schen nur wenig abwei-
chen, so wird es doch genau den Maxwell’schen Zustand
erst nach Ablauf unendlich langer Zeit erreichen.

Von der Richtigkeit dieser Sitze war ich schon seit
lingerer Zeit iiberzeugt.?) Vor kurzem hat nun Hr. Tait3)
ein damit verwandtes Problem behandelt (worauf ich weiter
unten eingehen will), und in einer eben erschienenen Abhand-
lung*) hat Hr. Boltzmann die im Titel angefithrte Frage
berithrt. Es sei mir gestattet, zur weiteren Beleuchtung des
Gegenstandes einige Betrachtungen hier mitzutheilen.

1. Das Problem ist folgendes: Ein Gas, welches aus NV
einatomigen Moleciilen besteht, ist zur Zeit ¢=0 in einem
beliebigen Zustande begriffen, wird jedoch von diesem Augen-
blicke an sich selbst iiberlassen. Die gesammte lebendige
Kraft soll V. L betragen. Welchem schliesslichen Zustande
das Gas zustreben wird, hat Hr. Boltzmann in seinen
» Weiteren Studien itber das Warmegleichgewicht unter Gas-
" molecitlen“%) und in spiteren Abhandlungen in vollstindigster
Weise erlautert; wir aber wollen das Gesetz suchen, welches
bestimmt, in welcher Weise das Gas diesem schliesslichen
Zustande zustrebt. Dazu will ich mich einer Methode be-

1) Mit dem Worte Zustand soll immer eine gewisse Vertheilungsart
der Geschwindigkeiten auf die Gasmoleciile bezeichnet werden.

2) In meiner Magisterschrift (Ueber die kinetische Theorie unvoll-
kommener Gase, Dorpat, 1887) sind sic z. B. als These 6 angefihrt.

8) Tait, Trans. of the Roy. Soc. of Edinb. 83. p. 82. 1886.

4) Boltzmann, Phil. Mag. (5) 25. p. 88. 1888,

5) Boltzmann, Wien. Ber. 66, p. 397, 1872,

At
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dienen, die zuerst in den ,, Weiteren Studien® angewandt wor-
den ist, auch manche Bezeichnungen dieser Abhandlung werde
1ch behalten. Wir setzen, dass die Moleciile nicht im Stande
sind, eine Reihe continuirlich ineinander iibergehender Werthe
der lebendigen Kraft anzunehmen, sondern nur folgende Werthe
derselben:

(1) €, 2¢, 38, ......... y PE.

Zugleich wollen wir L = i¢ setzen. Zur Zeit ¢ soll das
Gas aus w, Molecilen mit der lebendigen Kraft ¢, aus w,
Moleciilen mit der lebendigen Kraft 2¢,..., aus w, Mole-
ciilen mit der lebendigen Kraft pe bestehen. Die Grossen w
sind mit der Zeit variabel, miissen jedoch stets den Glei-
chungen:

(2) W 4w, +w, + ..., +wp, =N,
(8) w4+ 2w, + 3w, + ..., +pw, =N.A

geniigen. Wir wollen nun ganz wie Hr. Boltzmann in der
citirten Abhandlung verfahren. Die Gréssen w indern sich
durch Zusammenstosse; von diesen wollen wir nur voraus-
setzen, dass in ihnen die Summe der lebendigen Krifte beider
Molecille erhalten bleibt. Sind also ms, ns die lebendigen
Krafte der Molecille vor, und us, ve die lebendigen Krifte
nach dem Zusammenstosse, so soll immer:

(4) mtn=u-4v

sein. Durch jeden Zusammenstoss von solcher Beschaffenheit
wird w, und w, um eine Einheit vergrossert, w, und w, um
eine Einheit vermindert. Ist also N7 die Zahl der Zu-
sammenstdsse, die wiahrend der Zeit A¢ so geschehen, dass
die lebendigen Kriifte vor dem Stosse me, ne und nach dem-
selben we,ve sind, so haben wir die Aenderung Aw; von w;
wihrend der Zeit A/ folgendermassen zu bilden:

; ; ;. .
(5) AWi = - /V:,} _— N;_j"g — aeasuare e N'2'¥_1~ N;,i
i1 i—1,2 9 i y
+Ni,1+Ni,1 4 e +Nf,’ll1+N%,1'
2 i 2 i2 02
— N i+1,1 N;»,.z —— weeeraes 1V2,i — Nl. 1

+ VB NV e NB 4 B



4
il ci, b il 4,1
®) — Nijiaq — Niriog — oo — N pg— Niipg
i4+{—1,1 it—~2, ¢ 2, {— 1, i4i~1
+ NET G N2 e NETE VI
............................... y
_ Nt,p—t+1 N1£- 1'2+1 . . N: p—1+] _ Nl p—i-{—l

i, i 3 ip
B\ LA, VAL S p——— —~ N oy — Nt
-1, i41 i4+1, p—1 Lp.2
+ N2y + N2V + NPl NpR-?)

In der mebrmals citirten Abhandlung Hrn. Boltzmann’s
ist der Beweis enthalten, dass:
®) Nt At g
ist, worin B™% eine m, n, p, v enthaltende, von der Zeit
vollkommen unabhingige Functlon bezeichnet, die folgende
Eigenschaft besitzt:
(N By =B

Setzt man (6) und (7) in (5) ein, und beriicksichtigt,
dass die Moleciile keine anderen als die p lebendigen Krifte
der Reihe (1) annehmen kénnen, so findet man:

le=p—idl keidel—1
ff" 2 Z Bl ( ik Y Wi® wl)
P VG+i<kvk Vil

(8) L_p ke 2p—it

. i, 1 wb_ H‘k w. wl.
+ \ By bk, i—p Lk ( ,_’:lc_ﬁ, —p+itk )'
L=pz—i+2 lﬁ) i ? V(p—k) (—p+i+ ]c) 1/z

Hierin3) setzen wir Vi.u; = w; und lassen 4¢ bestindig
abnehmen; es kommt:

1) Diese Bildungsweise gilt nur, bis  + { — 1 gleich p geworden ist.
Denn grésser als pe kann keine lebendige Kraft werden.

2) Der Vollstindigkeit halber werden hier absichtlich Glieder gezihlt,
dic gleich Null sind, oder sich mit anderen tilgen.

3) Die zweite Summe kénnte noch geschrieben werden:

iy w, o w w, w
S g p—it p—k Pt i Yp—ij
D Dpprab (el Dl ),

5 s Vio—k) k+5) Viip—i+))

l-p—itl k—it+i—1

du; ~ \ i
Vl rr sz k}_l, Bi-H——k, I3 (”i+l—k U — U; "z)
(9) 1= k=2p—itl

W
+ 2 Q B;! ot ieptitk (Mp—pe Wippipn — Uily),

l=p-—i+2 k 0
ein System von p Differentialgleichungen, welches in Verbin-
dung mit (2) und (3) die Abhingigkeit der Grdssen u von
der Zeit bestimmt.
2. Ich setze nun p=3 und untersuche diesen speciellen

Fall etwas ndher. Das System (9) reducirt sich auf:

(L) %= B —wmu), (W) V2L = 2By — 12,

(Le) V3 du,, = B (uy®— u uy),

worin anstatt By einfach B geschrieben ist. Die Bedingungs-
gleichungen haben die Gestalt:
(2) u, 4+ V2u,+ V3u,=N und:

(8) u, +2 1/727112 + 31/§u3 = N.A.

Anstatt #,2 — u,u; kann man demnach a4 duy + cuy?
setzen, wenn:

@) a=N* Y a=N2VB-1)-A2VE-1)); ¢=6-V3

angenommen wird. Die Coéfficienten a, b, ¢ konnen also von
N und A abhiingig gedacht werden; N und 2 haben gegebene,
Druck und Temperatur definirende Werthe. Diese Coéffi-
cienten kapn man noch in anderer Weise berechnen. Hr.
Boltzmann hat bewiesen, dass im vorliegenden Falle das
(3as sich einem Zustande nihert, welcher nicht mehr ver-
lassen wird. Ist dieser Zustand eingetreten, so sollen die
Grossen u,, u,, uy die Werthe U, U,, U; angenommen haben.
Aus (1,), (1p), (1c) folgt aber:
(5) du, = ——]/%duz:]/gdus,
und daraus ergibt sich:

Y +1% = U, +{/Z?';

®) Ve - ]/3113 = (]1—1/3 Us;
w, + V6 uy = U—}—VGU
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Man kann daher u,2 — w, u, in die Form a + bu, 4 cu,®
bringen, wenn man:
) { a=Ur+6U7+2V6 U, U;

b= —~[2V6 U, + U +(12—V3)U,; c¢=6-V3
setzt. Die Gl (1) nimmt die Gestalt an:
du, B
) wt by rent = Va0
und wird, da 82— 4ac stets positiv ist, unmittelbar integrirt zu:
(9) Zewp+ b+ VE _ 4o,
2eug + b — Vi

Mit % ist 42— dae, mit 7" ist V8/BVk, mit 4 eine vom
Anfangszustande abbingige Constante bezeichnet. Die erhal-
tene (Gleichung lisst sich noch in folgender Weise umformen:

(10) gy = b Ve 1+l b Ve VE At
3 2¢ 9¢ 1— AT 2¢ ¢ 1—detT

Diese Gleichung gibt die Anzahl der Molecille (mit V'3
dividirt) an, die die lebendige Kraft 3¢ haben, und zwar nicht
mehr fir den schliesslichen Zustand des Wirmegleichgewich-
tes, sondern fiir eine beliebige Zeit 2. Da der schliessliche
Zustand mit der Zeit nicht weiter verinderlich sein soll, so
kann er erst mach Ablauf unendlich langer Zeit eintreten.
Dann verschwindet das zweite Glied auf der rechten Seite
von (10), und es wird:

b k
) =24
sodass Gl (10) auch als:
—y Ve, 4T
(12) uy = U e 1 4YT

geschrieben werden kann. Dass U, gerade diejenige Grosse
ist, welche fir u, vom Maxwell’schen Gesetze gefordert
wird, ersieht man daraus, dass — (b + V4)/2c eine Wurzel
der Gleichung a + buy + cu,?=0 ist; diese letstere nimmt
unter Beriicksichtigung von (7) die Form U, U;= U,? an,
die nach Boltzmann im vorliegenden Falle mit dem Max-
well’schen (Gesetze gleichbedeutend ist.

Von der Gl (12) ausgehend, kdnnen wir nun weiter unter
Zuhiilfenahme von (6) Formeln fiir #, und w, erhalten:

SR

— T

RIS —tT

(13) w o= U, —y3Ve. A"
e 1—Ade V!
g Ve AT
01— AV

(14) wy = U, +V

sie geniigen natiirlich den Gleichungen (2) und (8), indem in
den Summen w, + V2u, + V38u,, u 4+ 2V2u,+ 3V 3u, alles
verschwindet, was von der Zeit abhiingig ist. Will man end-
lich zu den uns eigentlich interessirenden Zahlen w wieder-
kehren, so setzt man Vi U; = W, und findet:

Vi A
SRR

(15) w, =W, - V3

o
(16) w= W, r2ysVk A

o o !
e 1—Ade¥1

— b/
(17 wy= W, V3 Vck . f;e;mv‘

Hierin sind w; die verinderlichen, »; die Maxwell’-
schen Werthe der Moleciilzahlen, welche eine lebendige Kraft is
haben; %, ¢, 7}, A sind Constanten.

Zwei Bemerkungen mogen hier Platz finden. Wir haben
geschen, dass der Maxwell'sche Zustand erreicht wird, wenn
die Grosse u,* — u u,, die ich f nennen will, verschwindet.
Interessant ist also nachzusuchen, welchen allgemeinen, die
Zeit enthaltenden Ausdruck f hat. Danach (1) Bf=V3du,/dt
ist, so findet man leicht:

koA YT
(18) f‘T'(l_A'é"—"/")“’
oder auch, wenn mit f, der der Zeit £ =0 entsprechende

Werth von f bezeichnet wird:
o=t
(19) _f=ﬁ)(l ey
Die hier vorkommende Grésse 7" hat die Bedeutung einer
Zeitperiode. Sie ist von derselben Grossenordnung wiel/B. N
(das Gasvolumen ist gleich Eins gesetzt), und B ist von der

Grossenordnung 7 R?¢, wenn mit £ der Radius der soge-
nannten Molecularsphiire oder die Anfangsentfernung zweier
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zusammenstossender Moleciile bezeichnet wird. Man findet?),
dass die Grossenordnung von 77 fiir 1 com Sauerstoff z. B.
bei 0° C. und Atmosphirendruck auf 10—* Sec. geschitzt
werden kann. Dies fiihrt zu den in der Einleitung aufge-
stellten Satzen.

Betrachten wir die ausgefiihrten Rechnungen, so ersehen
wir, dass, wie oben fiir u, ein ganz analoger Weg fiir u, oder
u, eingeschlagen werden kdnnte. Wir hitten alsdann neue,
den vorigen a, b, ¢, k, T, A entsprechende Constanten einzu-
fiihren; die resultirenden Formeln wiren dadurch unwesentlich
geindert. Bezeichnen wir die Grosse Vi.Ae T [c(1—Ae™t")
mit den auf u; sich beziehenden Constanten 4, %, ¢, 7T mit 6;
(die in den bisherigen Formeln vorkommende Grosse dem-
nach mit @,) so konnen wir folgendes Gleichungensystem
aufstellen:

wy = W, — 0, w1=1/l/'1—]/%(-)3, Wy = W, —V30,,
20){w, = W,+206,, w,= WJ+V2(02, Wy = W2+2V3('):,,
wy=W,— 8, w= —V4i0,, w,=W,—V30,.
Addiren wir jede drei Glelchungen, die in einer Hor17ontal
linie stehen, untereinander und bezeichnen ), + V%O +V36,
mit 3%, so kommt:
(21) w, =W, —&, w,=W,+2, w, = W, —%;
9 ist eine Function, die mit unendlich wachsender Zeitdauer
gegen Null convergirt.

3. In complicirteren Fallen stehen nun eingehenderer
Behandlung analytische Schwierigkeiten im Wege. Wird
z. B. p=4 angenommen, so findet man, dass die Lisung
des Problems in den Gleichungen:

1) B gt 4 bu + enguy ey fg
dElut‘ =ad'u?+ bu? + Cugu, + eug + fu,

enthalten ist; die Integration derselben bietet indessen
Schwierigkeiten. Um aber zur Grenze (p = 0) iibergehen
zu konnen, wire eine ganz allgemeine Integration eines Sy-

1) Eine vollkommen analoge Grisse 7' hat schon Hr. Tait in der-
selben Weise berechnet (§ 4).

9

stems von (p — 2) quadratischen Differentialgleichungen erster
Ordnung erforderlich. Uebrigens lasst sich ohne Integration
erkennen, dass die Function f (z, ¢), die die Wahrscheinlich-
keit einer zwischen z und z 4 dir enthaltenen lebendigen Kraft
zu einer beliebigen Zeit ¢ angiebt, die Variable ¢ ,asymp-
totisch® enthalten muss. Dies erhellt aus der Gleichung, die
Hr. Boltzmann in den ,,Weiteren Studien“, unter (16) als
Fundamentalgleichung fir die Verinderung der Function
S (x, & aufstellt. Ist die lebendige Kraft des einen Moleciils
vor dem Stosse zwischen z und z + dz, nach dem Stosse
zwischen & und § + «¢§ enthalten; die des anderen vor dem
Stosse zwischen 2 und 2’ 4+ dx’, nach dem Stosse zwischen
& und & + df enthalten, bezeichnet v (z, #/, &) eine der
vorigen Grosse Vmn. B, entsprechende, die Natur des
Stosses bestimmende Function, so ist:

rd-z

2) df(r,/) ) SE flaen fi
ff[ ve e Iy Vet s ag

die Boltzmann’sche Gleichung. Je niherder Maxwell’sche
Zustand ist, um so kleiner wird die eingeklammerte Differenz
(die der obigen u,®—w,u, entspricht); dann aber nimmt
df(z,t)/dt immer mehr ab, d. h. die Geschwindigkeit, mit
welcher sich das Gas dem Endzustande nihert, nimmt mehr
und mehr ab. Dieser Maxwell’sche Endzustand wird also
nach unendlich langer Zeit erreicht. Was aber die Function
S(z,t) betrifft, so darf man vorliufig voraussetzen, dass die
Anzahl von Moleciilen, die zu einer Zeit ¢, wenn Wirme-
gleichgewicht noch nicht eingetreten ist, eine zwischen v und
v + dv enthaltene (seschwindigkeit haben, durch:

4N - e HT
3) o (vze —tp(v) g Aur)d”
gegeben ist. Hierin sind ¢ (v), 4 und 7" unbekannte Func-
tionen von v, die ¢ nicht enthalten, und folgende Gleichungen:

a0

T o= HT
ftp( ——_W,(Iv-—o, (5) fvz v) 4, YT dv=o,

0

1dent1sch erfiillen,
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4. In §§ 23 und 24 seiner ersten Abhandlung ,On the
foundations“ wu.s. w. hat Hr. Tait, um eine Vorstellung von
der Geschwindigkeit zu erhalten, mit welcher Gase dem
Maxwell’schen Zustande zustreben, tolgendes Problem be-
handelt: die Energie zu berechnen, welche in cinem Guas-
gemenge von NN, Moleciilen mit der Masse m, und &V, Mole-
cillen mit der Masse m, — den Moleciillen m, von Seiten der
Moleciile m, in der Zeiteinheit abgegeben wird. Die gleiche
Energiemenge habe ich (unter etwas anderen Annahmen, als
Hr. Tait) berechnet.l) Es seien «, 3 die wahrscheinlichsten
Geschwindigkeiten fiir beide (Gase, R die charakteristische
Entfernung des Zusammenstosses w,m,. Ich finde die er-
wihnte Energiemenge zu:

16yn ™™
(my + my)?
(1
M N, Rz(m"ﬂ _Z;") [wf’ —wite® +8% gin2e sinap cos w dyr daw.
{a* 4 t

00

Wirken aber die Moleciile in der Entfernung B wie elastische
Kugeln aufeinander, so hat das Doppelintegral den Werth
(e 4 %°%/4, und obige Energiemenge hat die Grisse:

@ Va NN RV @ = )

Wird hierin § N, m &® mit m, § Nym, 3% mit p, 1/e¢® mt 4,
1/3? mit k, weiter my, m,, N, N,, B mit P, @, m, n, s er-
setzt, so erhdlt man aus (2) dic von Hrn. Tait gegebene
Grosse, welche er in der Form einer Differentialgleichung
schreibt, indem (2) dem Differentialquotienten d(§ NV, m, a?)/dt
gleichgesetzt wird. Diese Gleichung wird angeniihert integrirt,
unter der Annahme, dass ¥V e?+ 32 constant ist. Fir den
Zweck der betreffenden Betrachtungen geniigte dies vollstin-
dig; indessen kann (wie auch Hr. Tait mir brieflich mitzu-
theilen die Giite hatte) die Integration gemau ausgefiihrt
werden. Ich setze dazu die constante Grosse N m, «®
+ N,m, /3% gleich N, L, weiter bezeichne ich N, /N, mit «,
und 16m m, N, R* Vn/% m, + m,)* mit C;

l) Lad. Natansou, Wied. Ann. 33. p. 683, 1888,
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(3 gz (mye?) = C ]/ i +(4;<i —;L :Z) (L —(r 4 1)m ?)

ist dann unsere Differentialgleichung. Setzt man weiter (wenn
my = nm, ist sonst ist Hrn. Tait’s Gleichung streng richtig):

(4 ( ) 2 my -+ m, .
) + “ P = 1) und:
5 my + m, _1

(5) Cl/ o, (n+1)1,_T,

so findet man aus (3):

) 7 1 —yr —t7T

6 Y 1 — 22 T—y t/ 1 1 de
© at 27'( ) 1+,y—AP ’ Tl de—tT
wo A4 eine Constante ist. Man iiberzeugt sich leicht, dass:
7 1= 2 ™ nm myf®—ma®
( ) 'I/ my + m, 2 7 1 ,

folglich ist:

(8) myB? — m e? = 4 (my +m) (Nymy o + Nym, 3*) ,Af——“
N, m, — N/m, (1+Ae—t/1)

Die Differenz (m,3? —m, «?), die nach Maxwell’s
Theorem verschwinden muss, convergirt also gegen Null mit
wachsendem # nach obigem Gesetze. Die angeniiherte Glei-
chung in Hrn. Tait’s Abhandlung enthilt nur den Zshler
der Zeitfunction. Die Zeit 7' berechnet Hr. Tait zu
0,73.10—° Secunden und weist darauf hin, dass schon nach
Verlauf der tiberaus kurzen Zeit 4,6 7" die Differenz m, 82— m, e
auf 1/100 ihrer urspriinglichen Grdsse herabsinken muss.
Um so bemerkenswerther scheint mir zu sein, dass dieser
librig bleibende 1/100. Theil, um vollstindig zu verschwinden,
der Ewigkeit bedarf.

Warschau, Marz 1888.



