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Sissejuhatus

Kaesolev bakalaureuset6d on jagatud kaheks suusepedtiikiks. Esimene peatikk algab
meetodite lUhitutvustusega. Edasi kasitletakse mga¢todit ja sellega kaasaskéaivat teooriat
juba eraldi ja tapsemalt. Meetodite juures kaasea#aillustreerivad joonised on autori

reproduktsioonid kasutades avalikuks kasutamisekedaandmestikku (James jt., 2013), kui

pole deldud teisiti. Uuritavateks on jargnevad esgioonmudelite ttbid:

* polinoomregressioon,
» treppfunktsioonid,

* regressioonisplainid,

* siluvad splainid,

* lokaalne regressioon.

Teises peatikis rakendatakse saadud teadmisi gqudoli valitud andmestikul, milleks on
kergejbustiku Berliini maailmameistrivdistluste 10@eetri sprindi moodtmistulemused
(German  Athletics Federation, 2009). Rakendatud g@wolinoomregressioone,

treppfunktsiooni ja splaine.

TO0 on kirjutatud tekstitootlusprogrammiga Micras@ford. Jooniste tegemiseks ja néidete
labiviimiseks on kasutatud statistikatarkvara R.0F &kasutatud R’i koodid on saadaval

lisades.

Autor tanab dotsent Imbi Traati bakalaureusetéddptavate nbuannete ja taienduste eest.



1. Lahikirjeldus

Kaesolevad luhikirjeldused on refereeritud James(3013) pd&hjal. Anname vordleva

luhiGlevaate meetoditest uuritava tunnYs@odelleerimiseks sdltumatu muutforral.

Poliinoomregressioon laiendab lineaarset mudefigdés juurde argumenttunnuseid, mis

omakorda saadakse esialgsete tunnuste astmessesébdstiNaiteks on kuupregressioonis
kolm muutujat,X, X* ja X*, mida kasitletakse sdltumatutena. Selline lahenenun (ks

lihtsamaid mooduseid, kuidas tekitada ja sobitadtelimeaarne mudel andmetele.

Treppfunktsioonid I6ikavad tunnuseX piirkonna K erinevaks piirkonnaks ja nii

moodustatakse uus kvalitativne muutuja. Sellentwisena sobitatakse tunnusega konstantne
funktsioon igas piirkonnas. Hiupe tekib iga piirkanotspunktides ning tulemusena tekkivast

funktsiooni kujust sdltuvalt on ka meetodi nimi.

Regressioonisplainid on paindlikumad kui polinoomid treppfunktsioonid. Tegemist ongi

kahe eelmise kombinatsiooniga. Sarnaselt jagataksaiseX muutumispiirkond K osaks.

lgas osas leitakse poliinoomfunktsioon, mis sobfiunnusega kdige paremini.
Polinoomidele pannakse kitsendusi, et saavutades sugminek dhelt piirkonnalt teisele.
Eeldusel, et tekkinud piirkondi on piisavalt palpgib sellise meetodi prognoosivéime olla

dlimalt tapne.

Siluvad splainid sarnanevad kull eelmistega, kuitevad esile siiski mdnevodrra teises

olukorras. Siluvate splainide korral on oluline i@ga funktsiooni sujuvus, mille
saavutamiseks lisatakse vastav kitsendus vahingauteetodile juurde. Funktsioonist, mida

lisatakse ning mis aitab piirata siluvaid splaidggitakse vastavas peattkis tdpsemailt.

Lokaalne regressioon on sarnane splainidele, kiutine erinevus on see, et piirkonnad

voivad omavahel kattuda, kuid sellest hoolimata elul saavutada sujuv
regressioonifunktsioon. Peamiseks ideeks on vatidlkesemaid punktiparvesid sobitamiseks.

Tulemuseks saame palju hinnanguid, mille pdhjal dustatakse regressioonifunktsioon.



2. Mittelineaarsed mudelid

Selles peatukis kirjeldame valitud mittelineaarsaidudeleid pdhjalikumalt. Teemat
illustreerime joonistega, mis on reprodutseeritachds jt. (2013) andmestiku ja R-koodide

abil voi vbetud otse internetilehekuljelt[1].

2.1. Polinoomregressioon

Kirjeldame poliinoomregressiooni kasutades allikatds jt, 2013, |k 266-268.

Lineaarsuse laiendamine mittelineaarseks on tamaphrlahtunud valemist, mille mé&arab

seos soOltumatu muutujgja prognoositava tunnuse vahel:

Yi= Bo+ Bixi + & (1)

Tulemuseks on jargnev valem:

Vi = Bo+ Buxi + Boxl + -+ Baxl + & (2)
kus &; on juhuslik viga. Seos (2) esitabki polinoomregi@mi. On loomulik, et mida
suurem on astel, seda suurem erinevus on polinoomil lineaarseegirg Vaadeldeg;
astmeid aga uute tunnustena, ndeme valemis (2aliset mudelit. Parameetrgdgdon niud
lintne hinnata vahimruutude meetodil, kus muutdjaten vastavalk;, x? x? jne. Praktikas
kasutatakse harva suurenwht/dartust, kui 3 voi 4, kuna selle tulemusena vditekkida
joontel vaga ootamatud kujud, eriti veel tunn¥s@artuspiirkonna otstes. Jargnevalt uurime

kahte naidet.

Joonise 1 vasakpoolsel pildil on pideva joonegastatud 4. astme polinoom vanuse
funktsioonina palgale, mis on leitud vahimruutudeetodil. Joon néitab keskmise aastapalga
muutumist tuhandetes dollarites séltuvana vanuBegkendlike joontega on téhistatud 95%
usaldusvahemik. Paremal pool on sama andmestikugigad binaarne tunnus, mille puhul
vaartus 1 omistatakse juhul, kui inimene teenibkeoh kui 250000$ aastas. Sel juhul on
kasutatud logistilist regressiooni, samuti 4. aspukinoomiga. Joonisel on pideva joonega
esitatud tbenaosus saada suuremat palka kui 250680@$valt vanusest. Katkendlike
joontega on siin ara margitud 95% usaldusvahemik.
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Joonis 1. Vasakpoolne: Palkade ja vanuse seos aEsut polinoomregressiooni.
Parempoolne: Logistiline polinoomregressioon bisaannnuse pdhjal, mida genereeritakse
tingimusest palk > 250 (250000%).

Uurime nudud lahemalt, kuidas jduda prognoosi stethasani, mida on vaja usaldusvahemike

jaoks. Arvutame konkreetse funktsiooni vaartuserstgnoosi kohal vanus x:

f(x0) = Bo + Bixo + Box§ + Baxg + Buxg. (3)

Oluline on leida selle funktsiooni dispersioon eitud hetkeNar(f(x,)). Vahimruutude
meetod annab igale parameetrile hinnaﬁguj = 0,1, ...,4, ja vastava dispersioonihinnangu
ja samuti suurusl;é]- vahelised kovariatsioonid. Selle tulemusena t&kiNmratsioonimaatriks

C, mis antud juhul on 5x5 maatriks. Selle abil saaaneutada dispersiooni hinnangu ka
f(xo)-le valemiga Var (f(xo)) =10«xCxl,, kus IF=(1,x0x3x3 x3). Vastav
standardhéalbe punkthinnang ehk standardviga orjutrusaadud tulemusest. Kahekordse
standardvea abil saadakse usalduspfifig,)-le. Seda p&himdtet rakendatakse igas punktis

x, mille tulemusena saadakse hinnanguline polinoojmon koos kahekordse

standardveajoonega kummalgi pool. (James jt, 2812%6-268)

Kuna andmestikus on Usna suure erinevusega palkesdmoodustame binaarse tunnuse

kdrgepalgalistest ja madalapalgalistest, kus aakgappiiriks tuhandetes on valitud 250.



Vastavat binaarset tunnust saab prognoosida llggstiegressiooni abil, kus sisendiks on

endiselt valitud 4. astme poliinoom, mudeliks saame:

_exp(Bo+ Brxi+Poxt+-+Bax)
Pr(yl- > 250|xl) = Trexp(Bo+ ,31xi+,82xi2+"'+ﬂdxfi) ( 4 )

Joonekesed parempoolse joonise Ulla- ja alaosasvaditvastavalt kdrgepalgaliste ja
madalapalgaliste vanust. Pidev kdverjoon néaitadlismitdendosusega saab inimene olla
kbrgepalgaline. Nagu ndha, on usaldusintervall lsnariti parempoolses otsas. Kuigi valim
on vordlemisi suurn(= 3000), siis on kérgepalgalisi vaid 79, mistéttureende parameetrite

dispersiooni hinnangud vaga suured, mis viibki lesaldusvahemikuni.

2.2. Treppfunktsioonid

Kui me ei soovi konstrueerida sellist poliinoomijs mn sama kogX maaramispiirkonnas,
siis on heaks alternatiiviks treppfunktsioonid. gp&unktsioonide kirjeldamiseks kasutame
materjali James jt., 2013, Ik 268-270. Siin jagatak maaramispiirkond osadeks ja igal osal
sobitatakser-tunnusele konstantne vaartus. Sisuliselt tehald®vpst tunnusest diskreetne
tunnus. Tapsemalt tdhendab see, et tekitame puoktich, . . ., ck maaramispiirkonnas,
millest saavad meie piirid. Seejarel konstrueerifmd uut muutujat:

Co(X) =1(X < ¢y),

Cl(X) == I(Cl S X < Cz),
Cz(X) = I(Cz < X< C3),

Coor(0) = I(cx_y <X < ),
Ce(X) = I(c <X), (5)

kus! on indikaatorfunktsioon, mis valjastab vaartuskul tingimus(ed) on taidetud, vastasel

juhul 0. Paneme tahele, et ig&orral

Co(X) +Ci(X) + -+ Ck(X) =1, (6)
kuna X peab olema (Uhes moodustatud piirkondadest. Olema@ud lineaarse mudeli,
kasutaded’; (X), C,(X) ... Cx(X) kui s6ltumatuid muutujaid. Siinkohal jatantg(X) valja,

sest see on lleliigne koos vabaliikmega.

Vi = Bo+t B1Ci(x) + BoCo(x) + -+ + BrCr(x) + & (7)



Konkreetse X vaartuse korral saab korraga maksimaalselt €k<€,, ..., Cx olla nullist
suurem. Juhul, kuK < c;, siis kdik muutujad tulevad nullid, mis tdhendai,3, vdime
vaadata kul keskmist piirkonna’ < c;. Lisaks kui votames, + B; juhul¢; < X < ¢j4q,
saame, etp; tahistab keskmist kasvu piirkonnast < c¢; piirkondac; < X < ¢jyq

uleminekul. Parameetrif;, j = 0,1, ..., k hinnatakse vahimruutude meetodil.

Uurime sama andmestikku, st. palga soltuvust vatudeiid aga modelleerime seda

treppfunktsioonidega.
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Joonis 2. Palkade ja vanuse seos treppfunktsidmhi\gasakul olev joonis kujutab endast
regressiooni  treppfunktsiooniga ja parempoolne i@onlogistilist regressiooni

treppfunktsiooniga.

Joonise 2 vasakpoolsel graafikul on treppjoonepasti@ud keskmise aastapalga prognoos,
mis on saadud vanuse jagamisel kolmeks piirkonn#atkendlikud jooned on 95%
usaldusvahemikeks. Paremal joonisel on sarnaselsemaga tekitatud binaarne tunnus, kus
kdrgepalgalise aastapalga piiriks tuhandetes dteltaon seekord valitud 150. Logistilise
regressiooni modelleerimise tulemusena saame tkejulise téendosusgraafiku koos
katkendlike joontega margitud 95% usaldusintergatia. Logistilise regressiooni valem on

exp(Bo+ B1C1(x)+B2Co(x)+-+Pg Ck (%)) (8)
1+exp(Bo+ B1C1(x)+B2Co(x )+ -+ Pk Ci (x7))’

Pr(y; > 150|x;) =




Kahjuks on treppfunktsioonil ka teatavad puuduse€ui puuduvad loomulikud

eralduspunktid andmestiku méaéaramispiirkonnas,tg8kghaaval sisestatud konstandid voivad
jatta kirjeldamata olulised iseéarasused, nagu dra @ selle naite puhul, kus trepi esimene
osa ei kajasta kuidagi esimest tdusu, kull ageelkigs selle dra aga polinoomregressioon.
Sellele vaatamata on trepid eriti populaarsed ksiitd@ostatistikas ja epidemoloogias, kus

tuupiline I6ikepunkt vanuse jaoks on iga 5 aastalja

2.3. Baasfunktsioonid

Senini kirjeldatud polinoom- ja treppregressiooniudaid on vaadeldavad nn.
baasfunktsioonide erijuhtudena. ldee seisneb selesmeil on olemas etteantud arv
baasfunktsiooné,, b,, bs, ..., by, mida saame rakendada tunnispeal. Tulemusena saame

jargmise lineaarse mudeli:

Yi = Bo+ Bibi(x) + Baby () + -+ + Brbi (x) + &;. (9)
Paneme tahele, et baasfunktsioobjdon alati teada ja fikseeritud. Eelnevalt vaadatud
polunoomide puhul olib;(x;) = xl.j ja treppide puhul olid need defineeritud Ky(x;) =
I(c]- <x; < cj+1). Vaadeldes saadud valemit kui tldist lineaarsetefitidnille tunnusteks
on b;(x;), saame rakendada vahimruutude meetodit, et leathrtata regressioonikordajad.

Seega erinevad jareldused, mida saame teha lieeaudeli puhul nagu néiteks F-statistiku
leidmine vdi standardvead, rakenduvad ka siin (3gne2013, |k 270). Jargmisena uurimegi

Uht vaga populaarset valikut baasfunktsioonideks.

2.4. Regressioonisplainid
Regressioonisplainid votavad endasse head omadugsaliinoomidelt kui ka konstantsetelt
treppidelt. Jargnevalt uurime tapsemalt erinevaigeite, mis puudutavad just neid splaine,

sest lahenemisi ja piiranguid on erinevaid, middjemm illustreerivad ka joonised.
Materjalina kasutame James jt., 2013, lk 271-274.
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2.4.1. Tukiti maaratud poliinoomid

Selle asemel, et sobitada Uks kbrge astmega patiin@mgu maaramispiirkonnale, saame
jagada piirkonna tikkideks ja igale tikile maamatdalama astmega sobiva polinoomi. Siin

on néide Uhest kuuppolinoomist

Yi = Bo+ Bix; + B2x} + B3x;} (10)
kus kordajadB,, 1, B, ja Bs erinevad piirkonna erinevates osades. Kohti, karsampeetrid
muudavad vaartust, nimetatakse sdlmedeks. Pollmgassiooni naites polnud Uhtegi
s6lme, mille tulemusena tekib tavaline poliinoomi &ga naiteks on lks s6lo) siis votab
poliinoom uue kuju:

(11)

i

_ {301 + Biaxi + Borxf + Barxi + &, x; <

Boz + Bioxi + Bazxf + ﬁ32xi3 +e&, x; =2c.
Siin oleme jaganud vaatlused kahte gruppi, Uhed xk« ¢ ja teised, kux; = c. Mblemat
gruppi iseloomustab erinevate kordajatega polinooms on hinnatud vahimruutude
meetodil.

Mida rohkem sdImi kasutada, seda paindlikumaks oula hinnang. Teisisonu kui valida K
sb6lme ule kogu maaramispiirkonna, siis peame ldmaiK+1 kuuppoliinoomi. Tegelikult ei
ole oluline kasutada just kuuppolinoomi, vbib kadat ka tikiti lineaarset funktsiooni.

Treppide juures vaadatud mudelit voib kasitled&wiatikiti polinoome, mille aste on O.

2.4.2. Splainide kitsendused

Splainide kasutamisel on vaga olulised neile seéttsendused, sest vastasel juhul véime
saada ebaloogilised tulemused, nagu on naha jo@isesakul Uleval graafikul, kus punktis
x = 50 prognoositakse kahte erinevat vaartust. Peotile@astu aitab tingimus, et graafik peab

olema pidev, ja ei saa olla htpet punkti 50 juures.

Tulemus on ndha parempoolsel graafikul samuti gedr8, mis on kill parem kui eelmine
graafik, kuid vajab veel kitsendusi, sest V-kujeligraafiku osa on sees.

Esimest ja teist jarku tuletiste vordumise nduededdavas punktis aitab siluda meie poolt
otsitud regressioonigraafikut. Tingimuseks on,uetised oleksid pidevad. Kokkuvotlikult

saame Oelda, et iga rakendatud piirang vahendadduahstet (ihe vorra. Joonise 3 puhul on

11



vasakul Uleval joonisel kaheksa vabadusastet jendddes sellele kolme piirangut(pidevus,
esimese tuletise pidevus, teise tuletise pidewsame tulemuseks kuupsplaini (Joonis 3 all

vasakul) ja vabadusastmete arvuks viis.

Kuupsplainid on populaarsed just seetbttu, et raskevisuaalselt tuvastada katkevust
s6lmedes. S6lmede arvustsaame ka vabadusastmete arvuksd (dames jt., 2013, |k 271-
273)
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100 150 200 280
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150 20 280
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100
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-+ 2 -
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Joonis 3. Regressioonisplainid s6lmega kohal 5@&va)l vasakul: Kuuppoliinoomid on
kitsendusteta. Uleval paremal: Tingimuseks on padimide pidevus kohal 50. All vasakul:
Tingimusteks on poliinoomide, nende esimeste jdeteidetiste pidevused kohal 50. All

paremal: Lineaarsed splainid, mis on Ghendatudvplti€James jt., 2013, Ik 272).

Siit saame ka Uldise definitsioodiastme splainide jaoks (James jt., 2013, |k 2d3&stme
splainiks nimetatakse tukitkastme polinoome, mille puhul on k&ik kwhi 1 jarku tuletised

pidevad igas s6lmes.

Jargmises punktis uurime juba Utldisemalt, kuidays@da ndutud tingimusi.

12



2.4.3. Splainide uldine kuju

Splainidega tutvumisel kasutame materjali Jame2QtL3, |k 273-274. Splainide esitamiseks
lahtume valemist (9). Sellest tulenevalt saame iheeteda kuupsplainiK sdélmega

jargnevalt:

Vi = Bo+ Bibi(x;) + Boby(x;) + -+ + Brysbris(x;) + &, (12)
kusby, by, ... ,bk+z on baasifunktsioonid.

Kuupsplainide korral kasutatakse valemis (12) haggsioonidena, x, 3¢ ja lisaks I8igatud
astmefunktsioone vastavalt s6lmede arvidleLdigatud astmefunktsioon on defineeritud
jargnevalt:

(x— 83, kui x>¢

he )= G- o= {07 (13)

kus ¢ on s6lm. On ilmne, et kui lisada valemile (10ydtavS,h(x, ), siis jddb polinoom
pidevaks, nagu jddvad pidevaks ka esimene ja tale@s. Seega kui soovime kuupsplaini
sobitada andmetele, milles on valit€idsdlme, rakendame vahimruutude meetodit hindamaks
vabaliiget jaK + 3 parameetrit, kasutades tunnustena? x>, h(x, &1), h(X, £2),..., h(x&x),

kus &3,...,éx on sBlmed. Meetodi tulemusena saakiet 4 ilma kitsendusteta leitavat
regressioonikordajate hinnangut, millest omakordeelfub, etK sblmega kuupsplaini
vabadusastmete arv &n+ 4.

8 - — Kuupsplain A
© — Naturaalkuupsplain
S
<
©
o
o
(en] —
=
o _|
n

Vanus
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Joonis 4. Splainid keskmise palga iseloomustamidedlsitades osakogumit varasemast
andmestikust. Mustaga on téhistatud kuupsplain janapega on tahistatud

naturaalkuupsplain.

Joonisel 4 on ndha selliste splainide pdhiline j[@@in: prognoosijoone hajuvus on tunnuse
otspunktides vordlemisi suur. Selle mudeli puhulkasutatud kolme vanuse sdélme — 25, 40

ja 60 — ja nagu néha, siis on hajuvus eriti suer6ll-ste osas.

Naturaalkuupsplainid on samuti regressioonisplairgiga lisakitsendusena peavad olema
esimeses ja viimases I6igus funktsioonid lineaardéjuhul nende kahe kuupsplaini

vordluses saavutab naturaalkuupsplain parema hyunastsmistes piirkondades, mida

kinnitab ka vaiksem usaldusvahemik.

2.4.4. Solmede arv ja vaartused

On selge, et mida rohkem on sdlmesid, seda paundlikuleb regressioonmudel, kuna
regressioonikordajad muutuvad tihedamini. Seefdttuneil on ettekujutus andmestikust, on
Uks vdimalus paigutada rohkem sdlmesid piirkonds, thuutused on suuremad ja selgemad,
vahem sOlmi piirkondadesse, kus funktsioon on #saon. Praktikas on aga
enimkasutatavaks mooduseks siiski Uhtlaselt jactils@med. S6lmede valikuks pole ht
kindlat parimat viisi ja seet6ttu on ka lahenenmsimeid. Uks variantidest on katse eksitus
meetodil, valides iga kord erinev arv s6lmi ja &eelj visuaalselt otsustades, milline graafik
annab parima tulemuse. On selge, et see ei prilagk@ige otstarbekam, kui andmestik on
vaga suur ja arvutamine votab liialt aega. Konlge®ia tulemuse saame ristvalideerimisega.
Esimese sammuna eemaldame mingi osa andmeteskandl%. Seejarel sobitame splaini
allesjganud andmetele valides mingi arvu sdlmileSsglaini abil teeme jareldusi valjajaetud
andmete kohta. Seda protsessi tuleb korrata mrdakd&uni kdik andmestiku punktid on ks
kord vélja jaetud ja seejarel arvutame jadkide udet summa. Protsessi tasub korrata
erinevate sdlmede arvuga ja kdigi puhul arvutad&igie ruutude summa. Parimaks s6lmede
arvuks sobib see, mille puhul jaakide ruutude suromaaikseim. (James jt., 2013, Ik 274-
276)
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2.5. Siluvad splainid

Sarnaselt eelmise meetodiga moodustab ka jargneatomhesplaine, kuid siin on kdige
olulisemaks aspektiks graafiku sujuvus. Kasutaméenai James jt., 2013, |k 277-278.
Otsitakse sellist funktsioong(x), mis sobiks hasti andmetega, see tdhendab, elielks
vaike jaakide ruutude summa. Samas ei g&®&) piiranguteta valida, sest vastasel juhul
valiksime g(x) selliselt, et see labib kdikj; vaartusi, aga ei anna meile uldistavat infot.

Seega pohilised eesmaérgid on splaini sujuvus néigeyjaakide ruutude summa.

Uks pdhilisemaid lahenemisi on leida funktsigpselliselt, et see minimeeriks avaldist

Tin i —gx))?+ [ g"(®)*adt, (14)
kus 2 on mittenegatiivne seadistusparameeter. Lahenditad funktsioonig nimetatakse

siluvaks splainiks.

Valemi (14) esimene summa on vahimruutude summg teme liidetav on karistusliige.
Kirjutis g"(t) tahistab funktsioony teist tuletist kohat. Teise tuletise interpretatsioon on
funktsiooni tdusu muut. Teine tuletis on absoluétidselt suur, kui punkti Gmber on
funktsioon kaanuline, teine tuletis on nullilahedasiis funktsioon on sujuv. Tahelepanekuna
tasub valja tuua naide sirgest, mis on maksimdaisglv ja mille teine tuletis on 0. Integraal
on oluline selleks, et saaks summeerida Ule kod¢fiokkuvotvalt, kuig on sujuv, siisg’(t)

on lahedane konstandile jf’(t) omab vaikest vaartust ja seedd g''(t)?dt kontrollib
funktsiooni g sujuvust. Mida suurem on, seda sujuvam tuleb kg. Kui 2 = 0, siis
optimiseerimisel saavutame tapse interpoleerinéibedndmestiku punktide, aga ki «,

siis ong lihtsalt sirge, mis uritab kdikidele punktidelein@likult 1ahedal olla. Tulemuseks

on vahimruutude meetodil leitud lineaarne regressi¢@James jt., 2013, |k 277-278)

2.6. Lokaalne regressioon

Viimase mittelineaarse mudelina kasitleme lokaalsgtessiooni. Kasutame materjali James
jt., 2013, lk 280-282. Teistega vorreldes on lokaategressioon erinev selle poolest, et
genereerides hinnangut, kasutame me ainult osanigeriall olevate tunnuste punktidest.
Kdigepealt kirjeldame algoritmi lokaalse regressiodeidmiseks, seejarel kirjeldame

komponente tapsemalt.
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1) Fikseerime lokaalse regressiooni kota X jaoks.

2) Valime mingi arvuk punktex, imbruses. Arvik abil saame defineerida ka lokaalset
regressiooni iseloomustava suurgsek/n, kusn on kodigi vaatluste arv.

3) Edasi anname punktidele kaalk@ = K(X ,Xp). Ainsad kaalud, mis on suuremad kui
0, on need, mis satuvad valitkghunktiga maéaratud iUmbrusesse.

4) Jargmisena arvutame kaalutud vahimruutude meetoidlivarritava tunnuse jaoks

kordajadf, ja f1 minimiseerides jargmist valemit:
Yiz1 Kio(yi — Bo — B1xi)?. (15)
5) Prognoosi punktispsaame kuif(xo) = Bo + B1Xo-

Kaalud Ko sdltuvad alguspunktigxvalikust, seega iga uuwe korral peame hindama uued
kaalud ning uued kordajad, ja f,. Lokaalse regressiooni tulemust mdjutavad mitmed
tegurid, naiteks kaalufunktsioor{ valik vdi regressioonimudeli valik vastavas puskiti
(kirjeldatud algoritmis on kasitletud lineaarsegnessiooni). Vaga olulise tegur on eespool
defineeritud kordajas, mida nimetatakse ka ulatuseks. Lokaalse regmsisiolulisemaid

tegureid aitab mdista jargnev Joonis 5:

@ - 8° 5 00
Q
O ® 00
o 8 o ~._ A Q%OO
- ] - e
/% ” ?O};S}QQ\
8
1 @0 w | ¢® ¢ 8¢
°© D0, e %O
0
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g 4670 o
w |© ©
97 S
o o
" Y T T T T T 'Y T T T T T
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Joonis 5. Lokaalne regressioon eringy@mbruses. Joonistel olev sinine joon tahigtéab),

millest on punktid genereeritud, oranZ joon tastselle hinnangutf(x) lokaalse
regressiooniga. Oranz tapp on sty Sellest lahtuvalt ok oranzi seest tiihja punkti, mille

kaal on > 0.

Normaaljaotust meenutav oranz kelluke mdlemal grabkujutab kaalude vaartusi nii, et

mida lahemal on punkt algpunktilg, seda suurem on ka tema kaal.
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Ulatuss maéarab arvutustesse kaasatava punktide osakaala. durem o3, seda sujuvam
on regressioonijoon. Joonisel 6 on visualiseentladuses mdju lokaalse regressiooni joone
kujule. Ulevalt vasakult alustades smaartusteks 0.05, 0.25, 0.75 ja 0.9Bizarry, 2001)

W= $=0.25
g1
g1
o - o -
T 1 1 ] Ll I 1 L]
-2 0 2 4 -2 0 2 4
$=0.75 $=0.95
§{ T 8 o]
o o
g g 7]
;
3
g1 g1
o - B o -
I 1 1 Ll L 1 1 ]
-2 0 2 4 -2 0 2 4

Joonis 6. Rakkude CD4 arvu soltuvus serokonversi@ast lokaalse regressiooniga.
(Irizarry, 2001)
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3. Praktilised naited

Naited viime labi 100m sprindi mé6tmiste peal, mrstehtud Berliini kergejéustiku MM-|.
Andmed on vbetud Rahvusvahelise Kergejostikuliicadkehelt, mis on kokku pandud
Saksamaa Kergejoustikuliidu poolt (German Athlefesleration, 2009). Valitud on Berliini
MM just selleparast,et seal on joostud tanini kehtiaailmarekord Usain Bolti poolt — 9.58
sek. Andmestik koosneb jooksja nimest (kui nime@eSF, tahistab see poolfinaali jooksu,
F tahistab finaali jooksu). Vahemikke, mille labgaiaega jooksu kestel on mdddetud, on

viis:

e 0 kuni 20m,

e 20m kuni 40m,
* 40m kuni 60m,
e 60m kuni 80m,
e 80m kuni 100m.

Nende koOigi tunnuste uhikuks on sekund. Andmestikku tdiendatud uute tunnustega
kasutades olemasolevaid vastavalt Ulesande pigdaiusida kirjeldatakse tdpsemalt vastava

naite juures.

Uldine p&himdte (tleb, et esimeses pooles on systell tugev kiirendus, millele jargneb
tippkiirus vahemikus 50-70m séltuvalt sportlasestedasi peaks toimuma kiiruse langus.
Meie eesmargiks on naidata taolist kiiruse kaitarhi30m sprindi jooksul. Esimeses néites
kasutame siluvaid splaine, et saavutada regreskian. Selleks kasutame vabadusastmete
arvudena nii 3, 4 kui ka 5. Viiest edasi on kassturendada vabadusastmete arvu, sest
I6puks kasutab algoritm ikkagi viit arvu, kuna reink erinevaid vaartusi argumenttunmus
oma. Probleem on otseselt mddtmistega seotud,nsaistei ole distantsi tunnus pidevana,
vaid diskreetsena iga 20m tagant, mistottu on geElrolevad punktid automaatselt gruppides.
Kuna tunnused on vahemikena, siis maaramaks vasthemiku keskmist hetkekiirust on
sobilik paigutada punktid vahemike keskele, st.evaikus 0 kuni 20m vétame keskpunktiks

10m jne.

Arvutustes on kasutatud argumendiiabitud vahemike keskpunkte. Funktsioontunnusena
on uurimise all hetkekiirus, mis on arvutatud veataahemiku labimise jaoks kulunud aja

pohjal:
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i 3.6%20 16
lirus = ————

aeg(20m) (16)
Valemis (16) tahistab 3.6 teisendust, mis on saadeetrite teisendamisel kilomeetriteks

ning sekundid tunniks.

45

40
O GIIEEAED OO

Hetkekiirus(km/h)
35

Vabadusastmete arv
B 3 @ 4 W 5

25
1

| | | |
20 40 60 80

Kaugus 100m stardist(m)
Joonis 7. SOltuvus labitud distantsi ja kiiruseelah

On néha, et maailma parimate sprinterite puhulublaippkiirus pigem 70m juurde, parast
mida algab ootusparane langus kiiruses. Kuna vaastimeid ei saa palju olla, on tsna
mugav kasutada ara maksimaalne arv, milleks ordi, see annab kdige tdpsema visuaalse
tulemuse.
Vorlduseks on toodud vélja ka kdigi kolme funktsioé vaartused:

» vabadusastme 3 puhuk 0.5835,

» vabadusastme 4 pubuk0.0775,

» vabadusastme 5 pubuk 0.000146.

Jargmine nédide on naitamaks polinoomregressiomuitlst. Selle naite jaoks on arvutatud
uued tunnused “100m_aeg” ja “60m_aeg”, mis on sadikes kdik vahemike m&dtmised

kokku 100m aja jaoks ning esimesed 3 mddtmist 6{amanks. Oodatav tulemus on siin
paraku vagagi lineaarsuse lahedane, sest midankore60m aeg, seda kiirem on uldiselt ka

100m aeg. Tulemust visualiseerib Joonis 8.
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Joonis 8. 100m jooksu aja sdltuvus 60m ajast. Kdisdton 4. astme poliinoomi.

Nagu jooniselt ndha, siis toimub vaike tdusu langraafiku paremal Uleval osas. Seda vdib
tblgedada nii, et olenemata kui hea v6i halb omesed 60m, siis jooksu teises pooles tase
vordsustub. Kehvem esimene jooksupool pole midagitaroatut, sest pdhiline
ebadnnestumine, mida nii luhikesel distantsil sadfiuda, on kehv start. Kehva stardi
tulemuseks on kehv 60m aeg, aga seda rohkem p&aiedannast jooksu teises pooles, mis
seletab graafiku tdusu langust.

Uurime saadud tulemusi natuke uue nurga alt. Telalg on kehva stardiga inimesed jooksu
teises pooles tunduvalt paremad, samas kui loonoulika see, et hea start ei valista ka head
I6ppu. Parim naide on selleks Usain Bolti rekor#dgmokus ta on parim nii stardis kui ka
IBpukiiruses. Jargmise joonise jaoks on arvutatusl tunnus “viimase_40m_aeg”, mida on
kdige lihtsam leida juba leitud tunnuste “100m_agpg"60m_aeg” lahutamisel. Uurime siin,
kuidas seob treppfunktsioon esimesed 20m ja viichd®en. Joonisel 9 tuleb juba selgemalt
valja eespool mainitud jooksu loogika. Maailma tpon selgelt kdige esimesel osal, sest
suudavad teha nii hea stardi kui ka hea |16pu. Eaé@siub loogiline jatk lineaarses mottes
ehk mida kehvem startija on, siis on tdendolinéa&mn ka jooksu teises pooles kehvem. Mis
puutub aga viimasesse osasse, siis siin eristuvadliased, kes pole just parima stardiga,
kuid selle t6ttu on nende trumbiks jooksu teine Ipaumillest annab aimu ka meie
treppfunktsioon. Tegemist on ootusparaselt mitealarse regressiooniga, kasutatud on

treppfunktsiooni 4 piirkonnaga.
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Esimese 20m aeg

Joonis 9. Viimase 40m aja sdltuvus esimese 20nh. ajas

Viimase néitena vordleme eeljooksude aegu podfina finaali omadega. Nimetame
poolfinaali ja finaali jookse kdrgema taseme joaleks. Eesmérk on kinnitada oletust, et
teatud piirist alates on Usna selge, millised ajadjoostud kdrgema tasemega jooksudes.
Modelleerime tdendosust, et tegemist on kdrgemantasjooksu ajaga. Selleks teeme
tabelisse Lisa 3 uue binaarse tunnuse “sai_edass’eeljooksu ajad saavad vaartuseks 0 ja
poolfinaali ning finaali ajad saavad vaartuseksGraafiku koostamiseks on kasutatud
logistilist 4. astme poliinoomregressiooni mudelit.

Joonisel 10 oleva regressiooni puhul on otspunkkdmge lihtsam interpretatsioon — kui aeg
on aeglasem kui 10.4 sekundit, vdib olla kindelegemist on eeljooksu ajaga, kui aeg on
kiirem kui 10.1, v6ib olla Gsna kindel, et tegemist kas poolfinaalis voi finaalis joostud
ajaga. Vaike anomaalia on 10.3 sekundi juures,toieneb sellest, et finaalis kas jooksjal
juhtus midagi voi lihtsalt polnud jdudu enam jaamuomaseks jooksuks. Kuna Uks 10.3
sekundi jooks on tehtud finaalis, siis jatab seg&aise méarke hinnangule.
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Joonis 10. Viimane joonis illustreerib 100m ajadhest selles kontekstis, et kas tegemist on

eeljooksus joostud 100m ajaga vdi juba hilisemasruw® (poolfinaal, finaal). Usna tugev
tleminek on téendosusel vahemikus 10.1-10.2 sekundi
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Kokkuvote

Kaesoleva bakalaureuset6d eesmargiks oli anda adevarinevatest mittelineaarsetest
regressioonmudelitest ning teha praktilised nagpdrdiandmetel. Ulevaateks kasutati nii

teooriat kui ka illustreerivaid graafikuid.

TOO esimeses osas anti kasutatavate regressioolitaukighta lUhikirjeldus. Teises osas
uuriti iga meetodit juba tapsemalt, seletati ilfastivate joonistega ning vajadusel
reprodutseeriti varasemaid tulemusi. Olenevalt dilde pustitusest leidub erinevaid

mittelineaarseid mudeleid, mida rakendada valituchtistel, mis sobivad kdige paremini.

Kolmandas osas viidi labi kergejdustiku Berliini alenameistrivdistluste 100m jooksu
moodtmistulemuste peal erinevaid meetodeid eelnpsasiikis tutvustatud mudelitega. Kdige
rohkem pakkus huvi kiiruse muutus 100m l&bimisekgah, mille puhul prognoos litles, et
maksimumkiirus saavutatakse umbes jooksu 70m juiBamuti uuriti jooksu esimese ja
viimase osa aegade soltuvust teineteisest ningelddriparemaid ja halvemaid 100m
jooksuaegu. Teatavat mittelineaarset seost voedata esimese 20m ja viimase 40m jooksu

aja vahel. Tulemused olid ootuspéarased ja loogikagakdlas.
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Lisa 1

Lisas 1 on toodud reprodutseerimise kaigus kasdifdatukoode.[1]

Poliinoomregressiooni reproduktsioon

library(ISLR)

attach(wage)

fit=Im(wage~poly(age ,4) ,data=Wage)

agelims =range(age)

age.grid=seq (from=agelims [1], to=agelims [2])

preds=predict (fit ,newdata =list(age=age.grid)JdREE)
se.bands=cbind(preds$fit +2* preds$se.fit ,prets$fipreds$se.fit)
par(mfrow =c(1,2) ,mar=c(4.5 ,4.5,1 ,1) ,oma=c(0,0))

plot(age ,wage ,xlim=agelims, xlab="Vanus", ylabal¥ ,cex =.5, col =" darkgrey ")
title ("Neljanda astme polinoom ",outer =T)

lines(age.grid ,preds$fit ,lwd =2, col =" red")

matlines (age.grid ,se.bands ,lwd =1, col =" réx'5B)

Loqistilise poliinoomregressiooni reproduktsioon

library(ISLR)

attach(wage)

fit=gIm(I(wage >250)poly(age ,4) ,data=Wage ,family =binomial )

preds=predict (fit ,newdata =list(age=age.grid)J9e=

pfit=exp(preds$fit )/(1+ exp( preds$fit ))

se.bands.logit = cbind(preds$fit +2*preds$se.fieds$fit-2*preds$se.fit)

se.bands = exp(se.bands.logit)/(1+ exp(se.band3})log

plot(age ,I(wage >250),xlab="Vanus", ylab="Palk 50P003$" ,xlim=agelims ,type ="n",ylim=c(0 ,.2) )
points (jitter (age), I((wage >250) /5) ,cex =.Bhp="|",col =" darkgrey ")

lines(age.grid ,pfit ,lwd =2, col =" green")

matlines (age.grid ,se.bands ,lwd =1, col =" grdBn=3)

Trepifunktsiooni reproduktsioon

library(ISLR)

attach(wage)

table(cut (age ,4))

fit=Im(wage~cut (age ,4) ,data=Wage)
agelims =range(age)

age.grid=seq (from=agelims [1], to=agelims [2])
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preds=predict (fit ,newdata =list(age=age.grid)JdREE)

se.bands=cbhind(preds$fit +2* preds$se.fit ,preds3fi preds$se.fit)

par(mfrow =c(1,2) ,mar=c(4.5 ,4.5,1 ,1) ,oma=c(0,0))

plot(age ,wage ,xlim=agelims, xlab="Vanus", ylabal¥ ,cex =.5, col =" darkgrey ")
title ("Neljanda astme polinoom ",outer =T)

lines(age.grid ,preds$fit ,lwd =2, col =" red")

matlines (age.grid ,se.bands ,lwd =1, col =" réx'5B)

Loqistilise trepifunktsiooni reproduktsioon

fit=gIm(I(wage >150}cut(age ,4) ,data=Wage ,family =binomial )

preds=predict (fit ,newdata =list(age=age.grid)J9e=

pfit=exp(preds$fit )/(1+ exp( preds$fit ))

se.bands.logit = cbind(preds$fit +2*preds$se.fiegs$fit-2*preds$se.fit)

se.bands = exp(se.bands.logit)/(1+ exp(se.band3})log

plot(age ,I(wage >150),xlab="Vanus", ylab="Palk 50000$" ,xlim=agelims ,type ="n",ylim=c(0 ,.2) )
points (jitter (age), I((wage >150) /5) ,cex =.Bhp="|",col =" darkgrey ")

lines(age.grid ,pfit ,lwd =2, col =" green")

matlines (age.grid ,se.bands ,lwd =1, col =" grdBn=3)

Kuup- ja naturaalkuupsplainide reproduktsioon ogaka n=500 peal.

library (splines)

uuswage=Wage[sample(nrow(Wage), 500), ]

attach(uuswage)

fit=Im(wage~bs(age ,knots =c(25 ,40 ,60) ),data=uuswage)

pred=predict (fit ,newdata =list(age =age.grid);Ee=

plot(age ,wage ,xlab="Vanus", ylab="Palk",col ="ga

title(main="Kuupsplainid")

lines(age.grid ,pred$fit ,lwd =2)

lines(age.grid ,pred$fit +2* pred$se ,Ity ="dashed"

lines(age.grid ,pred$fit -2* pred$se Ity ="dashed"

fit2=Im(wage~ns(age ,df =4) ,data=uuswage)

pred2=predict (fit2 ,newdata =list(age=age.gridy e

lines(age.grid , pred2$fit ,col ="red",lwd =2)

lines(age.grid ,pred2%$fit +2* pred2$se ,col="rdtl’ ="dashed")

lines(age.grid ,pred2%$fit -2* pred2$se ,col="relty/ ="dashed")

legend ("topright",legend =c("Kuupsplain" ,"Natulagupsplain") ,
col=c("black","red"),lty =1, Iwd =2, cex8&).
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Lisa 2

Lisas 2 on autori poolt uuritud spordiandmete aisiks vajaminevad R-i koodid.

Hetkekiiruse sdltuvus ldbitud teepikkusest 100nkgapajal kasutades hindamiseks siluvaid
splaine.

library(dplyr)

andmed %>% mutate _if(is.factor, as.character) ¢nzed

testl <- chind(andmed$Nimi,as.numeric(rep(10,81§32/as.numeric(andmed$X0.20m))
test2 <- chind(andmed$Nimi,as.numeric(rep(30,81§2/as.numeric(andmed$X20.40m))
test3 <- chind(andmed$Nimi,as.numeric(rep(50,81§ 2 /as.numeric(andmed$X40.60m))
test4 <- chind(andmed$Nimi,as.numeric(rep(70,81§32/as.numeric(andmed$X60.80m))
test5 <- chind(andmed$Nimi,as.numeric(rep(90,81§A/as.numeric(andmed$X80.100m))
tulemus <- data.frame(rbind(testl,test2, test34tdsst5))

x <- as.numeric(levels(tulemus$X2))[tulemus$X2]

y <- as.numeric(levels(tulemus$X3))[tulemus$X3]

plot(x, y,xlab="Kaugus 100m stardist(m)", ylab="IKekiirus(km/h)")

fit=smooth.spline(x, y,df=3)

lines(fit,col="red")

fitl=smooth.spline(x, y,df=4)

lines(fit1,col="green")

fit2z=smooth.spline(x, y,df=5)

lines(fit2,col="blue")

legend("bottomright", inset=.05, title="Vabadusastearv",
c("3","4","5"), fill=c("red","green", "blue), horiz=TRUE)

60m labimiseks lainud aja s6ltuvus 100m ldbimidékwud ajast.

fit=Im(X100m_aeg-poly(X60m_aeg ,4) ,data=andmed)

kuuslims =range(X60m_aeq)

kuus.grid=seq(from=kuuslims[1], to=kuuslims[2],by80)

preds=predict (fit ,newdata =list(X60m_aeg=kuuslyse=TRUE)

se.bands=cbhind(preds$fit +2* preds$se.fit ,preds3fi preds$se.fit)

plot(X60m_aeg ,X100m_aeg ,xlim=kuuslims, xlab="68eayg", ylab="100m aeg" ,cex=.5, col =" darkgrey ")
title ("Neljanda astme polinoom ",outer =T)

lines(kuus.grid ,preds$fit ,lwd =2, col ="blue")

matlines (kuus.grid ,se.bands ,lwd =1, col ="blitg"53)
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Soltuvus esimese 20m ja viimase 40m labimiskiinegsel.

fit=Im(viimased_40m-cut (X0.20m,4) ,data=andmed)

nulllims =range(X0.20m)

null.grid=seq (from=nulllims[1], to=nulllims[2],by&.01)

preds=predict (fit ,newdata =list(X0.20m=null.greB=TRUE)

se.bands=cbind(preds$fit +2* preds$se.fit ,prets$fipreds$se.fit)

plot(X0.20m ,viimased_40m ,xlim=nulllims, xlab="Esese 20m aeg", ylab="Viimase 40m aeg" ,cex =.5, col
=" darkgrey ")

title ("Trepifunktsioon: Esimese 20m ja viimase 48eg",outer =T)

lines(null.grid ,preds$fit ,lwd =2, col =" red")

matlines (null.grid ,se.bands ,lwd =1, col =" rdty"=3)

Poolfinaali ja finaali jooksude vdrdlemine eeljoaksegadega kasutades binaarset tunnust ja
logistilist polinoomregressiooni.

for (i in 1:58){andmed$sai_edasi[i]=0}

for (i in 59:81){andmed$sai_edasi[i]=1}

attach(andmed)

sadalims=range(X100m_aeg)

fit=gIm(sai_edastpoly(X100m_aeg ,4) ,data=andmed ,family =binomial )
preds=predict (fit ,newdata =list(X100m_aeg=sadd)@e=T)
pfit=exp(preds$fit )/(1+ exp( preds$fit ))

se.bands.logit = cbind(preds$fit +2*preds$se.fieds$fit-2*preds$se.fit)
se.bands = exp(se.bands.logit)/(1+ exp(se.band})log

plot(X100m_aeg ,sai_edasi,xlab="100m aeg", ylabs!wali/Finaali ajad" ,xlim=sadalims ,type ="n")
points(jitter(X100m_aeg), sai_edasi ,cex =.5, pYhcol ="black")
lines(sada.grid ,pfit ,lwd =2, col =" green")

matlines (sada.grid ,se.bands ,lwd =1, col =" dr#tgr=3)
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Lisa 3

Spordiandmete analtitisiks kasutatud andmestik kafpali kuhu on lisatud ka juurde

arvutatud tunnused.

0- 20- 40- 60- 80- viimase_

Nimi 20m | 40m | 60m | 80m 100m | 60m_aeg | 100m_aeg 40m_aeg sai_edasi

Chambers 299 | 1.84 | 1.77 | 1.75 1.83 6.60 10.18 3.58 0
Francis 299 | 1.84 | 1.79 | 1.77 1.82 6.62 10.21 3.59 0
Lemaitre 3.05| 1.85| 1.78 | 1.76 1.79 6.68 10.23 3.55 0
Callander 298 | 1.86 | 1.79 | 1.77 1.84 6.63 10.24 3.61 0
Rodgers 296 | 1.85| 1.81 | 1.78 1.85 6.62 10.25 3.63 0
Patton 298 | 1.85| 1.75 | 1.77 1.91 6.58 10.26 3.68 0
Bailey 299 | 1.84 | 180 | 1.79 1.84 6.63 10.26 3.63 0
Martina 3.06 | 1.88| 1.79 | 1.74 1.79 6.73 10.26 3.53 0
Grueso 305| 187 | 1.79 | 1.75 1.81 6.71 10.27 3.56 0
Mbandjock 3.08| 186 | 1.79 | 1.75 1.80 6.73 10.28 3.55 0
Palacios 3.02| 188 | 1.81 | 1.77 1.80 6.71 10.28 3.57 0
Collins 298 | 1.87 | 1.81 | 1.78 1.84 6.66 10.28 3.62 0
Tsukahara 295 | 1.87 | 1.82 | 1.80 1.84 6.64 10.28 3.64 0
Frater 298 | 1.86 | 1.78 | 1.78 1.90 6.62 10.30 3.68 0
Hinds 3.00| 1.87 | 1.80 | 1.79 1.84 6.67 10.30 3.63 0
Phiri 297 | 186 | 1.80 | 1.79 1.88 6.63 10.30 3.67 0
Ogho-Oghene | 3.00 | 1.85 | 1.81 | 1.79 1.85 6.66 10.30 3.64 0
Fasuba 301| 186 | 1.80 | 1.78 1.86 6.67 10.31 3.64 0
Edwards 311 | 189 | 1.78 | 1.75 1.79 6.78 10.32 3.54 0
Williamson 3.04| 187 | 180 | 1.79 1.84 6.71 10.34 3.63 0
Gregorio 301 | 1.85| 1.83 | 1.80 1.86 6.69 10.35 3.66 0
Ndure 301| 18 | 1.80 | 1.79 1.89 6.67 10.35 3.68 0
Pognon 303 | 1.86| 1.82 | 1.78 1.83 6.71 10.32 3.61 0
Keller 303 | 1.89 | 1.82 | 1.78 1.83 6.74 10.35 3.61 0
Harris 298 | 1.85| 1.82 | 1.81 1.89 6.65 10.35 3.70 0
Thompson 297 | 186 | 1.80 | 1.79 1.94 6.63 10.36 3.73 0
Cerutti 294 | 1.88 | 1.83 | 1.82 1.89 6.65 10.36 3.71 0
Griffith 302 | 186 | 1.82 | 1.80 1.87 6.70 10.37 3.67 0
Eriguchi 298 | 1.88 | 1.82 | 1.82 1.88 6.68 10.38 3.70 0
Metu 3.00| 1.89 | 1.83 | 1.80 1.86 6.72 10.38 3.66 0
Burns 299 | 186 | 1.81 | 1.79 1.94 6.66 10.39 3.73 0
Rodriguez 301| 1.89 | 1.84 | 1.80 1.85 6.74 10.39 3.65 0
Ouhadi 3.02| 190 | 1.83 | 1.81 1.84 6.75 10.40 3.65 0
Abrantes 3.02| 1.89 | 1.84 | 1.80 1.86 6.75 10.41 3.66 0
Al-Harthi 293 | 194 | 183 | 1.82 1.89 6.70 10.41 3.71 0
Meite 3.04| 1.88 | 1.83 | 1.80 1.86 6.75 10.41 3.66 0
Unger 297 | 1.88 | 1.84 | 1.83 1.90 6.69 10.42 3.73 0
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Barnett 3.08| 1.89 | 1.82 | 1.79 1.84 6.79 10.42 3.63 0
Edgar 3.01 | 187 | 179 | 176 1.99 6.67 10.42 3.75 0
Atkins 3.04| 188 | 1.78 | 1.86 1.88 6.70 10.44 3.74 0
Durant 3.01| 188 | 1.84| 1.83 1.90 6.73 10.46 3.73 0
Kuc 3.00 | 1.89 | 1.83 | 184 1.90 6.72 10.46 3.74 0
Kimura 296 | 1.89 | 1.86 | 1.85 191 6.71 10.47 3.76 0
Gittens 3.00 | 1.89 | 1.85| 184 1.89 6.74 10.47 3.73 0
Collio 3.01 | 192 | 1.84| 183 1.89 6.77 10.49 3.72 0
Schwab 296 | 1.88 | 1.86 | 1.86 1.94 6.70 10.50 3.80 0
Nabe 301 | 1.89| 1.85| 1.86 1.90 6.75 10.51 3.76 0
Osovnikar 3.04 | 193 | 1.85| 1.82 1.88 6.82 10.52 3.70 0
Abeypitiyage 305| 189 | 185 | 184 1.90 6.79 10.53 3.74 0
Moraes 3.04 | 192 | 186 | 184 1.88 6.82 10.54 3.72 0
Magakwe 3.05| 190 | 1.85| 184 1.90 6.80 10.54 3.74 0
Moreira 3.04 | 190 | 1.85| 1.83 1.93 6.79 10.55 3.76 0
Zakari 3.02 | 190 | 1.85| 1.82 1.98 6.77 10.57 3.80 0
Moseley 3.01 | 191 | 178 | 194 1.94 6.70 10.58 3.88 0
Hyman 3.00 | 191 | 1.86| 1.86 1.96 6.77 10.59 3.82 0
Gay 3.02 | 183 | 177 | 1.73 1.81 6.62 10.16 3.54 0
Powell 290 | 1.82 | 1.84 | 1.88 1.94 6.56 10.38 3.82 0
Bolt 294 | 1.83 | 1.78 | 1.78 1.87 6.55 10.20 3.65 0
SFBailey 293 | 181 | 1.75| 1.70 1.77 6.49 9.96 3.47 1
SFPatton 296 | 1.82 | 1.73 | 1.70 1.77 6.51 9.98 3.47 1
SFThompson 292 | 182 | 177 | 171 1.76 6.51 9.98 3.47 1
SFBurns 295|181 | 176 | 171 1.78 6.52 10.01 3.49 1
SFChambers 296 | 1.83 | 176 | 171 1.78 6.55 10.04 3.49 1
SFRodgers 295|184 | 176 | 1.72 1.77 6.55 10.04 3.49 1
SFEdwards 3.01| 188 | 178 | 171 1.76 6.67 10.14 3.47 1
SFFrater 297 | 184 | 178 | 1.72 1.83 6.59 10.14 3.55 1
SFMbandjock 3.06 | 1.86 | 1.77 | 1.72 1.77 6.69 10.18 3.49 1
SFPhiri 293 | 1.86 | 1.80 | 1.77 1.83 6.59 10.19 3.60 1
SFNdure 296 | 1.85| 1.79 | 1.76 1.84 6.60 10.20 3.60 1
SFTsukahara 298 | 1.88 | 1.81 | 177 1.81 6.67 10.25 3.58 1
SFBolt 289 | 1.79 | 1.73 | 1.70 1.78 6.41 9.89 3.48 1
SFGay 299 | 1.81| 1.74 | 1.67 1.72 6.54 9.93 3.39 1
SFPowell 292 | 181 | 1.74| 1.70 1.78 6.47 9.95 3.48 1
FBolt 288 | 1.76 | 1.67 | 161 1.66 6.31 9.58 3.27 1
FGay 292 | 1.78 | 1.69 | 1.63 1.69 6.39 9.71 3.32 1
FPowell 291 | 180 | 1.71 | 1.68 1.74 6.42 9.84 3.42 1
FBailey 292 | 1.81| 1.75| 170 1.75 6.48 9.93 3.45 1
FThompson 290 | 1.81 | 174 | 1.72 1.76 6.45 9.93 3.48 1
FBurns 294 | 1.82 | 176 | 1.72 1.76 6.52 10.00 3.48 1
FChambers 293 | 1.82 | 1.75| 1.72 1.78 6.50 10.00 3.50 1
FPatton 296 | 1.89 | 1.80 | 1.77 1.92 6.65 10.34 3.69 1

30




Lihtlitsents 16putdd reprodutseerimiseks ja |6putboildsusele kattesaadavaks
tegemiseks

Mina, Markus Ellisaar, annan Tartu Ulikoolile tasiba (lihtlitsentsi) enda loodud teose

~Mittelineaarsed regressioonmudelid rakendusegadsmpadmetele”, mille juhendaja on Imbi
Traat,

1.1reprodutseerimiseks séailitamise ja uUldsusele kadimvaks tegemise eesmargil, sealhulgas
digitaalarhiivi DSpace-is lisamise eesmargil kunutosidiguse kehtivuse tahtaja
[6ppemiseni;

1.20ldsusele kattesaadavaks tegemiseks Tartu Ulikambikeskkonna kaudu, sealhulgas

digitaalarhiivi DSpace’i kaudu kuni autoridigusédntreuse tahtaja I6ppemiseni.

2. olen teadlik, et punktis 1 nimetatud digused jadalsel ka autorile.

3. kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei rikuta teisisikute intellektuaalomandi ega

isikuandmete kaitse seadusest tulenevaid digusi.

Tartus 08.05.2017

31



