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Liihikokkuvdte. Bakalaureusetoos analiiiisitakse Vitali-Hahn—Saksi teoreemi ja Niko-
dymi koonduvusteoreemi (hésti tuntud) vahekorda (loenduvalt aditiivsete reaal-
vadrtustega mootude jaoks): nididatakse, et kummastki neist teoreemidest jareldub
teine. Vitali-Hahn-Saksi teoreemile esitatakse toestus, mis toetub jéreldusele Baire’i
teoreemist, mille kohaselt punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks téielikus meet-
rilises ruumis on olemas punkt, milles see jada on vordpidev. Ka nimetatud jéareldus

esitatakse koos toestusega.
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The Vitali-Hahn—Saks theorem and
Nikodym convergence theorem
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Abstract. In this bachelor’s thesis, the (known) relationship between the Vitali-Hahn—
Saks theorem and Nikodym convergence theorem (for real valued countably additive
measures) is analysed: it is shown that each of these theorems implies the other. A
proof of the Vitali-Hahn—Saks theorem is presented that relies on the corollary from
Baire’s theorem according to which every pointwise convergent sequence of functions in
a complete metric space has a point of equicontinuity. This corollary is also presented

with a proof.
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Sissejuhatus

Vitali-Hahn—Saksi teoreemil ja Nikodymi koonduvusteoreemil on mdoduteoorias viga

oluline roll. Kaikjal jargnevas on (2, X, \) 1opliku mooduga ruum.

Vitali-Hahn—Saksi teoreem (vt nt [R, lk 213, lause C.3|, [S, 1k 145, teoreem 3] voi
[LP, 1k 133, teoreem 2.7]). Olgu A-pidevad moodud i, : X — R, n € N, sellised, et

e piirvddrtus u(E) = lim u,(E) € R eksisteerib iga E € ¥ korral.
n—0o0
Siis
(a) jada (p,) on thtlaselt A\-pidev;

(b) hulgafunktsioon p: ¥ — R on A-pidev (madat).

Nikodymi koonduvusteoreem (vt nt [R, lk 214, lause C.4], [S, lk 68, teoreem 5]
voi [LP, 1k 132-133, teoreem 2.6]). Olgu (loenduvalt aditiivsed) moodud ji,: 3 — R,

n e N, sellised, et
e piirvidrtus u(E) := T}ETOIO pn(E) € R eksisteerib iga E € ¥ korral.
Sits
(a) jada (p,) on thtlaselt loenduvalt aditiivne;

(b) hulgafunktsioon p: 3 — R on loenduvalt aditiione, s.t p on maoot.

Vitali-Hahn—Saksi teoreemi rakendatakse néiteks ruumi L, (\) norgas topoloogias
suhteliselt kompaktseid alamhulki kirjeldava Dunfordi teoreemi toestamisel (vt nt [DU,
lk 76, teoreem 15]); Nikodymi koonduvusteoreemi (tdpsemalt, tema iildisemat versioo-
ni) rakendatakse niiteks ruumidelt Lo (M) 1dhtuvate norgalt kompaktsete operaatorite
omaduste toestamisel (vt nt [DU, lk 150, jareldus 5]). Samuti pakuvad need molemad
teoreemid iseseisvat teoreetilist huvi. Ulevaate Vitali-Hahn-Saksi teoreemi ja Nikodymi

koonduvusteoreemi ajaloost voib leida monograafiast [DU, lk 34-36].

Kéesoleva bakalaureusetoo eesmérk on analiiiisida Vitali-Hahn—Saksi teoreemi ja
Nikodymi koonduvusteoreemi (teoorias hésti tuntud) vahekorda — néidata, et need teo-
reemid on samavadrsed, s.t kummastki neist jareldub teine — ning toestada iiks neist
teoreemidest (ja seega molemad). Konealuste teoreemide tdestamiseks on kaks pohilist
lahenemisviisi: toetuda Baire'i teoreemile (nagu néiteks opikutes [R] ja [D]) voi kasuta-
da libiseva kiiliru meetodit (nagu néiteks opikus [S] ja iilevaateartiklis [LP]). Kéesolevas

t00s toestatakse Vitali-Hahn—Saksi teoreem toetudes Baire’i teoreemi jareldusele, mille
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kohaselt punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks on téielikus meetrilises ruumis

olemas punkt, milles see jada on vordpidev.

T66 koostamisel on peamiselt toetutud opikutele [R] ja [S], kusjuures sealset ma-

terjali on iisna vabalt iimber organiseeritud.

T66 koosneb kaheksast paragrahvist.

Esimeses paragrahvis tuuakse sisse loplikult aditiivse ja loenduvalt aditiivse
reaalviirtustega moodu moiste ning antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi 16plikult

aditiivse mo66du loenduvaks aditiivsuseks.

Teises paragrahvis tuuakse sisse méotude hulga iihtlase loenduva aditiivsuse moiste
ja antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi méotude hulga iihtlaseks loenduvaks adi-

tiivsuseks.

Kolmandas paragrahvis toestatakse moddu téisvariatsiooni olulisemad omadused:
néidatakse, et loenduvalt aditiivse reaalvidrtustega moodu taisvariatsioon on loendu-

valt aditiivne, kusjuures tema vaartused on 16plikud.

Neljandas paragrahvis tuuakse sisse mododu pidevuse moiste etteantud moodu suh-
tes, antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi moodu pidevuseks ning nédidatakse, et mis
tahes loenduvalt aditiivsete moodtude jada jaoks on olemas “kontrollmodt”, s.t niisugu-

ne moot, mille suhtes koik selle jada liikmed on pidevad.

Viiendas paragrahvis tuuakse sisse mootude hulga iihtlase pidevuse moiste ettean-
tud moodu suhtes ning uuritakse modtude hulga iihtlase pidevuse ja iihtlase loenduva
aditiivsuse vahekorda: nédidatakse, et iihtlaselt pidev méotude hulk on iihtlaselt loendu-
valt aditiivne ning, teiselt poolt, etteantud moéodu suhtes pidevate mootude iihtlaselt

loenduvalt aditiivne hulk on selle mo6du suhtes iihtlaselt pidev.

Kuuendas paragrahvis antakse, l&htudes 1opliku moédduga ruumist (€2, %, \),
kogumi Y teatavale faktorruumile meetrilise ruumi struktuur nii, et iga A-pidev
reaalvadrtusega moot on loomulikul viisil télgendatav pideva funktsioonina sellel fak-

torruumil.

Seitsmendas paragrahvis toestatakse jdreldus Baire’i teoreemist, mille kohaselt
punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks leidub téaielikus meetrilises ruumis punkt,

milles see jada on vordpidev.

Lopuks, viimases paragrahvis néidatakse, et Vitali-Hahn—Saksi teoreem ja Niko-
dymi koonduvusteoreem on samavéirsed — kummasti neist teoreemidest jareldub teine
— ning toestatakse Vitali-Hahn—Saksi teoreem toetudes kuuenda paragrahvi materjalile

ja seitsmendas paragrahvis toestatud Baire’i teoreemi jareldusele.

Koikjal bakalaureusettos on €2 etteantud mittetiihi hulk, ¥ hulga Q alamhulkade



o-algebra ning A 16plik positiivne maoot o-algebral ¥, s.t A\: ¥ — [0,00) on loendu-
valt aditiivne hulgafunktsioon (termin “hulgafunktsioon” téhistab funktsiooni, mille
médramispiirkond on mingi etteantud hulga mingi alamhulkade kogum; terminiga “ko-
gum” tahistame hulki, mille elementideks on hulgad). o-algebra ¥ hulkadele viitame

kui mootuvatele hulkadele.



§ 1. Loenduvalt aditiivsed mo6odud > — R

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et hulgafunktsioon p: ¥ — R on

e [oplikult adititvne moot, kui ta on loplikult adititune (ehk lihtsalt aditiione), s.t

mis tahes n € N ja paarikaupa loikumatute hulkade A4, ..., A, € ¥ korral
M(U Aj) = > 1Ay
j=1 j=1

e loenduvalt adititvne maoot ehk lihtsalt maodt, kui ta on loenduvalt aditiivne, s.t mis

tahes paarikaupa l6ikumatute hulkade A; € 3, j € N, korral
e} ee)
M(U Aj) = > ul4).
j=1 j=1

Matemaatilise induktsiooni abil on lihtne toestada, et hulgafunktsioon p: % — R

on loplikult adititvne parajasti siis, kui mis tahes lotkumatute hulkade A, B € 33 korral
WA B) = u(A) + u(B).

Esitame moned 16plikult aditiivsete mootude lihtsamad omadused.

Lause 1.1. Olgu p: X — R loplikult aditivune moot. Siis

(b) mis tahes A,Be %, A c B, korral
1(B\A) = pu(B) — u(A).
TOESTUS. (a). Olgu A € ¥; siis
p(A) = p(A v &) = u(A) + (),

mis on voimalik vaid siis, kui () = 0.

(b). Olgu A, B € ¥ sellised, et A — B; siis
u(B) = u((B\A) v A) = u(B\A) + p(A),

millest jareldub soovitud vordus. O]



Esitame niiiid moéned loenduvalt aditiivsete mootude lihtsamad omadused.

Lause 1.2. Olgu pu: ¥ — R loenduvalt aditiivne moaot. Siis

(b) w on loplikult aditiivne;

ee}
(c) mis tahes paarikaupa loitkumatute hulkade A; € X, j € N, korral rida '21 1(A;)
J:
koondub absoluutselt, s.t

e 0]
Z Aj)| < .

TOESTUS. (a). Eeldame, et p on loenduvalt aditiivne ning fikseerime vabalt A € X.

Siis moéodu p loenduva aditiivsuse tottu

pA) =Avgu---) = pA) + () +---,
mis on voimalik vaid siis, kui () = 0.

(b). Olgu A, B € ¥ Idikumatud hulgad. Osa (a) pohjal

wAvB) =p(AvBudu---)=pulA)+uB)+ ) + - = puA) + u(B).

(c). Olgu A, € ¥, j € N, paarikaupa loikumatud hulgad. Mis tahes naturaalarvude

timberjarjestuse 7 (s.t bijektsiooni 7: N — N) korral on hulgad A ;), j € N, paarikaupa

o6} o6}
I6ikumatud, kusjuures | J Ay = J 4; =: A, seega
j=1 j=1

St =n{{J ) =)

Niisiis, rea Z p(A;) koik timberjirjestused koonduvad samaks summaks, jérelikult

Riemanni teoreeml (vt nt [K, lk 472]) pohjal see rida koondub absoluutselt. O

Jargnev lause annab tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et loplikult aditiivne

moot oleks loenduvalt aditiivne.

Lause 1.3. Olgu p: X — R loplikult adititune moot. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) p on loenduvalt aditiione;

(ii) E,eX,neN, Byc Fhc E3c -+ = M(En)—’M(U Ek>

n—aeo



n—o0

0
(ii) BE,eX, neN, By D FEy; > FE3o - = M(En)—’/vb(kﬂEk);
=1

E,=0 = unE,) —0.

1 n—o0

8

(1V> EHGE,HEN, E13E23E3D"-7

n

TOEsTUS. (i)=(ii). Kehtigu (i). Olgu E,, € ¥, ne N, ) © Ey < E3 < - --. Defineerime
hulgad A, = E,\E, 1, n € N, kus Ey = . Siis hulgad A,,, n € N, on paarikaupa
o8] o8]
loikumatud ning | J Ay = |J Ex. Nittd
k=1

k=1

1(En) = M(Lnj Ak) = Zn: p(AR) —— i 1(Ax) = u(g Ak) = u(g Ek)§

s.t

nagu soovitud.

(ii)=(iii). Kehtigu (ii). Olgu E, € ¥, n € N, E; > Ey D E3 D ---. Defineerime
hulgad A,, = E\\E,, n € N, siis A} € Ay € A3 < ---. Viite (ii) kohaselt

W(ED) — u(E,) = p(BAE,) = p(Ar) ——p (Cj a) = u(f] B ) =B ﬁ 5)

n—oo0
o0
=p(Er) — u(ﬂ Ek) :
k=1
jarelikult
e 0]
w(En) —— u( Ek)
k

n—00
=1

nagu soovitud.

(ili)=(iv). Kehtigu (iii). Kuna p(&) = 0, siis véite (iii) kohaselt

) —— ([ 5) = i) =0

n—00
k=1

(iv)=(i). Kehtigu (iv). Olgu A, € ¥, j € N, paarikaupa loikumatud hulgad. Peame

M(G Aj) = ]iu(Aj)

J=1

naitama, et



0

ehk, tdhistades A := U Aj,

J=1

ehk
M(FQAAJ)‘ = M(A\QAJ)‘ = |1(A) _M(JQAj) —0
: ((En) —— 0, (1.1)

0
kus iga n € N korral £, := |J A;eX.

j=n+1

o0 (e 0]
Niitame, et () E, = . Selleks oletame vastuviiteliselt, et leidub x € () E,.
n=1

n=1
0

Olgu n € N suvaline. Siis z € E,, = |J A, ning seega mingi m > n korral x € A,,.
Jj=n+1

e}
Niiid aga x ¢ |J A; = E,,, sest hulgad A;, j € N, on paarikaupa loikumatud.

j=m+1
0
Sellega oleme joudnud vastuoluni; niisiis (| E, = . Kuna E} © Ey D E3 o - -, siis
n=1
on implikatsiooni (iv) eeldused tdidetud, seega (1.1) kehtib. O

Jareldus 1.4. Olgu pu: ¥ — R loenduvalt aditiitune maéot. Siis o on tokestatud, s.t

tema vddrtuste hulk on tokestatud, s.t leidub M = 0 nii, et
lw(A)| < M iga Ae X korral.

TOEsTUS. Téhistame iga £ € X korral ||p||(E) := sup |pu(A)|. Siis mis tahes A, B €
Y3ACE
> korral
lell(A © B) < [ uli(A) + [l (B), (1.2)

sest kui ¥ 3 C' < Au B, siis

()] = [p(C ~ A) + p(C\A)| < [p(C ~ A)| + [n(C\A)] < el (A) + 1l (B).-

Moodu v tokestatuseks piisab toestada jargmine véide:

e mis tahes F € X, ||u]|(E) = oo, korral leiduvad 16ikumatud mootuvad hulgad
A, B c FE nii, et
(A > 1 ja [ul(B) = oo

Toepoolest, oletame, et viide o kehtib. Oletame vastuviiteliselt, et p on tokestamata,
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s.b || p|[(€2) = oo. Siis véite e pohjal leiduvad 16ikumatud moédtuvad hulgad A;, By < Q
nii, et
(A > 1 ja ufl(By) = co.

Jéllegi véite o pohjal leiduvad Idikumatud mootuvad hulgad As, By < By nii, et

[W(A2)| > 1 ja |p[|(B2) = oo
Analoogiliselt jétkates saame paarikaupa loikumatud hulgad A; € ¥, j € N, nii, et

|u(A;)] > 1 iga j e N korral.

eo]
Aga niitid ), |u(A;)| = oo, mis on vastuolus lausega 1.2, (c).
j=1

Jarelduse toestuseks jddb toestada viide e. Olgu E € 3 selline, et ||u||(E) = co.
Oletame vastuviiteliselt, et soovitud omadustega hulki A, B € ¥ ei leidu. Kuna
| u[(E) = oo, siis leidub E; < E nii, et |u(E;)| > 1. Tehtud vastuvéitelise oletuse
pohjal |u|[(E\E)) < oo, jarelikult vorratuse (1.2) pohjal ||ul|(E1) = <o, seega leidub
Ey ¢ Ej nii, et |u(Es)| > 2. Tehtud vastuviitelise oletuse pohjal ||u|/(E1\Es) < oo,
jarelikult vorratuse (1.2) pohjal ||| u||(E2) = o0, seega leidub E3 < Es nii, et |u(FE3)| > 3.

Analoogiliselt jatkates saame hulgad E; > Fy D --- nii, et
\W(E;)| > j iga j € N korral,

seega |(W(E;)| —— co. Teiselt poolt, lause 1.3 pohjal
j—o0

(0s)

Joudsime vastuoluni. O

| (Ej)| ——

Jj—0
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§ 2. Uhtlane loenduv aditiivsus

Definitsioon 2.1. Olgu M mingi loenduvalt aditiivsete moéotude p: > — R hulk.

Oecldakse, et M on iihtlaselt loenduvalt aditiivne, kui mis tahes paarikaupa ldikumatute
0

hulkade A; € ¥, j € N, korral read ] p(A;) koonduvad iihtlaselt © € M suhtes, s.t iga
=1

‘7:
e > 0 korral leidub N € N nii, et

n>=N = <e iga pe M korral.

Z 1(A;)

Oeldakse, et loenduvalt aditiivsete méotude jada (j,) on iihtlaselt loenduvalt aditiivne,

kui tema litkmete hulk {u,: n € N} on iihtlaselt loenduvalt aditiivne.

Jargnev lause annab tarvilikke ja piisavaid tingimusi loenduvalt aditiivsete

moodtude hulga iihtlaseks loenduvaks aditiivsuseks.

Lause 2.1. Olgu M mingi méootude p: X — R hulk. Jargmised vdited on samavddrsed:
(i) M on thtlaselt loenduvalt aditiivne;

(i1) mis tahes E, € 3, neN, By c Ey < Ez -+, korral

e}
p(Ey) — p (U Ek) thtlaselt p e M suhtes;

n—ao0
k=1
(iii) mis tahes E, € ¥, ne N, By D Ey > E3 > ---, korral

0
w(E,) —— u(ﬂ Ek,) thtlaselt p € M suhtes;

n—00
k=1

(iv) mis tahes E, € X, ne N, Fy D Ey D E3D---, E, = &, korral

s

1

w(E,) —— 0 dbhtlaselt € M suhtes;

n—0oo0
(v) mis tahes B, € ¥, neN, E, n E, = &, n # k, korral
w(E,) —— 0 dhtlaselt u e M suhtes.

n—eo

TOEsTUS. (i)=(ii). Kehtigu (i). Olgu £, € ¥, ne N, £y, ¢ Ey < E3 < ---. Viite (ii)

12



toestuseks piisab néidata, et iga € > 0 korral leidub N € N nii, et

w(Us) -t

k=1

n>=N = <e iga pue M korral.

Selleks defineerime hulgad A, = n\En,l, n e N, kus Fy = 7. Siis hulgad A,,, n € N,
on paarikaupa loikumatud ning U Ay = U E). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Viite (i)

=1 k=1
kohaselt leidub selline N € N, et kul n = N, siis

0

Z 1(Ar)

k=n

< e iga pue M korral.

Olgu niiiid n > N siis iga € M korral

(Us)-

nagu soovitud.

(ii)=(iii). Kehtigu (ii). Olgu E, € ¥, n € N, E; D Ey D E3 D ---. Defineerime
hulgad A,, = E1\FE,, n € N; siis A} ¢ Ay ¢ A3 < ---. Niiiid viite (ii) kohaselt

) = ) = () = ) (| ) = (U ) = (0 ) )

¢]
=u(Ey) — (ﬂ Ek> tihtlaselt u € M suhtes,

jarelikult
o0
p(E,) — u(ﬂ Ek> iihtlaselt 1 € M suhtes.

n—o0
k=1

(iii)=(iv). Kehtigu (iii). Kuna iga u € M korral pu() = 0, siis véite (iii) kohaselt

e}
u(E (ﬂ ) =0 {ihtlaselt ;4 € M suhtes.
n—)OO k1

(iv)=(v). Kehtigu (iv). Olgu E, € X, n € N, paarikaupa l6ikumatud hulgad.
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Peame néitama, et iga € > 0 korral leidub N € N nii, et

n=N — |u(Ey)| < e iga pe M korral.

Q0
Fikseerime vabalt ¢ > 0. Tahistame iga n € N korral A, := | ) Ej € X; siis 41 D Ay D

k=n

Q0
A3z o -+ kusjuures () A, = &, seega eelduse (iv) pohjal

n=1

0 o0
Z pu(Ey) = u(U Ek) = u(A,) —— 0 ihtlaselt u € M suhtes,
k=n

n—ao0
k=n

jarelikult leidub N € N nii, et

Q0
n>=N = Z u(Er)| < % iga u € M korral.
k=n
Niiiid mis tahes n > N ja u € M korral
e 6} a0 e9) e 6} c
()| = | 25 w(Er) = 3 p(B)| <| 3, u(B)| +| D) nlBy)| <5 +5=¢
k=n k=n+1 k=n k=n+1

(v)=(i). Kehtigu (v). Oletame vastuviiteliselt, et M ei ole iihtlaselt loenduvalt

aditiivne. Siis leiduvad paarikaupa loikumatud hulgad A; € ¥, j € N, nii, et read
o0}

> 1(Aj), pe M, ei koondu iihtlaselt; niisiis leiduvad € > 0, naturaalarvud n; < ny <
j=1

ng < --- jamoéodud pr € M, k € N, nii, et

0

D7 m(4))

Jj=ng

> 2¢ iga k € N korral.

Iga k € N korral on moot py, loenduvalt aditiivne, jarelikult leidub naturaalarv my > ny
nii, et

0

D1 mk(Ay)

j=mk+1

< €.

Osajadale iile minnes voime iildisust kitsendamata eeldada, et

Ny <mp<ng <Mmog<ng<<mg<<---.

14



my
Tahistame iga k € N korral £y, = [ A;, siis

Jj=ng
mp o0 0
k(B = | Y me(A)| = | D me(A) = D el 4y)
Jj=ng Jj=ng Jj=mp+1
o0 o0
= > m( A= D) mk(4y)
J— j=mp+1
> 2 —¢e=c¢. (2.1)

Teiselt poolt, kuna hulgad Ej, k € N, on paarikaupa loikumatud, siis véite (v) pohjal
w(Ey) P 0 iihtlaselt p; € M suhtes,
—0

mis on vastuolus hinnanguga (2.1). O
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§ 3. Moodu taisvariatsioon

Definitsioon 3.1. Loplikult aditiivse moodu p: > — R taisvariatsiooniks nimetatakse

hulgafunktsiooni |p|: ¥ — [0, 00], kus E € ¥ korral

|| (F) := sup{z (A meN Ay, ... A, eX, AinAj =T, i #j, UAZ' = E}
i—1 =

=1

Lause 3.1. Olgu pu: ¥ — R loplikult aditiivne moot. Siis iga E € ¥ korral

lll(B) < [ul(E) < 2[[ull(E), (3.1)

kus
lpi(E) = sup [u(D)|.
SaDcE

TOEsTUS. Olgu E € 3. Esimene vorratus ahelas (3.1) on ilmne, sest kui ¥ 3 D < E,
siis [u(D)] < [u(D)| + |w(E\D)| < |p|(E). Jadb toestada teine vorratus.

Olgu m € N ja paarikaupa loikumatud hulgad FEi,...,FE,, € X sellised, et
| E; = E. Téhistame
i=1

It .= {ie{l,...,m}: w(E;) 20} ja I™ = {ie{l,...,m}: w(E;) <O}7

siis
D E) = D InEN + Y InE)| = Y] n(E) = Y nl(E)
1=1 iel+t iel~ iel+t iel~
o(Ue) - s(Ur) (U k(U E)‘
iel+ iel~ iel+ iel~
< lllCE) + Nl CE) = 2[lpll (E)-
Siit jéreldub ahela (3.1) teine vorratus. O

Jérgnev tulemus on vahetu jireldus lausest 3.1.

Jareldus 3.2. Olgu pu: X — R [oplikult adititvne maoot. Jargmised vdited on sama-

vadrsed:

(i) p on tokestatud, s.t

sup [u(E)| < oo;
Ee¥

(i1) [p](£2) < o0.
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Jargnev lause iitleb, et loenduvalt aditiivse méddu p: ¥ — R téisvariatsioon |u|
on loplik moot; niisiis voime teda tolgendada (ja edasises tolgendamegi) loenduvalt

aditiivse mooduna |u|: ¥ — R.

Lause 3.3. Loenduvalt aditiivse moodu pu: ¥ — R tdisvariatsioon |u|: ¥ — [0, 0] on

loplik moot, s.t
(a) |u| on loenduvalt aditiione;
(b) |u](Q) < oo; niisiis || vidrtused on loplikud.

TOESTUS. (a). Olgu Ey € ¥, k € N, paarikaupa 1dikumatud hulgad. Hulgafunktsiooni
e}

|| loenduvaks aditiivsuseks piisab néidata, tahistades £ := | ) Ej, et
k=1

(B Z | (Ex).

Olgu m € N ja olgu Aq,..., A, € X sellised paarikaupa loikumatud hulgad, et
|J A; = E. Kuna iga k € N korral

=1

E.=E.nE = E,mUA UEkmA

=1

ning seega Z |1(A; v Ey)| < |p|(Ek), siis

=1

Z :Z (AimE)|:Z,u(Aim Ek)‘:ZN(UAimEk)‘
i=1 i=1 i=1 k=1 i=1|  \k—1
=S B < S s Bl = ) S (A, - B
i=1| k=1 i=1k=1 k=1i=1
< 0 lul(E).

B
Il
—_

a0
Siit jareldub, et |u|(E) < X |p|(Ek).
k=1

Vastupidiseks vorratuseks piisab néidata, et iga n € N korral

2, ul(E) < |ul(E), (3:2)
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sest niisugusel juhul
e} n
S Jul(E) = lm 3 [ul(Ey) < |ul(B).
k=1 k=1

Olgu n € N suvaline ning olgu iga k € {1,...,n} korral m; € N ja paarikaupa
mp n

loikumatud hulgad A}, ... A% e Ysellised, et | J A¥ = Ej. Téhistame Ay = E\ |J Ex;
i=1 k=1

n

my
siis Agu |J U AF = E; seega

k=1i=1
n mg n.o Mmg
k k
DL IHADT< DY (AN + [(Ao)| < |ul(EB),
k=1i=1 k=1i=1
millest jareldub vorratus (3.2).
(b). Viide jareldub vahetult jareldustest 1.4 ja 3.2. O]

Definitsioon 3.2. M6odu p: ¥ — R wvariatsiooninormiks nimetatakse arvu

el == 1l (€2).
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§ 4. \-pidevus

Definitsioon 4.1. Olgu p: ¥ — R 16plikult aditiivne moot. Oeldakse, et p on abso-
luutselt pidev A suhtes voi lihtsalt pidev A suhtes voi absoluutselt A-pidev voi lihtsalt
A-pidev ja kirjutatakse pu « A, kui iga € > 0 korral leidub 0 > 0 nii, et

EeS, \E) <6 = |u(B)| <e. (4.1)

Lause 4.1. Olgu p: ¥ — R [oplikult aditiivne moot. Kui p on A-pidev, siis p on

loenduwvalt aditiivne.

ToOEsTUS. Eeldame, et 1 on A-pidev. Olgu hulgad F,, € X, n € N, sellised, et F; D

o0
Ey > E3>--- ja () E, = &. Veendumaks, et i on loenduvalt aditiivne, piisab lause

1.3 pohjal néiidata?:elt w(Ey) — 0, s.t iga € > 0 korral leidub N € N nii, et
n=N = |u(E,)| <e. (4.2)
Fikseerime vabalt ¢ > 0. Kuna p on A-pidev, siis leidub ¢ > 0 nii, et
EeX ME)<d = |uE)| <e.
Kuna X\ on mo6t, siis lause 1.3 pohjal leidub NV e N nii, et
n=N = \E,) <.

Aga niiiid kehtib implikatsioon (4.2). O

Lause 4.2 (vt nt [F, Ik 89, teoreem 3.5]). Olgu pu: ¥ — R loenduvalt aditiivne maot.

Jargmised vdited on samavdidrsed:

(i) moadt p on A-pidev;

(i) tdisvariatsioon |u| on A-pidev;

(i) Ee D, ME) =0 — pu(B)=0;
(iv) Ee S, AM(E)=0 = |u|(E)=0.

TOESTUS. (i)=(iii). Kehtigu (i). Olgu F € ¥, A(E) = 0. Implikatsiooni toestuseks
piisab néidata, et iga € > 0 korral |u(FE)| < e. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Kuna g on

A-pidev, siis leidub 6 > 0 nii, et
De¥X, AN(D)<d = |u(D)|<e.
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Antud juhul A(E) =0 < 0, seega |u(E)| < €, nagu soovitud.

(iii)=(iv). Kehtigu (iii). Olgu E € 3, A\(E) = 0, ning olgu m € N ja paarikaupa
16ikumatud hulgad Ay, ..., A, € ¥ sellised, et | J A; = E. Siis

i=1

seega A(Ay) = -+ = A(A,,) = 0. Niuiid véite (iii) kohaselt |pu(A1)]| = -+ = [u(An)| =0,
jarelikult
i=1

niisiis |p|(E) = 0.

(iv)=>(ii). Kehtigu (iv). Oletame vastuviiteliselt, et |u| ei ole A-pidev, s.t leidub
selline € > 0, et iga § > 0 korral leidub F € ¥ nii, et

AE) <6 ja |u|(E) = e
seega iga k € N korral leidub Ej € ¥ nii, et

.
ME) < g Ja [ul(Ep) = e

Defineerime hulgad

AF) < ) MER) < ) o = 5o
k=n k=n
seega lause 1.3 pohjal
0 < A(F) = lim A\(F,) < lim =0,
n—>00 n—oo 2n—1

millest A(F') = 0. Jarelikult véite (iv) pohjal |u|(F) = 0.

Teiselt poolt, iga n € N korral |u|(F,,) = |u|(E,) = €, seega lause 1.3 pohjal

Wl(F) = lim |ul(F,) > =
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joudsime vastuoluni.

(ii)=(i). Kehtigu (ii). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Moodu g A-pidevuseks peame
leidma § > 0 nii, et kehtib implikatsioon (4.1). Eelduse (ii) kohaselt leidub selline
0 >0, et

EeX ME)<d = |u|(F)<e.

Kuna
lW(E)| < |u|(E) iga E € X korral,

siis kehtib implikatsioon (4.1), nagu soovitud. O
Selle paragrahvi 1opetuseks nditame, et mis tahes médtude ¥ — R jada (py,) jaoks

on olemas “kontrollmost”, s.t niisugune moot v: ¥ — [0,00), et p, on v-pidev iga

n € N korral.

Lemma 4.3 (vt nt [R, Ik 212]). Olgu p,: ¥ — R, n € N, loenduvalt aditiivsed méoodud.

Siis leidub maoot v: ¥ — [0,00) nii, et p, on v-pidev iga n € N korral.

TOESTUS. Defineerime hulgafunktsiooni v: ¥ — R,

o0
Cmal(E)
EFed. 4.3
)= 2o 1+||un||) (43)

Hulgafunktsioon v on korrektselt defineeritud, sest kuna iga n € N korral

pal(B) i@ _ 1
2 (Lt Taall) = 27(1+ el (@) 27

siis rida valemis (4.3) koondub iga E € ¥ korral.

Funktsioon v on moot, sest mis tahes paarikaupa loikumatute hulkade £; € X,

j € N, korral
Q0 o 0] 1 [e o] [0'¢] 0 6]
(UE) Py '“"'(HEj) = Ll 1+||un|| 7 2l l(E
2& ) EE B “’V |
R IPIE e R IP I cormyry BRP IS

Maotude p,, n € N, v-pidevus jareldub lausest 4.2, sest kui v(F) = 0, siis ilmselt ka
|pn|(E) = 0 iga n € N korral. O

Mirkus 4.1. Mootude p,, n € N, v-pidevust lemmas 4.3 saab nédidata ka ilma lause 4.2

abita. Toepoolest, olgu n € N suvaline. Moodu u,, v-pidevuseks piisab, fikseerides vabalt

21



e > 0, leida 0 > 0 nii, et

EeX v(E)<d = |u(E)|<e.

Mis tahes F € X korral
|| ()

1+ ) =

seega

i (E)] < [l (B) < 27 (1 + [ ) v (E).

Siit ndeme, et implikatsioon (4.4) kehtib, kui votta

_c
20 (1+ [ all)

22
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§ 5. Uhtlase \-pidevuse ja iihtlase loenduva

aditiivsuse vahekorrast

Definitsioon 5.1. Olgu M mingi modtude p: ¥ — R hulk. Oeldakse, et M on
thtlaselt \-pidev, kui iga ¢ > 0 korral leidub ¢ > 0 nii, et

EeX \NE)<§ = |W(E)| <e iga pue M korral.

Oeldakse, et loenduvalt aditiivsete mootude jada (u,) on iihtlaselt A-pidev, kui tema
litkmete hulk {s,: n € N} on iihtlaselt A-pidev.

Lause 5.1. Olgu M mingi méotude ¥ — R hulk. Kui M on ihtlaselt A-pidev, siis M

on thtlaselt loenduvalt aditiivne.

TOESTUS. Eeldame, et M on iihtlaselt A-pidev. Olgu hulgad E, € 3, n € N, sellised,
0
et By D Fy D E3 o --- ja [ E, = . Veendumaks, et M on iihtlaselt loenduvalt
n=1
aditiivne, piisab lause 2.1 pohjal néidata, et
pu(E,) —— 0 iihtlaselt u € M suhtes,

n—o0

s.t iga € > 0 korral leidub N € N nii, et
n=N = |u(Ey)| < e iga pe M korral. (5.1)
Fikseerime vabalt ¢ > 0. Kuna M on iihtlaselt A-pidev, siis leidub ¢ > 0 nii, et
EeX ANFE)<d = |u(E)| <e iga pue€ M korral.
Kuna A\ on moot, siis lause 1.3 pohjal leidub N € N nii, et
n=N = M&E,) <0.

Aga niitid kehtib implikatsioon (5.1). O

Teoreem 5.2 (vt nt [S, Ik 144)). Kui A-pidevate mootude ¥ — R hulk M on thtlaselt

loenduvalt adititone, siis M on thtlaselt \-pidev.

TOEsTUS. Eeldame, et A-pidevate mootude > — R hulk M on iihtlaselt loenduvalt
aditiivne. Peame néitama, et M on iihtlaselt A\-pidev, s.t iga ¢ > 0 korral leidub § > 0
nii, et

EeX \NFE)<d = |WFE)| <e igapue M korral. (5.2)
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Oletame vastuviiteliselt, et teatava ¢ > 0 korral ei leidu tingimust (5.2) rahuldavat

arvu ¢ > 0. Siis iga 6 > 0 korral leiduvad F € ¥ ja u € M nii, et
ME)<éd ja |u(B)| =e.
Seega, tihistades 6y = 2, leiduvad E; € ¥ ja u; € M nii, et

do .
MEY) < 50 ja u(E)| = e
- . N do ..
kuna moot py on A-pidev, siis leidub d; > 0, §; < - nil, et

EeX, MBE) <8 = |m(B)|< %

Jatkame induktiivselt: kui on antud n € N, hulgad Ey, ..., E, € ¥, moodud p, . ..

M ja arvud dy,...,0, > 0 nii, et iga k € {1,...,n} korral

O Op—
A(Ey) < %, [e(Ew)| = €, 0k < %

ning
EeX, NE)<é = |um(P)| < ;

siis valime Fjy.q1 € ¥ ja pgrq € M nii, et
ok .
M Ep11) < o A k1 (Br+1)| 2 &
. : L Ok ..
kuna moot g, on A-pidev, siis leidub 01 > 0, 0pq1 < v 1, et

€
EeX, AME) <1 = |un(B)] < 9

y Hn €

Kirjeldatud protsessi tulemusena saame hulgad Fj € ¥, moodud py € M ja arvud

Ok > 0, k € N, nii, et iga k € N korral kehtivad (5.3) ja (5.4).

Paneme niiiid tdhele, et iga k£ € N korral

(5 02 (0 )< £ e £ -1

Jj=k+1 Jj=k+1 Jj=k+1 Jj=k+1 1=0
0
1 < Ok
Saug o
=0
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seega tingimuse (5.4) pohjal

LS
€

j=k+1

o0
Hulgad Ay := E;\ |J Ej, k € N, on paarikaupa loikumatud; seejuures iga k € N

j=k+1
korral
0
a0 = (20 (B | 5))|
j=k+1
o6}
= | (Ey) — (Ek ~ EJ)‘
j=k+1
0
> | (Er)| — Mk(fﬁ:ﬁ LJ E%)‘
j=k+1
e €
>e— =2, 5.5
E-5=5 (5.5)
Kuna M on iihtlaselt loenduvalt aditiivne, siis lause 2.1 pohjal
w(Ag) — 0 tihtlaselt 1 € M suhtes;
—0
jarelikult leidub N € N nii, et
k=N — ln(Ag)| < g iga p1 € M korral,

mis on vastuolus hinnanguga (5.5).
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§ 6. Meetriline ruum (X, d))

Selles paragrahvis anname kogumi 3 teatavale faktorruumile téieliku meetrilise ruumi
struktuuri nii, et iga A-pidev reaalviidrtusega moot on loomulikul viisil tolgendatav

pideva funktsioonina sellel faktorruumil.

Lemma 6.1. Mis tahes E, F,G < Q) korral
EAG c (EAF) u (FAG). (6.1)

TOESTUS. Arvestades, et mis tahes hulkade A ja B korral AAB = (A\B) u (B\A),

piisab sisalduvuseks (6.1) nédidata, et
B\G € (B\F) U (F\G) ja G\E < (G\F)u (F\E).
Olgu x € E\G. Siis x € E ja x ¢ G, seega,
(1) kui z ¢ F, siis x € E\F, seega x € (E\F) u (F\G);
(2) kui z € F, siis ¢ € F\G, seega x € (E\F) u (F\G);

niisiis E\G < (E\F) u (F\G). Analoogiliselt saab néidata, et G\FE < (G\F) u (F\FE).
[

Lause 6.2. Seos ~ hulgas 32, mis on defineeritud valemiga
E~F :— MNEAF)=0, E FeX,
on ekvivalentsusseos.

ToOesTUS. Olgu E, F,G € X.
Seos ~ on refleksiivne, sest kuna A(EAE) = A\() = 0, siis £ ~ E.

Seos ~ on stimmeetriline, sest kui F ~ F| siis A(FAFE) = A(EAF) = 0, seega
F~FE.

Olgu E~ Fja F ~ G,s.t A(EAF) =0 ja A(FAG) = 0. Seose ~ transitiivsuseks
piisab néidata, et £ ~ G, s.t A(EAG) = 0. Selleks piisab néidata, et

MEAG) < MEAF) + MFAG), (6.2)

mis moodu A subaditiivsuse tottu jareldub lemmast 6.1. O]
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Téahistame faktorhulga ¥/ ~ stimboliga 3, s.t ¥y := ¥/ ~. Hulga E € X ekvi-

valentsiklassi faktorhulgas >, tahistame siimboliga E , s.t

E:={Fex: ExF}={FeX: N\EAF)=0}eX,.

Vaatleme niitid kujutust
Sy 3 Er— xpe Li(A). (6.3)

Selle kujutuse definitsiooni korrektsuseks ja tema injektiivsuseks piisab néidata, et
hulkade E, F' € X korral

MEAF)=0 <= xg=xrADk (6.4)
Vordus g = xr A-p.k. tihendab, et
/\({x €0 yp(z) # XF(m)}) = 0.
Kuna
{reQ: xp() #xr(r)} ={zeQ: ze (E\F)u (F\E)} = EAF,

siis samavéérsus (6.4) kehtib.

Kujutuse (6.3) injektiivuse tottu voime vaadelda hulka ¥y ruumi L;(\) alamhul-

gana; niisiis see kujutus indutseerib meetrika hulgas .

Lause 6.3. Funktsioon dy: X\ x 2\ — R,
(B F) = xp = xrln = | xe = xrldh = NEAF), EFes,
Q

on meetrika hulgal 23y.

TOEsTUS. Kontrollime meetrika aksioome: mis tahes E, F, G € ¥ korral

~ ~

1° dy(E,F)=0 <= MEAF)=0 <= E~F <« E=F;
2° d,\(E, ﬁ) = |xe — xrl.o) = Ixr = xelL.0) = d,\(ﬁ, E%
3° d\(E,G) = |xe — xcluoy = Ixe — xr +xr — Xl

< xe = xrlooy + Ixe = xaloy = da(E, F) +d\(F,G).
0

Mairkus 6.1. Meetrika aksioomid kauguse d jaoks on kontrollitavad ka vahetult, ilma
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kujutust (6.3) kasutamata: mis tahes E, F, G € ¥ korral

0 < MEAF)=0 << FEx~xF << E=F;

£
1

ey}

1° dy( )

2° dy(E, F)

Y

MENAF) = N(FAE) = dy(F, E);

3° dy(E,G) = MEAG) < MEAF) + MFAG) = dy(E, F) + dy(F, G)

(siin tingimuse 3° toestamisel kasutasime vorratust (6.2)).

Lause 6.4. Meetriline ruum (X, dy) on tdelik.

ToESTUS. Olgu (E,) Cauchy jada ruumis (Sy,dy), s.t dy(En, En) 0. Ruumi

(3, dy) tédielikkuseks piisab naidata, et see jada koondub. Kuna

n,m—>00

~

HXEn - XEmHLl(/\) = d)\(Ena Em)

0,
n,m—00
siis jada (xg,) on Cauchy jada Banachi ruumis L; () ning seega koondub. Olgu funkt-

sioon f € Li(\) selle jada piirvaartus, s.t

Xg, —— f ruumis Li(\).
n—00

Kuna igal L;-koonduval jadal leidub p.k. koonduv osajada, siis leiduvad sellised D € ¥
ja osajada (xg, )>_q, et A(D°) =0 ja xg, (r) — f(z) iga z € D korral. Niiiid
n n n—o0

n=1»

Xp(2)XE,, () — xp(x)f(xz) iga x € korral

n—co

ehk

XE,, ~D(T) — (xpf)(z) iga x € Q korral.

Kuna xg, ~p, n € N, on mootuvad funktsioonid, siis ka funktsioon xpf on
mootuv, kusjuures tema védrtuste hulk sisaldub hulgas {0,1}. Niisiis, t#histades
E:={xeQ: (xpf)(z) =1} € X, kehtib vordus xpf = xg. Veelgi enam f = xpf =
XE A-p.k. Seega funktsioon f on samast ekvivalentsiklassist hulga F € ¥ karakteristliku
funktsiooniga; niisiis

XE, —— Xg ruumis Li(}),

n—o0
s.t
Ixe. = xelne) —0,
s.t
d)\(En, E) —_— O,
n—ao0
mis téhendab, et jada (En) koondub elemendiks £ € ¥ A, hagu soovitud. []
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Olgu p A-pidev moot o-algebral ¥. Defineerime funktsiooni ji: ¥, — R,
(k) = u(E), EeX.

Veendume, et funktsioon ji on korrektselt defineeritud. Selleks, fikseerides vabalt D, E €
S nii, et D = E, s.t D ~ E ehk, teisisonu, A(D\E) + M(E\D) = A(DAE) = 0, piisab
néidata, et u(D) = p(E). Kuna A(D\E) = 0 ja A(E\D) = 0, siis lause 4.2 pohjal
p(D\E) = 0 ja u(E\D) = 0 ning jérelikult

p(D) = (D N E) + p(D\E) = (D n E) = (E 0 D) = i(E n D) + p(E\D) = p(E).

Lihtne on n#ha, et funktsioon i on pidev. Tdepoolest, fikseerides vabalt E € X,

piisab selleks néaidata, et iga ¢ > 0 korral leidub selline § > 0, et
DeX¥X, \(DAE)<d6 = |u(D)—pu(E)| <e.

Olgu D € X selline, et N(DAE) < 06; siis AM(D\E), A\(E\D) < ¢, mistottu
5
W(D\E)|, [n(E\D)| < - Secga

(D) = p(E)| = [1(D  E) + p(D\E) — p(E D) — u(E\D)|

< |u(D\E)| + [n(E\D)] < 5 + 5

2=€.

Definitsioon 6.1. Olgu X ja Y meetrilised ruumid ning olgu M mingi funktsioonide
f: X — Y hulk. Oeldakse, et hulk M on

e vordpidev punktis x € X, kui iga € > 0 korral leidub ¢ > 0 nii, et

ze X, p(z,z) < ¢ — p(f(2), f(z)) <e iga fe M korral;
e vordpidev, kui ta on vordpidev igas punktis x € X;
e dihtlaselt vordpidev, kui iga € > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et

z,xe X, p(z,x) <0 — p(f(z), f(x)) <e iga f € M korral.

Ocldakse, et funktsioonide jada (f,) on

e vordpidev punktis x € X, kui tema litkmete hulk {f,,: n € N} on vordpidev punktis
re X,

e vordpidev, kui tema liikmete hulk {f,: n € N} on vordpidev;
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e dhtlaselt vordpidev, kui tema liikmete hulk {f,: n € N} on tihtlaselt vordpidev.

Lause 6.5. Olgu M mingi \-pidevate mootude p: X — R hulk. Tdhistame M =

{fi: pwe M}. Jirgmised viited on samavddrsed:

(i) M on dhtlaselt A-pidev;

(ii) M on iihtlaselt vordpidev;

(iii) M on vordpidev;

(iv) M on vordpidev punktis @;

(v) leidub hulk E € ¥ nii, et M on vérdpidev punktis E € ¥ ;

(vi) iga € > 0 korral leiduvad hulk E € ¥ ja arv 6 > 0 nii, et

De X, N(DAE) < — (D) — u(E)| <e iga pe M korral.

TOESTUS. (ii)=(iii)=>(iv)=>(v)=>(vi) on ilmne.

(i)=(ii). Eeldame, et M on iihtlaselt A-pidev. Hulga M iihtlaseks vérdpidevuseks
piisab, fikseerides vabalt € > 0, leida § > 0 nii, et

D, Ee¥ MDAFE)<d = |u(D)—puE)| <e igape M korral.
Paneme téhele, et mis tahes D, E' € ¥ korral

(D) = w(E)| = (D~ E) + p(D\E) — i(E 0 D) — i E\D)|
< [p(D\E)| + |n(E\D)] -

Kuna eelduse pohjal on M iihtlaselt A-pidev, siis leidub 6 > 0 nii, et
Dex, AD)<d = |u(D)| < % iga 11 € M korral.

Olgu niiid D,E € X sellised, et A(D\E) + AE\D) = XMDAE) < 4. Siis
AMD\E), A(E\D) < 6, mistottu |u(D\E)|, |u(E\D)| < g iga u e M korral. Seega

e € _
1(D) ~ n(B)| < [u(D\B)| + [n(E\D)| < & + = == iga e M korral
(vi)=(i). Kehtigu (vi). Fikseerime vabalt ¢ > 0. Implikatsiooni tdestuseks piisab

leida ¢ > 0 nii, et

Ee¥ ANE)<d — |u(E)| < 2¢  iga pu € M korral.
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Eelduse (vi) pohjal leiduvad A € ¥ ja § > 0 nii, et
DeX, N(DAA) <§ — (D) — u(A)| <e iga pe M korral.
Mis tahes E € X korral

E = El\EQ, kus E1 =FuUA ja EQ = A\E,

seejuures
E\AA = (BA\A) U (A\E) = (E\A) U @ = E\A
ja
EyNA = (Bo\A) U (A\E) =B U (AnE)=EnA,
seega

MEIAA) = MBE\A) < ME) ja MEsAA) = AE n A) < A(B).

Niisiis, kui E € ¥ rahuldab tingimust A(E) < §, siis A(E1AA) < § ja A(E,AA) < 0,
jarelikult véite (vi) pohjal iga p € M korral

u(Er) —p(A)] < Ja |u(Eh) —p(A)| <e

ning seega

((E)| = |n(EN\Es)| = |u(Ey) — p(Es)| = [(Er) — p(A) + p(A) — p(Es)|
< |u(Er) — p(A)] + [u(A) — p(E)| < 2,

nagu soovitud. O]
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§ 7. Pidevate funktsioonide punktiviisi koonduva
jada piirfunktsiooni pidevuspunkti olemasolu

taielikus meetrilises ruumis

Meenutame funktsionaalanaliiiisi sissejuhatavast kursusest tuttavat Baire’i teoreemi.

Teoreem 7.1 (Baire'i teoreem; vt nt [O0, 1k 33]). Kui tdielik meetriline ruum esitub
loenduva dihendina kinnistest hulkadest, sits vihemalt ks nendest hulkadest sisaldab

mingit kera.

Vitali-Hahn—Saksi teoreemi toestus jargmises paragrahvis toetub jargnevale hésti

tuntud jéreldusele Baire’i teoreemist.

Teoreem 7.2. Olgu X ja Y meetrilised ruumid, kusjuures X on tdielik, ning olgu
pidevad funktsioonid f,: X - Y, neN, sellised, et

e purvddrtus f(x) := lim f,(z) €Y eksisteerib iga x € X korral.
n—o
Siis
(a) leidub punkt x € X, milles jada (f,) on vordpidev;

(b) leidub punkt x € X, milles funktsioon f on pidev.

TOESTUS. Koigepealt paneme tihele, et véide (b) jareldub viitest (a) ka ilma eelduseta
ruumi X téielikkuse kohta. Veelgi tépsemalt: kui jada (f,) on vérdpidev punktis x € X,
sits funktsioon f on pidev punktis x. Toepoolest, eeldame, et jada (f,) on vordpidev
punktis z € X. Funktsiooni f pidevuseks punktis z piisab, fikseerides vabalt ¢ > 0,
leida 6 > 0 nii, et

zeX, plz,x) <6 = p(f(2), f(z)) <e. (7.1)
Eelduse kohaselt leidub 0 > 0 nii, et
ze X, plz,x) <6 = p(fu(2), fu(z)) <e iganeN korral.

Kuna iga z € X korral f,(z) —— f(2), siis kauguse pidevuse tottu implikatsioon (7.1)
n—aco
kehtib.

Teoreemi toestuseks jadb toestada véide (a). Selleks téhistame koikide k,m € N

korral "
Fhim ({ee X o(he) @) < 1}
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Paneme tihele, et jada (f,) on vordpidev punktis € X, kui

€ ﬁ 0 (FFyY = @
k=1m=1

Toepoolest, olgu = € G ning olgu € > 0 suvaline. Jada (f,,) vordpidevuseks punktis x
piisab leida § > 0 nii, et

z€B(x,0) = p(fu(2), fu(z)) <e iganeN korral. (7.2)

1
Selleks valime sellise k € N, et Z < %. Olgu m € N selline, et z € (F¥)°, s.t B(z,d0)

F% mingi 6, > 0 korral. Iga n € {1,...,m} korral on funktsioon f, pidev punktis z,
seega leidub 9,, > 0 nii, et

5
z€ B(x,6,) = p(fu(2), fu(x)) < 3
Néitame, et, vottes 0 := min{dy, d1, ..., d,}, implikatsioon (7.2) kehtib. Kui n < m,

siis implikatsioon (7.2) on ilmne. Kui n > m, siis eeldusel, et z € B(x, ), saame

p(fa(2), £2(2)) < p(fu(2), fin(2)) + p(fn(2), fn(@)) + p(frn (), fu(2))
< % + % + % <E€.
Toestuse 16petuseks piisab nididata, et G # J ehk X\G # X. Selleks paneme

koigepealt tihele, et hulgad F*, k,m € N, on kinnised, kusjuures iga k¥ € N korral
o0

U Fr=X
m=1

Olgu k,m € N ning olgu z; € F¥ j € N, ja z € X sellised, et z; —— 2 ruumis
]—)OO

X. Hulga F* kinnisuseks piisab niidata, et x € F*. Eelduse kohaselt iga j € N korral

1
p(fula;), fn(z;)) < z koikide n = m korral.

Iga n € N korral on funktsioon f, pidev, seega eeldusest x; —— x jéreldub, et
J]—0

fo(z;) — fn(z). Kauguse pidevuse tottu

koikide n = m korral,

| =

p(fa(2), fn(z)) <

seega = € F* | nagu soovitud.

e}
Olgu niiiid k& € N. Veendumaks, et U FF = X piisab niidata, et X < | FF.

m=1

Olgu x € X. Kuna jada ( fulz )) koondub siis see jada on Cauchy jada, jarelikult leidub
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m € N nii, et

n,l=m = p(fn(x)7fl(z)) <

| =

aga siit jireldub, et z € FF.

(X\m 1<Fk>°) -UJ((U s
@ PNEE) ¢ X

Niitid

(s

X\G =

HC8 T s

Siin viimane sisalduvus on range, sest kuna hulgad F*\(F¥)° k. m € N, on kinnised ja
tithja sisemusega, siis nende (loenduv) iithend ei saa olla kogu ruum X Baire'i teoreemi
kohaselt. [

Tegelikult piisab Vitali-Hahn—Saksi teoreemi toestuseks jiargnevast teoreemi 7.2
norgemast versioonist. Kuigi see norgem versioon jéareldub vahetult teoreemist 7.2,

esitame talle iseseisva toestuse.

Teoreem 7.3. Olgu X ja Y meetrilised ruumid, kusjuures X on tdielik, ning olgu
pidevad funktsioonid f,: X — Y, ne N, sellised, et

e piirvidrtus f(z) := nh_I}Olo fn(x) €Y eksisteerib iga x € X korral.
Siis
o 1ga € > 0 korral leiduvad punkt x € X ja arv é > 0 nii, et
ze X, p(z,z) <§ = p(fa(2), fu(x)) <€ iganeN korral. (7.3)

TOESTUS. Fikseerime vabalt € > 0 ning defineerime iga k € N korral hulga

Fy = {x € X: p(ful2), fm(z)) < koikide m,n = k korral}

Wl ™

Néitame, et hulgad Fy, k € N, on kinnised. Olgu k € N ning olgu z; € Fj, j € N, ja

x € X sellised, et ; —— 2 ruumis X. Hulga Fj, kinnisuseks piisab nédidata, et z € Fj,.
_]~>OO

Eelduse kohaselt iga j € N korral

koikide m,n > k korral.

P(fn(xj)a fm(xj)) <

Wl ™

Iga n € N korral on funktsioon f, pidev, seega eeldusest x; —— x jéreldub, et
Jj—0
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fn(zj) — fu(x). Kauguse pidevuse tottu
J—0

p(fa(@), fm(z)) <

koikide m,n > k korral,

Wl M

seega x € F}, nagu soovitud.

a0 a0
Niitame, et | J F, = X. Selleks piisab néidata, et X < [J Fj. Olgu =z € X.
k=1 k=1
Vaatleme jada (f,(z)). Kuna (f,(z)) kui koonduv jada on Cauchy jada, siis leidub

[ € N nii, et

mnzl = p(fa(x), fm(z)) <

Wl M

o6}
See aga téhendab, et x € F; < | Fj, nagu soovitud.
k=1

Niiiid on Baire’i teoreemi 7.1 eeldused taidetud, mistottu leiduvad £ € N, x € X
ja dp > 0 nii, et B(z,d) < Fy, s.t

z€ B(x,00) = z€F

ehk, teisisonu,

ze X, p(z,z) < do = p(fu(2), fm(2)) < % koikide m,n = k korral.
Kuna funktsioonid fi,..., fr on pidevad punktis z, siis leidub d; > 0 nii, et
ze X, p(z,z) < & = p(fu(2), fu(x)) < % igane{l,..., k} korral.

Niisiis, vottes 0 = min{dy, d;}, implikatsioon (7.3) kehtib, sest kui p(z,z) < 4, siis mis

tahes n > k korral

p(fa(2), fo(@)) < p(ful2), fe(2)) + p(fe(2), fe(@)) + p(fr(2), ful2))
< % + % + g —c
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§ 8. Vitali-Hahn—Saksi teoreemi ja Nikodymi
koonduvusteoreemi toestus
Selles paragrahvis toestame sissejuhatuses dratoodud Vitali-Hahn-Saksi teoreemi ja

Nikodymi koonduvusteoreemi. Parema jélgitavuse huvides sonastame need teoreemid

siinkohal uuesti.

Teoreem 8.1 (Vitali-Hahn-Saksi teoreem). Olgu A-pidevad maéddud p,: ¥ — R,

n € N, sellised, et

o piirvddrtus u(E) = lim u,(E) € R eksisteerib iga E € 3 korral.

n—aeo
Stis
(a) jada (p,,) on ihtlaselt A\-pidev;
(b) hulgafunktsioon p: 3 — R on A\-pidev (maodt).

Teoreem 8.2 (Nikodymi koonduvusteoreem). Olgu (loenduvalt aditiivsed) moodud

fn: 22— R, neN, sellised, et

o purvddrtus u(E) = lim u,(E) € R eksisteerib iga E € ¥ korral.

n—0oo0
Sits
(a) jada (p,,) on thtlaselt loenduvalt aditiivne;

(b) hulgafunktsioon p: 3 — R on loenduvalt aditiivne, s.t p on maodt.

Koigepealt analiiiisime Vitali-Hahn—Saksi teoreemi 8.1 ja Nikodymi koonduvus-
teoreemi 8.2 vordlevalt (ilma kumbagi neist tGestamata): me néitame, et esimesest neist

teoreemidest jareldub lihtsasti teine ja, vastupidi, teisest jareldub lihtsasti esimene.

Selleks mérgime esmalt, et
[I] hulgafunktsioon p: ¥ — R teoreemides 8.1 ja 8.2 on loplikult aditiivne maoot.
Toepoolest, kui A, B € ¥ on l6ikumatud hulgad, siis mootude u,, aditiivsuse tottu

(A v B) = lim u,(Av B) = lim (NH(A) + :un(B)) = T}I_I)I(}ONH(A) + nh_rgo fin(B)

n—o0 n—a0

= (A) + u(B).

Jargmiseks paneme téhele, et
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[II] nii Vitali-Hahn-Saksi teoreemis 8.1 kui ka Nikodymi koonduvusteoreemis 8.2
jareldub viide (b) vditest (a).
Toepoolest, rahuldagu moéodud i, : 2 — R, n € N tingimust
e piirvddrtus u(E) := lim p,(E) € R eksisteerib iga E € 3 korral.
n—ao0

[I1;]. Eeldame, et kehtib teoreemi 8.1 véide (a), s.t jada () on iihtlaselt A-pidev.
Néitame, et sel juhul kehtib ka viide (b), s.t 16plikult aditiivne moot p on A-pidev.
Selleks piisab, fikseerides vabalt € > 0, leida ¢ > 0 nii, et

EFeX, ME)<d = |u(FE)|<e.
Kuna jada (p,) on iihtlaselt A-pidev, siis leidub § > 0 nii, et
Ee¥X, ME)<d = |u(F)| <e iganeN korral,
aga niiid £ € X, A(F) < 4, korral

()] = | lim ()| = lim [p0, ()| < <.
n—o0 n—0o0

[II5]. Eeldame, et kehtib teoreemi 8.2 viide (a), s.t jada (u,) on iihtlaselt loenduvalt
aditiivne. Naitame, et sel juhul kehtib ka véide (b), s.t 1oplikult aditiivne moéot g on

loenduvalt aditiivne. Selleks piisab, lause 1.3 pohjal nédidata, et suvaliste moctuvate
es}

hulkade Fy > Ey © E3 o ---, (| Ey = &, korral u(Ey) — 0, s.t fikseerides vabalt
k=1 —®

e > 0, leidub N € N nii, et

k=N —  |u(Ep)|<e

Kuna jada (u,) on iihtlaselt loenduvalt aditiivne, siis lause 2.1 pohjal leidub N € N
nii, et

k=N = |u.(Ex)| <e iganeN korral,

aga niiiid £ = N korral

()] = | T g ()| = lim |1, (Ep)] <

Lopuks néitame, et

[II1;] Vitali-Hahn—Saksi teoreemi 8.1, (a), kehtivusest jireldub Nikodgmi koonduvus-
teoreemi 8.2, (a), kehtivus. Teoreemi 8.1, (b), kehtivusest jireldub teoreemi 8.2,

(b), kehtivus.
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(1] Nikodymi koonduvusteoreemi 8.2, (a), kehtivusest jireldub Vitali-Hahn—Saksi teo-
reemi 8.1, (a), kehtivus. Teoreemi 8.2, (b), kehtivusest jireldub teoreemi 8.1, (b),

kehtivus.

[III;]. Oletame, et Vitali-Hahn-Saksi teoreem 8.1, (a), on toestatud. Toestame
sel eeldusel Nikodymi koonduvusteoreemi 8.2, (a). Rahuldagu loenduvalt aditiivsed
moodud p,: ¥ — R, n € N tingimust e. Teoreemi 8.2, (a), tdestuseks peame néitama,
et jada (u,) on ihtlaselt loenduvalt aditiivne. Olgu v: ¥ — R “kontrollmost” jadale
(i1,) lemmast 4.3, s.t p, on v-pidev iga n € N korral. Siis teoreemi 8.1, (a), pohjal on
jada (u,) iihtlaselt v-pidev, jarelikult lause 5.1 pohjal on jada (u,) iihtlaselt loenduvalt

aditiivne, nagu soovitud.

Oletame niiiid, et Vitali-Hahn—Saksi teoreem 8.1, (b), on tdestatud. Tdéestame
sel eeldusel Nikodymi koonduvusteoreemi 8.2, (b). Rahuldagu loenduvalt aditiivsed
moodud p,: ¥ — R, n € N| tingimust e. Teoreemi 8.2, (b), tdestuseks peame néitama,
et 16plikult aditiivne moot o on loenduvalt aditiivne. Olgu v: ¥ — R “kontrollmodt”
jadale (u,) lemmast 4.3, s.t p,, on v-pidev iga n € N korral. Siis teoreemi 8.1, (b), pohjal

on pu v-pidev, jarelikult lause 4.1 pohjal on p loenduvalt aditiivne, nagu soovitud.

[III5]. Oletame, et Nikodymi koonduvusteorecem 8.2, (a), on toestatud. Tdestame
sel eeldusel Vitali-Hahn-Saksi teoreemi 8.1, (a). Rahuldagu A-pidevad moodud
fn: X — R, n e N, tingimust e. Teoreemi 8.1, (a), tdestuseks peame néitama, et
jada (u,) on iihtlaselt A-pidev. Teoreemi 8.2, (a), pohjal on jada (u,) iihtlaselt loen-
duvalt aditiivne, jarelikult teoreemi 5.2 pohjal on jada (u,) iihtlaselt A-pidev, nagu

soovitud.

Oletame niiiid, et Nikodymi koonduvusteoreem 8.2, (b), on tdestatud. Toestame
sel eeldusel Vitali-Hahn—Saksi teoreemi 8.1, (b). Rahuldagu A-pidevad moodud
tn: X — R, n e N tingimust e. Teoreemi 8.1, (b), tdestuseks peame néitama, et
16plikult aditiivne moot g on A-pidev. Teoreemi 8.2, (b), pohjal on p loenduvalt aditiiv-
ne, seega tema A-pidevuse toestuseks saame rakendada lauset 4.2. Olgu F € X selline,
et A(E) = 0. Moodu p A-pidevuseks piisab lause 4.2 pohjal ndidata, et u(E) = 0. Kuna
eelduse pohjal on moodud p,, n € N, A-pidevad, siis lause 4.2 pohjal iga n € N korral
pn(E) = 0. Aga ntiiid p(F) = T}grolo wn(E) = 0, nagu soovitud.

Ulaltoodu valguses piisab nitiid Vitali-Hahn-Saksi teoreemi 8.1 ja Nikodymi koon-

duvusteoreemi 8.2 toestuseks toestada Vitali-Hahn-Saksi teoreemi 8.1 viide (a).

VITALI-HAHN-SAKSI TEOREEMI 8.1, (a), TOESTUS JARELDUSENA TEOREEMIST 7.2.
Jada (p,,) ithtlaseks A-pidevuseks piisab lause 6.5 pohjal leida mingi punkt, milles jada

(fin), kus funktsioonid ji,,: X, — R on defineeritud vordusega i, (E) = p,(E), E € X,

on vordpidev. Sellise punkti olemasolu jareldub vahetult teoreemist 7.2. O
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Esitame Vitali-Hahn—Saksi teoreemile 8.1 veel ka tdestuse, mis toetub teoreemist

7.2 norgemale teoreemile 7.3

VITALI-HAHN-SAKSI TEOREEMI 8.1, (a), TOESTUS JARELDUSENA TEOREEMIST 7.3.
Fikseerides vabalt € > 0, piisab jada (u,,) iihtlaseks A-pidevuseks lause 6.5 pohjal leida
hulk £ € ¥ ja arv ¢ > 0 nii, et

DeXy, di(D,E)<d = |in(D)—fin(E)| <¢ iganeN korral.

Soovitud F € ¥ ja 6 > 0 olemasolu jéareldub vahetult teoreemist 7.3. O
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