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§ 2. Ühtlane loenduv aditiivsus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Sissejuhatus

Vitali–Hahn–Saksi teoreemil ja Nikodými koonduvusteoreemil on mõõduteoorias väga

oluline roll. Kõikjal järgnevas on pΩ,Σ, λq lõpliku mõõduga ruum.

Vitali–Hahn–Saksi teoreem (vt nt [R, lk 213, lause C.3], [S, lk 145, teoreem 3] või

[LP, lk 133, teoreem 2.7]). Olgu λ-pidevad mõõdud µn : Σ Ñ R, n P N, sellised, et

• piirväärtus µpEq :� lim
nÑ8

µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.

Siis

(a) jada pµnq on ühtlaselt λ-pidev;

(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on λ-pidev (mõõt).

Nikodými koonduvusteoreem (vt nt [R, lk 214, lause C.4], [S, lk 68, teoreem 5]

või [LP, lk 132–133, teoreem 2.6]). Olgu (loenduvalt aditiivsed) mõõdud µn : Σ Ñ R,

n P N, sellised, et

• piirväärtus µpEq :� lim
nÑ8

µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.

Siis

(a) jada pµnq on ühtlaselt loenduvalt aditiivne;

(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on loenduvalt aditiivne, s.t µ on mõõt.

Vitali–Hahn–Saksi teoreemi rakendatakse näiteks ruumi L1pλq nõrgas topoloogias

suhteliselt kompaktseid alamhulki kirjeldava Dunfordi teoreemi tõestamisel (vt nt [DU,

lk 76, teoreem 15]); Nikodými koonduvusteoreemi (täpsemalt, tema üldisemat versioo-

ni) rakendatakse näiteks ruumidelt L8pλq lähtuvate nõrgalt kompaktsete operaatorite

omaduste tõestamisel (vt nt [DU, lk 150, järeldus 5]). Samuti pakuvad need mõlemad

teoreemid iseseisvat teoreetilist huvi. Ülevaate Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja Nikodými

koonduvusteoreemi ajaloost võib leida monograafiast [DU, lk 34–36].

Käesoleva bakalaureusetöö eesmärk on analüüsida Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja

Nikodými koonduvusteoreemi (teoorias hästi tuntud) vahekorda – näidata, et need teo-

reemid on samaväärsed, s.t kummastki neist järeldub teine – ning tõestada üks neist

teoreemidest (ja seega mõlemad). Kõnealuste teoreemide tõestamiseks on kaks põhilist

lähenemisviisi: toetuda Baire’i teoreemile (nagu näiteks õpikutes [R] ja [D]) või kasuta-

da libiseva küüru meetodit (nagu näiteks õpikus [S] ja ülevaateartiklis [LP]). Käesolevas

töös tõestatakse Vitali–Hahn–Saksi teoreem toetudes Baire’i teoreemi järeldusele, mille
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kohaselt punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks on täielikus meetrilises ruumis

olemas punkt, milles see jada on võrdpidev.

Töö koostamisel on peamiselt toetutud õpikutele [R] ja [S], kusjuures sealset ma-

terjali on üsna vabalt ümber organiseeritud.

Töö koosneb kaheksast paragrahvist.

Esimeses paragrahvis tuuakse sisse lõplikult aditiivse ja loenduvalt aditiivse

reaalväärtustega mõõdu mõiste ning antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi lõplikult

aditiivse mõõdu loenduvaks aditiivsuseks.

Teises paragrahvis tuuakse sisse mõõtude hulga ühtlase loenduva aditiivsuse mõiste

ja antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi mõõtude hulga ühtlaseks loenduvaks adi-

tiivsuseks.

Kolmandas paragrahvis tõestatakse mõõdu täisvariatsiooni olulisemad omadused:

näidatakse, et loenduvalt aditiivse reaalväärtustega mõõdu täisvariatsioon on loendu-

valt aditiivne, kusjuures tema väärtused on lõplikud.

Neljandas paragrahvis tuuakse sisse mõõdu pidevuse mõiste etteantud mõõdu suh-

tes, antakse tarvilikke ja piisavaid tingimusi mõõdu pidevuseks ning näidatakse, et mis

tahes loenduvalt aditiivsete mõõtude jada jaoks on olemas “kontrollmõõt”, s.t niisugu-

ne mõõt, mille suhtes kõik selle jada liikmed on pidevad.

Viiendas paragrahvis tuuakse sisse mõõtude hulga ühtlase pidevuse mõiste ettean-

tud mõõdu suhtes ning uuritakse mõõtude hulga ühtlase pidevuse ja ühtlase loenduva

aditiivsuse vahekorda: näidatakse, et ühtlaselt pidev mõõtude hulk on ühtlaselt loendu-

valt aditiivne ning, teiselt poolt, etteantud mõõdu suhtes pidevate mõõtude ühtlaselt

loenduvalt aditiivne hulk on selle mõõdu suhtes ühtlaselt pidev.

Kuuendas paragrahvis antakse, lähtudes lõpliku mõõduga ruumist pΩ,Σ, λq,

kogumi Σ teatavale faktorruumile meetrilise ruumi struktuur nii, et iga λ-pidev

reaalväärtusega mõõt on loomulikul viisil tõlgendatav pideva funktsioonina sellel fak-

torruumil.

Seitsmendas paragrahvis tõestatakse järeldus Baire’i teoreemist, mille kohaselt

punktiviisi koonduva funktsioonide jada jaoks leidub täielikus meetrilises ruumis punkt,

milles see jada on võrdpidev.

Lõpuks, viimases paragrahvis näidatakse, et Vitali–Hahn–Saksi teoreem ja Niko-

dými koonduvusteoreem on samaväärsed – kummasti neist teoreemidest järeldub teine

– ning tõestatakse Vitali–Hahn–Saksi teoreem toetudes kuuenda paragrahvi materjalile

ja seitsmendas paragrahvis tõestatud Baire’i teoreemi järeldusele.

Kõikjal bakalaureusetöös on Ω etteantud mittetühi hulk, Σ hulga Ω alamhulkade
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σ-algebra ning λ lõplik positiivne mõõt σ-algebral Σ, s.t λ : Σ Ñ r0,8q on loendu-

valt aditiivne hulgafunktsioon (termin “hulgafunktsioon” tähistab funktsiooni, mille

määramispiirkond on mingi etteantud hulga mingi alamhulkade kogum; terminiga “ko-

gum” tähistame hulki, mille elementideks on hulgad). σ-algebra Σ hulkadele viitame

kui mõõtuvatele hulkadele.
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§ 1. Loenduvalt aditiivsed mõõdud Σ Ñ R

Definitsioon 1.1. Öeldakse, et hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on

• lõplikult aditiivne mõõt, kui ta on lõplikult aditiivne (ehk lihtsalt aditiivne), s.t

mis tahes n P N ja paarikaupa lõikumatute hulkade A1, . . . , An P Σ korral

µ

� n¤
j�1

Aj



�

ņ

j�1

µpAjq;

• loenduvalt aditiivne mõõt ehk lihtsalt mõõt, kui ta on loenduvalt aditiivne, s.t mis

tahes paarikaupa lõikumatute hulkade Aj P Σ, j P N, korral

µ

� 8¤
j�1

Aj



�

8̧

j�1

µpAjq.

Matemaatilise induktsiooni abil on lihtne tõestada, et hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R
on lõplikult aditiivne parajasti siis, kui mis tahes lõikumatute hulkade A,B P Σ korral

µpAYBq � µpAq � µpBq.

Esitame mõned lõplikult aditiivsete mõõtude lihtsamad omadused.

Lause 1.1. Olgu µ : Σ Ñ R lõplikult aditiivne mõõt. Siis

(a) µpHq � 0;

(b) mis tahes A,B P Σ, A � B, korral

µpBzAq � µpBq � µpAq.

Tõestus. (a). Olgu A P Σ; siis

µpAq � µpAYHq � µpAq � µpHq,

mis on võimalik vaid siis, kui µpHq � 0.

(b). Olgu A,B P Σ sellised, et A � B; siis

µpBq � µ
�
pBzAq Y A

�
� µpBzAq � µpAq,

millest järeldub soovitud võrdus.
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Esitame nüüd mõned loenduvalt aditiivsete mõõtude lihtsamad omadused.

Lause 1.2. Olgu µ : Σ Ñ R loenduvalt aditiivne mõõt. Siis

(a) µpHq � 0;

(b) µ on lõplikult aditiivne;

(c) mis tahes paarikaupa lõikumatute hulkade Aj P Σ, j P N, korral rida
8°
j�1

µpAjq

koondub absoluutselt, s.t
8̧

j�1

|µpAjq|   8.

Tõestus. (a). Eeldame, et µ on loenduvalt aditiivne ning fikseerime vabalt A P Σ.

Siis mõõdu µ loenduva aditiivsuse tõttu

µpAq � µpAYHY � � � q � µpAq � µpHq � � � � ,

mis on võimalik vaid siis, kui µpHq � 0.

(b). Olgu A,B P Σ lõikumatud hulgad. Osa (a) põhjal

µpAYBq � µpAYB YHY � � � q � µpAq � µpBq � µpHq � � � � � µpAq � µpBq.

(c). Olgu Aj P Σ, j P N, paarikaupa lõikumatud hulgad. Mis tahes naturaalarvude

ümberjärjestuse π (s.t bijektsiooni π : NÑ N) korral on hulgad Aπpjq, j P N, paarikaupa

lõikumatud, kusjuures
8�
j�1

Aπpjq �
8�
j�1

Aj �: A, seega

8̧

j�1

µpAπpjqq � µ

� 8¤
j�1

Aπpjq



� µpAq.

Niisiis, rea
8°
j�1

µpAjq kõik ümberjärjestused koonduvad samaks summaks, järelikult

Riemanni teoreemi (vt nt [K, lk 472]) põhjal see rida koondub absoluutselt.

Järgnev lause annab tarvilikke ja piisavaid tingimusi selleks, et lõplikult aditiivne

mõõt oleks loenduvalt aditiivne.

Lause 1.3. Olgu µ : Σ Ñ R lõplikult aditiivne mõõt. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) µ on loenduvalt aditiivne;

(ii) En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � ùñ µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

�
8�
k�1

Ek



;
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(iii) En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � ùñ µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

�
8�
k�1

Ek



;

(iv) En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � ,
8�
n�1

En � H ùñ µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

Tõestus. (i)ñ(ii). Kehtigu (i). Olgu En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � . Defineerime

hulgad An � EnzEn�1, n P N, kus E0 � H. Siis hulgad An, n P N, on paarikaupa

lõikumatud ning
8�
k�1

Ak �
8�
k�1

Ek. Nüüd

µpEnq � µ

� n¤
k�1

Ak



�

ņ

k�1

µpAkq ÝÝÝÑ
nÑ8

8̧

k�1

µpAkq � µ

� 8¤
k�1

Ak



� µ

� 8¤
k�1

Ek



;

s.t

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8¤
k�1

Ek



,

nagu soovitud.

(ii)ñ(iii). Kehtigu (ii). Olgu En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � . Defineerime

hulgad An � E1zEn, n P N, siis A1 � A2 � A3 � � � � . Väite (ii) kohaselt

µpE1q � µpEnq � µpE1zEnq � µpAnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8¤
k�1

Ak



� µ

� 8¤
k�1

E1zEk



� µ

�
E1z

8£
k�1

Ek




�µpE1q � µ

� 8£
k�1

Ek



,

järelikult

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8£
k�1

Ek



,

nagu soovitud.

(iii)ñ(iv). Kehtigu (iii). Kuna µpHq � 0, siis väite (iii) kohaselt

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8£
k�1

Ek



� µpHq � 0.

(iv)ñ(i). Kehtigu (iv). Olgu Aj P Σ, j P N, paarikaupa lõikumatud hulgad. Peame

näitama, et

µ

� 8¤
j�1

Aj



�

8̧

j�1

µpAjq
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ehk, tähistades A :�
8¤
j�1

Aj,

µ

� n¤
j�1

Aj



�

ņ

j�1

µpAjq ÝÝÝÑ
nÑ8

µpAq

ehk �����µ
� 8¤
j�n�1

Aj


����� �
�����µ
�
Az

n¤
j�1

Aj


����� �
�����µpAq � µ

� n¤
j�1

Aj


����� ÝÝÝÑnÑ8
0,

s.t

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

0, (1.1)

kus iga n P N korral En :�
8�

j�n�1

Aj P Σ.

Näitame, et
8�
n�1

En � H. Selleks oletame vastuväiteliselt, et leidub x P
8�
n�1

En.

Olgu n P N suvaline. Siis x P En �
8�

j�n�1

Aj ning seega mingi m ¡ n korral x P Am.

Nüüd aga x R
8�

j�m�1

Aj � Em, sest hulgad Aj, j P N, on paarikaupa lõikumatud.

Sellega oleme jõudnud vastuoluni; niisiis
8�
n�1

En � H. Kuna E1 � E2 � E3 � � � � , siis

on implikatsiooni (iv) eeldused täidetud, seega (1.1) kehtib.

Järeldus 1.4. Olgu µ : Σ Ñ R loenduvalt aditiivne mõõt. Siis µ on tõkestatud, s.t

tema väärtuste hulk on tõkestatud, s.t leidub M ¥ 0 nii, et

|µpAq| ¤M iga A P Σ korral.

Tõestus. Tähistame iga E P Σ korral ~µ~pEq :� sup
ΣQA�E

|µpAq|. Siis mis tahes A,B P

Σ korral

~µ~pAYBq ¤ ~µ~pAq � ~µ~pBq, (1.2)

sest kui Σ Q C � AYB, siis

|µpCq| � |µpC X Aq � µpCzAq| ¤ |µpC X Aq| � |µpCzAq| ¤ ~µ~pAq � ~µ~pBq.

Mõõdu µ tõkestatuseks piisab tõestada järgmine väide:

• mis tahes E P Σ, ~µ~pEq � 8, korral leiduvad lõikumatud mõõtuvad hulgad

A,B � E nii, et

|µpAq| ¡ 1 ja ~µ~pBq � 8.

Tõepoolest, oletame, et väide 
 kehtib. Oletame vastuväiteliselt, et µ on tõkestamata,
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s.t ~µ~pΩq � 8. Siis väite 
 põhjal leiduvad lõikumatud mõõtuvad hulgad A1, B1 � Ω

nii, et

|µpA1q| ¡ 1 ja ~µ~pB1q � 8.

Jällegi väite 
 põhjal leiduvad lõikumatud mõõtuvad hulgad A2, B2 � B1 nii, et

|µpA2q| ¡ 1 ja ~µ~pB2q � 8.

Analoogiliselt jätkates saame paarikaupa lõikumatud hulgad Aj P Σ, j P N, nii, et

|µpAjq| ¡ 1 iga j P N korral.

Aga nüüd
8°
j�1

|µpAjq| � 8, mis on vastuolus lausega 1.2, (c).

Järelduse tõestuseks jääb tõestada väide 
. Olgu E P Σ selline, et ~µ~pEq � 8.

Oletame vastuväiteliselt, et soovitud omadustega hulki A,B P Σ ei leidu. Kuna

~µ~pEq � 8, siis leidub E1 � E nii, et |µpE1q| ¡ 1. Tehtud vastuväitelise oletuse

põhjal ~µ~pEzE1q   8, järelikult võrratuse (1.2) põhjal ~µ~pE1q � 8, seega leidub

E2 � E1 nii, et |µpE2q| ¡ 2. Tehtud vastuväitelise oletuse põhjal ~µ~pE1zE2q   8,

järelikult võrratuse (1.2) põhjal ~µ~pE2q � 8, seega leidub E3 � E2 nii, et |µpE3q| ¡ 3.

Analoogiliselt jätkates saame hulgad E1 � E2 � � � � nii, et

|µpEjq| ¡ j iga j P N korral,

seega |µpEjq| ÝÝÝÑ
jÑ8

8. Teiselt poolt, lause 1.3 põhjal

|µpEjq| ÝÝÝÑ
jÑ8

����µ
� 8£
j�1

Ej


����.
Jõudsime vastuoluni.
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§ 2. Ühtlane loenduv aditiivsus

Definitsioon 2.1. Olgu M mingi loenduvalt aditiivsete mõõtude µ : Σ Ñ R hulk.

Öeldakse, etM on ühtlaselt loenduvalt aditiivne, kui mis tahes paarikaupa lõikumatute

hulkade Aj P Σ, j P N, korral read
8°
j�1

µpAjq koonduvad ühtlaselt µ PM suhtes, s.t iga

ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ

�����
8̧

j�n

µpAjq

�����   ε iga µ PM korral.

Öeldakse, et loenduvalt aditiivsete mõõtude jada pµnq on ühtlaselt loenduvalt aditiivne,

kui tema liikmete hulk tµn : n P Nu on ühtlaselt loenduvalt aditiivne.

Järgnev lause annab tarvilikke ja piisavaid tingimusi loenduvalt aditiivsete

mõõtude hulga ühtlaseks loenduvaks aditiivsuseks.

Lause 2.1. OlguM mingi mõõtude µ : Σ Ñ R hulk. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) M on ühtlaselt loenduvalt aditiivne;

(ii) mis tahes En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � , korral

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8¤
k�1

Ek



ühtlaselt µ PM suhtes;

(iii) mis tahes En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � , korral

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8£
k�1

Ek



ühtlaselt µ PM suhtes;

(iv) mis tahes En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � ,
8�
n�1

En � H, korral

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

0 ühtlaselt µ PM suhtes;

(v) mis tahes En P Σ, n P N, En X Ek � H, n � k, korral

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

0 ühtlaselt µ PM suhtes.

Tõestus. (i)ñ(ii). Kehtigu (i). Olgu En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � . Väite (ii)
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tõestuseks piisab näidata, et iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ

�����µ
� 8¤
k�1

Ek



� µpEnq

�����   ε iga µ PM korral.

Selleks defineerime hulgad An � EnzEn�1, n P N, kus E0 � H. Siis hulgad An, n P N,

on paarikaupa lõikumatud ning
8�
k�1

Ak �
8�
k�1

Ek. Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Väite (i)

kohaselt leidub selline N P N, et kui n ¥ N , siis�����
8̧

k�n

µpAkq

�����   ε iga µ PM korral.

Olgu nüüd n ¥ N ; siis iga µ PM korral�����µ
� 8¤
k�1

Ek



� µpEnq

����� �
�����µ
� 8¤
k�1

Ak



� µ

� n¤
k�1

Ak


�����
�

�����
8̧

k�1

µpAkq �
ņ

k�1

µpAkq

�����
�

�����
8̧

k�n�1

µpAkq

�����   ε,

nagu soovitud.

(ii)ñ(iii). Kehtigu (ii). Olgu En P Σ, n P N, E1 � E2 � E3 � � � � . Defineerime

hulgad An � E1zEn, n P N; siis A1 � A2 � A3 � � � � . Nüüd väite (ii) kohaselt

µpE1q � µpEnq � µpE1zEnq � µpAnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8¤
k�1

Ak



� µ

� 8¤
k�1

E1zEk



� µ

�
E1z

8£
k�1

Ek




�µpE1q � µ

� 8£
k�1

Ek



ühtlaselt µ PM suhtes,

järelikult

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8£
k�1

Ek



ühtlaselt µ PM suhtes.

(iii)ñ(iv). Kehtigu (iii). Kuna iga µ PM korral µpHq � 0, siis väite (iii) kohaselt

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

� 8£
k�1

Ek



� µpHq � 0 ühtlaselt µ PM suhtes.

(iv)ñ(v). Kehtigu (iv). Olgu En P Σ, n P N, paarikaupa lõikumatud hulgad.
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Peame näitama, et iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ |µpEnq|   ε iga µ PM korral.

Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Tähistame iga n P N korral An :�
8�
k�n

Ek P Σ; siis A1 � A2 �

A3 � � � � , kusjuures
8�
n�1

An � H, seega eelduse (iv) põhjal

8̧

k�n

µpEkq � µ

� 8¤
k�n

Ek



� µpAnq ÝÝÝÑ

nÑ8
0 ühtlaselt µ PM suhtes,

järelikult leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ

�����
8̧

k�n

µpEkq

�����   ε

2
iga µ PM korral.

Nüüd mis tahes n ¥ N ja µ PM korral

|µpEnq| �

�����
8̧

k�n

µpEkq �
8̧

k�n�1

µpEkq

����� ¤
�����
8̧

k�n

µpEkq

������
�����

8̧

k�n�1

µpEkq

�����   ε

2
�
ε

2
� ε.

(v)ñ(i). Kehtigu (v). Oletame vastuväiteliselt, et M ei ole ühtlaselt loenduvalt

aditiivne. Siis leiduvad paarikaupa lõikumatud hulgad Aj P Σ, j P N, nii, et read
8°
j�1

µpAjq, µ PM, ei koondu ühtlaselt; niisiis leiduvad ε ¡ 0, naturaalarvud n1   n2  

n3   � � � ja mõõdud µk PM, k P N, nii, et

���� 8̧

j�nk

µkpAjq

���� ¥ 2ε iga k P N korral.

Iga k P N korral on mõõt µk loenduvalt aditiivne, järelikult leidub naturaalarv mk ¡ nk

nii, et ���� 8̧

j�mk�1

µkpAjq

����   ε.

Osajadale üle minnes võime üldisust kitsendamata eeldada, et

n1   m1   n2   m2   n3   m3   � � � .
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Tähistame iga k P N korral Ek �
mk�
j�nk

Aj, siis

|µkpEkq| �

����
mķ

j�nk

µkpAjq

���� �
���� 8̧

j�nk

µkpAjq �
8̧

j�mk�1

µkpAjq

����
¥

���� 8̧

j�nk

µkpAjq

�����
���� 8̧

j�mk�1

µkpAjq

����
¥ 2ε� ε � ε. (2.1)

Teiselt poolt, kuna hulgad Ek, k P N, on paarikaupa lõikumatud, siis väite (v) põhjal

µpEkq ÝÝÝÑ
kÑ8

0 ühtlaselt µk PM suhtes,

mis on vastuolus hinnanguga (2.1).
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§ 3. Mõõdu täisvariatsioon

Definitsioon 3.1. Lõplikult aditiivse mõõdu µ : Σ Ñ R täisvariatsiooniks nimetatakse

hulgafunktsiooni |µ| : Σ Ñ r0,8s, kus E P Σ korral

|µ|pEq :� sup

" m̧

i�1

|µpAiq| : m P N, A1, . . . , Am P Σ, Ai X Aj � H, i � j,
m¤
i�1

Ai � E

*
.

Lause 3.1. Olgu µ : Σ Ñ R lõplikult aditiivne mõõt. Siis iga E P Σ korral

~µ~pEq ¤ |µ|pEq ¤ 2~µ~pEq, (3.1)

kus

~µ~pEq � sup
ΣQD�E

|µpDq|.

Tõestus. Olgu E P Σ. Esimene võrratus ahelas (3.1) on ilmne, sest kui Σ Q D � E,

siis |µpDq| ¤ |µpDq| � |µpEzDq| ¤ |µ|pEq. Jääb tõestada teine võrratus.

Olgu m P N ja paarikaupa lõikumatud hulgad E1, . . . , Em P Σ sellised, et
m�
i�1

Ei � E. Tähistame

I� :�
!
i P t1, . . . ,mu : µpEiq ¥ 0

)
ja I� :�

!
i P t1, . . . ,mu : µpEiq   0

)
,

siis

m̧

i�1

|µpEiq| �
¸
iPI�

|µpEiq| �
¸
iPI�

|µpEiq| �
¸
iPI�

µpEiq �
¸
iPI�

µpEiq

� µ

�¤
iPI�

Ei



� µ

�¤
iPI�

Ei



¤

�����µ
�¤
iPI�

Ei


������
�����µ
�¤
iPI�

Ei


�����
¤ ~µ~pEq � ~µ~pEq � 2~µ~pEq.

Siit järeldub ahela (3.1) teine võrratus.

Järgnev tulemus on vahetu järeldus lausest 3.1.

Järeldus 3.2. Olgu µ : Σ Ñ R lõplikult aditiivne mõõt. Järgmised väited on sama-

väärsed:

(i) µ on tõkestatud, s.t

sup
EPΣ

|µpEq|   8;

(ii) |µ|pΩq   8.
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Järgnev lause ütleb, et loenduvalt aditiivse mõõdu µ : Σ Ñ R täisvariatsioon |µ|

on lõplik mõõt; niisiis võime teda tõlgendada (ja edasises tõlgendamegi) loenduvalt

aditiivse mõõduna |µ| : Σ Ñ R.

Lause 3.3. Loenduvalt aditiivse mõõdu µ : Σ Ñ R täisvariatsioon |µ| : Σ Ñ r0,8s on

lõplik mõõt, s.t

(a) |µ| on loenduvalt aditiivne;

(b) |µ|pΩq   8; niisiis |µ| väärtused on lõplikud.

Tõestus. (a). Olgu Ek P Σ, k P N, paarikaupa lõikumatud hulgad. Hulgafunktsiooni

|µ| loenduvaks aditiivsuseks piisab näidata, tähistades E :�
8�
k�1

Ek, et

|µ|pEq �
8̧

k�1

|µ|pEkq.

Olgu m P N ja olgu A1, . . . , Am P Σ sellised paarikaupa lõikumatud hulgad, et
m�
i�1

Ai � E. Kuna iga k P N korral

Ek � Ek X E � Ek X
m¤
i�1

Ai �
m¤
i�1

Ek X Ai

ning seega
m°
i�1

|µpAi X Ekq| ¤ |µ|pEkq, siis

m̧

i�1

|µpAiq| �
m̧

i�1

|µpAi X Eq| �
m̧

i�1

�����µ
�
Ai X

8¤
k�1

Ek


����� �
m̧

i�1

�����µ
� 8¤
k�1

Ai X Ek


�����
�

m̧

i�1

�����
8̧

k�1

µpAi X Ekq

�����¤
m̧

i�1

8̧

k�1

|µpAi X Ekq| �
8̧

k�1

m̧

i�1

|µpAi X Ekq|

¤
8̧

k�1

|µ|pEkq.

Siit järeldub, et |µ|pEq ¤
8°
k�1

|µ|pEkq.

Vastupidiseks võrratuseks piisab näidata, et iga n P N korral

ņ

k�1

|µ|pEkq ¤ |µ|pEq, (3.2)
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sest niisugusel juhul

8̧

k�1

|µ|pEkq � lim
nÑ8

ņ

k�1

|µ|pEkq ¤ |µ|pEq.

Olgu n P N suvaline ning olgu iga k P t1, . . . , nu korral mk P N ja paarikaupa

lõikumatud hulgad Ak1, . . . , A
k
mk

P Σ sellised, et
mk�
i�1

Aki � Ek. Tähistame A0 � Ez
n�
k�1

Ek;

siis A0 Y
n�
k�1

mk�
i�1

Aki � E; seega

ņ

k�1

mķ

i�1

|µpAki q| ¤
ņ

k�1

mķ

i�1

|µpAki q| � |µpA0q| ¤ |µ|pEq,

millest järeldub võrratus (3.2).

(b). Väide järeldub vahetult järeldustest 1.4 ja 3.2.

Definitsioon 3.2. Mõõdu µ : Σ Ñ R variatsiooninormiks nimetatakse arvu

}µ} :� |µ|pΩq.
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§ 4. λ-pidevus

Definitsioon 4.1. Olgu µ : Σ Ñ R lõplikult aditiivne mõõt. Öeldakse, et µ on abso-

luutselt pidev λ suhtes või lihtsalt pidev λ suhtes või absoluutselt λ-pidev või lihtsalt

λ-pidev ja kirjutatakse µ ! λ, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε. (4.1)

Lause 4.1. Olgu µ : Σ Ñ R lõplikult aditiivne mõõt. Kui µ on λ-pidev, siis µ on

loenduvalt aditiivne.

Tõestus. Eeldame, et µ on λ-pidev. Olgu hulgad En P Σ, n P N, sellised, et E1 �

E2 � E3 � � � � ja
8�
n�1

En � H. Veendumaks, et µ on loenduvalt aditiivne, piisab lause

1.3 põhjal näidata, et µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

0, s.t iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ |µpEnq|   ε. (4.2)

Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Kuna µ on λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε.

Kuna λ on mõõt, siis lause 1.3 põhjal leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ λpEnq   δ.

Aga nüüd kehtib implikatsioon (4.2).

Lause 4.2 (vt nt [F, lk 89, teoreem 3.5]). Olgu µ : Σ Ñ R loenduvalt aditiivne mõõt.

Järgmised väited on samaväärsed:

(i) mõõt µ on λ-pidev;

(ii) täisvariatsioon |µ| on λ-pidev;

(iii) E P Σ, λpEq � 0 ùñ µpEq � 0;

(iv) E P Σ, λpEq � 0 ùñ |µ|pEq � 0.

Tõestus. (i)ñ(iii). Kehtigu (i). Olgu E P Σ, λpEq � 0. Implikatsiooni tõestuseks

piisab näidata, et iga ε ¡ 0 korral |µpEq|   ε. Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Kuna µ on

λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et

D P Σ, λpDq   δ ùñ |µpDq|   ε.
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Antud juhul λpEq � 0   δ, seega |µpEq|   ε, nagu soovitud.

(iii)ñ(iv). Kehtigu (iii). Olgu E P Σ, λpEq � 0, ning olgu m P N ja paarikaupa

lõikumatud hulgad A1, . . . , Am P Σ sellised, et
m�
i�1

Ai � E. Siis

m̧

i�1

λpAiq � λpEq � 0,

seega λpA1q � � � � � λpAmq � 0. Nüüd väite (iii) kohaselt |µpA1q| � � � � � |µpAmq| � 0,

järelikult
m̧

i�1

|µpAiq| � 0;

niisiis |µ|pEq � 0.

(iv)ñ(ii). Kehtigu (iv). Oletame vastuväiteliselt, et |µ| ei ole λ-pidev, s.t leidub

selline ε ¡ 0, et iga δ ¡ 0 korral leidub E P Σ nii, et

λpEq   δ ja |µ|pEq ¥ ε;

seega iga k P N korral leidub Ek P Σ nii, et

λpEkq  
1

2k
ja |µ|pEkq ¥ ε.

Defineerime hulgad

Fn :�
8¤
k�n

Ek, n P N ja F :�
8£
n�1

Fn.

Nüüd iga n P N korral

λpFnq ¤
8̧

k�n

λpEkq  
8̧

k�n

1

2k
�

1

2n�1
,

seega lause 1.3 põhjal

0 ¤ λpF q � lim
nÑ8

λpFnq ¤ lim
nÑ8

1

2n�1
� 0,

millest λpF q � 0. Järelikult väite (iv) põhjal |µ|pF q � 0.

Teiselt poolt, iga n P N korral |µ|pFnq ¥ |µ|pEnq ¥ ε, seega lause 1.3 põhjal

|µ|pF q � lim
nÑ8

|µ|pFnq ¥ ε;
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jõudsime vastuoluni.

(ii)ñ(i). Kehtigu (ii). Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Mõõdu µ λ-pidevuseks peame

leidma δ ¡ 0 nii, et kehtib implikatsioon (4.1). Eelduse (ii) kohaselt leidub selline

δ ¡ 0, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µ|pEq   ε.

Kuna

|µpEq| ¤ |µ|pEq iga E P Σ korral,

siis kehtib implikatsioon (4.1), nagu soovitud.

Selle paragrahvi lõpetuseks näitame, et mis tahes mõõtude Σ Ñ R jada pµnq jaoks

on olemas “kontrollmõõt”, s.t niisugune mõõt ν : Σ Ñ r0,8q, et µn on ν-pidev iga

n P N korral.

Lemma 4.3 (vt nt [R, lk 212]). Olgu µn : Σ Ñ R, n P N, loenduvalt aditiivsed mõõdud.

Siis leidub mõõt ν : Σ Ñ r0,8q nii, et µn on ν-pidev iga n P N korral.

Tõestus. Defineerime hulgafunktsiooni ν : Σ Ñ R,

νpEq :�
8̧

n�1

|µn|pEq

2n
�
1� }µn}

� , E P Σ. (4.3)

Hulgafunktsioon ν on korrektselt defineeritud, sest kuna iga n P N korral

|µn|pEq

2n
�
1� }µn}

� ¤ |µn|pΩq

2n
�
1� |µn|pΩq

� ¤ 1

2n
,

siis rida valemis (4.3) koondub iga E P Σ korral.

Funktsioon ν on mõõt, sest mis tahes paarikaupa lõikumatute hulkade Ej P Σ,

j P N, korral

ν

� 8¤
j�1

Ej



�

8̧

n�1

1

2n
�
1� }µn}

� |µn|� 8¤
j�1

Ej



�

8̧

n�1

1

2n
�
1� }µn}

� 8̧

j�1

|µn|pEjq

�
8̧

n�1

8̧

j�1

|µn|pEjq

2n
�
1� }µn}

� � 8̧

j�1

8̧

n�1

|µn|pEjq

2n
�
1� }µn}

� � 8̧

j�1

νpEjq.

Mõõtude µn, n P N, ν-pidevus järeldub lausest 4.2, sest kui νpEq � 0, siis ilmselt ka

|µn|pEq � 0 iga n P N korral.

Märkus 4.1. Mõõtude µn, n P N, ν-pidevust lemmas 4.3 saab näidata ka ilma lause 4.2

abita. Tõepoolest, olgu n P N suvaline. Mõõdu µn ν-pidevuseks piisab, fikseerides vabalt
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ε ¡ 0, leida δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, νpEq   δ ùñ |µnpEq|   ε. (4.4)

Mis tahes E P Σ korral
|µn|pEq

2n
�
1� }µn}

� ¤ νpEq,

seega

|µnpEq| ¤ |µn|pEq ¤ 2n
�
1� }µn}

�
νpEq.

Siit näeme, et implikatsioon (4.4) kehtib, kui võtta

δ �
ε

2n
�
1� }µn}

� .
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§ 5. Ühtlase λ-pidevuse ja ühtlase loenduva

aditiivsuse vahekorrast

Definitsioon 5.1. Olgu M mingi mõõtude µ : Σ Ñ R hulk. Öeldakse, et M on

ühtlaselt λ-pidev, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε iga µ PM korral.

Öeldakse, et loenduvalt aditiivsete mõõtude jada pµnq on ühtlaselt λ-pidev, kui tema

liikmete hulk tµn : n P Nu on ühtlaselt λ-pidev.

Lause 5.1. Olgu M mingi mõõtude Σ Ñ R hulk. Kui M on ühtlaselt λ-pidev, siis M
on ühtlaselt loenduvalt aditiivne.

Tõestus. Eeldame, et M on ühtlaselt λ-pidev. Olgu hulgad En P Σ, n P N, sellised,

et E1 � E2 � E3 � � � � ja
8�
n�1

En � H. Veendumaks, et M on ühtlaselt loenduvalt

aditiivne, piisab lause 2.1 põhjal näidata, et

µpEnq ÝÝÝÑ
nÑ8

0 ühtlaselt µ PM suhtes,

s.t iga ε ¡ 0 korral leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ |µpEnq|   ε iga µ PM korral. (5.1)

Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Kuna M on ühtlaselt λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε iga µ PM korral.

Kuna λ on mõõt, siis lause 1.3 põhjal leidub N P N nii, et

n ¥ N ùñ λpEnq   δ.

Aga nüüd kehtib implikatsioon (5.1).

Teoreem 5.2 (vt nt [S, lk 144]). Kui λ-pidevate mõõtude Σ Ñ R hulk M on ühtlaselt

loenduvalt aditiivne, siis M on ühtlaselt λ-pidev.

Tõestus. Eeldame, et λ-pidevate mõõtude Σ Ñ R hulk M on ühtlaselt loenduvalt

aditiivne. Peame näitama, etM on ühtlaselt λ-pidev, s.t iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0

nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   ε iga µ PM korral. (5.2)

23



Oletame vastuväiteliselt, et teatava ε ¡ 0 korral ei leidu tingimust (5.2) rahuldavat

arvu δ ¡ 0. Siis iga δ ¡ 0 korral leiduvad E P Σ ja µ PM nii, et

λpEq   δ ja |µpEq| ¥ ε.

Seega, tähistades δ0 � 2, leiduvad E1 P Σ ja µ1 PM nii, et

λpE1q  
δ0

2
ja |µ1pE1q| ¥ ε;

kuna mõõt µ1 on λ-pidev, siis leidub δ1 ¡ 0, δ1  
δ0

2
, nii, et

E P Σ, λpEq   δ1 ùñ |µ1pEq|  
ε

2
.

Jätkame induktiivselt: kui on antud n P N, hulgad E1, . . . , En P Σ, mõõdud µ1, . . . , µn P

M ja arvud δ1, . . . , δn ¡ 0 nii, et iga k P t1, . . . , nu korral

λpEkq  
δk�1

2
, |µkpEkq| ¥ ε, δk  

δk�1

2
(5.3)

ning

E P Σ, λpEq   δk ùñ |µkpEq|  
ε

2
, (5.4)

siis valime Ek�1 P Σ ja µk�1 PM nii, et

λpEk�1q  
δk
2

ja |µk�1pEk�1q| ¥ ε;

kuna mõõt µk�1 on λ-pidev, siis leidub δk�1 ¡ 0, δk�1  
δk
2

, nii, et

E P Σ, λpEq   δk�1 ùñ |µk�1pEq|  
ε

2
.

Kirjeldatud protsessi tulemusena saame hulgad Ek P Σ, mõõdud µk PM ja arvud

δk ¡ 0, k P N, nii, et iga k P N korral kehtivad (5.3) ja (5.4).

Paneme nüüd tähele, et iga k P N korral

λ

�
Ek X

8¤
j�k�1

Ej



¤ λ

� 8¤
j�k�1

Ej



¤

8̧

j�k�1

λpEjq  
8̧

j�k�1

δj�1

2
�

1

2

8̧

i�0

δk�i

 
1

2

8̧

i�0

δk
2i
� δk,
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seega tingimuse (5.4) põhjal

����µk
�
Ek X

8¤
j�k�1

Ej


����   ε

2
.

Hulgad Ak :� Ekz
8�

j�k�1

Ej, k P N, on paarikaupa lõikumatud; seejuures iga k P N

korral

|µkpAkq| �

����µk
�
Ekz

�
Ek X

8¤
j�k�1

Ej



����
�

����µkpEkq � µk

�
Ek X

8¤
j�k�1

Ej


����
¥ |µkpEkq| �

����µk
�
Ek X

8¤
j�k�1

Ej


����
¥ ε�

ε

2
�
ε

2
. (5.5)

Kuna M on ühtlaselt loenduvalt aditiivne, siis lause 2.1 põhjal

µpAkq ÝÝÝÑ
kÑ8

0 ühtlaselt µ PM suhtes;

järelikult leidub N P N nii, et

k ¥ N ùñ |µpAkq|  
ε

2
iga µ PM korral,

mis on vastuolus hinnanguga (5.5).
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§ 6. Meetriline ruum pΣλ, dλq

Selles paragrahvis anname kogumi Σ teatavale faktorruumile täieliku meetrilise ruumi

struktuuri nii, et iga λ-pidev reaalväärtusega mõõt on loomulikul viisil tõlgendatav

pideva funktsioonina sellel faktorruumil.

Lemma 6.1. Mis tahes E,F,G � Ω korral

E4G � pE4F q Y pF4Gq. (6.1)

Tõestus. Arvestades, et mis tahes hulkade A ja B korral A4B � pAzBq Y pBzAq,

piisab sisalduvuseks (6.1) näidata, et

EzG � pEzF q Y pF zGq ja GzE � pGzF q Y pF zEq.

Olgu x P EzG. Siis x P E ja x R G, seega,

(1) kui x R F , siis x P EzF , seega x P pEzF q Y pF zGq;

(2) kui x P F , siis x P F zG, seega x P pEzF q Y pF zGq;

niisiis EzG � pEzF q Y pF zGq. Analoogiliselt saab näidata, et GzE � pGzF q Y pF zEq.

Lause 6.2. Seos � hulgas Σ, mis on defineeritud valemiga

E � F :ðñ λpE4F q � 0, E, F P Σ,

on ekvivalentsusseos.

Tõestus. Olgu E,F,G P Σ.

Seos � on refleksiivne, sest kuna λpE4Eq � λpHq � 0, siis E � E.

Seos � on sümmeetriline, sest kui E � F , siis λpF4Eq � λpE4F q � 0, seega

F � E.

Olgu E � F ja F � G, s.t λpE4F q � 0 ja λpF4Gq � 0. Seose � transitiivsuseks

piisab näidata, et E � G, s.t λpE4Gq � 0. Selleks piisab näidata, et

λpE4Gq ¤ λpE4F q � λpF4Gq, (6.2)

mis mõõdu λ subaditiivsuse tõttu järeldub lemmast 6.1.
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Tähistame faktorhulga Σ{ � sümboliga Σλ, s.t Σλ :� Σ{ �. Hulga E P Σ ekvi-

valentsiklassi faktorhulgas Σλ tähistame sümboliga pE, s.t

pE :�
 
F P Σ: E � F

(
�
 
F P Σ: λpE4F q � 0

(
P Σλ.

Vaatleme nüüd kujutust

Σλ Q pE ÞÝÑ χE P L1pλq. (6.3)

Selle kujutuse definitsiooni korrektsuseks ja tema injektiivsuseks piisab näidata, et

hulkade E,F P Σ korral

λpE4F q � 0 ðñ χE � χF λ-p.k. (6.4)

Võrdus χE � χF λ-p.k. tähendab, et

λ
� 
x P Ω: χEpxq � χF pxq

(	
� 0.

Kuna

 
x P Ω: χEpxq � χF pxq

(
�
 
x P Ω: x P pEzF q Y pF zEq

(
� E4F,

siis samaväärsus (6.4) kehtib.

Kujutuse (6.3) injektiivuse tõttu võime vaadelda hulka Σλ ruumi L1pλq alamhul-

gana; niisiis see kujutus indutseerib meetrika hulgas Σλ.

Lause 6.3. Funktsioon dλ : Σλ � Σλ Ñ R,

dλp pE, pF q � }χE � χF }L1pλq �

»
Ω

|χE � χF | dλ � λpE4F q, E, F P Σ,

on meetrika hulgal Σλ.

Tõestus. Kontrollime meetrika aksioome: mis tahes E,F,G P Σ korral

1� dλp pE, pF q � 0 ðñ λpE4F q � 0 ðñ E � F ðñ pE � pF ;

2� dλp pE, pF q � }χE � χF }L1pλq � }χF � χE}L1pλq � dλp pF , pEq;
3� dλp pE, pGq � }χE � χG}L1pλq � }χE � χF � χF � χG}L1pλq

¤ }χE � χF }L1pλq � }χF � χG}L1pλq � dλp pE, pF q � dλp pF , pGq.

Märkus 6.1. Meetrika aksioomid kauguse dλ jaoks on kontrollitavad ka vahetult, ilma
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kujutust (6.3) kasutamata: mis tahes E,F,G P Σ korral

1� dλp pE, pF q � 0 ðñ λpE4F q � 0 ðñ E � F ðñ pE � pF ;

2� dλp pE, pF q � λpE4F q � λpF4Eq � dλp pF , pEq;
3� dλp pE, pGq � λpE4Gq ¤ λpE4F q � λpF4Gq � dλp pE, pF q � dλp pF , pGq

(siin tingimuse 3� tõestamisel kasutasime võrratust (6.2)).

Lause 6.4. Meetriline ruum pΣλ, dλq on täielik.

Tõestus. Olgu p pEnq Cauchy jada ruumis pΣλ, dλq, s.t dλp pEn, pEmq ÝÝÝÝÝÑ
n,mÑ8

0. Ruumi

pΣλ, dλq täielikkuseks piisab näidata, et see jada koondub. Kuna

}χEn � χEm}L1pλq � dλp pEn, pEmq ÝÝÝÝÝÑ
n,mÑ8

0,

siis jada pχEnq on Cauchy jada Banachi ruumis L1pλq ning seega koondub. Olgu funkt-

sioon f P L1pλq selle jada piirväärtus, s.t

χEn ÝÝÝÑ
nÑ8

f ruumis L1pλq.

Kuna igal L1-koonduval jadal leidub p.k. koonduv osajada, siis leiduvad sellised D P Σ

ja osajada pχEkn
q8n�1, et λpDcq � 0 ja χEkn

pxq ÝÝÝÑ
nÑ8

fpxq iga x P D korral. Nüüd

χDpxqχEkn
pxq ÝÝÝÑ

nÑ8
χDpxqfpxq iga x P Ω korral

ehk

χEknXD
pxq ÝÝÝÑ

nÑ8
pχDfqpxq iga x P Ω korral.

Kuna χEknXD
, n P N, on mõõtuvad funktsioonid, siis ka funktsioon χDf on

mõõtuv, kusjuures tema väärtuste hulk sisaldub hulgas t0, 1u. Niisiis, tähistades

E :� tx P Ω: pχDfqpxq � 1u P Σ, kehtib võrdus χDf � χE. Veelgi enam f � χDf �

χE λ-p.k. Seega funktsioon f on samast ekvivalentsiklassist hulga E P Σ karakteristliku

funktsiooniga; niisiis

χEn ÝÝÝÑ
nÑ8

χE ruumis L1pλq,

s.t

}χEn � χE}L1pλq ÝÝÝÑ
nÑ8

0,

s.t

dλp pEn, pEq ÝÝÝÑ
nÑ8

0,

mis tähendab, et jada p pEnq koondub elemendiks pE P Σλ, nagu soovitud.
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Olgu µ λ-pidev mõõt σ-algebral Σ. Defineerime funktsiooni pµ : Σλ Ñ R,

pµp pEq :� µpEq, E P Σ.

Veendume, et funktsioon pµ on korrektselt defineeritud. Selleks, fikseerides vabalt D,E P

Σ nii, et pD � pE, s.t D � E ehk, teisisõnu, λpDzEq � λpEzDq � λpD4Eq � 0, piisab

näidata, et µpDq � µpEq. Kuna λpDzEq � 0 ja λpEzDq � 0, siis lause 4.2 põhjal

µpDzEq � 0 ja µpEzDq � 0 ning järelikult

µpDq � µpDXEq � µpDzEq � µpDXEq � µpE XDq � µpE XDq � µpEzDq � µpEq.

Lihtne on näha, et funktsioon pµ on pidev. Tõepoolest, fikseerides vabalt E P Σ,

piisab selleks näidata, et iga ε ¡ 0 korral leidub selline δ ¡ 0, et

D P Σ, λpD4Eq   δ ùñ |µpDq � µpEq|   ε.

Olgu D P Σ selline, et λpD4Eq   δ; siis λpDzEq, λpEzDq   δ, mistõttu

|µpDzEq|, |µpEzDq|  
ε

2
. Seega

|µpDq � µpEq| � |µpD X Eq � µpDzEq � µpE XDq � µpEzDq|

¤ |µpDzEq| � |µpEzDq|  
ε

2
�
ε

2
� ε.

Definitsioon 6.1. Olgu X ja Y meetrilised ruumid ning olguM mingi funktsioonide

f : X Ñ Y hulk. Öeldakse, et hulk M on

• võrdpidev punktis x P X, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et

z P X, ρpz, xq   δ ùñ ρ
�
fpzq, fpxq

�
  ε iga f PM korral;

• võrdpidev, kui ta on võrdpidev igas punktis x P X;

• ühtlaselt võrdpidev, kui iga ε ¡ 0 korral leidub δ ¡ 0 nii, et

z, x P X, ρpz, xq   δ ùñ ρ
�
fpzq, fpxq

�
  ε iga f PM korral.

Öeldakse, et funktsioonide jada pfnq on

• võrdpidev punktis x P X, kui tema liikmete hulk tfn : n P Nu on võrdpidev punktis

x P X;

• võrdpidev, kui tema liikmete hulk tfn : n P Nu on võrdpidev;
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• ühtlaselt võrdpidev, kui tema liikmete hulk tfn : n P Nu on ühtlaselt võrdpidev.

Lause 6.5. Olgu M mingi λ-pidevate mõõtude µ : Σ Ñ R hulk. Tähistame xM :�

tpµ : µ PMu. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) M on ühtlaselt λ-pidev;

(ii) xM on ühtlaselt võrdpidev;

(iii) xM on võrdpidev;

(iv) xM on võrdpidev punktis pH;

(v) leidub hulk E P Σ nii, et xM on võrdpidev punktis pE P Σλ;

(vi) iga ε ¡ 0 korral leiduvad hulk E P Σ ja arv δ ¡ 0 nii, et

D P Σ, λpD4Eq   δ ùñ |µpDq � µpEq|   ε iga µ PM korral.

Tõestus. (ii)ñ(iii)ñ(iv)ñ(v)ñ(vi) on ilmne.

(i)ñ(ii). Eeldame, etM on ühtlaselt λ-pidev. Hulga xM ühtlaseks võrdpidevuseks

piisab, fikseerides vabalt ε ¡ 0, leida δ ¡ 0 nii, et

D,E P Σ, λpD4Eq   δ ùñ |µpDq � µpEq|   ε iga µ PM korral.

Paneme tähele, et mis tahes D,E P Σ korral

|µpDq � µpEq| � |µpD X Eq � µpDzEq � µpE XDq � µpEzDq|

¤ |µpDzEq| � |µpEzDq| .

Kuna eelduse põhjal on M ühtlaselt λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et

D P Σ, λpDq   δ ùñ |µpDq|  
ε

2
iga µ PM korral.

Olgu nüüd D,E P Σ sellised, et λpDzEq � λpEzDq � λpD4Eq   δ. Siis

λpDzEq, λpEzDq   δ, mistõttu |µpDzEq| , |µpEzDq|  
ε

2
iga µ PM korral. Seega

|µpDq � µpEq| ¤ |µpDzEq| � |µpEzDq|  
ε

2
�
ε

2
� ε iga µ PM korral.

(vi)ñ(i). Kehtigu (vi). Fikseerime vabalt ε ¡ 0. Implikatsiooni tõestuseks piisab

leida δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq|   2ε iga µ PM korral.
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Eelduse (vi) põhjal leiduvad A P Σ ja δ ¡ 0 nii, et

D P Σ, λpD4Aq   δ ùñ |µpDq � µpAq|   ε iga µ PM korral.

Mis tahes E P Σ korral

E � E1zE2, kus E1 � E Y A ja E2 � AzE;

seejuures

E14A � pE1zAq Y pAzE1q � pEzAq YH � EzA

ja

E24A � pE2zAq Y pAzE2q � HY pAX Eq � E X A,

seega

λpE14Aq � λpEzAq ¤ λpEq ja λpE24Aq � λpE X Aq ¤ λpEq.

Niisiis, kui E P Σ rahuldab tingimust λpEq   δ, siis λpE14Aq   δ ja λpE24Aq   δ,

järelikult väite (vi) põhjal iga µ PM korral

|µpE1q � µpAq|   ε ja |µpE2q � µpAq|   ε

ning seega

|µpEq| � |µpE1zE2q| � |µpE1q � µpE2q| � |µpE1q � µpAq � µpAq � µpE2q|

¤ |µpE1q � µpAq| � |µpAq � µpE2q|   2ε,

nagu soovitud.
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§ 7. Pidevate funktsioonide punktiviisi koonduva

jada piirfunktsiooni pidevuspunkti olemasolu

täielikus meetrilises ruumis

Meenutame funktsionaalanalüüsi sissejuhatavast kursusest tuttavat Baire’i teoreemi.

Teoreem 7.1 (Baire’i teoreem; vt nt [OO, lk 33]). Kui täielik meetriline ruum esitub

loenduva ühendina kinnistest hulkadest, siis vähemalt üks nendest hulkadest sisaldab

mingit kera.

Vitali–Hahn–Saksi teoreemi tõestus järgmises paragrahvis toetub järgnevale hästi

tuntud järeldusele Baire’i teoreemist.

Teoreem 7.2. Olgu X ja Y meetrilised ruumid, kusjuures X on täielik, ning olgu

pidevad funktsioonid fn : X Ñ Y , n P N, sellised, et

• piirväärtus fpxq :� lim
nÑ8

fnpxq P Y eksisteerib iga x P X korral.

Siis

(a) leidub punkt x P X, milles jada pfnq on võrdpidev;

(b) leidub punkt x P X, milles funktsioon f on pidev.

Tõestus. Kõigepealt paneme tähele, et väide (b) järeldub väitest (a) ka ilma eelduseta

ruumi X täielikkuse kohta. Veelgi täpsemalt: kui jada pfnq on võrdpidev punktis x P X,

siis funktsioon f on pidev punktis x. Tõepoolest, eeldame, et jada pfnq on võrdpidev

punktis x P X. Funktsiooni f pidevuseks punktis x piisab, fikseerides vabalt ε ¡ 0,

leida δ ¡ 0 nii, et

z P X, ρpz, xq   δ ùñ ρ
�
fpzq, fpxq

�
¤ ε. (7.1)

Eelduse kohaselt leidub δ ¡ 0 nii, et

z P X, ρpz, xq   δ ùñ ρ
�
fnpzq, fnpxq

�
  ε iga n P N korral.

Kuna iga z P X korral fnpzq ÝÝÝÑ
nÑ8

fpzq, siis kauguse pidevuse tõttu implikatsioon (7.1)

kehtib.

Teoreemi tõestuseks jääb tõestada väide (a). Selleks tähistame kõikide k,m P N
korral

F k
m :�

8£
n�m

"
z P X : ρ

�
fnpzq, fmpzq

�
¤

1

k

*
.
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Paneme tähele, et jada pfnq on võrdpidev punktis x P X, kui

x P
8£
k�1

8¤
m�1

pF k
mq

� �: G.

Tõepoolest, olgu x P G ning olgu ε ¡ 0 suvaline. Jada pfnq võrdpidevuseks punktis x

piisab leida δ ¡ 0 nii, et

z P Bpx, δq ùñ ρ
�
fnpzq, fnpxq

�
  ε iga n P N korral. (7.2)

Selleks valime sellise k P N, et
1

k
 
ε

3
. Olgu m P N selline, et x P pF k

mq
�, s.t Bpx, δ0q �

F k
m mingi δ0 ¡ 0 korral. Iga n P t1, . . . ,mu korral on funktsioon fn pidev punktis x,

seega leidub δn ¡ 0 nii, et

z P Bpx, δnq ùñ ρ
�
fnpzq, fnpxq

�
 
ε

3
.

Näitame, et, võttes δ :� mintδ0, δ1, . . . , δmu, implikatsioon (7.2) kehtib. Kui n ¤ m,

siis implikatsioon (7.2) on ilmne. Kui n ¡ m, siis eeldusel, et z P Bpx, δq, saame

ρ
�
fnpzq, fnpxq

�
¤ ρ

�
fnpzq, fmpzq

�
� ρ

�
fmpzq, fmpxq

�
� ρ

�
fmpxq, fnpxq

�
 

1

k
�
ε

3
�

1

k
  ε.

Tõestuse lõpetuseks piisab näidata, et G � H ehk XzG � X. Selleks paneme

kõigepealt tähele, et hulgad F k
m, k,m P N, on kinnised, kusjuures iga k P N korral

8�
m�1

F k
m � X.

Olgu k,m P N ning olgu xj P F
k
m, j P N, ja x P X sellised, et xj ÝÝÝÑ

jÑ8
x ruumis

X. Hulga F k
m kinnisuseks piisab näidata, et x P F k

m. Eelduse kohaselt iga j P N korral

ρ
�
fnpxjq, fmpxjq

�
¤

1

k
kõikide n ¥ m korral.

Iga n P N korral on funktsioon fn pidev, seega eeldusest xj ÝÝÝÑ
jÑ8

x järeldub, et

fnpxjq ÝÝÝÑ
jÑ8

fnpxq. Kauguse pidevuse tõttu

ρ
�
fnpxq, fmpxq

�
¤

1

k
kõikide n ¥ m korral,

seega x P F k
m, nagu soovitud.

Olgu nüüd k P N. Veendumaks, et
8�
m�1

F k
m � X, piisab näidata, et X �

8�
m�1

F k
m.

Olgu x P X. Kuna jada
�
fnpxq

�
koondub, siis see jada on Cauchy jada, järelikult leidub
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m P N nii, et

n, l ¥ m ùñ ρ
�
fnpxq, flpzq

�
¤

1

k
,

aga siit järeldub, et x P F k
m.

Nüüd

XzG �
8¤
k�1

�
Xz

8¤
m�1

pF k
mq

�



�

8¤
k�1

�� 8¤
m�1

F k
m



z

8¤
m�1

pF k
mq

�




�
8¤
k�1

8¤
m�1

�
F k
mzpF

k
mq

�
�
� X.

Siin viimane sisalduvus on range, sest kuna hulgad F k
mzpF

k
mq

�, k,m P N, on kinnised ja

tühja sisemusega, siis nende (loenduv) ühend ei saa olla kogu ruum X Baire’i teoreemi

kohaselt.

Tegelikult piisab Vitali–Hahn–Saksi teoreemi tõestuseks järgnevast teoreemi 7.2

nõrgemast versioonist. Kuigi see nõrgem versioon järeldub vahetult teoreemist 7.2,

esitame talle iseseisva tõestuse.

Teoreem 7.3. Olgu X ja Y meetrilised ruumid, kusjuures X on täielik, ning olgu

pidevad funktsioonid fn : X Ñ Y , n P N, sellised, et

• piirväärtus fpxq :� lim
nÑ8

fnpxq P Y eksisteerib iga x P X korral.

Siis

� iga ε ¡ 0 korral leiduvad punkt x P X ja arv δ ¡ 0 nii, et

z P X, ρpz, xq   δ ùñ ρ
�
fnpzq, fnpxq

�
  ε iga n P N korral. (7.3)

Tõestus. Fikseerime vabalt ε ¡ 0 ning defineerime iga k P N korral hulga

Fk �

"
x P X : ρ

�
fnpxq, fmpxq

�
¤
ε

3
kõikide m,n ¥ k korral

*
.

Näitame, et hulgad Fk, k P N, on kinnised. Olgu k P N ning olgu xj P Fk, j P N, ja

x P X sellised, et xj ÝÝÝÑ
jÑ8

x ruumis X. Hulga Fk kinnisuseks piisab näidata, et x P Fk.

Eelduse kohaselt iga j P N korral

ρ
�
fnpxjq, fmpxjq

�
¤
ε

3
kõikide m,n ¥ k korral.

Iga n P N korral on funktsioon fn pidev, seega eeldusest xj ÝÝÝÑ
jÑ8

x järeldub, et
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fnpxjq ÝÝÝÑ
jÑ8

fnpxq. Kauguse pidevuse tõttu

ρ
�
fnpxq, fmpxq

�
¤
ε

3
kõikide m,n ¥ k korral,

seega x P Fk, nagu soovitud.

Näitame, et
8�
k�1

Fk � X. Selleks piisab näidata, et X �
8�
k�1

Fk. Olgu x P X.

Vaatleme jada
�
fnpxq

�
. Kuna

�
fnpxq

�
kui koonduv jada on Cauchy jada, siis leidub

l P N nii, et

m,n ¥ l ùñ ρ
�
fnpxq, fmpxq

�
¤
ε

3
.

See aga tähendab, et x P Fl �
8�
k�1

Fk, nagu soovitud.

Nüüd on Baire’i teoreemi 7.1 eeldused täidetud, mistõttu leiduvad k P N, x P X

ja δ0 ¡ 0 nii, et Bpx, δ0q � Fk, s.t

z P Bpx, δ0q ùñ z P Fk

ehk, teisisõnu,

z P X, ρpz, xq   δ0 ùñ ρ
�
fnpzq, fmpzq

�
¤
ε

3
kõikide m,n ¥ k korral.

Kuna funktsioonid f1, . . . , fk on pidevad punktis x, siis leidub δ1 ¡ 0 nii, et

z P X, ρpz, xq   δ1 ùñ ρ
�
fnpzq, fnpxq

�
 
ε

3
iga n P t1, . . . , ku korral.

Niisiis, võttes δ � mintδ0, δ1u, implikatsioon (7.3) kehtib, sest kui ρpz, xq   δ, siis mis

tahes n ¡ k korral

ρ
�
fnpzq, fnpxq

�
¤ ρ

�
fnpzq, fkpzq

�
� ρ

�
fkpzq, fkpxq

�
� ρ

�
fkpxq, fnpxq

�
 
ε

3
�
ε

3
�
ε

3
� ε.
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§ 8. Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja Nikodými

koonduvusteoreemi tõestus

Selles paragrahvis tõestame sissejuhatuses äratoodud Vitali–Hahn–Saksi teoreemi ja

Nikodými koonduvusteoreemi. Parema jälgitavuse huvides sõnastame need teoreemid

siinkohal uuesti.

Teoreem 8.1 (Vitali–Hahn–Saksi teoreem). Olgu λ-pidevad mõõdud µn : Σ Ñ R,

n P N, sellised, et

• piirväärtus µpEq :� lim
nÑ8

µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.

Siis

(a) jada pµnq on ühtlaselt λ-pidev;

(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on λ-pidev (mõõt).

Teoreem 8.2 (Nikodými koonduvusteoreem). Olgu (loenduvalt aditiivsed) mõõdud

µn : Σ Ñ R, n P N, sellised, et

• piirväärtus µpEq :� lim
nÑ8

µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.

Siis

(a) jada pµnq on ühtlaselt loenduvalt aditiivne;

(b) hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R on loenduvalt aditiivne, s.t µ on mõõt.

Kõigepealt analüüsime Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1 ja Nikodými koonduvus-

teoreemi 8.2 võrdlevalt (ilma kumbagi neist tõestamata): me näitame, et esimesest neist

teoreemidest järeldub lihtsasti teine ja, vastupidi, teisest järeldub lihtsasti esimene.

Selleks märgime esmalt, et

[I] hulgafunktsioon µ : Σ Ñ R teoreemides 8.1 ja 8.2 on lõplikult aditiivne mõõt.

Tõepoolest, kui A,B P Σ on lõikumatud hulgad, siis mõõtude µn aditiivsuse tõttu

µpAYBq � lim
nÑ8

µnpAYBq � lim
nÑ8

�
µnpAq � µnpBq

�
� lim

nÑ8
µnpAq � lim

nÑ8
µnpBq

� µpAq � µpBq.

Järgmiseks paneme tähele, et
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[II] nii Vitali–Hahn–Saksi teoreemis 8.1 kui ka Nikodými koonduvusteoreemis 8.2

järeldub väide (b) väitest (a).

Tõepoolest, rahuldagu mõõdud µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust

• piirväärtus µpEq :� lim
nÑ8

µnpEq P R eksisteerib iga E P Σ korral.

[II1]. Eeldame, et kehtib teoreemi 8.1 väide (a), s.t jada pµnq on ühtlaselt λ-pidev.

Näitame, et sel juhul kehtib ka väide (b), s.t lõplikult aditiivne mõõt µ on λ-pidev.

Selleks piisab, fikseerides vabalt ε ¡ 0, leida δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µpEq| ¤ ε.

Kuna jada pµnq on ühtlaselt λ-pidev, siis leidub δ ¡ 0 nii, et

E P Σ, λpEq   δ ùñ |µnpEq|   ε iga n P N korral,

aga nüüd E P Σ, λpEq   δ, korral

|µpEq| �
�� lim
nÑ8

µnpEq
�� � lim

nÑ8
|µnpEq| ¤ ε.

[II2]. Eeldame, et kehtib teoreemi 8.2 väide (a), s.t jada pµnq on ühtlaselt loenduvalt

aditiivne. Näitame, et sel juhul kehtib ka väide (b), s.t lõplikult aditiivne mõõt µ on

loenduvalt aditiivne. Selleks piisab, lause 1.3 põhjal näidata, et suvaliste mõõtuvate

hulkade E1 � E2 � E3 � � � � ,
8�
k�1

Ek � H, korral µpEkq ÝÝÝÑ
kÑ8

0, s.t fikseerides vabalt

ε ¡ 0, leidub N P N nii, et

k ¥ N ùñ |µpEkq| ¤ ε.

Kuna jada pµnq on ühtlaselt loenduvalt aditiivne, siis lause 2.1 põhjal leidub N P N
nii, et

k ¥ N ùñ |µnpEkq|   ε iga n P N korral,

aga nüüd k ¥ N korral

|µpEkq| � | lim
nÑ8

µnpEkq| � lim
nÑ8

|µnpEkq| ¤ ε.

Lõpuks näitame, et

[III1] Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a), kehtivusest järeldub Nikodými koonduvus-

teoreemi 8.2, (a), kehtivus. Teoreemi 8.1, (b), kehtivusest järeldub teoreemi 8.2,

(b), kehtivus.
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[III2] Nikodými koonduvusteoreemi 8.2, (a), kehtivusest järeldub Vitali–Hahn–Saksi teo-

reemi 8.1, (a), kehtivus. Teoreemi 8.2, (b), kehtivusest järeldub teoreemi 8.1, (b),

kehtivus.

[III1]. Oletame, et Vitali–Hahn–Saksi teoreem 8.1, (a), on tõestatud. Tõestame

sel eeldusel Nikodými koonduvusteoreemi 8.2, (a). Rahuldagu loenduvalt aditiivsed

mõõdud µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust 
. Teoreemi 8.2, (a), tõestuseks peame näitama,

et jada pµnq on ühtlaselt loenduvalt aditiivne. Olgu ν : Σ Ñ R “kontrollmõõt” jadale

pµnq lemmast 4.3, s.t µn on ν-pidev iga n P N korral. Siis teoreemi 8.1, (a), põhjal on

jada pµnq ühtlaselt ν-pidev, järelikult lause 5.1 põhjal on jada pµnq ühtlaselt loenduvalt

aditiivne, nagu soovitud.

Oletame nüüd, et Vitali–Hahn–Saksi teoreem 8.1, (b), on tõestatud. Tõestame

sel eeldusel Nikodými koonduvusteoreemi 8.2, (b). Rahuldagu loenduvalt aditiivsed

mõõdud µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust 
. Teoreemi 8.2, (b), tõestuseks peame näitama,

et lõplikult aditiivne mõõt µ on loenduvalt aditiivne. Olgu ν : Σ Ñ R “kontrollmõõt”

jadale pµnq lemmast 4.3, s.t µn on ν-pidev iga n P N korral. Siis teoreemi 8.1, (b), põhjal

on µ ν-pidev, järelikult lause 4.1 põhjal on µ loenduvalt aditiivne, nagu soovitud.

[III2]. Oletame, et Nikodými koonduvusteoreem 8.2, (a), on tõestatud. Tõestame

sel eeldusel Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a). Rahuldagu λ-pidevad mõõdud

µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust 
. Teoreemi 8.1, (a), tõestuseks peame näitama, et

jada pµnq on ühtlaselt λ-pidev. Teoreemi 8.2, (a), põhjal on jada pµnq ühtlaselt loen-

duvalt aditiivne, järelikult teoreemi 5.2 põhjal on jada pµnq ühtlaselt λ-pidev, nagu

soovitud.

Oletame nüüd, et Nikodými koonduvusteoreem 8.2, (b), on tõestatud. Tõestame

sel eeldusel Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (b). Rahuldagu λ-pidevad mõõdud

µn : Σ Ñ R, n P N, tingimust 
. Teoreemi 8.1, (b), tõestuseks peame näitama, et

lõplikult aditiivne mõõt µ on λ-pidev. Teoreemi 8.2, (b), põhjal on µ loenduvalt aditiiv-

ne, seega tema λ-pidevuse tõestuseks saame rakendada lauset 4.2. Olgu E P Σ selline,

et λpEq � 0. Mõõdu µ λ-pidevuseks piisab lause 4.2 põhjal näidata, et µpEq � 0. Kuna

eelduse põhjal on mõõdud µn, n P N, λ-pidevad, siis lause 4.2 põhjal iga n P N korral

µnpEq � 0. Aga nüüd µpEq � lim
nÑ8

µnpEq � 0, nagu soovitud.

Ülaltoodu valguses piisab nüüd Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1 ja Nikodými koon-

duvusteoreemi 8.2 tõestuseks tõestada Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1 väide (a).

Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a), tõestus järeldusena teoreemist 7.2.

Jada pµnq ühtlaseks λ-pidevuseks piisab lause 6.5 põhjal leida mingi punkt, milles jada

ppµnq, kus funktsioonid pµn : Σλ Ñ R on defineeritud võrdusega pµnp pEq � µnpEq, E P Σ,

on võrdpidev. Sellise punkti olemasolu järeldub vahetult teoreemist 7.2.
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Esitame Vitali–Hahn–Saksi teoreemile 8.1 veel ka tõestuse, mis toetub teoreemist

7.2 nõrgemale teoreemile 7.3

Vitali–Hahn–Saksi teoreemi 8.1, (a), tõestus järeldusena teoreemist 7.3.

Fikseerides vabalt ε ¡ 0, piisab jada pµnq ühtlaseks λ-pidevuseks lause 6.5 põhjal leida

hulk E P Σ ja arv δ ¡ 0 nii, et

pD P Σλ, dλp pD, pEq   δ ùñ |pµnp pDq � pµnp pEq|   ε iga n P N korral.

Soovitud E P Σ ja δ ¡ 0 olemasolu järeldub vahetult teoreemist 7.3.
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41


