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Lipschitzi funktsioonide jatkamine

Bakalaureusetoo
Kristjan Kallikivi

Liihikokkuvote. Aastal 1934 toestasid E. J. McShane ja H. Whitney teineteisest soltu-
matult, et meetrilise ruumi alamhulgal tegutsevat Lipschitzi funktsiooni saab alati jatkata
Lipschitzi funktsiooniks tervele ruumile séilitades tema Lipschitzi konstanti. Kéesolevas
bakalaureusettos kirjutatakse iiksikasjaliselt lahti selle tulemuse toestus ja esitatakse ka

analoogiline tulemus lokaalselt Lipschitzi funktsioonide jaoks.

CERCS teaduseriala: P140 Jadad, Fourier analiiiis, funktsionaalanaliiiis.
Mairksonad: meetriline ruum, normeeritud ruum, Lipschitzi funktsioon, funktsiooni

jatkamine.

Extension of Lipschitz functions

Bachelor’s thesis
Kristjan Kallikivi

Abstract. In 1934, E. J. McShane and H. Whitney proved independently that every
Lipschitz function acting on a subset of a metric space can always be extended to a Lip-
schitz function on the whole metric space such that it preserves it’s Lipschitz constant.
In this bachelor’s thesis, a detailed proof of this result is presented, and an analogous

result for locally Lipschitz functions is also exhibited.

CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analysis.
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Sissejuhatus

Bakalaureusetd6 on referatiivne teoreetiline uurimus funktsionaalanaliiiisi vallas. T66
eesmérgiks on anda iilevaade Lipschitzi funktsioonidest ja nende jitkamisest.

Aastal 1934 toestasid E. J. McShane [McS34, Teoreem 1] ja H. Whitney [Whi34l
joonealune mirkus 63. lehekiiljel] teineteisest soltumatult, et meetrilise ruumi alamhulgal
defineeritud reaalsete vadrtustega Lipschitzi funktsioon f on Lipschitzi konstanti
sdilitavalt jatkatav kogu ruumile. McShane niitas, et sobivaks jatkuks on ® ¢ ja Whitney

néitas, et sobib Wy (vt alljirgnev McShane-Whitney teoreem).

Teoreem (McShane-Whitney, 1934). Olgu (X, d) meetriline ruum, S ruumi X alamhulk
ning f: S — R Lipschitzi funktsioon, kus Lip(f) = L. Siis funktsioonid ¥¢: X — R ja
S X — R, defineeritud kui

Vy(@) = sup(f(s) - Ld(, s))

ja
®(z) = inf (f(s) + Ld(z,5)),

seS

on funktsiooni f Lipschitzi jitkud, mille puhul Lip(V ) = Lip(®¢) = Lip(f).

McShane-Whitney teoreem koos toestusega on eesti keeles ilmunud varem H.
Niglase magistritoos (vt [Nigl4, Teoreem 1.15]), kuid see toestus kasutab Kuratowski-
Zorni lemmat ning seetottu annab mingi sobiva jatku olemasolu, aga ei anna eeskirja
sellise jatku konstrueerimiseks. Ké&esoleva bakalaureusetod peamiseks eesmirgiks on
suuresti opikule [CMNI19] tuginedes anda iiksikasjalik ja originaali sarnane toestus
nii McShane-Whitney teoreemile (vt Teoreem [2.2]) kui ka selle teoreemi laiendusele
lokaalselt Lipschitzi funktsioonide jaoks (vt Teoreem [B.6]).

Bakalaureuset66 sisuline osa on jaotatud neljaks peatiikiks. Esimeses peatiikis
esitame eelteadmistena vajalikud definitsioonid ja tulemused. Kirjeldame moningaid
Lipschitzi funktsioonide omadusi ja toome néiteid Lipschitzi funktsioonidest. Peatiiki
olulisus seisneb selles, et valmistada lugeja ette jargnevates peatiikkides vaadeldavate
Lipschitzi funktsioonide jatkamisviiside uurimiseks.

Teises peatiikis vaatleme Lipschitzi funktsioonide jatkamist. T&estame
bakalaureuset66 pohitulemuse ehk McShane-Whitney teoreemi, mille jérel vaatame
teoreemi jareldusi ja illustreerime kirjeldatavat teoreemi néidetega. Néieme, et
komplekssete véartustega Lipschitzi funktsioonide jdtkamisel Lipschitzi konstant

tildiselt ei saili.



Kolmas peatiikk keskendub lokaalselt Lipschitzi funktsioonidele. Kirjeldame
seoseid Lipschitzi funktsioonide ja lokaalselt Lipschitzi funktsioonide vahel. Peatiiki
pOhiteoreemis toestame, et meetrilise ruumi kinnise alamhulga peal defineeritud
lokaalselt Lipschitzi funktsioonil leidub lokaalselt Lipschitzi jatk tervele ruumile.

To606 neljandas peatiikis defineerime hulgal absoluutselt minimiseerivad funktsioonid
ja funktsiooni absoluutselt minimiseerivad Lipschitzi jatkud. Vaatame selliste
funktsioonide néiteid ja kirjeldame nende funktsioonide omadusi. Lopetuseks toome
vélja iihe seni lahendamata probleemi absoluutselt minimiseerivate Lipschitzi jatkude

olemasolu kohta.



1 Eelteadmised

Kéesolevas peatiikis defineerime t66 sisu jaoks olulised m&isted ja tulemused. Esi-
meses alapeatiikis vaatame iile meetriliste ruumidega seonduva ning teises alapeatiikis
kirjeldame Lipschitzi funktsioone ja vaatame moningaid Lipschitzi funktsioonide oma-
dusi. Siin peatiikis tugineme opikutele [O091] ja [CMNI9].

1.1 Meetrilised ruumid

Definitsioon 1.1. Meetriliseks ruumiks nimetatakse mittetithja hulka X koos sellel
defineeritud seosega d, mis seab igale elemendipaarile x,y € X vastavusse reaalarvu

d(x,y) selliselt, et iga x,y,z € X korral kehtivad jargmised tingimused:

1. d(z,y) =0 <= x =y ehk identsuse aksioom;
2. d(z,y) = d(y,x) ehk simmeetria aksioom;

3. d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) ehk kolmnurga vorratus.

Reaalarvu d(x,y) nimetatakse elementide = ja y wvaheliseks kauguseks ja funktsiooni
d: X x X — R meetrikaks. Meetrilist ruumi X kaugusega d tiahistame (X, d).

Niide 1.2. T#histagu K hulka R v6i C. Ruumis K" saab elementide z :== (£1,...,&,)

jay = (n,...,ny) vahelise kauguse defineerida jargmiselt:

a@,y) = 16— mP + .+ 16— mal

Definitsioon 1.3. Olgu (X, d) meetriline ruum, a € X ja r > 0. Hulka
B.la] ={x € X | d(z,a) <7}

nimetatakse kinniseks keraks keskpunktiga a ja hulka
By(a) ={z € X |d(z,a) < r}

lahtiseks keraks keskpunktiga a.

Definitsioon 1.4. Olgu X meetriline ruum, ja a € X. Elemendi a dmbruseks nimeta-
takse hulka V,,, mille puhul leidub r > 0 selliselt, et B,.(a) C V.



Definitsioon 1.5. Olgu (X, d) meetriline ruum ja S hulga X alamhulk. Elemendi z € X

kauguseks hulgast S C X nimetatakse arvu

d(x,S) = ing d(x,s).

sE
Toome sisse hulga kompaktsuse méoiste.

Definitsioon 1.6. Olgu X meetriline ruum. Oeldakse, et hulk K C X on kompaktne,

kui igast tema elementide moodustatud jadast saab eraldada koonduva osajada.
Mirkus 1.7. Kompaktne hulk on kinnine ja tékestatud.

Lemma 1.8. Olgu X ja Y meetrilised ruumid. Kui K C X on kompaktne hulk ja
funktsioon f: X —'Y on pidev, siis ka f(K) on kompaktne hulk.

Téestus. Olgu (y,) hulga f(K) suvaline jada. Leidub vastav argumentide jada (x;)
hulgas K, mille puhul y,, = f(z,) iga n € N korral. Eelduse kohaselt leidub jada (x)
osajada (zp, ), mille puhul z,, — 9 € K protsessis k — oo, ning Heine pidevuse
kriteeriumi kohaselt y,, = f(zn,) = f(z0) € f(K). Seega f(K) on kompaktne hulk. [J

Definitsioon 1.9. Olgu X vektorruum iile korpuse K. Kujutust ||-|| : X — R nimeta-
takse normiks ruumil X, kui iga x,y € X ja A € K korral kehtivad tingimused:

L. ||lz[| =0 < z=0;
2. [[Az]l = (Al
3. Ml +yll < =l + [lyll -

Paari (X, ||-||) nimetatakse normeeritud ruumiks.

Maérgime, et mistahes normeeritud ruum on loomulikul viisil meetriline ruum, kus

d(x,y) = ||z — y|| iga z,y € X korral.

Naide 1.10. Ruumil R” saab vaadelda erinevaid norme. Naiteks (R", ||-||,,) on normee-

ritud ruum, mille puhul
@)oo = g ol 2l

Kui 1 < p < oo, siis voime vaadelda normeeritud ruumi (R™, ||-[|,,), mille puhul

n v
(21, .zl = (Zmyp) .
=1
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Vottes viimases p = 2 saame erijuhuna tuntud Eukleidilise normi.

Niide 1.11. Olgu X meetriline ruum ja B(X) = {f: X — K| f on tokestatud}. Siis

(B(X),]]-llo,) on normeeritud ruum, kus
[ flloo = sup | f(2)]-
zeX

Seejuures normi | ||, nimetatakse funktsiooni f l6pmatusnormiks.

Definitsioon 1.12. Olgu X hulk ja S hulga X alamhulk. Funktsiooni f: X — Y
ahendiks hulgale S nimetatakse funktsiooni f|g: S — Y, mille korral f|s(z) = f(x)
iga x € S korral.

Definitsioon 1.13. Olgu X hulk ja .S hulga X alamhulk. Funktsiooni f: S — Y jitkuks
hulgale X nimetatakse funktsiooni F': X — Y, mille korral iga s € S jaoks kehtib
F(s) = f(s). Teiste sonadega on funktsioon f funktsiooni F' ahendiks hulgale S.

1.2 Lipschitzi funktsioonid

Definitsioon 1.14. Olgu (X, dx) ja (Y, dy) meetrilised ruumid. Funktsiooni f: X — Y
nimetatakse Lipschitzi funktsiooniks, kui leidub reaalarv L > 0, mis iga elemendipaari

x,y € X korral rahuldab tingimust (s.o Lipschitzi tingimust):

dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y).

Kui f on Lipschitzi funktsioon, siis arvu

dy (f(z), f(y))
d)(<1',y)

nimetatakse funktsiooni f Lipschitzi konstandiks.

Lip() = sup | oye Xty
Toome jéargnevalt néiteid Lipschitzi funktsioonidest.

Niide 1.15. Olgu (X, d) meetriline ruum ja zo € X fikseeritud. Néitame, et funktsioon
fazo: X — R, mis on defineeritud kui f,(y) = d(xo,y) iga y € X korral on Lipschitzi
funktsioon.

Toepoolest, iga z,y € X korral saame

[fao (2) = faro ()] = [d(o, 2) — d(0,y)| < d(z,y),

kus viimane vorratus jareldub kolmnurga vorratusest.



Niide 1.16. Olgu r > 0 ja B,.[0] C C. Meetriline projektsioon m,: C — B,[0], mis on
defineeritud kui
z, kui z € B,[0],

m(@) = rz kui x ¢ B;[0]

m7

on Lipschitzi funktsioon ja Lip(m,) = 1.

(a) Juht 2 (b) Juht 3

Joonis 1: Meetriline projektsioon

Toestus. Vaatleme kolme juhtu.

1. Olgu z,y € B,[0]. Siis 7,(z) = z ja 7,(y) = y ning |7, (z) — 7 (y)| = |z — y|.

Enne teise juhu vaatamist mérgime, et

|z —y* = |z]* + |y|* — 2Re(z7) iga x,y € C korral. (1.1)

2. Olgu z € B,[0] jay & B,[0], vt joonist [[al Néitame, et |7,(z) — 7 (y)| < |z —y| ehk

samavidrselt, et |z — y|? — |m.(z) — 7(y)|?> > 0. Niiiid paneme tiihele, et vorduse

(L)) abil saame kirjutada

& =yl = e (2) — 7o (y) [

(1.2)
= |z = |7 (@) * + [y)? — 17 (v)]* — 2Re(2y) + 2 Re(m ()7, (y)).

Vorduse (L2)) abil ja pidades silmas, et m,.(x) = x ja 7(y) = %, saame kirjutada,



et

2
2=y — () — mo ) = [ — [ 4 \wﬁ - 2Reap) + 2 Relap)
B . . 2 Re(zy) R ., . Re(xy)
— (ol =l + 1) = 2 g =) = >(<\yr+> 2258 )
(o Re(a)
> (Iy >(2| el )zo.

Viimane vorratus kehtib, sest Re(zy) < |z] |y|.

3. Olgu niiiid z,y ¢ B;[0] ning eeldame iildisust kitsendamata, et |y| > |x|, vt joonist
[0l Siis punktide 1 ja 2 kohaselt |m,((x) — m5(y)| < | — yl. Seetdttu

£ Y

_‘:T _ylal
2] Jyl| Tl

[ (2) = mr(y)| =7 "

N é |70l () = Ty (0)]| <z — ]

Juhu 1 tottu Lip(7m,) > 1. Juhtude 2 ja 3 tottu Lip(m,) < 1. Seega peab kehtima, et
Lip(m,) = 1. O

Lipschitzi funktsiooni definitsioonist jédreldub, et Lipschitzi funktsioon on iihtlaselt
pidev ja seega ka pidev. Demonstreerime niiiid, et iga pidev funktsioon ei ole Lipschitzi

funktsioon.

Niide 1.17. Vaatleme funktsiooni f: R — R, kus f(z) = 22. Sellisel juhul iga z,y € R

korral
d(f(x), f(y)) = d(2?,y%) = |z — yllz + y| = [« + y|d(z,y). (1.3)

Oletame vastuviiteliselt, et f on Lipschitzi funktsioon ehk leidub arv L, et iga =,y € R

korral

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y). (1.4)

Vatame y = 0 ja x = L + 1. Siis vorduse (.3]) abil saame, et

d(f(x), f(y)) =d(f(L+1), f(0)) = (L + 1)d(L +1,0) >
>Ld(L+1,0) = Ld(z,y),

mis on vastuolus vorratusega (L4)).
Jargmisena esitame seose diferentseeruvate funktsioonide ja Lipschitzi funktsioonide

vahel, mille abil saab lihtsasti kontrollida, kas antud funktsioon on Lipschitzi funktsioon.
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Lause 1.18. Olgu I mingi intervall hulgas R ning olgu funktsioon f: I — R pidev
intervallil I ja diferentseeruv tema sisemuses 1°. Siis f on Lipschitzi funktsioon parajasti

siis, kui tema tuletisfunktsioon f’ on tokestatud hulgal I°. Sel juhul

Lip(f) = sup{|f'(z)| | = € I°}. (1.5)

Toestus. Olgu ~y :== sup{|f’(x)| | z € I°}. Kui f on Lipschitzi funktsioon, siis iga x € I°
korral w < Lip(f) iga h # 0 korral. Protsessist h — 0 saame, et |f'(x)| <
Lip(f) iga « € I° korral, millest jareldub, et v < Lip(f).

Kui f/ on tokestatud hulgal I°, siis Lagrange’i keskviirtusteoreemi pohjal iga z,y €

I, kus = < y, korral leidub selline ¢, et x < ¢ < y nii, et
l’ —_—
r—y

millest jéreldub, et f on Lipschitzi funktsioon ja Lip(f) < . O

Toome néite iihtlaselt pidevast funktsioonist, mis pole Lipschitzi funktsioon.

Niide 1.19. Vaatame funktsiooni f: [0,1] — R, f(z) = /z. Et tema tuletis ei ole
tokestatud vahemikus (0, 1), siis lause [[LI8 pohjal ei ole f Lipschitzi funktsioon.

Peatiiki lopetuseks néditame, et Lipschitzi funktsioonide kompositsioon on Lipschitzi

funktsioon.

Lemma 1.20. Olgu (X,dx), (Y,dy) ja (Z,dz) meetrilised ruumid ja olgu f: X — Y
ja g1 Y — Z sellised Lipschitzi funktsioonid, et Lip(f) = L1 ja Lip(g) = Lg. Siis
go f: X — Z on Lipschitzi funktsioon, kusjuures Lip(go f) < L1Ls.

Toestus. Et
dy (f(x1), f(x2)) < Lidx(z1,22)

iga x1,x2 € X korral ja
dz(9(y1), 9(y2)) < Lady (y1,92)

iga y1,y2 € Y korral, siis

dz((go f)(w1), (g0 f)(x2)) < Lady (f(z1), f(22)) < L1Ladx (w1, 72)

iga x1,xy € X korral. O
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2 Lipschitzi funktsioonide jitkamine

Teises peatiikis vaatleme Lipschitzi funktsioonide jatkamist. Téestame bakalaureuset6o
pohitulemuse McShane—Whitney teoreemi, mis kirjeldab, kuidas reaalarvuliste viartustega
Lipschitzi funktsioonidele konstrueerida maksimaalseid ja minimaalseid Lipschitzi kons-
tanti séilitavaid Lipschitzi jdtke. Seejérel vaatame teoreemi jéreldusi ja illustreerime
kirjeldatavat teoreemi ndidetega. Naitame, et kompleksarvuliste vadrtustega Lipschitzi

funktsioonide jatkamisel, Lipschitzi konstant tildiselt ei sili.

Definitsioon 2.1. Olgu X ja Y meetrilised ruumid. Olgu S ruumi X alamhulk ning
f: S — Y Lipschitzi funktsioon. Funktsiooni f Lipschitzi jitkuks nimetatakse funkt-
siooni f jatku F: X — Y, kus F on Lipschitzi funktsioon.

Toestame teoreemi, mis on nimetatud matemaatikute Edward James McShane ja

Hassler Whitney jérgi, kes kolmekiimnendatel teineteisest soltumatult néitasid jargnevat.

Teoreem 2.2 (McShane-Whitney, vt nt [CMNI19, Theorem 4.1.1]). Olgu (X, d) meet-
riline ruum, S ruumi X alamhulk ning f: S — R Lipschitzi funktsioon, kus Lip(f) = L.
Siis funktsioonid ¥y: X — R ja @¢: X — R defineeritud kui

V(@) = sup(f(s) - Ld(, s))

ja

@(x) = inf (1 (s) + L(r, ),
on funktsiooni f Lipschitzi jatkud, mille puhul Lip(Wy) = Lip(®y) = Lip(f). Kui
F: X — R on funktsiooni f Lipschitzi jitk, kus Lip(F') = Lip(f), siis

U; < F<®.

Toestus. Olgu x € X ning s,s € S. Lipschitzi tingimusest ning kolmnurga vorratusest
saame, et

f(s) = f(s") < Ld(s,s") < Ld(z, s) + Ld(x, s),

millest jareldub

f(s) — Ld(z,s) < f(s') + Ld(x, s").

Kuna viimane vorratus kehtib iga elemendi , s, s’ korral, siis on funktsioonid ¥y ja @
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korrektselt defineeritud. Seejuures

Wy (x) = sup(f(s) — L(s,2)) < pE (F(<) + La(r. ) = 2 (x)

iga x € X korral.
1. Niitame, et ¥, ja ®; on funktsiooni f jatkud. Suvalise x € S puhul kehtib

() = (@) ~ La(z,2) < sup(£(s) — L(z, ) = ().

Samuti
F() = f(@) + Ld(r,2) > inf (f(s) + Lz, 5)) = By().

Seega iga x € S korral
f(@) <Vp(z) < Op(x) < f(2),

millest jareldub, et
flz) = V() = y(x)

iga x € S korral.
2. Niitame, et funktsioonid U, ja ®; on Lipschitzi funktsioonid. Iga z,2’ €

X, s € S korral saame
D r(z) < f(s)+ Ld(z,s) < f(s)+ Ld(2, s) + Ld(x,2).
Kuna viimane vorratus kehtib iga s € S jaoks, siis

Os(x) < ;gg(f(s) + Ld(2,s)) + Ld(z,2") = ®¢(2') + Ld(z, 2').

Siit jéreldub, et
P r(x) — Df(2") < Ld(x,2').

Voime édra vahetada x ja 2’ kohad ning saada, et
B (2) — Bs(a")] < La(a, ).

Argumentatsioon kehtib ¥ puhul sarnaselt, tuleb vaid vorratuse mérk éra vahetada.
Viimasest vorratusest saame, et Lip(Vy),Lip(®;) < L. Kuna Lip(f) = L ning iga
x € S korral f(x) = Wy(z) = ®y¢(z), siis Lip(f) = Lip(¥f) = Lip(®y).

3. Toestame, et iga teise funktsiooni f Lipschitzi konstanti siilitava Lip-

13



schitzi jaitku F': X — R korral kehtib ¥; < FF < &;. Olgu F' funktsiooni f Lip-
schitzi jatk, mille puhul Lip(F') = Lip(f). Olgu z € X ja s € S. Kehtib F(z) — F(s) =
F(x) — f(s), sest f on funktsiooni F' ahend hulgale S. Sellest, et F' on Lipschitzi funkt-

sioon, saame, et |F(z) — f(s)| < Ld(z, s). Viimane on aga samavéirne sellega, et
f(S) - Ld(x73> < F(x) < f(S) + Ld(l’,S)
Kuna see vorratus kehtib iga x ja s korral, siis ilmselt ¥y < F' < .
O

Niide 2.3 (JACJ04, Example 1.1]). Vaatleme hulka {—1,0,1} C R ja funktsiooni
f:{-1,0,1} - R, kus f(—1) = f(0) =0 ja f(1) = 1. Siis f on Lipschitzi funktsioon ja
Lip(f) = 1. Leiame McShane-Whitney teoreemi abil funktsiooni f jatkud

Up(z)= sup (f(y)—1-|z—y|)=max{—|z+1[,—[z|,1— |z —1[}
ye{—1,0,1}

ja

@y(e)= nf () + 1o —y)) = min{le 1] Jal, 1+ o - 1))

Funktsioonide W ¢ ja ®; graafikud on esitatud joonisel 21

Joonis 2: Funktsiooni f Lipschitzi jatkud

Toome vilja McShane-Whitney teoreemi olulisemad jéareldused.

Jédreldus 2.4 ([CMN19, Theorem 4.1.1]). Olgu X meetriline ruum ja S ruumi X alam-
hulk. Kui f: S — R on Lipschitzi funktsioon ja seejuures tokestatud, siis leidub Lipschitzi
jith F: X — R nii, et Lip(F) = Lip(f) ja ||Flloc = |l

14



Téoestus. Olgu f tokestatud, s.t a == || f|lcc < 00. Teoreemi 2.2l pdhjal leidub funktsiooni
f Lipschitzi jitk F nii, et Lip(f) = Lip(F) = L. Vaatleme niites defineeritud
funktsiooni m,: R — [—a, a]. Lemma [[.20] kohaselt on funktsioon F': X — [—a,a], F =
7, 0 F' Lipschitzi funktsioon, mille puhul Lip(mg 0 F) < L. Kuna F on funktsiooni f jatk,
siis Lip(F') > L ning seega Lip(F') = L. Seejuures a = ||f|| < [|Fllec = ‘ Ta OFHOO <

|74l o = @, millest ||F||s = a.

Jédreldus 2.5 ([CMN19, Remark 4.1.2]). Olgu X meetriline ruum, S ruumi X alamhulk
jaa,beR, kusa <b. Kui f: S — [a,b] on Lipschitzi funktsioon, siis leidub funktsiooni
f Lipschitzi jitk F nii, et F(X) C [a,b] ja Lip(F) = Lip(f).

Téestus. Vaatleme funktsiooni dj,p: R — [a,b], kus Jjqp(z) = Tha (z) + 2FP. Siis
Lip(djq,5) = 1. Teoreemi 2.2 pohjal saame leida funktsiooni f Lipschitzi jitku H: X — R
mille puhul Lip(H) = Lip(f). Olgu F: X — R kujul F(z) = H(z) — GTH’ IImselt on
F Lipschitzi funktsioon, kusjuures Lip(F) = Lip(f). Siis F = lab] © F sobib vastavaks
jatkuks. On lihtne né&ha, et Lip(F) = Lip(f) ning funktsiooni F' konstruktsioonist on
selge, et F'(X) C [a,b]. Néditame, et F|g = f. Olgu s € S. Siis

F(s) = 0ja,p) (F(S)) = Oab) (H(S) - JQF b) = Ve <f(8) - ;r b>

b b b b
— <f(8)—a; >+“; = fs) - 2+

Seega on funktsioon F' funktsiooni f Lipschitzi jétk hulgale X. O

Niitid hakkame uurima kompleksarvuliste véartustega Lipschitzi funktsioone. Tuleb

véilja, et selliseid funktsioone ei saa iildiselt jatkata nii, et Lipschitzi konstant sailiks.

Mairkus 2.6. Olgu X meetriline ruum ja f: X — C funktsioon. Paneme téhele, et f
saab esitada kujul f = fr +ifr, kus fg, fr: X — R on sellised, et fr(z) := Re(f(z)) ja
fr(x) =1Im(f(z)) iga € X korral.

Lemma 2.7 ([Weal8, Lemma 1.28]). Olgu (X,d) meetriline ruum ja olgu f: X — C

Lipschitzi funktsioon. Siis

max{Lip(fr), Lip(fr)} < Lip(f) < V2max{Lip(fr), Lip(f1)}. (2.1)
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Toestus. Paneme tihele, et iga z € C korral kehtib
max{|Re z|, [Im z|} < |z| < vV2max{|Re z|, [Im z|}.

Olgu p, ¢ vabalt valitud elemendid hulgast X. Votame z = f(p) — f(q). Siis

max{|fr(p) — fr(D)|, |fr(p) — fr(@)|} < [f(p) — f(q)]
< V2max{|fr(p) — fr(@)|,|f1(p) — fr(a)|},

millest
max{fR(p) — fr(q)| |fr(p) —fz(q)\} < ) = fla)l
dp,q) = dp,q) - dpq)
|fr(p) — fr(D)| |f1(p) — f1(q)
= \/Qmax{ dip,q)  dp,q) }

Viimaks votame pooltest p ja ¢ jirgi supreemumi. Tulemuseks on tépselt vorratus (2.1)).
O

Lause 2.8 ([CMNI19, Proposition 4.1.3]). Olgu (X,d) meetriline ruum, S ruumi X
alamhulk ja f: S — C Lipschitzi funktsioon, Lip(f) = L. Siis leidub funktsiooni f
Lipschitzi jitk F: X — C nii, et Lip(F) < V2L. Kui sealjuures on f tokestatud, siis
leidub jitk F, mille puhul kehtib Lip(F) < V2L ja ||Flloo = || f]lco -

Toestus. Olgu f = fr+if;. Lemma 27 pohjal teame, et Lip(fr), Lip(f7) < L. Teoreemi
jérgi leiduvad neil vastavad jatkud Fg, Fr: X — R samade Lipschitzi konstantidega.
Vottes F' = Fr + 1 F7 saame, et

|F(x) = F(y)l = V/(Fr(2) — Fr(y))? + (Fi(2) — F1(y))? < vV2Ld(x,y)

iga z,y € X korral.

Olgu a = ||f||, < oo, vaatleme funktsiooni m,: C — [—a, a] néitest Sel juhul
Lip(7g) = 1. Tdestuse esimese poole pohjal teame, et leidub f jitk F nii, et Lip(F) <
V2L. Siis F := 7, o F rahuldab tingimusi Lip(F) < Lip(F) < v2L ning ||[Floc = || fllce

O

Jargmiseks néditame, et kompleksvadrtustega Lipshitzi funktsiooni ei saa iildiselt

jatkata nii, et Lipschitzi konstant ei suureneks.
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Joonis 3: Niide 2.9

Niide 2.9 ([Jen68, 1k 10-11]). Vaatleme hulka X = {z, s, s2, s3}, milles defineerime
kaugused jérgnevalt: d(x,s;) = 1,4 = 1,2,3 ning d(s;,s;) = 2, kui i # 7, i,j = 1,2,3.
Siis (X, d) on meetriline ruum. Olgu S = X \ {z}. Defineerime funktsiooni f: S — C

nii, et funktsiooni véirtused vastavad vordkiilgse kolmnurga tippudele (Vt joonist B)):
fls1) = =1, f(s2) =1, f(s3) = V3i.

Siis | f(si) — f(s5)] =2 =d(ss,s5), kui i # j,4,5 = 1,2,3. Seega Lip(f) = 1. Naitame, et

selliselt konstrueeritud funktsioonil f ei leidu jétku F hulgale X, mille puhul Lip(F") = 1.
— V3i
=73

kolmnurga keskpunktiks, saame, et

F(s) — Flap) = 222 = 23

Toepoolest, vottes F'(x)
d(s;, x).

i =1,2,3. Kui F(z) # Y2, siis leidub s; € 5, mille puhul

2 2
>*/§:*3/§d

IF(s:) = F@)] > =3

(85, ).

Seega Lip(F') = % > 1 = Lip(f).

Teame, et kompleksarvude ruumi, millel kaugus on defineeritud mooduli kaudu, saa-
me samastada ruumiga (R?[-||,). Jirgmine teoreem niitab, et vottes eelmises niites
suvalise meetrilise ruumi X asemele ruumi (R", ||-||,), saame, funktsioonile f leida Lip-

schitzi konstanti sailitava jatku.

Teoreem 2.10 (Kirszbraun ja Valentine, vt nt[CMN19l Theorem 4.2.3]). Olgun, m € N.
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Olgu S C (R™,||-|l5) ja f: S — (R™,||-|ly) Lipschitzi funktsioon. Siis leidub funktsiooni
f Lipschitzi jitk F: (R™,|-|,) = (R™,|-||,) nii, et Lip(F) = Lip(f).

Kui asendame teoreemis [2.10] Eukleidilise normi mingi teise normiga, siis iildiselt

funktsiooni f jétkates Lipschitzi konstant ei séili. Seda ilmestab jargmine néide.

Naide 2.11 ([CMNT9, Example 4.2.1]). Olgu S = {s1, s2, s3} ruumi (R?[-]|) alam-
hulk, kus s; = (17_1)732 = (171)783 = (_171) ning olgu f: (S’HHOO) - (R27”H2)

funktsioon kujul
f(s1) = (=1,0), f(s2) = (0,1), f(s3) = (0, V3).

Sarnaselt néitele 2.9 ndeme, et selliselt defineeritud funktsioonil f ei leidu Lipschitzi

jatku hulgale X = {(0,0), s1, $2, s3}, mis siilitaks Lipschitzi konstanti.
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3 Lokaalselt Lipschitzi funktsioonide jitkamine

Peatiikis defineerime esmalt lokaalselt Lipschitzi funktsiooni moiste ja kirjeldame
seoseid Lipschitzi funktsioonide, lokaalselt Lipschitzi funktsioonide ja iihtlaselt pidevate
funktsioonide vahel. Peatiiki pohiteoreemis toestame, et meetrilise ruumi kinnise alam-
hulga peal defineeritud lokaalselt Lipschitzi funktsioonil leidub lokaalselt Lipschitzi jatk

tervele ruumile.

Definitsioon 3.1 (J[CMN19, Definition 2.1.4]). Olgu X ja Y meetrilised ruumid. Oeldakse,
et funktsioon f: X — Y on lokaalselt Lipschitzi funktsioon, kui iga x € X korral leidub

talle vastav timbrus V; nii, et f|y, on Lipschitzi funktsioon.
On selge, et iga Lipschitzi funktsioon on lokaalselt Lipschitzi funktsioon.

Mirkus 3.2 ([CMNI9, Remark 2.1.5]). Iga lokaalselt Lipschitzi funktsioon on pidev.

Toestus. Olgu X ja Y meetrilised ruumid ning olgu f: X — Y lokaalselt Lipschitzi
funktsioon. Iga x € X korral leidub timbrus V,, kus f on Lipschitzi funktsioon ning

seega f on punktis x pidev. Jérelikult on funktsioon f pidev kogu ruumis X. O

Jargnevalt néditame, et iihtlaselt pidev funktsioon pole iildiselt Lipschitzi funktsioon

ning, et lokaalselt Lipschitzi funktsioon pole {ildiselt Lipschitzi funktsioon.

Niide 3.3. Vaatleme iihtlaselt pidevat funktsiooni f: [0,1] — R, f(x) = \/z. Niite [L.T9
pohjal pole f Lipschitzi funktsioon. See ei ole ka lokaalselt Lipschitzi funktsioon, sest
ei leidu punkti 0 timbrust Vp, mille puhul fly; oleks Lipschitzi funktsioon. Funktsioon
f \(0’1} on lokaalselt Lipschitzi funktsioon, kuid pole Lipschitzi funktsioon. T'Gepoolest,
olgu z € (0,1] ja V, = [£,ZH] < [0,1]. Et funktsiooni f tuletis f'(z) = ﬁ on
pidev 16igus V,, siis see on ka tokestatud. Lause jargi on funktsioon f Lipschitzi
funktsioon punkti z timbruses V,. Kuna x on suvaline, siis funktsiooni f \(071} puhul on
tegemist lokaalselt Lipschitzi funktsiooniga. Et funktsiooni f| ;] tuletis pole tokestatud

vahemikus (0, 1), siis lause [LI§] pohjal pole f|(o] Lipschitzi funktsioon.

Teoreem 3.4 (J[CMNI9, Theorem 2.1.6]). Olgu (X,dx) ja (Y, dy) meetrilised ruumid.
Kui X on kompaktne, siis iga lokaalselt Lipschitzi funktsioon f: X — Y on Lipschitzi

funktsioon.

Téestus. Olgu f: X — Y lokaalselt Lipschitzi funktsioon. Et f on pidev, siis kujutis
f(X) on kompaktne hulk, seega ka tokestatud, millest jareldub, et hulga f(X) diameeter

diam f(X) = sup{dy (f(x), f(2')) | 2,2’ € X}
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on tokestatud.
Oletame vastuviiteliselt, et f pole Lipschitzi funktsioon hulgal X. Siis iga n € N

jaoks leiduvad z,,z), € X nii, et

dy (f(zn), f(x])) > ndx (xn, x),). (3.1)

Hulga X kompaktsuse tottu leidub jada (z,) osajada (x, ), mille puhul z,, — z

mingi elemendi x € X korral. Kuna

dlamf(X) > dY(f(xnk)a f(xizk)) > nkdX(xnmx;Lk)

iga k € N korral, siis dx(zp,,}, ) — 0 ja seega ka x;lk — x protsessis k — oo. Olgu

/
ng
Vz elemendi x timbrus, mille korral f|y, on Lipschitzi funktsioon ja Lip(fl|y,) = L.
Vorratuse ([B.I) tottu ap, # x, iga k korral. Leidub selline ko € N, et iga k > ko korral
Ty, Ty, € V. Siis

L>
dX (:Enlc ’ :L‘;’Lk)

> ng
iga k > kg korral, mis on vastuolu, sest ny — oo protsessis k — oo. ]

Enne kui hakkame toestama peatiiki pohiteoreemi lokaalsete Lipschitzi funktsioonide
jatkamise kohta {iildisel kujul, nditame &ra juhu, kus jatkatav Lipschitzi funktsioon on
tokestatud.

Lause 3.5 (J[CMNI9, Theorem 4.1.7]). Olgu (X,d) meetriline ruum, S tema kinnine
alamhulk ja f: S — R on lokaalselt Lipschitzi funktsioon, mis on tokestatud, s.t leidub
M > 0 nii, et |f(s)] < M iga s € S korral. Siis leidub funktsiooni f jitk F': X — R,

mis on lokaalselt Lipschitzi funktsioon, seejuures |F(x)| < M iga x € X korral.

Toestus. Eeldame, et mingi M € R korral
[f(s)] <M

iga s € S korral. Néitame, et iga s € S jaoks leidub reaalarv Kj selliselt, et

|[£(s) = f(s)] < K.d(s, )

ja seda iga s’ € S korral.

Toepoolest, kuna f on lokaalselt Lipschitzi funktsioon, siis iga s € S jaoks leidub
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k1 >0 jar > 0 nii, et

|£(s) = J(s)] < kad(s, )

iga s’ € SN B(s,r) jaoks. Olgu
K, = max{2Mr ! k;,2}.
Siis iga s’ € S\ B(s,r) korral
[7(5) = 7] < )|+ |F)] < 20 = 200 < (s, ).

Seega,
|f(s) = f(5)] < Ksd(s,s")

iga s’ € S korral.
Niitame niitid, et funktsioon H: X — R kujul

H(x) = inf{f(s) + Ksd(z,5)}

on funktsiooni f jatk. Et
f(s) + Ksd(z,8) > —M

iga z € X ja s €S korral, siis H on korrektselt defineeritud ning
H(z)>-M (3.2)
iga x € X korral. Olgu x € S. Siis
H(z) = inf {£(s) + Kd(z,5)} < f(2).
Samuti, sellest, et iga s € S korral
fx) < f(s) + Ksd(, 5),

jareldub, et f(z) < H(x), ning seega H(z) = f(x) iga x € S korral ehk H on tdepoolest
funktsiooni f jatk.

Naitame et H on lokaalselt Lipschitzi funktsioon. Olgu zg € X korral. Niitame,
et leidub elemendi xy timbrus, kus H on Lipschitzi funktsioon. Selleks vaatleme kahte

juhtu.
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1) Olgu z( € S. Siis iga « € X korral
H(z) < f(xo) + Kgod(x, o),
nii, et
H(z) — H(z0) = H(z) — f(z0) < Kyod(z, 20).

Kui s € S\ {x0}, siis

f(s) = flwo) = —Ksd(s, x0)
ja

f(s) = f(x0) 2 —Kqod(s, o).

Korrutades vorratuse (B.3]) suurusega

d(z, s)
d(z,s) + d(z, xo)

ja vorratuse ([3.4) suurusega
d(z, zo)

d(z,s) + d(z, xg)

ning liites need kokku, saame, et

d(s,xp)

(8) = (o) 2 ~(Kud(a, ) o+ Ky, 20) g3 s

> —(Kd(z,8) + Kyod(x,20)),

millest
f(S) + st(l‘, S) > f(xO) - Kxod(x7$0)'

Viimane vorratus kehtib ka juhul s = x¢ ja seega
H(z) = i {(s) + Kod(w, )} 2 £(20) — Ky(z, 70)

ehk
H(x) — H(zo) = H(x) — f(xo) > —Kyod(z, x0).

Seega
|H (x) — H(zo)| < Kzyd(z, 0)

iga x € X korral.
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2) Olgu zg € X \ S. Téhistame r := d(zo, S) ning olgu U = B (o). Sis

d(u,s) > d(xo, s) — d(z,u) > r — = =

=3 (3.5)

iga u € U ja s € S korral. Nditame, et H on tokestatud hulgal U. Olgu sy € S. Siis iga
u € U korral

H(u) < f(so) + Ksyd(u, so) < f(so) + Ks,(d(u, zo) + d(zo, o))

< f(s0) + Ky (5 +dz0,50))

Koos vorratusega (8.2) saame, et leidub selline N € R, et |H(z)| < N iga x € U korral.

Olgu niiiid u € U suvaline element. Siis iga € > 0 jaoks leidub s; € S nii, et

H(u) > f(s:) + Ks.d(u, se) — €. (3.6)
Et
H(zo) < f(se) + Ks.d(wo, s¢), (3.7)
siis saame, et
H(zo) — H(u) < Ks_(d(xg,8:) — d(u, s:)) + e < Ky d(xg,u) + €. (3.8)

Vorratustest (3.0) ja (B.6) saame, et

H(u) ~ f(se) += _ 2N +M+c)
e = d(u, s¢) - r ’

nii, et (B.8) saab kuju

2(IN+M +e¢)

H(zo) — H(u) < d(zo,u) + €.
r
Et € > 0 valik oli suvaline, saame, et
2(N+ M
Hizo) — Hiu) < 2 g0
r

Analoogiliselt saame, et
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millest
2(N + M)

|H (u) — H(z0)| < “dz0.5)

d(u,xg)

igau € B 1 d(x0,5) (zp) jaoks. Sellega oleme n#idanud, et funktsioon H on lokaalselt Lip-
schitzi funktsioon.

Niiiid néitame, et funktsioonil f leidub lokaalselt Lipschitzi jatk F selliselt, et |F'(x)| <
M iga x € X korral. Iga x € X \ S korral

H(z) > -M +d(z,8) > —M,
seega funktsioon F1: X — R kujul
Fi(x) == min{H (z), M },
on funktsiooni f jatk, mis on lokaalselt Lipschitzi funktsioon iga x € X korral, ning
M < Fi(z) <M

iga x € X korral.
Analoogiliselt leiame funktsiooni — f jitku Fb, mis on lokaalselt Lipschitzi funktsioon

iga x € X korral ja rahuldab vorratust
—M < FQ(.CC) <M <— —-M< —FQ(QZ) <M

iga x € X korral. Siis funktsioon F' := %(Fl — Fy) on f jétk, mis on lokaalselt Lipschitzi

funktsioon iga x € X korral ja rahuldab vorratust
—-M < F(x) <M

iga z € X korral. O

Niitid toestame peatiiki pohiteoreemi iildisel juhul, kus funktsiooni tokestatust pole
eeldatud.

Teoreem 3.6 ([CMN19, Theorem 4.1.7]). Olgu (X, d) meetriline ruum, S tema kinnine
alamhulk ja f: S — R on lokaalselt Lipschitzi funktsioon. Siis leidub funktsiooni f jatk
F: X — R, mis on lokaalselt Lipschitzi funktsioon.

Téestus. Olgu funktsioon f: S — R lokaalselt Lipschitzi funktsioon. Paneme téhele, et

m™ T

arctan: R — (-3, §) on Lipschitzi funktsioon, kusjuures |arctanr| < 7 iga r € R korral.
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Vaatame funktsiooni g: S — R, ¢ := arctanof, mis on lokaalselt Lipschitzi funktsioon
ja tokestatud. Lause tottu leidub funktsiooni g jatk G: X — R, mis on lokaalselt
Lipschitzi funktsioon selliselt, et
T
Gla) < 2
iga x € X korral.

Niitame, et funktsioon F': X — R, F = tanoG on funktsiooni f jéitk hulgale X,
mis on lokaalselt Lipschitzi funktsioon. On ilmne, et iga s € S korral F(s) = f(s). Olgu
g € X ja § > 0 selline, et U := [G(xg) — ,G(x0) + 6] C (=%, F). Olgu V punkti zg
selline iimbrus, et G(V) C U ja G on Lipschitzi funktsioon hulgal V. Et tangens on
Lipschitzi funktsioon hulgal U, siis F' = tan oG on Lipschitzi funktsioon hulgal V.

O
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4 Absoluutselt minimiseerivad Lipschitzi jatkud

Selles peatiikis defineerime absoluutselt minimiseerivad funktsioonid ja absoluutselt
minimiseerivad Lipschitzi jatkud. Vaatame illustreerivaid néiteid funktsioonidest, mis
rahuldavad neid definitsioone, kirjeldame nende funktsioonide méningaid omadusi ja
vaatame ka nendega seotud rakendusi. Lopuks toome vilja iihe lahtise kiisimuse abso-

luutselt minimiseerivate Lipschitzi jatkude olemasolu kohta.

Definitsioon 4.1 (JACJ04, Definition 1.3]). Olgu S hulga R™ mittetiihi alamhulk ja
olgu f: S — R Lipschitzi funktsioon. Kui iga lahtise tokestatud hulga V, kus V C S,
korral kehtib vérdus

Lip(flv) = Lip(f[av), (4.1)

siis funktsiooni f nimetatakse absoluutselt minimiseerivaks funktsiooniks hulgal S (edas-
pidi lithidalt AM).

Niide 4.2. Iga lineaarne funktsioon f: R — R, f(z) = ax + b, kus a,b € R, on AM
hulgal R.

Ajaloolises votmes jouti absoluutselt minimiseerivate funktsioonide kirjeldamiseni
teatud diferentsiaalvérrandite lahendamise kaudu. Jérgnev teoreem kirjeldabki seda olu-

list seost absoluutselt minimiseerivate funktsioonide ja diferentsiaalvorrandite vahel.

Teoreem 4.3 ([Aro67, Theorem 8]). Olgu S hulga R™ alamhulk ning funktsioon f: S —
R kaks korda pidevalt diferentseeruv. Funktsioon f on AM hulgal S parajasti siis, kui

Z fa:lijfaczx] =0

ij=1
hulgal S.

Esimeses peatiikis vaatlesime n#idet 2.3] Lipschitzi funktsioonide jatkamisest. On
selge, et funktsioonile f oleks voinud konstrueerida mitmeid teisi Lipschitzi jétke, mis
siilitaks Lipschitzi konstandi. (Iga teine jitk jadb alasse, mis on kujutatud vasakpoolsel
joonisel varvitud alaga, vt joonist [dal teisisdonu jéib iga teine jatk niinimetatud maksi-
maalse jatku Uy ja minimaalse jétku @y vahele.) Tuleb vélja, et funktsioonid Wy ja ®
ei ole AM.

Naide 4.4. Naitame, et ¥y pole AM hulgal R\ {—1,0,1}. Uurime vahemikku V =
(—=3,—1). On selge, et Lip(¥y|y) = 1, aga Lip(¥f|oy) = 0. Seega pole ¥; AM hulgal

R\ {-1,0,1}.
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(a) Funktsiooni f Lipschitzi jatkud (b) Funktsiooni f AMLJ néiited
Joonis 4

Vaatame niiiid funktsiooni f selliseid jétke, mis on AM hulgal R \ {—1,0,1}. Kaks

voimalikku sellist jatku oleksid niiteks u ja v, kus

0, kui =z <0,
] 0, kui x <0,
u(x) = r, kui0<z<l1, Ja v(z) =
xz, kui x > 0.
1, kuix>1

Et u ja v on lisaks ka funktsiooni f Lipschitzi konstanti séilitavad Lipschitzi jatkud,
toome sisse uue definitsiooni.

Definitsioon 4.5 (Vt nt [HLGI14, 1k 596]). Olgu S hulga R™ alamhulk ja f: S — R
Lipschitzi funktsioon. Utleme, et funktsioon F': R” — R on funktsiooni f absoluutselt
minimiseeriv Lipschitzi jatk hulgale R™ ehk AMLJ, kui

1. F on funktsiooni f Lipschitzi jétk,
2. Lip(F) = Lip(f) ning
3. F on AM hulgal R\ S.

Teoreem 4.6 ([Juu02, Theorem 4.3 ja Remark 4.5.]). Olgu S hulga R™ alamhulk. Kui
f: 8§ — R Lipschitzi funktsioon, siis funktsioonil f leidub AMLJ hulgale R™. Veelgi
enam, kui hulk R™\ S on tokestatud, siis funktsioonil f leidub theselt mdadratud AMLJ.
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Niide 4.7. Niitame, et funktsioon v on funktsiooni f AMLJ hulgale R. On lihtne niha,
et Lip(f) = Lip(v) = 1, vt joonist4bl Jadb niidata, et v on AM hulgal R\{—1,0,1}. Olgu
V selline tokestatud lahtine hulk, et V'.C R\ {-1,0,1}. Olgu A; = (—00,0)\{—1}, 45 =
(0,00) \ {1} . Kontrollime kolme juhtu.

1. Kui V' C Ay, siis Lip(v]y) = Lip(v|gy) = 0.
2. Kui V' C Ay, siis Lip(v|y) = Lip(v|av) = 1.

3. Vaatleme niiiid juhtu, kus VN Ay # 0 ja V N Ay # (. Siis

Lip(v|ly) =  sup V(@) = vly) = sup 7Y
z,yeV, >y r—y zyEVNAy, o>y L — Y
ja
Lip(v|av) = sup 71)(1’) — ) = sup Y .
z,y€V, x>y r—y z,y€dVNAg, z>y T — Y

Naide 4.8. Niite 4.4] pohjal on selge, et ¥, pole funktsiooni f AMLJ, sest ei rahulda

definitsiooni kolmandat tingimust.

Toome néite ka funktsiooni f sellisest jatkust, mis on AM hulgal R\ {—1,0, 1}, kuid
pole funktsiooni f AMLJ.

Niide 4.9. Olgu néitest funktsiooni f jéatk w selline, et

0, kui x <0,
w(z) = z,kui 0 <z <1,

2¢ — 1, kui x > 1.
Funktsioon w on AM hulgal R\ {—1,0,1}, kuid Lip(w) = 2 # Lip(f) = 1.

Niiiid uurime Lipschitzi jatkude monotoonsust.

Niide 4.10. Vaatame jille funktsiooni f naitest 2.3 Olgu uurimise all ka funktsioon
g: {—1,0,1} — R, mille puhul g(—1) = 0, g(0) = 0,5, g(1) = 1. Mérkame, et g > f,
kuid teoreemi pohjal konstueeritud jatkude ®, ja ®; puhul &, 2 ®; 2 ®,. Seda

niidet illustreerib joonis Bl
Kehtib jargmine teoreem AMLJ monotoonsuse kohta.

Teoreem 4.11 ([Alm02, Theorem 11]). Olgu S hulga R™ tokestatud alamhulk ja Lip-
schitzi funktsioonid f,g: 0S — R sellised et f < g. Olgu F,G: S — R vastavalt funkt-
swoonide f ja g absoluutselt minimiseerivad Lipschitzi jatkud hulgale S. Siis F' < G.
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Joonis 5: Funktsioonide f ja ¢ monotoonsust mitte rahuldavad jéatkud

Mboned absoluutselt minimiseerivate Lipschitzi jatkudega seotud rakenduslikud néited
périnevad pilditoctluse valdkonnast. Tuleb vilja, et puuduoleva informatsiooni korral on
n#iteks maastiku korguse kaartide interpoleerimiseks sobilik AMLJ mudel, sest sellel on
monotoonsuse, stabiilsuse ning invariantsuse omadus ja annab seetdttu vorreldes teis-
te kasutusel olevate meetoditega tdpsemaid tulemusi. Rohkem saab selle kohta lugeda
doktoritoost [Alm02) 3. ptk].

T66 16petuseks toome vilja iihe veel lahtise AMLJ seotud probleemi.

Mérkus 4.12 ([Phald, Problem 4]). Olgu S hulga R™ alamhulk ja f: S — R™ Lipschitzi

funktsioon. Kas alati on olemas funktsiooni f absoluutselt minimiseeriv Lipschitzi jatk?
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