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Sissejuhatus

Objekti projektiivsus on {iiks oluline moiste, millest voib rédkida mistahes kate-
goorias. Teatud objektidel voivad leiduda nendega mingis méttes ldhedased pro-

jektiivsed objektid, mida kutsutakse projektiivseteks kateteks.

Perfektsus defineeriti esmalt iihikelemendiga ringide jaoks deldes, et ring on va-
sakperfektne, kui tema igal vasakpoolsel moodulil leidub projektiivne kate. Ana-
loogiliselt ringide juhuga defineeris John Isbell [2] vasakperfektsed monoidid kui
sellised, mille igal vasakpoolsel poliigoonil leidub projektiivne kate. Samas artiklis
andis ta ka teatud tarvilikud ja piisavad tingimused monoidi vasakperfektsuseks.
Méned aastad hiljem ilmunud John Fountaini artiklis [1] tdestati veel mitu vasak-
perfektsusega samavéirset tingimust. Neist tiks iitleb néiteks seda, et iga tugevalt
lame poliigoon on projektiivne. Seega voib Fountaini teoreemi vaadelda ka kui

monoidide homoloogilise klassifikatsiooni tulemust.

Kaiesoleva referatiivse bakalaureusetto eesmérgiks on anda iiksikasjalik iilevaade

John Fountaini artiklis [1] tdestatud teoreemist.

To606 esimeses peatiikis tuletame koéigepealt meelde poolrithmateooria pohimoisted.
Seejérel anname projektiivsete poliigoonide definitsiooni ja kirjelduse ning per-
fektse monoidi definitsiooni projektiivsete katete kaudu. Viimaks anname {ilevaate
moningatest jarjestatud hulkade omadustest, mis on vajalikud jargnevates peatiikkides

olevate tulemuste toestamiseks.

Teises peatiikis anname pohiteoreemi sonastuse. Samuti kirjeldame teoreemis esi-

nevate maoistete ja tingimuste sisu.

Kolmandas peatiikis sonastame kuus lemmat ja iihe jarelduse, mida ldheb vaja
poOhiteoreemi toestuses. Peatiiki 16pus néditame, kuidas teoreemi téestus nende abil

vélja tuleb.

Neljandas peatiikis toome moned néited perfektsetest monoidest.



1 Definitsioonid

Alustuseks esitame moned pohimdisted ja tulemused, millest enamus pohinevad

kursuse Sissejuhatus algebra struktuuridesse loengukonspektil [7].

1.1 Monoid, ideaal

Definitsioon 1. Kahekohaliseks algebraliseks tehteks hulgal A nimetame
kujutust A2 — A.

Definitsioon 2. Poolrithmaks nimetatakse hulka S koos sellel defineeritud ka-
hekohalise tehtega -, mis on assotsiatiivne ehk iga a, b, ¢ € S puhul kehtib a-(b-c) =

(a-b) - c. Kirjutame edaspidi ab := a - b.
Definitsioon 3. Kui leidub element e € S nii, et iga elemendi a € S korral kehtib
ae = a = ea, siis nimetame poolrithma S monoidiks.

Elementi e nimetame monoidi iihikelemendiks ning tdhistame siimboliga 1.

Definitsioon 4. Monoidi S alamhulka T nimetatakse alammonoidiks, kui ta on

kinnine korrutamise suhtes ja sisaldab .S iihikelemendi.

Definitsioon 5. Alamhulka I poolriithmas S nimetatakse selle poolrithma pa-
rempoolseks ideaaliks, kui iga a € I ja s € S korral as € I. Analoogiliselt
nimetatakse alamhulka I poolrithma S vasakpoolseks ideaaliks, kui iga a € T
ja s € S korral sa € I. Poolriihma ideaaliks nimetatakse poolrithma parempoolset

ideaali, mis on ka vasakpoolne ideaal.

Definitsioon 6. Poolriithma S parempoolset ideaali I nimetatakse minimaalseks

parempoolseks ideaaliks, kui

1. 142
2. iga parempoolse ideaali J korral, kui J # @ ja J C I, siis J = 1.
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Definitsioon 7. Olgu S monoid ning olgu a € §. Siis alamhulk Sa C S on
vasakpoolne ideaal, mida nimetatakse elemendi a poolt tekitatud vasakpoolseks

peaideaaliks. Analoogiliselt saab defineerida parempoolse peaideaali.

Definitsioon 8. Oeldakse, et monoidi S vasakpoolne ideaal I on 16plikult teki-

tatud, kui leidub naturaalarv n ja elemendid si,...,s, € I nii, et

I=8s51U...US8s,.

On selge, et iga vasakpoolne peaideaal on loplikult tekitatud.

1.2 Poliigoon, tsiikliline poliigoon

Definitsioon 9. Olgu A hulk ja S monoid. Kujutust A x S — A, (a,s) — as
nimetatakse monoidi S toimeks hulgal A, kui iga a € A ja s,t € S korral

1. (as)t = a(st),

2. al = a.

Hulka A nimetatakse seejuures parempoolseks poliigooniks iile monoidi S

ehk parempoolseks S-poliigooniks. Tdhistame Ag.

Definitsioon 10. Hulga A alamhulka B nimetatakse poliigooni Ag alampolii-
gooniks, kui iga b € B ja s € S korral bs € B.

Alampoliigooni B nimetatakse poliigooni Ag pirisalampoliigooniks, kui B # A.
Niide 1. 1) Olgu S monoid. Kui votame toimeks S korrutamise, siis S on poliigoon
iile iseenda. Monoidi .S iga parempoolne ideaal on selle poliigooni alampoliigoon.

2) Mistahes poliigooni Ag korral @ ja A ise on tema alampoliigoonid.



Kui Ag on parempoolne S-poliigoon ja a € A, siis tdhistame

aS ={as|se S} CA.

Lihtne on néha, et aS on poliigooni Ag alampoliigoon. Selliseid alampoliigoone

nimetatakse tsiiklilisteks.

Tuleb vilja, et tsiiklilisi poliigoone saab kirjeldada monoidi faktoritena.

Definitsioon 11. Poolriihma S parempoolne kongruents on ekvivalentsus-
seos p hulgal S, mis on kooskolas S elementidega paremalt korrutamisega, s.t. iga

81, 82,8 € S korral kehtib implikatsioon

s1psy = (s15)p(s29).

Kui p on monoidi S parempoolne kongruents, siis defineerides faktorhulgal

S/p=A{ls]| s €S}

monoidi S toime vordusega

saame parempoolse S-poliigooni.

Definitsioon 12. Kujutust f : Ag — Bg nimetatakse poliigoonide homomor-

fismiks, kui iga a € A ja iga s € S korral

flas) = f(a)s.
Definitsioon 13. Poliigoonide homomorfismi f : Ag — Bg nimetakse poliigoo-
nide isomorfismiks, kui kujutus f on bijektiivne.

Lause 1. Poliigoon Ag on tsikliline parajasti siis, kui leidub monoidi S parem-

poolne kongruents p nii, et Ag = S/p.



Toestus. Poliigoon S/p on tsiikliline, sest S/p = [1]S = {[1]s | s € S}. Sellega on

toestatud piisavus.

Toestame ka tarvilikkuse. Olgu Ag tsiikliline poliigoon. Siis leidub a € A nii, et

Ag = aS. Defineerime monoidil S binaarse seose p jargmiselt:

spt < as = at.

Lihtne on aru saada, et p on ekvivalentsiseos. Néitame, et p on parempoolne kong-
ruents. Kehtigu s,¢ € S korral spt, s.t. as = at. Olgu u € S. Siis (as)u = (at)u,
millest a(su) = a(tu). Seega (su)p(tu).

Niitame, et Ag = S/p. Defineerime kujutuse f : A — S/p vordusega

flas) := [s],

s € 5. Téanu p definitsioonile on see kujutus korrektselt defineeritud ja injektiivne.
On ilmne, et f on siirjektiivne. Veendume, et f on poliigoonide homomorfism.

Olgu a € A ja s,t € S suvalised. Siis

F((as)t) = flalst) = [st) = [slt = flas)t.

Kokkuvottes f on poliigoonide isomorfsim. O

Definitsioon 14. Monoidi S alammonoidi T" nimetatakse paremunitaarseks,
kui
(Vx,y € S)(z,zy €T = yeT).

Lemma 2. Kui p on parempoolne kongruents monoidil S, siis tihikelemendi p-klass

on paremunitaarne alammonoid.

Toestus. Vaatleme hulka

B:=[l]={se S |spl} C S,
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s.t. B on iihikelemendi p-klass. Monoidi S iithikelement kuulub hulka B, sest 1p1.
Olgu by, bs € B. Siis b1 pl ja bopl. Kuna p on parempoolne kongruents, siis b1b2pbs.
Seose p transitiivsuse tottu bibapl, seega biby € B. Jarelikult B on monoidi S

alammonoid.

Naitame, et ta on paremunitaarne. Kehtigu mingite z,y € S korral z € B ja
xy € B. Siis xpl ja zypl. Niiiid zypy ja seega ka ypxy. Seose p transitiivsuse tottu

ypl. Seega B on paremunitaarne alammonoid, mida oligi vaja niidata. O

Definitsioon 15. Kui poliigooni S ei saa esitada kahe mittetiihja loikumatu alam-

poliigooni iithendina, siis nimetatakse poliigooni S lahutumatuks.

Kehtib jargmine lause.

Lause 3 ([, Teoreem 7.1.21]). Iga S-poligoon on theselt esitatav lahutumatute

alampoliigoonide loikumatu thendina.

1.3 Projektiivne poliigoon, perfektne monoid

Definitsioon 16. Poliigooni Pg nimetatakse projektiivseks, kui iga siirjektiivse
homomorfismi 7 : Ag — Bg ja iga homomorfismi f : Ps — Bg korral leidub

homomorfism ¢ : Pg — Ag nii, et mg = f.

Bg

Teoreem 4 ([5, Teoreem 7.2.7]). Olgu poliigoon Ps oma alampoliigoonide P;, i € I,

loikumatu dihend. Siis Ps on projektiivne parajasti sits, kui 1ga P; on projektiivne.



Definitsioon 17. Poolrithma S elementi e nimetatakse idempotendiks, kui e? =

€.

Jargmine teoreem annab projektiivsete poliigoonide kirjelduse iile monoidi S.

Teoreem 5 ([5, Teoreem 7.2.8]). Poliigoon Ps on projektiivne parajasti siis, kui

leidub hulk I ja alampoliigoonid P;, i € I, nii et Ps = | |..; P; ja iga i € I korral

el

leidub idempotent e; € S nii, et P; = ¢e;S.
Jareldus 1. Kui e € S on idempotent, siis poliigoon €S on projektiivne.

Definitsioon 18. Poliigooni Ag projektiivseks katteks nimetatakse siirjektiivset

homomorfismi 7 : Pg — Ag, kus
1. Pg on mingi projektiivne poliigoon,
2. m ahend iihelegi Pg périsalampoliigoonile ei ole siirjektiivne.

Definitsioon 19. Monoidi S nimetatakse paremperfektseks, kui igal parem-

poolsel S-poliigoonil leidub projektiivne kate.

Selles t66s me vaatleme ainult paremperfektseid monoide ja edaspidi {itleme nende

kohta lihtsalt “perfektne monoid”.

1.4 Jarjestatud hulgad

Meil 1dheb vaja jargmisi tulemusi jarjestatud hulkade kohta.

Lemma 6 (Zorni lemma). Kui mittetiihja jirjestatud hulga P igal ahelal on olemas

tlemine toke, siis selles hulgas leidub maksimaalne element.

Teoreem 7 ([4, Teoreem 1.4.14]). Mistahes jirjestatud hulga P korral on jirgmised

tingimused samavddrsed.



1. (Minimaalsuse tingimus.) Hulga P mistahes mittetihjas alamhulgas leidub

minimaalne element.

2. (Kahanevate jadade tingimus.) Hulga P elementide mistahes kahaneva jada

ay > az > az > ...

korral leidub selline indeks n, et ap = apy1 = apt2 = .. ..

Kui leidub selline naturaalarv n nagu tingimuses 2, siis 6eldakse, et see kahanev

jada stabiliseerub ehk katkeb.

Muidugi on olemas ka selle teoreemi duaalne teoreem, kus minimaalsuse tingimuse
asemel on maksimaalsuse tingimus ja kahanevate jadade asemel on kasvavad jadad.
Edaspidi kasutame neid kahte teoreemi vastavalt vajadusele, kuid harilikult ilma

neile ilmutatult viitamata.
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2 Pohitulemuse sonastus

Bakalaureusetd6 pohieesmérk on anda jargmise perfektseid monoide kirjeldava teo-

reemi toestus.

Teoreem ([1]). Monoidi S jaoks on jirgmised vdited samavddrsed.

1. S on perfektne.
2. S rahuldab tingimusi (A) ja (D).
3. S rahuldab tingimusi (A) ja My,.

4. S rahuldab tingimust (A) ja kahanevate ahelate tingimust loplikult tekitatud

vasakpoolsete ideaalide jaoks.

v

. Iga tugevalt lame parempoolne S-poliigoon on projektiivne.

Selgitame selles teoreemis esinevaid tingimusi.

Tingimus (A): iga parempoolne poliigoon Ag rahuldab kasvavate ahelate tingi-
must tsiikliliste alampoliigoonide jaoks, s.t. hulga A mistahes elementide a;,7 € N,

korral poliigooni A tsiikliliste alampoliigoonide ahel

alS§a2S§agSg...

katkeb. Viimane tdhendab seda, et leidub n € N nii, et a,S = apr15 = ....
Kasvavate ahelate tingimus poliigooni Ag tsiikliliste alampoliigoonide jaoks on
samavéiirne sellega, et tsiikliliste alampoliigoonide hulga {aS | a € A} igas mit-

tetiihjas alamhulgas leidub maksimaalne element sisalduvusseose suhtes.

Tingimus (D): monoidi S igal paremunitaarsel alammonoidil leidub minimaalne
parempoolne ideaal, mis on tekitatud idempotendi poolt.
See, et monoidi parempoolne ideaal I on tekitatud idempotendi poolt, tdhendab

seda, et leidub idempotent e nii, et I = eS5.
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Tingimus M7 : kahanevate ahelate tingimus monoidi .S vasakpoolsete peaideaalide
jaoks. See tdhendab, et monoidi S mistahes elementide s;, ¢ € N korral monoidi S

vasakpoolsete peaideaalide ahel

551258225532...

katkeb. Viimane téhendab seda, et leidub n € N nii, et Ss;, = Sspr1 = ...
Tingimus My on samaviirne sellega, et hulga {Ss | s € S} igas mittetiihjas

alamhulgas leidub minimaalne element.

Definitsioon 20. Poliigooni Ag nimetatakse tugevalt lamedaks (artiklis [1]
oeldakse sama asja kohta weakly flat), kui selle poliigooniga tensorkorrutamise

funktor siilitab konservatiivseid ruute.

Meie kasutame selle definitsiooni asemel hoopis jérgmist tugeva lameduse kirjel-

dust, mille andis oma 1971. aasta artiklis Bo Stenstrém.

Teoreem 8 ([8, Teoreem 5.3]). Poliigoon Ag on tugevalt lame parajasti siis, kui

ta rahuldab jargmisi tingimusi:

(P): kuias =d's', a,a’ € A, 5,8 € S, siis leiduvad a” € A, u,v € S nii, et

" !/ " /
a=au, a =a v, us=uvs,

(E): kui as = as',a € A, s, € S, siis leiduvad o' € A, u € S nii, et

/ /
a=au, us=1us.

Jargmine lause on jireldus raamatu [6] lausest 3.16.6 ja lausest 3.14.8.

Lause 9. Olgu p monoidi S parempoolne kongruents. Siis tsiikliline poliigoon S/p

on tugevalt lame parajasti siis, kui

(Vs,t € S)(spt = (u € S)(us = ut ja upl)).
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3 Pohitulemuse toestus

Pohitulemuse toestame terve rea lemmade abil.

Lemma 10 ([1, Lemma 1]). Kui koik tugevalt lamedad parempoolsed S-poliigoonid

on projektiivsed, siis S rahuldab tingimust My,.

Téestus. Olgu Sa; O Sby O Sbsy O ... kahanev ahel S vasakpoolsetest peaideaa-

lidest. Siis leiduvad elemendid ao, ag, --- € S nii, et

b2:a2a1,b3:a3a2a1, ey bm:am...agal,

Defineerime hulgal

F=NxS={(ks)|keN,seS}

parempoolse S toime vordusega

(k,s)z:= (k,sz)

k €N, s,z € §. Niimoodi saame parempoolse S-poliigooni Fj.

Defineerime hulgal F' binaarse seose p jargmiselt:

(k,s)p(K',s") <= (Fn >k, k) an...axs = an...aps).

Niitame, et p on poliigooni Fg kongruents. Veendume koéigepealt, et p on ekviva-

lentsiseos. Kuna agiiaxs = axyiaxs, siis (k, s)p(k, s). Samuti ilmselt

(k,s)p(K, ') < (K,s)p(k,s).

Seega seos p on refleksiivne ja stimmeetriline. Nditame, et seos p on transitiivne.
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Kehtigu (k, s)p(k',s") ja (K, s")p(k",s"). Siis leiduvad ny > k, k' ja ng > k', k", et

/A ! "
Apq -« AS = Apq - .. Q7S JA Apg ... AR/S = Apgy - . . ARIS .

Siis n = max{nj, no} korral a, ...aps = a,...aps ja eelneva pdhjal

"
Ap -..QKS = Qp ...QrS .

Niitame niiiid, et seos p on kooskolas toimega. Selleks on vaja, et kehtiks

(Vz € S)((k,s)p(k's') = (k,s)zp(K,s)z).

Kehtigu (k, s)p(k’,s’) ja olgu z € S suvaline. Siis leidub selline naturaalarv n >
kK, et an...ars = ap...aps. Eelmist vordust elemendiga z ldbi korrutades
saame

/
Ap .. AKSZ = Gy ... QK S Z.

Kuna sz, s’z € S, siis sobib votta sama n, et kehtiks (k, sz) p (', §'z) ehk (k, s)z p (K, §')z.

Seega p on poliigooni Fg kongruents.

Moodustame faktorpoliigooni

MsZFs/p:{[k},SHkGN,SGS},

kus [k, s] téhistab paari (k,s) ekvivalentsiklassi seose p jérgi. Néitame, et Mg

rahuldab tingimusi (P) ja (E).

Alustame tingimusest (P). Kehtigu mingite [k, s], [k/,s'] € M ja z,2’ € S korral
vordus [k, sz = [k, ']z ehk [k, sz] = [k, s'2]. Siis (k, sz)p(K,s'z"). Niitame, et
leiduvad [k”,s"] € M ja u,v € S, et kehtiksid vordused

(k,s] = [K",s"|u, [K,s]=1[K' " ja uz=wvz.
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Teame, et leidubn > k, k' nii, et a,, ...arsz = an, ...as'2. Votame u := a,, . . . a;s,

vi=ap...aps ja (K", 8")=(n+1,1). Siis
Upt2 ... QxS = api2anriu = (k,s)p(n+ 1,u) = [k,s] = [n+1,1]u,

Unt2 .. s = apioani1v = (K, 8)pn+1,v) = [K,s]=[n+1,1]v.
ja
UZ = Qp...QS2 =y ...qps 2 =02
Saime, et (P) kehtib.

Kehtigu niiiid mingite [k, s] € M ja z,2’ € S korral [k, s|z = [k, s]z’ ehk [k, sz] =
[k, sz']. Peame niitama, et leiduvad [k, s'| € M ja u € S nii, et [k, s] = [, s']u ja
uz = uz’. Kuna (k, sz)p(k, s2’), siis leidub n > k nii, et a,, ... apsz = ay, ... apsz’.

Votame u = ay, ... ags ja (K',s') = (n+1,1). Siis
Apt20n41 - - - OS = Gpioapniiu —> (k,s)p(n+1,u) = [k,s]=[n+1,1]u

jauz =ap...a sz = ayn ...arsz’ = uz'. Seega (E) kehtib.

Teoreemi 8 tottu on Mg tugevalt lame. Eelduse pohjal on ta projektiivne. Seega

siirjektiivse homomorfismi
w: Fg— Mg, (k,s)w— [k,s]

jaoks leidub homomorfism p : Mg — Fg nii, et wu = 1.




Olgu u([1,1]) = (k,s) € N x S. Siis

[17 1] = (ﬂ-ﬂ)([l? 1]) = ﬂ-(k7 S) = [k,s].

Kuna (1,1)p(k, s), siis leidub n > 1,k nii, et ap...a; -1 = a,...a;s. Seega iga

m > n korral

Sbyp, =Sy ...a1 = Sam ...ant10n ... a1 = Sy .. . Apy16p .. .as C Ss.

Olgu m > n ja p([m + 1,1]) = (r,¢). Paneme téihele, et (1,1)p(m + 1,ap, ...a1),
sest

Am42---01 * 1 = Gy 2Qmi1 - Q- .. Q1.
Niiiid saame, et

(k,s) = p([1,1]) = p([m + 1, am, ... a1]) = p((m + 1,1])am, . .. a1

= (r,¢)am...a1 = (r,cam . ..a1),

kust £k = r ja s = cay,...a1. Jarelikult Ss C Sa,,...a1 = Sb,, ja me oleme

toestanud, et Ss = Sb,,. Seega

Sal23[)225’1)32...QSbHQSbn_i_l:Sbn_;,_Q:...

Meil laheb vaja ka jargmisi definitsioone.

Definitsioon 21. Poliigooni Ag alamhulka X nimetatakse tekitajate hulgaks,
kui
(Va € A)(Fz € X)(Is € S) a = ws.

Selle tingimuse voib lithidalt kirja panna vordusena A = XS, kus hulk XS on
defineeritud kui XS = {zs |z € X,s € S}.
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Definitsioon 22. Oeldakse, et poliigooni Ag tekitajate hulk on séltumatu, kui

(Vo,2' € X)(z € 2'S = z=2).

Lemma 11 ([1, Lemma 2]). Rahuldagu poligoon As kasvavate ahelate tingimust
tsiikliliste alampoliigoonide jaoks. Kui X on poliigooni A tekitajate hulk, siis X

sisaldab mingit A séltumatut tekitajate hulka.

Toestus. Tahistame

X ={zeX|(Va e X)(2SC2'S = 2S5=2'9)} CX.

Niitame, et X’ on Ag tekitajate hulk. Selleks piisab, kui niitame, et X C X'S.
(Toepoolest, kui X C X'S, siis ka

A=XSCX'SS=X'SCA

ja seega A = X'S.) Votame suvalise elemendi 2 € X ja vaatleme hulka

P, ={aS|a€ A xS CaS}

jarjestatud hulgana sisalduvusseose suhtes. Siis eelduse téttu peab selles hulgas
leiduma mingi maksimaalne element a.S. Muuhulgas xS C aS. Niitame, et a € X'.
Mistahes 2’ € X korral, kui aS C 2/S, siis ka xS C 2/S ja z € 2/S. Et X on

soltumatu, siis = z’. Niiiid

aS C2'S=2SCaS = aS=2'6S.

Seega toesti a € X'. Kuna xz € S C a9, siis leidub selline s € S, et x = as.

Jarelikult x € X’S, mida tahtsimegi niidata.
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Defineerime niiiid hulgal X’ seose ~ jérgmiselt:

r~a = (Is€S)z=1s.

Lihtne on aru saada, et

r~1 = S CaS.

Naitame, et ~ on ekvivalentsiseos. Refleksiivsus kehtib ilmselt, sest 5 C z.5 iga
x € X’ korral. Olgu niilid z,2’ € X'. Kui # ~ 2/, siis 5 C 2/S. Et v € X/,
siis S = /9, jirelikult ka 'S C xS ja seega ' ~ z. Sellega on siimmeetrilisus
toestatud. Niitame veel, et ~ on transitiivne. Kehtigu z ~ 2’ ja 2/ ~ 2”. Siis
xS C 2'S ja 2/S C 25, mistottu ka xS C 2”S. Seega x ~ x” ja transitiivsus

kehtib.

Valime igast ekvialentsiklassist ~ jérgi vélja ithe esindaja ja moodustame neist
esindajatest hulga X”. Siis X” C X. Niitame, et X” on poliigooni Ag soltumatu
tekitajate hulk.

Koigepealt nditame, et X” on Ag tekitajate hulk. Votame selleks a € A ja néditame,
et leiduvad x € X” ja s € S, nii et a = xs. Seose ~ definitsiooni pohjal iga ' € X’
korral leiduvad " € X" ja s € S nii, et 2/ = 2”s. Seega kuna X’ on poliigooni A

tekitajate hulk, siis ka X” on poliigooni Ag tekitajate hulk.

Niitame 16puks, et X” on soltumatu tekitajate hulk. Kui z,2’ € X"’ C X ja
x € 2’9, siis tdnu X soltumatusele z = 2. Seega X" on poliigooni Ag soltumatu

tekitajate hulk, mida oligi vaja néidata. ]

Lemma 12 ([1, Lemma 3]). Olgu Ag tugevalt lame poligoon, mis rahuldab kas-
vavate ahelate tingimust tsikliliste alampoliigoonide jaoks. Kui Ag on lahutumatu,

s1is on ta tstkliline.

Téestus. Lemma 1 jargi on poliigoonil Ag olemas soltumatu tekitajate hulk X.

18



Fikseerime suvalise elemendi x € X. Vaatleme hulka

{d'S|d € A,zS Cd'S}C{dS|d € A}.

See hulk on mittetiihi, sest sisaldab tsiiklilist alampoliigooni x.5. Seega leidub selles

hulgas mingi maksimaalne element a5, kus a € A. See tdhendab, et

zS C aS

ja
(Va' € A)(xS Cd'SAnaSCdS = aS=4d?9).

Kuna sisalduvustest S C aS ja aS C a'S jireldub xS C d'S, siis viimase tingi-

muse voib imber kirjutada kujul

(Va' € A)(aS Cd'S = aS=4d59).

Tahistame

X'={a} LY,
kus Y = {y € X | y € aS}. Niitame, et X’ on poliigooni Ag soltumatu tekitajate
hulk.

Esiteks X’ on tekitajate hulk, sest iga element b € A esitub kas kujul b = as,

se€ S, voi kujul b=xzs, kus s€ S,z € X jax & aS.

Veendume, et X’ on soltumatu. Olgu z/,z” € X’ erinevad elemendid. Peame

néditama, et 2’ & 2”S. On kolm vaimalust.
1) 2/,2" € Y C X. Siis ' ¢ 2”5 ténu X soltumatusele.

2) 2’ €Y, 2" = a. Kui oletada, et 2/ € a5, siis saaksime vastuolu Y definitsiooniga.

Seega ©' & 2" S.

3) 2’ = a,2” € Y. Kui oletaksime, et a € 2”5, siis aS C 2”5 ja 2'S = aS C 2”8S.
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Hulga X soltumatuse tottu 2’ = 2”, vastuolu. Seega 2’ & x”S.

Niisiis X’ on soltumatu tekitajate hulk. Niitame, et X' = {a}. Oletame vas-
tuviiteliselt, et X’ sisaldab veel mingit elementi peale elemendi a. Siis Y'S # & ja
Ag on oma mittetithjade alampoliigoonide aS ja Y'S iithend. Poliigooni Ag lahu-
tumatuse tottu

aSNYS # o.

See tdhendab, et leiduvad elemendid y € Y ja s, t € S nii, et as = yt. Kuna Ag
on tugevalt lame, siis Stenstromi teoreemi pohjal leiduvad elemendid a” € A ja
u,v € S nii, et a = a’u, y = a’v ja us = vt. Saime, et aS C a”S. Alampoliigooni
aS maksimaalsuse tottu siis aS = a”S. Niiiid, mingi s” € S korral, " = as” ning
saame

Y/
y=av=asv,

kust y € aS. See tekitab aga vastuolu Y definitsiooniga. Seega X' = {a}. See
tdhendab, et iga b € A avaldub kujul b = as, s € S, ehk teiste sonadega Ag on
tsiikliline. O

Jdreldus 2. Kui monoid S rahuldab tingimust (A), siis iga tugevalt lame S-

poliigoon on tsikliliste tugevalt lamedate S-poliigoonide loikumatu ihend.

Toestus. Rahuldagu monoid S tingimust (A). Olgu Ag tugevalt lame. Lemma 3
pohjal

A=A,

i€l
kus A; on poliigooni Ag lahutumatu alampoliigoon iga i € I korral. Lihtne on
veenduda, et koik alampoliigoonid A; on samuti tugevalt lamedad. Kuna S rahul-
dab tingimust (A), siis Ag rahuldab kasvavate ahelate tingimust tsiikliliste alam-
poliigoonide jaoks. Siis ka iga A; rahuldab kasvavate ahelate tingimust tsiikliliste
alampoliigoonide jaoks. Kuna A; rahuldab ko&iki lemma 12 eeldusi, siis on ta

tsiikliline. ]
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Lemma 13 ([1, Lemma 4]). Kui monoid S rahuldab tingimust M|, siis iga tugevalt

lame tsiikliline S-poliigoon on projektiivne.

Téestus. Rahuldagu S tingimust My, st kahanevate ahelate tingimust vasakpool-
sete peaideaalide jaoks ja olgu Cg tugevalt lame tsiikliline S-poliigoon. Siis lause 1
pohjal leidub monoidi S parempoolne kongruents p nii, et Cs = S/p, ja seega ka

S/p on tugevalt lame. Peame n#itama, et S/p on projektiivne.

Lemmast 2 teame, et iihikelemendi p-klass B on paremunitaarne monoidi S alam-

monoid. Vaatleme S vasakpoolsete peaideaalide hulka

{Ss|s e B}.

Kuna 1 € B, siis S = S1 kuulub sellesse hulka ja see hulk on mittetiihi. Tingimuse

M7, tottu sisaldab see hulk mingit minimaalset elementi Sc, kus ¢ € B.

Olgu a € B suvaline element. Siis apl ja 1pec, millest jareldub, et apc. Kuna S/p on
tugevalt lame, siis lause 9 pohjal leidub u € S nii, et ua = uc ja upl. Et ¢,u € B,

siis ka d := uc =ua € B ja

Sd C SanSec C Se.

Ténu peaideaali Sc¢ minimaalsusele saame vorduse Sd = Sc.

Defineerime kujutuse f : S/p — ¢S vordusega

F(ls]) = es.

Meie eesmérk on toestada, et f on parempoolsete poliigoonide isomorfism. Kehtigu
mingite s,t € S korral [s] = [t]. Siis lause 9 pohjal leidub v € S nii, et us = ut

ja upl. Kuna Sc on minimaalne element hulgas {Ss | s € B}, siis S¢ C Su ning
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seega leidub w € S, et ¢ = wu. Saame

cs = wus = wut = ct,

seega f on korrektselt defineeritud. See kujutus on homomorfism, sest mistahes

s,t € S korral

F([s]t) = f([st]) = e(st) = (cs)t = f([s])t.

Veel on vaja néaidata, et f on isomorfism. Siirjektiivsus on ilmne. Injektiivsuse

naitamiseks olgu f([s]) = f([t]) mingite s,t € S korral, s.t. ¢s = ct. Niiiid,

5] = [Ls = [els = [es] = [et] = [d]t = [1]¢ = [£],

ehk [s] = [t]. Kokkuvottes oleme saanud, et f on isomorfism.

Jarelikult S/p =2 ¢S. Kuna cpl, siis ¢ = f([1]) = f([¢]) = ¢? ehk ¢ on idempotent.

Jarelduse 1 pohjal on ¢S ja seega ka S/p projektiivne, mida oligi vaja nédidata. [

Lemma 14 ([1, Lemma 5]). Kui monoid S rahuldab tingimust (D), siis iga tugevalt

lame tsiikliline S-poliigoon on projektiivne.

Téestus. Rahuldagu monoid S tingimust (D) ja olgu Cg tugevalt lame tsiikliline
S-poliigoon. Lause 1 pohjal leidub monoidi S parempoolne kongruents p nii, et C'g

on isomorfne poliigooniga S/p. Vaatleme taas hulka

B:=[1]={se S |spl} CS,

mis on lemma 2 pohjal monoidi S paremunitaarne alammonoid. Tingimuse (D)
pohjal leidub hulgal B minimaalne parempoolne ideaal I, mis on tekitatud idem-
potendi poolt, s.t. I = eB, kus e € B on idempotent. Tulemuse [9, lemma 8.12]
jargi on Be monoidi B minimaalne vasakpoolne ideaal. Olgu a € B. Et apl ja 1pe,

siis ape. Kuna S/p on tugevalt lame, siis leidub element w € S nii, et ua = ue ja
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upl. Tanu sellele, et u € B ja B on alammonoid, kehtib sisalduvus Bu C B. seega

Bua C Ban Be C Be.

Kuna Be on monoidi B minimaalne vasakpoolne ideaal, siis Be = Bua C Ba.
Oleme niidanud, et iga a € B korral Be C Ba. Sarnaselt eelmise lemma toestusega
saab niidata, et S/p = eS. Jarelduse 1 pohjal on eS projektiivne ning seega on ka

isomorfsed poliigoonid S/p ja Cs projektiivsed. 0

Lemma 15 ([1, Lemma 6]). Kui poliigoon Ag rahuldab kahanevate ahelate tin-
gimust tstkliliste alampoliigoonide jaoks, siis ta rahuldab ka kahanevate ahelate

tingimust loplikult tekitatud alampoliigoonide jaoks.

Téoestus. Tanu teoreemile 7 voime kahanevate ahelate tingimuste asemel vaadelda
minimaalsuse tingimusi. Niisiis eeldame, et Ag rahuldab minimaalsuse tingimust

tsiikliliste alampoliigoonide jaoks. Vaatleme hulka

P ={B | B C Ag on alampoliigoon, mis rahuldab minimaalsuse tingimust

16plikult tekitatud alampoliigoonide jaoks}

jarjestatud hulgana sisalduvusseose suhtes. Veendume, et see jarjestatud hulk ra-

huldab Zorni lemma eeldusi.

Esiteks nditame, et hulk P on mittetiihi. Eelduse téttu leidub hulgas

{aS |a € A}

minimaalne element, st leidub véhemalt iiks minimaalne tsiikliline alampoliigoon
aoS poliigoonis Ag. Oletame, et C's on 16plikult tekitatud alampoliigoon poliigoonis

aoS. Siis leiduvad elemendid sy,...,s, € S nii, et

Csg=aps1SU...Uags,S C apS.
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Siis iga i € {1,...,n} korral aps;S C apS, kust tdnu apS minimaalsusele saame
vorduse ags;S = agS. Seega Cs = a5, mis tdhendab seda, et poliigooni agS ainus
loplikult tekitatud alampoliigoon on ta ise. Jérelikult agS rahuldab minimaalsuse

tingimust 16plikult tekitatud alampoliigoonide jaoks ja seega agS € P.

Vaatleme niiiid suvalist ahelat {B; | ¢ € I} hulka P kuuluvatest alampoliigoonidest
Bi. Siis

Bg ::UBl-

i€l
on samuti poliigooni Ag alampoliigoon. On selge, et Bg on iilemine tdke alam-
poliigoonide B; jaoks. Veendume, et Bg rahuldab kahanevate ahelate tingimust

1oplikult tekitatud alampoliigoonide jaoks, st veendume, et Bg kuulub hulka P.

Selleks vaatleme kahanevat ahelat
C120C,2032..., (1)

kus Cj, i € N, on poliigooni Bg 16plikult tekitatud alampoliigoonid. Olgu Cy

tekitajad c1,...,c, € C, st
Ci=cSU...Ug,S.

Siis leiduvad indeksid 41,...,i, € I nii, et ¢; € Bj,,...,¢, € B;,. Kuna {B; |
i € I} on ahel, siis leidub j € {i1,...,i,} nii, et B;,,...,B;, C Bj. Seega ka
ci,...,¢n € Bj ja C1 C Bj. Jarelikult kogu ahel (1) sisaldub poliigoonis B;. Et B;

kuulub hulka P, siis peab see ahel stabiliseeruma, mida oligi vaja néidata.

Zorni lemma pohjal leidub hulgas P maksimaalne element K. See K on poliigooni

Ag alampoliigoon.

Oletame vastuviiteliselt, et K # A. Vaatleme tsiikliliste alampoliigoonide hulka

{aS|a€ AaS Z K}.

24



Kui iga a € A korral aS C K, siis A C K, mis pole hetkel voimalik. Seega leidub
selline a € A, et aS ¢ K. Teiste sonadega: vaadeldav hulk ei ole tiihi. Eelduse
tottu leidub selles hulgas minimaalne element z.5, kus ¢ € A ja S € K. Vaatleme

poliigooni Ag alampoliigooni K U xS. Olgu
KiDKyDK3D... (2)

kahanev ahel poliigooni K UxS 16plikult tekitatud alampoliigoonidest. Kui leiduks

selline n, mille korral K,, C K, siis ilmselt ahel stabiliseeruks.

Oletame niiiid, et iga n korral leidub element y,, € K, \ K. Ilmselt siis y, € =S
ning seega y,S C xzS. Alampoliigooni xS minimaalsuse tottu y,S = zS5. Kuna

ynS C K, (sest K,, on alampoliigoon ja vy, € K,,), siis iga n korral

K,NnxS=K,Ny,S =ypnS =xS.

Olgu n suvaline. Kuna K, on loplikult tekitatud, siis on tal 16plik hulk tekitajaid,
tdhistame nende hulga tihega X. Olgu K/ poliigooni K, alampoliigoon, mille
tekitajate hulgaks on X \ zS. Ilmselt K, C K ja K, = K] UxS. Kui y on iiks
poliigooni K, ; tekitajatest, siis y € K41\ xS. Seegakay € K, \zS C K. Kuna

koik K, tekitajad sisalduvad alampoliigoonis K, siis K, ; C K. Saame ahela
Ki2K;2K5D...,

kus iga n korral K/, on poliigooni K 1oplikult tekitatud alampoliigoon ja seega see
ahel stabiliseerub. Jérelikult ka ahel (2) stabliseerub, mistottu K U xS rahuldab
kahanevate ahelate tingimust 16plikult tekitatud alampoliigoonide jaoks, s.t. K U
xS € P. Kuna xS ¢ K, siis K C K UxzS. See on aga vastuolus sellega, et K pidi

olema jarjestatud hulga P maksimaalne element.

Jarelikult K = Ag ja Ag rahuldab minimaalsuse tingimust 16plikult tekitatud

alampoliigoonide jaoks. Seda oligi tarvis tdestada. O
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Lopetuseks néditame, kuidas téestatud lemmad annavad meile pohiteoreemi tdestuse.

Teoreem 16. Monoidi S jaoks on jirgmised vdited samavddrsed.

1. S on perfektne.
2. S rahuldab tingimusi (A) ja (D).
3. S rahuldab tingimusi (A) ja M.

4. S rahuldab tingimust (A) ja kahanevate ahelate tingimust loplikult tekitatud

vasakpoolsete ideaalide jaoks.

5. Iga tugevalt lame parempoolne S-poliigoon on projektiivne.

Téestus. (1) <= (2). Need tingimused on samaviirsed téanu artikli [2] tulemus-

tele 1.1 ja 1.5.

(2) = (5). Eeldame, et S rahuldab tingimusi (A) ja (D) ning vaatleme tugevalt

lamedat poliigooni Ag. Jarelduse 2 tottu esitub Ag 16ikumatu iihendina

AS = |_| Ai7

el

kus iga A; on tsiikliline tugevalt lame poliigoon. Lemma 14 pohjal on iga A; pro-
jektiivne. Ténu teoreemile 4 on ka poliigoon Ag projektiivne.
(5) = (2). See implikatsioon kehtib tdnu artikli [2] tulemustele.
(5) = (3). Tingimus M, jéreldub lemmast 10. Tingimus (A) jéreldub ténu
artiklile [2].
(3) = (5). Tingimuse (A) kehtivusest saame jirelduse 2 pohjal, et iga tugevalt

lame S-poliigoon Ag on tsiikliliste tugevalt lamedate S-poliigoonide 16ikumatu

ithend, s.t.
AS = |_| Ai)

i€l
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kus A; on tugevalt lame iga ¢ € I korral. Tingimuse M}, kehtivusest saame lem-
ma 13 pohjal, et iga A; on projektiivne. Teoreemi 4 pdhjal on siis ka poliigoon Ag

projektiivne.

(3) = (4). Poliigooni ¢S loplikult tekitatud alampoliigoonid on monoidi S
loplikult tekitatud vasakpoolsed ideaalid. Poliigooni ¢S tsiiklilised alampoliigoonid
on monoidi S vasakpoolsed peaideaalid. Seega see implikatsioon jéreldub lemma 15

duaalsest tulemusest vasakpoolsete poliigoonide jaoks.

(4) = (3). See on ilmne. O
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4 Naited

Lopetuseks toome moned néited perfektsetest monoididest.

Selleks mérgime éra, et tingimusega (A) on véimalik anda mitmeid samaviirseid

tingimusi. Neist jirgmine on dra toodud artiklis [3] lemmas 1.3:

(A): monoidi S iithikelemendist erinevate elementide mistahes jada si, sg, . .. korral

leiduvad k,m € N ja u € S nii, et k > m ja
SkSk—1-++-Sm+1 = SkSk—1+--Sm+1SmU.

Koigi niidete puhul me pohjendame, et monoid rahuldab tingimusi (A’) ja M.

Naiide 2. Iga rithm G on perfektne. Ta rahuldab tingimust (A’), sest so = 323131_1
(me valime k£ = 2, m = 1), ja samuti tingimust My, sest iga g € G korral Gg = G

(st G on ainuke vasakpoolne peaideaal).

Niide 3. Iga parempoolse korrutamisega poolrithm, millele on lisatud véline
ithikelement, on perfektne. Poolrithm S on parempoolse korrutamisega, kui iga
s,t € S korral st = t. Sellises poolrithmas Ss = {s} iga s € S korral ja so = s95152

jadade korral, kus ei ole iihikelementi.

Naiide 4. Iga loplik nilpotentne poolrithm koos vilise ithikelemendiga on perfekt-
ne. Loplik monoid kindlasti rahuldab tingimust M;,. Nullelemendiga poolrithma ni-
metatakse nilpotentseks, kui leidub selline n € N, et mistahes elementide s1, ..., s,

korral s ...s, = 0. Selline poolrithm rahuldab ka tingimust (A’).
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Kokkuvote

Bakalaureusetots andsime pohjalikuma téestuse John Fountaini teoreemile per-
fektsetest monoididest. Selleks defineerisime algul vajaminevad poolriihmateooria
moisteid ning seejirel sonastasime mitmeid abitulemusi. Nende tulemuste ja teis-
te matemaatikute poolt varasemalt téestatud tulemuste abil saime pohiteoreemi

toestuse. Toime ka néiteid perfektsetest monoididest.

Tulevikus oleks huvitav uurida, kas Fountaini teoreemi téestust on voimalik tildis-
tada mingitele poolrithmade klassidele, mis on suuremad kui koigi monoidide
klass. Niiteks lokaalsete iihikelementidega poolrithmadele voi isegi faktoriseeru-

vatele poolrithmadele.
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