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STARTD DLIROOT.

DIDAKTILINE SEMINAAR
MATEMAATIKA JAOSKOND

1 0sa.

Tasapinna asendi miifiramine.

1. Sirgjoone ja tasapinna suhteline asend. Nagu plani-
meetriast teada, nimetatakse tasapinnaks niisugust pinda,
millel on see omadus, et kui sirgjoonel on selle pinnaga kaks
mingit vkist punkti, siis asub terve see sirgjoon sellel pinnal.
Aksioomina voetakse see teadmine, et siherdune pind on
olemas ja et see pind on igast kiiljest piiramatu. Tasapinna
definitsioonist jargneb, et sirgjoone ja tasapinna suhteline
asend voib kolmesugune olla:

a) sirgjoonel v6ib tasapinnaga olla kaks iihist punkti,
s. 0. sirgjoon asub tdies ulatuses sellel tasapinnal; sairasel
juhusel koneldakse, et tasapind on tommatud 1abi sirgjoone;

b) sirgjoonel vo6ib tasapinnaga olla iiks iihine punkt;
radgitakse, et sirgjoon loikab tasapinda; sirgjoone ja tasapinna
tihist punkti, s. o. lotkepunkti, nimetatakse sirgjoone aluseks ;

¢) sirgjoon ja tasapind voivad olla isekeskis sddrases
asendis, et neil pole mingit ihist punkti; sel juhusel nimeta-
takse sirgjoont ja tasapinda risbikuteks ehk paralleelseteks.

2. Lause. Ldibi kolme mitte 4ihel
sirgjoonel asuva punkti A, B ja C voib

pinna tommata ja wimelt iheainsa pinna e 'Jl s
(joonis 1).

a) Labi kahe antud punkti 4 ja B .
tombame sirgjoone ja ldbi selle sirgjoone Gy,

tombame mingisuguse tasapinna. Poo-
rame saadud tasapinda sirgjoone AB Joonis 1.
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timber kui telje iimber seni, kuni ta poorlemisel kohtab punk-
tiga C. Nonda voib libi kolme antud punkti alati tommata
tasapinna.

b) Oletame, et libi punktide 4, B ja ¢ on tommatud
kaks tasapinda: tasapind P ja tasapind P’. Siis asuvad
sirgjooned AB, AC ja BC iihel ja samal ajal molemas tasapinnas.

Votame tasapinnal P mingi punkti M ja tombame lédbi
selle punkti sirgjoone MF ndnda, et MF 16ikaks niihésti
AB kui ka- AC mingisugustes punktides £ ja F. Tasapind
P’, mahutades enesesse sirgjooni AB ja AC, mahutab ene-
sesse ka punktid E ja F, jdrjelikult mahutab ta enesesse ka
sirgjoone F'M, nonda siis ka punkti M. Seega asub tasapinna
P iga punkt M iihtlasi ka tasapinnal P’; jarjelikult need
tasapinnad {ihtivad.

Mirkus. Nagu ndha, voib libi antud sirgjoone AB téommata lop-
mata palju tasapindu, sest et me toestuse jarele voime tommata tasapinna

ldbi sirgjoone AB ja punkti C, samati siis ka ldbi sirgjoone AB ja mone
ruumis asuva punkti D1) jne.

Jireldus. Tasapinna asendi midravad kindlaks :

a) kolm mitte wihel sirgjoonel aswvat punkti ruwmis;

b) sirgjoon ja wdiljdaspool sirgjoont asuv punkt:

C) kaks isekeskis loikuvat sirgjoont ;

d) kaks roobikut sirgjoont.

3. Planimeetria aksioom : ldbi sirgjoonest viljaspool antud
punkti voih sellele sirgjoonele ainult iihe roibikw sirgjoone tom-
mata — on maksev ka ruumis, sest et tommates 14dbi sirg-
joonest viljaspool antud punkti sellele sirgjoonele r66biku
sirgjoone, ndeme, et need réopjooned mdlemad asuvad iihel
tasapinnal, missugune asjaolu lubabki meil planimeetria
aksioomi tarvitada. »

Samati, vdljaspool sirgjoont olevast punktist voib tommata
sellele sirgjoonele ainwlt vikie ristjoone ehk perpendikulaari, sest
~ et see ristjoon asub iihes antud sirgjoonega iihel ja samal

1) Mis ei asu esimesel tasapinnal.
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tasapinnal; tasapinna kohta oli see lause aga plarimeetrias
toestatud.

Vastupidiselt, libi sirgjoonel AB asuva
punkti O (joonis 2) viib sirgjoonele AB lop-
mata palju ristjooni tommata ; selleks tarvis
ainult 1abi punkti O tommata igal AB-st
labi tommatud tasapinnal ristjoon AB-le.

A

Nonda ndeme, et ruumis vdivad ( &
2 sirgjoont olla kolmandaga risti, ilma :
et need kaks sirgjoont isekeskis roobi- dobuis: 4.

kud oleksid.

4. Kahe tasapinna loikjoon on sirgjoon (joonis 3). Votame tasa-
pindade 16ikjoonel kaks mingisugust punkti A ja B; niihisti punktid 4 ja B
kui ka sirgjoon AB asuvad iihel ja samal

ajal molematel tasapindadel. Mingit iihist & 7
punkti ei voi neil kahel tasapinnal olla \’/ A Bﬁ\/
viljaspool sirgjoont A B, sest et nad vas- /\ .

tasel korral iihtiksid. Nonda asuvad koik \ /\
nende kahe I6ikuva tasapinna iihised punk- 1

tid nende tasapindade ldikjoonel ja ainult
sellel 16ikjoonel. Jirjelikult on kahe tasa-
pinna léikjoon sirgjoon.

5. Kahe tasapinna suhteline asend. Kaks tasapinda
voivad isekeskis jargmised kolm asendit omandada:

a) dihtivad, kui neil on kolm mitte iihel 51rg]oonel astu-
vat fihist punkti;

b) loikuvad — mooda sirgjoont;

C) puudub dikine punkt; sadrasel juhusel on tasapinnad
ridbikud. .

Joonis 3.

Il osa.

Sirgjoon ja tema rist-tasapind.

6. Definitsioon. Sirgjoont, mis on risti (perpendiku-
laarne) koigi selle sirgjoone alusest libi tommatud sirgjoon-
tega tasapinnal, nimetatakse tasapinna ristjooneks.
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Lause. Kui sirgjoon on risti kahe selle sirgjoone alu-
sest libi tommatud sirgjoonega tasapinnal, siis on see Sirg-
joon risti ka tasapinnaga (joonis 4).

Olgu AO risti OD-ga ja OC-ga;
et toestada, et 40 on risti ka tasapinna
Q-ga, selleks tarvis toestada, et ta on
risti iga sirgjoone O0B-ga, mis tasapinnal
Q tema alusest O labi ldheb.

Tombame tasapinnal @ juhuslise
sirgjoone DO, mis 16ikaks OD, OB ja 0C
punktides D, B ja C. .

Tositide . Pikendades sirgjoont AO, = wvittes
tema pikendusel 04" = OA ja vihendades
punkti A" punktidega D, B ja C, saame:

ANA0C=N\A"0C (0A=.04"; 0C=00); jargneb, et
AC=A4'C; NAOD= N\ A'OD (OA=04"; OD=0D); jarg-
neb,et AD=A'D; ANADC=/N\A'DC (AC=A4"'C; AD=A'D;
DC=D0C); jirgneb, &t X1=X%72; AACB=AACB
(4C=A4'C; BO=BC ja 2 1= 2 2); jirgneb, et AB=A'B;
ANAOB=/N\A'OB (AO=A4'0; OB=0B; AB=A'B); jarg-
neb, et -< AOB = 2{ A'OB, vordsed kOrvunurgad oh aga tdis-
nurgad ; jdrjelikult: A0 L OB, mis oligi tarvis toestada.

7. Definitsioonid. Punkte 4 ja A’ (joonis 4), mis on asetatud
tasapinna @ ristjoonel A4’ iihekaugusel tasapinnast, nimetatakse selle tasa-
pinna suhtes simmeetrilisteks punktideks, | kuna tasapinda @ nimefatakse
sidrasel~juhusel siémmectria tasapinnalks.

Kujundeid nimetatakse sitmmeetrilisteks telje suhtes, kui nende kujun-

dite punktid on paari kaupa isekeskis
siimmeetrilised. Nonda niit. on sirg-

M

' jooned AC ja A'C (joonis 4) siimmeet-
g L rilised ; samati on siimmeetrilised ka
P A ABC ja /N A’BC, kujund ADOC

i ja kujund A ’DOC jne.

i % 8. Definitsioonid. Punkt:
/ ‘ : M projektsiooniks (joonis 5)
tasapinna @ peale nimetatakse
Joonis 5. _sellest pumktist 1abi mineva tasa-

B
x




pinna @ ristjoone alust M’ tasapinna peal. Kui punkt asub
tasapinnal, siis ta on ise enese projektsioon; niit. punkti C
projektsioon on punkt €' ise. g

Joonloigu projektsiooniks wnimetatakse selle joonloigu otsa-
punktide projektsioonide iihendus-joonloikw. NoOnda niit. on
16igu MN projektsiooniks 16ik M’N’; NC projektsioon on N'C.

Uldse, joone projektsiooniks tasapinna peale nimetatakse
selle sirgjoone kiigi punitide projektsioonide geomeetrilist kohta.

9. Lause. Ldbi sirqjoone iga punkti voib sellele sirg-
Joonele tommata rist-tasapinna ja ainult vihe rist-tasapinna.

a) Labi antud sirgjoone AB (joonis 6) tombame kaks mangisugust
tasapinda ¢ ja R ja tombame neil tasapindadel antud sxrgjoonele AB
antud punktist M ristjooned MN ja ML.

Tasapind P, olles tommatud libi sirgjoonte MN ja ML, on risti
AB-ga (v. nr. 6). Noénda voib sirgjoonele AB ldbi antud punkti M alati
tommata rist-tasapinna.

Joonis 6. Joonis 7.

b) Oletame, et 14bi sirgjoone AB peal antud punkti M
(joonis 7) voib sellele sirgjoonele AB tommata kaks rist-
tasapinda P ja . Olgu sirgjconed KM ja SM nende tasa-
pindade ja mingi kolmanda AB-st 1ibi tommatud tasapinna
R 16ikjooned. Siis (v. nr. 6) oleksid sirgjooned KM ja SM,
mis asuvad iihel ja samal tasapinnal R, AB-ga risti iihes ja
samas punktis, mis aga on voimatu. Jarjelikult voib l4bi
punkti ‘M sirgjoonele AB témmata ainult iihe rist-tasapinna.
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10. Jareldus. Kaoik ristjooned, mis on tommatud AB-le punktist
O ruumis, asuvad iihel ja samal tasapinnal, mis on risti selle sirgjoonega
(joonis 2).

Tdesti, labi punkti O vdib sirgjoonele AB tommata ainult iihe rist-
tasapinna : selle tasapinna méiravad dra kaks vabalt véeiud sirgjoont, mis
on risti 4 B-ga punktis O; jdrjelikult asuvad koik need ristjooned samal
tasapinnal, mis oligi tarvis toestada. Sellest jargneb, et:

a) Tasapind on nende ristjoonte geomeetriline koht, mis on témmatud
mingisugusele sirgjoonele libi selle sirgjoone ithe ja sama punkti.

b) Kui tdaisnurk AOC piorleb wmber kaatett AO, siis joonestab teine
kaatet OC tasapinna, mis ristv AO-ga,

11. Lause. Ldbi vdljaspool sirgjoont vietud punkti voib
sirgjoonele tommata rist-tasapinna ja ainult ihe.
a) Olgu tarvis libi punkti E (joonis 8) tommata

As—ﬁ AB-le rist-tasapind. Tombame 14bi punkti- £ ja sirg-
C i joone AB tasapinna M ; sellel tasapinnal tombame punk-
2-----~-x _____ e tist ¥ sirgjoonele AB ristjoone KO ; labi sirgjoone 4B
- tombame veel teise tasapinfia L, millel tdmbame .AB-le

s ristioone OC, Libi kahe ldikuva sirgjoone OFE ja OC

8 tombame tasapinna, mis ongi risti 4B-ga (v. nr. 6) ja

kulgeb seejuures punkti F, s. o. ldheb libi punkti E.

Joonis 8. b) Oletame, et labi punkti £ voib tom-

; mata veel teise tasapinna, mis ka risti AB-ga.

Loigaku see tasapind sirgjoont AB punktis F'; iihendades

F'ja E saame EF, mis on risti AB-ga (v. nr. 6). Nonda

voib tasapinnal M iihest ja samast punktist tdmmata AB-le

kaks ristjoont, mis on véimatu; jirjelikult 1abi punkti E ei
saa tommata AB-le teist rist-tasapinda.

12. Lause. Tasapinna igast punktist viib sellele tasa-
pinnale tommata ristjoone ja ainult iihe (joonis 9).
a) Olgu tarvis punktist 4 tommata tasa-

B pinnale @ ristjoon, Témbame sellel tasapinnal
{ labi punkti 4 juhuslise sirgjoone AE ja sellele
sirgjoonele tombame libi punkti A rist-tasapinna P.

/;; Loikugu tasapinnad P ja @ mooda sirgjoont CD.
A & Tasapinnal P tombame punktist A sirgjoonele CD
0 ristjoone ABY Véime toestada, et see AB ongi

C risti tasapinnaga ¢). Toesti, sirgjoon AF, mis
FSamiSia, on risti tasapinnaga P, on risti ka .AB-ga (v.nr. 6);
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teisest kiiljest on AB risti. CD-ga konstrueerimise jirele. AB, olles risti
kahe tasapinnal @) enese alusest libi témmatud sirgjoonega CD ja AE, on
risti ka tasapinnaga @), mis oligi tarvis toestada. s

b) Oletame, et punktist B on vdimalik tommata tasa-
pinnale P kaks ristjoont 4B ja CB. Tom-
bame libi AB ja CB tasapinna, mis 16i- A C
kuks tasapinnaga P mooda sirgjoont BD.
Siis on AB ja CB, olles risti tasapinnaga
P, risti ka BD-ga, mis, nagu niha, on (%
voimatu.  Jdrjelikult voéib punktist B tasa-
pinnale P tommata ainult iihe ristjoone. Josity 10,

13. Lause. Kuwi ristjoone AD mingi-
sugusest punktist A tommata tasapinnale Q mitmesugused kald-
jooned AB, AC ja AE, siis:

a) ristjoon on igast kaldjoomest lithem ;

b) wordsete projektsioonidega kaldjooned on vérdsed ;

C) kahest kaldjoonest on see suwrem, mille projektsioon on
suurem (joonis 11).

Poordes tdisnurkseid kolm-
nurki ADB ja ADC timber AD
voib nende kolmnurkade tasa-
pindu asetada kolmnurga ADE
tasapinda. Siis oleksid ka kald-
jooned ja ristjoon iihte tasapinda
asetatud, ja selle lause kohta on
maksev sellekohane tdestus plani-
meetriast. ’ ; Joonis 11.

Vastupidine lause. Kui
ristjoone AD mingisugune punkt A on dthendatud joonliikude
kaudu mitmesuguste tasapinnal Q asuwvate punktidega, siis:

a) selle punkti A kiige lihem kaugus tasapinmast Q om
ristjoon AB ;

b) wirdsetel kaldjoontel on virdsed projektsioonid ;

c) suuremal kaldjoonel on suwrem projektsioon.

Neid lauseid on vastuviiteliselt kerge toestada.
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Mirkus. Ristjoone AD suwrust wmimetatakse punkti A
kauguseks tasapinnast Q.

14. Lause kolmest ristjoonest. Sirgjoon (CF), mis on
tommatud tasapinnal (Q) ldbi kaldjoone (AD) aluse risti kald-
joone projektsiooniga (DB), on risti selle
tasapinnaga (joonis 12).

Tingimus: ABL DB. Viide: CF L AD.
CFLDB.

Toestus. Vottes CF peal vord-
sed loigud CD ja DF ja ithendades

_ Joonis 12. punktid C ja F punktidega 4 ja B,

saame:

/\CBD = A\ DBF (CD = DF konstrueerimise jirele ;
DB = DB); siit jirgneb, et OB= FB;

/\ CBA = /\ FBA (CB = FB toestuse jirele; AB= AB);
siit jargneb, et AC=AF; ;

A ADCE A DIAC = A i BT DR AT = AD)
siit jargneb, et = ADC=2>{ ADF; kuid vordsed korvunurgad
on tdisnurgad, jarjelikult, CF' L AD, mis oligi tarvis toestada.

N

[T osa.

Roobikud sirgjooned ja tasapinnad.

* Roobikud sirgjooned.

15 Kahe sirgjoone suhteline asend (ruumis).

Ruumis voivad kaks sirgjoont teineteise suhtes olla
kolmes asendis :

a) nad voivad ldoikuda; siis asuvad nad iihel tasapinnal ;

b) nad véivad olla isekeskis rdobikud; ka siis asuvad
nad iihel tasapinnal;
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¢) vbivad mitte loikuda ja olla mitte rivbikud; siis asub

kumbki neist eri-tasapinnal.

16. Lause. Kuwi tasapind lotkab itht rocbikut sirgjoont, sus loikab
ta ka teist (joonis 13). & ¢
Tingimus: AB [/ CD ja tasapind @ 15ikab
AB punktis B. / /

Viide : Tasapind ¢ loikab ka CD. i ] { \
5 D €

Toestuseks * tombame ldbi roébikute sirg-
joonte AB ja CD tasapinna, mis Ioikaks tasapinda i
@ mooda sirgjoont BF. Sirgjoon BF, olles AB
ja CD-ga iihel tasapinnal ja loigates iiht neist, / : /
AB-d, loikab ka teist, CD-d, mingisuguses
punktis D. Joonis 13.

Punkt D, olles iihel ja samal ajal sxrg;oone
CD peal ja tasapinnal ), on sirgjoone ja tasapinna iihine punkt. Teist
ithist punkti ei voi sel sirgjoonel ja tasapinnal olla, sellepirast et siis sirg-
joon CD, mis asub tasapindadel ABDC ja (), peaks iihtima sirgjoonega B
ja jarjelikult peaks loikuma A B-ga, mis tingimusele vastu radgiks.

17. Lause. Kui kahest riopjoonest ks on risti tasa-
pinnaga, siis on ka teine ridpjoon risti
sama tasapinnaga (joonis 14).

Tingimus : AB [| CD. Viide: CD 1. P.
ABL P, :

Toestus. Kui 'tasapind P l16ikab iiht
roopjoont AB, siis 16ikab ta ka teist r66p-
joont CD. Tombame labi roobikute sirg- Joonis 14.
joonte 4B ja CD tasapinna, mis 16ikub
tasapinnaga P mooda sirgjoont BD. Tasapinnal P tdmbame
MN L BD; punkti D tihendame mingisuguse punktiga L,
mis sirgjoonel AB asub.

Sirgjoon MN, olles risti BD-ga, on risti ka DL-ga
(v. nr. 14); sellepdrast on MN risti tasapinnaga ACDDB, sest
et ta on risti kahe sirgjoone BD ja DL-ga, mis tema alusest
tasapinnal ACDB labi lihevad; jarjelikult on MN risti ka
sirgjoonega CD.

Sirgjoon 4B, mis on risti tasapinnaga P, on risti ka
BD-ga; kuid CD /| AB, jarjelikult ka CD 1. BD.
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Sirgjoon CD, olles toestuse jirele risti MN-ga ja BD-ga,
on risti ka tasapinnaga P, mis oligi tarvis tdestada.

18. Lause. Kaks sirgjoont, millest kumbki on risti dihe
Ja sama tasapinnaga, on riébikud (joonis 15).

cg Tingimus: AB L P. Viide: AB [/ CD.
j CD LP.

- Toestus. Oletame, et CD ei ole risti

‘_ﬂ, AB-ga; siis voib 14bi punkti D t6mmata

sirgjoone DE /| AB; et oletuse jirele on

Focniscih: AB L P, siis ka DE | P, mille tagajirjena

on asjaolu, et tasapinnale P v&ib iihest ja

samast punktist D témmata kaks ristjoont, mis on v&imatu.
Jarjelikult, AB /| CD, mis oligi tarvis tdestada.

19. Lause. Igast punktist A, mis asub viljaspool tasa-
pinda P, voib sellele tasapinnale tommata rist-
Joome ja ainult ke (joonis 15).

a) Mingisugusest tasapinnal P olevast punktist D
(joonis 15) tombame sellele tasapinnale ristjoone CD
(v. nr; 12) ja liabi punkti 4 tombame AB//CD. Et
CD | P, siis ka AB | P; jirjelikult AB ongi otsi-
tav ristjoon.

Olgu viljaspool tasapmda olevast punk-
tist 4 (joonis 15 a) lastud tasapinnale F rist-
joon AB; tdestame, et iikski teine sirgjoon
AC ei ole risti tasapinnaga P. Toesti, kui AC | P, siis, iihen-
dades punktid B ja C, saame, et punktist 4 on sxrgjoonele
BOC témmatud kaks ristjoont, mis on v6imatu.

R0. Lause. Kui kumbki kahest sirgjoonest on kolman-
daga roobik, siis on meed kaks sirgjoont ka

A

P B c

Joonis 15 a.

gl isekeskis roobikud (joonis 16).
v Tingimus: A /[ C. Viide: A[|B.
B C.

Toestus. Tombame sirgjoonele € rist-
Joonis 16. tasapinna P. '
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Et C on risti P-ga, siis temaga r66bikud sirgjooned 4 ja B
on ka risti tasapinnaga P (v. nr. 17).

Sirgjooned 4 ja B, millest kumbki on risti iihe ja sama
tasapinnaga, on isekeskis roébikud, mis oligi tarvis toestada.

21. Lause. Kui lkaks loikuvat tasapinda P ja Q on
tommatud libi riobikute sirgjoonte A ja D,
stis on mende tasapindade loikjoon C riibik
nende sirgjoontega (joonis 17).

Labi punkti Z tombame sirgjoonele
A r60biku sirgjoone B; siis on sirgjoon
B roobik ka sirgjoonega D (v. nr. 20). pi
Sirgjoon B, olles ré6bik niihasti sirgjoo- P
nega A kui ka sirgjoonega D, peab iihel
ja samal ajal asuma tasapinnal P kui ka tasapinnal @, s. o.
sirgjoon B peab fihtima nende tasapindade 16ikjoonega C.

.Sirgjo‘on ja tema roop-tasapind.

22. Nagu nr. 1 oli defineeritud, nimetatakse sirgjoont ja
tasapinda paralleelseteks, kui neil ei ole mingit dihist punkti, s. o. kut

nad ilmaski ei 1oiku, dikskoik kui palju me neid ka ei pikendaks.
Lause. Kuwi sirgjoon AC ja tasapind P (joonis 18) on
a c
oleks neil mingisugune {ihine punkt
0, millest v6iks A B-le tommata kaks
tasapimnaga P (joonis 19). ';—-__.,

risti iihe ja sama sirgjoonega AB,
.0/
ristjoont, mis on véimatu.
Toesti, kui AB 16ikuks tasapinnaga P, 7 -
siis 16ikuks ta ka sirgjoonega CD), sest et nad /p £

siis on mad isebeskis riibikud selle- ~
pédrast, et kui nad 16ikuksid, siis ﬁ / :
B
Joonis 18.
23. Lause. Kui sirgjoon AB on riobik tasapinnal P
asuva sirgjoonega CD, siis on ta riobik ka
8
molemad asuvad iihel tasapinnal ABDC. <
Tingimuse jdrele on AB ja CD l6ikumine  Joonis 19.
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voimatu, jéarjelikult on ka AB ja tasapinna P 16ikumine voi-
Téhendab, AB /| P.

. Lause. Kui tasapind @ on tommatud ldbi sirg-
joone AB, mis on riobik tasapinnaga P, siis loikuvad tasa-

matu.
24

£ tetetmaesannnn ieean

J
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D

pinnad Q ja P miida sirgjoont CD, mis
réobik AB-ga (joonis 20).

Kui AB ei oleks r66bik CD-ga,

siis, olles temaga iihel tasapinnal, 16ikuks
ta OD-ga kui ka tasapinnaga P, mis

AN aga voOimatu, sest et oletuse jdrele on
AB || P. '
. Lause. Kuwi sirgjoon AB on ri6bik kahe loikuva

tasapinnaga P ja Q, siis on ta riohik ka mende tasapindade

8

Joonis 21

loikjoonega KD (joonis 21).

Kui 1dbi 4B ja kahe tasapinna
16ikjoone mingisuguse punkti C tom-
bame tasapinna, siis 16ikab ta tasa-
pindu P ja @ mooda sirgjooni, mis
on ro6bikud AB-ga (v. nr. 24); lidbi
punkti C voib aga iihe sirgjoone tom-
mata, mis on ro6bik AB-ga; jirjeli-
kult peavad need kaks sirgjoont iihtima

sirgjooneks, mis, olles niihdsti tasapinnal P kui ka tasapin-
nal (), peab olema nende pindade 16ikjogneks ED.

26. Lause. Tasapinnaga P riébiku sirgjoone AB punk-
tid on koik sellest tasapinnast whekaugusel (joonis 22).

B

(i
3

M

Joonis 22.

Sirgjoone AB kahest mingisugu-
sest punktist £ ja F laseme tasa-
pinnale P ristjooned EC ja FD.

EC ja FD, olles risti ithe ja
sama tasapinnaga P, on isekeskis
roobikud ; jérjelikult voib 14bi nende
sirgjoonte tasapinna tommata.

See tasapind 16ikab tasapinda

P modda sirgjoont CD /| AB (v. nr. 23). &



EC = FD, kui roobikute 16igud roobikute sirgjoonte
vahel, mis oligi tarvis toestada.

Siit jargneb, et tasapinnaga riobik szrg]oon on koigel oma
ulatusel tasapinnast iihekaugusel.

Roobikud tasapinnad.

27. Nagu nr. 5. oli defineeritud, nimetatakse riobikuiks
nitsuguseid tasapindu, milledel pole mingit dikist punkti, s. o.
mis ilmaski ei loikw, kut palju me neid ka ei pikendaks.

Jargnev lause toestab roobi-
kute tasapindade olemasolu. -/— ;
Lause. Kuikumbki kahest tasa-

pinnast on risti ihe ja sama sirg-

joonega AB, siis on mad isekeskis

réobikud (joonis 23), sest et, kui
neil oleks olnud iihine punkt O, O
siis sellest punktist oleks voinud ¢

antud sirgjoonele AB tommata kaks rist-tasapinda, mis on
voimatu (v. nr. 11).

28. Lause. Kaks tasapinda P ja Q
on ridbikud, kui ihe tasapinna. loikuwvad

sirgjooned AE ja AC on vastavalt ridbikud
teise tasapinna loikuvate sirgjoontega BL

o

N

ja BD (joonis 24) B<“
Kui tasapinnad P ja @, mis on tom-
matud 14bi ré6bikute sirgjoonte AC ja BD,. Joonis 24.

16ikuksid, siis oleks 16ikjoon ro6bik 4C-ga
(v. nr. 21); samati oleks ka l6ikjoon ro6-
bik AE-ga, mis on voimatu.

29. Lause. Kaks riobikut tasapinda
P ja @Q lotkuvad Fkolmarda tasapinnaga
roobikwid  sirgjoont AB ja CD miida
(joonis 25).

Toesti, sirgjooned 4B ja CD voivad Joonis 25.
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16ikuda ainult juhusel, kui l6ikuvad tasapinnad P ja (), mis
on voimatu. Peale selle asuvad AB ja (D iihel tasapinnal
ABDC; jarjelikult on nad r66bikud.
30. Lause. Kwi sirgjoon AB loikab iiht riobikut tasapinda P,
A suis l0tkab ta ka teist raobikut tasapinda @ (joonis 26).

Olgu P// @ ja ldigaku sirgjoon AB tasa-
pinda P punktis B. Toémbame punktist B tasapin-
pinnale ¢ ristjoone BC. Libi loikuvate sirgjoonte
AB ja BC tobmbame tasapinna, mis 16ikub tasa-
pindadega P ja ¢ mooda roobikuid sirgjooni
DB ja EC. Et kolm sirgjoont AB, DB ja EC

V\‘E c_\ asuvad iihel tasapinnal ja et sirgjoon 4B loikab

iiht sirgjoont DB, siis 16ikab ta ka teist sirgjoont

} EC, mis ro6bik DB-ga ja mis asub iihel ja samal

Joonis 76, tasapinnal DB-ga. Jirjelikult 16ikab 4B ka tasa-
pinda €, mis oligi tarvis tdestada.

31. Lause. Kwuz sirgjoon AB on risti iihega kahest ise-
keskis roobikust tasapinnast P, siis on ta risti ka teise riobiku
tasapinnaga @ (joon. 27).

Olgu sirgjoon AB risti tasapinnaga P. Eelmise lause
pohjal peab AB l6ikama ka tasapinda . Toémbame ldbi

AB kaks mingisugust tasapinda, mis 16ikuvad
tasapindadega P ja () mooda roobikuid sirg-
L S jooni, nonda et AC// BE ja AD || BF.

Et tingimuse jarele AB | P, siis on AB
% risti ka AC-ga ja jarjelikult risti ka “BE-ga,
(i mis on roobik AC-ga. Samati on 4B | AD

ja jarjelikult ka AB | BF.
Joonis 27. Sirgjoon AB, olles risti kahe sirgjoonega
BE ja BF, mis tasapinnal () sirgjoone AB
alusest lﬁbl lahevad, on risti ka tasapinnaga (), mis oligi
tarvis toesiada.

32. Lause. Ldbi tasapinnast @ viljaspool antud punkti
A voib alats sellele tasapinnale Q tommata riobiku tasapinna ja
ainult vihe (joonis 28).

a) Tombame punktist A tasapinnale () ristjoone AB ja
l1abi sama punkti 4 tombame AB-le rist-tasapinna P. Et
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tasapinnad P ja @ on risti iihe ja sama sirgjoonega AB, siis
on nad isekeskis réobikud.

b) Oletame, et labi punkti 4 on tom-
matud veel teine tasapinnaga @ rodbik AR A ¢
tasapind B; AB, mis on risti tasapinnaga
Q, oleks siis risti ka tasapinnaga R; seega
oleks AFE-le labi iithe ja sama punkti 4 0 $ 9
tsmmatud kaks rist-tasapinda P ja R, mis
on voimatu. Jarjelikult ei voi labi punkti
A tasapinnale  teist ro¢bikut tasapinda Joonis 28.
tommata.

33. Jareldus. Kui tasapind loikab ikt rosbikwist tasa-
pindadest, siis loikab ta ka teist roobikut tasapinda.

Kui tasapind R (joonis 28) l6ikaks ainult tasapinda P,
kuid ei 16ikaks tasapinda @, siis oleksid 1abi punkti A tom-
matud kaks tasapinda £ ja R, millest kumbki on 160bik
tasapinnaga €), mis on voimatu (v. nr. 32).

34, Lause. Kui kumbki kahest tasapinnast on rodbik
kolmanda tasapinnaga, siis on mad ridbikud ka isekeskis.

Toesti, neil kahel tasapinnal ei voi olla ihtki iihist
punkti, sest et vastasel korral oleks l4bi ithe punkti témma-
tud kaks tasapinda, millest kumbki on r66bik kolmanda
tasapinnaga.

35. Lause. Riibikute tasapindade P ja @ vahel asuvate .
rodbikute sirgjoonte loigud AB ja CD on
vordsed (joonis 29).

Tombame labi ro6bikute sirgjoonte
AB ja COD tasapinna ACDB, mis l0ikub
tasapindadega P ja @ r66bikuid sirg-
jooni AC ja BD mooda, siis AB= CD
kui roobikute sirgjoonte 16igud rédbikute Joonis 29.
sirgjoonte vahel.

36. Jireldus. Kaks riohikut tasapinda on igas punktis
iiksteisest ihekaugusel, sest et, lastes fihe tasapinna mingi-
2
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sugustest punktidest ristjooned teisele tasapmnale leiame, et
need ristjooned on r66bikud ja jarjelikult ka isekeskis vardsed.

Iga sddrase ristjoone pikkust nimetatakse rigbikute tasa-
pindade kauguseks.

37. Lause. Kui kahe nurga kiiljed on vastavalt riobikud
Ja tihele poole sihitud, siis on need nurgad vordsed ja asuwvad
rodbikutel tasapindadel (joonis 30).

Tingimus : BA || ED. Viide: > ABC — 2 DEF.
BC// EF

Toestus. Moddame antud nurkade kulgedel tippudest
. alates vordsed 16igud: BA=ED ja BC=EF. Uhendame
AjaC DijaF, Bjak AjaD, CijaF Siis:

BA# ED; jarjelikult: BE# AD;

BC# EF; » BE# CF.
Y/

\ Viimasest jargneb, et AD# CF,
- millest omakord jdrgneb, et AC+ DF.
/ ‘AX’/ Kolmnurgad AgBC ja DEF on
Joonis 30. vordsed, sest et ko6ik nende kiiljed
on vastavalt vordsed. Tahendab, ka

2L ABC= 2. DEF, mis oligi tarvis t6estada. - )
Tasapindade ABC ja DEF 166bikus oli téestatud nr. 28-das.

38. Definitsioon. Kahe loikuva ehk mitteloikuva sirg-
joone A ja A’ nurgaks nimetatakse séidrast nurka, mille sinni-
tavad ruumi mingisugusest punktist O antud sirgjoontele A ja
A’ roobiti labitommatud sirgjooned (joomis 31).

Sel kombel konstrueeritud

--~ 7" nurga suurus ei olene mitte punkti

= O seisangust. Toesti, témmates

s " - kahest punktist O ja O’ sirgjoon-

\ tele 4 ja A" roodbikud sirgjooned,

saame kaks nurka, millede kiiljed

on vastavalt r66bikud ja mis selle-
pérast eelmise lause ‘pohjal on vordsed.

>
=}
A

Joonis 31.



Kirjeldatavaid 16ikuvaid voi mitteloikuvaid sirgjooni
nimetatakse #éstjoonteks juhusel, kui nende vaheline nurk
on taisnurk. i

39. Lause. Kolme riobiku tasapinna vahel olevad kahe
sirqjoone loigud on vordelised ehk proportsionaalsed (joonis 32).

A SR R
Tingimus: O[] P[] (? Viiide BOTEF

Tgestus : Tombame sirgjoone AF,

mis 16ikab tasapinda P punktis G.

Tasapind CAF 16ikub tasapindadega

P ja @ mooda roobikuid sirgjooni
B@ ja CF; jarjelikult:

. i RS 3
B ar Yk :
Tasapind AFD 16ikub tasapin- / ‘x
dadega P ja O mooda rosbikuid sirg- c[- i we'
jooni GE ja AD; jarjelikult: L T,
‘ \
DE AG ;
P GF (2). Joonis 32.

Et (1) ja (2) vorde (proportsiooni) paremad pooled on
vordsed, siis: » ‘
AR DI T SR X
BO= Bp Mis Qllgx tarvis tdestada.

IV osa.
Kahetahused nurgad.

40. Definitsioon.  Kahetahuseks nurgaks wimelatakse
kujundit, mis on moodustatud kahest loikuvast tasapinnast
A
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(iihes mende loikuvate tasapindade rvahel oleva TUNMI0S UG @)
(joonis 33).

Sirgjoont AB nimetatakse kahetahuse nurga servaks,
s aga kahetahust nurka moodustavaid tasapindu nimetatakse
kahetahuse nurga FZilgedeks ehk tahkudeks.

e - Kahetahust nurka mérgitakse nelja tihe
abil, kusjuures kaks keskmist tahte tihendavad
tema serva, kuna aga kaks ddrmist tihte tahen-
davad tahkusid. No6nda tihendatakse niit. joo-
nisel 33 olevat kahetahust nurka: kas kahetahune

8 nurk CABD ehk kahetahune nurk DBAC. On

D aga kahetahuse nurga serva juures iiks ainus

' Joonis 33 kahetahune nurk, siis voib teda ka kahe tihe
abil iiles tadhendada, niit. kahetahune nurk AB.

Kahetahuse nurga lineaarnurgaks nimetatakse > MNP

(joonis 34), mida moodustavad kahetahuse nurga tahkudel selle

kahetahuse nurga serva mingisugusest punktist tommatud rist-

jooned NM ja NP, ehk teiste sonadega:

L nurk, mis saadakse, kui Tkahetahune
nurk loigatakse libi tasapinnage visti kahe-
tahuse nurga servaga.

A

K . - Kohetahuse nurga lineaarnurga suurus
g P oleneb  ainult kahetahuse mnurga suurusest,
B kuid mitte punkti NV seisukohast serva peal,

0 sest et kdik nurgad: 2. MNP, > M'N' P’ jne.,
Joonis 34. mis on moodustatud seeldbi, et kahetahune

nurk 16igati labi tasapinnaga, mis risti ser-
vaga, on vordsed kui roobikute ja iihele poole sihitud kiilge-
dega nurgad.

Kahetahuseid nurki nimetatakse (vordsete kujundite iildise
definitsiooni pohjal) wéhtivateks, kuid nejd voib iiksteise sisse
. mahutada nonda, et nad iihtivad ; vastasel korral nimetatakse
- vaiksemaks seda kahetahust nurka, mis teisest kahetahusest

nurgast ainult osa siinnitab,
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Nagu planimeetria nurki (lineaarnurki), nénda véib ka
kahetahuseid nurki liita, lahutada, korrutada ja jagada.

Kahe tasapinna I6ikumisel siinnib neli kahetahust nurka,
mida samati kui planimeetriaski nimetatakse paarikaupa korvu-
ja tippnurkadeks.

Kumbagi kahest vordsest kahetahusest korvunurgast nime-
tatakse kahetahuseks tdisnurgaks, kuna aga kahetahuseid tiis-
nurki siinnitavaid tahke rist-tahkudeks nimetatakse.

41. ~Lause. Kui kahetahused nurgad on dihtivad, siis on .
dihtivad ka mende lineaarnurgad (joonis 35).

Tingimus : Kahetahune nurk LG ¢
CDAB = kahetahuse nurgaga e¢dab; o L3 4 7 §
5 G o
Viide: 2 GEF = 2 gef. £ é_’_'_":_‘_.r e‘/_...i_'-(l
Toestus. ~Mahutame kahetahuse e s, 4
nurga cdab kahetahusesse nurka CDAB *
nonda, et nende tahud .ihtiksid ja et Joonis 35.

punkt e {ihtiks punktiga E. Siis iihtib

ef EF-ga kui iihel ja samal tasapinnal iihele ja samale sirg-
joonele iihest ja samast punktist tdmmatud ristjooned ; samati
iihtib eg KG-ga; jarjelikult ithtib"nurk gef nurgaga GEF.

42. Vastupidine lause. Kui lineaarnurgad on dihtivad,
siis om dibtwad ka nende kahetahused nurgad (joonis 35).

Tingimus : 2. GEF = Z_gef.
Viide: Kahetahune nurk CDAB == kahetahuse nurgaga cdab.

Toestus : Mahutame kahetahuse nurga edab kahetahusesse
nurka CDAB nénda, et iihtivad lineaarnurgad: > gef ja >¢ GEF
iihtiksid.  Siis tihtib serv da, mis on risti tasapinnaga gef,
servaga DA, mis on risti tasapinnaga GEF (sest et tasa-
pinnale v6ib temal asuvast punktist ainult the ristjoone
tommata); jarjelikult fihtib tasapind O tasapinnaga ¢, tasa-
pind B tasapinnaga b, kuid selle tagajarjel iihtivad ka kahe-
taghused nurgad.



43. 1. jireldus. Kui kahetahune nurk on tdisnurk, siis
on ka tema lincaarnurk taisnurk ja vastupidi (joonis 36).

Kui kahetahune nurk CABL on tais-
nurk, siis vordub ta oma kahetahuse kdrvu-
nurgaga CABF'; jarjelikult vordub ka lineaar-
nurk > CDE oma kérvunurgaga 2 CDF';
selleparast on > CDE tiisnurk, mis oligi
tarvis toestada.

Vastupidi, kui = CDE on tdisnurk,
siis vordub ta oma korvunurgaga = CDF';
selleparast vordub ka kahetahune nurk CABE oma korvu-
nurgaga CABF; jarjelikult on kahetahune nurk CABE tiis-
nurk, mis oligi tarvis toestada.

2. jireldus. Tdiisnurksed kahetahused nurgad on isekeskis
vordsed, sellepirast et nende vastavad lineaarnurgad on vardsed.

Samati ka:-

3. jiareldus. Kahetahused tippnurgad on vordsed.

4. jireldus. Kahetahused nurgdd, millede tahud on vasta-
valt roobikud ja tihele poole sihitud, on wvordsed.

Joonis 36.

44. Lause. Kahetahused nurgad suhtwvad monda kui
nende lineaarnurgad (joonis 37).

Olgu kahetahuste nurkade CABD ja MNP(Q lineaar-

‘ % - 7 nurgad > LBD ja 2. KPQ tihis-

v ® moodulised ja mahtugu nende

ithine moo6t 2 FBD 5 korda

nurgasse 2. LBD ja 3 korda

2 ALK POA SIS
. L ; 2 LBD_ 5,
it PR 0 A
" 0 Labi serva AB ja ldbi
Joonis 37. lineaarnurka jaotavate sirgjoonte

BF, BE ... tombame tasapin-
nad. Sama konstruktsiooni teeme ka kahetahuses nurgas MNPQ.
Et jagamisel saadud lineaarnurgad on vordsed, siis jagub ka
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kahetahune nurk CABD 5-eks vordseks osaks ja kahetahune
nurk MNPQ 3-eks vordseks osaks, ndnda et:

kahetahune nurk CABD A
kahetahusesse nurka MNPQ 3’
kahetahune nurk CABD L EBD

SR kahetahusesse nurka MNPQ > KPQ’ Pl gl
tarvis toestada. i

Kui lineaarnurgad: > LBD ja > KPQ on dikisméoduta,

siis tarvitatakse planimeetrias tarvitatud vastavat toestusviisi.

Jiireldus. Kui kahetahuse nurga mootiksuseks (mo6duks)

' votta niisugune kahetahune nurk, mille lineaarnurk vorduks
- mingisuguse lineaarnurkade mootiiksusega, siis on niha, et
niihdsti kahetahuse kui ka lineaarnurga mdotarvuna esineb
ks ja sama arv ehk, nagu Oeldakse: kahetahune wurk mootub
oma lineaarnurgaga. Et seda téestada, maksab ainult eelmises
lauses teise kahetahuse nurga MNP asemel votta kahetahune

nurk, mis on tuntud modtiiksusena.

Rist-tasapinnad.

45. Lause. Kui tasapind P on tommatud labi sirgjoone
AB, mis on risti tasapinnaga Q, sits on ka tasapind P risti
tasapinnaga Q.
Tingimus: AB | Q. Viide: P | Q.

Tasapinnal @ tombame BL | DC. Et tingimuse jirele
on 4B | @, siis AB | DC ja AB | BL. Et AB | DC ja
BL | DG, siis on 2{ ABL kahetahuse nurga
ACDL lineaarnurk; et aga 4B | BL, siis
on 2. ABL taisnurk; jdrjelikult on ka temale
vastav kahetahune nurk ACDL tiisnurk;
tihendab, P | @, mis oligi tarvis toestada.

46. Lause. Kuwi kaks tasapinda P
ja Q (joonis 38) om isekeskis risti, siis om
s‘rgjoon AB, mis asub iihes neist tasapin- Joonis 38.
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~ dadest jo mis on risti nende tasapindade l5ikjoonega DO, risti
ka teise tasapinnaga. i
Tingimus: P | Q. Viide: AB | Q.
AB | DC.

Toestus. Tombame BL | DO; siis on > ABL kahe-
tahuse nurga ACDL lineaarnurk. Et tingimuse pohjal on
kahetahune nurk ACDL tdisnurk, siis on ka tema lineaarnurk
ABL tidisnurk ; jarjelikult on 4B | BL. Nénda on AB, mis
on tingimuse jdrele risti DC-ga ja toestuse jarele risti BL-ga,
risti tasapinnaga (.

47. Lause. Kui kaks tasapinda P ja @ (joonis 39) on

isekeskis risti ja labi whel tasapinnal
i asuwva punkti A tombame teisele tasa-
e pinnale ristjoone, siis asub see ristjoon

: | o tervelt esimesel tasapinnal P.
/ S / Ar ugu tasapinnale @ risti
gu  asug pinnale S
C) olev AD mitte tasapinnal P. Tém-

bame siis tasapinnal P sirgjoone
AB | CE, millest leiame eelmise lause
Joonis 89. pohjal, et AB | (). Nonda oleks punk-
tist A tommatud tasapinnale @ kaks

ristjoont 4D ja AB, mis on voimatu (v. nr. 19).

48. Lause. Kui kaks loikuvat tasapinda on risté kol-
manda tasapinnaga, sivis on ka mende
tasapindade loikjoon risti kolmanda tasa-

~  pimnage (joonis 40).
Tingimus: P | R. Viide: AB | R.

Q1R
- Toestus. Tombame mingisugusest
{obhis 40, ristjoonel AB asuvast punktist A4 rist-

joone tasapinnale R, siis leiame eelmise
lause pohjal, et see ristjoon peab asuma niihésti tasapinnal P
kui ka tasapinnal @), s. o. ta peab iihtima nende tasapindade

16ikjoonega. gl



TARTU ULIKOOL.

DIRDAKTILINE SEMINAAR
MATEMAATIKA JAOSKOND
Tasapinna ja sirgjoone nurk.

/

49. Lause. Nurk AOB, mida moodustavad sirgjoon OA

ja tema projektsioon OB tasapinna P pealc/, on koige wiiksem

neist nurkadest, mida moodustab sirgjoon 04 mnende sirg-

joontega, mis tema alusest tasapinnal P on libi tommatud

(joonis 41). : a ’
Olgu OC mingisugune sirg- g

joon, mis tasapinnal P punktist O

labi on tommatud.  Téestame, et \ {\“’—"7&8 &

2L AOB< > AOC. Méddame OC= OB

ja iithendame C ja 4. Kolmnurkades Joonis 41.

AOB ja AOC on kiilg OA4 iihine ja

OB == 00, kuid kolmandad kiiljed ei ole vo&rdsed (ristjoon AB

on viahem kui kaldjoon A0C); jarjelikult on 22 AOB <2< AOC.
Seda nurka A40B, mille moodustavad sirgjoon ja tema

projektsioon tasapinna peale, nimetataksegi tasapinna ja sirg-

joone nurgaks.

V osa.

Ruunmisnurgad.

50. Definitsioon. Kujundit SABCDE, wmille moodusta-
vad mitu iihes ja samas punktis loikuvat tasa- !
pinda (iihes nende tasapindadega piira-
tud ruumiosaga), wimetatakse ruuwmisnurgaks
(joonis 42).

Punkti S nimetatakse ruumisnurga tipuks;
tasapindade 16ikjooni SA4, 8B, SC ... —
ruumisnurga servadeks ja nurki 45B, BSC . . .,
mis asuvad jdrjest voetud servade vahel, ruu-
misnurga tahkudeks ehk tasanurkadeks.

Igal ruumisnurgal peab olema vdhemalt Joonis 42.




kolm tahku. Kui ruumisnurgal on ainult kolm tahku, siis

nimetatakse teda kolmetahuseks nurgaks (joonis 43).
Ruumisnurka nimetatakse kumeraks ruumisnurgaks siis,

kui ta asub igast oma kdigile poole pikendatud tahust iihel pool.

51. Kui pikendame ruumisnurga servi (joonis 42), siis saame teise
ruumisnurga SA'B’C’D’E’, mille kdik tasanurgad ja kahetahused nurgad
on ruumisnurga SABCDE tasanurkade ja kahetahuste nurkadega vastavailt
vordsed, kuid need vastavalt vordsed elemendid on jirjestatud vastupidi-
ses jarjekorras, nonda et neid hulktahuseid nurki ei saa iiksteise sisse mahu-
tada nonda, et nad iihtiksid. ' Sellepidrast ei ole meed . kaks mumimur?;a
vordsed, ehk nende vastavad elemendid kiill vordsed on. Sadraseid ruumis-
nurki nimetatakse siimmeetrilisteks.

52. Lause. Igas kolmetahuses nurgas on ks tasamurk

4 vahem kui kahe teise tasanurga summa ja swu-
rem kui kahe teise tasanurga vahe (joonis 43).

Olgu 2 ASB kolmetahuse nurga SABC

koige suurem tasanurk. Toestame, et

% ASB < > ASC+H- > O8B.
Asetame nurga ASB tasapinnale nurga
Joonis 43.  ASN, mis vordne on nurgaga ASC. Moddame
~ SN=08C. Labi punktide N ja C tombame
mingisuguse tasapinna, mis I6ikuks servadega S4 ja SB mingi-
sugustes punktides A ja B. Kolmnurgas ABC on
AN+ NB< ACHCB (1)
AA:SN AASC (SA= 84, SN=28C ja 2 ASN= 2. A8C);

jarjelikult AN an

Lahutades vorratuse (1) kummastki osast vordsed osad
AN ja AC, saame NB < CB.

Kolmnurkadel NSB ja OSB on kaks vastavalt vordset
kiilge (SN = 8C ja SB=SB), kuid kolmandad kiiljed pole,
nagu toestasime, mitte vordsed (NB< CB); jirjelikult asub
vastu vdiksemat kiilge ka viiksem nurk; tahendab

2 N8B < 2L CSB.
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Liites selle varratuse vordusega

2 ASN = 2> ASC,
saame
> ASN 4 > N8B < 2. ASC—+ 2. CSB
ehk
- ASB <2 ASC -} 2 CSB,

mis oligi tarvis tdestada.

Lahutades selle vorratuse kummastki osast nurga ASC,
saame ,

2 ASB— > ASC < >¢ CSB
ehk

2 C8B > 2 ASB— 2 ASC,
mis oligi tarvis toestada.

53. Lause. Kumera ruumisnurga tasanurkade summa
on viiksem kii 4d (joonis 44).

Témbame tasapinna, mis 16ikuks -ruu-
mis nurga tahkudega. Ldikes saame hulk-
nurga AEDCB. Silmas pidades tippude
A, E, D, . .. juures olevaid kolmetahuseid
 nurki, voime kirjutada rea vorratusi: \
| ' v AED < > SEAY- >/ SED;
S WA e S G TR AR
2. DCB < 2.8CD + 2% SCB ;

Liites need vorratused osade kaupa, saame :

¢ ABD-- 2 EDO+ > DB+ .. . <C X BEA -+ 2 SED -+
A BPE 12 SDOHE 30 80D, ()

Tihendame ruumisnurga tipu juures olevate tasanurkade
summa S-ga ja nende arvu n-ga. Vorratuse (1) pahempoolne
osa, sisaldades eneses hulknurga AEDCB koigi sisenurkade
sumima, vordub

2dn—4d.
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Sama vorratuse (1) parempoolne osa aga, sisaldades
eneses kolmnurkade ASKE, ESD, DSC, . . . sisenurkade summa
ilma tipu S juures asuvate samade kolmnurkade nurka-
deta, vordub ’
2dn— 8.

Noénda voime vorratuse (1) jargmiselt kirjutada:

‘ 2dn—4d<2dn—S8,
kust
—4d<—38, ehk 4d>8, ehk S<'4d,
mis oligi tarvis toestada.

Kolmetahuste nurkade iihtivus.

54. Tialendusnurk. Kui kolmetahuse nurga SABC sisevallas asuvast
punktist O (joonis 45) tommata tema tahkudele ristjooned OK, OL ja OM,
siis moodustavad nad kolmetahuse nurga OKLM. Nurga § servad on

- samati nurga OKLM tahkudele ristjoonteks. Toesti,
s tasapind KOL, minnes libi sirgjoonte OK ja OL,
Vs mis on ristjoonteks tasapindadele ASB ja ASC, on

// ka nendele tasapindadele rist-tasapinnaks, jérjelikult

%/ ka nende tasapindade ldikjoonele A4S rist-tasapinnaks.

7l Nonda on kolmetahuse nurga S serv AS risti kolme-

(é;, ¢ tahuse nurga O tahuga KOL; samati voib tOestada,

v /s z et ka teised kolmetahuse nurga S servad on risti

- \""f'\\‘)\ p kolmetahuse nurga O vastavate tahkudega. Kua idile

\ / kolmetahuse nurga servad on risti teise kolmetahuse
nurga vastavate tohkudega, siis nimetatakse miisugu-
_seid kaht kolmetahust nurka tdaiendusnurkadeks.
Joonis 45. 55. Kerge on toestada, et nurk KOL liide-
tuna kahetahuse nurga BASC lineaarnurgaga moo-
dustab 2d. Loigaku tasapind KOL tasapindu ASB ja ASC mooda rist-
jooni NK ja NL; et tasapind KOL on risti AS-ga, siis on =y KNL
kahetahuse nurga BASC lineaarnurk. Nelinurga OKNL nurgad OLN ja
OKN on tiisnurgad, sellepdrast
= KOL + 3 KNL =2d.
56. 1. juhus. Lause. Kaks kolmetahust nurka on ithtivad, kui
nende vastavalt iihtivate ja ihtemoodu asetatud kahe tasanwrga vahel aswvad
whtivad kahetahused nurgad.

\
a
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57. 2, juhus. Lause. Kaks kolmetahust nwka on iihtivad, kui
nende vastavalt iihtivate ja iihtemoodu asetatud kahe kahetahuse nurga vahel
asuvad iihtiwad tasanurgad.

Kerge on aru saada, et siirased kolmetahused nurgad iihtivad.

a8, 8. juhus. Lause. Kaks Lolmetahust nurka on dhtivad, kui
nende tasanurgad on ithtivad ja ithtemoodu asetatud.

Olgu kolmetahuste nurkade SABC ja S’A’B’C’ (joonis 46) tasa-
nurgad vastavalt tihtivad, s.0. 3 ASB=3A’S’B’, X ASC=34'8'C’
ja xBSC= -y B’8’C’. Toestame, et seesugusel juhusel on iihtivad ka
kahetahused nurgad. Serva 48 o
mosda moddame AS=A4'§". S
Libi punktide A ja A4’ tombame
servadele A4S ja A’S’ rist-tasa-
pinnad ABC ja A’B’C’; saame 3
nurgad BAC ja B’A’C’, mis pole *

'midagi muud kui kahetahuste

nurkade CSAB ja C’S’A’B’ s
lineaarnurgad.
Taisnurksete kolmnurkade Joonis 46.

ASB ja A'S“B‘ iihtivusest
(A8=4'S' ja > A8B=_yA4'S'B') jireldub, et AB=A'B’' ja
8B =S8'B*;

taisnurksete kolmnurkade 4SC ja 4‘S‘C* iihtivusest (A4S =!8 {a
FA8C=_-x A'8'C’) jireldub, et AC= A'C' ja SC=8'C";

kolmnurkade CSB ja C‘S‘B’ iihtivusest (SB=48'B*, SC=8'C’ ja
<X BSC = <x B'8'C") jareldub, et-CB=C'B"; v

kolmnurkade 4BCja A‘B’C" iihtivusest(4B = ALB A= 40 a
CB = (C*B") jireldub, et > BAC= X B'A"'C".

Lineaarnurkade BAC ja B‘A'C" iihtivusest aga jargneb, et vastavad
kahetahused nurgad CSAB ja C'S‘A‘ B’ on iihtivad 1).

Kolmetahused nurgad on iihtivad, kui nende vastavalt iihtivate ja
iihtemoodu asetatud kahe lineaarnurga vahel asuvad iihtivad kahetahu-
sed nurgad. ‘

59. 4. juhus. Lause. Kaks Fkolmetahust nurka SABC Ja
8'A"B'C’ (joonis 47) on idihtivad, kui nende kahetahused nurgad on whtwad
Ja ithtemoodu asetatud.

1) Kui servad SB ja SC on risti servaga AS ja 8'B’ ja S‘C”on
risti nurgaga A °S’, siis on tasanurgad BSC ja B'S'C" kahetahuste nurkade
CASB ja C*A'S'B’ lineaarnurgad "ja nende kahetahuste nirkade iihtivus
jargneb .sellest, et nende vastavad lineaarnurgad on {ihtivad.

/
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Olgn OKLM ja O'K'L‘'M* kolmetahuste nurkade S ja S’ tdiendus-
nurgad. Kolmetahuste nurkade Sja ' kahetahuste nurkade iihtivusest jargneb

Joonis 47.

(nr. 55), et ka kolmetahuste
nurkade O ja O lineaarnur-
gad on iihtivad, jarjelikult ka
kolmetahused nurgad O ja O'
ise on iihtivad. Kolmeta-
huste nurkade Oja O‘ iihti-
vusest oleneb nende kolme-
tahuste nurkade kahetahuste
nurkade iihtivus; viimaste
iihtivusest aga oleneb kolme-
tahuste nurkade S ja S’ li-
neaarnurkade iihtivus ja sel-

lest viimasest jirgneb, et kolmetahused nurgad § ja S‘ on iihtivad.

VI osa.

Hulktahud.

60. Definitsioon. Keha, mis igast kiiljest on priratud

tasapindadega, nimetatakse hulktahuks.

Hulknurki, mida moodustavad need tasapinnad teine-
teist 1oigates, nimetatakse hulktahu fahkudeks, hulknurkade
kiilgi nimetatakse hulktahu servadeks, hulknurkade tippe nime-

tatakse hulktahu tippudeks.

Sirgjoont, mis ithendab kaht mingisugust mitte iihel
tahul asuvat hulktahu tippu, nimetatakse hulktahu nurkjooncks
ehk diagonaaliks ; tasapinda, mis kulgeb kaht mitte ithel tahul
asuvat serva, nimetatakse nurkjooneliseks ehk diagonaalseks

tasapinnaks.

Hulktahku nimetatakse kumeraks,

igast oma tahust. 5

kui ta asub kel pool

Koige viiksem tahkude arv hulktahus on neli tahku.
Sadrast hilktahku nimetatakse nelitahuks ehk tetraeedriks.

\
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Kuue tahuga hulktahku nimetatakse kuustahuks ehk hel:saeedriks,
kaheksa tahuga — kaheksatahuks ehk oktaeedriks, kaheteist-
kiimne tahuga — kaksteisttahuks ehk dodelacedriks, kahekiimne
tahuga — kakskimmendtahuks ehk ikosaeedriks.

Korrapirased hulktahud.

61. Definitsioon. Hulktahku), mille kéik ruumisnurgad on iihtivad
ja malle koik tahud on iihtivad korrapirased hullknurgad, nimetatakse
korrapdraseks.

Definitsioonist jirgneb, et korrapirase hulktahu kahetahused nurgad

tasanurgad ja servad on isekeskis vordsed. %

. 62, Lause. Korrapirase hulktahu tahul ei v6i olla ‘rohkem kui
vits Lippu.
Oletame, et hulktahu tahul on 6 tippu ja olgu selle hulktahu ruumis-

- nurgal koige vdiksem arv tasanurki, s. o. kolm tasanurka. Et korrapirase

. 4
kuusnurga nurk vordub g @, siis vOrduks ruumisnurga tasanurkade summa

4 d-ga, mis “on ‘voimatu (ar. 53).  Nonda e:& v6t korraparastest kuus-
nurkadest korrapirast hulktahku kokku seada, seda enam ei véi aga korra~
pdrast hulktahku kokku seada korrapirastest hulknurkadest, milledel on
rohkem kui kuus kiilge.

63. Nonda voib korrapiraseid hulktahkusid moodustada
ainult korrapirastest Fkolmnurkadest, viisnurkadest ja mneli-
nurkadest ehk ruutudest.

Ruumisnurgal, mille moodustavad Korrapirased kolm-
nurgad, v6ib olla ainult 3, 4 v6i 5 tasanurka, sest et iga see-

2
sugune nurk vérdub §d ja kuue sairase nurga summa vor-

duks 4 d-ga, mis on voimatu. Sellepérast voib korrapdrastest
kolmnurkadest moodustada ainult jirgmised ‘kolm Kkorra-
pdrast hulktahku :

a) korrapdrase nelitahu ehk tetraeedri (joonis 48);

b) korrapdrase kaheksatahu ehk oktacedri (joonis 49);

C) korrapdrase kakskiimmendtahw ehk ikosacedri (joonis 50).

1) Meie vaatleme ainult kumeraid hulktahke,
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Ruumisnurgal, mille moodustavad ruudud ja korrapdra-
sed viisnurgad, voib olla ainult kolm tasanurka, sest et vas-
tasel korral vordiks tasanurkade summa kas 4 d-ga voi oleks
suurem kui 4d. Selleparast voib ruutudest ja korrapdrastest
viisnurkadest moodustada ainult jargmised kaks hulktahku:
d) korrapdrase kuustahw ehk heksaeedri (joonis 51);
e) korrapirase kaksteisttahu ehk dodekaeedri (joomis 52):

A b @

Joonis 48. Joonis 49. Joonis 50.

Joonis 51. Joonis 52.

Tahksammas ehk prisma.

64. Deflnitsioonid. Hulktahku, mille lkaks tahkw on
vordsed ja roobikud hullnurgad, teised tahud aga — riopkiilikud,
nimetatakse tahksambaks ehk prismaks (joonis 53).

Roobikuid tahkusid ABCDE ja A'B'C'D'E' nimetatakse
tahksamba pohjadeks ; r6opkiilikuid A4'K'E, EEDD; <. —
kiilgtahkudeks ; rtistjoont H'H, mis iihe pohja mingisugusest
punktist on tommatud teise pohja peale, nimetatakse tahk-
samba korguseks.
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Selge on, et tahk‘samba kiiljeservad, kui réopjoonte 16igud
réobikute tasapindade (pohjade) vahel, on isekeskis vordsed.

Kui kiiljeservad on poh-
jadele ristjoonteks,  siis
nimetatakse seda tahksam-
mast  piistprismaks  (joo-
nis 54), vastasel kKorral aga
kaldprismaks (joonis 53).

Piistprisma korguseks
on kiiljeserv, kuna aga piist-
prisma kiilgtahud  piist-
kiilikud on.

Piistprismat, mille poh-
jadeks on korrapdirased hulk-

Joonis 53.

Joonis 54.

nurgad, nimetatakse korrapiraseks. Korraparase prisma kiilg-

tahud on vordsed piistkiilikud.

Tahksammast nimetatakse kolmnurkseks, nelinurkseks,

viisnurkseks jne., selle jarele, mis-
sugused hulknurgad selle tahksamba
pohjadeks on.

65. Lause. Tahksamba kiilje-pind-
ala vordub kiiljeserva ja ristloike iimber-
maoodu korrutisega ).

Olgu abcd tahksamba
ABCDEA'B'C'D'E' ristldige, s. 0. 1dige,
mis on risti tahksamba kiiljeservadega
(joonis 55). Kiilje-pindala on vordne
kiilgtahkude pindalade summaga. Et
tahksamba kiilgtahud on r66pkiili-
kud, siis:

Joonis 55.

1) Sonade: ,pindala“, ,serva“ ja Jlimbermdodu* all moeldakse siin

nende vastavaid mootarvusid.

§



. AA'E'E pindala = AA'. qe,
EED'D pindala = EE'. cd,
DD'C'C pindala = DD'. de

[

)

Liites need vordused ja arvesse vdttes, et
AA'=EE'=DD'=. .,

)

saame :

AA'E'E pindala + EE'D'D pindala 4+ DD'C'C pindala 4
+...=A4' (ae+ed+dec+ . . ),
mis oligi tarvis toestada. Et tahksamba tdis-pindala saada,
tarvis tahksamba kiilje-pindalaga liita tema pohjade pindalad.
Jireldus.  Pistprisma kilje-pindala vordub pohja dimber-
moodu ja korguse korrutisega.

Rooptahukas.

66. Definitsioonid. Zahksammast, mille pohjadeks on
rodpkilikud, nimetatakse rigptahukaks (joonis 96). Nonda on
r60ptahuka koéik tahud roopkiilikud.

Pist-rooptahukat, mille pohjadeks on plistkilikud, nimeta-
takse taisnurkseks rioptahukaks (joonis 57).

Taisnurkse rooptahuka koik tahud on piistkiilikud.
Uhest tipust vilja mineva kolme serva pikkusi nimetatakse
r00ptahuka moodeteks ehk dimensioonideks.

Joonis 56. Joonis 57. Joonis 58. Joonis 59.
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Kui taisnurkse rooptahuka koik kolm mdddet on vord-
sed, siis nimetatakse seda rooptahukat kuwbiks.
Rooptahukat, mille koik tahud on kaldruudud (rombid),
nimetatakse romboeedriks.

67. Lause. Riiptahuka vastastahud on vordsed ja rio-
- bikud (joonis 58). :

EA 4+ HD, kui roopkiiliku vastaskiiljed;

EF 44 HG samal pohjusel; {

21 AEF = > DH@, kui roobikute kiilgedega nurgad;
- jérjelikult on ro6pkiilikud AEFB ja DHGC vordsed ja asuvad
nr. 28 pohjal roébikutel tasapindadel. :

68. Lause. Rioptahuka koik meli nurkjoont loikuvad
- dihes ja samas punktis, mis mad pooleks jagab. -

| Votame mingisugused kaks nurkjoont (diagonaali) AC* ja
- BD' (joonis 59) ja tdmbame sirgjooned AD' ja BC'.

, Et AB # DC ja D'C’' DC, siis AB 4 D'C', jarjelikult
- on kujund AD'C'B r166pkiilik; sellepdrast jaguvad r66p-
tahuka nurkjooned AC' ja BD' 16ikepunktis pooleks kui r6op-
kiiliku AD‘C'B nurkjooned.

Vottes kolmanda nurkjoone A'C' ja iihe enne voetud
nurkjoone AC' ja korrates tehtud toestust, leiame, et ka
- kolmas nurkjoon 4'C kulgeb nurkjoone AC' keskpunkti O.
Samale otsusele jouaksime ka mneljanda nurkjoone
. B'D kohta. 2
‘ Punkti O nimetatakse ro0ptahuka Fkeskpunktiks ehk
| hesktipiks. *

69. Lause. Tdisnurkse rioptahuka € F

- nurkjoone ruut vordub rooptahuka kolme
- moote ruutude summaga (joonis 60).
Tédisnurksest kolmnurgast AFC leiame: .

AF=TFC 4 AC? (1);
| taisnurksest kolmnurgast ACD leiame : A p)
AC*= AD?*+ CD?= BC*- CD?; Joonis 60,
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pannes AC?® asemele tema avalduse, saame :
AF* — 70>+ BC* -+ OD”.

Jireldus. Tdisnurkse rioptahuka nurkjooned on ise-
keskis vordsed.

Piiramiid.

70. Definitsioonid. Hulktahku, mille ks tahk on hulk-
nurk, teised tahud aga kolmnurgad, milledel on dihine tipp,
nimetatakse piiramiidiks.

Hulktahk SABCDE (joonis 61) on piiramiid. Punkt S
on piiramiidi #pp, hulknurk ABCDE — pohi, kolmnurgad
SAB, SBC,... — Fkilgtahud ja
sirgjooned SA4, 8B,... — piira-
miidi kiljeservad.

Piiramiidi tipust selle piira-
miidi pohjale téommatud ristjoont
nimetatakse piiramiidi korguseks.

Piiramiidi nimetatakse Zkolm-
nurkseks, nelinurkseks jne., selle
jarele, kas tema pohjaks on kolm-
nurk, nelinurk jne. Kolmnurkset
piiramiidi nimetatakse teise sonaga

Joonis 61. nelitahuks ehk tetraeedrikst). Tetra-
eedri iga kiilge voib pdhjaks votta.

Kui piiramiidi SABCDE (joonis 61) ldigata tasapinnaga
abede, mis on roobik pohjaga, siis nimetatakse hulktahku
ABCDEabede tivipiiramiidiks. Hulknurgad ABCDE ja abede
on tiivipfiramiidi pohjad, kuna aga nende kaugust iiksteisest
pP tiiviptiramiidi korguseks nimetatakse.

71. Lause. Kui piiramiidi loigata pohjale riobiku tasa-
pinnaga, sis:

1) Tetracedril on ruumis sama osa, mis kolmnurgal tasapinnal.



a) pliramiidi kiiljeservad ja korgqus loikuvad vordelisteks
loikudeks ;

b) lozkes tekib pohjaga sarnane huwlknurk ;

¢) pohja- ja loike-pindalad mhtuvad nonda, kwi nende tipu-
kauguste ruudud.

a) Olgu piiramiid SABCDE (joonis 61) 1digatud poh-
jale r60biku tasapinnaga abede. Et ro6p-tasapinnad 16ikuvad
kolmanda tasapinnaga roopsirgeid mooda, siis on AB// ab,
BC|/|be, ... AP [/ ap. Kuid roépsirged 16ikavad nurga kiiljed
vordelisteks 16ikudeks; jarjelikult

Sa Sb  Sc _Sp

g Ty Mo -

mis oligi tarvis toestada.

b) A SAB ~ A Sab; jarjelikult ‘i_f au il

ASBC ~ A Sbe; jarjelikult .Bl;_c 5

siit jargneb, et AB_ BC
P ey
Samati voib tdestada, et ka teised hulknurkade ABCDE ja
abede kiiljed on vordelised ; peale selle on nende hulknurkade
nurgad vordsed, kui iihele poole sihitud roobikute kiilgedega
nurgad. Tihendab, hulknurgad ABODE ja abede on sarnased,
sest et nende nurgad on vordsed ja kiiljed vordelised, kuid
seda oligi tarvis toestada.

) Sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad kui vastavate

kiilgede ruudud; sellepérast
ABCDE pmdala' AB?

abede pindalasse  gp?

AB S4. SP
kuid S’a SE,

., ABCDE pindala _ SP*
sellepdrast 2 ——

abede pindalasse  Sp*’
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72 Lause. Kui kaks dihekorgust piramiidi on loigatud

tippudest b kaugusel pohjadele risbikute tasapindadega, siis
on saadud loigete pindalad vordelised pohja-pindaladega.

Olgu piiramiidide kérgus H, nende pdhjad B ja B' ja
pohjadele ro6bikute 16igete pinnad b ]a b'. Eelmise lause
pohjal véime kirjutada:

e e e

B= g BT

| S

siit jargneb:
: [ B
BB
3. Jireldus. Kui B—B‘, siis ka b=20', s. 0. kui
priramiididel on wordsed korgused ja wvordsed pohjad Ja need
piaramiidid on loigatud tipust ihekaugusel voetud pohjadele

rovbikute tasapindadega, siis on saadud lvigete pindalad vordsed.

74. Definitsioonid.  Piramiidi nimetatakse korrapira-
seks, kui ;

1) tema pohjaks on korrapirane hulknurk ja

2) tema korgus kulgeb aluse keskpunkti.

Korraparase piiramiidi koik kiiljeservad on vordsed kui
kaldjooned, mis seisavad ristjoone alusest iihekaugusel. Koik
kiilgtahud on vordsed vérdhaarsed kolm-
nurgad (nende kéik kolm kiilge on vastavalt
tihtivad).

Kolmnurga kdrgust S/ (joonis 62) nime-
tatakse korrapirase piiramiidi apoteemiks.

Kui antud piiramiid oli korrapirane, siis
on ka tema tiivipiiramiid korrapirane. Sai-
rasel juhusel moodustab piiramiidi iga! kiilg-
Joonis 62.  tahk vordkiilgse trapetsi, mille korgust nime-

tatakse tuvipiramiidi apoteemiks.

75. Lause. Korrapdrase piiramiidi kiilje-pindala vordub
pohja iimbermaodu ja apoteemi poole korrutisega.
Olgu antud korrapirane m-nurkne piiramiid SABCDE
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(joonis 62); tema kiilje-pindala vérdub vordsete vordhaarsete
kolmnurkade pindalade summaga, s. o.

S - ASE pindala -+ ESD pindala+ DSC pindala +-. . . =
=mn . ASE pindala = qﬂ?ﬁ :
kus n.AFE on pdhja timbermd6t ja SH — piiramiidi apoteem.

Et saada piiramiidi {dis-pindala, tarvis tema kiilje-pind-

alaga liita pohja-pindala.

76. Lause. Korrapdrase tivipiiramiidi kiilje-pindala vordub
alumise ja tilemise pohja vimbermdodu summa ja apoteemi- poole
korrutisega.

Korrapdrase tiivipiiramiidi kiilje-pindala pole midagi muud,
kui iihtivate trapetsite pindalade summa. T#hendades alumise
pohja kiilje A-ga, iilemise pohja kiilje a-ga, apoteemi a-ga ja
kiilgtahkude arvu n-ga, leiame, et iga trapetsi pindala vérdub

(A+a).a
L e

jarjelikult tiiviptiramiidi kiilje-pindala
n(A-+a)a mA-+na)a
8= = ;
2 2
kusjuures n4 ja na on alumise ja iilemise pdhja {imber-
moddud.

77. Miirkus. Iga hulktahku voib lahutada piiramiidideks, millede
iihistipuks on hulktahu mingisugune iiks tipp ja pohjadeks need hulktahu
tahud, mis enestes seda tippu ei sisalda; ehk piiramiidideks, millede pohja-

deks on jirgemooda koik hulktahu tahud, aga nende iihistipuks on hulktahu -

mingisugune sisepunkt. Et iga piiramiidi voib lahutada kolmnurkseteks
piiramiidideks (selleks tarvis pohi jagada kolmnurkadeks), siis: wga hulktahku
voib lahutada kolmnurkseteks piiramuidideks.

78. Kui tasapind jagab hulktahu osadeks, mis selle tasapinna suhtes
on siimmeetrilised, siis nimetatakse seda tasapinda sitmmeetria-tasapinnaks
(nr. 7).  Naituseks piistprisma kiiljeservi poolitav = tasapind on tema
siimmeetria-tasapind. Kui hulktahul on kaks simmeetria-tasapinda, siis nime-
tatakse nende tasapindade l6ikejoont sitmmeetriateljeks.
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Taisnurksel réoptahukal on kolm siimmeetria-tasapinda ja kolm siim-
meetriatelge. Kuubil on 9 siimmeetria-tasapinda ja 13 siimmeetriatelge;
korrapirasel -n-nurksel tahksambal on n--1 siimmeetria-tasapinda ja n--1
siimmeetriatelge jne.

Siimmeetria paistab 6ige sagedasti silma Tooduses ja kunstisaadustes.
Niit. on enamasti kdigi loomade kehad moodustatud kahest siimmeetrilisest
osast; sedasama voib iitelda ka lillede kohta. Samati moodustavad ka ma-
jad, sillad, moobel jne. siimmeetriat tasapinna suhtes.

Harjutused.

Téestada laused:

1. Iga sirgjoon, mis on tommatud l4bi ro6ptahuka nurkjoonte loike-
- punkti, jagub selles punktis pooleks.

2, Kui r6optahuka nurkjooned on vordsed, siis on see rooptahukas
tdisnurkne.

‘8. Kui AB on kuubi nurkjoon, siis on tema kuue serva keskpunktid,
kusjuures need servad ei ldhe ei libi A ega ka libi B, korrapirase kuus-
nurga tippttdeks. (Seletus: poorata kuup 180° vorra tema iihe siimmeetria-
telje suhtes, mis iihendab tema kahe serva keskpunktid.)

4. Kui nelitahku l6igata tasapinnaga r6obiti kahe vastasservaga, siis
saame l0ikes roopkiiliku.

Arvutusilesanded.

5. Leida kuubi serv, kui teada on iiks tema nurkjoontest d.

6. Kuubi tiis-pindala on 2400 m2. Leida kuubi nurkjoon.

7. Taisnurkse rooptahuka tidis-pindala on 352 m? Leida kuubi kolm
moddet, mis isekeskis suhtuvad nonda, kui 1:2:3.

8. Ruutpdbjaga piist-réoptahuka tdis-pindala on S, piist-réoptahuka
korgus aga H. Leida aluse Kkiilg.

9. Kuidas suhtuvad kahe kuubi servad, kui nende kuupide tiis-pind-
alad on vastavalt S ja S5?

10. Korrapidrase kolmnurkse tahksamba kdljeserv on h, pohja kiilg
aga a. Leida tahksamba tiis-pindala.

11. Leida korrapirase kuusnurkse tahksamba pohja kiilg, kui selle
tahksamba tdis-pindala on § ja kérgus H.

12, Leida korrapirase kolmnurkse piiramiidi tdis-pindala, kui sellc
piiramiidi korgus on h ja po6hja kiilg a.

13. Leida korrapdrase kolmnurkse piiramiidi kiilje-pindala, kui selle
piiramiidi serv on / ja apoteem a.

14, Teades korrapirase kuusnurkse piiramiidi korguse % ja kiiljeserva ,
leida selle piiramiidi pdhja kiilg.
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15. Leida korrapirase nelinurkse piiramiidi korgus, kui selle piiramiidi
kiilje-pindala on S ja pohja kiilg a. _-

16. Leida korrapirase nelinurkse tiivipiiramiidi kiilje-pindala, kui teada
on korgus H ja pohjade servad a ja b.

17. Tiivipiiramiid on ldigatud tasapinnaga, mis on selle piiramiidi
pohjadega rocbiti ja mis jagab ta korguse pooleks. Leida ldike-pindala, kui
tiivipiiramiidi kdrgus on H ja tema pohjade pindalad on B ja b.

18. Leida piistprisma tdis-pindala, kui teada on, et selle prisma pohi
on korrapidrane kolmnurk, mille kiilg on 3 m, ja prisma korgus on 12 m.

19. Taisnurkse rooptahuka tiis-pindala on 1714 ruutjalga, aga ro6p-
tahuka pohja isesuurused kiiljed on 25 j. ja 14 j. Leida kiilje-pindala ja
kiiljeserv. g e
20.. Ruutpbhjaga tiisnurkne rooptahukas, mille korgus on k, on loigatud
tasapinnaga méoda kaht vastaskiiljeserva. Leida rooptahuka tiis-pindala, kui
teada on, et 16ike-pindala on S.

921, Korrapirase kuusnurkse ptiramiidi pohja kiilg on @ ja ta korgus
on h. Leida piiramiidi kiiljeserv, apoteem, kiilje-pindala ja tdis-pindala.

99, Leida kolmnurkse piiramiidi tais-pindala ja korgus, kui teada on,
et piiramiidi iga serv on a.

23. Korrapirane kuusnurkne piiramiid, mille korgus on 25 sm ja
pohja kiilg 5 sm, on Ioigatud pdhjaga roobiti tasapinnaga. Leida l6ikepinna
kaugus piiramiidi tipust, teades, et loikepindala = )3 sm2

24, Ruutpohjaga tivipiiramiidi korgus on h, alumise pohja kiilg a,
iilemise pohja kiilg b. Leida tiivipiiramiidi tdis-pindala.

25. Tiivipiiramiidi korgus on 6, pohjade pindalad aga 18 ja 8. Tiivi-
piiramiidi 16ikab tasapind, mis alustega ro6biti ja mis jagab tiiviptiramiidi
korguse pooleks. Leida 16ike-pindala.

~ VIl osa.

Tahksamba ja piiramiidi ruumala.

79. Keha ruumala peale vaatame meie Kkui alg-
moiste peale.!)

1) Keha ruumala modiste uurimist vaata Legons de Géomélrie élémen-
taire par J. Hadamard, 11, nole F.
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Ruumala maota tihendab leida selle ja mobotiksuseks

voetud ruumala swhe.
~ Ruumala m66tiiksuseks voetakse niisuguse kuubi ruumala,
mille serv vordub mingisuguse pikkuse mootiiksusega.

Kuigi kaks keha ei iihti, kui neil aga on vordsed ruum-
alad, siis nimetatakse neid wvordseteks.

80.. Lause. Iga kaldprisma on virdne niisuguse piist-
prismaga, mille pohjaks on kaldprisma ristloige ja korguseks —
kaldprisma kiiljeserv. :

Kaldprisma ABCDEA'B'C'D'E' (joonis 63) serva 44’ ja
selle serva pikenduse peal votame kaks punkti M ja M noénda,
et MM'= AA', ja labi nende punktide tombame prisma kiilje-
servadele rist-tasapinnad. = Siis saame piist-
prisma MNPQRM'N'P'Q'R'"), mille kérgus
MM vordub kaldprisma kiiljeservaga ja mille
pohi MNPQR on kaldprisma ristloige.

Et BE'= AA' ja RR'= MM ja kon-
struktsiooni jarele M M'= A A" siis EE'=RR".
5 Lahutades selle vorduse kummastki osast
~»% iilie ja sama 16igu ER', saame

EE'—ER' = RR' — ER'

Joonis 63. ehk
R —=YER:
samati toestame, et D'Q'= DQ, O'P'= CP jne.
Mahutame niitid hulktahu MNPQRABCDE hulktahu
MN'PQRABCDE sisse nonda, et iihtiksid vordsed hulk-
nurgad MNPQR ja M'N'P'QR'; siis on servad MA, RE,

1) Toesti, MR [/ M'R’ kui sirgjooned, mis on saadud réobikute tasa-
pindade MNPQR ja M"N'P'Q'R’ 1oikamisel kolmanda tasapinnaga MA'FE'R;
samati ka RQ// R'Q'; QP // QP jne. Sellepdrast on hulknurgad MNPQR
ja M'N*P'Q'R’ vordsed kui vastavalt vordsete nurkadega (nurkade kiiljed
on vastavalt roobiti) ja vordsete kiilgedega (roobikute 10igud rovbikute
vahel on vérdsed) hulkgurgad; ka asuvad need vordsed hulknurgad r66bi-
kutel tasapindadel.

L
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@D ... risti tasapinnaga MNPQR, ja nad iihtivad vastavalt
enestega vordsete servadega -M'A‘, R'E', @Q'D'..., mis oma-
kord risti on tasapinnaga M'N'P'Q'R'; selleparast iihtivad
need hulktahud.

Lahutades hulktahust MNPQRA'B'C'D'E' hulktahu
MNPQRABCDE saame kaldprisma, kuid lahutades temaga
vordse‘hulktahu M'N'P'Q'R'A'B'C'D'E* saame piistprisma; jérje-
likult on piist- ja kaldprisma vordsed, mis oligi tarvis tdestada.

81. Lause. Kaks piistprismat on wvordsed, kui neil on
vordsed alused ja vordsed kargused.

Mahutame iihe prisma teise sisse nénda, et nende vord-
sed pohjad iihtiksid; siis ldhevad iihe prisma kiiljeservad, mis
on risti selle prisma pohjaga, méoda teise prisma kiiljeservi,
mis omakord on risti teise prisma pohjaga; et ka prismade
kiiljeservad on isekeskis vordsed, siis iihtivad ka prismade
iilemised pohjad; jdrjelikult prismad iihtivad, s. o. nad on
vordsed.

82. Lause. Diagonaalne tasapind jagab iga rioptahuka
kaheks wvordseks kolmnurkse prismaks.

Tombame rooptahukalel ABCDA'B'C'D'-le dlagonaalse
tasapinna ACC'A' ja ristloike abtd.

Et r66ptahuka vastastahud on isekeskis roobikud (nr. 67),
siis 16ikuvad nad tasapinnaga abed r66-
bikuid sirgjooni méoda (nr. 29); selle-
péarast on ab // de ja ad // be ja kujund abed
on roopkiilik ; jarjelikult. A\ abe = /\ ade

Kujutame enestele ette kaks sdirast
piistprismat, millede pohjadeks oleksid
kolmnurgad abe ja ade, aga kdrguseks
— rooptahuka kiiljeserv DD'. Siis olek-
sid need kaks prismat isekeskis vordsed,
sest et nende alused iihtivad ja nende Soonis G4
korgused on vordsed; kuid abe pohjaga
prisma on vordne kaldprismaga ABCA'B'C' (nr. 80) ja ade
pohjaga prisma on vordne kaldprismaga ADCA'D'C; jarje-




likult on vérdsed ka kolmetahused prismad ABCA'B'C' ja
ADCA'D'C', mis oligi tarvis toestada.

83. 1. abilause. Kahe wirdsete pohjadega tiisnurkse
raoptahuka ruwmalad suhtuvad mnonda kui mende kirgused
(joonis 65).

Mahutame réoptahuka 4C rooptahuka AB sisse. (See
on voimalik alati, kui ré6ptahukad on tdisnurksed ja nende
alused on ihtivad.) Olgu ro6ptahukate
korgused AD ja AE ihisméodulised ja
mahtugu nende iithine mé6o6t DE korgu-
sesse AD 4 korda ja korgusesse AL
3 korda; siis

AD 4
ar 3 W
Labi korguste jagamispunktide tom-
Joonis 65. bame tasapinnad, mis on r60biti r66p-

: tahuka pohjaga; siis jagub ro6ptahukas
AB 4-jaks ja rooptahukas AC 3-ks vordseks osaks (vdikesed
rooptahu<ad on vordsed kui vordsete alustega ja vordsete
korgustega rooptahukad, nagu see on nr. 81 téestatud);

sellepirast AB ruumala @

A0 ruumalasse 3
Vordustest (1)-ja (2) leiame:
AB ruumala AD

AC ruumalasse AL’

Kui rooptahukate korgused on ithismadduta, siis toesta-
takse see teoreem nénda, nagu see planimeetrias vastaval
juhusel ette on nidhtud.

84. Mirkus. Et tdisnurkse rooptahuka iga tahku voib
selle rooptahuka pohjaks votta ja et kahel vordsete pohjadega
taisnurksel rooptahukal on kaks vordset moodet (dimensiooni),
siis' voib eelmise lause tdisnurksete rooptahukate kohta jarg-
miselt sonastada:
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Kui kahel tiisnurksel réoptahukal on kaks vordset maidet,
siis  suhtuvad need rioptahukad nonda kui mende kolman-
dad maoted.

‘ 85. 2. abilause. Vordsete korgustega tdisnurksed roop-
tahukad suhtuvad nonda kui nende pohjade pindalad.

Olgu h, a ja b rooptahuka P mooted ja h, a' ja b' r66p-
tahuka P* modted (h on nende iihine korgus).

Kujutame enestele ette kolmanda roéptahuka @, mille
korgus oleks samati k, kuid ilejaanud kaks moddet olek-
sid a ja ' .

Siis suhtuvad réoptahukate P ja @ ruumalad nonda
kui nende kolmandad mooted b ja b, sest et nende r66p-
tahukate kaks moodet on vordsed, s. o.:

Pk
A

Samati suhtuvad rooptahukate @ ja P ruumalad nonda :
kui nende kolmandad mooted a ja o/, sest et ka nende
rooptahukate kaks iilejaanud ;moddet A ja b' on vordsed ;
jarjelikult : 7

Q a

Pt—do
Korrutades!) vorded (proportsioonid) (1) ja (2) ositi,
saame :

(2).

e ooub
< P o
mis oligi tarvis toestada, sest et-ab ja a'b' on antud réopta-
hukate pohja-pindalad.
86. 3. abilause. Isesuuruste pohjadega ja iseruuruste
korqustega taisnurksete rioptahukate ruumalad suhtuvad nonda

1) Korrutamisel ei vaata meie vordustes (1) ja (2) esinevate tidhtede
peale mitte kui vastavate suuruste eneste peale, vaid kui nende suuruste
modtarvude peale ; sellepirast on meil digus ka korrutamisel saadud wurdu
liithendada.
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kwi vastavate rioptahukate pohja-pindalade Ja  korguste kor-
rutised ).
Olgu rooptahukate Pijap thJad/Q ja ¢ ja korgused
H ja h.

Kujutame enestele ette kolmanda rééptahuka R, mille
pohja-pindala oleks @ ja koérgus h.

Siis suhtuvad réoptahukate P ja R ruumalad nénda kui
r60ptahukate korgused, sest et neil rééptahukatel on vordsed

alused :
e

=7 (1),

kuid ré6ptahukate R ja p ruumalad suhtuvad nénda kui nende
ro6ptahukate pohja-pindalad, sest et nende réoptahukate kor-
gused on vordsed:

B _Q
— — =X (D),
R @
Korrutades vorded (1) ja (2) ositi, saame:
P_Q.H
P q.h

87. “Lause. TGisnurkse rioptahuka ruumala vordub tema
pohja-pindala ja korguse korrutisega, ehk tipsamalt:

tdisnurkse rioptahuka ruumala modtarv vordub selle riop-
tahuka pohja-pindala jo kirguse modtarvude korrutisega.
Kui eelmise nr. vorduses:

oletada, et rooptahukas p on ruumi mostiksus, s. o. kuup,
mille serv vordub pikkuse mingi mootiksusega, siis ¢ == 1

ruut-modtiiksusega; &= 1 pikkus-mootiiksusega, suhe foleks

1) Sonade: ,pindala“ ja ,kdrgus“ all moeldakse siin nende vastavaid
mootarvusid.
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rooptahuka P mootarv, suhe g— pbhja @ moGtary ja suhe h}!

— korguse H mootarv; seega on teoreem tdestatud.
Vaadeldes stimbolite P, @ ja H all mitte suurusi endid,
vaid nende mogtarvusid, voime vorduse (1) jargmiselt kirjutada

PQ W

1. jireldus. Tahendades tidisnurkse réoptahuka kolm
mdodet tdhtedega a, b ja ¢ ja ré6ptahuka ruumala siimboliga

V, vdéime kirjutada
V = abe,

kus ab on péhja-pindala ja ¢ — korgus. Nonda:

taisnurkse rooptahuka ruwumala vordub tema kolme maoote
korrutisega.

R. jireldus. Kuubi ruumala vordub tema serva kuubiga.
Selleparast nimetataksegi arvu kolmandat astet texse sOnaga
tema kuubiks').

88. Lause. Pist-rioptahuka ruumala vordub pohja-
pindala ja korguse korrutisega. :

Olgu ADCBIMLK (joonis 66) piist-rodptahukas (mitte
aga tdisnurkne, sest ABCD on r66pkiilik). Tombame
servadest /4 ja KB tasapinnad, mis oleksid risti AB-ga. Siis
saame tdisnurkse rooptahuka ANOBIQPK.

1) Vanal ajal oli tihtsaks iilesandeks kuubi Lahendamine, mis selles »
seisis, et joonistada kuupi, mille ruumala antud kuubi ruumalast kaks korda
suurem. Eratosthenes’e arvamise jdrele olevat see iilesanne omale alguse
saanud jargmiselt. Et katkule, mis Deelose saare elanikka hivitas, piiri
panna, kiskis oraakel kuubikujulise altari kahendada, see on, kaks korda
suurendada. Jdrelemotlemata toolised ehitasid lihtsalt kuubi, mille mooted
endise kuupaltari moodetest kaks korda suuremad olid. Katk aga ei Ioppenud.
Siis alles saadi aru, et ehitus oli valesti tehtud. On tdestatud, et seda
iilesannet ei voi geomeetriliselt konstrueerida. Mis aga puutub selle iiles-
ande ligikaudsesse lahendusesse, siis ei siinnita see raskusi. Ja tdesti, ti-
hendades « ja # kaudu antud ja otsitava kuubi servad, saame 23 = 2a3, kust

3

A



ADOB pohjaga piist-rooptahukat ADCBIMLK vaadeldes
kui ATMD pohjaga kaldprismat, selgub (nr. 80), et ta on sama
suur kui piistprisma, mille pohjaks on ristloige AZQN, kdrguseks

aga kaldprisma kiilje serv 4B, s.o. et ta on sama
o_® ¢  suur kui tdisnurkne rooptahukas ANOBIQPK. Et
aga taisnurkse rooptahuka ANOBIQPK ruumala
3 Ko vordub tema kolme moodte korrutisega, s. 0.
Wl e AB’ AN . AL
S siis vordub ka rooptahuka ADCBIMLK ruumala
sama korrutisega. Et aga AB. AN on rodpkiiliku
ADCB pindala, siis vordub piist-r66ptahuka ruumala
(ADCB pindala) . AI.

89. Lause. Iga riiptahuka ruumala vordub tema pohja-
pindala ja korguse korrutisega.

Olgu ABCDA'B'C'D' (joonis 67) kald-rooptahukas.
Ta on sama suur (nr. 80) kui piist-rooptahukas, mille pohjaks
on ristlsige. MM'N'N, korguseks aga — serv DC. Et aga
piist-rooptahuka ruumala vordub
pohja-pindala ja korguse korrutisega:

(MM'N'N pindala). DC,
siis jarjelikult vérdub ka ré66ptahuka
ABCDA'B'C'D' ruumala selle kor-
rutisega.  Mirkides  roopkiiliku
MM'N'N korgust H'H-ga saame:

MM'N'N pindala = MN.HH.
Jarjelikult vordub rooptahuka ruumala korrutisega:
MN.HH.DC.
Et aga korrutis MN . DC on rooptahuka pdhja ABCD pindala,
H'H on aga sama rooptahuka') korgus, siis jarjelikult vordub
roOptahuka ruumala korrutisega:
(ABCD pindala) . H'H.

Joonis 66.

Joonis 68.

1) Sirgjoon H'H, olles risti kahe vastastiku rist-tasapinna I6ikjoonega
ning asudes iihes neist tasapindadest, on risti ka teise tasapinnaga.
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90. Lause. Iga prisma ehk tahksamba
ruwmala vordub tema pohja-pindala ja korguse
korrutisega. % :

1. Selleks vaatame enne kolmnurkset pris-
mat ABCDEF (joonis 68). Taiendame teda kuni
rooptahukani ACKBDFGE. Et aga rooptahukas
jaguneb diagonaalse tasapinnaga kaheks vordseks
kolmnurkseks prismaks, siis

ACKBDFGE ruumalaga  Joonis 68.
3 =

__(ACKB pindala) . b __ ACKB pindala . h _ (ACB pindala) . k.

ABCDEF ruumala =

2 2
9. Kui prisma on hulknurkne, siis voib teda diagonaal-
sete tasapindadega jagada kolm- -

nurkseteks prismadeks, milledel on L F
antud prismaga vordsed korgused
(joonis 69).
Margime saadud prismade
pohjad b, by, b,-ga ja iga prisma .
korguse h-ga. Hulknurkse prisma
ruumala vordub kolmnurksete pris- 8 i
made ruumalade summaga: Joonis 69.

bh - b,k - bih = (b= by + by)h = (AEDCB pindala) . h.

Jareldus. Kaks prismat, milledel on vordsed pohjad ja
vordsed korgused, on virdsed.

Piiramiidi ruumala.

91. Lause. Kolmnurkse piramiidi ruwmala on sise-
voi  seestprismade ruuwmalade summa piir, ki prismade arv
lopmata kasvab.

Jagame piiramiidi SABC (joonis 70) korguse H n vord-
sesse ossa ja jagamispunktidest tombame pohjale ro66bikud

4
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tasapinnad. Saadud ldikpindadele konstrueerime rea sise- ja
seestprismasid, millede korgus oleks —1;{ Arusaadav, et seest-

prismasid, s. o. prismasid, mille iikks osa on piiramiidi sees,
teine osa aga ulatub vilja, on », kuna
siseprismade arv on »— 1. Mirgime
tipust algades siseprismade ruumalad
tahtedega p,, ps...pn—s, seestprismade
ruumalad aga tihtedega ¢y, ¢s ... qu_1,
gn. Siis on piiramiidi ruumala suurem
siseprismade ruumalade summast S,_;

g, Ning vdhem seestprismade ruumalade

g-summast §,, s. o.: ‘ \

Sn—l < V< 811 )
: kusjuures S, 1 =p, +po+ ...+ pua
Joonis 70. ning 8= g4gs- ..+ goit g

Et »i=q, Po=0s -+ V1=,
kui prismad, milledel on vastavalt iiks ja sama p6hi ning

e ~
korgus = Siis S —Sia =@+ o+ . A1+ @) — (2, +
. ’ H
+p2 + T “{"pn—l) =g0n= (ABC pmdala) . n‘ ~

Kui I6pmata suurendame arvu =, siis piiiiab g nulliks

saada ja korrutis (ABC pindala).g, S. 0. 8, — Su—1, piiiiab

nulliks saada. Sel korral piiiiab seda enam ka vahe V—8,_,,
mis on vdhem kui 8, — 8,4, nulliks saada, millest jargneb, et

V=ilim Sy
Samati leiame, et
V=1 S

9. Lause. Kaks kolmnurkset piiramiidi, milledel on
vordsed pohjad ja virdsed korgused, on isekeskis vordsed.



Olgu piiramiididel SABC ja SA'B'C* (joonis 71) vordsed
pohjad ABC ja A'B'C' ning iihine korgus H Marglme nende
ruumalad V ja V'-ga. Kor- s :
guse H jagame n vOordsesse
ossa ning jagamispunkti-
dest tombame pohjaga ro6-
biti tasapinnad. Et pohjad
ABC ja A'B'C' on vordsed,
siis saame 16igetes vordsed
kolmnurgad (joonis 73).
Saadud lcigetele konstru- :
eerime piiramiidis SABC Joonis 71.
rea siseprismasid, millede
ruumalad miargime p,, ps ... pn—1, ja piiramiidis S'4'B'C' rea
siseprismasid, millede ruumalad on ¢y, ¢ ... gn—1. Et

P1=1qQ1; P2=4q2;5 -+ Pn1= (n—1,
kui prismad, milledel on vastavalt vordsed pdhjad ning vord-

sed korgused f—f, siis

At Apa=ato6t+-. T,

ning p, + po -+ ... pn—y markides S-ga ja ¢, + ¢+ ...+ u
— S'-ga, saame:
o= (1),

Kui arvu » 16pmata suurendada, siis on mdlemad vor-
duse (1) osad, saades muutuvaiks suurusteks, alati vordsed;
sellepdrast peavad ka nende piirid vordsed olema (v. plani-
meetriast), s. o.

lim 8 = lim &';
et aga limS="V ja lim & =V, siis jarjelikult

¥ =V
93. Lause. Puramiidi ruuwmala vordub tema pohja-

pindala ja korguse korrutisega

1
3
— &
!

i"'RU Raamatukogu {
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a) Olgu antud kolmnurkne piiramiid ZABC Taiendame
selle piiramiidi prismaks. Selle jaoks tombame sirged 4D ja
CF, mis oleksid' vordsed ja r66biti BE-ga. Uhendades D ja #
E-ga, saame prisma ABCDEF (joonis 72), millel
on antud piiramiidiga iihine pohn ABC ja iihine
kérgus.

Kui sellest prismast lahutame antud piira-
miidi EABC, siis saame nelinurkse piiramiidi
EADFC, mille pohjaks on ADFC ja tipuks
punkt FE. Roopkiilikut nurkjoone ehk diago-
naaliga DC kaheks kolmnurgaks jagades, jaotame
nelinurkse piiramiidi kaheks kolmnurkseks piira-
miidiks ZADC ja EDFC.

Need kaks piiramiidi on isekeskis vordsed (joonis 92),
sest et neil on vordsed alused (/A ADC = /\ DF0) ja tiks ja
sama korgus (tipp E-st tasapmnale ADFC tommatud ristjcon).
Jérjelikult: ”

EADC ruumala = EDFC ruumala (1).

Kui kolmnurkse piiramiidi ZDFC pohjaks vétta A\ DEF
ja tipuks punkt C, siis ndeme, et ta on piiramiidiga EABC
vordne (pohjad DEF ja ABC on vordsed
ja korgus iihine), jarjelikult

EDFC ruumala = CDFE ruumalaga =
= EABC ruumalaga,

Joonis 72.

ehk vordust (1) arvesse vottes saame:

EADC ruumala = EDFCruumalaga ="
= EABC ruumalaga,

s. 0. et koik kolm piiramiidi, mis moo-
dustavad ;| prisma, on isekeskis vordsed;
sellepdrast :

BB O sundiinle i ABGDEFgruumaLagg 5 QAEQE%daIa) - H :
kusjuures H on prisma korgus.

Joonis 73.
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b) Et seda lauset toestada hulknurkse piiramiidi SBCDEF
kohta (joonis 73), lahutame ta diagonaalsete tasapindadega
kolmnurkseteks ptiramiidideks SBCF, SCDF ja SDEF, millede
pbhjad on b, b, ja by ja millede koérgus A on ka antud pu-
ramiidi korgus. Sellepérast:

SBCDEF ruumala = SBCF ruumala -} SCDF ruumala

+ SDEF umala=";" 4 X G R T R

= (BCDEF pindala) . % .
Jireldus. Iga piramiid on kolmandik prismast, millel
on plramiidiga vikine alus ning iihine korgus.

94. Mirkus. Piiramiidi ruumala valemi teadmine annab voéimaluse
iga hulktahu ehk poliieedri ruumala arvutada. Selleks on tarvis antud
hulktahk lahutada piiramiidideks (nr. 77). Jdrgnevad 'laused on sélleks
méaratud. 2

95. Lause. Tuivipiiramiid vordub kolme sddirase piira-
miidi summaga, milledel on antud piramiidiga iihine korgus,
kwid  pohjadeks on : esimesel — tivipiramiidi alumine pohi,
teisel — dilemine pohi ning kolmandal — kahe pohja keskmine
vordeline (proportsionaalne).

a) Olgu antud tiivipiiramiid ABCDEF (joonis 74) kolm-
nurkne.

Tommates tasapinna AEB,
lahutame antud tivipiiramiidist
kolmnurkse ptiramiidi ZABC,
mille korguseks on tiivipfiramiidi
korgus ja pdhjaks — tiivipiira-
miidi alumine pohi ABC. See on
siis esimene lauses tdhendatud
piiramiid.

Jarelejadnud nelinurkset pii- JOoRis 74.
ramiidi ZADFB voib omakorda
tasapinnaga DEB lahutada kaheks kolmnurkseks piiramiidiks
EDFB ja EADB. Piiramiidil ZDFB véib votta tipuks punkti
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B ja pdhjaks DEF, s. o. antud tivipfiramiidi iilemine pshi.
Sel korral on tema ké6rgus vordne tivipiiramiidi korgusega.
Sellega on See lauses tihendatud teine piiramiid.

Jadb veel toestada, et piiramiid KADB on kolmas nou-
tav piiramiid. Tombame HE /| AD ja D ja B ithendame H-ga.
Saadud piiramiid HADB on sama suur kui piiramiid EADB,
sest neil on {ihine alus ADB ja vordsed kdrgused (sest nende
tipud £ ja H on sirgjoonel HE, mis on roobiti AD-ga,
jarjelikult roobiti ka tasapinnaga ADB). Piiramiidil HADB
vottes tipuks punkti D, pohjaks ABH, nieme, et ta korgus
on iihine tiivipiiramiidi korgusega; jddb veel téestada, et pohi
ABH on keskmine vordeline pohjadega ABC ja DEF. Tom-
bame NH /| BC.

Et kolmnurkadel ABC ja ABH on fihine tipp B, alused
AC ja AH aga asuvad iihel sirgjoonel, siis on ka nende kor-
gused vordsed; selleparast vordub kolmnurkade pindalade
suhe nende aluste suhteza:

ABC pindala _ AC (1
ABH pindalasse  AH 7"

Et kolmnurkadel ABH ja AHN on iihine tipp ja iihel
sirgjoonel asuvad alused 4B ja AN, siis vordub nende pindalade
suhe aluste suhtega : :

ABH pindala ~ AB ©
AHN pindalasse AN )
Et sirgjooned NH ja BC on rédpjooned, siis
405 5P
AH AN

Vorretel (1) ja (2) on seega parempoolsed osad vordsed,

jarjelikult:

ABC pindala _ 4BH pindala

ABH pindalasse  AHN pindalasse’
et aga A\ AHN=/ DEF(AH=DE, > HAN= > EDF;
2 ANH ~ 2. ACB = >¢ DEF), siis
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ABC pindala ABH pindala
ABH pindalasse . — DEF pindalasse’
s. 0. ABH pindala on ABC ja DEF pindalade keskmine
vordeline, mis oligi tarvis tdestada. )
Mirkides tiivipiiramiidi ruumala V-ga, korguse F£-ga,
alumise pohja ABC pindala B-ga ja iilemise péhja DEF
pindala b-ga, saame :

B __ABH pmdala 3 S e et
ABH phadhases — +—FF ehk ABH pindala =} B.b;

HABC ruumala = 1—9—3H BDEF ruumala = %I;
EABD ruumala = HADB ruumalaga = DABH ruumalaga =
KB.b. H
‘—’—3 )
V= EABC ruumala + BDEF ruumala -+ EADB ruumala =
oy Al O b H
3 + 3 =3

V=§(B—i—b—|—1/8.b).

b) Olgu antud hulknurkne tiivipiiramiid ABCDEA'B'C'D'E'
(joonis 75). Votame veel
kolmnurkse piiramiidi
OMNP, millel on antud pii-
ramiidiga SABODE vordne
korgus ning vordne pohi
Siis onneed piiramiidid vord-
sed. Loikame kolmnurk-
set piiramiidi tasapinnaga
A'B'CD'E kolmnurka
M'N'P'modda. Loikpinnad .
M'N'P' ja A'B'C'D'E'F" on Joonis 75.
vordsed (nr. 73), selle-
parast on ka piiramiidid O'M* N‘P‘ ja SA'B'C'D'E'F" vordsed.

Kui vordsetest piiramiididest SABCDE ja OMNP lahu-
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tame vérdsed piiramiidid SA4'‘B'C'D'E'F* ja OM'N'P', siis
saame vordsed tiiviptiramiidid ABCDEA'B'C'D'E' ja MNP M'N'P".
Kui hulknurkse tiivipiiramiidi korguse mdargime H-ga, pohja
ABCDE pindala B-ga ja pohja A'B'C'D'E' pindala b-ga, siis
on ka kolmnurkse tiivipiiramiidi korgus H, pohja MNP pind-
ala = B ja pohja M'N'P' pindala = b.

= Et aga, nagu juba téestatud,

MNPM'N'P' ruumala = BSH—{— b H—I— Vil b 3b H,

siis ka

ABCDEA'B'C'D'E' ruumala = B—g—}— b. H -+ @3—1’]{

mis oligi tarvis hulknurkse ttiviptiramiidi kohta toestada.

95a. Tiivipliramiidi ABCDEA‘B‘C‘I’E* (joonis 75) ruumala voib
vaadelda kui piiramiidide SABCDE ja SA'B‘C’D'E‘ ruumalade vahet.
Mirgime tiivipiiramiidi ruumala V-ga, korguse H-ga, pbhja ABCDE pind-
ala B-ga ja pohja A‘B‘C‘D’‘E‘ pindala b-ga, piiramiidide SABCDE ja
SA‘B'C'D'E* korgused H, ja Hy-ga ning nende ruumalad V, ja V,, saame:

B . H, b. H, B . Hp?
V1=—3—1; Ve 32 V=Vy—V,;, H=H — H,; T le
Siit jargneb:
H.2
N ML
B b'H22’
7 b.H3 b.H b
V=" '—Vz=3—Hl 7_2.:_2(]113_]{23):

b N _bH[H?  H
— g — B I i+ B = [ k1] =

[y Py,

96. Definitsioon. Kui prismat 16igata tasapinnaga, mis
ei ole pohjaga roobiti, siis nimetatakse kumbagi saadavat
hulktahku tiviprismaks.

Lause. Kolmnwrkse tiviprisma ruwmala vordub kolme
niisuguse piiramiidi ruumala summaga, milledel on prisma
pohi, kwid tipud on pohjaga mitte roobikw lotkepinna tippudes.



TARTU ULIKOOL.

DIDAKTILINE SEMINAAR
M ATIKA JAOSKOND

On antud tiiviprisma AB/CDEF (joonis 76). Tombame
tasapinnad AEB ja EDB. Prisma jaguneb sellega kolmeks
piiramiidiks: EABC, EDFB ja EADB,
kusjuures KABC on {iks neist piiramii-
didest, mis lauses on tihendatud.

Piiramiid EDFB on sama suur. kui
piramiid CAFB, sest et neil on vordsed
pohjad DFB ja AFB (need kolmnurgad
on vordsed, sest neil on iihine alus B,
sest et tipud asuvad sirgjoonel DA /| FB),
kuna tipud & ja C asuvad sirgjoonel ZC,
mis on rt06biti #'B-ga, jarjelikult ka 5
pohjadega. Piiramiidil CAFB vo6ib ti- Joonis 76.
puks votta punkti “F' ja pohjaks ABC.

Siit ndeme, et see on teine lauses noutav piiramiid. Jérje-
likult ZDFB ruumala = CAFB ruumalaga = F'A BC ruumalaga.
/ Piiramiid ZADB on sama suur kui piiramiid CADB,
sest neil on iihine pohi ADB ja vordsed korgused (tipud
E ja C asuvad sirgjoonel EC, mis on roobiti pohjaga).
Vottes ptiramiidil CADB tipuks D ja pohjaks ABC, nieme,
et see piiramiid on kolmas lauses néutav piiramiid. Jarje-
likult: 5

EADB ruumala = CADB ruumalaga = DABC ruumalaga.

D

Sellepdrast ka:

ABCDEF ruumala = EABC ruumalaga -~ EDFB ruumala 4
-+ EADB ruumala = KABC ruumalaga + FABC ruumala
-+ DABC ruumala.

Jireldus. Kui £B-ga mirgime tiiviprisma pohja, H,,
H, ja Hy-ga mitter6obiku loikpinna kolmest tipust pohjale
tommatud ristjooned, siis omandab tiviprisma ruumala V
jargmise kuju:
H, 4+ H,+- Hy

V=B 5
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Kui on antud piist-tiiviprisma, siis on korgused H;, H,
ja H, ta killjeservad; jarjelikult:

Kolmnurkse piist-tiviprisma ruumala vordub kiljeservade
keskmise aritmeetilise ja pohja-pindala korrutisega.

97, Korrapirase piiramiidi elementide suhted (joonis 77).

Olgu antud Korrapdrane piiramiid SABC, mille pdhja kiilg on a.
Siis OC = R on piiramiidi pohja iimberjoonestatud ringi raadius; 0D =r

8 on aga sama pohja sissejoonestatud ringi
raadius (punkt D on UB kesktipis). Mir-
gime %, I ja a-ga vastavalt piiramiidi
korguse, kiiljeserva ja apoteemi.

Et histi voiks lahendada piiramii-
dide kohta antud iilesandeid, peab
moistma enesele selgesti ette kujutada
neli jirgmist kolm nurke: SOD, SOC,
CSD ja OCD, mis annavad iga korra-
pidrase piiramiidi elementide jaoks jirg-
mised vahekorrad : :

a) h2 = a2 — 1?2,

b) B2 =2-— R?,

2
c) P=a2+%,

Joonis 77. o?
d) R=r4g.

Kui on aga piiramiid kolmnurkne, siis saame peale selle veel:

AD aV3
e)r=0D=—3-= 6.’
e

N &

98. Ulesanne. - Leida korrapirase
nelitahu ehk tetracedri ruwmala, kui serva
pikkus on a (joonis 78).

ABCD on korrapdrane nelitahk.
Serva CD keskkoha F iithendame punkti
A ja B-ga. AFE ja BE on vordkiilgsete
kolmnurkade CAD ja DBC korgused, tasa-
pind ABE on risti CD-ga ja tasapinnaga
BCD. Nelitahu korgus AO asub tasa-
pinnas ABE; seega asub punkt O sirg-
joonel BE. Punkt O asub iihtlasi ka kolm-
Joonis 78. nurga DBC teistel mediaanidel ; sellepdrast




BE
OFE = & Et aga AX ja BE on niisuguste vordkiilgsete kolmnurkade
korgused, millede kiilje pikkus on @, sellepdrast ka :

AB= Bl«;:“‘f’ 3

BE
Arvesse vottes, et OF = 3 leiame, et

—_— B =8 8.3a2 2a?
2 — R A = e == —_— —
AO2= AFE 5 gAF2 94 3
Ao_“V2
V3’

Nelitahu ruumala V-ga mirkides, saame :
(BCDpindala). A0 _DC.BE.AO0 a.aV3.aV2 aV2
3 2.3 28 25YB iz

99. Ulesanne. Korrapdirane piramiid SABCD, mille kérgus on
6 m, on pbdhjaga ridbikute tasapindadega loigatud nisugustesse kolme jakku
V, Vyja V, mis subtuvad vsekeskis kui 1:2:3. Leida tasapindade kou-
gused x ja y, piiramiidi tipust arvates (joonis 79).

Mirgime - 16ikpinnad ja piiramiidi pohja vastavalt R, @ ja P-ga. Antud
tingimustel saame :

V=

Woiir Ky L, 1
T =7 , &= 3 ; siit jargneb:
V474V, ¥V SABCD ruumala __ V'
1_'_2_‘_3_1ehk——«6 _Ichk
SABCD ruumala !
P T 2 6;
et aga S______ABCDJuumala _g 6, jarjelikult %—::6
ehk ;: 5

P 6 62 8 e
Et =5, siis #= 5, ehk 2% = 62, ehk @ = /36.

Samati tuleb leida y Joonis 79.

Prismade ja piiramiidide iihtivus.

100. Lause. Kaks prismat ehk piramiidi on whtivad, kut dihe pohi
Ja Kiillgtahk on vastavalt ihtivad teise iihtlaselt asetatud pohja ja kﬁlgtahuga‘i
ning kui nende vahelised kahetahused nurgad on iihtivad.



Olgu kahel prismal (joonis 80) kahetahused nurgad servade AB ja

A‘B’ juures iihtivad, iihtlasi ka prismade pohjad ja kiilgtahud AC ja A4‘C’

- vordsed ning iiht-

D! : laselt asetatud. Ma-

hutame {ihe prisma

teise sisse nii, et

alumised pohjad iih-

tiksid. Servade AB

4 ja A‘B’ juures ole-

vate kahetahuste

8’ e nurkade ithtivuse

tottu liheb tahk AC

Joonis &0. tahku A‘C’ mooda ;

et aga ka tahud

vordsed on, siis nad iihtivad ; jdrjelikult iihtib serv 4D servaga 4‘D‘; siis

peavad aga koik iilejdinud servad ithtima, sest nad on vordsed ja roobikud.

Sellepérast iihtivad ka prismad.

Samati voib seda lauset toestada piiramiidide kohta.

101. Lause. Kaks prismat ehk kaks piiramiidi iihtivad, kui neil on
aluse juures ks kolmetahune nurk vastavalt ihlivate ja iihtlaselt asetatud
tahkudega, sest siis iihtivad ka kolmetahused nurgad (nr. 58); jarjelikult
ithtivad ka kahetahused nurgad, mille tottu iihtivad ka prismad, samati ka
piiramiidid (nr. 101).

Hulktahkude sarnasus.

102. Definitsioon. Kaht hulktahku nimetatakse sarnasteks, kui nende
keha- ehk ruumisnurgad on vastavalt dhtivad, tahud on vastavalt sarnased
ja iihtlaselt asetatud.

Sellest definitsioonist jargneb:

a) Sarnaste hulktahkude kahetahused nurgad ihtivad vastavalt ja on
ithtlaselt asetatud, sest et ruumisnurgad iihtivad.

b) Vastavad servad on vordelised, kui sarnaste hulknurkade vastavad
kiiljed, kusjuures igal kahel korvuseisval hulknurgal on iiks {ihine kiilg.

Sarnaste hulktahkude olemasolu tdendab jirgmine lause.

103. -Lanse. Piramiidi SABCDE (joonis 81) pbhjale ricbiti tom-
matud tasapind abede 16tkab piiramiidist teise, temaga sarnase piramiidi
Sabede.

J Kummagi piiramiidi vastavad tahud on sarnased, sest et 10ikpind
abede on roobiti alusega ABCDE (nr. 71).
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Kolmetahused nurgad 4, B, C, ... iihtivad
vastavalt kolmetahuste nurkadega a, b, ¢, .. ., sest
et nende tasanurgad iihtivad vastavalt ja on iiht-
laselt asetatud (nr. 58). Peale selle on ruumis-
nurk § iihine, Jérjelikult on piiramiidid sarnased.

104. Lause. Kaks kolmnurkset piiramiids
on sarnased, kui meil on iihtiv kahetahune murk,
- mis on vastavalt sarnaste ning iihtlaselt asetaiud
tahkude vahel.

Olgu piiramiididel S ja S (joonis 82) ser-
vade SA ja 8“4’ juures kahetahused nurgad iihti-
vad ja A ASBewn A A8'B, A ASCen pASC.

Joonis 81.

Mahutame piiramiidi 8 piiramiidisse S nii, et neil {ihtiksid tipud S ja' 8
ning kahetahused nurgad SA4 ja SA4‘ Et aga -y A'8'B‘= - ASB ja

= A8'C' = =3 ASC (kolmnurkade
sarnasuse tottu), siis votab piiramiid
S‘A’B‘C* asendi Sabe. Et aga
I B4B=J S’A'B' = Sab  ja
I 8AC =3 §AC' = X Sae, siis
on pdhi abc r66biti pohjaga ACB;
jarjelikult on ka piiramiidid sarnased
(nr. 103). ;

105. Lause. Sarnaseid hulk-
tahkusid voib lahutada vordseks ar-
vuks vastavalt sarnasteks kolmnurk-
seteks piiramiidideks, mis on diht-
laselt asetatud.

Olgu AB ja A‘B’ (joonis 83)
kahe sarnase hulktahu vastavad ser-

S

iy

Joonis 82.

vad. Tipust 4 vilja minevate servade A B, AD ja AC 1opupunktid B, C ja D

ithendame isekeskis ; saame
kolmnurkse piiramiidi ABCD. F

Samati konstrueerime kolm- '
nurkse piiramiidi A‘B‘C’D’

Need kaks vastavat piiramiidi 8 ﬁ‘ /
on sarnased, sest neil on ser- B/
vade AB ja A‘B‘ juures iihti- A A
vad kahetahused nurgad (nr. u’
102), mis seisavad sarnaste ja /

iihtlaselt asetatud tahkude va- g c
hel (AABCw» A A'BC' ja

AN ABDen n A'B'I)), Joonis 83.
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Antud hulktahkudest lahutades sarnased kolmnurksed piiramiidid,
saame sarnased hulktahud, Ja tOesti, nende tahud on vastavalt sarnased,
sest iihed neist on sarnased, kui antud sarnaste hulktahkude tahud, teised,
niit. BDC ja B‘D'C’, on sarnased kui sarnaste piiramiidide vastavad tahud,
ning kolmandaks on moned tahud sellepirast sarnased, et me nad saime
sarnastest hulknurkadest lahutades sarnased ja iihtlaselt asetatud kolmnurgad.
Ka vastavad ruumisnurgad on sarnased kui antud hulktahkude vastavad
ruumisnurgad, ehk sellepirast, et me nad saime, kui iihtivatest ruumis-
nurkadest lahutasime iihtivad ning iihtlaselt asetatud kolmetahused nurgad.

Siit on kerge aru saada, et sedaviisi arutades voime antud hulk-

tahud lahutada vordseks arvuks sarnasteks iihtlaselt asetatud kolmnurkseteks
piiramiidideks.

106. Lause. OSarnaste hulktahkude pinnad suhiuvad nii, kui vasta-
vate servade ruudud.

Uhe hulktahu tahkpindasid mérkides S, S, S3 jne., mirgime teise
temaga sarnase hulktahu vastavate tahkude pinnad s, sy, sy-ga jne. ning
kahe hulktahu vastava serva A4 ja e-ga. Et hulktahkude vastavad tahud
on sarnased ning vastavad servad vordelised, siis saame :

Bf A2 28y o A%y d
Dy ey o e e
siit jdrgneb :

S Sl B e e ok
Sl et X

jarjelikult :
- Si+S+8+... 47

si+otst... o

mis oligi tarvis toestada.

107. Lause.  Sarnaste

2 hulktahkude ruumalad suhtuvad
nii, kut vastavate servade kuubid.

a) Olgu antud kaks sarnast

g kolmnurkset piiramiidi *4BC ja
S‘A‘B‘C’ (joonis 84). Mahutame
piiramiidi S piiramiidisse S nii,
et vordsed kolmetahused nurgad
S‘ ja 8 iihtiksid; siis omandab
pohi A“B‘C’ asendi abc. Kolme-
tahuste nurkade A ja a iihtivuse
B’ tottu on ka =y SAB = =X Sab ja
840 = = Sac; sellepdrast

Joonis 84. AB//ab ja AC [/ ac; siit jirgneb,
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et pbhjade tasapinnad ABC ja abe on réobikud ning pohjad ise on sar-
nased. Piiramiidide ruumalasid, pohjade pindalasid ning korgusi mérkides
vastavalt V ja v, B ja b ning H ja h-ga, saame :

v_BH,

D
Et abc // ABC ja abc »» ABC, siis

B_AB H_ 84 _AB
b T e g
jarjelikult

b) Lahutame kaks antud sarnast hulktahku vordseteks hulkadeks
sarnasteks ja iihtlaselt asetatud kolmnurkseteks piiramiidideks (nr. 105),
millede ruumalad margime vastavalt Vy, Vi, Vy... ja vy, v, v5... 4 ja a
on hulktahkude vastavad servad. Arvesse vottes vastavate servade vordeli-
sust ning p. (@) toestatud lause osa, vdime kirjutada:

VAt . e A 4%

TR e N Rk T
siit jargneb :
O G T i
W W Ty
jarjelikult
Vi Ve Yy s s
T e S as’

mis oligi tarvis tdestada.

Arvutus-iilesanded. o

26. Leida kuubi serv, kui kuup on sama suur kui tdisnurkne réop-
tahukas, mille moddeteks on @, b ja c.

27, Leida korrapdrase kolmnurkse prisma ruumala, kui prisma tais-
pind on S ja kiilgpind on §

28. Leida niisuguse kaldprisma ruumala, mille pohjaks on korra-
pdrane kolmnurk kiiljega @, kui prisma kiiljeserv, vordudes a-ga, on poh-
japinnale kaldu 60° nurga all.

29. Korrapirase kiimmenurkse prisma ruumala on V. Kérgus vordub
pohja kiiljega. Leida pohja kiilg.

30. Leida korrapdrase kolmnurkse piiramiidi ruumala, kui apoteem
on « ja poéhja kiilg on a.
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31. Leida korrapirase kuusnurkse piiramiidi ruumala, kui kdrgus on
63 meetrit ning aluse kiilg on 17 m.

82. Piiramiid, mille kdrgus on H, on jagatud pooleks pohjale ro6biku
tasapinnaga. Leida 16ikprisma kaugus piiramiidi tipust.

33, Pohjale rosbikute tasapindadega on)jagatud piiramiid 3-ks vord-
seks osaks. Uks tema pohja kiilg on a. Leida loigete kiiljed, mis vasta-
vad kiiljele a. .,

34. Pohjale roobikute tasapindadega on piiramiid jagatud 3-ks vord-
seks osaks, Piiramiidi korgus on H. Leida iga osa korgus.

85. Leida korrapirase kaheksatahu ehk oktaeedri ruumala, kui ta
serv = a.

. 86. Leida korraparase nelinurkse tiivipiiramiidi ruumala, Kkui tiivi-
piiramiidi kérgus on H ning pohjade kiilgedeks on a ja b.

87. Piiramiidis, mille pohja-pindala on ¢, on tommatud pohjaga
roobik 16ige, mille pindala on g. Tiivipiiramiidi ruumala on V. Leida tdis-
piiramiidi ruumala. ; ;

38. Piiramiid, mille korgus on H, on jagatud pdhjaga réobikute
tasapindadega osadeks, mis suhtuvad kui 2:3:5. Leida nende tasapindade
kaugus tipust. .

39. Tiivipiiramiidi pohja-pindalad on B ja b, korgus = H. ‘Leida
16ikpindala, kui see loige on pohjaga ro6bik ning kulgeb piiramiidi korguse
keskkohta.

40. Antud kuubi serv on a. Leida sidrase kuubi serv, mille ruumala
on antud kuubi ruumalast kaks korda suurem.
) Miirkus. See kuubi mahu kahendamise iilesanne, mis juba vanast ajast
3 3

tuttav, lahendub kergesti amaliviitilisel teel (nimelt: =1V 2a8=a} 2=
=a.1,25992...), kuid selle iilesande lahendamine konstrueerimise kaudu
(sirkli ja joonlaua abil) on woimatu, sest et otsitava valem'sisaldab eneses
kolmanda astme juure.

41. Leida sadrase piistprisma pind- ja ruumala, mille pohjaks on
niisuguse ringi sissejoonistatud Korrapdrane kolmnurk, mille raadius 7 = 2 m,
korguseks aga on sama ringi imberjoonistatud korrapdrase kuusnurga kiilg.

42, Leida sadrase korrapirase kaheksanurkse prisma pind- ja ruumala,
mille korgus h = 6 arss. ja pohja kiilg @ = 8 verss, |

48. Leida korrapirase kuusnurkse piiramiidi kiilg-pindala ja ruumala,
kui piiramiidi korgus on 1 m ja apoteem siinnitab korgusega nurga 30°,

44. Leida kolmnurkse piiramiidi ruumala, kui piiramiidi iga kiiljeserv
on ! ja pohjaservad on a, b ja c.

45. Olgu antud kolmetahune nurk, mille kdik joonnurgad on tdis-
nurgad. Tema servade peal tipust alates on voetud 10igud : 84 =a, SB=0b
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ja 8C=¢. Labi punktide 4, B ja C on tdmmatud tasapind. Leida piira-
miidi 84 BC ruumala. A5 ‘
46. Piiramiidi kdrgus on h, aga piiramiidi pohi on a kiiljega korra-
- parane kuusnurk. Leida #, mille kaugusel, piiramiidi tipust arvates, on tarvis
tommata piiramiidi pohjale ro6p-tasapind, et nonda moodustatud tiivipiira-
miidi ruumala oleks V. 3

47, Leida @ servaga korrapirase tetraeedri ruumala.

48. Leida a servaga korrapirase oktacedri ruumala.

49. Korrapdrase kuusnurkse tiiviptiramiidi pohjade kiiljed  on.:
a =23 sm ja b= 17 sm, kuna aga selle tiivipiiramiidi ruumala V = 1465 sms,
Leida selle tiivipiiramiidi korgus.

50. Korrapdrase kuusnurkse tiivipiiramiidi ruumala ¥V = 10,5 m3,
korgus h = ¥ 3 m ja alumise pohja kiilg a = 2 m. Leida tiivipiiramiidi
lilemise pohja kiilg. :

51. Leida kolmnurkse tiiviprisma ruumala, kui prisma pdhja kiiljed
on: a=175 b=7 ja ¢c=6,5 Jja kui pdhjale ristservad on: k=2, | =3
jam=4,

52. Kui Kkaugel piiramiidi S4BC tipust S tuleb témmata pohjale
roobik tasapind, mis piiramiidi l6ikaks osadeks, millede ruumaldde siuhe on m ?

53. Leida niisuguse tiivi-roéptahuka ruumala, mille pohjaks on B,
kuna %; ja hy on nurkjoonega iihendatud iillemise pohja tippudest alumisele
pohjale tommatud ristjooned 1),

o4. Piiramiid, mille korgus on &, on pdhjale rocbikute tasapindadega
jagatud kolme ossa m : n : p suhtes. Leida tasapindade kaugus piiramiidi tipust.

59. Kahe sarnase hulktahu ruumalade summa on V, vastavate ser-
vade suhe aga on m:n. Leida hulktahkude ruumalad.

56. Tiivipiiramiidi ruumala jagada pohjadele B ja b roobikute tasa-
pindadega m:n suhtes.

VIIL osa.
Poordkehad ja pinnad.

108.  Definitsioon. Pind, mille me saame joone ABC
(joonis 85) podrdumisel paigalseisva sirgjoone 00" iimber,

1) Kerge on leida, et hy - h, vordub kahe teise ristjoone summaga,
kui need on tdmmatud teise nurkjoonega iihendatud iilemise el poh tippu-
dest alumisele pohjale.

\

§

5
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on pidrdpind. Joon ABC on moodustaja ning
00" on telg.

Keha, mille me saame tasase kujundi
ABCO"0 pbdordumisel telje 00" timber, nimeta-
takse poordkehaks.

Koige lihtsamad poérdkehad on: piist-ring-
Joonis 85. Silinder, piist-ringkoonus ning kera.

Silinder.

109. Definitsioon. Puist-ringsilindriks nimetatakse keha,
mille me saame piistkiliku poordumisel tema tihe kilje vimber
(joonis 86).

Piist-ringsilindri saab moodustada ka CD liikumisel
ringjoont moéoda, kui CD oma endise seisukohaga rddbiti
asendub, kusjuures tema ots liugub ringi
mooda, mille pind on risti CD-ga. Sirgjoont
00' nimetatakse silindri teljeks.

00'-ga risti- olevad joonldigud OD ja
0'C joonestavad poordumisel ringid, mis on
risti 00 -ga (nr. 10, p. b) ja jarjelikult isekeskis
roobiti. Neid ringe nimetatakse silindri poh-

Joonis 86.  jgdeks, kuna nende kaugust teineteisest, s. o.

00', nimetatakse silindri korguseks. Osa si-
lindri pinda, mis on pohjapindade vahel, nimetatakse silindri
kilgpinnaks.

Sirgjoont CD, mille p66rdumisel moodustub silindri kiilg-
pind, nimetatakse moodustajaks.

- Iga sirgjoone CD punkt joonestab péordumisel nii ring-
joone, et ringi pind on teljega risti ning ta raadius vordub
aluse raadiusega; jarjelikult: iga piist-ringsilindri loige tasa-
pinnaga, mis teljega risti, on ring. mis ihtib pohjaga.

Kui silindri moodustaja ei ole pohjaga risti, siis nime-
tatakse seesugust silindrit kald-Silindriks.

Kaldsilinder moodustatakse sirgjoone liikumisel, mis




- roobiti liikuv sirgjoon KN (joonis 87). Joont MNP nime-

- moodustajaga ega silindri pohjaga, siis on Ioikjoon kover-

3

roobiti endise asendiga, ringjoont mé6da, kusjuures ringi pind
ei ole sirgjoonega risti. 2

Et me alamal vaatleme ainult piist-ringsilindri omadusi,
siis nimetame teda lihtsalt silindriks!).

®

110. Silindri ja tasapinna suhteline asend.  Silindri kiilgpinna
punktist A (joonis 88) témbame tasapinna P, mis oleks ro6bik teljega 00
ning jarjelikult ka moodustajaga?). Punktist 4+ 00'-ga ro6biti tommatud
sirgjoon A A“ on iihtlasi silindri pinna kui ka tasapinna P peal (vastasel
korral oleks punktist 4 voimalik tommata kaks sirgjoont, mis-oleksid 00*-ga
160biti); jarjelikult on joon 44’ tasapinna ja silindri 15ikjooneks. Siin voib
ette tulla kolm jirgmist juhust.

a) Tasapinna P kaugus silindri teliest on pohja raadiusest vihem
(joonis 88). Sel juhusel ldikab sirge " AR aluse ringjoont kahes punktis
A ja B, ning tasapind P l6ikab silindrit
kaht moodustajat AA‘ ja BB’ mooda,
mis  kulgevad punktid 4 ja B. Sellest
jdrgneb, et kujund 4.4‘B’B on piistkiilik.

b) Tasapinna P kaugus teljest on
pohja raadiusest suurem. Sel juhusel
ei loika 4B pohja ringjoont ning tasa-
pinnal P puudub silindriga iihine punkt.

¢) Tasapinna P kaugus teljest
vordub pchja raadiusega (joonis 89). Joonis 88. Joonis 89.

Sel juhusel on sirge AL pohja-ring-
joonele puutejooneks, ning tasapinnal 7 on silindriga ainus dihine sirge A A’
nimelt moodustaja, mis kulgeb puutepunkti A. Tasapinda P nimetatakse

- sel juhusel puutepinnaks, kuna sirget 44’ — puutejooneks nimetatakse.

111.  Lause. Silindri telge ning puvtejoont kulgev tasapind on risti
puutepinnaga (joonis 89). ‘

Aluse ringjoonele on puatejooneks AL, mis on témmatud pohja-
tasapinnal risti OA-ga. _Olles risti 04 ja AA*-ga, on ta risti ka tasa-

1) Uldiselt nimetatakse silindri pinnaks pinda, mille
moodustab joont MNP mooda alati enese endise asendiga

tatakse juhtjooneks ehk direktrissiks. Kui juhtjoon on
sirgjoon, siis muutub silindri pind tasapinnaks.
2) Kui silindrit 1digata tasapinnaga, mis ei ole roobik

joon, mida nimetatakse ellipsiks. Joonis 87.
2 s
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pinnaga 00‘A’A ; sellepdrast on ka teda kulgev puutepind P risti tasa-
pinnaga 00‘A’A, mis oligi tarvis toestada.

112. Mirkus. Tuleb tihendada, et kéik silindri, puutepinnad on
teljega roobiti. Sellest jargneb, et kui sirge ei ole teljega roobik, siis ei voi
temast silindri puutepinda labi tommata. Vastupidi, kui sirge on teljega roobik,
siis on kéik teda kulgevad tasapinnad teljega roobiknd ; tasapindade hulgast
on kerge leida silindri puutepindul).

Viljaspool silindrit asuvast joonest voib silindrile tommata kaks puute-
pinda; kui aga sirge asub silindri pinnal, siis liituvad puutepinnad iihte.

- 113. Lause. Silindri  iilgpind vérdub  pohja-ringjoone
ja korguse korrutisega (joonis 90). B

Silindri pohja-ringjoone sisse korraparast hulknurka joones-
tades konstrueerime saadud hulknurga kui pohja peale prisma,
mille kiiljeservadeks oleks silindri moodustajad ning teiseks
pohjaks silindri teise pohja joonestatud hulknurk. Prisma kiilje-
pind vordub pohja iimbermdddut p ja korguse H korrutisega. Kui
prisma pohja kiilgede arvu hakkame lopmata kahendama, siis

At pitiiab tema iimbermdot silindri aluse ring-
@ ¢ jooneks C saada; prisma korgus jaab selle
' juures muutumata ja vordub silindri korgu-
sega. Niiviisi piiiiab prisma kiilg - pindala,

vordudes '
A\ 4 Wi Eor
gD saada piiril

G . H-Kks;
see piir voetaksegi silindri kﬁlg-pindaiaks.
Jireldus. Kui silindri pohja raadius on R, siis C=2aR

ning silindri kilgpind ° .
==l . H.

Joonis 90.

Ft.saada silindri tdis-pindala, tuleb tema k\‘ilg-pindalagai
liita kahe pohja pindalad; niiviisi on silindri tdis-pindala: i
onRH--2nR? = 2aR(H - B). |

1) Selleks on tarvis antud sirge mingist punktist 3 tommata tcljclcj
rist-tasapind P. Saadud  tasapinnas tommata punktist.M puutejoon ring-|
joonele, mida moéoda tasapind loikas silindrit. Kumbki neist puutejoontest
iihes antud sirgega midravad silindri puutepinna.
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114.  Lause. Silindri ruwmala vordub pohi-pindala ja
kirquse korrutisega (joonis 90).

Joonestame silindrisse korrapérase prisma. Margime prisma
pohi-pindala B’-ga,=silindri pohi-pindala B-ga ning H-ga nende
iihise korguse. Prisma ruumala vordub pohi-pindala B’ ja kor-
guse H korrutisega. Kui pohja kiilgede arvu hakkame 1opmata
kahendama, siis piiliab pindala B’ saada B-ks; kirgus H jaib
muutumata. Niiviisi piiiab prisma ruumala, vordudes

BL G H,
saada piiril
B . H-ks;
see piir voetaksegi silindri ruumalaks.
Jireldus. Kui silindri pohja raadius on R, siis B= nR2

ning silindri ruumala
V== mln H

Koonus.

115.  Definitsioon. Piist-ringkoonuseks nimetatakse keha,
mis saadakse tdisnurkse kolmnurga piordumisel vihe tema kaa-
teti Zimber (joonis 91). S

Paigalseisvat kaatetit OS nimetatakse A\
teljeks ning korguseks; ringi, moodustatud ;\\
teise kaatetiga OA, — pohjaks ja punkti S

— koonuse tipuks. Hiipotenuusi A8 liiku- et \
misel moodustatud pinda nimetatakse koo- . | 41:___(})_ i 7Y
nuse kulgpinnaks, hiipotenuusi AS ennast

— moodustajaks. Joonis 91.

Piist-ringkoonust v6ib moodustada
sirge SA liikumisel, kusjuures iiks selle sirge 1opupunkt liigub
ringjoont moédda, teine 1opupunkt S asub ringi sentrist tom-
matud ristjoonel!).

1) Koonusgpinnaks nimetatakse iildse pinda, mida moodustatakse sirge
SA (joonis 92) liikumisel, kusjuures sirge iiks punkt paigal seisab, kuna teine
punkt mingit joont A BC mooda liigub; joont A BC nimetatakse JuhlJooneks
Kui juhtjoon on sirge, siis koonuse pind muutub tasapinnaks.
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Et me siin ainult piist-ringkoonuse omadusi tundma
opime, siis nimetame teda lihtsalt koonuseks.

116.  Lause. Koonuse loige pohjale riohiku tasapinnaga

on ringjoon.

Loigaku koonuse pohjaga roobiti tommatud tasapind LM

Joonis 92.

(joonis 93) koonust mingit
joont LbaM moéda. Selle
joone  kaht mistahes
punkti a ja b ithendades
tipuga B ning punkti
o-ga, saame kaks iihtivat
tdisnurkset = kolmnurka
(Bo = Bo,
2 0Ba = 2 oBb);
jarjelikult oa =o0b, s. o.

joon LbaM on ringjoon, mis oligi tarvis tdestada.

117. Vaatame koonuse l6ikamist tasapinnaga P (joonis 94), kusjuures
tasapind tlppu 81) kulgeb. Kui tasapinnal P on koonusega peale punkti S

Joonis 94.

veel mingi leine ithine punkt 7', siis
on moodustaja ST niihdsti koonuse
kui ka taspinna P peal, s. o. nende
puutejooneks. Niiviisi v6ib juhtuda,
et tasapind P loikab koonust iiht
ehk mitut moodustajat méoda :

a) Kui sirge AT loikab aluse
ringjoont kahes punktis, siis loikab
tasapind P koonust kaht mocdus-
tajat mooda.

b) Kui sirge AT ei 16ika aluse
ringjoont, siis tasapind P ei l0ika
koonust.

c¢) Kui sirge A7 puutub ring-

joont O punktis 7, siis on tasapinnal P ainus koonuse moodustaja; sel

juhusel puutub tasapind P koonust moodustajat ST mooda. Arutades sar-

k4

1) Koonuse Idikamisel tasapinnaga, mis ei ole rosbiti pohjaga ega
kulge tippu, saame koverad, niinimetatud koonuse loiked (ellips, parabool
ehk hiiperbool), mida ei vaadelda elementaargeomeetrias.
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naselt, nagu ar. 11l-s, voib toestada, et tasapind SOT, mis kulgeb teige
80 ja puutejoont ST, on risti puute-tasapinnaga P.

118. Lause. Koonuse Fkilg-pindala vordub pohja-ring-
: ; (Bi] !
joone ja moodustaja ) korrutisega.

Joonestame koonuse pohja iimber korrapirase hulknurga
ning ithendame hulknurga tipud koonuse tipuga; saame kor-
rapdrase {imberjoonestatud piiramiidi. Selle piiramiidi kiilg-
pind vordub péhja iimbermoddu P ja apoteemi SN=1, s. o.
koonuse moodustaja poole korrutisega.
Kui hakkame ptiramiidi pohja kiilgede
arvu lopmata kahendama, siis piiiiab
limberm66t P saada koonuse pdhja-ring-
joone C pikkuseks; apoteem jaab koik
see aeg muutumata. Niiviisi piitiab pii-
ramiidi kiilje-pindala, vordudes

D 5
-2'"7

0 2'« —l ) Joonis 95.

see piir voetaksegi koonuse kiilg-pindalaks.

- <

piiril saada

Jiireldus. Kui koonuse pohja raadius on », siis C=2ar
ning koonuse kiilg-pindala

S="—=mrl;

~ koonuse tdis-pindala saame, kui kiilg-pindala liidame pohi-
~ pindalaga; saame:
aorl 4 wor? = qr(l+ 7).

119. Lause. Koonuse ruumala virdub pohi-pindala ja

 korguse -, korrutisega.

3
| Joonestame koonuse iimber korrapdrase piiramiidi. Mér-
- gime piiramiidi pchi-pindala B'-ga, koonuse pohi-pindala
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aga B-ga. Piiramiidi ruumala vordub pohi-pindala B* ja kor-
guse H% korrutisega. Kui hakkame piiramiidi pohja kiilgede

arvu lopmata kahendama, siis piiiiab piiramiidi pohi-pindala
B’ saada koonuse pohipinnaks B, korgus jaab aga muutumata.
Niiviisi piitiab piiramiidi ruumala, vordudes:

B.H
3_’

A piiril saada:
; BistH
3 )
see piir voetaksegi koonuse ruumalaks.

Jireldus. Kui koonuse pdhja raadius on 7, siis B = m?,
ning koonuse ruumala -

Ve wr? £
Tiivikoonus.

120. Definitsioon. Osa koonusest PMET (joonis 96),
mis asub poh]a PT ja temaga r60biku l1oikepinna ME vahel,

z nimetatakse tivikoonuseks. Ringe PT ja ME 4
nimetatakse pohjadeks, sirget ET — moodusta-
e jaks. Loiget DN, mis risti teljega AB tema
£ keskkohas C, nimetatakse keskloikeks.

Tiivikoonus moodustub tdisnurkse tra-
petsi AETB poodrdumisel AB iimber.

121. Lause. Tivikoonuse Iiilg-pindala
vordub pohjade ringjoonte summa ja moodustaja
Ly korrutisega.

Joonestame tiivikoonuse molema pohja

Joonis 96.  {imber samanimelised korrapirased hulknur-
gad ning iithendame nende vastavad tipud.
Saame korrapirase tiivipiiramiidi. Margime € ja ¢-ga koonuse




43
pohjade ringjooned, P ja p-ga piiramiidi pohjade iimbermdote
ning l-ga piiramiidi apoteemi, s. o. koonuse moodustaja.

Kui piiramiidi p3hjade kiilgede arvu hakkame 16pmata
kahendama, siis piiiiab P saada C-ks, p — e¢-ks, kuna apoteem
ehk koonuse moodustaja jadb muutumata. Tivipiramiidi
kiilgpind piiiiab, vordudes

(Bt
3

piiril saada:

(Ot
2 )
mis voetaksegi tiivikoonuse kiilgpinnaks.

1 jireldus. Kui R ja » on koonuse pdhjade raadiused,
siis C=2aR ja ¢ = 27 ning tiivikoonuse kiilgpind

L il L 15

2
2. jireldus. Kui DN (joonis 96) on tiivikoonuse kesk-
mine 10ige, siis trapetsist PMAB saame:
B+r,
1)0_“2 —;

selleparast
s=?£3;£9_l —2%DOC.1,

s. 0. tiwikoonuse kilgpind vordub keskloike-ringjoone ja* moo-
dustaja korrutisega.

3. jireldus. Et leida tiivikoonuse tais-pindala, -tuleb
kiilg-pindalaga liita molema pohja pindalad; sellepdrast on
tiivikoonuse tdis-pindala:

A R+r)l+w R,

122. Miirkus. Silindrit ja koonust vdib vaadelda kui tiivikoonuse
piirjuhuseid : kui tiivikoonuse moodustaja trapets muutub piistkiilikyks (s. o.
kui r6opkiiljed R ja r muutuvad vardseteks), siis muutub titvikoonus silindriks;
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kui aga trapets muutub kolmnurgaks (s. o. kui iiks roopkiilgedest ‘muutub
nulliks), siis muutub tiivikoonus koonuseks. Niiviisi, valemis :

S=n(R-+ri;
oletades, et R = », saame :

S =2arl (silindri kiilgpind);

oletades aga, et R = O, saame

S = nrl (koonuse kiilgpind).

123. Lause. Tivikoonuse ruumala vordub kolme niisu-
guse koonuse ruumala summaga, willedel on tivikoonusega tikine
korgus, kuna pohjadeks on: esimesel —- tiwikoonuse alumine pohi,
teisel — dilemine pohi wing kolmandal — molema pohja kesk-
mine vordeline.

Mirgime B' ja b'-ga sisse- v6i timberjoonestatud tiivi-
piiramiidi pohjade pindalad, B ja b-ga koonuse pchjade pind-
alad ning H-ga nende iihise korguse. Kui piiramiidi pohjade
kiilgede arvu l6pmata kahendada, siis piiiab B' saada B-ks,
b' — b-ks, kuna korgus H jaab muutumata. Sellepérast piiiiab
tiiviptiramiidi ruumala, vordudes:

H R
3B+ VB D),
piiril saada:
H o
3B+b+VBD),
mis voetaksegi tiivikoonuse ruumalaks.
+Siit on kerge naha, et tiivikoonuse ruumala vordub kolme
niisuguse koonuse ruumala summaga, millest oli lauses
raagitud.
Jireldus. Kui R ja r on koonuse pohjade raadiused,
siis B=ak? ja b= % ning tiivikoonuse ruumala

V=2 w2y R
ehk
V="M R Rr).
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124, Mirkus.  Silindril ja koonusel, nagu igal psordkehal, on l6p-
mata hulk siimmeetria tasapindw: iga tasapind, mis kulgeb poorlemistelge,
on siimmeetria-tasapind.

Sarnased silindrid ja koonused.

125. Definitsioon. Kahi silindrit v6i koonust nimetatakse sarnas-
teks, kui nad on moodustatud sarnaste pistkiilikute ehk kolmnurkade péor-
dumisel vastava Tiilje iimber.

Lause. Sarnaste silindrite kiilg- ehl: tiis-pindalad suhtuvad nonda
kwi raadiuste vor korguste ruudud, ruumalad aga kur raadiuste voi kor-
guste kuubid.

a) Olgu sarnaste silindrite kérgusteks H ja h ning pohjade raadius-

teks R ja r. Definitsioonist jargneb:
o

h

< | &

F]

siit jirgneb:
HHE R
h+r 1’
Mirgime sarnaste silindrite ruumalad V ja v-ga, kiilgpinnad S ja s-ga
ning tdispinnad § ja s’-ga. Siis:
8o 2aehvHl R Heivhe L
s 2mh r ' h 12 R’
N 52t BB L g af B 8 R HR, $ 5Pl
8  2arh42arr  2mr(hfr) v hFr 2 R’
Kasietr s Al RS HP
v mwrh 12 h . hB°

b) Sarnaste koonuste kohta voib antud lauset samati tdestada.

IX osa.

Kera (sfiiir).

126. Definitsioon. Poolringi pisrdumisel labimoodu ehk
diameetri vimber moodustatud keha wimetatakse keraks ehk
sfddriks, kuna pool-ringjoonega moodustatud pinda — kera ehk
sfdari pinnaks nimetatakse.



Arusaadav, et kerapind on ruwmi punktide geomeetriline
koht, kusjuures punktid on kdoik uhekaugusel ithest punktist,
nimelt keskpunktist.

Sirgjoont, mis iihendab keskpunkti kerapinna mingi
punktiga, nimetatakse raadiuseks. Kaht kerapinna punkti
ithendaja sirge, mis kulgeb keskpunkti, nimetatakse kera libi-
mooduks ehk diameetriks. Sellest definitsioonist jargneb, et
koik raadiused on isekeskis vordsed ning 1abimdst vordub
kahe raadlusega

Kaks vordsete raadiustega kera on vordsed, sest et nad
tithtivad.

Kera keskpunkti kulgevat tasapinda nimetatakse [libi-
moodu-tasapinnaks.

Kui kera pinda l6igata labimoodu-tasapinnaga, siis on
koik loikjoone punktid, asetsedes kera pinnal, iihekaugusel
16ik-tasapinnal asuvast kera keskpunktist; jarjelikult, 15ik-
jooneks on ringjoon, mille raadiuseks ja keskpunktiks on kera
raadius.ja keskpunkt; seda ldiget nimetatakse kera suurringiks

Kerapind jaotab ruumi kahte ossa: sisemisse, mille iga punkti
kaugus keskpunktist on raadiusest viahem, ning valimisse, mille
iga punkti kaugus keskpunktist on raadiusest suurem; iihest

ruumi osast teise minnes peame kerapinda kulgema.

127. Lause. Tasapind loikab kerapinda ringjoont miiida
(joonis 97).

Toestame, et kerapinda l6igates tasapinna P-ga saame
ringjoone. Uhendades 16ikjoone kaht mistahes punkti B ja F
kera keskpunktiga, saame kaks tdisnurk-
set kolmnurka AOB ja AOF, milledest
saame :

AB=V OB _ 042 =V R — 0A®

AF=VOoP— 082 =V r— 0&;
jarjelikult :

AB= AF, :
s. o. et Idoikjoon BFB’ on ringioon. Joonis 97.




Jiireldus.  Tahendades kera raadiust, 16ikringi raadiust
ning 1sikpinna kaugust kera keskpunktist vastavalt &, r ja
d-ga, saame:

r=VE—a.

Saadud valemi vaatlemisest jargneb :

a) Loikpinnad on vdrdsed, kui nad kera keskpunktist
iihekaugusel asuvad.

b) Kahest loikpinnast on see suurem, mis kera kesk-
punktile lahemal asub.

¢) Koige suurem lsikpind saadakse, kui d =o, s. 0. kui
Ioikpind kulgeb keskpunkti. Sellepdrast on ka tema nimetus
suwrring oige. Teisi kera 16ikpindu nimetatakse vdikeringideks.

128. Suurringide omadused.

a) Suurringid jaguvad vastastikku pooleks, sest nende 15ik-
sirgjoon, kulgedes keskpunkti, on nende iihiseks labimooduks.

b) Suurring jagab kera ja tema pimna kaheks vordseks
osaks, sest need osad iihtivad, kui neid suurringi 14btmoodu
itmber keerata 180° vorra.

129. Lause. Kui tasapinma P kaugus OC kera kesk-
punktist virdub raadiusega, siis on tasapinnal ja kerapinnal
ainus iithine punkt C (joonis 98).

Kui kera keskpunkti O iihendada - ”
tasapinna P mistahes punktiga 4, siis i 67 ) /
on kaldjoon OA alati suurem ristjoo- EY
nest-OC, s. o. raadiusest. Siit jargneb, 0
et punkt 4 on viljaspool kera.

Tasapinda, millel on kerapinnaga - T
ainus dhine punkt, nimetatakse puute- 3
pinnaks, dhist punkti C -— puute:
punlktiks. i

Arusaadav, et puutepunkti C kulgevail sirgeil, mis asuvad
tasapinnal P, on kerapinnaga ka ainus iihine punkt; neid
sirgeid nimetatakse puutesirgeteks.

s
4

Joonis 98.



130. Vastupidine lause. Kera puute-tasapind P (joonis 98)
on puutepunkti C tommatud raadiusega risti.

Et punkt C on tasapinnal ja kerapinnal ainsaks iihiseks
punktiks, siis on iga teine punkt 4 viljaspool kerapinda;
sellepdrast on ka kaugus OA suurem raadiusest OC. Jirje-
likult on OC koige lithem kaugus kera keskpunktist tasa-
pinnani P, s. 0. OC on risti tasapinnaga P.

131.  Lausse. - Uhisest punktist 8 kerale {ommatud puute-
sirged on isekeskis vordsed (joonis 99), sest igaiiks neist vordub

V80— Re.

Sissejoonestatud kera.

182, Olgu punkt S viljaspool kera 0. Tdmbame tasapinna, mis
kulgeb SO ja loikab kera suurringi ALB moéda. Tommates punktist S
suurringile puutuja SL (ta on ka kerate puutujaks), podrame koik selle
kujundi SB kui telje @imber. = Siis joonestab ting ALB kerapinna," kuna
puutuja 8L joonestab koonuse kiilgpinna. See koonus on kera imber
Joonestatud, kuna kera on koonuse sisse Joonestatud.  Umberjoonestatud
koonus puutub kera ringi LNM mooda, mida nimetatakse puuteringiks.

Kui punkt S, millest on tommatud puutujad, hakkab liikuma libimoodu
AB sihis lopmatusse, siis muutuvad puutujad ré6pjoonteks, ning  koonus
SLNM (joonis 99) piitiab imber-
Joonestatud silindriks saada ( joo-
nis 100) ; sel korral muutub puu-
tering sissejoonestatud kera suur-

\ ringiks, mis on risti AB-ga.
PUSERs DR Keral ja iimberjoonestatud

/ sibindril on suurringi igas punk-

S

tis iiks ja sama puutepind.

L Niihisti kera kui ka silindri
puutepinnad, mis kulgevad iihe
ja sama suurringi punkti .A° (joo-
Joonis 99. Joonis 100. nis 100), on risti raadiusega 04",
jérjelikult puutepinnad iihtivad.

133, “Ulesanne. Koonusesse, mille moodustaja = 1 ja raadius = R,
on joonestatud kera (joonis 101).  Leida puuteringi raadius z.
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7Y

A\ ASB ja A CSD sarnasusest saame :

x  C8 2. e 2
E = l—- ehk: T{ == I :
Et ithest punktist kerale tommatud puutuyad on
vérdsed siis

AC=AB=R, "
jarjelikult
l——_R
B Rl
millest jargneb, et:
s R :
=7 (I — R). Joonis 101.

184, Ulesanne. H kérgusega koonusesse on joonestatud R raadiu-
sega kera. Leida koonuse ruumala V (joonis 102).
Olgu antud: 4D =H ja OF=R. Kolmnurkade 4DC ja AOF
sarnasusest saame:
DC _AD A D(, S oy
0F = AF ar’ %8 A

AP="Yy 00 . ozve—V(H—u)z 2 P A
p

=V H:-2HR=VHH—-2R);

jarjelikult '
QQ— H ;[ > ¢

R~ VHMH—2 m

millest saame Joonis 102.
. RH
PO e
VHH-—2 R)
sellepirast
g DC2 4D b g RAGHS S R H2
3 3H(H—-2R) 8(H—2R)

Kahe Kkera suhteline asend.

135. Et kahe kera O ja O’ suhtelist asendit tundma oppida, vaatame
kesksirget (sentrijoont) OO kui péérdumistelge ning tombame temast ldbi
tasapinna, mis loikab kerad kaht suurringi modda. Suurringide suhtelist
asendit tandma Oppides voime tuletada jirgmised viis kera suhtelise asendi
juhust.

a) Kahe kera keskpunktide kaugus on suurem nende raadiuste sum-
mast ; aru.saadav. et sel juhusel keradel puudub iihine punkt (joonis 103).
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b) Keskpunktide kaugus vordub raadiuste summaga (joonis 104); kesk-
sirget kulgev tasapind 16ikab kerad suurringe médéda, mis puutuvad teine-
teist kesksirgel olevas punktis 4; punktist A vOib tdmmata tasapinna, mis
on molemale kerale puutepinnaks, kusjuures
kerad asuvad teine teisel pool puutepinda. Sel
juhusel nimetatakse neid kerasid wiliselt teine-
teist puutuvateks keradeks, nende ainust iihist

punkti — puutepunktiks. J\
c) Keskpunktide kaugus on raadiuste / 3

/k‘;\ \ 1/\ / e
e e o

- -
Joonis 103. Joonis 104.

summast vihem ja vahest suurem; sel juhusel 16ikuvad ringid O ja 0’ (joonis
105) punktis A4, viljaspool kesksirget; see punkt on kerapindade iihiseks
punktiks. Punkt A4, poordudes telje OO {imber, joonestab ringjoone, mis
on kummalegi kerapinnale iihine, kuna ringi pind on risti kesksirgega. Nagu
sellest ndha, on kerade 1dikpinnaks ring.

Joonis 105. Joonis 106. Joonis 107.
d) Keskpunktide kaugus vordub raadiuste vahega; kerad puutuvad
sel juhusel sisemiselt (joonis 106).

e) Keskpunktide kaugus on raadiuste vahest vihem; —sel juhusel
(joonis 107) asub iiks kera teise sees nii, et neil ei ole mingit iihist punkti.
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Kera ning tema osade pind ja ruumala.

136. Definitsioon. Osa kerapinda, mis
asub ridp-tasapindade AA"' ja BB (joonis 108)
vahel, nimetatakse keravooks.

Keraosa, mis asub ridp-tasapindade
AA' ja BB' vahel, nimetatakse kerakihiks.

Roopringisid 44' ja BB' nimetatakse
kerakihi pohjadeks, nende kaugust NP —
kerakihi voi vo0 korguseks.

Osa kerapinda LBB', mis on loigatud mingi tasapinnaga
BB', nimetatakse kera loigupinnaks, kera osa aga, mis on
loigatud sama tasapinnaga — keraldiguks.

Ringi BB' nimetatakse 16igu pohjaks, raadiuse osa LN
aga, mis on alusega risti, — 13igu korquseks.

Arusaadav, et ldigupinda, voib vaadelda kui keravod
piirtahendust juhusel, kui pohi BB, liikudes enese endise
seisukohaga ro6biti, muutub kerale puutepinnaks punktis L.

Keravood (ehk loigupinda) voib defineerida kui pinda,
mis moodustatakse kaare AB piirdumisel libimoodu LD iimber;
jarjelikult kerakihti ja -l6iku voib vaadelda kui péordkehasid.

Keha, mis moodustatakse ringisektori OAB poordumisel teda
mitte loikava ldbimoodu LD dimber, nimetatakse kerasektoriks
(joonis 108). Kerasektorit mirgitakse viie tdhega: ABOA'B:
tema pind seisab koos kahest koonusepinnast ning keravo-
pinnast, mida nimetatakse kerasektori pohjaks. Erijuhusel voib
poordumistelg iihtida tihe p6orduva ringisektori raadiusega;
nii n4it. ringisektor OBL, péordudes telje OL iimber, moodus-
tab kerasektori OBLB', mida piirab - iihest
kiiljest I16igupind, teisest kiiljest koonusepind. |’

137. Lause. Pind, moodustuv sirglvigu " [™
AB paoordumisel telje imber, mis sirget ei loika 't\
ega ole temaga risti, kuid asub sirgega dihel
tasapinnal, vordub sirge projektsiooniga MN N]C
teljele, korrutatud selle ringjoone pikkusega, )
mille raadiuseks on sirge keskkohast telje loika-
miseni tommatud ristjoon EF (joonis 109).

Joonis 108.

Joonis 109.

6
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Sirglsign  AB p(‘)(‘jrdmuisel' moodustub  tiivikoonuse
kiilgpind. Tommates DE /| ND, saame DE; mis on keskloike
raadius ; selleparast (nr. 121 p. 2): ‘

AB pindala') = 27.DE.AB. (1)

Kolmnurkade CAB ja DEF' sarnasusest (kiiljed on vas-
tastikku risti) saame:
2’;:‘40 ehk DE.AB= EF. AC = EF . MN
ning valemisse (1) pannes DE.AB asemele EF. MN, saame:
AB pindala = 2n.EF.MN= MN.2x.EF,

mis oligi tarvis tdestada.
Kui punkt 4 asub teljel X'V, siis, vottes AM = 0, leiame, et
koik eespool-toodud valemid on, 6iged ning 16puvalem ei muutu.
Kui sirgloik AB on roobik teljega XY, siis muutub

lause toestus lihtsamaks, sest poordpinnaks on silindripind.-

138. Lause. . Pind, moodustuv korrapirase murdjoone
ABCD (joonis 110) pdordumisel ringjoone O libimoodw dimber,
mis murdjoont ei lotka, vordub murdjoone projektsiooniga A'D'
diameetrile, korrutatud niisuguse ringjoone pikkuseqa, mille
raadiuseks on murdjoone apoteem a.

- Korrapirane murdjoon ABCD on joonesta-

BC ja CD kaugused keskpunktist O on vordsed.

ABCD pindala?) = AB pindala + BC pmdala -
+ CD pindala.
Et aga  AB pindala = A'B'. 2mwa
BC pindala = B'C'. 27a
CD pinda]a E= SN jar]elmult
Y ABCD pindala = 2ma (4'B‘+ B'C! —l—C‘ ) =
Joonis 110. = S e A Y Dr

1) ,AB pindala“ tihendab ,AB poéordumisel moodustatud pinda*.
2) ,ABCD pindala“ tihendab ,murdjoone ABCD poordumisel
moodustatud pinda“. -

tud ringjoone O kaarde ABCD. Sirgloikude 4B,
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Arusaadav, et lause ei olene murdjoone kiilgede arvust
ja jaab maksma ka siis, kui murdjoone lopupunktid iihtivad
~ 14bim6o6du “16pupunktega.

Kui aga murdjoon on timberjoonestatud, siis on tema
apoteem R ja murdjoone poordumisel moodustatud pindala

vordub A'D' .27 R.
i 139. Lause. Keraviio pindala vordub tema kirguse ja
 suurringi ringjoone korrutisega.

Olgu keravod saadud kaare AD (joonis 110) poérdumisel
labimdodu {imber. Joonestame kaarde korrapidrase murdjoomne
ABCD, mille apoteem on a. Murdjoone pé6rdumisel telje
XY timber moodustub pind, mis vordub

A'D' . 2na.

Kui murdjoone kiilgede arvu hakkame I6pmata kahen-
dama, siis jadb ta projektsioon A'D' labimoddule endiseks,
kuna apoteem a piiiiab saada raadiuseks R; jarjelikult, ka
pind piiiiab piiril saada -

7 A'D' U BnR. 0N

See piir voetaksegi kerav6d pindalaks. Véttes A'D' = H,

saame
AD pindala = H.2xR.

Jireldus. Keraloigu pindala vordub ta korguse ja suwr-
ringi ringjoone korrutisega, sest 156igu pind on keravod pinna
erijuhus. '

140. Lause. Kera pindala vordub 4nR? kusjuures R
on kera raadius. ¢

Poolkera pindala, kui R korgusega keraldigu pindala,
vordub eelmise pohjal:

R .2rR; .
jarjelikult, kera pindalasvordub:
' R . 2nR = 47R>. :
1. jiveldus. Kera pindala virdub neljakordse suurringi

pindalaga.
6*



2. jireldus. Kerade pindalad suhtuvad nonda, kui nende
raadiuste ruudud. Kuvi R ja R' on kerade raadiused ning
S ja S kerade pindalad, siis

8 =4nR? ja S'=4nR?,
millest jargneb, et
S R2 2

141. Lause. Kui keha moodustub kolmnurga piordu-
misel telje timber, mas, kulgedes ikt ta tippu, ei loika teda, vaid
asub kolmnurgagae dihel tasapinnal, siis vordub selle keha
ruumala - vastaskiiljega  moodustatud pinna ja sellele Fiiljele

tommatud — korguse korrutisega.

3

¢ Vaatame kolme juhust:
7 P a) Kolmnurga ABC (joonis 111) <iks
, kiilyg AB wihtib poordumisteljega XY

Sel juhusel saadud poordkeha ruumala
vordub taisnurgeliste kolmnurkade BDC ja
ADC poordumisel moodustatud kahe koo-
nuse ruumalade summaga. Tommates
DC | AB ja BF | AC, saame:

ABC ruumalal) =
= DBC ruumala -+ ADC ruumala =

aDC*. BD | @.DC*. 4D

¥ 9 e 3 3
Joonis 111.
. et DOZ(BD—]—AD) = @3‘-45 (1).
Et A 4BO pindala =222 20 5, A0 R (g B DQ_
_ AC.BF

R millest
AB. DC=AC. BF.

1) ,ABC ruumala® tihendab ,kolmnurga 4 BC péordumisel moodus-
tatud keha ruumala“.
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Asendades valemisse (1) korrutise AB . DC asemele

AC.BF, saame:

ABC ruumala'=n'DC‘54C'BF;
et aga korrutis @.DC.AC on kilje AC po6rdumisel moo-
dustatud koonuse kiilg-pindala avaldus, siis

ABC ruumala = (AC pindala).gg — (AC pindala) g

Kui nurk A4 on niiri, siis 4BC
ruumala vordub kahe koonuse ruum-
alade vahega, ning lause toestub sa-
mal viisil. ;

b) Mitte iikski kolmnurga kiilg et
iihti  podrdumisteljega ega ole temaga
roobik.

Pikendades kiilje AC (joonis 112)
kuni 16ikumiseni teljega X punktis D, ;
saame : G B d

ABC ruumala == A
= DBC ruumala — DBA ruumala = *

= (DCpindala). % — (DA pindala). g ==

Joonis 112.

=’; (DC pindala — DA pindala) =
S5 h
= (AC pindala) . 3"

¢) Kolmnurga ABC iiks killg AC on tel- =
jega. XY rigbik (joonis 113). &

Saame:

ABC ruumala = DCAL ruumala —

— BDC ruumala — LBA ruumala =
ah (DB ah*.BL o

3 3 Joonis 113,

s W . DB -
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=
<A 50D DB = Byl

2qh . DL .k
s T
Et aga korrutis 2wh.DL on killje AC p66rdumise moodus-
tatud silindri kilg-pindala avaldus, siis

ABC ruumala = (AC pindala) .

Lause ei kaota oma viddrtust ka mitte sel korral kui iiks
nurkadest 4 v6i C on niiri.

142. Lause. Kui keha moodustub korrapirase hulk-
nurkse sektori’) OABCD. piordumisel telje XY iimber, mis,
kulgedes ta keskpunkti, ei loika teda, vaid asub temaga iihel
tasapinnal, siis vordub selle keha ruwmala sektori pohja, s. o.
korrapdrase . murdjoone ABCD  pitrdumisel

moodustatud pindala jo murdjoone 3 apoteems
a korrutisega (joonis 114).
Eelmise lause pohjal saame:

OAB ruumala = (4B pindala) . g

OBC ruumala = (BC pindala) . g;

Joonis 114.

OCD ruumala = (CD pindala) .—g;
Vérdusi liites saame:
OAB ruumala -+ OBGruumala -+ OCD ruumala =
( = (AB pindala - BC pindala -+ CD pindala),
millest leiame, et
’ a
OABCD ruumala = (ABCD pindala) . 3"
1) Korrapdraseks hullknurkseks seltoriks nimetatakse kujundif, mis
seisab koos vordseid kiilgi pidi liidetud vordhaarsetest iihise tipuga kolm-

nurkadest. Kolmnurkade aluskiilgedest moodustatud korrapdrast murdjoont
nimetatakse sektori aluseks.
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143. Lause. Kerasckiori ruumala vordu) ta pohja ja

raadiuse korrutisega.

W[ -

Olgu kerasektor moodustatud ringisektori OAD poordu-
misel libimoodu {imber (joonis 114). Kaarde AD joonestame
korraparase murdjoone ABCD, mille apoteem on a. Hulk-
nurkse sektori OABCD péordumisel moodustub keha, mille
ruumala on: :

(4BCD pindala) . %

Kui hakkame murdjoone ABCD kiilgede arvu lGpmata
kahendama, siis ABCD pindala piiiab saada —AD-st moo-
dustatud pinnaks (nr. 139), apoteem « aga raadiuseks R;
jarjelikult OABCD ruumala piiiiab piiril saada

(—AD pindala) . ?

See piir voetaksegi kerasektori ruutnalaks.

Mirkus. Arusaadav, et lause toestus ei olene sellest,
kas sektori iiks raadius OA iihtib poordumisteljega voi mitte;
selleparast, ndit. (joonis 108): 5

LOB ruumala = (- BL pindala). ]:

Jareldus. Kui kera raadius = R, kerasektori korgus = H,
stis kerasektor: ruumala = 3 aR*H. -

Et _AD pindala (nr. 139) = 2R . H, siis sektori ruumala

Vi = (—AD pindala) . .’;f Aedas ;f TR % wE

144. Lause. Keraruumala vordub % w3, kwi raadius on K.

Poolkera ruumala, kui niisuguse kerasektori ruumala, mille
korgus on R, vordub

2 2 __2 3.
S ARR = Sk,



jarjelikult kera ruumala

S
_gavR (1).

1. jireldus. Kera ruumala vordub — DB, kui labimoot
on D, sest

[epI

: 3 3 3
V=§.7‘6R3=4 (D) 4 w.D D

R TR Lo e L S
2. jireldus. (1) ja (2) valemitest saame: Kera ruumalad
suhtuvad nonda, kui nende raadiuste (voi libimostude) kuubid.

145. Lause. Keraloigu ruumala vordub m‘isuguse stindre ruum-
waga, mille pohja raadiuseks on keraldigu korgus ming korguseks — kera

1 :
raadius, mis on vihendatud 3 keraloigu korguse vovra (joonis 115).

Olgu keraldigu kérguseks 4D = H ning
A kera raadiuseks R. Et leida ~keraldigu ABE

B £ S ruumala, tuleb sektori OBAFE ruumalast lahutada
1

koonuse OBE ruumala, jirjelikult. 16igu runmala
2 n.BD%. OD
” L s 2 elgbead Manigonia A7 o el
Pt 3 nR2H 3 3
et aga BD on AD ja DF keskmine vorde-
line, siis
BI? = AD.DF = H(2 R— H);

Sees g peale selle OD = R — H ; sellepirast
V= i wR2H — ”H@R“;n ¥ e 5‘5[232-—(211—11;(}:»- H)] =
(3 RH - H) = 311 (R— f—)—nH2(R—-~H).

146. Lause. Ringildigu poordumisel teda mitte loikava libimoodu
tmber moodustatud rongakujulise keha ruumala vordub niisuguse silindri
ruwmalaga, mille pohja. raadiuseks on 1l6igu k66l ning korguseks —- ko6l
projektsioon poordumisteljele (joonis 116).

Et leida ringiléigu 4 NBF poérdumisel labimoodu iimber moodusta-
tud rongakujulise keha ruumala V, on farvis ringisektori OANB poordu-
misel moodustatud kerasektori ruumalast lahutada kolmnurga OAB poordu-
misel moodustatud keha ruumala. Toémbame OF | AB. Et (nr. 143, jireldus)
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OANB ruumala _27, 0B, LD

3
OAB ruumala = (4B pindala) . T =4
=LD.2x OF %E—%nLD.GFZ,

siis
V = OANB ruumala — 0OAB ruumala =
— 2 %. LD (OB — OFY);

et aga s
0Bt — 012 = TR =7
siis
V——gnLD Af %n.A_BTZ.LD. Joonis 116.

147. Lause. Kerakihi ruumala vordub kahe niisuguse sibindri ruum-
alade poole summaga, milledel on kerakihi korgus ning pohjadeks — Ikihi
pohjad, pluss niisuguse kera ruumala, mille labnno()duks on kihe korgus
(joonis 117).

Et leida joonise A NBLD poordumisel 1ibimaddu X Y iimber moodus-
tatud kerakihi ruumala, tuleb trapetsi ABLD poérdumisel ‘moodustatud
titvikoonuse ruumalaga liita ringildigu A NB poordumisel moodustatud ronga-
kujulise keha ruumala. Markides V-ga kihi ruumala, rja r, — tema phjade AD
ja BL raadiusi, H-ga — tema korgust LD ja R-ga
kera raadiust, saame :

" ABLD ruumala = 7‘_3@ (r24r24rr);

A NBruniials = n.AB. H,

(=2}

millest jargneb :

V = ANB ruumala + 4 BLD ruumala =

——nﬁH(Am-{-272+2r12+2rrl) soonis 117.

Tommates BM | AD, saame tdisnurksest kolmnurgast ABM :
AR =BM?+ AME =2 4 (r — 1y)2;
jarjelikult :
Vi ?.‘(:/ [11 (r =R 212 - 22 2r1'1)] s ”_6’_{[32 +3(rz+rlz,] L

3 2 3
”é’ IRy = £ g T
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1. jireldus. Oletades, et r; =0, saame saadud valemis keraloigu
ruumala jaoks teise valemi:
nr2H  nH3
P s B
2, jireldus. Oletades, et r, =0, r=0 ja H=2R, saame kera
-ruumalaks

A

TL%_R)_“:?! ',2_}{3:%”1{3.
Harjutused.

5%. Silindri kiilg-pindala s ja ruumala » kaudu leida ‘pdhja raadius
ning kargus.

58, Kuidas suhtuvad koonuse pdhja- pmaala kiilg- ja tdis-pindalad,
kui keonuse ‘moodustaja vardub péhja libimadduga ?

59. Koonuse ruumala V ja tdis-pindala S kaudu leida tema raadius
ja korgus.

60. Leida koonuse ruumala, tcades, et selle kqsnuse tasapinnale
laotatud kiilgpind moodustab ringisektori, mille raadius on 3 meetrit ning
keskpunkti juutes asuv nurk = 1200,

61. Leida niisuguse ldigu raadius, mis on rosbik koonuse pohjale
ning poolitab- koonust, kui koontise pdhja raadius on R.

62. Leida tiivikoonuse kiilg-pindala, kui ta korgus on H ning pdh-
jade raadiused on R ja r. :

63. Koonus, mille kérgus on H ja pdhja raadius on R, on ldigatud
pdhjaga roobiti nii, et ldigatud viikese koonuse tais-pindala vardub antud
koonuse kiilg-pindalaga. Leida ldike kaugus tipust.

64. Silindril ja tiivikoonusel on -iihine pdhi ja ithine kdrgus, Kus-
juures silindri ruumala on kaks korda suurem tiivikoonuse ruumalast. Leida
“titvikoonuse pdhjade pindade suhe.

65. Leida kera pindala, kui kera ruumala on V.

66. Leida tasapinna kaugus kera keskpunktist, kui ta 1aikab keraldiku,
mille kdver-pindala on &S.

67. Kera iimber on joonestatud silinder ja vardkiilgne koonus.
Kuidas suhtuvad nende kolme keha pind- ja ruumalad isekeskis ?

68, Leida kaldruudu ehk rombi poordumisel moodustatud keha
ruumala, kui kaldruudu kiilg = a ja iiks nurkjoon ehk diagonaal = b, kus-
juures ta teisc nurkjoone iimber p&ordub.

69. Kui 7, V; ja ¥, on kehade ‘ruumalad, mis on moodustatud
tdisnurkse kolmnurga jarjekordse poordumisega hiipotenuusi ja kahe kaateti

1
iimber, siis téestada, et o V st V2
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90. Leida keha pindala, kui keha on saadud sel tecl, et tdisnurkne
kolmnurk, mille kaatetid on @ ja b, poérdub hiipotenuusi fimber.

71. Vordhaarse (sarik-)kolmnurga péérdumisel pOhja iimber moodus-
tatud keha pindala on sama suur kui selle kera pindala, mille libimdot
vordub kolmnurga alusega. Leida kolmnurga korguse ja aluse suhe.

72, Leida keha ruumala, kui keha on moodustatud sel teel, et piist-
kiilik, mille kiilijed on a ja b, poérdub sirge iimber, mis kulgeb iiht piist-
kiiliku tippu ning on risti tippu kulgeva nurkjoonega.

73. ‘Trapetsi ABCD sisse, mille nurgad B ja C on tiisnurgad, kiilg

" AD =2m, on joonestatud ringjoon, mille raadius on R. Leida tiivikoonuse
ruumala, kui ta on moodustatud trapetsi ABCD poordumisel BC iimber.

7. Koonuse telg siinnitab moodustajaga 30-kraadilise nurga. Koo-
nusessc on mahutatud kera, mille raadius = 1 m ja mis puutub koonust
ringjoont modda. Leida puute-ringjoone raadius. :

75. Kera iimber on joonestatud koonus, mille moodustaja vordub
pohja libimé6oduga. Leida kehade ruumalade suhe.

; 76. Kuubi (ehk korrapdrase nelitahu) serva a kaudu leida {imber- ja
sissejoonestatud kera raadiused.

77. Leida kera iimber- ja sissejoonestatud kuubi ruumalade suhe.

78, Tasapinnal sexsavad kolm iiksteist puutuvat kera, millede raa-
diused .= 7¢; nende peale on pandud neljas sama suur kera. Kui kaugel
tasapinnast on neljanda kera késkpunkt?

79. * Silindri ruumala on 1 kantmeeter; ta kérgus on libimoddust
kaks korda suurem. Leida silindri korgus.

‘80, Sitindri pohja 1abimdot = 165 m, silindri tiis-pindala = 1546
[[J-sm. Leida silindri korgus.

81. Leida silindrilise raudtoru raskus, kui toru sisemine l4bimdot
=17 sm, ‘vilimine 1dbim6ot = 18 sm, toru pikkus = 74 sm 'ning raua
erikaal 7,7.

82. Koonusekujulisse riista, mis on posrdud tipuga allapoole, on
valatud 345 g elavhobedat. Peale selle on teada, et tipu juures asuv nurk
= 60° ja et elavhobeda erikaal on 13,596. Leida, kui korgele oli valatud
elavhobedat.

83. Leida niisuguse tiivikoonuse kiilg-pindala, mille pohiade raadiused
on 27 ja 18 sm ning moodustaja = 21 sm.

8%, Kui kaugel kera keskpunktist tuleb témmata Idik-tasapind nii,
et viiksema keraloigu pindala suhituks koonuse pindalasse nonda, kui 7:4,

~kusjuures koonusel on keraldiguga iihine pohi ning koonuse tipuks on kera,
keskpunkt? Kera raadius = 2,425 meetrit.
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85. Leida niisugusc keba ruumala, mis on saadud korrapirase Kuus-
nurga poordumisel iihe tema kiilje a {imber.

86. Leida iimber kuubi joonestatud kera raadius, kui Kkuubi serv
= Joniceter: i

87. Tiihi raudkera, mille vilimine raadius = 0,154 m, ujub vees,
vajudes ainult poolest saadik vette. Leida kera raudkesta paksus, kui raua
erikaal = 7,7.

' 88. Leida niisuguse keha ruumala, mis on saadud korrapirase kolm-
nurga poordumisel kolmnurga tippu kulgeva telje iimber, kui telg on tipu
vastaskiiljega roobiti ning kui A-ga kiilg on a.

89. Antud vordhaarse (sarik-)kolmnurga ABC kiilg on a, kiilie BC
peale Kkonstrueeritakse ruut BCDE Kolmnurgale vastassihis. Leida viisnurga
ABEDC poordumisel kiilg 4B iimber saadud keha ruumala.

90. Antud ruudu ABCD kiilg = a. Tipust 4 on témmatud nurk-
]oonele AQ ristjoon AR, mille iimber poordub ruut. Leida ruudu péoérdu-
misel {imber AR saadud keha pind- ja ruumala. :

91. Antud Korrapdrase kuusnurga ABCDEF kiilg on a. Tipust 4
on témmatud raadiusele OA4 ristioon AR. Leida kuusnurga podrdumisel
iimber AR saadud keha pind- ja ruumala.

92. Kerasse, mille raadius = 2, on tehtud diameetrit mooda silindri-
sarnane auk. Leida {ilejadnud keha ruumala, kui silindrisarnase augu
raadius = 1.

< Geomeetrilised metoodid.

148. Iga geomeetriline metood on muunduste metood. Uks
toestamise peaviisidest seisab selles, et lause tingimust ning
védidet nii muundada, et vdide saab silmandhtavaks. Selle
jaoks on. tarvis matemaatiliste oskussonade asemele panna
nende definitsioonid (Pascali lause)

Jargmisest niitusest voib jareldada, et monikord iihest
seesugusest asemelepanust on kiillalt, et lause toestuks.

Niiitus. Vordhaarse kolmnurga mediaan on ihtlast ka nurgapooli-
taja {joonis 118).

Selle lause tingimus ja vidide on_ jdrgmised :

{ Tingimus: Kui A ABC on vordhaarne ning tema mediaan BD,

M Viirde - siis on BD ka nurgapoolitaja.

Kbdige pealt lahendame jargmised kiisimused :

1.~ Mis tdhendab, et A ABC on vdrdhaarne ?

Vastus : See tdhendab, et AB = BC,
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2. Mis tdhendab et A ABCMmediaan

B
on BDE? , : Ealies
Vastus : ‘See tihendab, et AD = DC. ’ ,‘J i
3. Mis tihendab, et BD peab olema 4 : ¢
D

2¢ ABC nurgapoolitajaks ?
Vastus : See tihendab, et > ABD peab Joonis 118.
vorduma - DBC.

Nende vastuste tagajirjel votavad tingimus ja viide jirgneva kuju:

§ AB = BC,
i) Tingimus: { AD = DG, %
BD = BD.

Vidde: > ABD =. > DBC.

Tarvitades oskussonu ja kujutades tingimust ning vﬁidet.(ll), voime
kolmnurkade 3-da iihtivuslause pohjal tingimuselt minna viitele.

149. Teistel juhustel tuleb tingimuse muundamiseks
peale definitsioonide asemelepanu tarvitada eelmisi lauseid
ning aksioome, nagu see selgub jargmises néituses.

Niitus.  Raopkilikuw  nurkjooned — jaguvad  lotkepunktis  pooleks
(joonis 119).

Tingtmus : f Nelinurk 4BCD
\ on réopkiilik.
40.="00,
Viide: { © :
l me{nozom
Tingimuse (1) asemele voib panna jdrgmise :
AB /] DC SRR 1T R
' AD |/ BC; 2
et aga roopjoonte 1digud rodpjoonte vahel on vordsed ja et roopjooned,
mida kolmas 16ikab, moodustavad vordsed sisemised poiknurgad, siis voib
tingimusele (II) anda jargmise kuju:

(I

p&

(1) Tingimus:

[ AB = DC
(1) - Tingimus: } > 1 = > 2
l£3=zﬁ

ja tingimuse (III) asemele véib panna jirgmise
(IV) Tingimus: /N AOB = /A DOC.
Siis saavad tingimus ja viide jdrgmise kuju:
Tingimus : A AOB = A DOC.
V) rasge 40 = OC.
l dude : \ DO = 0B,



Nonda andsime jdirgsele muunduste ‘abil tingimusele niisuguse kuju,
mis tegi viite silmandhtavaks. :

Késitatud toestuseviisi nimetatakse siinteesiks. Ta seisab
selles, et arutused algavad tingimuste uurimistest ning sele-
tustest ning lopevad viitega.

150. Selle asemel, et muundada tingimust, tehes viidet
silmanéhtavaks, on tarvilik arutada védidet, tehes teda niisugu-
seks, mida oleks kerge tuletada antud tingimusest.

Niitus. Kooluga risti olev raadius jagab kodlule toetuva kaare poo-
leks (joonis 120).

04} BC,
— BC toetub koolule BC.

(I) . Viide: —~BA = ~AC.

Uhendame punktiga 4 punktid B ja C. Et vord-
sed kaared toetuvad vordsetele kodludele ja vastupidi,
siis on tarvis (sama tingimuse maksvusel) toestada:

(1) Viide: "BA "= A0,

(II) Viite toestamiseks on tarvis tdestada, et A ABD = A ACD;
sellepdrast tuleb (II) viite asemele panna:

(I~ Vdide: - A ABD = ACD.

Et tiaisnurksetes kolmnurkades ABD ja ACD on kaatet AD iihine,

siis on (III) viite tdestamiseks tarvis ndidata, et kaatetid BD ja DC on
vordsed; seega tuleb (III) viite asemele panna: .

(V) Varde : BC = DC.

Selle toestamiseks on aga tarvis nididata, et A OBD = A OCD;
sellepédrast saame :

| Tingimus: OA | BC;

V) \ Viide: » OBD = 0CD.

Niitid aga on vidide muutunud silmanihtavaks, sest et neis téis-
nurksetes kolmnurkades on kaatet OD iihine, hiipotéhuusid OB ja OC, kui
raadiused, vordsed.

Kasitatud toestamisviisi nimetatakse analiiisiks. Ta sei-
sab selles, et vidite arutamiselt minnakse tingimusele. Selle
viisi abil lahendatakse suurem jagu konstruktsiooni-iilesandeid.

Tingimus: {

C

A
Joonis 120.

151. Lausete tGestamisel on tarvis tihele panna jarg-
mist juhist :

-
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Peah tipsalt teadma lause tingimust ja vdidet.

‘Et suuremat hulka lauseid voib mitmel viisit' avaldarda,
siis tuleb lausele votta niisugune avaldusviis, mis koige Jzer-
gemini voimaldab toestamist. Lauset toestades tuleb koige
pealt arutada tingimust nii, et mingi tingimdse osa ei jdaks
puutumata. '

Et geomeetrilise oskussona definitsioon voib avaldatud
olla mitmel viisil, siis on tarvis antud oskussonale valida nii-
sugune avaldusviis, mis koige kergemini voimaldab. tdestamist.

s
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