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Liihikokkuvote. Bakalaureusettos antakse erinevate diameeter-2 omadustega
Banachi ruumide kaasruumide kirjeldus R. Halleri, J. Langemetsa ja M. Poldvere
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absoluutse normiga korrutisruumidele.
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Characterization of dual spaces of Banach spaces with

diameter 2 properties using octahedrality

Bachelor’s thesis
Rihhard Nadel

Abstract. The objective of this bachelor’s thesis is to characterize dual spaces
of Banach spaces with diameter 2 properties following the paper “On duality of
diameter 2 properties” by R. Haller, J. Langemets, and M. Poldvere, which is due
to appear in Journal of Convex Analysis. Also, we generalize some stability results
of octahedrality to product spaces with an absolute norm.
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Sissejuhatus

Kéesoleva bakalaureusett6 pohieesmérk on artikli [HLP| eeskujul iiksikasjalikult
esitada erinevate diameeter-2 omadustega Banachi ruumide kaasruumi kirjeldus.
Bakalaureusett6 on osalt iseseisev teoreetiline uurimus ja osalt referatiivne.

Norra matemaatikute Abrahamseni, Lima ja Nygaardi tihisartiklis [ALN] uuriti
kolme formaalselt erinevat diameeter-2 omadust — lokaalset diameeter-2 omadust,
diameeter-2 omadust ja tugevat diameeter-2 omadust. Samas artiklis piistitati hii-
potees, et need omadused on tiildiselt erinevad. Niiiidseks on see hiipoteesi teadus-
likult kinnitatud — kolm vaadeldavat diameeter-2 omadust on toepoolest iildiselt
erinevad (vt. [L], [BLR1]).

Tugeva diameeter-2 omaduse ja oktaeedrilisuse seosele osutas arvatavasti esi-
mest korda Godefroy artiklis |G|. Artiklis [HLP] anti vastava oktaeedrilisuse abil
koigi diameeter-2 omaduste kirjeldus.

Bakalaureuset66 pohiosa koosneb viiest paragrahvist. Esimeses kolmes parag-
rahvis antakse vajalikud eelteadmised ning tuuakse sisse diameeter-2 omadused ja
oktaeedrilisuse omadused. T66 pohieesmérk taidetakse neljandas paragrahvis, kus
esitatakse erinevate diameeter-2 omadustega ruumide esimese kaasruumi kirjeldus
vastava oktaeedrilisuse omaduse abil. Viimases paragrahvis uuritakse oktaeedrili-
suse paranduvust komponentruumidelt absoluutse normiga korrutisruumidele.

Kaesolevas t66s vaatleme ainult mittetriviaalseid reaalseid Banachi ruume.

Olgu X Banachi ruum. Téahistagu Bx ruumi X kinnist iihikkera ja Sx ruumi
X thiksfadri. Ruumi X pidevate lineaarsete funktsionaalide ruumi tédhistame X*.

Ruumi X alamhulga A lineaarset katet tdhistame span A ja diameetrit diam A.



1 Eelteadmised

Olgu X Banachi ruum.

Definitsioon 1.1. Nork topoloogia on ruumi X vahim topoloogia, mille suhtes iga

x* € X* korral z*: X — R, x — 2*(z), on pidev.

On teada (vt. [M, lk. 213]), et elemendi € X timbruste baasi nérgas topoloo-
gias moodustavad lahtised hulgad kujul

{ye X:jzi(z—y)| <e, i=1,...,n},
kusn € N, zf,..., 25 € Sy jae > 0.

Definitsioon 1.2. Kujutust jx: X — X* kusiga z € X ja x* € X* korral

nimetatakse ruumi X kanooniliseks sisestuseks teise kaasruumi X **.

Mirgime siinkohal, et samastades elemendid x € X ja jx(x) € X™, saame
iga elementi x € X vaadelda funktsionaalina kaasruumil X* ja voime ruumi X

vaadelda teise kaasruumi X** alamruumina.

Definitsioon 1.3. *nork topoloogia on kaasruumi X* vihim topoloogia, mille

suhtes iga = € X korral z: X* — R, * — z*(x), on pidev.

On teada (vt. [M, lk. 224]), et elemendi z* € X* {imbruste baasi *-norgas
topoloogias moodustavad lahtised hulgad kujul

{y" e X*: |(a" —y")(zy)| <e, i=1,...,n},
kusn €N, zq,...,2, € Sx jae > 0.

Teoreem 1.4 (Goldstine’i teoreem, vt. [M, teoreem 2.6.26|). Ruumi X dhikkera

*

Bx on *-norga topoloogia suhtes tihe teise kaasruumi X** dhikkeras Bx.



Teoreem 1.5 (Lokaalse refleksiivsuse printsiip, vt. W, lk. 453|). Kui E C X**
ja ' C X* on loplikumootmelised alamruumaid, sits iga € > 0 korral leidub pidev

lineaarne T: E — X nai, et iga x** € FE ja x* € F korral
(1 =e)llz™|| < |Tz™]| < (1 4 &)[[«™]]
ja

kusjuures iga x € £ N X korral

Tr = zx.



2 Diameeter-2 omadused

Kéesoleva paragrahvi eesmérk on bakalaureusetosse sisse tuua artiklis [ALN]| ké-
sitletud diameeter-2 omadused.

Olgu X Banachi ruum.

Definitsioon 2.1. Banachi ruumi X iihikkera vizluks nimetatakse hulka
S(x*,a) ={x € Bx: 2"(x) > 1—a},
kus z* € Sx« ja a > 0.

Uldisemalt voib vaadelda mistahes alamhulga viile, kuid kiesolevas bakalau-

reusetoos vaatleme vaid tihikkera viile.

Definitsioon 2.2. Viilude Si,...,S, (n € N) kumeraks kombinatsiooniks nime-

tatakse hulka .
Z )\’L Sl )
i=1

kus A\,..., A\, >0ja i +---+ A\, = 1.

Viilude Sy, ..., S, kumerat kombinatsiooni
“ 1
>l
— n
=1
nimetatakse viilude Sy, ..., S, aritmeetiliseks keskmiseks.

Definitsioon 2.3. Oeldakse, et Banachi ruumil X on
(a) lokaalne diameeter-2 omadus, kui iga Bx viilu diameeter on 2;

(b) diameeter-2 omadus, kui iga Bx mittetiihja suhteliselt norgalt lahtise alam-

hulga diameeter on 2;

(c) tugev diameeter-2 omadus, kui iga By viilude kumera kombinatsiooni dia-

meeter on 2.



Margime, et iga iihikkera viil on mittetiihi suhteliselt norgalt lahtine hulk. See-
ga, kui ruumil X on diameeter-2 omadus, siis on tal ka lokaalne diameeter-2 oma-

dus. On teada, et tugevast diameeter-2 omadusest jareldub diameeter-2 omadus
(vt. [L]).

Naiide 2.4. Banachi ruumidel ¢y, C[0, 1], £ ja L1]0, 1] on tugev diameeter-2 oma-

dus.

Pohjendus. Koik toodud néited leiab koos pohjendusega voi vastava viitega ma-
gistritoost [L].

Néitame definitsiooni 2.3 pohjal, et ruumil ¢y on tugev diameeter-2 omadus.
Olgu Sy = S(x7,a1),...,8, = S(x,, a,) viilud, kus iga indeksi i korral z} € S
ja a; > 0. On hésti teada, et ¢ = 1. Seda samasust arvestades voime kirjutada

i =(B}),...,x5 = (B7) € Sy, jaiga indeksi ¢ korral

Si={(&) € Ba: ) Bilh > 1—au}.

k=1

Kuna iga indeksi ¢ korral Y ;7 [8i] = 1, siis leidub N; € N nii, et

N; o
S B> 1- 5
k=1 2

Olgu N = maxj<;<, N;. Valime elemendid z1,...,2,,91,...,Yn € co 1nii, et iga

indeksi ¢ korral
T; = (5,1) = (sgnﬁi,...,sgnﬂf\,,l,o,...)
ja
yi = (m) = (sgnﬁf,...,sgnﬁfv,—l,o,...) )
Imselt on z;,y; € B,,. Néitame, et z;,y; € S;. Kuna

oo

. . o
Bial< 3 181 <5
k=N-+1
siis
a; a;

[e’s) N
D GG =D 1B+ B > - S-S =1-a
k=1 k=1
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ja

00 N
i, i i a; QG
Zﬁwkzzm\ — By >1—§—§:1—Oéi-
k=1 k=1
Seega x;,y; € 5;. Vaatleme viilude Sy, ..., S, mingit kumerat kombinatsiooni

K:/\151++>\nsnu

kus A\q,..., A\, >0ja A +---+ A, =1. Olgu

Tr = zn:)\iifi ja y= i)\zyz
i=1 i=1

On selge, et z,y € K ja

diam K > ||z —y|| = [M(x1 —y1) + - + T —yn)|| =

Jarelikult on ruumil ¢y tugev diameeter-2 omadus. O]

Naide 2.5. Jadaruumil ¢; pole lokaalset diameeter-2 omadust.

Pohjendus. Arvestame, et kaasruum /7 on samastatav jadaruumiga ¢.,. Vaatleme

viilu S = S(z*, %), kus 2* € Sy samastub jadaga (1,0,0,...) € Sy . Seega

S ={(&) € Bu: & > 5

Néitame, et diam S < 1. Kui z = (&) € S jay = () € S, siis saame, et

— f— 1
& —ml <3, ol < 3 Ja > Il < 3
k=2 k=2

mistottu

1 1

oo o o 1
lz =yl = 1€ —mel <16 —ml+ > 1&l+ > Il <gtztz=1L
h=1 h—2 o

Seega diam S < 1 < 2. Jarelikult ruumil /; pole lokaalset diameeter-2 omadust. [



Artikkel [ALN] on esimene pohjalikum diameeter-2 omaduste uurimus, aga
sellest ei selgu, kas diameeter-2 omadused on alati samad voi erijuhul erinevad.
Muuhulgas toestatakse artiklis [ALN], et 1 < p < oo korral on Banachi ruumide £,
summal (s.t. {,-normiga otsesummal) diameeter-2 omadus voi lokaalne diameeter-2
omadus, kui komponentidel on vastav diameeter-2 omadus.

Magistritoos |L] toestati, et kui 1 < p < oo, siis Banachi ruumide ¢,-summal ei
ole tugevat diameeter-2 omadust. Seega on néiteks ruumil ¢y Ps ¢y on diameeter-2
omadus, aga ei ole tugevat diameeter-2 omadust.

Niiiidseks on teada, et diameeter-2 omadus ja lokaalne diameeter-2 omadus ei
ole tldiselt samad (vt. [BLR1]).

Jargnevas nditame, et tugev diameeter-2 omadus on samavéaarne sellega, et iga
viilude aritmeetilise keskmise diameeter on 2. Selle néditamiseks kasutame jargmist

lemmat.

Lemma 2.6. Igan € N, A\y,..., A\, >0, kus Ay +---+ X\, = 1, ja e > 0 korral
leiduvad ky, ..., k, € N nu, et

kus m =k +---+ k,.

Toestus. Olgun € N, A,...,\, >0, kus \y +---+ X\, = 1, jae > 0. Valime

m € N sellise, et me > 2n ja
li .= mA],....l, = |m)\,] > 0.
Olgu iga indeksi 7 korral
ll—i—m—ili, kui ¢ =1,
i=1



On selge, et m = 3" | k;. Paneme téhele, et

)\1—ﬁ§)\1—l—1+ﬁ—l—1=
m m m m
S P I L O S L
m m
l - l;
m — m
Seega
Z)\i__ SZ Ai — — +Z Ai——| <
i=1 =1 i=1
< ; -
2 n
= — A — 1) <
mi:1(ml !
2 — 2n
< = 1=—
mz —<c

Sellega on lemma 2.6 toestatud. O

Teoreem 2.7. Banachi ruumil on tugev diameeter-2 omadus parajasti siis, kui iga

tema thikkera vitlude aritmeetilise keskmise diameeter on 2.

Toestus. Tarvilikkus on ilmne.

Piisavus. Olgu X Banachi ruum. Eeldame, et By viilude aritmeetilise keskmise
diameeter on alati 2. Vaatleme By viilude Sq,...,.S, kumerat kombinatsiooni
K:)\lsl—i-—i-)\nsn,

kus A,..., A, >0ja A\ +---+ A\, = 1. Naitame, et diam K = 2. Olgu ¢ > 0.
Valime lemma 2.6 pohjal kq,...,k, € N nii, et

n

ki £
P
=1
kus m = ki + - - - + k,,. Vaatleme hulka
, 1
K=—1[(S1++5)++(Su+-+5)
m \ ~—m—— ———
ky tiikki ky tiikki
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On selge, et K’ on viilude aritmeetiline keskmine ning seega on eelduse pohjal

diam K’ = 2. Jarelikult leiduvad elemendid z,y € K’ nii, et

€
gyl >2— -
o -yl 22—
Kuna Sy,...,S, on ruumi X kumerad alamhulgad, siis elemendid z ja y avalduvad
kujul
kl kn
rT=—x1+ -+ —Ty
m
ja
1 kn
y=—yi+ ot Y,
m m

kus z;,y; € S;. Olgu
j:)\lxl—i_—i_)\nxn

ja
g=My1+ -+ \yn.

Paneme tahele, et 7,7 € K. Kuna

N _ - ki
Iz =) = (y =Dl = | D\ - S =) <
i=1
= k; e €
<2 i — —| < 2= = -,
- ; m 4 2
siis
12 =gl = [lz = yll = [I(x = 2) = (v = D)l =
E €
>2———=—=2—¢.
=797 3 c
Seega diam K = 2. Jarelikult on ruumil X tugev diameeter-2 omadus. O]
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3 Oktaeedrilisus

Kéesolevas paragrahvis tutvume artiklis [HLP| uuritud oktaeedrilisuse omaduste-

ga.
Olgu X Banachi ruum.

Definitsioon 3.1. Oeldakse, et Banachi ruum X on

(a) lokaalselt oktaeedriline, kui iga z € X ja e > 0 korral leidub y € Sx nii, et
iga s € R korral

lsz +yll = (1= e)(Isllll + [lyl]);

(b) norgalt oktaeedriline, kui iga ruumi X I6plikumdotmelise alamruumi F,

x* € Bx+ ja € > 0 korral leidub y € Sx nii, et iga x € E korral
lz+yll = (1 =)z ()] + [lyl);

(c) oktaeedriline, kui iga ruumi X 16plikumodtmelise alamruumi E ja e > 0 korral

leidub y € Sx nii, et iga x € E korral
e +yll = (1 = &) (llll + [lyl)-

Paneme téhele, et ruumi oktaeedrilisusest jareldub tema nork oktaeedrilisus
ja ruumi norgast oktaeedrilisusest jareldub tema lokaalne oktaeedrilisus. Artiklist

[HLP] on teada, et iildjuhul vastupidised implikatsioonid ei kehti.
Naiide 3.2. Banachi ruumid C|0, 1], ¢; ja L]0, 1] on oktaeedrilised.

Pohjendus. Ruumide C|0, 1] ja ¢; oktaeedrilisust nditame iiksikasjalikult lausetes
3.9 ja 3.10 pérast oktaeedrilisuse kriteeriumi sisse toomist. Ruumi [0, 1] oktaeed-

rilisus on pohjendatud artiklis [BLR2, jareldus 2.5 ja mérkus 2.6]. O
Naide 3.3. Banachi ruum c¢j pole lokaalselt oktaeedriline.

Pohjendus. Eeldame vastuvéiteliselt, et ruum ¢y on lokaalselt oktaeedriline. Olgu

x=(1,0,0,...) € S, jae=1/4. Eelduse pohjal leidub y = (nx) € S,, nii, et

[ £yl = (1 =e)(ll«] + lyl}) = g

12



Viimane vorratus on samavaarne vorratustega

3
sup{|1+ . Il ..} > 5
ja
3
Sup{|1 B 771’; |772|> . } > 5

Kuna y € S,,, siis iga indeksi k korral |n;| < 1. Seega saame, et

3 . 3
’1+771’Z§ ja |1—771|Z§
ehk
1 . 1
m 2> 5 Ja m < 5
Joudsime vastuoluni. Jarelikult ruum ¢y pole lokaalselt oktaeedriline. O

Alljargnevates lausetes 3.5-3.8 toome oktaeedrilisuste samavéérsed tingimused.

Lemma 3.4. Kui x,y € Sx, siis mistahes t > 0 korral kehtib
|z + tyl| = max{1, t}||z +y| — [t — 1.
Toestus. Olgu z,y € Sx jae > 0. Kui t > 1, siis saame, et

o+ tyll = [tz + ty — (t — Val| =
> ta 4yl -t — 1| =
— max{L,} | = y| - |t - 1.

Kui ¢t < 1, siis saame, et

|z +tyll = |z +y+ (t =1yl >
>z +yll=t—1] =
= max{l,t}|z £yl — |t —1].

]

Lause 3.5 ([HLP, lemma 3.1]). Olgu X Banachi ruum. Jdrgmised vdited on sa-

mavaarsed.

13



(i) Ruum X on lokaalselt oktaeedriline.

(i) Iga x € Sx ja e > 0 korral leidub y € Sx nii, et iga t > 0 korral

[+ tyl = (1= e)(|l]l + ).

(iii) Iga x € Sx ja € > 0 korral leidub y € Sx nii, et

e +y|| >2—e.

Téestus. (i) = (iii). Eeldame, et kehtib (i). Olgu x € Sx ja € > 0. Eelduse pohjal
leidub y € Sy nii, et iga s € R korral

sz +yll = (1= 2) (sl + llyl).
Kui s = 1, siis saame vorratuse
lz+yll =2 —e
Kui s = —1, siis saame vorratuse
lz =yl =2 —e
Kokkuvottes
lz+yll =2 —e
Jarelikult kehtib (iii).
(iii) = (ii). Eeldame, et kehtib (iii). Kui z € Sx ja ¢ > 0, siis eelduse pohjal

leidub y € Sx nii, et
oyl >2—-.

Fikseerime vabalt ¢ > 0. Lemma 3.4 abil saame iga t > 0 korral
[+ tyl| = max{1, t}|z £ yl| - |t - 1] >
> max{1,t}(2 —¢) — (max{1l,t} — min{l,t}) =
=max{1,t}(1 —¢) + min{l, ¢} =
=14t — max{l,t}e >
>14+t—(14t)e=
=(1—-¢e)(1+t)=F
— (1= &)(ll2ll + ).

14



Jarelikult kehtib (ii).
(ii) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Olgu z € X ja e > 0. Kui x # 0, siis eelduse
pohjal leidub selline y € Sx, et iga t > 0 korral

—ityH > (1—e)(1+1).

Kui s € R\ {0}, siis t = |s|ﬁx” korral saame viimase vorratuse molemaid pooli

arvuga t liabi jagades, et
[sz+yll = (1 —e)(Is[l[=]] + llyl])-

Kui s = 0, siis viimane vorratus kehtib triviaalselt.

Kui x = 0, siis suvalise y € Sx ja iga s € R korral saame, et
sz +yll = llyll = (1 =) (s]llz[l + lyl)-
Jarelikult kehtib (i). O

Lause 3.6 (|[HLP, lause 2.4|). Olgu X Banachi ruum. Jirgmised vdited on sama-

vaarsed.

(i) Ruum X on norgalt oktaeedriline.

(i) Iga ruumi X loplikumootmelise alamruumi E, x* € Bx« ja € > 0 korral

leidub y € Sx nii, et iga x € Sg jat > 0 korral
| +tyll = (1 — &) (2" (x)] +1).

(i) Igan € N, xq,...,2, € Sx, " € Bx« ja € > 0 korral leidub y € Sx nii, et

1g9a indekst i ja t > € korral
i +tyll = (1 —e)([a”(x:)| +1).

Téestus. (i) = (iii). Eeldame, et kehtib (i). Olgun € N, z4,...,z, € Bx, 2* € Sx~
jae > 0. Olgu F = span{xy,...,z,}. Eelduse kohaselt leidub y € Sx nii, et iga
r € Ejat> 0 korral

[+ tyl = (1 =) (" ()| + ).

15



Seega iga indeksi ¢ ja t > ¢ korral
lzi +tyll = (1 = e) (2" ()] + ).

Jarelikult kehtib (iii).

(iii) = (ii). Eeldame, et kehtib (iii). Olgu F ruumi X l6plikumodtmeline ala-
ruum, z* € By« jae € (0,1). Valime §,7 > Onii,et 6 < §jay < 5 . Kuna E on 16p-
likumdootmeline, siis leidub tema tihiksféaérile Sg 16plik y-vork {xl, oo Tn} C Sk

Eelduse pohjal leidub selline y € Sy, et iga indeksi ¢ ja t > § korral
[z + tyll = (1 = 6)([= ()] + ).
Fikseerime vabalt x € Sg jat > 0. Kui t < 4, siis 0 valiku tottu saame, et

Iz +tyll = flzll =ty =1 =6 >
>(1—e)(1+0)>1—e)(1+1t)>
> (L=e)([z"(x)| + 1),

Kui t > ¢, siis valime sellise indeksi i, et
o — @] <.

Seega

|27 (2:)| = |2"(2)] = llo — @il = |27 (2)] —
ja

[+ tyll = Nl + tyll =l — @il =

> (1 =0)(Jz" (i) +1) —v =
> (1 =0)(Ja"(x)[ + 1) — (2—®72
> (1= 0)(|Ja" ()| +1) — 6% >
> (1=0)(|z*(x)| +t) — ot >
> (1 =20)(Jz"(2)[ + 1) =
> (1 =e)(|z" ()] +1).

Jarelikult kehtib (ii).

16



(ii) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Olgu F C X loplikumootmeline alamruum,
r* € By« ja e > 0. Eelduse pohjal leidub y € Sx nii, et iga x € Sg ja t > 0 korral

[z + 2yl = (1 =) (" ()] +1).

()| )

[z +yll = (1= e)(j2" ()] + llyl).

Kui z € E '\ {0}, siis

i+ vl 2 0o

ehk

Kui z =0, siis 2*(z) =0 ja
lz+yll = llyll = X =)yl = @ —e)(|=" (@) + [lyl).
Jarelikult kehtib (i). O

Lause 3.7 (|[HLP, lause 2.5]). Olgu X Banachi ruum. Jargmised vdited on sama-

vadrsed.
(i) Kaasruum X* on norgalt oktaeedriline.

(ii) Iga kaasruumi X* loplikumaootmelise alamruumi FE, x € By ja € > 0 korral

leidub y* € Sx+ nit, et iga x* € E jat > 0 korral
2" +ty"|| = (1 —e)(|lz" ()] + ).

(iii) Igan € N, z7,... 2% € Sx+, © € Bx ja € > 0 korral leidub y* € Sx- nii, et

19a 1ndekst 1 ja t > € korral
27 +ty"]| = (1 = e)(l27 ()] + ).

Téestus. (i) = (iii). Eeldame, et kehtib (i). Olgun € N, z7,--- a2} € Sx+, x € Bx
jae > 0. Olgu E = span{z},---,z}}. Eelduse pohjal leidub y* € Sx« nii, et iga
x* € E korral

2" +y7ll = (1 = e)(|lz"(z)| + 1).
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Seega ka suvalise indeksi ¢ ja t > 0 korral saame
1 * *
—xty

1
/ ;xf (x)

)

7 +ty*| = (1 = e)(|=i (2)] + 1),

> -2 (

ehk

Jarelikult kehtib (iii).

(iii) = (ii). Eeldame, et kehtib (iii). Olgu E kaasruumi X* 16plikumootmeline
alaruum, x € Sx ja ¢ € (0,1). Olgu 6,7 > 0 sellised, et § < 5 ja v < %. Olgu
{z%,..., 2} C Sg oplik y-vork hulgale Sg. Eelduse pohjal leidub selline y* € S+,
et iga indeksi 7 ja t > ¢ korral

7 +ty*[ = (1 = 0) (|7 (2)] + 1),

Fikseerime suvalised z* € Sg ja t > 0. Kui t < 9, siis § valiku tingimusest saame,

et
2" +ty* | > (2" =ty [| >1 =6 > (1 —e)(1+0) >

> (1 =e)(1+1) = (1 —e)(|lz" ()| +1).
Kui t > 9, siis valime sellise indeksi 7, et
" — 27| <.
Seega
|z (2)| = | ()] = [|2% — 27| = |7 ()] = .

ja
2" +ty*|| > (|} +ty*|| = [|=" — 27| >

> (1=6)(|zj (@) +t) —v =

> (1=6)(|z" ()| +t) — (2=0)y =
> (1—68)(|Jz*(x)| +t) — 6> >

> (1 =0)(|l2"(z)| +t) — 6t >

> (1=26)(|2"(2)[ + ) =

> (1—e)(|z" (@) +1)



Jarelikult kehtib (ii).
(ii) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Olgu E kaasruumi X* 16plikumootmeline
alamruum, z** € By« ja € > 0. Lokaalse refleksiivsuse printsiibi (vt. teoreem 1.5)

pohjal leidub x € X nii, et iga 2* € E korral
(") = a(x) Ja (1—e)ll™] < flof] < (14 )]z

Paneme téhele, et ﬁx € By. Eelduse pohjal leidub y* € Sy« nii, et iga x* € Sg

%+ ty*|| > (1 —€7) ( " (1i€x>’+t> >
> (1 —¢)(|z"(z)] + 1) =

= (=)= ()] + 1),

> -9 (| () |+ 1)

2" + 47l = (1 =) (=™ () + ly"[D)-

ja t > 0 korral

Seega, kui z* € F'\ {0}, siis

*

T " 1
* * y
[Ea | ||

*

ehk

Kui z* = 0, siis
" +y7ll = lly*ll = (T =e)ly™l = (1 = e)(|=™ (@) + [ly™ D).
O

Lause 3.8 (|[HLP, lause 2.1|). Olgu X Banachi ruum. Jirgmised vdited on sama-

vadarsed.

(1) Ruum X on oktaeedriline.

(i) Iga ruumi X loplikumootmelise alamruumi E ja € > 0 korral leidub y € Sx

nit, et iga x € Sy jat > 0 korral
|+ tyll = (L — &) ([|lz]| + 7).
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(iii) Igamn € N, z1,...,x, € Sx ja e > 0 korral leidub y € Sx nii, et iga indeksi
1 korral

lz: +yll > 2 — .

Toestus. (i) = (iii). Eeldame, et kehtib (i). Olgun € N, xy,..., 2, € Sx jae > 0.
Olgu E = span{zy, ..., z,}. Eelduse pohjal leidub y € Sx nii, et iga € F korral

o+l = (1= 35) Ulall + ).

Seega iga indeksi ¢ korral

o+ il = (1= 2) (sl + llgll) = 2 ==

Jarelikult kehtib (iii).

(iii) = (ii). Eeldame, et kehtib (iii). Olgu £ ruumi X l6plikumootmeline alam-
ruum ja € > 0. Olgu {x,...,2,} C Sg 16plik 5-vork hulgale Sg. Eelduse pohjal
leidub y € Sx nii, et iga indeksi ¢ korral

o+l > 2 5.
Sarnaselt lause 3.5 (iii) = (ii) toestusele kehtib iga ¢ > 0 korral
o+ tyll = (1= 5) laall +1).
Kui z € Sg jat > 0, siis leidub indeks ¢ nii, et ||z — ;]| < § ja saame, et
o+ tyl = Il + tyll = llz = f) = (1= 5) A +8) = 2 = (A=) (1 +1).

Jarelikult kehtib (ii).
(ii) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Olgu E ruumi X loplikumootmeline alam-
ruum ja € > 0. Eelduse pohjal leidub y € Sx nii, et iga z € Sg ja t > 0 korral

Iz +tyll = (1 = &) ([l +1).

Kui z € F '\ {0}, siis

[

Tt H )



ehk
|z +yll = (1 —¢e)(lz] + [lvl]) -

Kui x = 0, siis

Iz +yll = llyll = (1 =)yl = @ =)=l + lly])-
Jarelikult kehtib (i). O
Lause 3.9. Ruum C|[0,1] on oktaeedriline.

Toestus. Olgun € N, x1,..., 2, € Scp1)jac € (0,1). Lause 3.8, (iii) pohjal piisab

néidata, et leidub y € Scjoq) nii, et iga indeksi 7 korral

i +yl =2 —e.

Kuna x4, ..., z, on pidevad funktsioonid ja iga indeksi ¢ korral max;cp 1 |#:(t)| = 1,
siis leiduvad paarikaupa erinevad ¢y, ..., t, € [0, 1] nii, et

Vaatleme sellist y € Scpo,1), et iga indeksi ¢ korral
y(t;) = sgnz;(t;).
Seega saame, et
|z +yl| > |oi(ts) +yts)| >1—e+1=2—c¢.
Jarelikult on ruum C[0, 1] oktaeedriline. O
Lause 3.10. Jadaruum £, on oktaeedriline.

Toestus. Olgun € N, xq,...,2, € Sy, ja e > 0. Tdhistame iga indeksi ¢ korral
z; = (§). Kuna iga indeksi i korral > .~ |&f| = 1, siis leidub N € N nii, et iga
indeksi ¢ korral |€4] < e/2. Olgu y = (1), kus

0, kui k # N,
M =
1, kui k = N.
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Niitid saame, et suvalise indeksi ¢ korral

N—-1 o)
i+ ol =D 1GI+ 16+ 1+ D Il =
k=1 k=N+1

g ; g g
1|+l > 141 =2

Lause 3.8, (iii) pohjal on jadaruum ¢; oktaeedriline.
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4 Diameeter-2 omaduste ja oktaeedrilisuse vahe-

kord

Antud paragrahvis esitame artikli [HLP] eeskujul bakalaureusett6 pohitulemusena
erinevate diameeter-2 omadustega Banachi ruumide esimese kaasruumi kirjelduse

oktaeedrilisuse abil.

Teoreem 4.1 ([HLP, teoreem 3.3|). Banachi ruumil on lokaalne diameeter-2 oma-

dus parajasti siis, kut tema kaasruum on lokaalselt oktaeedriline.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et Banachi ruum X on lokaalse diameeter-2 oma-
dusega. Niitame lause 3.5 tingimuse (iii) abil, et kaasruum X* on lokaalselt ok-
taeedriline. Olgu z* € Sx- ja ¢ > 0. Lokaalse diameeter-2 omaduse tottu on By
viilu S(x*,£/2) diameeter 2. Seega leiduvad x,y € S(z*,¢/2) nii, et
oyl >2- 3
Olgu y* € Sx- selline, et
y'(x—y) =[x =yl

Kuna y*(z) <1 ja y*(y) > —1, siis

y(z)>1—- ja —y'(y) > -3

DO ™

Jarelikult

* * * * * * € IS
lo* + 471l = (@ + ) (@) = (@) +y(@) 21— 5 +1- - =2—¢

ja
* * * * * * € €
|z* —y*|| > (= —y)(y)zx(y)—y(y)21—§+1—§:2—s.

Kokkuvottes saame, et
|l* £ y*|| >2—e.

Jarelikult on X* lokaalselt oktaeedriline.
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Piisavus. Eeldame niiiid, et kaasruum X* on lokaalselt oktaeedriline ja nditame,
et ruumil X on lokaalne diameeter-2 omadus. Olgu z* € Sy« ja ¢ > 0. Piisab

néidata, et leiduvad sellised z,y € S(z*, ¢), et
le =yl =2—e
Kuna X* on lokaalselt oktaeedriline, siis leidub selline y* € Sx«, et
€
Tyt >2— -,
FETIEL R

Votame x,y € Sx nii, et

9 9

@)@ > 25 (@) > 2 0
Seega
€ € €
* 29— - —y2)>2—-—-1=1-2->1—
x*(z) > 5 y*(x) > 5 5 > £
ja

13 9 13
) >2— - — () >2—=—1=1—->1—¢.
z*(y) 5 Y (y) > 5 5 £

Jarelikult x,y € S(z*, ). Teiselt poolt saame vorratustest (1), et

y)>1—< ja —y'(y) >1-—

DO ™
DO ™

Seega
* * * € &
||fc—y||2y(fﬂ—y)zy(x)—y(y)21—§+1—§:2—e.

Jéarelikult on ruumil X lokaalne diameeter-2 omadus.

[]

Teoreem 4.2 (|[HLP, teoreem 2.7|). Banachi ruumil on diameeter-2 omadus pa-

rajasti siis, kui tema kaasruum on norgalt oktaeedriline.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et Banachi ruumil X on diameeter-2 omadus. Nai-
tame lause 3.7 kriteeriumi (iii) abil, et kaasruum X* on norgalt oktaeedriline.

Olgun € N, z3,... 25 € Sx+, x € Bx ja e € (0,1). Fikseerime suvalise sellise
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§ € (0,€?), et § < elx}(x)| iga indeksi 4 korral, mille puhul |z}(z)| > 0. Vaatleme
hulka
W={y € Bx:|zj(x—y)| <4, i=1,...,n}

[mselt on W iihikkera Bx mittetiihi suhteliselt norgalt lahtine alamhulk. Seega
eelduse pohjal leiduvad u,v € W nii, et

lu—v|| >2—¢.

Olgu y* € Sx-+ selline, et

y (u—v) = llu—uvl.

Kuna y*(u) <1 ja y*(v) > —1, siis
yw)zl-c ja y'(v)<—-l+e

Fikseerime vabalt indeksi ¢ ja arvu ¢ > e. Kui zf(x) # 0, siis valime sellise z €
{u,v}, et z(x) ja y*(z) oleksid sama mérgiga. Sel juhul on ka x}(z) ja y*(z) sama

margiga, mistottu

7 + ty" (| = |27 (2) + ty"(2)] =
= |zi (2)] + tly"(2)] =
> |aj (@) = |ai (x = 2)[ + ty* (2)] =
> |ai ()| = elzi (@) + 11 —¢)) =

Kui zf(x) = 0, siis

[7 +ty*|| = | (w) + ty"(u)] =
> tly*(u)| = [7 (w)] >

>t(l—e)—e®>

Jarelikult on kaasruum X* norgalt oktaeedriline.
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Piisavus. Eeldame, et Banachi ruumi X korral on kaasruum X* norgalt ok-
taeedriline. Naitame, et ruumil X on diameeter-2 omadus. Olgu O C By mittetiihi
suhteliselt norgalt lahtine alamhulk. Olgu z € O. Vaatleme elemendi = suhteliselt

norka baasiiimbrust
W={yeBx: |z](zr—y)|<e, i=1,....,n}CO,

kus n € N, z7,...,2; € Sx~ ja e > 0. Meil piisab néidata, et leiduvad sellised
u,v €W, et
lu—v|| >2—¢.

Uldisust kitsendamata voime eeldata, et ¢ < 2. Olgu E = span{z?,..., 2" }. Eel-
duse kohaselt leidub y* € Sx+ nii, et iga 2* € E ja t > 0 korral

* * € *
lo* + 5l = (1= 5) (" (@) + ). (2)
Paneme téhele, et y* ¢ E: kui y* € E, siis ka —y* € F, mistottu saame vorratusest

(2) vastuolu, kui votta z* = —y* ja t = 1.

Defineerime funktsionaalid
F.G: span(EU{y"}) = R

selliselt, et iga x* € E korral

ning

Fly) =1 ja Gy")=—1.
Kuna y* ¢ E, siis funktsionaalid F' ja G on ilmselt korrektselt defineeritud ja
lineaarsed. Paneme tdhele, et funktsionaalid F' ja G on pidevad: vorratuse (2)
pohjal saame, et

1
1—¢/4

[F (" +ty")| = [a"(2) + 1] < " (2)| + £ < 7 + ],

seega (1 —e/4)||F|| < 1 ja analoogiliselt saame, et (1 —e/4)[|G|| < 1.

Jarelikult on ka
U= (1—2)1:’ ja V= (1—2)0
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pidevad lineaarsed funktsionaalid kaasruumi X* alamruumil span(£ U {y*}), kus-
juures ||U]|, [[V|| < 1. Jatkame funktsionaalid U ja V' normi séilitavalt kogu ruumile
X* ja edaspidi tahistagu U ja V vastavaid jatke. Goldstine’i teoreemi (vt. teoreem

1.4) pohjal leiduvad u,v € Bx C Bx« nii, et iga indeksi ¢ korral

=)@ < ja lo=V)@)l <3
ning ) 8
’(U—U)(y*)’<z ja ‘(U_V>(y*)’<é_1'

Néitame, et u,v € W ja ||lu — v|| > 2 — €. Paneme téhele, et

lw = vll = [y*(u —v)| =
=[U=V){y") + (u=U)y") +(V =0)y)| =
2 [(U=V)()] = (w—=U)y)| = (V= v)y)] =
9 9 €

>o1-5y_&S_°¢ —9_ ¢
>201-9) =773 c

Jaab veel nididata, et u,v € W. Iga indeksi ¢ korral
|77 (z — )| = |(z = U)aj + (U —w)zj] <
< (& = U)ai] + [(u = U)aj] <
< lai@) = (L= DF @)+ =

4
= Jlei@)]+ 5 <
<fyi-tce
—4 4 2

Seega u € W. Analoogiliselt saab naidata, et v € W. Jarelikult on ruumil X

diameeter-2 omadus. ]

Teoreem 4.3 (|[HLP, teoreem 2.3|). Banachi ruumil on tugev diameeter-2 omadus

parajasti siis, kui tema kaasruum on oktaeedriline.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et Banachi ruumil X on tugev diameeter-2 omadus.
Néitame lause 3.8 kriteeriumi (iii) abil, et kaasruum X* on oktaeedriline. Olgu

xy,...,x; € Sx+ jae > 0. Naitame, et leidub y* € Sx- nii, et iga indeksi 7 korral
i + 9yl =2 -
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Tahistame
1 n
K = = S’L 3

kus iga indeksi ¢ korral S; :== S(z},e/2) on Bx viilud. Eelduse kohaselt diam K = 2.
Jarelikult leiduvad z,y € K nii, et

£
-yl >2—-—.
o=yl >2 -

Olgu y* € Sx-« selline, et
y'(z—y) =z -yl

Kuna y*(y) > —1, siis

€
() >1——
y*(z) o
Kuna z € K, siis x esitub kujul
1 n
r = — Ty,
n

mistottu

g &
|27 + 7| Z(x;-*+y*)(:ci)>1—§+1—§:2—g.

Jarelikult on kaasruum X* oktaeedriline.
Piisavus. Eeldame, et Banachi ruumi X korral on kaasruum X* oktaeedriline.
Néitame teoreemi 3.8 kriteeriumi (iii) abil, et ruumil X on tugev diameeter-2

omadus. Olgu z7,..., 2} € Sx- ja ¢ > 0. Tahistame
k=13 505
T on — vl
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kus iga indeksi ¢ korral S(z},e/2) on Bx viil. Piisab naidata, et leiduvad z,y € K
nii, et
lz =yl =2 —e.

Eelduse kohaselt leidub y* € Sx~ nii, et iga indeksi ¢ korral
€
Tyt >2— -
o £y 22— 5

Iga indeksi ¢ korral leiduvad x;,y; € Bx nii, et

€

(@f +y7)(i) 2 |27 + 7l = §

. * * * * €
ja (@i =) ) 2 llei =yl =3 )
Kuna y*(z;) < 1 ja y*(y) > —1, siis

Ba)Z1-5 ja ally)=1-,

Seega x;,y; € S;. Kuna xf(z;) <1 ja y*(x;) <1, siis vOrratustest (3) saame, et

. % 9
ja -y (y)>1—5.

Y (xi) > 5

DN ™

Votame
1 & . 1 &
Nmselt z,y € K ja

* 9 g
||1‘—y||2y(w—y)21—§+1—§:2—5.

Jarelikult on ruumil X tugev diameeter-2 omadus. O
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5 Absoluutse normiga korrutisruumi oktaeedrilisus

Artiklis [HLP] uuriti, kuidas oktaeedrilisus kandub Banachi ruumidelt iile nen-
de ruumide /,-summale. Kéesolevas paragrahvis tildistame artiklis [HLP] saadud
(,-summade oktaeedrilisuse stabiilsustulemusi absoluutsete normidega korrutis-
ruumidele.

Olgu X ja Y Banachi ruumid.

Definitsioon 5.1. Oeldakse, et norm || - ||y ruumil X x Y on absoluutne, kui

leidub funktsioon N: [0,00) x [0,00) — [0,00) nii, et iga z € X jay € Y korral

1z, v = N(llll, [lyll)-
Absoluutne norm || - ||y on normaliseeritud, kui N(0,1) = N(1,0) = 1.
Ruumi X x Y varustatud absoluutse normiga || - || ; tdhistame X @&y Y.

Naide 5.2. Iga p-norm

(lll? + llylP)'/7, kui 1 < p < oo,
1z, y)llp =

max{||z[], lyl|},  kui p= oo,
on absoluutne normaliseeritud norm.
Korrutisruumi X x Y varustatud p-normiga téhistame X @, Y.

Naide 5.3. Olgu A € (0,1). Korrutisruumil X x Y vaadeldav norm

Gz, )| = max{[|(z, y) o, All (2, 9) |1}

on ilmselt absoluutne normaliseeritud norm, kuid pole p-norm. Paneme téahele, et
kui A = 1, siis antud norm oleks vordne 1-normiga, ja kui A = 0, siis oleks tegemist

oo-normiga.

Lemma 5.4 ([H, lemma 3.1 ja lk. 317]). Olgu X ja Y Banachi ruumid ja || - ||§

absoluutne normaliseeritud norm korrutisruumil X x Y.
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(a) X ®&nY on Banachi ruum, kusjuures
I oo < -l < IF - fla-
(b) Kuizy,7o € X jay1,y2 €Y on sellised, et ||z < ||zo]| ja ||y1]] < ||y2]|, siis

Gz, gl < [[(22, 42) v

(c) Leidub absoluutne normaliseeritud norm || - ||y« ruumil X* x Y* nii, et

(X ®dn YY) = X* Dy« Y7, kusjuures iga (z*,y*) € X* Oy Y™ korral

12", y7)]

* = max a x* + % )
v = o  (ladlle”ll+ 18117

ja iga (z,y) € X &N Y korral
(ZB*, y*)(ajv y) = l‘*(ﬂf) + y*(y)'

Lause 5.5. Kui Banachi ruumid X ja'Y on lokaalselt oktaeedrilised ja || - ||x on
absoluutne normaliseeritud norm, siis ruum X &y Y on samuti lokaalselt oktaeed-

riline.

Téestus. Olgu X ja Y lokaalselt oktaeedrilised Banachi ruumid ja ||- ||y absoluutne
normaliseeritud norm korrutisruumil X x Y. Néitame lause 3.5 kriteeriumi (iii)
abil, et X ®xY on lokaalselt oktaeedriline. Olgu (z,y) € Sxayy ja e € (0,2). Meil

piisab leida (u,v) € Sxq,y nii, et
1z, y) £ (u,0)|[y 22 —e.

Kui z # 0 ja y # 0, siis ruumide X ja Y on lokaalse oktaeedrilisuse tottu leivad

xo € Sx ja yp € Sy nii, et

’iixo >2_¢ ja Hiiyo >9 ¢

]l [yl

Votame u = ||z||zo ja v = ||y|lyo. Paneme téhele, et (u,v) € Sxayy. Toepoolest,
kuna ||zo|| = ||yol| = 1, siis

1w, 0) v = N(llull, lvl) = N (|[Ilzllzo]]. | Illvo]]) =
= N(|le, Iyl) = 1z, 9)|lw = 1.
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Paneme lemma 5.4, (b) abil téhele, et

(@, y) £ (w,v)[[y = N([lz £ ul|, ly £ v]]) =
= N (||o £ |=l|zo]|. ||y £ lyllvol|) >
> N(2—=e)|zll, 2 —2)llyll) =
=2 —=e)N(ll=|, lyll) =2 —e.

Vaatleme niitid juhtu, kus x = 0 voi y = 0. Konkreetsuse méttes olgu ||z|| = 0.
Kuna || - |5 on normaliseeritud, siis ||y|| = 1. Ruumi Y on lokaalse oktaeedrilisuse

tottu leidub v € Sy nii, et

ly£o|| >2—ce.
Seega
100,) £ (0, 0)[lx = N(O, fly £ v]) 2 N(0,2 —¢) =2 —¢.
Jarelikult on X @5 Y lokaalselt oktaeedriline. O
Lause 5.6. Kui Banachi ruumid X ja'Y on norgalt oktaeedrilised ja || - ||n on ab-

soluutne normaliseeritud norm, siis ruum X ®&nY on samuti norgalt oktaeedriline.

Téestus. Olgu X ja Y norgalt oktacedrilised Banachi ruumid ja || - || absoluutne
normaliseeritud norm korrutisruumil X x Y. Naitame lause 3.6 kriteeriumi (ii) abil,

et X &y Y on norgalt oktaeedriline. Olgu F &y F C X &x Y loplikumootmeline

alamruum, || - ||y~ kaasruumi (X @&x Y)* = X* @+ Y* absoluutne normaliseeritud
norm, (z*,y*) € Sx+a,.v+ ja e € (0,1). Meil piisab leida (u,v) € Sxg,y nii, et

iga (r,y) € E®y F jat > 0 korral

(2, y) + t(w, 0)|[x = (1= e)(|(z"(x) + ¥ (y)| + 1)

Kui z* # 0 ja y* # 0, siis ruumide X ja Y norga oktaeedrilisuse tottu leiduvad
xo € Sx ja yp € Sy nii, et iga x € Sg, y € S ning t > 0 korral

|z + ta| > (1—¢) ('x*(@' +t)

]

ja

ly+ tyoll > (1— &) (’y*<y>‘ +t> |
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Lemma 5.4, (¢) pohjal leiduvad sellised «, 5 > 0, et N(«, 5) =1 ja

12", )]

Votame u = axg ja v = fyy. Paneme tihele, et (u,v) € Sxg,y. Toepoolest, kuna

ve = allz + Byl = 1.

zoll = llyoll = 1, siis

[(w, )|l = N([ull, l0]]) = N(allzoll, Bllyol) = N(e, B) = 1.
Paneme téhele, et iga (z,y) € E @y F jat > 0 korral

Iz, y) + t(u, 0) v = Nzl + tull + [ly*[[[ly + tvl] =

> ot =) (B ar) + g - (94 1)

Bl Iy
> (1 =e)(|z" (@) +y @) + (alla"[| + Blly"I)t) =
= ([ =) (2" (=) + y*(y)| + 1)

Vaatleme niiiid juhtu, kus x* = 0 voi y* = 0. Konkreetsuse mottes olgu z* = 0.

Kuna || - ||y+ on normaliseeritud, siis ||y*|| = 1. Ruumi Y norga oktaeedrilisuse

tottu leidub v € Sy nii, et iga y € F' ja t > 0 korral
[y + tvl| = (1 —e)(ly*(y)] +1).
Seega iga (z,y) € E @y F jat > 0 korral
1(@,y) + (0, v)||n = [[*[lz]| + [ly*[lly + tv]| =
= lly+tol = (A =e)(ly" ()| +1) =

= (1 =e)(lz"(x) + y* (y)] + ).
Jarelikult on X @y Y norgalt oktaeedriline. O]

Lause 5.7 ([HLP, lause 3.10]). Olgu X ja 'Y Banachi ruumid.
(a) Kui X on oktaeedriline, siis X ®1Y on oktaeedriline.

(b) Kuil <p < oo, sits X ®,Y ei saa olla oktaeedriline.

(¢) Kui X ja'Y on oktaeedrilised, siis X @ Y on oktaeedriline.

Seega leidub selliseid absoluutse normiga korrutisruume X x Y, mis on ok-
taeedrilised ning ka selliseid, mis pole oktaeedrilised. Lahtiseks jaab kiisimus, millal

tapselt on absoluutse normiga varustatud korrutisruum X x Y oktaeedriline.
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