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Teek predikaatarvutuse vialjendamisiilesannete lahenduste kontrollimiseks
Lithikokkuvéte:

Kédesoleva bakalaureusetod eesmirk on implementeerida teek predikaatarvutuse
viljendamistilesannete lahenduste kontrollimiseks.

Teeki kuuluvad meetodid, mis vdimaldavad kontrollida, kas sisend, s.t aritmeetika signatuuris
o = <0, 1; +, *; => kujutatud predikaatarvutuse valem, on korrektsel kujul ja kas valem
viljendab etteantud predikaati. Valemi siintaktilise korrektsuse hindamiseks kontrollitakse
muuhulgas jirgnevat: valem sisaldab vaid etteantud signatuuri kuuluvaid konstant-,
funktsionaal- ja predikaatsiimboleid, valemis esinevad sulud on tasakaalus, 16ppvalemis
kasutatavad abipredikaadid on eelnevalt defineeritud, abipredikaadi defineerimisel ei kasutata
predikaadi tdhises vabu muutujaid, mida abipredikaadi valemis ei esine ja vastupidi —
abipredikaadi valemis ei esine vabu muutujaid, mida téhises ei ole vélja toodud.

Selleks, et kontrollida, kas valem véljendab etteantud predikaati, kasutatakse kiesolevas t60s
kahte meetodit. Toesuspuu meetodiga iiritatakse kindlaks teha, kas sisestatud valem ja Oige
valem on samavairsed, teisisonu, kas nende kahe valemi ekvivalents on samaselt toene. Kui
tdesuspuu meetod ei anna madratud aja jooksul kindlat tulemust, voetakse kasutusele meetod,
mis kontrollib, kas kahe valemi tdeviirtused langevad kokku suurel 16plikul hulgal.

Kuigi valemite samavidirsuse kontroll on algoritmiliselt mittelahenduv, vdimaldavad
arendatud teegi meetodid anda kindla vastuse laia alamhulga iilesannete korral, tdhustades
seega praegust predikaatarvutuse viljendamisiilesannete lahenduste  kontrollimise
tookorraldust Tartu Ulikooli matemaatilise loogika kursustel.

Votmesonad:

Matemaatiline loogika, predikaatarvutus, tdesuspuu, signatuur, valemite samavéérsus, vabad
ja seotud muutujad, ekvivalents, samaselt tdene valem, iildisus- ja olemasolukvantor

CERCS: P110 (Matemaatiline loogika, hulgateooria, kombinatoorika), P175 (Informaatika,
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Library for verifying the solutions of predicate calculus
Abstract:

The goal of this bachelor thesis is to implement a library for verifying the solutions to the
provided sentences of the predicate calculus. The library is intended to be used in
automatizing the examination of students' answers in the predicate calculus courses in Tartu
Ulikool. At present, the lab instructors check the answers manually.

The implemented library contains methods that verify the user input from two aspects — the
input is syntactically correct and it expresses the given sentence. Input is deemed
syntactically correct if it contains the constant, functional and predicate symbols that are
permitted with the arithmetic signature of o = <0, 1; +, *; =>, a balanced amount of brackets
and the helper predicates defined beforehand. For helper predicates, the program also checks
the correct usage of free variables, defined as follows — all free variables used in the predicate
are provided as arguments to the predicate and all the predicate's arguments are free variables
in the predicate.

To check if the user provided formula is equivalent to a correct formula, the program deploys
two methods. First, it applies a method called the truth tree, which consists in analysing the
logical structure of the equivalence formula, made up of the user input and the correct
answer. The second method consists of evaluating the two formulas with a limited set of
natural numbers and checking if the formulas' truth values coincide.

Verifying the equivalence of two formulas is a problem that is known to be algorithmically
unsolvable. The two selected methods complement each other — the truth tree method allows
determining the equivalence of two formulas, while the brute-force evaluation allows
determining their non-equivalence.

Keywords:

Mathematical logic, predicate calculus, truth tree, signature, equivalence, free and bound
variables, valid formula, universal quantification, existential quantification.
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1 Sissejuhatus

Predikaatarvutust Opetatakse Tartu Ulikooli informaatika Oppekava tudengitele ainetes
,»QOraafid ja matemaatiline loogika” (MTAT.05.122) ja ,Sissejuhatus matemaatilisse
loogikasse” (MTAT.05.111). Aines raames toimuvates praktikumides lahendavad tudengid
predikaatloogika  iilesandeid, mis seisnevad etteantud vdidete  viljendamises
predikaatarvutuse valemitega. Tudengite kirjalikult esitatud lahendusi kontrollivad
praktikumijuhendajad kasitsi.

Ulesannete lahenduste kontrollimisel kisitsi on mitmeid puudusi. Selline tddkorraldus on
aegandudev ja veaohtlik. Tudengitele antav tagasiside hilineb ning palju juhendajate ressurssi
kulub mitte niivord sisuliste kuivord stintaktilist liiki vigade parandamisele. Viimased
hélmavad vigu, nagu valemis esinevad iileliigsed vdi puuduvad sulud ning signatuuri
mittekuuluvate siimbolite kasutamine, mille kontrollimist on voimalik automatiseerida.

Praktikumijuhendajate kogemus néitab, et véidete viljendamine valmistab paljudele
tudengitele raskusi. Teemast paremini aru saamiseks oleks tudengitel vaja harjutada rohkem,
kui praktikumijuhendajad kisitsi kontrollida jouavad. Seetottu seatakse kéesoleva
bakalaureuset60 eesmérgiks luua programm, mis voimaldab tudengitel automaatselt
kontrollida oma lahendusi.

Kahe valemi, s.t. tudengi sisestatud valemi ja dige valemi samavidirsuse kontroll on
algoritmiliselt mittelahenduv probleem, mistdttu saab selle lahendamiseks kasutatud
meetoditest oodata ainult osalisi tulemusi. Loodav programm vastab kiisimusele, kas kaks
valemit on samavéirsed, iihel jargnevatest viisidest — ,,jah”, ,,ei”, ,,ei tea”. Seega ei asenda
programm inimkontrollijat, kuid annab tudengitele vOimaluse rohkemate iilesannetega
harjutada ja pakub viirtuslikku tagasisidet.

Kéesolev kirjalik t60 tdiendab programmi jaoks loodud koodibaasi, andes teoreetilise
ilevaate predikaatarvutuse olulisematest mdistetest, programmi sisendi oodatavast kujust
ning sisendi tootlemise etappidest, alustades sisendi siintaktilise kontrolliga ja sisendi
viimisega sisuliseks kontrollimiseks vajalikule kujule, 10petades samavéirsuse hindamiseks
rakendatavate meetoditega. Tutvustatakse kahe kasutatava meetodi valiku pdohimotet,
implementatsiooni ja puudusi. Eraldi peatiikk on pilihendatud mdlema meetodi testimisele
testandmetega, s.o aines MTAT.05.122 tudengite esitatud kodutodde lahendustega.



2 Too eesmark

Predikaatloogikat tutvustatakse Tartu Ulikooli informaatika tudengitele ainetes ,,Graafid ja
matemaatiline loogika” ja ,,Sissejuhatus matemaatilisse loogikasse”, kus tudengitel tuleb
muuhulgas véljendada etteantud véiteid, kasutades predikaatarvutuse siintaksit.

Viidete viljendamine on {iilesanne, mis valmistab praktikumijuhendajate kogemuse pohjal
tudengitele raskusi ja mille lahendamisel teevad tudengid palju vigu. Teisalt, on to6korraldus,
kus praktikumijuhendajad kontrollivad iilesannete lahendusi késitsi, aegandudev, veaohtlik ja
toob paratamatult kaasa selle, et tagasiside andmine tudengitele hilineb.

Selleks, et osaliselt automatiseerida ja tdhustada lahenduste kontrollimist, seatakse kdesoleva
bakalaureuset66 eesmirgiks implementeerida teek, mis verifitseerib jargnevat:

e kas tudengi sisestatud valem on korrektsel kujul, s.t. valemis kasutatakse ainult
signatuuri kuuluvaid siimboleid, avavate ja sulgevate sulgude arv on tasakaalus,
predikaat on nii mitme kohaline, kui tilesande piistitus ette néeb;

e kas tudengi sisestatud valem ja dige valem on samavéirsed. Kuna kehtib, et valemid
F ja G on samavéirsed parajasti siis, kui valem F < G on samaselt tdene [4:64], on
vaja ndidata, et tudengi sisestatud valemi ja dige valemi ekvivalents on samaselt
tdene. Valemite samaviirsuse kontrollimiseks kasutatakse kaht meetodit — toesuspuu
meetodit ja vddrtuste viljaarvutamise meetodit, mida tutvustatakse jdrgnevates
peatiikkides.

Lisaks teoreetilisele lilevaatele valmib antud bakalaureuset6o raames:

e Java programmeerimiskeeles implementeeritud teek, mida on voimalik integreerida
tildisesse, erinevaid kasutajarolle toetavasse arvutiiilesannete lahendamise keskkonda;

e Veebikeskkond, mis kasutab arendatud teeki. Veebikeskkond kuvab viiteid ja lubab
kasutajal sisestada ja kontrollida valemeid. Kontrolli tulemusena selgub {iks kolmest
variandist:

1. sisestatud valem ja dige valem on samavéadrsed
2. sisestatud valem ja dige valem ei ole samavaérsed
3. sisestatud valem ja dige valem voivad olla samavéérsed (,,ei tea”).

Stintaktiliselt mittekorrektse sisendi korral osutatakse esimesele mittesobivale siimbolile.
Mittesamavairse valemi korral esitatakse kontramudel — vabade muutujate véértustus, mil
valem on vaar.

2.1 Lahendatavad valjendamisulesanded

Programm aktsepteerib valemeid, mis on viljendatud aritmeetika signatuuris o = <0, 1; +, * ;
=>. Valemi tdevdirtust uuritakse interpretatsioonil a, kus M, = N ja koiki signatuuri
stimboleid interpreteeritakse standardselt.

Kasutajal on vdimalik siimboliga "=' defineerida abipredikaate ning neid lausearvutuse
tehetega I0ppvastusesse kombineerida. Abipredikaadi tdpse lubatud kuju voib leida t66 10pus
esitatud ANTLR4 grammatika failist.



Arendatud veebilehel on kasutajal vOimalik lisada oma vastusesse ka kommentaare —
programm eemaldab siimbolite /* */ vahele jddva teksti enne vastuse edasiandmist teegi

meetoditele.

Niiteks viite ,,Arv x on arvu y suurim algtegur” viljendamisel aktsepteerib programm
jérgnevaid abipredikaate, ning viimasel real kujutatud 16ppvastust:

T(x,y) :=3da (x*a=y)

A(x) :=VmVn (x=m*n->m=1Vn=1) & (x=1) /* X on algarv * /
S(x,y):=3dk(x =y + k) /* x >=y */

T(x,y) & A(x) & Yu(T(u,y) & A(u) -> S(x,u))



3 Predikaatarvutuse moisted
Kéesolevas peatiikis antakse lilevaade olulisematest predikaatarvutuse moistetest.

Signatuur — kolmik S = <C; F; P>, kus C on konstantsiimbolite, /' funktsionaalsiimbolite ja
P predikaatsiimbolite hulk, millesse kuuluvaid elemente on lubatud predikaatarvutuse
valemites kasutada. Néiteks predikaatarvutuse valem, mis on viljendatud signatuuris S = <0,
1; +, *; =>, voib sisaldada ainult konstantsiimboleid 0 ja 1, funktsionaalstimboleid + ja *
ning predikaatsiimbolit =. [4:52]

Term signatuuris S — term on avaldis, mille véértuseks on indiviidide piirkonna element.
Termid defineeritakse signatuuri S jaoks induktsiooniga jérgnevate reeglite abil:

1. Iga indiviiddmuutuja on signatuuri S term
2. Signatuuri S iga konstantsiimbol on S term

3. Kui fon signatuuri S funktsionaalsiimbol ja ¢, %, . . ., ¢, on signatuuri S termid, siis f (%,
L ..., t,)onSterm [6]

Olgu meil signatuur S, kuhu kuuluvad konstantsiimbol ¢, iihekohaline funktsionaalsiimbol f,
kahekohaline funktsionaalsiimbol g ja indiviidmuutuja x. Siis on niiteks avaldis g(f(x), f(c))
term [4:49].

Predikaatarvutuse valem signatuuris S — predikaatarvutuse valem defineeritakse signatuuri
S jaoks induktsiooniga jargnevate reeglite abil:

1. Kui P on signatuuri S n-kohaline predikaatsiimbol ja #;, #, . . ., ¢, on termid signatuuris S,
siis P (5, t5, . . ., t,) on signatuuri S predikaatarvutuse valem.

2) Kui F on signatuuri S predikaatarvutuse valem, siis —F on signatuuri S predikaatarvutuse
valem.

3) Kui F ja G on signatuuri S predikaatarvutuse valemid, siis (F & G), (F V G), (F — G) ja
(F < G) on signatuuri S predikaatarvutuse valemid.

4) Kui x on indiviidmuutuja ja F on signatuuri S predikaatarvutuse valem, siis VxF ja xF on
signatuuri S predikaatarvutuse valemid. [4:50]

Elementaarvalem ehk atomaarne valem — predikaatarvutuse valem, mis on koostatud
predikaatarvutuse valemi definitsiooni punkt 1 jirgi. Koik iilejddnud predikaatarvutuse
valemid koosnevad elementaarvalemitest. [4:50]

Seotud muutuja — muutuja x on valemis 4 seotud, kui x asub olemasolu- voi iildisuskvantori
mojupiirkonnas, s.t. valemit Vx4 vdi 3x4 moodustavas valemis 4. [4:50]

Vaba muutuja — muutuja x on valemis A4 vaba, kui x ei asu {ihegi x-le rakendatud olemasolu-
voi tldisuskvantori m&jupiirkonnas. Naiteks valemis Vx(3yA(x,y)&B(x,y)) esineb muutuja x
valemites 4 ja B seotuna ning muutuja y valemis 4 seotuna ja valemis B vabana. [6]

Interpretatsioon — predikaatarvutuse valemit saab interpreteerida erinevatel viisidel.
Interpretatsioon on see, millega maiératakse indiviidide muutumispiirkond ja antakse
signatuuri siimbolitele tihendus [6]. Matemaatiliselt, interpretatsioon on paar a = (M,, 1,), kus
M, on mittetithi hulk, mida nimetatakse pohihulgaks, ja I, on interpreteeriv kujutus, mis
teisendab

1) iga konstantsiimboli hulga M, mingiks elemendiks;



2) iga n-kohalise funktsionaalsiimboli mingiks kdikjal madratud n-kohaliseks funktsiooniks
hulgal M,;

3) iga n-kohalise predikaatsiimboli mingiks n-kohaliseks predikaadiks hulgal M,. [4:53]

Samaselt téene valem — predikaatarvutuse valem F on samaselt tdene, kui ta on tdene igas
interpretatsioonis oma vabade muutujate koikidel vairtustel. [4:59]

Valemite samaviirsus — valemeid F ja G on samavéirsed, kui nende tdoevdirtused on
vOrdsed igas interpretatsioonis valemite vabade muutujate kdikidel vairtustel. Valemid F' ja
G on samavéirsed parajasti siis, kui valem F <> G on samaselt tdene. [4:64]

Aritmeetika viljendamise mittelahenduvus — Aritmeetika véljendamine on algoritmiliselt
mittelahenduv probleem. See tdhendab, et ei leidu algoritmi, mis iga sisendi, s.o.
predikaatarvutuse valemi puhul tagastab kindla vastuse kiisimusele, kas valem on samaselt
toene vOi mitte. Aritmeetika véidete mittelahenduvus jireldub peatumise probleemi
mittelahenduvusest — kuna viited Turingi masinate kohta on véljendatavad aritmeetika
signatuuris ja Turingi masinate peatumise probleem on mittelahenduv [4:125], siis on ka
aritmeetika véljendamise probleem mittelahenduv.
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4 Sisendi tootlemine

Selleks, et kontrollida, kas sisend on siintaktiliselt korrektsel kujul, ning luua sisendi
edasiseks analiilisimiseks vajalik andmestruktuur, kasutatakse programmi nimega ANTLR v4.

ANTLR v4 on todriist, mis loob grammatika faili pohjal parseri ehk siintaksianaliisaatori —
programmi, mis tegeleb keele analiilisimisega. Grammatika on kogum reegleid, mis
viljendavad sisendi lubatud struktuuri [5:10].

Sisendi tootlemine ANTLR'iga koosneb kahest etapist — leksikalisest analiiiisist ja parsimisest
Leksikalise analiiiisi kédigus valmistab ANTLRi lekser ette sisendi ANTLRi parserile —
grammatikasse salvestatud lekserireeglite alusel t66tleb lekser sisendiks saadud siimboleid,
viib need mirkide kujule (ing. k. foken) ja jitab vilja mittevajalikud stimbolid, nagu tiihikud
ja reavahetused. Parsimise etapi kdigus kontrollib ANTLRI parser, kas sisend sobitub parseri
reeglitega ja moodustab maérkidest sisendi struktuuri kujutava andmestruktuuri ehk parsepuu
(ehk stintaksipuu). Kuna ANTLR lubab tihte grammatikafaili koondada nii lekseri kui ka
parseri reegleid, eristatakse neid kirjapildiga — lekseri reeglid kirjutatakse algava voi ldbiva
suurtdhega, parseri reeglid aga viiketéhtedega. [5:10]

Reeglid kirjeldavad keele siintaksit. Nende abil kontrollitakse, kas sisendlause kuulub
grammatikaga maiédratud keelde vOi mitte. Sisend kuulub keelde, teisisonu, sisend on
korrektne, kui see sobitub grammatikas kirjeldatud reeglitega.

Jargnevalt kujutatud reeglid on viljavote loodava programmi tarbeks defineeritud
grammatikast. Tdieliku grammatika voib leida t60 lisast.

grammar Pred;

koguvalem

: abidef* predvalenm;
abidef

: predtahis ':=' predvalem
predtahis

: predsymbol defargumendid*

’

Parser alustab sisendi sobitamist algreeglist koguvalem. Nagu néha, vdib koolonist paremale
jdava reegli definitsioon koosneda omakorda teistest parseri vOi lekseri reeglitest voi
soneliteraalidest. Koguvalemi reegel defineerib, et sisend vdib koosneda nullist kuni mitmest
abidefinitsioonist (abipredikaadist) ja predikaatvalemist. Reegel abidef tépsustab, et
abidefinitsioon peab olema kujul, kus "=' mairgist vasakule jdib predikaatvalemi téhis ja
paremale predikaatvalem. Parseri reeglitega luuakse struktuur, mis viljendab valemite vahel
loogiliste tehete prioriteeti, viies tugevamini siduvad tehted puus alla poole, nagu ndha

jargnevalt esitatud parseri reeglite ahelas:
predvalem
: ekvvalem ('~' ekvvalem)*

ekvvalem
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: implvalem ('->' implvalem)*
implvalem
: disjvalem ('v' disjvalem)*
disjvalem
: konjvalem ('&' konjvalem)*
konjvalem
('=" | iga | eks)* korgvalem

’

Joonisel 1 on graafiliselt kujutatud parsepuud, mis véljendab keeles aktsepteeritava
ndidisvalemi P&GvH struktuuri. Parsepuu koosneb reeglite nimedele vastavatest tippudest,
mis néitavad, kuidas antud sisendit parsiti. Puu tipus on koige iildisem reegel, millest analiiiisi
alustati. Lehtedeks on lekseri reeglitele vastavad siimbolid.

koguwalem
predvalem
ekwwalem
imphvalem
disjwalem W disjvalemn
konjwalem & konjvalem konjwalem
korgwalem: 2 korgwalem: 2 korgvalern: 2

atomaarnevalerm:1l atomaarnevalem:l atomaarnevalem:l

predsymbal predsrmbul predsymbal
identifikaator identifikaator identifikaator
P G H

Kuvatommis 1: ANTLRi parseri loodud parsepuu

Parsepuu koosneb grammatika reeglite pdhjal loodud tippudest (Context-tiilipi objektidest),
mis on ANTLRisse sissechitatud klassi ParseTree alamklassid.

ANTLRI1 parsepuu on mahukas ja sisaldab infot sisendi struktuuri ja parsimise kohta. See ei
ole valemite edasiseks tootlemiseks mugaval kujul. Seetdttu teisendatakse parsepuu
minimalistlikumale, abstraktse siintaksipuu kujule, mis sisaldab sisendi vairtustamiseks ja
toesuspuu koostamiseks olulist infot.

Kasutades ANTLRi parsepuu tipu meetodeid getChildCount() ja getChild(int childIndex)
ning uurides instanceof abil parsepuu tippude klasse, ldbime parsepuu ja koostame selle
poOhjal abstraktse siintaksipuu.
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4.1 Vigadest teavitamine

Tudengite vastustes esinevad vead vdib jagada kahte klassi — sisulised vead ja stintaktilised
vead. Sisulised vead holmavad mittekorrektsete loogiliste tehete kasutamist, vabade
muutujate sidumist kvantoriga ja vastupidi — muutujate, mis peaksid asuma mingi kvantori
mojupiirkonnas, esitamist vabadena. Ko&ige levinumad siintaktilist laadi vead on aga
jargnevad:

1. Kasutatakse stimboleid, mis ei kuulu valemite keelde. Tihti jdetaks tdhele panemata
signatuuriga kasutada lubatavad konstant-, funktsionaal- ja predikaatsiimbolid, ning
kujutatakse numbreid, vOrratusi, jms. nii nagu need on ndha jargnevates testandmete pohjal
kogutud valemitest:

Jagub(x,y) := Am(x=m*y) Jagub(x,3)& —(Jagub(x,9)) (Naide 1)

Pixy) :=x>y O, yz) :=z=x* (Néide 2)

Sageli esineb tudengite valemites erinevaid keeleviliseid stimboleid, nagu niiteks:
dy:x=y-(1+1+1) & ~Af:x=f(1+1+1+1+1+1+1+1+1) (Néide 3)

voi kasutatakse muid ebastandardseid viise seotud muutujate jérjekorra esitamiseks, néiteks:
d(a, b, c,d):a=ytc&r=y+d & x = a'b & (c=0) & ~(d=0) (Niide 4)

vOi

Vx,y(Ja,b(P(a,y)&P(b,y) -> Q(a,b,x))) (Niide 5)

2. Sulud ei ole tasakaalus, nagu nditeks jargnevas valemis:

dy(x=y*(1+1+1) & ~3z(y=z*(1+1+1)) (Niide 6)

Lahendustes — eriti mitmerealistes ilma abipredikaatideta valemites — iileliigsete voi
puuduvad sulgude tuvastamine on tddmahukas ka kontrollijate jaoks.

Loodava programmi eesmirk on anda tudengile teada sisendis esinevatest siintaktilistest
vigadest. Selleks otstarbeks laiendatakse ANTLRi parserisse sisse ehitatud automaatset
stintaksivigadest teavitamise slisteemi, viljastades sonumi ebasobiva siimboli asukoha ja sisu
kohta. Asukoha all mdistetakse alates Ost loendatavat positsiooni numbrit sisendtekstis.

Kasutades eeltoodud néiteid, véljastab programm alljirgnevad veasdnumid ja 1dpetab t60
erindiga:

Positsioonil 32 on lubamatu siimbol '3'. (Niide 1)

Positsioonil 12 on lubamatu stimbol >'.  (Niide 2)

Positsioonil 2 on lubamatu siimbol ":'.  (Néide 3)
Positsioonil 13 on lubamatu siimbol ': . (Naide 4)
Positsioonil 2 on iileliigne ','. (Néide 5)

Positsioonil 33 puudub')’. (Niide 6)

ANTLR rakendab mitmeid votteid vigadest taastumiseks, mis voimaldavad parseril parast
stintaksivea leidmist t60d jitkata [5:158]. Kuigi ANTLRi parser vdimaldab tinu sellele
omadusele viljastada koiki veateateid korraga, on loodavas programmis valitud
pedagoogilistel eesmirkidel teistsugune ldhenemine — veakohtadele osutatakse likshaaval, et
tudengitel tekiks sarnaste vigade osas teatav ettendgelikkus ja tdhelepanelikkus. Nii
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kuvatakse ndites 1 kujutatud sisendi kontrollimisel esiteks ainsana veapositsiooni 32, et anda
tudengile vdoimalus iseseisvalt mirgata ja parandada ka teist samalaadi viga.

Lisaks siintaktilistele eksimustele valmistab tudengitele raskusi vabade ja seotud muutujate
korrektne kasutamine. Véga levinud viga on, et indiviid, mille kohta midagi véidetakse,
seotakse olemasolu- voi iildisuskvantoriga, nagu nédha allolevast valemist viite ,,x jagub 3ga,
aga mitte 9ga” kohta:

Vx(Jagub(x,1+1+1) & —(Jagub(x,(I+1+1)*(1+1+1))) (Niide 7)

Kontrollides andmebaasi salvestatud dige vastuse vabade muutujate arvu ja téhiseid, viljastab
programm ebakdla korral tudengile veateate oodatavate vabalt esinevate muutujate kohta.
Néite 7 varal on veateade jargnev: ,Esitasid 0-kohalise predikaadi, ootasin aga 1-kohalist
predikaati, kus muutuja x esineb vabalt.”

Selleks, et aidata tudengitel paremini modista vabade muutujate tdhendust, tehakse
abipredikaadi defineerimisele jargmised kitsendused — koik abipredikaadis esinevad vabad
muutujad peavad olema kirjas abipredikaadi tdhises, ning kdik tdhises nimetatud vabad
muutujad peavad vabadena esinema ka abipredikaadis.

Esitades néiteks jargneva abipredikaati sisaldava valemi
Jxyz):=Az(x=y *z) Jix, 1+1+1) & ~J(x, I+1+1+1+1+1+1+1+1) (Niide 8),

1dpetab programm t66 veateatega ,,Abipredikaadi definitsiooni kohaselt on muutuja z vaba,
kuid abipredikaadis esineb see seotuna voi on puudu”.

Esitades aga valemi
Jxy):=3z(x =y *z) & ~(k=0) J(x, 1+1+1) & ~J(x, (1+1+1)*(1+1+1)) (Niide9)

kuvatakse tudengile veateadet ,,Abipredikaadis esineb vabana muutuja k, mida ei ole
abipredikaadi tdhises kirjas.”

Uhtlasi kontrollib programm, kas valemis kasutatav abipredikaat on nimetatud siimboli ja
argumentide arvuga eelnevalt defineeritud. Vastasel korral 1dpetab programm vastavasisulise
veateatega. Sisestades nditeks valemi

Jx,y):=2z(x =y *z) P(x, 1+1+1) & ~J(x, (1+1+1)*(1+1+1)) (Niide 10),

viljastab programm teate: ,2-kohaline abipredikaat predikaatsiimboliga P ei ole
defineeritud.”.
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5 Kasutatavad meetodid

Antud t66s implementeeritakse kahe valemi samavéérsuse kontrollimiseks tdoesuspuu meetod
ja véirtuste véljaarvutamise meetod. Mdlemat meetodit tutvustatakse iiksikasjalikult
vastavates peatiikkides — antud peatiikis antakse lilevaade meetodite valiku pohimdttest, ning
meetodite rakendamise voimalikest tulemustest.

Implementeeritud meetodid vdimaldavad kindlaks teha kahe valemi samavéirsust kiill
paljudel juhtudel, kuid kuna valemite samavidirsuse kontrollimine on mittelahenduv
probleem, mitte alati. Valitud meetodid tdiendavad teineteist, kuna tdesuspuu meetod
vOimaldab kindlalt ndidata valemite samavéérsust, vdirtuste vdljaarvutamine aga valemite
mittesamavéarsust.

Esimese vottena rakendatakse tudengi sisestatud valemi ja dige valemi ekvivalentsile
toesuspuu meetodit. Selle meetodiga iiritatakse leida vaartustust, mil valem on véir. Kui
tehtud eeldus viib analiiiisi kdigus moodustunud tdesuspuu igas harus vastuoluni, siis oleme
toestanud, et kaks valemit on samaviirsed. Kui puus leidub aga haru, kus vastuolu puudub, ei
saa me teha jireldust valemi samavddrsuse ega mittesamavéidrsuse kohta. Vastuolu
puudumine voib olla pohjustatud sellest, et kaks muidu samaviirset valemit erinevad termide
poolest — niiteks on erinev kahe valemi termide osade jarjekord. Kuna tdesuspuu meetodit
rakendatakse ainult valemi loogilisele osale, uurimata tdpsemalt aritmeetikatermide
struktuuri, néiteks seda, kas kahe valemi kommutatiivse tehte argumendid on vahetatud, ei
tuvasta toesuspuu meetod kahte samavairset, kuid erinevate termidega valemit. Samuti voib
juhtuda, et tdesuspuu konstrueerimine ei 10ppe 10pliku aja jooksul voi votab meetod
tdesuspuu tippude eksponentsiaalse plahvatuse tottu automaatse kontrollimise seisukohast
tileméédra kaua aega.

Kui tdesuspuu sisaldab mittevastuolulisi harusid voi tdesuspuu meetod ei Iopeta méaidratud aja
jooksul, siis vOetakse valemite samavédrsuse hindamiseks kasutusele teine, véirtuste
viljaarvutamise meetod. Selle meetodiga kontrollitakse, kas tudengi sisestatud valemi ja dige
valemi tdevairtused langevad kokku suurel 10plikul hulgal. Kui kahest valemist moodustatud
ekvivalents ei ole 10plikul kandjal samaselt tdene, siis oleme ndidanud, et tudengi sisestatud
valem ja dige valem ei ole samavéirsed. Kui ekvivalentsivalem on 10plikul naturaalarvude
hulgal vidirtustatuna samaselt toene, siis ei saa me aga teha 10plikku jdreldust valemite
samavadrsuse ega mittesamaviirsuse kohta. Alljargnev tabel esitab meetodite vdimalikke
tulemusi skemaatiliselt.

Tingimus Toesuspuu Viirtuste viljaarvutamine

Iga puu haru on vastuoluline Valemid on samavéérsed -

Leidub avatud haru voi puu ei Eitea -
saa valmis méératud ajaga

Ekvivalentsivalem ei ole 16plikul - Valemid ei ole samaviérsed
kandjal samaselt tGene

Ekvivalentsivalem on 10plikul - Ei tea
kandjal samaselt toene
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6 Toesuspuu
Uks viis, kuidas kontrollida, kas kaks valemit on samaviirsed, on moodustada tdesuspuu.

Jargnevates alapeatiikkides antakse teoreetiline iilevaade tdesuspuu meetodist, kirjeldatakse
tdesuspuu implementatsiooni kdesoleva bakalaureusetoé tarbeks ning selle meetodi
piiranguid.

6.1 Meetodi kirjeldus

Kéesolev peatiikk on refereeritud opikust ,,Sissejuhatus matemaatilisse loogikasse”, 1k 15-16
[4].

Toesuspuu on skeem, mis vdimaldab valemi loogilist struktuuri uurides kindlaks teha
vaartustused, mil valem on tdene vO1 vadr.

Tdesuspuu tipus on analiiiisitav valem koos tdevairtusega, mida soovitakse kontrollida. Tipus
olevat valemit hakatakse jagama védiksemateks osadeks, ldahtudes elementaarsammudest.
Elementaarsamm on reegel, mis iitleb, millised peavad olema valemi komponentide
toevaartused selleks, et valemil oleks antud toevéartus.

Igal lausearvutuse tehtel ja valemil, mis algab olemasolu- voi iildisuskvantoriga, on oma
elementaarsammud. Need on esitatud kdesoleva peatiiki alajaotuses ,,Elementaarsammud”.

Elementaarsammude abil tehakse kindlaks valemi komponentide toevédartused. Valemi
komponendid kirjutatakse koos jdreldunud tdevédrtusega valemi alla. Need on omakorda
valemid, mis vajavad edasist analiiisimist. Sellist valemi tiikeldamise protsessi korratakse nii
kaua, kuni joutakse valemi vdikseimate osadeni, s.o. lausemuutujateni.

Moned elementaarsammud jagavad tdesuspuu kaheks haruks. Hargnemine téhistab olukorda,
kus valemi alamosadel on mitu sobivat toevaartust. Naiteks selleks, et valem F <> G oleks
tdene, on kaks voimalust — F on tdene ja G on tdene voi F on védr ja G on vair. Toesuspuu
hargneb sealkohal kaheks. Valemite edasine analiiiis kandub modlemasse harusse — seni
analiiisimata valemid jagatakse elementaarsammude abil véiksemateks tiikkideks ja saadud
tulemus lisatakse molemasse harusse.

Toesuspuu haru on Ilopetatud, kui selles harus on koik valemid jagatud atomaarseteks
valemiteks.

Vaib juhtuda, et valemi analiilisi kdigus joutakse mingis harus vastuoluni — olukorrani, kus
valem esineb harus nii tdesena kui ka véirana. Sellist haru nimetatakse vastuoluliseks.

Tdesuspuu on valmis, kui iga selle haru on kas Idpetatud voi vastuoluline.
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6.1.1 Elementaarsammud

Lausearvutuse tehete ja kvantoriga algavate valemite elementaarsammud on jdrgnevad [4:16,
61]:

Eitus
-F =1 - F=0
| |
F=0  F-=
Konjunktsioon
F&G=1 F&G=0
| SN
F=1 F=0 Gg=0
I
G=1
Disjunktsioon
Fvg=1 Fvg=0
SN I
F=1 Gg=1 F=0
I
G=0
Implikatsioon
F-G=1 F-G=0
N I
F=0 g=1 fF=1
|
G=0
Ekvivalents
F-G= F-G=0
7N VAN
F=1 F=0 F=1 F=0
| | | |
G=1 G=0 G=0 Gg=1

Kvantoriga valemid

VxF(x)=1 VxF(x)=0 3xF(x)=1 3IxF(x)=0
| | | |
Fit) =1 Fle)=0 Flc)=1 F(t)=0
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Kvantoreid sisaldavate valemite analiilisimisel tuleb arvestada teatud lisareeglitega. Soltuvalt
tingimusest seisneb kvantoriga valemi analiilisisamm selles, et kasutatakse vaadeldavas puu
harus juba olemasolevat termi ¢, vOi tuuakse sisse uus, vaadeldavas harus seni esinemata
stimbol c.

Tingimus VxF(x) = 1 iitleb, et predikaat F on tdene iga termi ¢ puhul. Seega lisatakse
tingimus F(¢#) = I tdesuspuusse iga selles harus esineva termi ¢ puhul, sealhulgas nende
termide puhul, mis tekivad hiljem.

Kui dxF(x) = 0, siis kehtib vidide ,,On viir, et leidub element, mille korral predikaat F' on
toene”. Teisisonu, predikaat F on vadr iga termi ¢ puhul. Seega lisatakse tingimus F(z) = 0
toesuspuusse iga selles harus esineva, kaasa arvatud hiljem tekkiva termi ¢ jaoks.

Tingimuse VxF(x) = 0 analiiiisimisel tuleb aga tdesuspuusse sisse tuua uus konstantsiimbol.
Kui VxF(x) = 0, siis kehtib viide ,,On védr, et iga elemendi korral on predikaat F tene”, ehk
teisisonu, leidub element, mille korral predikaat F on véir. Sellisel juhul tuleb kasutusele
votta uus konstantsiimbol ¢, kuna puudub alus viita, et element, mille korral F on védir, on
iiks harus eelnevalt esinenud elementidest.

Uus konstantsiimbol tuleb sisse tuua ka tingimuse dxF(x) = [ analiiisimisel — kui leidub
element, mille korral predikaat F on tdene, ei anna see meile alust eeldada, et selleks
elemendiks on moni harus varasemalt esinenud term.

Kuna kehtib, et interpretatsiooni pohihulk ei saa olla tiihi, siis saab esimese elemendi puusse
sisse tuua ka olukorras, kus on vaja analiilisida tingimusi VxF(x) = [ voi dxF(x) = 0, kuid
vaadeldavas harus ei esine eelnevalt {lihtegi termi. Selline olukord ilmneb néditeks valemi
VxA(x) — dxA(x) = 0 analiiisimisel, kus valemi VxA4(x) = [ analiilisimisel tuuakse puusse
element a, nagu ndha allolevast tdesuspuust: [4:63]

VxA(x) — IxA(x) =0
| :
VxA(x) =1 '@

|
AxA(x)=0 3
|
Ala) =1
|
Ala) =0

Kui tdesuspuu vaadeldav haru ei sisalda iihtegi termi, kuid voimalik on analiiiisida tingimusi
VxF(x) = 0 voi AxF(x) = 1, asutakse mainitud valemeid lahti kirjutama enne tingimusi VxF(x)
=] voi dxF(x) = 0.

6.1.2 Naide

Tdesuspuu meetodi selgitamiseks vaatleme jargnevat kvantoreid sisaldavat valemit [4:62]:
Vx(A(x) — B(x)) — (AxA(x) — VxB(x))

Olgu meie eesmirk ndidata, et valem ei ole samaselt tdene.

Toesuspuu tipus asub uuritav valem viddra toevididrtusega, kuna eeldame, et leidub
interpretatsioon, mil valem on véér.

Juurtipus asuva valemi peatehe on implikatsioon. Selleks, et implikatsioon oleks védr, peab
implikatsiooni elementaarsammu kohaselt olema tehte vasak pool tdene ja parem pool viir.
Lisame need kaks tippu tdesuspuusse.
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Vx(A(x) — B(x)) — (3xA(x) — VxB(x)) =0 1*
I
Vx(A(x) = B(x)) =1 (BT
I
IxA(x) -~ VxB(x)=0 @+

Molemat valemit on vaja edasi analiilisida, kuna need ei ole elementaarvalemid. Kuna puusse
ei ole eelnevalt toodud tihtegi termi, millele valemit Vx(4(x) — B(x)) = I rakendada, ja vottes
arvesse, et valemite analiiisimise jarjekord ei muuda ISpptulemust, asume analiilisima
valemit dxA4(x) — VxB(x) = 0. Analoogselt juurtipus oleva valemiga, on ka siinkohal valemi
peatehe viira toevairtusega implikatsioon. Seega lisanduvad puuse jargnevad tipud:
I :
IxA(x) =1 B+
I
VxB(x)=0 W*
I

Elementaarsammude kohaselt nduab kummagi lisandunud tingimuse lahtikirjutus uue, puu
harus mitte-esinenud konstantsiimboli sisse toomist:

I
Ala) =1
|
B(b)=10
|
Sellega on valem dx4(x) — VxB(x) = 0 jagatud viikseimateks osadeks —

elementaarvalemiteks. Asume analiiisima valemit Vx(4(x) — B(x)) = I, kus peatehteks on
tildisuskvantori lahti kirjutamine. Kuna antud tingimus {itleb, et iga elemendi x korral kehtib
A(x) — B(x), siis tuleb seda tingimust kasutada puu vaadeldavas harus esinenud iga termi
kohta. Kirjutame tingimuse Vx(4(x) — B(x)) = I lahti konstantsiimboli @ jaoks ja rakendame
toese implikatsioonivalemi elementaarsammu.

I :
Ala) - Bla)=1 W&+
S T
Ala) =8 Bla) =1
% ) I

Paneme tdhele, et puu vasakus harus olev valem A(a) = 0 on vastuolus harus iilal asuva
valemiga A(a) = 1. Vastuolulises vasakus harus analiiiisi e jétkata.

Jargmiseks vdidame tingimust Vx(4(x) — B(x)) = I ka puu harus esinenud termi b kohta,
ning kirjutame lahti jdreldunud tdese implikatsioonivalemi:
|
A(b)—~Bb)=1 ©®*
— ™
A(b)=0 B(b) =1
e

Elementaarvalem B(b) = [ on vastuolus puu harus varasemalt esinenud valemiga B(b) = 0.
Kuna koik tdesuspuus esinevad valemid on jagatud elementaarvalemiteks, on analiiiis
16ppenud ja puu valmis:
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Vx(A(x) — B(x)) — (IxA(x) — VxB(x)) =0 1 *
Vx(Al(x) —I- Bix)) =1 (BLEN+
dxA(x) — "!:fxB{xj =

ax‘q{:{} i
*ﬁxB{%{} —p @@=

Ala)=1
[
B(bh) =10
I o
A(a) ~B(a)=1 © +
e T
Ala) =0 Bla) =
o I
Ab) =B(b)=1 ol
—_ e
Alby=10 B(b)=1

Puus esineb kaks vastuolulist haru, mis on maérgitud ristiga, ning iiks 16petatud haru, mille
16pus asub leht A(b) = 0. Seega leidub interpretatsioon, mil valem on véir. Liigume
16petatud haru lehest puu juurtipu suunas ja kogume kokku elementaarvalemite tdevédrtused
sissetoodud elementidel. Valem on seega vair interpretatsioonis o, kus pdhihulgaks on hulk
M, = {a, b} ja predikaatsiimbolite 4 ja B interpretatsiooniks o on A(a) = 1, A(b) = 0, B(a) =
1,B(b) = 0.

6.2 Implementatsiooni kirjeldus
Toesuspuu tipp

Nagu eelmises peatiikis kirjeldati, moodustub tdesuspuu puu tipus asuva valemi jirk-
jérgulisel jagamisel vdiksemateks, samuti toevdartusega alamvalemiteks.

Tdesuspuu tippu kujutatakse klassiga ToesuspuuTipp. See klass sisaldab vajaliku info
hoidmiseks Valem tiilipi valemit ja boolean-tiilipi tdevairtust, kus Valem on iilemklass,
millest parivad koik loogilised tehted, eitus, olemasolu- ja {iildisuskvantor. Igal loogilisel
tehtel, s.o. disjunktsioonil, konjunktsioonil, ekvivalentsil ja implikatsioonil on tehte vasaku ja
parema poole kujutamiseks kaks Valem tiilipi alluvat, eitusel ja kvantoritel aga liks Valem
tiitipi alluv.

Samuti sisaldab iga ToesuspuuTipu isend Optional<Boolean> tiilipi vélja selle kohta, kas
tipp on vastuolus mone oma vanemaga. Kaks tdesuspuu tippu on vastuolulised, kui nende
valemid on samad ja tdoevairtused erinevad. Valemi samasuse kontrollimiseks defineeritakse
iile Valemi ja Termi equals meetodid. Equals meetodit rakendatakse valemi komponentidele
rekursiivselt kuni joutakse valemit moodustavate termideni. Kaks valemit on vordsed, kui
nende termid on vOrdsed.

Tdesuspuus iiles-alla liikumiseks hoitakse igas ToesuspuuTipu isendis maksimaalselt kaht
sama titiipi alluvat ja iiht vanemat.
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Toesuspuu moodustamine

Tdesuspuu moodustatakse ToesuspuuTipu klassi isenditest. Toesuspuu tipus asub valem, mis
on tudengi sisestatud valemi ja dige valemi ekvivalents. Eeldame, et leidub vdirtustus, mil
ekvivalentsivalem on véir. Tuletame meelde, et meie eesmirk on kindlaks méérata, kas kaks
valemit on samavéiirsed, ehk teisisonu, kas analiilisitav ekvivalentsivalem on samaselt toene.
Kui moodustunud tdesuspuu iga haru on vastuoluline, siis on eeldus, et leidub véértustus, mil
valem on viir, ebadige. Seega on valem igal vidirtustusel toene, ehk teisisonu, valem on
samaselt toene.

Tippe, mida on vaja elementaarsammudega analiilisida, hoitakse eelistusjdrjekorras
(PriorityQueue). Jarjekord kasutab jirjestust, mis seab ettepoole tdesuspuu tipud, mis ei
tekita hargnemist ja mis ei ole kujul VxF(x) = I ja dxF(x) = 0. Sellised tipud eemaldatakse
jarjekorrast varem.

Tdesuspuu tipp voetakse jirjekorrast ning asutakse seda analiilisima. Tipus olevale valemile
rakendatakse meetodit reegel(). See meetod tagastab listi, mis sisaldab peatiikis
»Elementaarsammud”  tutvustatud  struktuuri  ja  tOevddrtusega  tdesuspuutippe.
Elementaarsammudega tuvastatud tdesuspuutipud lisatakse analiilisimist ootavate tippude
jarjekorda.

Leitakse analiiiisitava tipu lehed — tipud, millel ei ole alamtippe [3:64]. Iga mittevastuolulise
lehe alluva(te)ks seatakse elementaarsammudega leitud tdesuspuu tipp/tipud.

Tingimused VxF(x) = [ ja 3IxF(x) = 0 vididavad vastavalt predikaadi kehtivust ja
mittekehtivust iga elemendi korral. Seega tuleb nende kahe tingimuse analiiiis sisse tuua iga
kord, kui puusse lisatakse uus term. Sel otstarbel implementeeritakse liides Termikuulaja, mis
tegeleb tingimuste registreerimisega, mida vOib tdesuspuus vaja olla mitu korda kasutada.
Igal valemil on olemas meetod getKuulaja, mis koikidel juhtudel, v.a. tingimustel VxF(x) = [
ja 3xF(x) = 0, tagastab tiihja viirtuse (Optional.empty()). Uldisus- ja olemasolukvantori
valemi klassis kirjutatakse see meetod aga iile — getKuulaja loob uue anoniiiimse klassi, mis
implementeerib Termikuulaja liidest ja tagastab oodatud tdevéirtusega tdesuspuu tipu, milles
kvantoriga seotud muutuja on asendatud tipsustatud konstantsiimboliga.

Jarjekorrast voetud tdesuspuu tipu analiilisimisel vaadatakse 1dbi, kas harus iilevalpool
asuvate tippude hulgas on valemeid VxF(x) = [ ja dxF(x) = 0. Iga uus term, mis analiilisitava
tipuga puusse toodi, kirjutatakse lahti olemasolevate valemite VxF(x) = I ja dxF(x) = 0 jaoks
ning lisatakse tipu iga mittevastuolulise lehe alla ja to6tlemist vajavate tippude jirjekorda.
Jargnevalt kontrollitakse, kas analiilisitav tipp on VxF(x) = [ voi dxF(x) = 0. Kui jah, siis
lisatakse puusse (ja tOoOtlemist vajavate tippude jirjekorda) valemi lahtikirjutus harus
varasemalt esinenud termidega. Nende kahe sammu eristamine — harus olemasolevate
tingimuste VxF(x) = [ ja dxF(x) = 0 lahti kirjutamine uute termidega ja uue tingimuse
VxF(x) = 1 vdi dxF(x) = 0 lahti kirjutamine harus varem esinenud termidega — vdimaldab
viltida koikide puus esinevate termide kordamist ja hoida tdesuspuud véiksemana.

Too lopetamine

Tdesuspuu kasvatamine katkestatakse, kui tdoesuspuus leidub 10petatud haru. See tdhendab, et
leidub interpretatsioon, mil valem on vadr (voi algoritm ei suutnud vastuolu tuvastada
aritmeetikatermide erineva struktuuri tottu). Seega ei saa kontrollitav valem olla samaselt
toene, ja edasise analiilisi vOib katkestada. Liikudes Idpetatud haru lehest iilesse kuni esialgse
valemini, kogutakse kokku predikaatide tdeviirtused puusse toodud siimbolitel.

Toesuspuu arendamine 10ppeb ka siis, kui koik moodustunud tdesuspuu harud on
vastuolulised. Kuna eeldasime analiiiisi alguses, et leidub interpretatsioon, mil valem on viir,
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ning joudsime analiiiisi kdigus igas harus vastuoluni, siis jdrelikult ei leidu valemit védraks
muutvat interpretatsiooni. Analiiiisitud ekvivalentsivalem on igas interpretatsioonis tdene, ja
ekvivalentsivalemit moodustavad alamvalemid seega samavairsed.

6.3 Toesuspuu piirangud

Kuna viidete viljendamine on mittelahenduv, ei ole ka valemi analiilisimisel tdesuspuu
meetodiga voimalik suvalise sisendi korral 16pliku ajaga kindlaks teha, kas valem on samaselt
toene vOi mitte. Jargnevad alapeatiikid tutvustavad tdoesuspuu teoreetilisi piiranguid ja
testimisel ilmnenud puudujééke.

Lopmatult kasvav toesuspuu
Teatud valemite korral on voimalik, et tdesuspuu moodustamine jadb Idpmatusse tsiiklisse.

Olgu meie eesmirk tdesuspuu meetodi abil kontrollida, kas valem Vx3yP(x, y) on kehtestav.
Tdesuspuu tipus asub seega valem Vx3dyP(x, y) = 1. Esimene analiilisisamm nduab tingimuse
Vx(...) = 1 lahti kirjutamist. Peatiikis ,,Elementaarsammud” tutvustatud reegli kohaselt tuleb
valem puusse lisada iga puu harus sissetoodud muutuja kohta. Analiiiisi alguses ei esine
puuharus tihtegi termi. Kuna interpretatsiooni pohihulk ei saa aga olla tiihi [4:63], siis vOib
eeldada, et pohihulk sisaldab mingit elementi. Olgu selleks elemendiks a.

Lisame tingimuse Vx(...) = I lahtikirjutuse elemendi a kohta puusse.

Jargmisena analiiiisime tingimust dyP(a, y) = I. Elementaarsammu kohaselt kirjutame antud
tingimuse lahti uue konstantsiimboliga b. Kuna predikaat dyP(x,y) on tdene iga elemendi x
korral, siis on see tdene ka elemendi b korral. Selle teadmisega lisandub puusse uus tdoese
toevéartusega olemasolukvantorit sisalduv valem, mis jillegi eeldab uue konstantsiimboli
tutvustamist. Kahe tingimuse lahti kirjutamine jatkub 10pmatult. Tdesuspuu ei saa kunagi
valmis ja seega ei saa me teha jéreldusi valemi eeldatava toevairtuse kohta.
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Allolev ekraanipilt nditab 16pmatusse kulgeva valemi Vx3dyP(x, y) = I analiiiisi. See on
implementeeritud tdoesuspuu meetodi véljund.

AX(Ev([P() := +Term(x, 1) = y])) : true

)
y

Ey([P() := +Term(a, 1) = y]) : true

;
i

[P() := +Term{a, 1)=b] : true

A
y

Ey([P() == +Term(b, 1) = y¥]) : true

:
;

[P() := +Termi(b, 1) = c] : true

i
y

Ey([P() := + Termic, 1) = y]) : true

;
;

[P() := +Termic, 1)=d] : true

i
y

:
;

Ey([P() == +Term(d, 1) = y]) : true

i
y

[P() :=+Term(d, 1) = e] : true

;
y

Ey([P() := +Termi(e, 1) = ¥]) : true
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Toesuspuu kasvab viga suureks

Isegi kui tdesuspuu moodustamine ei kesta l0pmatu aja, kasvab tdesuspuu teatud kujuga
sisendite korral viga suureks ja meetod ei 10peta t66 kontrollimise seisukohast otstarbeka aja
jooksul.

Testandmete pohjal ilmneb olukord, kus tdesuspuu jirjekorda lisandub viga palju tippe,
tudengite vastustes, mis sisaldavad mitmeid kvantoriga ja hargnemisi pohjustavaid valemeid.
Olgu tdesuspuu meetodiga kontrollitav valem kujul Ix3y3@Aw(...) & Iv(...)) ~ dadbAc(...) &

3d(...)).

Elementaarsammu kohaselt on selline ekvivalentsivalem véér, kui Axdy@Aw(...) & v(..))=1
jadadb3c(..) & 3d(...))=0 voi IxTyAw(...) & Av(...)) =0ja JaIbAc(...) & Ad(...))=1.

Kirjutades lahti ekvivalentsi vasakus alluvas valemi dx3y(... & ...)=1, tuuakse puusse nii mitu
muutujat, kui on valemis olemasolukvantoreid. Iga valemis esinevat vaba muutujat ja puu
harusse toodud muutujat tuleb viita tingimuse dadb(... & ...)=0 lahti kirjutamisel. Kuna see
valem sisaldab omakorda hargnemist tekitavat valemit, kandub seni analiiiisimata valemite
analiiiis koikidesse allpool asuvatesse harudesse. Ekvivalentsivalemi paremas alluvas kulgeb
analiiis analoogiliselt — lahti kirjutamist alustatakse valemist da3b(3c(...) & 3d(...))=1, mis
toob puusse mitmeid uusi muutujaid. Valemi véérust tuleb kdikide sissetoodud muutujate ja
vabade muutujate kohta véita valemi dx3dy(Aw(...) & v(...))=0 lahti kirjutamisel, kusjuures
puu hargnemisel kandub seni analiilisimata valemite analiilis igasse alumisse harusse.

Toodeldavate tippude arv jérjekorras kasvab eksponentsiaalselt mahuni, mis ei vdimalda
samavddrsuse kontrolli mdistliku aja jooksul 16petada.

Esimesel kirjeldatud juhul on téodeldavate tippude jirjekorras konstantselt iiks tipp, teisel
juhul aga véga palju tippe. Selleks, et viltida meetodi vdga pikka ja potentsiaalselt 10pmata
todaega, seatakse meetodile ajaline piir — 5 sekundit, mille moddumisel katkestatakse
tdesuspuu moodustamine.

Analiiiis piirdub loogilise struktuuriga

Implementeeritud tdesuspuu meetodis on kaks samas tdesuspuu harus asuvat tippu
teineteisega vastuolus, kui tipus asuvad valemid on vordsed ja tdevidirtused erinevad. Kaks
valemit on voOrdsed, kui valemite alamosad (sh termid) on vordsed. Taoline siintaktiline
vordlus ei vOimalda aga tuvastada samavéirseid valemeid, mis sisaldavad kommutatiivseid
vOi muude binaarsete tehete omadustega tehteid.

Olgu meil nimetatud kitsenduse niitena vaja viljendada vidide ,.x jagub kolmega”. Olgu
tdesuspuu tipus valem Ey(x=(1+1+1)* y) ~ Ey(x=y*(1+1+1)) = 0.

Kahe valemi samasust kontrollitakse iilekirjutatud equals meetodiga, mida kutsutakse
rekursiivselt vélja valemi alamosade peal. Selleks, et atomaarsed valemid oleksid vordsed
peavad nende vasakud ja paremad termid olema vordsed. Kui term on binaarne tehe,
rakendatakse equals meetodit omakorda termi vasakul ja paremal poolel.

Kuvatdmmisel 2 on kujutatud uuritava valemi tdesuspuu. Mdlemas harus on markeeritud
kaks tippu, mis on omavahel vastuolus. Vaatleme vasakpoolset haru. Meetod ei tuvasta kahe
atomaarse valemi — x0 = (I1+1+1)*m0: true ja x0=mO0*(1+1+1): false — vahel vastuolu, kuna
atomaarsete valemite paremad pooled koosnevad erinevatest objektidest — iilemises valemis
on korrutistermi vasakuks alluvaks liitterm, alumises valemis on korrutistermi vasakuks
alluvaks indiviidterm. Programm kisitleb seetdttu neid kahte valemit erinevana. Samal
pOhjusel ei leita vastuolu parema haru kahe tihistatud tipu vahel.
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@Tﬁrmﬁﬂcrm(+Te|'m(l. 1), 1), y0)) ~ 3y0(x0 = *Term(y0, + Term(+Term(l, I).®
@n(yﬂ. +Term(+Term( I@ @10’0. +Term(+Term( I@
@+Tﬂm(+Tcrm(l, 1, 1), mO) : true X0 = *Term(m]1, +Tcrm(+Tcrm(l,®
@mo, +Term(+Term(l, 1), 1)) : false @+Tﬂrm(+"ﬂ:rm(], 1), 1), m1) : false

x0 = *Term(x0, + Term(+Term(1, 1), 1)) : false

il
;
j

x0 = *Term(+Term(+Term(1, 1), 1), x0) : false

Kuvatommis 2: Ndide toesuspuust, kus vastuolu ei tuvastata

Kirjeldatud kitsenduse tottu ei tuvasta implementeeritud tdesuspuu meetod samavédrseid
valemeid, mis erinevad atomaarse valemi kuju poolest.

6.4 Toesuspuu meetodi kokkuvote

Esimese vottena rakendatakse tudengi sisestatud valemi ja dige valemi ekvivalentsile
toesuspuu meetodit. Selle meetodiga iiritatakse leida védrtustus, mil valem on vair. Kui
tehtud eeldus viib analiiiisi kdigus moodustunud téesuspuu igas harus vastuoluni, siis on kaks
valemit samavairsed. Kui puus leidub aga haru, kus vastuolu puudub, ei saa me teha jéreldust
valemi samavédrsuse ega mittesamavéaarsuse kohta.

Testimisel ilmnes kaks tdesuspuuga seotud puudujiiki — kuna tdesuspuu meetod piirdub kahe
tipu vastuolu tuvastamisel termide siintaktilise kontrollimisega, ei pruugi meetod kindlaks
teha tudengite samaviidrseid variceruva kujuga valemeid, nagu Ayx=(I1+1+1)*) &
—Az(x=(1+1+1)*(1+1+1)*z) ja y(x=(1+1+1)*y) & —Az(x=(1+1+1+1+1+1+1+1+1])*z).
Samuti nédib tdesuspuu plahvatuslikult kasvavat teatud juhtudel, kui analiilisitav valem
sisaldab palju kvantoreid ja puu hargnemist pohjustavaid tingimusi. Sellisel juhul ei 16ppe
tdesuspuu konstrueerimine kontrollimise seisukohast otstarbeka aja jooksul.

25



7 Vaartuste valjaarvutamise meetod

Toesuspuud tdiendamiseks on antud bakalaureusetodos implementeeritud véartuste
véljaarvutamise meetod.

Kui tdesuspuu sisaldab mittevastuolulisi harusid voi tdesuspuu meetod ei Iopeta méaidratud aja
jooksul, siis vOetakse valemite samavédrsuse hindamiseks kasutusele teine, véirtuste
viljaarvutamise meetod. Selle meetodiga kontrollitakse, kas tudengi sisestatud valemi ja dige
valemi tdevéirtused langevad kokku suurel 16plikul vidirtuste hulgal. Kui kahest valemist
moodustatud ekvivalents ei ole loplikul kandjal samaselt tdene, siis oleme nididanud, et
tudengi sisestatud valem ja dige valem ei ole samavéérsed. Kui ekvivalentsivalem on 10plikul
naturaalarvude hulgal véértustatuna samaselt tdene, ei saa me aga teha 10plikku jéreldust
valemite samavédrsuse kohta.

7.1 Meetodi kirjeldus

Eelpool tutvustatud definitsiooni jérgi on kaks valemit samavéérsed parajasti siis, kui kahe
valemi ekvivalents on samaselt tdoene. Seetottu moodustatakse véértuste vilja arvutamiseks
tudengi sisestatud valemist ja digest valemist ekvivalents. Koik ekvivalentsivalemis esinevad
vabad muutujad seotakse iildisuskvantoriga. Seejdrel arvutatakse vélja ekvivalentsivalemi
toevadrtus 10plikul kandjal, nditeks M = {0, 1, ..., 1000}, kusjuures kandja suurus soltub
16ppvalemis esinevate olemasolu- ja tildisuskvantorite maksimaalsest siigavusest.

Kui uuritav valem on kujul VxP(x), siis moodustatakse tsiikkel iile kdigi M elementide ja
kontrollitakse, kas P(x) on igal elemendil tdene. Kui P(x) on mingi kandja elemendi korral
vadr, valjutakse tsiiklist ja tagastatakse false.

Kui uuritav valem on kujul dxP(x), siis moodustatakse tsiikkel {ile koigi M elementide ja
kontrollitakse, kas leidub element, mille korral P(x) on tdene. Pérast esimese sellise elemendi
leidmist véljutakse tsiiklist ja tagastatakse true.

Kui uuritav valem koosneb mitmest omavahel loogiliste tehetega ihendatud alamvalemist, nt
P(x) v O(x), siis arvutatakse vilja P(x) ja Q(x) toevadrtused viairtusel x, ning rakendatakse
tulemustele loogilist tehet.

Niide

Vaatleme nditena, kuidas kontrollitakse kahe valemi samavaarsust, mis véljendavad vaidet:
,»X jagub 3-ga, aga mitte 9-ga” (Viide 1)

Olgu dige valem kujul

dy(x=(1+1+1)*y) & ~Jz(x=(1+1+1)*(1+1+1)*z)

ning tudengi sisestatud valem kujul

dz(x = (1+1+1)*z) & Vz~(x=(1+1+1+1+1+1+1+1+1)*2).

Viértustatav valem on seega kujul

Vx[@Ayx=(1+1+1)*y) & —Jzx=(1+1+1)*(1+1+1)*z)) ~ (@Qz(x = (A+1+])*z) &
Vz=(x=(1+1+1+1+1+1+1+1+1)*z))]
Koige vilimine tsiikkel jookseb iile muutuja x vahemikus 0, 1, .., kandja suurus.

Ekvivalentsivalemi toevéartuse leidmiseks tuleb kindlaks teha selle vasaku ja parema alluva
toevaartused. Ekvivalentsivalemi vasak ja parem alluv on mdlemad konjunktsioonid, mille
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toevadrtuste leidmiseks on vaja tuvastada omakorda nende vasak- ja paremalluvate
toevadrtused. Vaatleme nditeks vasakpoolset konjunktsiooni dy(x=(I1+I1+1)*) &
—dz(x=(1+1+1)*(1+1+1)*z). Selle tdevairtuse leidmiseks moodustatakse kdigepealt tsiikkel
0, 1 ..., kandja suurus iile tema vasaku alluva dyx=(1+1+1)*y). Joudes rekursiivselt
atomaarse valemini x=(/+7/+1)*y, on x'1 ja y'1 véirtused vélimiste tsiiklitega méératud, ning
leitakse atomaarse valemi tdevddrtus. Kui konjunktsiooni vasaku alluva tdeviirtus on
kindlaks tehtud, korratakse sama protsessi konjunktsiooni parema alluva peal. Kui on selgeks
tehtud ekvivalentsi vasaku alluva tdevdirtus, asutakse analoogiliselt véirtustama selle
paremat alluvat.

Kandja suurus

Nagu eelpool mainitud, on kandja suurus seatud soltuvusse valemis esinevate olemasolu- ja
tildisuskvantorite maksimaalsest sligavusest, kuna mitmest kvantorist koosnevate valemite
puhul on seesmiste tsiiklite arv vordne kvantorite arvuga ja meetodi t60aeg maksimaalselt
(kandja  suurus)“(kvantorite arv). Vaatleme nditeks samaselt védra valemit
dxdyAzAw(x+y+z+w=x+y+z+w+1). Selle vaartustamise pseudokood nieks vilja jargnev:

for (x=0; x < m; x++) {
for(y=0; y < m, y++){
for(z=0; z < m; z++){
for(w=0; w < m; w++) {

}

}

Kuna tegemist on olemasolukvantoriga, iiritatakse leida kogu kandja ulatuses vdértustust, mil
valem on toene. Kui kdige seesmine tsiikkel muutujaga w jouab maksimaalse vairtuseni,
suurendatakse z'1 ning kdige seesmise tstikli vadrtustamine hakkab algusest peale. Nii kujuneb
viljakutsete arvuks (kandja suurus)™4.

Selleks, et tagada meetodi mdistlik todaeg (u 5 sekundit), médratakse kandja suurus seega
vastavalt maksimaalsele kvantorite sligavusele valemis.

Kontraniide

Kui tudengi sisestatud valem ja dige valem ei ole 1oplikul kandjal arvutatuna samaviirsed,
tagastatakse kontramudel — vabade muutujate véartustus, mil kahe valemi tdevéirtused on
erinevad. Olgu meil nditeks vaja viljendada eespool tutvustatud véidet 1. Olgu tudengi valem
kujul

dmIAn(((1+1+1)*m=x)&~((1+1+1)*(1+1+1)*n=x))

ja dige valem kujul

yx=y+y+y)& Jzx=z+tz+tz+z+z+z+z+z+2)

Juba koige vilimise tsiikli esimesel iteratsioonisammul (x=0) ilmneb, et kahel valemil on
erinevad toevddrtused. Meetod 10petab t60 ja tagastab tudengile kontrandite kujul ,,Sinu
vastus on védrtustusel {x=0} tdene, aga peaks olema vaar”.
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7.2 Implementatsiooni kirjeldus

Tdevédrtuse leidmiseks implementeerib iga valem boolean-tiilipi tagastusvédirtusega meetodi
vddrtusta, mille argumendiks on indiviidmuutujaid ja nende voimalikke véértusi sisaldav
sonastik (Map) ja kandja suurus. See meetod kutsutakse rekursiivselt vilja valemi alamosade
peal. Selleks, et leida nditeks valemi Q(x) v R(x) toevairtust, tehakse esmalt kindlaks valemi
vasaku ja parema alluva tdeviértused ja rakendatakse saadud tulemustele disjunktsiooni.

Kui valem on kujul 4AxQ(x) voi ExQ(x), siis moodustatakse iile kontrollitavate vairtuste hulga
tsikkkel, mille igal iteratsiooni sammul védirtustatakse seotud indiviidmuutuja konkreetse
vadrtusega, mis lisatakse sOnastikku, ja kontrollitakse rekursiivselt, kas valem on sellel
véirtustusel tdene. Uldisuskvantorit sisaldava valemi puhul katkestatakse viirtustamine ja
tagastatakse false, kui valem on kandja mingil vdartustusel vddr. Vastasel juhul tagastatakse
tsiiklist véljudes true. Olemasolukvantori sisaldava valemi puhul katkestatakse véddrtustamine
ja tagastatakse frue juhul, kui valem on kandja mingil vairtustusel tdene. Vastasel juhul
tagastatakse tstiklist valjudes false.

Termide viidrtuste vidlja arvutamiseks implementeerib iga term  double-tiiiipi
tagastusviirtusega meetodi vddrtusta, mille argumendiks on valemi edastatud sdnastik.
Korrutamist ja liitmist sisaldava avaldise korral kutsutakse vddrtusta meetodit rekursiivselt
vélja avaldise paremal ja vasakule poolel, ja rakendatakse tagastatud véirtustele vastavat
binaarset tehet.
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8 Testandmed ja testimise tulemused

Kéesolevas peatiikis antakse iilevaade tdesuspuu meetodi ja véirtuste viljaarvutamise
meetodi testimise tulemustest.

Meetodite testimiseks kasutati tudengite vastuseid, mida nad esitasid aine MTAT.05.122
viidete viljendamise kodutdo raames.

Oige valemina on vilja toodud maksimaalse hinde teeninud suvaliselt valitud tudengi vastus.
Ebadige sisendi korral on esitatud programmi t66d 1dpetava erindi nimi ning veateade.

»-  téhistab olukorda, kus tdesuspuu meetod tuvastas kahe valemi samavéérsuse voi
programm Idpetas t66 erindiga ega joudnud seega teise meetodi rakendamiseni.

Testandmete osas tasub markimist, et tegemist on kodutédde vididetega, mis on praktikumis
harjutatust keerulisemad ja mahukamad. Seetdttu on ka pakutavad lahendused oma kujult
keerukamad, ja toovad kaasa peatiikis ,,Toesuspuu piirangud” kirjeldatud tdesuspuu tippude
eksponentsiaalse plahvatuse. See pdhjustab olukorra, et mitmed testjuhtumid annavad
samavairsete valemite korral tdesuspuu meetodiga vastuseks ,ei tea”. Praktikumides
alustatakse lihtsamate valemitega, mille termidel ei ole eriti palju samavairseid kujusid, ja
tdesuspuu meetod annab seega sagedamini tulemuse.

8.1 Vaide 1
Viide: ,,x jagub 3-ga, aga mitte 9-ga”
Oige naidisvalem: y(x=(1+1+1)*y) & —~Iz(x=(1+1+1)*(1+1+1)*z)

Valem Toesuspuu meetod | Vairtuste viljaarvutamine
dyVz(x = (1+1+1)*y & ~(x = On samaviérne -
(1+1+D)*(1+1+1)*z))
Ja(x = (1+1+1)*a) & On samaviérne -

Vb—(x=(1+1+1)*(1+1+1)*b)

dz(x=(1+1+1)*z) & Ei tea Ei tea

Vz(x=(1+1+1+1+1+1+1+1+1)*z)

Vxdz(x=z* (1+1+1) & predmoodul.erindid. -
Nx =2 * (1+141)*(1+1+1)) ErinevIndiviidideArv
Viljastatakse:

,Esitasid  0-kohalise
predikaadi, ootasin aga
I-kohalist predikaati,
kus muutuja x esineb
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vabalt.”

Jz(x=(1+1+1)*z Ei tea Ei ole samavédrne
Viljastatakse:

& ~(x=(1+1+1+1+1+1+1+1+1)*2)) Flastalarse
,.Sinu vastus on véirtustusel
{x=9} tdene, aga peaks
olema véar.”

dy(1+1+D)*y=x)& Ei tea Ei ole samavéirne

z-(1+1+D)*A+1+1)*z=x)

Viljastatakse::

,,Sinu vastus on vaartustusel
{x=0} tdene, aga peaks
olema véadr.”

Jagub(x,y) := Jdz((x=z*y) & —(z=0))
Jagub(x,3) & —Jagub(x,9)

predmoodul.erindid.-
SyntaksiViga

Viljastatakse:

,,Positsioonil 43 on
lubamatu siimbol '3'.”

8.2 Vaide 2

Viide: ,,x on kahe y-st suurema arvu korrutis”

Oige niidisvalem: AqIp(Iz(y+z+1=q) & Iw(y+w+1=p) & (x=q*p))

Valem

Toesuspuu meetod

Viirtuste viljaarvutamine

Qx,y) =3d(y +d=x & ~(d=0))

3zAw(Q(W, y) & Q(z, y) &

X=w * z)

Ei tea

TestTimedOutException:
test timed out after 5000
milliseconds

Fi tea

Suurem(x,y) = dm(y+m=x)&
~(m=0)

Jadb(x=a*b & Suurem(a,y) &
Suurem(b,y))

predmoodul.erindid.-
VaarVabadeMuutujate-
Esinemine

Viljastatakse:
,Abipredikaadis
esineb vabana muutuja
m, mida ei ole
abipredikaadi tihises
kirjas.”

Jadb(In(y+n=a) & In(y+n=b) ->

Ei tea

Fi ole samaviirne
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x=a*b)

TestTimedOut-
Exception: test timed
out after 5000
milliseconds

Viljastatakse:

,,Sinu vastus on vaartustusel
{x=0, y=0} tdene, aga peaks
olema vadr.”

dzdw((x=z*w) & Ja((y+ta=2) &
—~(a=0)) &

3b((y +b=w) ~(b =0)))

predmoodul.erindid.-
SyntaksiViga

Viljastatakse:
,,Positsioonil 63 on
lubamatu siimbol '—'.
Ootasin iiht jargnevast:
{|_>1’ VNV’ V&l, ')V’ Vvl}.”

x=z*w)&Idl((y+k+1=2)&
(y+1+1=w))

predmoodul.erindid.-
ErinevIndiviidideArv:

Viljastatakse:

,,Esitasid 4-kohalise
predikaadi, ootasin aga
2-kohalist predikaati,
kus muutujad x, y
esinevad vabalt.”

8.3 Vaide 3

Viide: ,,x ei jagu iihegi y-st vdiksema algarvuga”

Oige niidisvalem:

AX) =VyVz(x=y*z>y=1Vvz=1)&(x=1)

J(xy) = z(x=y*z) & ~(y=0)
V(xy) =3dz(x+z=y & ~(z=0))
Vz(A(z) & V(zy) -> —J(x,2))

Valem Toesuspuu meetod | Viirtuste viljaarvutamine
VYw(VoVp(w=0*p->0=1Vp=1) Eitea Ei tea
& ~(w = i) & dq(wtqtl=y) > TestTimedOutException:
—Az(x=w*z) & ~(w=0)) test timed out after 5000
milliseconds
—Jzadw((x=z* w) & dk((zt+ k=y) |Eitea Ei tea

& ~(k=0)) & VaVb(z=a*b->a=
IVb=1)& ~(z=1))

TestTimedOutException:
test timed out after 5000
milliseconds
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R(x) :=VyVz(x = y*z ->y=1 V z=1)
& —~(x=1)
V(x,y) := dz(x+z=y & —(z=0))

ViVz(—~(x=r*z)->
(R(2)&V(z,y)V(R(N&V(1,y)))))

Fi tea

TestTimedOutException:
test timed out after 5000
milliseconds

Fi ole samavéirne
Viljastatakse:

,,Sinu vastus on vaartustusel
{x=0, y=0} vair, aga peaks
olema toene.”

—~dzAw((x=z*w) & Iv((z+Vv=Yy)
& ~(v=0)) & VaVb(z=a*b->a=
IVvb=1)&—(z=1)

predmoodul.erindid.-
SyntaksiViga

Viljastatakse:

,,Positsioonil 92
puudub ).

P(x) =VyVz(x=y*z->y=1Vz
=1)&~(x=1)"AzP(z) & z<y &
dwx =w * z))

predmoodul.erindid.-
SyntaksiViga

Viljastatakse:

,,Positsioonil 65 on
lubamatu siimbol '<'.”

8.4 Vaide 4

Viide: ,,x <y ning arvude x ja y vahel leidub tépselt liks algarv”

Oige néidisvalem:

ARX) = VyVz(x=y*z -> y=1 V z=1) & ~(x=1)

V(x,y) = dz(xt+z+1=y)

Ja(V(x,2)&V(a,y)&A(a)& Vb(V(x,b) & V(b,y) & A(b) -> b=a))

Valem

Toesuspuu meetod

Viirtuste viljaarvutamine

Vixy) =3z(x +z=y) & ~(z2=0))

AX) =VyVz(x =y *z) > (y = 1)
Viz=1)&(x=1)

V(x,y) & s(V(x,5) & V(s,y) & A(s)
& Vi(A(t) & V(x,t) & V(ty) >t =
5))

Fi tea

TestTimedOutException:
test timed out after 5000
milliseconds

Fi tea

AX) =VyVz(x=y*z->y=1Vz
=) &~(x=1)

V(x,y) = dn(x+tn+1=y)

predmoodul.erindid.-
SyntaksiViga

Viljastatakse:
,,Positsioonil 105 on
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Ja(V(x,2) & V(a, y) & A(a) & Vb(x,
b) & V(b, y) & A(b) > b = a))

lubamatu siimbol ','.”

ARX) =VyVz(x=y*z->y=1Vz
=D& (x=1)

VX, y) =3z +z=y & *(z=0))

dz2(V(x, z) & V(z, yvy) & A(z)) &
ﬁ3<)1§V(x, Q) & V(q,y) & A(Q) & ~(q
=z

predmoodul.erindid.-
ErinevIndiviidideArv

Viljastatakse:

,,Esitasid 3-kohalise
predikaadi, ootasin aga
2-kohalist predikaati,
kus muutujad y, x
esinevad vabalt.”

W(x,y) =3z((x + z=1y) & ~(z=0))

P(x) =VyVz(x=y*z->y=1Vz

Ei tea

TestTimedOutException:
test timed out after 5000

Fi ole samavéirne
Viljastatakse:

,,Sinu vastus on vaartustusel

=D &~(x=1) milliseconds =0 I L
x=0, y=1} tdene, aga peaks

W(xy) & Ja(W(x, a) & W(a, y) & o v gap

P(a) > Vb(W(x, b) & W(b, y) ->

~P(a)))

Algarv(x) =VyVz(x=y*z->y=1 |Eitea Ei tea

Vz=1)&(x=1)

Algarvud(x,y) := dm(FIk(m=x + k +
1) & Ak(y = m+ k + 1) & Algarv(m))

dm(y=xtm+1) & dz(Am(z =
xtm+l) & dm(y=ztm+l) &
Algarv(z) & —Algarvud(x,z) &
—Algarvud(z,y))

TestTimedOutException:
test timed out after 5000
milliseconds
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9 Teegi kirjeldus

Java programmeerimiskeeles kirjutatud teek on kittesaadav aadressilt
https://github.com/siiri1307/predicate-calculus-program. Projekti haldamiseks ja ehitamiseks
kasutatakse Maveni nimelist Java tooriista. Teegi integreerimiseks Maveni projekti lisada
pom.xml faili, elementi <dependencies> jargmine 15ik:

<dependency>
<groupId>com.siiri.saar</groupId>
<artifactId>pred-logic-lib</artifactId>
<version>1.0-SNAPSHOT</version>
</dependency>

Kahe valemi samaviirsuse hindamiseks luua uus klassi Kontroll isend. Argumentidena anda
konstruktorile ette kaks String-tiiiipi objekti, millest esimene parameeter tihistab kasutaja
pakutud vastust ja teine diget vastust. Kontrolli objekti loomisel kdivitatakse meetodid, mis
kontrollivad ANTLR 4 abil sisendi siintaktilist korrektsust, viivad sisendid abstraktse
stintaksipuu kujule, moodustavad kahest sisendist ekvivalentsivalemi, ning kontrollivad
valemite samaviirsust tdesuspuu meetodil ning juhul, kui tdesuspuuga ei tuvastata kahe
valemi samavéddrsust, ka véddrtuste véljaarvutamise meetodil. Alljirgnev rida on niide
Kontrolli klassi initsialiseerimisest:

Kontroll kontroll = new Kontroll (pakkumineKommentaarideta,
oigeVastus) ;

Kontrollimise tulemusena tagastatakse inz-vairtus, millele on vdimalik ligi pddseda Kontrolli
objekti meetodiga getKontrolliTulemus (). Vottes arvesse to0 piistitust leida vastus
kiisimusele, kas kaks valemit on samaviirsed, on selle tdhendus jargnev:

Téisarvuline vairtus Téidhendus

0 Ei, kaks valemit ei ole samaviairsed. Kontramudeli saamiseks
kasutada jargneva signatuuriga Kontrolli objekti meetodeid:

Map<Character, Integer> tagastaKontramudel () ;

String kontraNaideStringinaf() ;

1 Jah, kaks valemit on samavééirsed.

3 Ei tea. Toesuspuu meetodiga ei tuvastatud, et kaks valemit on
samavddrsed. Védrtuste véljaarvutamisega ei selgunud, et kaks
valemit ei ole samavéirsed, s.t. kahe wvalemi véirtustamisel
tapsustatud 10plikul naturaalarvude hulgal ei leitud vidértustust, mil
kahe valemi toevairtused on erinevad.

Tabel 1: kontrolli() meetodi voimalikud tagastused

Kontrolli isendi loomisel v3ib programm visata jargnevaid erindeid:
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Erind

Tahendus

AbiValemEiOleDefineeritud

Loppvastuses esitatud abipredikaat ei ole
nimetatud tdhise vOi argumentide arvuga
eelnevalt defineeritud

ErinevindiviidideArv Kasutaja sisestatud valemi ja Oige valemi
vabad muutujad on erinevad

IOException Java I/O erind

SyntaksiViga Sisendsone ei sobitu ANTLRi grammatika

failis defineeritud reeglitega

VaarVabadeMuutujateEsinemine

Abipredikaadi tdhises on vilja toodud
muutuja, mis abipredikaadis ei esine vabalt
vOoi on puudu, vOi abipredikaadis esineb
vabana muutuja, mida ei ole abipredikaadi
tahises vilja toodud.

Tabel 2: Kontrolli objekti loomisel visatavad erindid

9.1 Naidisveebirakendus

Kuna kédesoleva bakalaureusetod eesmirk on osaliselt automatiseerida predikaatarvutuse
viljendamistilesannete lahenduste kontrollimist ja voimaldada tudengitel valemitega rohkem

katsetada, kui praegune lahenduste kasitsi kontrollimise korraldus lubab,

on teek

integreeritud lihtsa kasutajaliidesega veebirakendusse. Rakendus on ajutiselt kéttesaadav
aadressilt https://pred-valjendamisylesanded.herokuapp.com/.
Rakenduse esilehel kuvatakse iilesannete nimekirja.

Predikaatarvutuse valjendamisiilesanded

Ulesanne 1
Ulesanne 2
Ulesanne 3

Ulesanne 4

Kuvatommis 3: Veebirakenduse esileht
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Klopsates iilesandel, avaneb vaade, kus kuvatakse {ilesande véidet. Tudengil on vdimalik

tithja tekstialasse sisestada valemeid, mis on peatiikis ,,L.ahendatavad viljendamisiilesanded”
kirjeldatud kujul. Samal lehel kuvatakse ka kontrolli tulemust.

Ulesanne 3

Viide: x el jagu iihegi y-st viiksema algarvuga
Kasutatavad simbolid on ~, -=, v, &, —, ¥, 3.

/* Abipredikaat x on algarv #*/
R(x) := Wyvz(x = y*z -> y=1 v z=1) & —(x=1)

/* Abipredikaat x <= y */
Vix,y) := Jz(x+z=y & -(2z=0))

/* Loppvastus */
vrvz(-~(x=r*z)-> ((R(z)&/(z,y)v(R(r)&(r,y)})))

Kontrolli
Sinu valem ei ole dige. Sinu vastus on viirtustusel {x=0, y=0} vér, aga peaks olema toene.

Kuvatommis 4: Veebirakenduse iilesande vaade
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10 Ulevaade predikaatarvutuse veebiprogrammidest

Antud bakalaureuset66 hdlmab predikaatarvutust toetavate veebitOoriistadega tutvumist, et
vilja selgitada, milles predikaatarvutuse lahendamiskeskkonna kujundamisel sarnastelt
programmidelt eeskuju votta ja mida véltida. Kédesolevas peatiikis antakse liihililevaade vaid
moningatest veebis leiduvatest tooriistadest.

10.1 A Predicate Logic Calculator

Antud veebirakendus [2] vOimaldab kindlaks teha, kas kasutaja sisestatud lausearvutuse voi
tihekohaline predikaatarvutuse valem on samaselt toene, samaselt vaar voi kehtestav. Lisaks
avaldise vaartustamisele lubab programm teha jargnevaid operatsioone:

® kujutada graafiliselt vdartustamise aluseks olevat puud
¢ kirjeldada lausearvutuse valemi tdevéértustabelit
e samaselt vddra voi kehtestava avaldise korral leida néite, mil avaldis vairtustub valeks

e navigeerida programmi Tree Proof Generator veebilehele [7], mis kujutab samaselt
toese avaldise tdesuspuud

Veebirakendus paistab silma pohjaliku dokumentatsiooni ja mitmete avaldise siintaksit
puudutavate vdoimalustega, muuhulgas voimalus:

e kirjutada parseri poolt eiratavaid kommentaare

e defineerida oma siimboleid ning anda predikaatidele ja muutujatele tdhenduslikke
nimesid, asendades néiteks implikatsiooni viljendava mirgi -> sdnaga ,,siis”

¢ kirjutada pikka avaldist mitmele reale

e kasutada kahte predikaati viljendavaid eeldefineeritud liihistimboleid, niiteks ,,SiP”
véljendab seost ,,leidub element, mis on nii omadus S kui ka omadus P”.

Kuigi konealune veebirakendus sisaldab arendatava programmi seisukohast mitmeid
kasulikke funktsioone, on selle iiheks puuduseks tdsiasi, et rakendus ei toeta enam kui
tihekohalisi predikaate ega avaldisi, mis sisaldavad vabu indiviidmuutujaid.

Samuti leiab kdesoleva to0 autor, et viis, kuidas analiilisitavas veebirakenduses tihistatakse
kvantori rakendumise piire avaldise teatud osale, ei ole piisavalt intuitiivne. Selleks, et
predikaatarvutusega algust tegev tudeng saaks keskenduda iilesande sisulisele poolele, taotleb
arendatav programm vihem todmahukat ja tihtselt tdlgendatavat sulukasutust.
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A Predicate Logic Calculator

(XJ (3X] AX) -= BX) -= {X, Ax -= BX}

Decide Depict  Truth Table Counterexample Tree Proof Cancel

The statement is necessarily true. Deciding took 0.008 seconds.

10.2 Tree Proof Generator

Antud veebiprogramm [7] kontrollib, kas sisestatud lausearvutuse voi predikaatarvutuse
valem on samaselt tdene vOi mitte. Samaselt tdese valemi jaoks koostab programm
toesuspuu. Valemi jaoks, mis ei ole samaselt tdene, toob programm ndite interpretatsioonist,
kus valem on véir.

Programm on oma olemuselt lihtne, kuid sisaldab funktsionaalsust, mis kattub arendatava
lahenduskeskkonna eesmirgiga, nagu tdesuspuu ja Kkontrandite kujutamine ning
mitmekohaliste ja vabu muutujaid sisaldavate predikaatide toetamine. Samuti peab t66 autor
selle eeliseks paindlikku kasutajaliidest — valemit on vastavalt eelistusele voimalik sisestada,
klikkides tehteid ja kvantoreid kujutavatele graafilistele nuppudele voi triikkides
tekstimdrgendeid, nditeks \neg, \forall. Valemi kirjapilt on jooksvalt sisendi all ndhtav.
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Tree Proof Generator v2.09(2015-03-04)

Help/Background

Ml E]
Proue| (\existsxAx\to\forallxBx)\to\forallx({ Ax\toBx)
(IxAx—'9XBx)—'7x(Ax—Bx)

((FxAx—¥xBx)—"¥x(Ax—DBx)) is valid.

1. —((FxAx—¥xBx)— ¥X(Ax—Bx))
2. (IxAx—¥xBx) (1)
3. ~¥x(Ax—Bx) (1)

4. -3xAx (2) 5. wxBx (2)
6. ~(Aa—Ba) (3)  10. -(Aa—Ba) (3)

7. Aa (6) 11. Aa (10)

8. -Ba (6) 12. -Ba (10)

9. -Aa (4) 13. Ba (5)
X X

10.3 A Linear Logic Prover

Antud veebirakendus [1] kasutab kasutaja valitud loogika tuletusreegleid, et teha kindlaks,
kas sisestatud valem on samaselt tdene voi mitte. Samaselt tdese valemi puhul kuvatakse
konstrueeritud tuletuspuu, vastasel juhul antakse teada, et tdestamine ebadnnestus.

Rakendus ei voimalda verifitseerida enam kui iihekohalise predikaatarvutuse valemi samaselt
toesust. Samuti ei paku rakendus eeskuju kasutusmugavuse seisukohast: oodatavat siintaksit
tuleb otsida dokumentatsioonist, ning siintaksivea teade on vihe informatiivne.

Result of liprover

You are the 53009-th user of this script.

System: | ILL (Intuitionistic) T || Full fragment T
Sequent: all(X,a(X) -> b(X)) -> (exists(X,a(X) ) -> all(X,b
Output Style: | Two-sided v || Pretty form ¥ |
Threshold value: |3 v |

Fail to prowve

CPU Time = 8 msec.

Joonis 3
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11 Kokkuvote

Kéesoleva  bakalaureuseto0  raames luuakse  Java  teek  predikaatarvutuse
véljendamisiilesannete lahenduste kontrollimiseks. Vajadus taolise programmi jirele on esile
kerkinud Tartu Ulikooli matemaatilise loogika kursustel, kus harjutatakse predikaatarvutuse
viljendamisiilesandeid. Loodava teegi ja teeki sisaldava veebiprogrammi eesmirk on
tohustada nimetatud kursuste predikaatarvutuse osa praegust toOkorraldust, kus
praktikumijuhendajad kontrollivad tudengite véljendamisiilesannete lahendusi késitsi. Kisitsi
kontrollimine on aga aegandudev ja toOmahukas. Kuna kahe predikaatarvutuse valemi
samavédrsuse kontrollimine on algoritmiliselt mittelahenduv, ei asenda programm tdielikult
inimkontrollijat. Sellest hoolimata annab lahenduste kontrollimise automatiseerimine
voimaluse harjutada teemat, mis valmistab paljudele tudengitele raskusi, ja osutada levinud
veakohtadele, nagu viljendamisiilesannete signatuuri mittejdrgimine ja védr vabade
muutujate kasutamine.

Kasutades tdesuspuu meetodit ja vairtuste véljaarvutamise meetodit, vastab loodud
programm kiisimusele, kas tudengi valem on samaviirne dige valemiga, iihel jargnevatest
viisidest — jah, ei, ei tea. Need kaks meetodit on valitud pdhjustel, et tdesuspuu meetod
vOimaldab kindlalt nédidata kahe valemi samaviérsust, vairtuste véljaarvutamine aga kahe
valemi mittesamavaarsust. Ebaméérane vastus (ei tea) on aga tingitud jirgnevatest asjaoludest
— tdesuspuu meetod ei tuvastanud, et kaks valemit on samavédirsed, kuna meetod piirdub
valemi loogilise struktuuri analiilisimisega ega uuri aritmeetikatermide struktuuri, voi
toesuspuu  moodustamisel toimus valemi kujust tingituna tdesuspuu tippude arvu
eksponentsiaalne kasv, mistottu meetod ei joudnud kindla vastuseni automaatse kontrollimise
seisukohast otstarbeka aja jooksul. Kasutusele voeti vdirtuste viljaarvutamise meetod, mis
10plikul naturaalarvude hulgal vaartustatuna ei leidnud véartust, mil kahe valemi toevaartused
on erinevad. See on olukord, mil vastus kiisimusele, kas kaks valemit on samavédirsed, jadb
lahtiseks.

11.1 Edasiarendamise voimalused

Vottes arvesse teegi implementeerimisel tehtud kitsendusi ja testimise tulemusi, on vdimalik
teeki edasi arendada ja tdiendada jargnevalt:

* kontrollida muudes signatuurides — niiteks hulgateooria signatuuris — véljendatud
valemite samavadrsust;

* tiiendada tdesuspuu meetodit nii, et see arvestataks aritmeetikatermide struktuuri.

Uurida termide vordsust, korrutades lahti sulud ja jarjestades muutujad tdhestikuliselt.
See aitaks tuvastada valemeid, mis on samavéérsed, kuid erinevad aritmeetikatermide
struktuuri poolest.

* uurida tudengite vastuseid ja pohjusi, miks tdesuspuu meetod tudengite sisenditega
tulemust ei anna. Tdiendada tdesuspuu meetodit nii, et voimalikult véike osa tudengite
sisenditest annaks vastuseks ,,ei tea”.
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12 Lisad

12.1 Grammatika fail
grammar Pred;
koguvalem

: abidef* predvalem;
abidef

: predtahis ':=' predvalem
predtahis

: predsymbol defargumendid*
predsymbol

: identifikaator
identifikaator

: TAHT (TAHT |ARV)*
defargumendid

(' indiviidmuutuja (',"' indiviidmuutuja)* ')"

indiviidmuutuja

: TAHT
predvalem

: ekvvalem ('~' ekvvalem)*
ekvvalem

: implvalem ('->' implvalem)*
implvalem

: disjvalem ('v' disjvalem)*
disjvalem

: konjvalem ('&"' konjvalem)*
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konjvalem
(‘=" | iga | eks)* korgvalem

(" term ')!

iga
'V' indiviidmuutuja
eks
'3' indiviidmuutuja
korgvalem
(' predvalem ')' | atomaarnevalem
atomaarnevalem
: predsymbol termargumendid*
| term '=' term
termargumendid
(" term (',"' term)* ')
term
: pmterm ('+' pmterm)*
pmterm
kjterm ('*' kjterm)*
kjterm
'0' | '1' | indiviidmuutuja |
ARV
[0-9]1;
TAHT
[a-zA-Z]

.
’

WS: [ \t\r\n]+ -> skip;
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