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Lithikokkuvote. Bakalaureusetoos esitatakse Bishop—Phelpsi tugifunktsionaalide teoree-
mi lksikasjalik toestus. Toestus jargib Bishopi ja Phelpsi originaaltdestust aastast 1963,
kuid ks lemma on asendatud tema tugevdusega Phelpsi hilisemast artiklist ajakirjas Ad-
vances in Math., 1974 (jareldus 2.3), millele antakse t60s lihtsam tdestus. Selline asen-
dus vBimaldab kdrvalsaadusena tdestada parimate vdimalike (teada olevate) hinnangutega
Bishop—Phelps—Bollobase teoreemi.
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The Bishop-Phelps-Bollobas’ Theorem
Bachelor's thesis
Dairis Plvi

Abstract. In this bachelor’s thesis, a detailed proof of the Bishop—Phelps—Bollobas theorem
is presented. The proof follows the orginial proof of Bishop an Phelps from 1963, but one
lemma has been replaced by its strengthening from Phelps’s paper in Advances in Math.,
1974 (Corollary 2.3), which has been given a simpler proof in the thesis. This replacement
enables to prove, as a byproduct, the sharpest possible (known) Bishop—Phelps—Bollobas
theorem.

CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analysis.
Key words: Banach space, Bishop—Phelps support functional theorem, Bishop—Phelps—
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Sissejuhatus

Olgu X normeeritud ruum ile korpuse K, kus K = R v6i K = C. Pideva lineaarse funkt-
sionaali f: X — K norm on defineeritud vordusega

[£]] := sup [f(x)].
X

S
lIxlI<1

Kui see supreemum saavutatakse (st leidub xo € X, ||x0| < 1, nii, et |[f(x0)| = sup |f(x)]),
) i<

siis Oeldakse, et funktsionaal f saavutab oma normi. Uldjuhul pidev lineaarne funktsionaal

f: X — K voib, kuid ei tarvitse oma normi saavutada (vt kdesoleva t66 lauseid [1.10] ja

ning naidet [1.1]).

Jargnevad markmed meie lilesandepiistituse ajaloolise tausta kohta on refereeritud po-
hiliselt monograafiast [M].

Aastal 1964 andis R. C. JamesE] artiklis [J64] tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et
iga pidev lineaarne funktsionaal Banachi ruumil X saavutaks oma normi.

Jamesi refleksiivsusteoreem (ehk lihtsalt Jamesi teoreem, 1964; vt nt [M, |k 134, teo-
reem 1.13.15 v&i 1.13.16] vai [J2]). Olgu X Banachi ruum. Jargmised véited on sama-

vaarsed:
(i) ruum X on refleksiivne,
(ii) iga pidev lineaarne funktsionaal ruumil X saavutab oma normi.
Markus. Banachi ruumi refleksiivsuse kohta vt kdesoleva to60 definitsiooni [1.7]

Markus. Implikatsioon (i)=-(ii) Jamesi teoreemis on iisna ilmne (vt kaesoleva t60 lauset

1.10} implikatsioon (ii)=>(i) on tugevalt mittetriviaalne.

Markus. Jamesi teoreemi toestus separaabli Banachi ruumi juhu jaoks ilmus aastal 1957
artiklis [J>1].

!Robert Clarke James (1918-2004) — USA matemaatik.
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SISSEJUHATUS 5

Markus. Jamesi teoreemi tdestus (Jamesi) artiklis [J”?] on oluliselt lihntsam selle teoreemi
originaaltdestusest artiklis [J°*]; monograafias [M, paragrahv 1.13] esitatud tdestus jirgib
artikli [J”] tdestust.

Ligikaudu Jamesi teoreemi separaabli versiooni (s.t artikli [J°7]) ilmumise aegu asus
R. R. Phelpd uurima normi saavutavaid funktsionaale mitterefleksiivsetel Banachi ruumi-
del ja pani tahele, et iga klassikalise mitterefleksiivse Banachi ruumi puhul on oma normi
saavutavate funktsionaalide hulk kdigi vastaval ruumil pidevate linaarsete funktsionaali-
de ruumis kdikjal tihe. Jamesi teoreemi valguses tundus Phelpsile, et sellise omadusega
normeeritud ruumid on teatavas mottes “peaaegu” refleksiivsed, millega oligi motiveeritud
jargnev definitsioon. Siimbol X* tahistab traditsiooniliselt normeeritud ruumi X kaasruumi,
s.t pidevate lineaarsete funktsionaalide X — K Banachi ruumi.

Definitsioon (Phelps, 1957; vt nt [M], definitsioon 2.11.1] v&i [Ph®’]). Oeldakse, et nor-
meeritud ruum X on subrefleksiivne, kui oma normi saavutavate funktsionaalide hulk on

kaasruumis X* koikjal tihe, s.t iga f € X* ja iga € > 0 korral leidub g € X* nii, et

(1) lgn)l = ligl mingi y € X, [lyll <1, korral;

(2) If —gll <e.

Loomulikult on iga refleksiivne (Banachi) ruum subrefleksiivne. Artiklis [Ph>], kus
Phelps toi sisse subrefleksiivsuse moiste, andis ta ka naite mittetaielikust normeeritud
ruumist, mis pole subrefleksiivne (lihntsam ndide samast fenomenist on toodud monog-
raafias [M|, |k 271-272, nadide 2.11.2]). Kisimus, kas iga tdielik normeeritud ruum (s.t
Banachi ruum) on subrefleksiivne, jii lahtiseks. Artiklis [BPh®!] andsid Phelps ja E. A.
Bishop] sellele kiisimusele jaatava vastuse.

Bishop—Phelpsi subrefleksiivsusteoreem (1961; vt nt [M, |k 278, teoreem 2.11.14] v&i

[BPh®!]). Iga Banachi ruum on subrefleksiivne.

Tervikpildi seisukohalt on oluline markida, et leidub ka mittetaielikke subrefleksiivseid
normeeritud ruume (vt nt [M], Ik 279, iilesanne 2.115]). Veelgi enam, artiklis [J"}] esitas
James naite mittetaielikust normeeritud ruumist, mille korral iga pidev lineaarne funktsio-
naal sellel ruumil saavutab oma normi. (Margime, et iga sellise omadusega ruumi taield on
alati refeksiivne, vt [M, Ik 135, iilesanne 1.150].)

Artiklis [BPh63] andsid Bishop ja Phelps oma subrefleksiivsusteoreemile uue toestuse,
tuues selles selgemalt esile artikli [BPh®!] tdestuses sisalduvad geomeetrilised ideed. Tegeli-
kult tdestasid Bishop ja Phelps artiklis [BPh®] midagi enamat kui subfrefleksiivusteoreem:
nende pdhitulemus oli jargmine.

2Robert Ralph Phelps (1926-2013) — USA matemaatik.
3Errett Albert Bishop (1928-1983) — USA matemaatik.



6 SISSEJUHATUS

Bishop—Phelpsi tugifunktsionaalide teoreem (ehk lihtsalt Bishop—Phelpsi teoreem,
1963; vt nt [DU] Ik 189, teoreem 4] v&i [M] Ik 278, teoreem 2.11.13] v&i [BPh®’]). Olgu
C mittetiihi kinnine tokestatud kumer alamhulk reaalses Banachi ruumis X. Siis hulgas C
maksimaalse vaartuse saavutavate funktsionaalide hulk on kaasruumis X* kéikjal tihe, s.t
mis tahes f € X* jae > 0 korral leiduvad g € X* jay € C nii, et

(1) g(y) = sup a(x);
(2) If —gll <e.

Markus. Bishop—Phelpsi subrefleksiivsusteoreem on erijuht Bishop—Phelpsi tugifunktsio-

naalide teoreemist, kus hulga C rollis on ruumi X kinnine thikkera.

Markus. Tugifunktsionaali mdiste on kaesolevas t60s avatud definitsioonis [1.6] ja sellele
jargnevas kommentaaris.

Artiklis [Bo] pani B. Bollobéﬂ tahele, et Bishop—Phelpsi subrefleksiivuseteoreemi toes-
tuses artiklis [BPh®!] on implitsiitselt tdestatud tugevam viide: lisaks sellele, et me saame
funktsionaali f lahendada funktsionaaliga g, mis saavutab oma normi, me saame sama-

aegselt punkti, milles f on lahedane oma normile, lahendada punktiga, milles g saavutab
oma normi. Sellele vaitele viidatakse kui Bishop—Phelps—Bollobase teoreemile.

Bishop—Phelps—Bollobase teoreem (vrd [Bol teoreem 1]). Olgu X reaalne Banachi ruum
. . . _ €2

ning olgu f € X* ja z € X sellised, et ||f|| = ||z|| =1jaf(z) > 1— X kus 0 < € < 2.

Siis leiduvad g € X* jay € X nii, et

(1) 9(y) =gl = llyll = 1,
) If —gll<e
(3) lz-vyl <e.

Markus (vt markust [2.2]). Bollobas tdestas artiklis [Bo] eelneva teoreemi vaid juhu jaoks,

kus 0 < e < > kusjuures tingimuse (3) asemel sai ta nérgema tingimuse

(3) llz—yll <e+e

“Béla Bollobas (snd 1943) — Ungaris siindinud Suurbritannia ja USA matemaatik.
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Kaesoleva bakalaureusetoo eesmark on esitada Bishop—Phelpsi tugifunktsionaalide teo-
reemile ja Bishop—Phelps—Bollobase teoreemile liksikasjalik tdestus. Allikmaterjalina toe-
tume me siinkohal monograafiale [DU], kus tdestusskeem jirgib artikli [BPh®’] t&estus-
skeemi, kuid me asendame selles skeemis tihe lemma (vt [DU, lemma 3] v3i lemma
tema tugevdusega Phelpsi hilisemast artiklist [Ph™, jareldus 2.3] (vt lemmat [2.6]), millele
me anname ka uue tdestuse. See asendus voimaldab meil saada Bishop—Phelps—Bollobase

teoreemis parimad vdimalikud hinnangud (vt markusi 2.1} 2.2 ja [2.§).

Too koosneb kahest peatiikist.

Esimeses peatiikis toome valja eelteadmised ja abitulemused, mis on vajalikud pohitu-
lemuste moistmiseks ja tdestamiseks. Esimeses paragrahvis meenutame osalise jarjestuse
moistet ja sdnastame Kuratowski—Zorni lemma, teises selgitame koonuste ja vektorruu-
mi tehetega kooskdlas olevate jarjestuste vahekorda vektorruumis, kolmandas selgitame
hipertasandi, poolruumi ja tugifunktsionaali mdistet, neljandas sdnastame Hahn—Banachi
jatkamisteoreemi ja lihe versiooni Hahn—Banachi eraldamisteoreemist ning selgitame ref-
leksiivse normeeritud ruumi moistet. Viiendas paragrahvis toome naiteid oma normi saa-
vutavatest ja mittesaavutavatest pidevatest lineaarsetest funktsionaalidest, kuuendas pa-
ragrahvis toestame olulisemad faktid koonduvate perede kohta meetrilises ruumis ning
viimases, seitsmendas, toome valja veel moned vajalikud abitulemused, mis oma temaatika
poolest eelnevatesse paragrahvidesse hasti el sobinud.

Teises peatlikis tegeleme kaesoleva too pohitulemustega. Esimeses paragrahvis sonas-
tame veel kord Bishop—Phelpsi tugifunktsionaalide teoreemi, Bishop—Phelpsi subrefleksiiv-
susteoreemi ja Bishop—Phelps—Bollobase teoreemi. Teises paragrahvis tdestame moned pii-
savad tingimused garanteerimaks, et kaks pidevat lineaarset funktsionaali normeeritud ruu-
mi kaasruumis on teineteisele “lahedal’. Kolmandas paragrahvis tdestame Bishop—Phelpsi
Ja Bishop—Phelps—Bollobase teoreemi ning viimases, neljandas, analiitisime, millise efekti
andis eelmises paragrahvis Bishopi ja Phelpsi alguparases tdestusskeemis tihe nende origi-
naallemma asendamine sellest tugevama Phelpsi lemmaga.

To0s on kasutatud jargmisi tahistusi. Normeeritud (ja erijuhul Banachi) ruumis X ta-
histame lahtist kera keskpunktiga a € X ja raadiusega r > 0 stimboliga B(a, r), s.t

B(a,r):={xeX: |x—al <r}.
Ruumi X iihiksfaari ja kinnist iihikkera tahistame me vastavalt simbolitega Sx ja Bx, s.t
Sx={xeX: |x||=1} ja Bx:={xeX: x| <1},

ruumi X alamhulga A sisemust, sulundit ja raja vastavalt siimbolitega A°, A ja A ning
tema lineaarset katet siimboliga span A.

Ruumi X kaasruumi (s.t ruumil X tegutsevate pidevate lineaarset funktsionaalide ruu-
mi) tahistame me siimboliga X*. Meenutame, et kaasruum X™ on tdielik normeeritud ruum
(s.t Banachi ruum) normiga

IIfll = sup f(x), feX".

x€Bx
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Ruumi X teist kaasruumi, s.t kaasruumi X kaasruumi tahistame me siimboliga X™*, s.t
Teises peatiikis kasutame me kaasruumi X* elementide markimisel tahistusi x* ja y* —
rohutame, et need on terviklikud siimbolid (erinevalt siimbolist X*, mis on saadud iilain-
deksina tarni * lisamisel iseseisvat tahendust omavale siimbolile X).
Kui X on vektorruum iile korpuse K, kus K = R voi K = C, siis arvu o € K\ {0} ja

. . o1 X
elemendi x € X korral me kirjutame korrutise — x asemel sageli —.
a a
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Vajalikke eelteadmisi ja abrtulemus

1.1 Osalise jarjestuse seos; Kuratowski—Zorni lemma
Definitsioon 1.1 (vt [OQ| Ik 167]). Seost < hulgas A nimetatakse osaliseks jarjestuseks,
kui mis tahes a, b, ¢ € A korral

PO1° a<a (s.t < on refleksiivne);
PO2° axb, bxc = a<c (st < on transitiivne);
PO3° axb, bgxa = a=b (s.t < on antisimmeetriline).

Seejuures Oeldakse, et (A, <) on osaliselt jarjestatud hulk. Kui jarjestuse < roll on kon-
tekstist selge, siis oeldakse ka lihtsalt, et A on osaliselt jarjestatud hulk. Kui a < b, siis
kirjutatakse ka b >= a; sel juhul oeldakse, et element a eelneb elemendile b voi et element b

Jjargneb elemendile a.
Definitsioon 1.2 (vt [KN| Ik 24, Ik 60]). Olgu A osaliselt jirjestatud hulk. Oeldakse, et

e osahulk B C A on lineaarselt jarjestatud, kui mis tahes a, b € B korral a < b vdi
b= a;

e element a € A on osahulga B C A tlilemine tdke, kui b < a iga b € B korral;

e clement a € A on hulga A maksimaalne element, kui b € A, a < b, korral a = b

(s.t ei ole olemas elemendile a jargnevaid ja seejuures temast erinevaid elemente).

Lemma 1.1 (Kuratowski—Zorni lemma; vt [OO, |k 168]). Kui osaliselt jarjestatud hul-
ga A igal lineaarselt jarjestatud osahulgal on olemas iilemine toke, siis hulgas A leidub

maksimaalne element.
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1.2 Koonused ja jarjestused vektorruumis

Definitsioon 1.3 (vt [OO| Ik 79]). Olgu X vektorruum. Oeldakse, et hulk A C X on
kumer, kui mis tahes x, y € A ja A € [0, 1] korral

(1=X)x+ Ay €A

Kuna (1 —X)x+ Ay = x+ A(y — x), siis hulga A kumerus tahendab geomeetriliselt, et
koos oma mis tahes kahe punktiga sisaldab hulk A ka neid punkte tihendava sirglGigu.

Definitsioon 1.4 (vt [M] Ik 273, definitsioon 2.11.4]). Olgu X vektorruum ning olgu K

ruumi X mittetiihi alamhulk. Oeldakse, et hulk K on koonus, kui
C1° K on kumer;
C2° K on kinnine mittenegatiivse reaalarvuga korrutamise suhtes, s.t

xeK teR,t>20 = txekK; (1.1)

C3” KN(=K)={0}, st
X, —xeK = x=0. (1.2)

Teoreem 1.2. Kui osalise jarjestuse seos < vektorruumis X rahuldab tingimusi
I°x,yeXxxy,teRt>20 — tx<ty;
2° x,y,zeX,xKxy — x+z=y+z

siis hulk

K={xeX:x=0} (1.3)

on koonus, kusjuures mis tahes x,y € X korral
Xy <= y—-xekK (1.4)

Teiselt poolt, kui K on koonus vektorruumis X, siis valemiga (1.4]) defineeritud seos < on
osaline jarjestus ruumis X, mis rahuldab tingimusi 1° ja 2°, kusjuures kehtib ([1.3]).
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Toestus. Rahuldagu osalise jarjestuse seos vektorruumis X tingimusi 1° ja 2°. Naitame,
et K on koonus, s.t K on kumer, kusjuures kehtivad ja .
Veendumaks, et K on kumer, peame naitama, et mis tahes x,y € K ja A € (0,1)
korral (1 —X)x+ Ay € K, s.t
(1—=X)x+ Ay = 0.

Olgu x,y € K, st x »= 0jay = 0, ning olgu A € (0,1). Siis tingimuse 1° pdhjal
(1 —=MX)x = (1 —X)0 ja Ay = A0, seega tingimuse 2° pohjal

(I=X)x+Ay=(1-XN0+Ay =Xy =A0=0.

Olgu x € K, t € R, t > 0. Tingimuse ([1.1]) kehtivuseks peame naitama, et tx € K,
s.t tx = 0. Kuna x € K, siis x 3= 0, seega tingimuse 1° p&hjal ka tx = t0 = 0.

Olgu x, —x € K, s.t x »= 0, —x = 0. Tingimuse (1.2) kehtivuseks peame naitama, et
x = 0. Seose < antisiimmeetrilisuse tottu piisab selleks nadidata, et 0 < x ja x < 0. Neist

esimene tingimus kehtib eelduse p&hjal, teise jaoks margime, et tingimuse 2° pdhjal
Xx=04+x<—x+x=0.
J&ab naidata, et kehtib (1.4)):
XKy <= yrx <<= (y—X)tx=0+x <= y—x=0 <= y—xeK.

Teiselt poolt, olgu K koonus vektorruumis X. Naitame, et valemiga defineeritud

seos < on osaline jarjestus, s.t kehtivad PO1°-PO3°. Olgu x,y,z € X.

PO1°. Veendume, et x < x,s.t 0 =x—x € K. Olgu u € K, siis 0 = Ou € K tingimuse
pdhjal.

PO2°. Eeldame, et x X yjay <x,sty—x € K jax—y € K. Peame nditama, et
x=y. Kuna —(y — x) = x — y € K, siis tingimuse (({1.2)) pShjal y —x =0 ehk x =y

PO3°.Olgux<yjay=<z sty—x€ Kjaz—ye€ K. Peame nditama, et x < z,
stz—xe€ K. Kuna Konkumerjay—x, z—y € K, siis

1 1 1

=X =5 -0+5

5 2(Z—y)€K,

jarelikult tingimuse (1.1]) pdhjal z — x = 2(%(2 - x)) €K

Naitame, et jarjestus < rahuldab tingimusi 1° ja 2°.

1°Olgux,ye X, x<xy(sty—xeK),teR, t>0.Sisty —tx=t(y —x) € K
(tingimuse ([1.1]) pdhjal), seega tx < ty, s.t 1° kehtib.
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2°0Olgu x,y,ze X, xxy,sty—xeK.Siis(y+z)—(x+2z)=y—x € K, seega
X+ z <y + x, niisiis 2° kehtib.
Jaab tbestada vordus ([1.3]), milleks piisab tahele panna, et

XeEK <+— x—-0eK <= x=0.

Sellega on teoreem tdestatud. []

Lause 1.3. Olgu K # {0} koonus normeeritud ruumis X. Siis

K={tx:xe KNSx,teR, t>0}.

.. . 1 1 1
Tdestus. Uhelt poolt, olgu z € K\{0}. Siis 1% € KN Sx, seejuures z = ||z]| <HZ>

Lisaks sellele 0 = Oiz.
1z

Teiselt poolt, kui x € KNSx jat > 0, siis tx € K koonuse definitsiooni[1.4] pdhjal. [

1.3 Hiipertasandid ja poolruumid

Jargnev tulemus on meile tuttav lineaaralgebra kursusest.

Lause 1.4 (vt nt [V, lause 1.1 ja lemma 1.3, (a)]). Olgu X vektorruum lile korpuse K (siin
K=R vsi K =C).

(a) Olgu f: X — K, f # 0, lineaarne funktsionaal ning olgu z € X selline, et f(z) # 0.
Siis
X = ker f @ span{z}, (1.5)

s.t iga x € X korral leiduvad liheselt maaratud y € ker f ja o € K nii, et

X=y+az. (1.6)

(b) Olgu f,g: X — K lineaarsed funktsionaalid. Kui ker f C kerg, siis g = Bf mingi
B € K korral.

Definitsioon 1.5. Olgu X reaalne vektorruum ning olgu f: X — R, f # 0, lineaarne

funktsionaal. Hulka
{xe X: f(x)=a} (1.7)



1.3. HUPERTASANDID JA POOLRUUMID 13
nimetatakse hiipertasandiks. Hulkasid
{xeX: f(x)>a} ja {xeX:f(x)=>a} (1.8)

nimetatakse poolruumideks.

Margime, et mis tahes lineaarse funktsionaali g: X — R, g # 0, ja arvu B € R korral on
ka hulgad

{xeX:g(x)<Br ja  {xeX:igx)<p} (1.9)

poolruumid, sest —g on lineaarne funktsionaal, kusjuures
gx)<B = (-9)x)>-B ja gx)<B = (-9)(x) =-B6
ning, teiselt poolt, poolruumid ([1.8]) on esitatavad kujul (1.9)), kus g = —f ja B = —a.

Jargnev osa, mis aitab saada paremat intuitiivset ettekujutust hiipertasanditest ja pool-
ruumidest, on refereeritud bakalaureusetoost [Mal, 1k 11-13].
Vaatleme juhtu, kus X = R x R. Sel juhul on {e;, &} ruumi X baas, kus

ee =(1,0), & =(0,1) € RxR.
Kui f on lineaarne funktsionaal ruumil X, siis, tahistades
a; =f(e), oan="f(e),
saame, et mis tahes x = (£1,&) = &161 + &6 € R X R korral
f(x) = f(&er + &) = &if(e1) + &af (€2) = oy + oo,
Teiselt poolt, kui a;, as € R, siis funktsionaal
f: RxR3(&,&)— ai&r+ax €R

on lineaarne. Niisiis oleme kokkuvottes saanud, et f on lineaarne funktsionaal ruumil R x R
parajasti siis, kui leiduvad oy, an € R nii, et

f(X) = a1£1 + 04252 igax = (El: 52) € R x R korral. (110)

Markus 1.1. Funktsionaalanaliitisi kursusest maletame, et iga lineaarne funktsionaal 16p-

likumddtmelisel normeeritud ruumil on pidev (vt [OQ, Ik 120]).
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Olgu niiud f # 0 lineaarne funktsionaal ruumil R x R, olgu ¢ € R ning olgu a1, a» € R,
sellised, et kehtib ([1.10]). Siis hiipertasand

{xeX: f(x)=c}={(&.&) e RxR: aé; + s = c},
on sirge, poolruumid

{XGXZ f(X)>C}:{(El,£2)€RXRZ CX1€1—|—CX2£2>C},
{xeX: f(x)<ch={(&.&) e RxR: aréy + s < ¢}

on lahtised pooltasandid ning poolruumid

{xeX: f(x)>ch={(&.&) e RxR: aréy + axs > ¢},
{xeX: f(x)<c={(&.%&) eRXR: o€y + s < ¢}

on kinnised pooltasandid (vt joonist [1.1]).

E A

e X:f(x)=c}

X € X:T()>c}

g {x € X:fi{x)<c}

my

o€ +azE=c

Joonis 1.1

Sarnaselt saame ettekujutuse hiipertasanditest ja poolruumidest ka kolmemddtmelise
ruumi puhul: kui X = R x R x R, siis hulk {x € X: f(x) = c} on tasand, hulgad
{x € X: f(x) > c} ja{x € X: f(x) < c} on lahtised poolruumid ning hulgad {x €
X: f(x) = c}ja{xe X: f(x) < c} on kinnised poolruumid.

Siivendamaks oma arusaama hiipertasanditest ja poolruumidest (ka IGpmatumaddtme-
lises ruumis), piitiame jargnevalt paremini aru saada poolruumide {x € X: f(x) > c}
struktuurist.



1.4. HAHN-BANACHI TEOREEMID JA NORMEERITUD RUUMI REFLEKSIIVSUS 15

Kui X on vektorruum ja f on lineaarne funktsionaal ruumil X, siis funktsionaali f tuum
kerf :=={x € X: f(x) =0}

on ruumi X vektoralamruum. Kui seejuures f # 0 ja z € X on selline, et f(z) # 0, siis
ruum X on tuuma ker f ja hulga {z} lineaarse katte span{z} := {az: a € R} otsesumma:

X = ker f @ span{z},
s.t iga x € X korral leiduvad liheselt maaratud y € ker f ja a € R selliselt, et
X=y+az.

Olgu niitid X normeeritud ruum. Sel juhul alamruum span{z} on kinnine; kui f € X*
(st lineaarne funktsionaal f on pidev), siis ka ker f on ruumi X kinnine alamruum.

Kui f # 0, siis me saame eelnevas arutelus valida elemendi z € X nii, et f(z) = 1. Kui
niilid ¢ € R, siis hiipertasand {x € X: f(x) = c} on tuuma (hiiperalamruumi) ker f nihe:

{xeX: f(x)=ct=kerf+cz={y+cz: y€ckerf};

poolruum {x € X: f(x) > c} on hiipertasandite lihend:
{xeX: f(x)>c}= U(kerf+az).
a>c

Selle paragrahvi IGpetuseks toome sisse tugifunktsionaali mdiste.

Definitsioon 1.6. Olgu X reaalne normeeritud ruum ning olgu C C X. Oeldakse, et
funktsionaal f € X*, f # 0, on tugifunktsionaal hulgale C, kui ta saavutab hulgas C oma

supreemumi, s.t leidub u € C nii, et f(u) = sup f(x).
xeC

Moiste tugifunktsionaal on motiveeritud tema jargmise geomeetrilise télgendusega: kui

funktsionaal f on hulga C tugifunktsionaal ja u € C on selline, et a := f(u) = sup f(x), siis
xeC

kahemd&otmelise (samuti ka kolmemd&tmelise) ruumi juhul hiipertasand f(x) = o justkui
toetaks hulka C punktis u (vt joonist [1.2]).

1.4 Hahn—-Banachi teoreemid ja normeeritud ruumi

refleksiivsus

Olgu X normeeritud ruum ning olgu Y ruumi X alamruum. Uldiselt, kui funktsionaal f € X*
on funktsionaali g € Y™ jatk (s.t f|ly = g), siis ||f]| = ||g]|, s.t jatkamisel funktsionaali norm
ei vahene, sest

]| = sup [f(x)| = sup |f(y)| = sup |g(y)| = [lg]l.
XEBx yEBy yEBy
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— f=a

Joonis 1.2

Jargnev fundamentaalne Hahn—Banachi jatkamisteoreem litleb, et iga funktsionaal nor-
meeritud ruumi alamruumil on jatkatav kogu ruumile nii, et tema norm jaab samaks.

Teoreem 1.5 (Hahn—Banachi jatkamisteoreem; vt [OO| Ik 165]). Olgu X normeeritud

ruum ning olgu Y ruumi X alamruum. Siis iga g € Y™ korral leidub f € X* nii, et

fly=9 Ja lfl =gl

Markus 1.2. Hahn—Banachi jatkamisteoreemi tdestamisel tOestatakse kdigepealt tema
jargnev erijuht, mille kohaselt on reaalset pidevat lineaarset funktsionaali véimalik jatkata

normi sailides “lihe dimensiooni vorra”.

Lemma 1.6 (lemma elementaarsest jatkust; vt [OO] Ik 165]). Olgu X reaalne normeeritud

ruum, olgu'Y ruumi X alamruum ning olgu x € X\Y . Tahistame
Z:=span(YU{x}) ={y+ax:y €Y, a €K}
Siis iga g € Y* korral leidub f € Z* nii, et

fly=9 Ja Il =gl

Lemmast elementaarsest jatkust [I.6] jareldatakse Kuratowski—Zorni lemma abil Hahn—
Banachi jatkamisteoreemi (1.5] reaalne juht. Lopuks, toetudes (ldisele seosele kompleksse
lineaarse funktsionaali ja tema reaalosa vahel [M] |k 72, lause 1.9.3], jareldatakse Hahn—
Banachi jatkamisteoreemi [1.5| reaalsest juhust tema kompleksne juht.
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Jareldus 1.7 (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest; vt [OO| Ik 170, jareldus 1]).
Olgu X # {0} normeeritud ruum. Siis iga x € X korral leidub f € X* nii, et ||[f|| =1 ja
F(x) =[]

Toestus. Eeldame esialgu, et x # 0. Defineerime alamruumil
Y =span{x} = {ax: a € K}

funktsionaali g vordusega g(ax) = a||x||, ax € Y. On selge, et g on lineaarne. Kuna

g(ax)| = [elix]l| = lellx|| = [lax],
siis g on tokestatud ja ||g|| = 1. Hahn-Banachi teoreemi pd&hjal leidub funktsionaalile g
jatk f € X" nii, et ||[f|| = ||lg]| = 1. Kuna x € Y/, siis f(x) = g(x) = ||x]|.
Eeldame niiiid, et x = 0. Olgu f € X* suvaline funktsionaal, mille korral ||f|| = 1
(eelnevas tdestasime, et selliseid funktsionaale leidub). Siis f(x) = f(0) =0 = ||x||. O

Olgu X normeeritud ruum ning olgu x € X. Defineerime funktsionaali F,: X* — K,
F(f) = f(x), feX.
Paneme tahele, et funktsionaal F, on lineaarne, sest kui f, g € X* ja a € K, siis
Fx(f +ag) = (f + ag)(x) = f(x) + (ag)(x) = F(x) + a(g(x)) = F(f) + aF(g).
Funktsionaal F, on ka tOkestatud, sest iga f € X™ korral
|F(O) = [FCOl < [IF X = I

Niisiis, Fy € (X™)* =: X™*, seejuures ||F«|| < ||x]||; veelgi enam, ||F,|| = ||x||, sest jarelduse
pdhjal (s.t teoreemi p&hjal piisavast arvust funktsionaalidest) leidub f, € X, ||| = 1,
nii, et fo(x) = ||x|| ning seega

[Fxll = sup [F(F)] = F(fo) = fo(x) = |Ix]|.
FEBy

Defineerime kujutuse
Jx: X3 x> Foe X™, (1.11)

Seda kujutust jx nimetatakse ruumi X loomulikuks (ehk kanooniliseks) sisestuseks oma
teise kaasruumi.

Eelneva pdhjal on kujutus jx isomeetria (sest iga x € X korral ||jxx|| = |[Fxll = lIxI);
kujutus jx on ka lineaarne. Tdepoolest, kui x,z € X™ ja a € K, siis jx(x + az) =
Jx(x) + ax(z), sest mis tahes f € X* korral

Ux(x + az))(f) = Feraz(f) = f(x + az) = f(x) + af(z) =
= F(f) + aF.(f) = (x(x)) (F) + a(x(2)) () = (ix(x) + ax(2)) ().
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Definitsioon 1.7. Oeldakse, et normeeritud ruum X on refleksiivne, kui tema loomulik

sisestus (|1.11]) oma teise kaasruumi on siirjektsioon.

Normeeritud ruumi X refleksiivsus tahendab niisiis, et tema teine kaasruum on loomu-
likul viisil samastatav ruumi X endaga.

Markus 1.3. On ilmne, et iga refleksiivne normeeritud ruum on taielik, s.t Banachi ruum.
Toepoolest, refleksiivne normeeritud ruum X on isomeetriliselt isomorfne oma teise kaas-
ruumiga (vastavaks isomeetriliseks isomorfismiks on loomulik sisestus jx), iga kaasruum on
taielik (vt nt [OQ, Ik 159]) ning taieliku ruumiga isomorfne normeeritud ruum on samuti
taielik (vt nt [M], Ik 31, lause 1.4.14, (c)]).

Selle punkti |Opetuseks esitame iihe Hahn—Banachi teoreemi geomeetrilise versiooni.

Teoreem 1.8 (Hahn—Banachi eraldamisteoreem, Eidelheiti versiooni reaalse normeeritud
ruumi juht; vt nt [M, Ik 179, teoreem 2.2.26]). Olgu X normeeritud ruum ning olgu C; ja
Co ruumi X mittetiihjad kumerad alamhulgad, kusjuures hulga C, sisemus C5 on mittetiihi
Jja Cy N C; = 0. Siis leiduvad funktsionaal f € X* ja arv a € R nii, et

(1) f(x) < aiga x € Cy korral,
(2) f(x) > a iga x € Cy korral;

(3) f(x) > a iga x € C5 korral.

Eraldamisteoreemi[1.8|geomeetrilist sisu selgitab joonis[I.3} teoreemi eeldustel leiduvad
funktsionaal f € X* ja arv a € R nii, et hulgad C; ja C, jaavad teine teisele poole
hiipertasandit f(x) = a.

1.5 Naiteid normi saavutavatest ja mittesaavutavatest

funktsionaalidest
Lause 1.9. Olgu X normeeritud ruum ning olgu f € X* \ {0} ja x € Bx sellised, et
[FCOl = [I71].

Siis ||x|| =1, s.t x € Sx.
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fx)=a

Joonis 1.3

Toestus. K()igepealt margime, et x # 0, sest vastasel korral ||f|| = |f(0)] =0, s.t f = 0.

Nuud H ” =1, seega
X
GE H_)‘ 2t )] Leeol= e,
x|l HXH 111l 111l
millest ||x|| = 1, niisiis ||x|| = 1. O

Lause 1.10. /ga pidev lineaarne funktsionaal refleksiivsel normeeritud ruumil saavutab oma

normi.

Toestus. Olgu X # {0} refleksiivne normeeritud ruum ning olgu f € X*. Teoreemi p&hjal
piisavast arvust funktsionaalidest (vt jareldust [1.7)) leidub F € X™, ||[F|| = 1, nii, et

F(f) =||f||. Ruumi X refleksiivsuse tdttu on loomulik sisestus jx: X — X** siirjektsioon,
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seega leidub x € X nii, et F = jxx. Kuna jx on isomeetria, siis ||x|| = 1; seejuures

f(x) = Uxx)(f) = F(f) = [If]l;
niisiis funktsionaal f saavutab oma normi. O]

Lause 1.11. /ga pidev lineaarne funktsionaal 16plikuméodtmelisel normeeritud ruumil saa-

vutab oma normi.

Toestus. Saab naidata, et iga I16plikum&dtmeline normeeritud ruum on refleksiivne; seega
jareldub vaide lausest [1.10. Tdestame lause ka ilma lauset kasutamata.

Kuna
]l = sup [F(x)],

XEBx

siis iga n € N korral leidub x, € Bx nil, et

1
L= 1 Oa)l > 1 =

1 ..
Kuna ||f|| = = —— ||f]], siis
n n—oo

1)l —= Il

Loplikumdotmelise normeeritud ruumi X kinnine tihikkera Bx on kompaktne (vt nt [OO), Ik

o
n=1

91, jareldus 3]), seega leiduvad x € Bx ningjada (x,)%2; osajada (x,)o=; nii, et xx, — X.
n—oo

Aga nuud
11l = lim [FGe)| = lim [F(,)] = F()],

s.t funktsionaal f saavutab oma normi.
O

Naide 1.1. Olgu Zaj- absoluutselt koonduv rida ruumis R, s.t a; € R, j € N, kusjuures

Jj=1
o)

E laj| < oo, teisisdnu a := (a;);2; on reaalse ruumi £; element. Defineerime funktsionaali
j=1
f: c—R,

Fx) =Y g, x=(£)% € .
Jj=1

Siis



1.5. NAITEID NORMI SAAVUTAVATEST FUNKTSIONAALIDEST 21

(a) f e ¢} (s.t funktsionaal f on pidev ja lineaarne), kusjuures
=" leyl = lall (1.12)
j=1

(b) funktsionaal f saavutab oma normi parajasti siis, kui

leidub N € N nii, et aj =0 iga j > N korral. (1.13)

Pohjendus. (a). Kdigepealt margime, et mis tahes x = (§;)72; € ¢ korral rida Zajﬁj
j=1
koondub, sest ta koondub absoluutselt:

>l = loyllgl < 3 laylllxll < lxll 3 leyl = lalllix]l (1.14)
j=1 Jj=1 ‘ Jj=1

J=1

Funktsionaal f on lineaarne, sest mis tahes x = (§;)72,,y = (1;)72; € G ja B € R korral

F(x+By) = o +Pn) =D (b +Baym) =D o+ > Baym
j=1 j=1 j=1

j=1
=D e+ B8 oy = () +BF(y).
=1 =1
Funktsionaal f on ka tkestatud, sest mis tahes x = (§;);2; € ¢ korral hinnangu ([1.14)
pohjal
[F () =

o0
> g
j=1

seejuures ||f|| < ||al|. Tahistame iga j € N korral 6; = sgna ja iga n € N korral

o
< Z la;&;] < lallllx];
j=1

Xn:(91 ..... 9n,O,O,...)€C0;
~—

siis || x,|| < 1, jarelikult
n n
Il = FO) =D afy =Y layl,
Jj=1 Jj=1

millest protsessis n — oo jareldub, et

o0

IF1= D loyl = lall;

Jj=1
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niisiis (1.12]) kehtib.
(b). Kehtigu ([1.13)). Siis ndite osa (a) tahistusi kasutades xy € ¢, kusjuures ||xy|| < 1
ja
N N 00
o) =D o= loyl =) loyl = lal;
j=1 j=1 j=1
niisiis funktsionaal f saavutab oma normi.
Eeldame niiiid, et (1.13]) ei kehti. Olgu x = (&) € co, ||x]|| < 1. Siis leidub Ny € N nii,

et .
=Ny = [§] < 5
Seega
FO) =D& <) laggil =D lallé]
Jj=1 Jj=1 Jj=1
No o) No [e'e) 1
= laligl+ >0 lallgl < layl+ oyl
j=1 Jj=No+1 j=1 Jj=No+1
No o)
< gl 4+ D eyl = lall = |If]
J=1 J=No+1

(range vorratus selle vorratusteahela viimase rea alguses kehtib, sest tingimuse (|1.12))
mittekehtimise tdttu leidub j > Ny nii, et o # 0 ning seega \aj\i < |ajl). Niisiis iga

X € ¢, ||x]| <1, korral |f(x)| < ||f||, seega funktsionaal f ei saavuta oma normi. O

1.6 Pered meetrilistes ruumides

Definitsioon 1.8. Seost < hulgas A nimetatakse eeljarjestuseks, kui mis tahes a, 3,v € A
korral

PO1° axga (st < on refleksiivne);
PO2° axB,86y7y = a=<v (st < on transitiivne).

Seejuures oeldakse, et (A, x) on eeljarjestatud hulk. Kui jarjestuse < roll on kontekstist
%

selge, siis Oeldakse ka lihtsalt, et A on eeljarjestatud hulk. Kui o < B, siis kirjutatakse

ka B = a; sel juhul celdakse, et element o eelneb elemendile B voi et element B jargneb
elemendile a.
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Markus 1.4. Antisimmeetriline eeljarjestus on osaline jarjestus (vt osalise jarjestuse defi-
nitsiooni [1.1]).

Definitsioon 1.9. Oeldakse, et eeljarjestatud hulk (A, <) on suunatud hulk, kui A # 0 ja
(D) mis tahes o, 3 € A korral leidub v € A nii, et v = a ja vy = (3.

Naide 1.2. Reaalarvude hulk R ja naturaalarvude hulk N on suunatud hulgad loomuliku

jarjestuse suhtes.

Naide 1.3. Meetrilises ruumis mis tahes punkti lahtiste timbruste hulk on suunatud hulk

loomuliku jarjestuse suhtes:
UV <= VCUu.

Toepoolest, kui U ja V' on meetrilise ruumi X punkti x lahtised tiimbrused, siis ka W := UNV
on punkti x lahtine imbrus, kusjuures W C U jaW CV,stW = U ja W »= V.

Naide 1.4. Neljast punktist koosnev hulk A = {a, b, ¢, d} on suunatud hulk jarjestuse <
suhtes, kus

a<<a bbb c<c, d<d, a<kc, b=<c c<d.
Definitsioon 1.10. Olgu (A, <) eeljarjestatud hulk ning olgu X meetriline ruum. Kujutust
frA—=X (1.15)

nimetatakse pereks. Tahistades pere (1.15) korral x, = f(a), @ € A, margitakse pere
(1.15) ka stimboliga (Xy)aea VOI lihtsalt (xy).

Naide 1.5. Jada (x,);2; meetrilises ruumis X on pere N 3 n+— x, € X.

Definitsioon 1.11. Oeldakse, et pere (Xq)aca Meetrilises ruumis X koondub elemendiks
x € X ja kirjutatakse

Xo HX VOI X:y&xa,
kui iga € > 0 korral leidub indeks ag € A nii, et

a=oy = (X X) <E.

Elementi x nimetatakse seejuures pere (Xy)aca plirvaartuseks.
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Lause 1.12. Perel meetrilises ruumis saab olla tlimalt tiks piirvaartus.

Toestus. Olgu (Xy)aea koonduv pere meetrilises ruumis X ning olgu x, z € X sellised, et

Xog — X JAa Xoq — Z. (1.16)
acA acA

Lause tdestuseks piisab ndidata, et x = z, s.t p(x, z) = 0, milleks, fikseerides vabalt € > 0,
piisab nadidata, et o(x, z) < 2¢.
Koonduvuste ([1.16]) tottu leiduvad indeksid a;, as € A nii, et

arza; = 0(Xe.X)<Ee€
ja
a=on = (X4 2) <E.
Valime indeksi a € A nii, et o = a; ja a = ay; Siis
o(x, 2) < 0(x, Xa) + 0(Xx, 2) < € +€ = 2¢,
nagu soovitud. []

Definitsioon 1.12. Oeldakse, et pere (xy)aca Meetrilises ruumis X on Cauchy pere, kui

iga € > 0 korral leidub indeks aq € A nii, et
o,B =0y = 0(Xq, xg) <E.
Lause 1.13. Koonduv pere meetrilises ruumis on Cauchy pere.

Toestus. Olgu (Xu)aeca koonduv pere meetrilises ruumis X ning olgu € > 0. Lause tGes-

tuseks piisab leida indeks oy € A nii, et
a,B=a0 = 0(xxX) <E.

Tahistame x = Iirrllxa; siis leidub indeks g € A nii, et
ac

€
arxzay = 0(X.x)< 5>

Nuud mis tahes «, B = ag korral

£ £
Q(Xa-Xﬁ) < Q(Xa.X) + Q(X,Xﬁ) < E + E = €.



1.6. PERED MEETRILISTES RUUMIDES 25

Lause 1.14. Cauchy pere taielikus meetrilises ruumis koondub.

Toestus. Olgu (x4)aea Cauchy pere taielikus meetrilises ruumis X. Valime indeksid a; <
a, < asz < --- nii, et iga n € N korral

o,B o, = 0o(Xx Xg) < % (1.17)
Selline valik on voimalik: kdigepealt valime a; € A nii, et

o,f o = (X, x) <1

(see on vdimalik, sest (x,) on Cauchy pere) ning jatkame induktiivselt:

e kuion antud m € N jaindeksid oy < o < -+ < apy nil, etigane {1,..., m} korral
kehtib ({1.17]), valime indeksi ag € A nii, et

0 = — ' <
o, B = o Q(Xa Xﬁ) m1

ning seejarel valime indeksi a1 € A nil, et apy1 = Qm ja Ayt = g

(selline valik on vBimalik hulga A suunatuse tottu).

Paneme tahele, et jada (x4,)52; on Cauchy jada — tdepoolest, mis tahes € > 0 korral,

1
valides N € N nii, et N < g, kehtib implikatsioon

1
nm>N = Q(Xan,Xam)<N<€

(sest n,m > N korral a, = an ja am = apy).
Ruumi X taielikkuse tttu jada (X, );e; koondub, s.t x,, — x mingi x € X korral.
n—oo

Lause toestuseks jaab naidata, et x, —A> X, s.t fikseerides vabalt € > 0, leidub indeks
aec

ag € A nii, et
a=oy = (X X) <E.

Kuna X, — X, siis leidub Ny € N nii, et

n—oo
£

n 2 NO :> Q(Xan'x) < 2

. .. 1 € ) ..
Valime N € N nii, et N > Ny ja N < 5 Kui nuld o 5= oy, siis

1 5 € €
0(Xar X) < 0(Xa, Xayy) + 0(Xapys X) < Ntz<5t5=¢
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Lause 1.15. Olgu (Xy)aca Ja (Zo)aca reaalarvude pered, kusjuures leidub indeks oy € A
nii, et
arz=oy = Xq < Za,

ning eksisteerivad piirvaartused
a .= lim x, a c:=1lim z,.
acA « J acA *
Sisa<c.

Toestus. Fikseerime vabalt € > 0. Lause tdestuseks piisab naidata, et a < ¢ + 2¢.

Kuna x, — a ja zo, — ¢, siis leiduvad indeksid a1, as € A nii, et
acA acA
a0, — a—ce<xyx<a-te

ja
aAr=0, =— Cc—€e<zz<cHe.

Valides indeksi o € A nii, et o = ag, o = 1 jJa a = oo, kehtib
a—€e< Xy, <z <cCc+e,
millest a < ¢ + 2¢, nagu soovitud. ]

Definitsioon 1.13. Oeldakse, et pere (Xy)aca ruumis R on iilalt tékestatud, kui tema
elementide hulk on ulalt tokestatud, s.t leidub M > 0 nii, et

Xo <M iga a€ A korral.
Definitsioon 1.14. Oeldakse, et pere (Xa)aea ruumis R on mittekahanev, kui
axfB = Xy <X
Lause 1.16. Ulalt tékestatud mittekahanev reaalarvude pere koondub.

Toestus. Olgu (Xy)aea Ulalt tokestatud mittekahanev reaalarvude pere. Tahistame x :=
sup X, < oo (margime, et pidevuse aksioomi p&hjal see iilemine raja eksisteerib ja on

acA
I6plik). Naitame, et x, —A> X, s.t iga € > 0 korral leidub indeks ag € A nii, et
ac

ax=oay = |xq—x|<e.
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Fikseerime vabalt € > 0. Ulemise raja mdiste kohaselt leidub aq € A nii, et
Xqg > X — €.
Nild mis tahes indeksi a = ag korral
X—€ < Xoqyg S Xog S X< XHFE;
niisiis |x, — x| < €. ]
Lause 1.17. Olgu X meetriline ruum ning olgu C C X. Jargmised vaited on samavaarsed:

(i) hulk C on kinnine;

(ii) hulk C sisaldab koigi oma elementide koonduvate perede piirvaartused, s.t mis tahes
hulga C elementide pere (Xa)aca ja x € X korral
Xq —x —> xe€C(.
acA
Toestus. (i)=>(ii). Olgu C kinnine. Olgu (X4)aea hulga C elementide koonduv pere ning
olgu x € X selle pere piirvaartus, s.t x, —A> Xx. Implikatsiooni tdestuseks peame naitama,
ac

et xe C.
Kuna x, —A> x, siis iga € > 0 korral leidub indeks a, € A nii, et
ac

arza = (X X) <E.

Niid iga € > 0 korral p(xa., X) < €, s.t o, € B(x,€), niisiis B(x,e) N C # 0; jarelikult

x € C (vt nt [OQ, Ik 25]). Hulga C kinnisuse tdttu C = C, seega x € C, nagu soovitud.
(i)=-(i) on ilmne, sest funktsionaalanaliilisi sissejuhatavast kursusest teame, et hulga

C kinnisus on samavaarne jargmise vaitest (ii) ndrgema vaitega (meenutame, et iga jada

on pere):

(ii") hulk C sisaldab kéigi oma elementide koonduvate jadade piirvaartused, s.t mis tahes

hulga C elementide jada (x,)52, ja x € X korral

Xa —— X — xe€C.

n—oo
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Lause 1.18. Olgu X ja Y meetrilised ruumid, olgu f: X — Y ning olgu a € X. Jargmised

vaited on samavaarsed:
(i) f on pidev punktis a;

(ii) mis tahes punktiks a koonduva pere (Xy)aca korral ruumis X koondub vastav funkt-

siooni f vaartuste pere (f(xa))aeA punktiks f(a) ruumis 'Y, s.t

Xo —>a = f(xq) — f(a).
acA acA

Toestus. (i)=(ii). Olgu f pidev punktis a ning olgu (Xy)aeca pere ruumis X, mille korral

X ——r 2. Peame naitama, et (xy) — f(a) ruumis Y, s.t fikseerides vabalt € > 0,
ac ac

leidub indeks ag € A nii, et

aroay = o(f(x) f(x)) <e. (1.18)
Kuna f on pidev punktis a, siis leidub 6 > 0 nii, et
o(x,a) <6 = o(f(x),f(a)) <e.
Kuna x, H a, siis leidub indeks ag € A nii, et
aray = 0(xg a) <.

Aga niiiid kehtib ((1.18)).
(i)=-(i) on ilmne, sest funktsionaalanaliilisi sissejuhatavast kursusest teame (vt [OO|
lk 61]), et funktsiooni f pidevus punktis a on samavaarne jargmise tingimusest (i) ndrgema

tingimusega (meenutame, et iga jada on pere):

(ii") mis tahes punktiks a koonduva jada (x,)7, korral ruumis X koondub vastav funkt-

siooni védrtuste jada (f(x,)) ", punktiks f(a) ruumis'Y, s.t

X, ——a — f(x,) —— f(a).

n—o0 n—o0
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1.7 Veel abitulemusi
Lause 1.19. Olgu X normeeritud ruum, olgu C C X, olgu f € X*, f # 0, ning olgu
ze C°. Siis

sup f(x) > f(z) > inf f(x).

xeC xeC
Seega, kui y € C on selline, et

f(y)=supf(x) véai f(y)=inf f(x),
xeC xeC
siisy € 0C.

Toestus. Kuna z € C°, siis leidub 6 > 0 nii, et B(z,20) C C. Olgu y € Sx selline, et
f(y) > 0; siis

u=z+0yeB(z,2))CcC ja vi=z—-0yeB(z72)) CC;

seejuures
flu)y="~f(z)+0f(y) > f(z) > f(z) = of(y) =f(v),

jarelikult

xeC

sup f(x) = f(u) > f(z) > f(v) > inf f(x).
[

Lause 1.20. Olgu C normeeritud ruumi X kumer alamhulk. Siis ka hulga C sisemus C° on

kumer.

Toestus. Olgu x,z € C° ning olgu X € (0, 1). Sisemuse C° kumeruseks piisab ndidata, et
y=(1—-X)x+XzeC® s.tleidub > 0 nii, et B(y,d) C C.
Kuna x, z € C°, siis leiduvad 61, 0> > 0 nii, et B(x,6;) C C ja B(z,6,) C C. Tahistame
0 := min{d1, 02}; siis B(x,6) C C ja B(z,0) C C.
Niitame, et B(y,d) € C. Olgu v € B(y,6), s.t ||[v —y|| < 4. Siis
u=x+v—-yeBx,0)CC ja w=z+v—-—yeB(z,0) CC,
seega hulga C kumeruse tottu (1 — X\)u+ Aw € C. Kuna
1=Nu+xw=01-Xx+(1=XNv—-—(>1=XNy+Arz+Av—Ay
=[1-Mx+tArz—y+v=y—y+v=y,

siis v € C; jarelikult B(y,d) € C, nagu soovitud. O
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Lemma 1.21. Olgu X vektorruum iile korpuse K, olgu C ruumi X kumer alamhulk ning
olgu f: X — K lineaarne funktsionaal. Leidugu x,z € C nii, et f(x) > 0 > f(z). Siis
leidub y € C nii, et f(y) = 0.

Toestus. Valime X € (0, 1) nii, et
fF((L=X)x+xz) = (1= Nf(x)+Af(z) =0,
st f(x) = A(f(x) — f(z)), st
_ ()

- () —f(2)
Kuna C on kumer, siis y := (1 — X)x + Az € C, seejuures f(y) = 0. [l



Il PEATUKK

Bishop—Phelps—Bollobase teoreem

Koikjal selles peatiikis vaatleme vaid reaalseid normeeritud (ja erijuhul Banachi) ruume.

2.1 Bishop—Phelpsi ja Bishop—Phelps—Bollobase teoreem

Teoreem 2.1 (Bishop—Phelpsi tugifunktsionaalide teoreem; vt [DU, Ik 189, teoreem 4]
voi [Ml Ik 278, teoreem 2.11.13]). Olgu C mittetiihi kinnine tékestatud kumer alamhulk
reaalses Banachi ruumis X. Siis hulgas C maksimaalse vaartuse saavutavate funktsionaalide
hulk on kaasruumis X* koéikjal tihe, s.t mis tahes x* € X* ja € > 0 korral leiduvad y* € X*
jay € C nii, et

(1) y*(v) = iggy*(X);

) [Ix* =yl <e.

Teisisonu ttleb Bishop-Phelpsi teoreem [2.1], et Banachi ruumi X mittetiihja kinnise tokes-
tatud kumera alamhulga tugifunktsionaalide (vt definitsiooni hulk on kaasruumis X*
koikjal tihe.

Bishop—Phelpsi teoreemi [2.1] tdestasid E. A. Bishop ja R. R. Phepls artiklis [BPh%;
tdestus arendas edasi nende subrefleksiivsusteoreemi tdestust artiklist [BPh®!], tuues sel-
gemini esile selles peituvad geomeetrilised ideed.

Teoreem 2.2 (Bishop-Phelpsi subrefleksiivsusteoreem; vt nt [M, Ik 278, teoreem 2.11.14]).
lga Banachi ruum on subrefleksiivne, s.t oma normi saavutavate funktsionaalide hulk on

kaasruumis X* kéikjal tihe, s.t iga x* € X* ja iga € > 0 korral leidub y* € X* nii, et
(1) y*(v) = lly*ll mingiy € X, |ly|| < 1, korral;
2) X" =yl <e

31
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Artiklis [Bo] pani B. Bollobas téhele, et Bishop—Phelpsi subrefleksiivsusteoreemi tdes-
tuses artiklis [BPh®!] on implitsiitselt tdestatud tugevam viide: lisaks sellele, et me saame
funktsionaali x* lahendada funktsionaaliga y*, mis saavutab oma normi, me saame sama-
aegselt punkti, milles x* on ldhedane oma normile, lahendada punktiga, milles y* saavutab
oma normi. Sellele vaitele viidatakse kirjanduses kui Bishop—Phelps—Bollobase teoreemile.

Teoreem 2.3 (Bishop—Phelps—Bollobase teoreem; vrd [Bol teoreem 1]). Olgu X reaalne
2

: . . : €
Banachi ruum ning olgu x* € Sx« ja z € Sx sellised, et x*(z) > 1 — oX kus 0 < € < 2.

Siis leiduvad y* € Sx« jay € Sx nii, et
(1) y' () =1
(2) Ix =yl <e

(3) llz=vyl<e

Mairkus 2.1. Teoreem on teatavas mdttes parim vdimalik (vt [CKMMR|, naide 2.5]):
mis tahes € € (0,2) korral leiduvad x* € (£2)* ja z € £2_ nii, et ||x*]| = ||z]| = 1 ja

€ o
x(z)=1- > kuid mis tahes y* € (£2)*, y € 22, y*(y) = |ly*|| = |lyl| = 1, korral
max{[lx* —y*[l. |z = yl} > e

1
Markus 2.2. Bollobas tdestas artiklis [Bo] teoreemi vaid juhu jaoks, kus 0 < € < 5

kusjuures tingimuse (3) asemel sai ta nérgema tingimuse
3) llz—yll <e+e
Teoreem esineb kirjanduses juhu 0 < € < v/2 jaoks artiklis [CGK|, jareldus 3.2], kus

ta on jareldatud Brgndsted—Rockafellari variatsiooniprintsiibist [Ph93, teoreem 3.17], ning
kdige tlildisema juhu 0 < € < 2 jaoks artiklis [KS|, Teoreem 2.1] viitega artiklitele [CKMMR,

jareldus 2.4] ja [CKMMS, lause 1.2] (viimases kahes artiklis on teoreem esitatud vahemalt

h74

formaalselt veidi ndrgemal kujul), kus ta on jareldatud Phelpsi tulemusest [Ph" jarel-

dus 2.2] — niisiis oli Bishop—Phleps—Bollobase teoreemi tugevaim versioon (s.t teoreem
2.3)) lisna tdendoliselt Phelpsile teada juba hiljemalt aastal 1974.

Selles peatiikis esitame Bishop—Phelpsi teoreemile[2.1] ja Bishop—Phelps—Bollobase teo-
reemile liksikasjaliku tdestuse, mis oma pdhiideedes toetub artikli [BPh®®] tdestusele
(allikmaterjalina kasutame siin monograafiat [DU]), kuid milles iiks lemma (vt [DU, lem-
ma 3] v&i lemma on asendatud tema tugevdusega Phelpsi hilisemast artiklist [Ph””)
jareldus 2.3] (vt lemmat [2.6]), millele me anname ka uue tBestuse. See asendus v3imal-
dab meil saada Bishop—Phelps—Bollobase teoreemis parimad vGimalikud hinnangud (vt

markusi 2.1} 2.2] ja [2.8)).
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2.2 Millal kaks funktsionaali on teineteisele “lahedal”’

Jargnevat R. R. Phelpsi lemmat artiklist [Ph60, lemma 3.1] me kiill Bishop—Phelpsi ja
Bishop—Phelps—Bollobase teoreemide [2.7] ja toestamisel otseselt el kasuta, kuid see
lemma annab hea geomeetrilise idee garanteerimaks, et kaks pidevat lineaarset funktsio-
naali on teineteisele “lahedal”.

Lemma 2.4 (vt [DU, Ik 188, lemma 2] v&i [M, |k 276, Lemma 2.11.10]). Olgu X reaalne

normeeritud ruum, olgu x*,y* € Sx+ ning olgu 0 < € < 1, kusjuures
Ix*(x)| <& igaxe€ SxnNkery* korral. (2.1)

Siis kas || x* — y*|| < 2e vai ||x* + y*|| < 2e.

Lemmal on lihtne geomeetriline tdlgendus (vt joonist [2.1)): kui “nurk” tuumade
ker x* ja ker y* vahel on “vaike", siis kas x* ja y* vOi x* ja —y* on teineteisele “lahedal”.

— X K)=-¢

 Kery'

Joonis 2.1

Lemmal2.4 toestus. Tingimus (2.1)) tahendab, et || x"|kery+|| < €. Hahn—Banachi jatkamis-
teoreemi pdhjal (digupoolest piisab siin ka lemmast elementaarsest jatkust) leidub
funktsionaal z* € X*, mille korral

Zkerys = X'lkerys Ja 1271 = 127 kery+ | = [1X7ery# || < €

Nuud ker y* C ker(x* — z*), jarelikult lause [1.4] (b), pdhjal leidub o € R nii, et x* — z* =
ay*. Margime, et [|a| — 1| <e, sest

L—e<[IX[ =27l < Ix* = 2°] = lley™|| = lelly”] = la] < X[+ (27 <1+
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, o ~ . .
Tahistades © = —, piisab niiiid lemma tdestuseks naidata, et ||[x* — ©y*|| < 2e. Kuna

[e1
o
la — 0| = ’a——‘ = [la| — 1] <,
[e1
siis
[x* —Oy*|| = |x" —ay” +ay” —Oy*|| < [|x* —ay*|| + [lay” — Oy~
=[|Z*]| + o = Ol|ly*|| < € + € = 2e.
]

Olgu X reaalne normeeritud ruum, olgu x* € Sx- ning olgu M > 1. Uks olulisemaid
tooriistu Bishop-Phelpsi teoreemi 2.1] tdestamisel on hulk

K(x*, M) = {x € X: x*(x) = %HXH}

Kuna jargneva lause pdhjal on K(x*, M) koonus, siis on tema skitseerimisel abi lausest [1.3]

(vt joonist [2.2)).

K(x*,M)={x"€ X:x*(x)=(1/M)lixil }
K(x*,M) N S,={x € S:x'()=1/M

K(x*,M)nN S, Kix".M)

m X ) >1/M
X=1M

X<1/M

Ker x*

Bx

Joonis 2.2
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Lause 2.5. Hulk K(x*, M) on kinnine koonus, kusjuures

K(x*, M)° = {x € X: x"(x) > %nxn} (2.2)
Ja )
BK (x*, M) = {x € X x*(x) = M||x||}; (2.3)

niisiis K(x*, M)° # 0. Seejuures

K(x*, M) = K(x*, M)®°. (2.4)

Markus 2.3. Saab naidata (vt nt [M] Ik 184, iilesanne 2.26]), et kui X on normeeritud
ruum ja C on ruumi X kumer alamhulk, mille sisemus on mittetiihi, s.t C° # (, siis C = C°.
Vordus (2.4)) on selle tulemuse erijuht, kus C = K(x*, M).

Lause[2.5 téestus. Naitame, et K(x*, M) on koonus, s.t ta on kumer, kusjuures tema

jaoks kehtivad tingimused (1.1)) ja (1.2)).

Veendumaks, et K(x*, M) on kumer, peame naitama, et mis tahes x, y € K(x*, M) ja
A€ (0,1) korral (1 —X)x+ Ay € K(x*, M), s.t

1
X((L=XNx+Ay)) = MH(I —A)x + Ay
1 . 1 . y
Olgu x,y € K(x*, M), s.t x*(x) > M“X” jax*(y) = MHyH, ning olgu A € (0, 1). Siis

X (L= N)x +Ay)) = (1= 2" () + 2 (1) > (1= N lxll + Ay

1 1

= (=Nl + M) = 2 (1@ = 2x + )
1

> (= Nx |

Olgu x € K(x*,M) jat € R, t > 0. Tingimuse (1.1]) kehtivuseks hulga K(x*, M)
jaoks peame nditama, et tx € K(x*, M), s.t x*(tx) > W”tX”' Kuna x € K(x*, M), siis

1
* > —||x||, jarelikult
x*(x) MHXH jareliku

1 1 1
X (0) = £ (x) > t Xl = tllxll = ol

Olgu x, —x € K(x*, M), s.t

()2 il Ja e (x) > il = xlL (25)
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Tingimuse ((1.2)) kehtivuseks hulga K(x*, M) jaoks peame nditama, et x = 0. VV&rratustest
(2.5]) jareldub, et

x*(x) 20 ja —x"(x)=x"(—x) =0,
millest x*(x) = 0. Kuna ||x|| < Mx*(x) =0, siis ||x|]] =0, s.t x =0.
Naitame, et K(x*, M) on kinnine. Olgu x, € K(x*, M), n € N, ja x € X, sellised,
et x, — x. Hulga K(x*, M) kinnisuseks piisab ndidata, et x € K(x*, M), s.t x*(x) >
n—o0

1 N
—|x]|. Kuna x, € K(x*, M), siis
M
X*(xy) = MHXnH iga n € N korral. (2.6)
Funktsionaali x* ja normi pidevuse tottu
) == () da = I,
: ; : 1 :
seega jareldub vdrratustest ([2.6]) piirprotsessis n — oo, et x*(x) > MHXH, nagu soovitud.
Valemite (2.2)) ja (2.3)) tdestuseks piisab ndidata, et
1
{X e X: x*(x) > MHXH} C K(x*, M)° (2.7)
Ja
1
{x € X: x*(x) = MHXH} N K(x*, M) 0. (2.8)

. 1 . N .
Olgu x € X selline, et x*(x) > MHXH. Sisalduvuse ([2.7]) tGestuseks piisab leida § > 0
nii, et iga z € X, ||z|| < 9, korral

1
xX(x+2) = MHX-FZH. (2.9)

1
Mis tahes z € X korral, tahistades a := x*(x) — MHXH > 0,

1 1
29) = x()+x(2) = plixll + izl

2__ *
— Y (2)
— azlzly
M
1
> — +1
— « ||z||<M+)
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aM
M+1
Olgu x € X selline, et x*(x) = %HXH. Valemi toestuseks piisab, fikseerides vabalt
0 >0, leida z € Sx nii, et x+0z ¢ K(x*, M). Selleks margime, et mis tahes z € Sx korral

niisiis me vdime votta 6 =

X+06z¢ K(x* M) += x*(x+6z)<%\|x+5z[|

e x(x) +0x(2) < %(qu 5)

. o

— X' (2) < Y
— *(_ )>i
X V4 M

1 1
Kuna ||x*|| =1 ja v < 1, siis tingimust x*(—z) > i rahuldav z € Sx leidub.
1
Veendume, et K(x*, M)° # 0: kuna ||x*|| =1 > m siis leidub x € Sx nii, et

X () > 2 = il
aga niitid varduse pdhjal x € K(x*, M)°.
Vérduseks ([2.4) piisab niidata, et K(x*, M) C K(x*, M)°. Selleks, fikseerides vabalt
x € OK(x*, M) ja d > 0, piisab veenduda, et B(x,20) N K(x*, M)° # (). Selleks omakorda
piisab leida z € Sx nii, et u = x+ 0z € K(x*, M)° (sest kuna u € B(x, 20), siis niisugusel

juhul u € B(x,26) N K(x*, M)®). Mis tahes z € Sx korral
1
x+6ze K(x",M)° <= x"(x+6z)> me—i— 0z||

x . 1 1
— X'(x)+0x*(z) > M||X||+6M
1

— X(Z)>M;

niisiis soovitud omadusega z € Sx leidub. [

Jargnev lemma annab juba vaga tugeva vihje koonuse K(x*, M) rolli kohta Bishop—
Phelpsi teoreemi tdestamisel.

Lemma 2.6 (vt [Ph", jareldus 2.3]). Olgu X reaalne normeeritud ruum, olgu x*, y* € Sx-

ning olgu M > 1, kusjuures funktsionaal y* on koonusel K(x*, M) mittenegatiivne, s.t

y'(x) 20 igaxe K(x*, M) korral. (2.10)

Siis || x* = y*[| < vk
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Kix",M)

//—\ X (x) = 1/ M

Ker x*
H\“m__
Bx T Y =0
= X xX)y=-1/M
\// - 50%
K% M) ) Ker y*
Joonis 2.3

Tuuma ker y* ja koonuse K(x*, M) vastastikust asendit eeldusel, et funktsionaal y* €
Sx+ on sellel koonusel mittenegatiivne (s.t lemma|[2.6|eeldusel (2.10)), kirjeldab joonis[2.3|

Seda joonist vaadates tundub, et kui x € Sx N ker y*, siis |x*(x)| < v (mis lemma

pohjal annaks meile, et kehtib liks vBrratustest ||x* — y*|| < v VoI ||x*+y*|| < M)' Nagu
naitab jargnev lemma, peab see hiipotees paika.

Lemma 2.7. Olgu X reaalne normeeritud ruum, olgu x*,y* € Sx+ ning olgu M > 1.

Jargmised vaited on samavaarsed:

(i) y* sailitab koonusel K(x*, M) marki (s.t kas y*(x) > 0 iga x € K(x*, M) korral voi
y*(x) <0 iga x € K(x*, M) korral);
1

(i) |x*(x)| < v iga x € Sx Nkery* korral.
Mirkus 2.4. Lemma (Ja niisiis iihtlasi ka Bishop—Phelpsi teoreemi 2.1] ja Bishop—
Phelps—Bollobase teoreemi [2.3]) tSestuses kasutame me lemmast vaid implikatsiooni
()=(ii).
Lemma[27 téestus. (i)=-(ii). Eeldame, et (ii) ei kehti. Siis leidub z € Sx N ker y* nii, et

1

x*(z) > i Implikatsiooni tdestuseks piisab ndidata, et ka (i) ei kehti. Kuna lause
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pdhjal z € K(x*, M)°, siis lause [1.19] pahjal

sup y*(x)>y"(z)=0 Ja inf y*(x) <y*(z) =0,
xeK(x*,M) xeK(x*,M)

jarelikult omandab funktsionaal y* koonusel K(x*, M) nii positiivseid kui ka negatiivseid

vaartusi, s.t (i) ei kehti, nagu soovitud.

(i)=(i). Eeldame, et (i) ei kehti, s.t funktsionaal y* omandab koonusel K(x*, M) nii
positiivseid kui ka negatiivseid vaartusi. Implikatsiooni tdestuseks piisab naidata, et ka (ii)
ei kehti.

Paneme tahele, et funktsionaal y* omandab ka sisemusel K(x*, M)° nii positiivseid kui
ka negatiivseid vaartusi. Toepoolest, olgu x € K(x*, M) selline, et y*(x) > 0. Lause
pohjal

K(x*, M) = K(x*, M) = K(x*, M)e,

seega leiduvad x, € K(x*, M)°, n € N, nii, et x, —— x. Funktsionaali y* pidevuse
tottu ka y*(x,) —— y*(x). Kuna y*(x) > 0, siis alatne_smfc)eatavast indeksist on vaartused
Vv (xn) positiivsegi;_}or?iisiis on funktsionaalil y* sisemusel K(x*, M)° positiivseid vaartusi.
Analoogiliselt saab naidata, et funktsionaalil y* on sisemusel K(x*, M)° ka negatiivseid
vaartusi. Niisiis leiduvad u, w € K(x*, M)° nii, et y*(u) > 0 ja y*(w) < 0. Kuna sisemus
K(x*, M)° on lause [1.20] phjal kumer siis lemma [1.21] pdhjal leidub punkt v € K(x*, M)°

nii, et y*(v) = 0. Tahistame z = Vi ||

[2.5] pShjal
v 1
x(2) = (Hvu)_mx () > gl =

niisiis vaide (ii) ei kehti, nagu soovitud. H

Mirkus 2.5. Lemm eeldusest (2.10) jareldub lemma pdhjal lemma [2.7] tingimus

; siis z € SxNker y*. Kuna v € K(x*, M)®, siis lause

(i), millest lemma [2.4| pdhjal jareldub, et [[x* — y*|| < o VoI ||x* 4+ v < %; niisiis
lemma toestuseks piisab neist vimane vorratus valistada. Kui M > 2, on see lihtne:
valime x € Sx nii, et x*(x) > %; siis x € K(x*, M) ning jarelikult eelduse p&hjal
y*(x) = 0; seega

I 471> ¢+ 3700 = X0 4y () 2 X () > o7

lIma kitsendava eelduseta M > 2 lemma[2.6]lemmadest [2.7]ja [2.4] nii vahetult ei jareldu.
Sellisel juhul (s.t tldisel juhul, kus M > 1) tuleb kdigepealt jallegi jareldada eeldusest (2.10))
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lemma [2.7] abil lemma [2.7] tingimus (ii); seejarel, jatkates nagu lemma [2.4] tdestuses, kus
€= 17 piisab seal veenduda, et o > 0: valime x € Sx nii, et x*(x) > v (siis x € K(x*, M)
ning jarelikult eelduse (2.10)) pdhjal y*(x) > 0); sel juhul

1
ay’(x) =x"(x) = 2°(x) > o = [|Z7]| = 0,

millest, arvestades, et y*(x) > 0, jareldub, et y*(x) > 0 ning jarelikult ka o > 0.

Esituse terviklikkuse huvides paneme eelnevas markuses kirjeldatud lemma toes-
tuse kirja ka ilma viideteta lemma [2.4] testusele. Margime, et siin esitatav tdestus erineb
oluliselt Phelpsi originaaltdestusest artiklis [Ph*] ja on temast m&nevdrra lihtsam.

. 1
Lemma(2.d toestus. Lemma pohjal jareldub eeldusest (2.10), et [[X*[kery+| < o
Hahn—Banachi jatkamisteoreemi pdhjal (tegelikult piisab meil siin ka lemmast [1.6] ele-

mentaarsest jatkust) leidub funktsionaal z* € X*, mille korral

1

Zwerys = X'lkerys  Ja 127l = [[2%kery+ [l = IX" |ker |l < M

Nuud ker y* C ker(x* — z*), jarelikult lause [1.4] (b), pdhjal leidub o € R nii, et x* — z* =

. N 1 .
ay*. Paneme tahele, et @ > 0. Tdepoolest, valides x € Sx nii, et x*(x) > v (siis
x € K(x*, M) ning jarelikult eelduse (2.10]) pdhjal y*(x) > 0), kehtib

ay*(x) = x*(x) - 2°(x) > = — |l°] > 0,

M
millest, arvestades, et y*(x) > 0, jareldub, et y*(x) > 0 ning jarelikult ka o > 0. Niiiid
1-al = [1-lol] < 4. sest
1= 2 < = 1270 < X = 27 = llay = lallly”l] = o] < I+ 127] < 1+ =
M M
Jarelikult

X" =yl = lIx* = ay® + (= Dy*|| < IX* = ay™[| + [a = 1ly*[| = [[2°]] + |o — 1]
1 1 2

<= — <
M M

M
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2.3 Bishop—Phelpsi ja Bishop—Phelps—Bollobase

teoreemi toestus

Lemma [2.6] valguses on niiiid lisna selge, et Bishop-Phelpsi teoreemi[2.1] tdestuseks piisab
tdestada jargnev lemma.

Lemma 2.8 (vt [DU Ik 188, lemma 1, ja Ik 189, teoreemi 4 t&estus|). Olgu X reaalne
Banachi ruum, olgu C ruumi X kinnine kumer alamhulk, olgu funktsionaal x* € X* to-

kestatud hulgas C, olgu z € C ning olgu M > 1. Siis leiduvad y € C ja y* € Sx+ nii,
et

(1) y—ze K(x*, M),
(2) Cn(y+KKx M) ={y}

(3) sup v (x)=y"(y),

(4) y*(x) 20 igax e K(x*, M) korral.
Lemma[2.8|roll Bishop—Phelpsi teoreemi[2.1] tdestuses on lsna labipaistev: kui y* € Sx«

on hulki C; := C ja G, := y + K(x*, M) Hahn—Banachi eraldamisteoreemi mattes
eraldav funktsioon (vt joonist [2.4]), siis kehtivad (3) ja (4) ning jarelikult lemma p&hjal

I =yl < o
Lemma[2.8 tdestus. Olgu =< koonuse K(x*, M) poolt indutseeritud osaline jarjestus
ruumis X, s.t
Xy <= y—-xeK(Kx" M), X,y € X.
Naitame, et hulgas .Z := {x € C: x = z} eksisteerib maksimaalne element.
Olgu W C & lineaarselt jarjestatud alamhulk. Siis (x*(w)) ., on tokestatud mitte-
kahanev reaalarvude pere, sest mis tahes v, w € W, w < v, korral

1
xX(v) = x"(w)=x"(v—w) > MHV —w| >0

ning jarelikult x*(v) > x*(w).

Lause |1.16{pdhjal x*(w) —a kus a 1= SUp x (w). Kuna (x*(w)), ., kui koonduv

pere on lause [1.13| pohjal Cauchy pere, siis ka (w),,ews on Cauchy pere, sest mis tahes
v,weW, w<v, korral v — w € K(x*, M) ning jarelikult

v —wl| < Mx*(v —w) = M|x*(v) — x*(w)] — 0.
w,ve
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y+K(x, M)
Y=y

Kix*.M)

Ker y*

Ker x"

Joonis 2.4

Ruumi X taielikkuse téttu lause pohjal Cauchy pere (w),ew koondub, s.t leidub

ue Xni,etw —W> u. Hulga C kinnisuse tottu lause [1.17] pohjal u € C. Funktsionaali
we

x* pidevuse tottu lause [1.18| pdhjal x*(w) — x*(u), jarelikult pere piirvaartuse iihesuse
we

(vt lauset [1.12)) tottu x™(u) = o = sup x*(w).
wew

Veendume, et iga w € W korral u = w, s.t u—w € K(x*, M). Olgu w € W. Siis mis
tahes v € W, v = w, korral

1
x(v—-w) > —|lv—wl,
(v=w) = —llv—wl
millest piirprotsessis v € W funktsionaali x* ja normi pidevuse tottu (lausete [1.18] ja

pohjal)

X(u—w) = llu—wl,

Yo -

stu—we K(x*, M), st ui= w. Seega ka u = z. Niisiis u € .Z; seejuures u on hulga W
ulemine téke. Kuratowski—Zorni lemma pdhjal eksisteerib hulgas . maksimaalne element;
olgu liheks selleks y € Z. Siis y = z, seega y — z € K(x*, M), s.t (1) kehtib.



2.3. BISHOP-PHELPSI JA BISHOP-PHELPS-BOLLOBASE TEOREEMI TOESTUS 43

Kuna 0 € K(x*, M), siis y = y+0 € y+ K(x*, M), jarelikult y € CN (y + K(x*, M)).
Olguv € Cn (y + K(x*, /\/I)). Tingimuse (2) kehtivuseks jaab naidata, et v = y. Kuna
v—y € K(x*, M), s.t vi=y, siis elemendi y maksimaalsuse téttu v = y, nagu soovitud.

Kuna lause [2.5| pahjal K (x*, M) # 0, siis ka (y + K(x*, M))" =y + K(x*, M)° # 0,
seega Hahn—Banachi eraldamisteoreemi pohjal (vottes seal C; = C ja G = y +
K(x*, M) ning pannes tihele, et C N (y + K(x*, M))" = C N (y + K(x*, M)°) = 0, sest
0 ¢ K(x*, M)°) leiduvad y* € Sx- ja B € R nii, et

supy*(x) <B  ja  y'(x) =B iga x € (y+ K(x*, M)) korral.
xeC

Siit jareldub, et y*(y) =B = sup y*(x), s.t tingimus (3) kehtib.
Jaab naidata, et kehtib tingeircnus (4). lga x € K(x*, M) korral y +x € (y + K(x*, M)),
seega
YW +y ) =y"y+x)=6=y"()
jarelikult y*(x) = 0. ]

Jareldus 2.9. Olgu C reaalse Banachi ruumi X kinnine kumer alamhulk, olgu funktsionaal

x* € X* tokestatud hulgas C, olgu z € C ja § > 0 sellised, et x*(z) = sup x*(x) — 0, ning
xeC

olgu M > 1. Siis leiduvad y € C ja y* € Sx« nii, et

(1) sup vy (x)=y"(y),

2
2 * * < ,.
@) Iy =X <+

(3) lly —zll < Ms.

Téestus. Rahuldagu y € C ja y* € Sx- lemma[2.8|tingimusi (1)—(4). Lemma 2.8 tingimus
(3) on kaesoleva lemma tingimus (1) ning lemma [2.8] tingimusest (4) jareldub lemma [2.6
pdhjal kdesoleva lemma tingimus (2). Lemma [2.8] tingimusest (1) jareldub, et
1 * * * * *
ylly — 2l <Xy —2) =x(y) = x(2) S supx (x) = x*(z) <0,
Xe

millest jareldub kdesoleva lemma tingimus (3). H

BQIShop—Phe/psi teoreemi toestuseks piisab valida jarelduses arv M > 1 nii, et

— <& H

v SE€

Bishop—Phelps—Bollobase teoreemi téestuseks piisab jarelduses [2.9] votta C = By,
g2 2
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2.4 Erinevus Bishopi ja Phelpsi originaaltoestusest

Artiklis [BPh®?] (ning monograafiates [DU] ja [M], kus on jargitud selle artikli tdestus-
skeemi) on Bishop—Phelpsi tugifunktsionaalide teoreemi [2.1] tdestamisel lemma [2.6] asemel
kasutatud jargnevat lemmat.

Lemma 2.10 (vt [DU| Ik 188-189, lemma 3] voi [M| Ik 276 lemma 2.11.11]). Olgu X
2
reaalne normeeritud ruum, olgu x*,y* € Sx«, olgu 0 < € < 1 ning olgu M > 1+ o

kusjuures
y'(x) 20 igaxe K(x*, M) korral. (2.11)

Siis ||x* — y*|| < €.

: y 2 . ;
Toestus. Valime x € Sx nii, et 1 + - < Mx*(x). Kui y € Sx Nker x*, siis
2 2 2
Hxi—yH <14+ - < Mx*(x)= MX*<X:|:—y>,
€ € €
2 . - it 2 U
seega x + Ey € K(x*, M), niisiis eelduse (2.11)) p&hjal y <xi gy> > 0 ning jarelikult

€ € €
Y€ Sy < Slxl =5
Lemma pohjal kas ||x* + y*|| < e vdi ||[x* — y*|| < €. Lemma tdestuseks piisab niiiid
. : 1 L
naidata, et ||x* + y*|| > €. Selleks margime, et kuna € < 1 ja I 1, siis leidub z €
. 1 L
Sx, mille korral x*(z) > max{g, W}' Nitd z € K(x*, M), seega eelduse (2.11]) pdhjal
y*(z) = 0 ning jarelikult
e <x(2) +y (z) = (xX"+y")(2) < [Ix*+ 7.
]

Markus 2.6. Pohiline erinevus lemmade [2.10] ja [2.6] tSestuste vahel on see, et lemma[2.10
tOestuses on hinnatud funktsionaali y* vaartusi punktides x € Sx N ker x*, lemma [2.6

tOestuses aga funktsionaali x* vaartusi punktides x € Sx Nker y*.

Markus 2.7. Lemma [2.10[jaab kehtima, kui seal eeldada, et M =1+ g

Toepoolest, olgu X reaalne Banachi ruum, olgu x*, y* € Sx+, olgu 0 < € < 1 ning olgu
M=1+ g kusjuures kehtib (2.11]). Kuie <& <1, sis M > 1+ ; seega lemma [2.10
pdhjal ||x* — y*|| < €. Protsessis ¢’ — e+ jareldub siit, et || x* — y*|| < e.
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Kuna 1 < M < M’ korral K(x*, M) C K(x*, M), siis lemma muutub tugevamaks,
kui seal eeldada, et M =1+ -

Kuna

2 2
M=1+- < =
+€ & M-1

siis voib tugevaima lemmas sisalduva vaite formuleerida jargmiselt.

Jareldus 2.11. Olgu X reaalne normeeritud ruum, olgu x*,y* € Sx- ja olgu M > 3,
kusjuures kehtib (2.11)). Siis || x* — y*|| < V1

Markus 2.8. Jareldust lemmaga [2.6] vBrreldes on selge, et lemma on sellest ja-
reldusest (ja seega ka lemmast [2.10]) tugevam. Lemma [2.6] praktiline eelis lemma [2.10] ees
tuleb ilmsiks, kui proovida jarelduse abil tdestada Bishop-Phelps-Bollobase teoree-
mi, kasutades selleks, nagu eespool, lemmat 2.8 Jarelduse analoog, mille me saame
lemmast kasutades lemma [2.6] asemel jareldust 2.1} on jargmine.

Jareldus 2.12. Olgu C reaalse Banachi ruumi X kinnine kumer alamhulk, olgu funktsionaal
x* € X* tokestatud hulgas C, olgu z € C ja § > 0 sellised, et x*(z) = sup x*(x) — 0, ning

xeC
olgu M > 3. Siis leiduvad y € C ja y* € Sx nii, et

(1) sup Vi (x)=y"(y),

2
2 * * <—,,
@) Iy = %I <

3) lly =zl < Ms.

Proovime niitid eelneva jarelduse abil tdestada Bishop-Phelps-Bollobase teoreemi. Olgu
2

. . . . €
X reaalne Banachi ruum ning olgu x* € Sx: ja z € Sx sellised, et x*(z) > 1 — 5 kus

. g2 2 . .
0 < € < 1. Vottes jarelduses[2.12/C = Bx, 6 = > jaM= 1+E’ annab see jareldus meile

y € Bx ja y* € Sx- nii, et

(1) y*(y) = sup y*(x) = |ly*|| = 1 (niisiis, ka y € Sy);

x€Bx

2

2 * * g
@) Iy = x'll € 57—

2\ g2 €2
— < fr— — _ = -
3) lly —zll <M <1+8>2 e+

Saadud hinnangud on ndrgemad kui Bishop-Phelps-Bollobase teoreemis [2.3]
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