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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та, 1987, 770, 3-6 

DOTSENT TAMARA SÕRMUS 60 

1986. aastal tähistas oma juubelit Eesti matemaatik ja 

matemaatika-õppejõud Tamara Sõrmus. Tamara Sõrmus töötab 

kõrgkooli-õppejõuna aiatee 195*. aastast. Nende 32 tööaasta 

jooksul on tema käe all hariduse saanud mitu Eesti matemaa­

tikute, füüsikute, matemaatika-, füüsika- ja tööõpetuse 

õpetajate põlvkonda. Käesoleval ajal töötab Tamara Sõrmus 

dotsendina E.Vilde nim. Tgllinna Pedagoogilise Instituudi 

matemaatika kateedris, olles oma kõrge pedagoogimeister-

likkuse, suutlikkuse ja isikliku sarmi poolest eeskujuks ja 

autoriteediks nii kolleegidele kui üliõpilastele. Tamara 

Sõrmuse tee oma elukutse juurde oli nii mõneski mõttes eba­

tavaline ja väga huvitav. 

Tamara Sõrmus sündis Tartus 29. novembril 1926.aastal. 

Tema haridustee kulges läbi aõjakeerise. Tal tuli keskhari­

dust omandades õppida nii eesti, saksa kui ka vene õppe­

keelega koolides. Keskkooli lõputunnistuse sai ta 1949.aas-

tal Tartu I Töölisnoorte Koolist, olles selle kooli pari­

maks lõpetajaks.Aiatee üheksandast eluaastast hakkas ta õp­

pima balletti. Balletiõpingud "Vanemuise" balletistuudios 

katkestas sõda. Ent sõja lõppedes asus ta 1944. aastal 

tööle "Vanemuise" balletitrupp!. Baleriinina töötas Tamara 

Sõrmus 7 aastat, tantsides mitmetes balletides peaosi. Nii 

osales ta solistina sellistes balletides nagu S.Prokofjevi 

"Romeo ja Julia", A.Adami "Giselle", M.TŽulaki "Kahe isan­

da teener", S.Kapi "Kalevipoeg" ja B.Assafjevi "Bahtsisarai 

purskkaev". 

Pöördeliseks aastaks Tamara Sõrmuse elus oli 1949. 

aasta, mil ta asus TRÜ-sse õppima matemaatika erialale. 

Sellise otsustava sammu astumise põhjustas ühelt poolt suur 

huvi matemaatika vastu, teiselt poolt aga baleriinile oht­

lik seljavigastus. Esialgu jätkas ta õppetöö kõrvalt tööd 

teatris. Ent nagu ta ise meenutabs "Kahte "isandat" suut­

sin teenida vaid kaks aastat. Ei jätkunud jõudu jagada end 

kahe ülimat pingutust nõudva ala vahel. Üks võttis jäägi­

tult füüsilise jõu, teine - vaimse. Tuli teha kindel ja 

ühene valik." Nii lahkus ta 1951. aastal teatrist, piihendu-
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dee täielikult matemaatikagpingultele. Ülikooli lõpetas 

1954. aastal. Aastatel 1959-1961 õppis ta TRÜ-s aspirantuu­

ris ning kaitses 1963. aastal dissertatsiooni teemal "Mer-

ceri tüüpi teoreemid kahekordsete jadade jaoks", mille põh­

jal talle omistati füüsika-mateeaatikakandidaadi kraad.Kan-

didaadidissertatsioon valede professor G.Kangro juhendami­

sel. Dotsendi kutse omistati talle 1966. aastal. 

Pärast ülikooli lõpetamist 1954. aastal asus Tamara 

Sõrmus tööle õppejõuna - esialgu korraga ЁРА-s ja TRÜ-s. 

Aastatel 1955-1975 töötas TRÜ-s. 

Tamara Sõrmusest kujunes peagi TRÜ matemaatilise ana­

lüüsi kateedri silmapaistev õppejõud. Tema metoodiliselt 

hästi läbimõeldud kõrgetasemelised loengud ja praktikumid 

leidsid kohe tunnustust kuulajate poolt. Nendel aastatel 

alustas ta ka teaduslikku uurimistööd, millest kirjutame 

allpool lähemalt. TRÜ-s töötamise ajal tegi ta ära suure 

töö õppevahendite kirjastamisel. Ta kirjutas koos G.Vainik­

koga TRÜ rotaprindis ilmunud kaheosalise õppevahendi "Hari­

likud diferentsiaalvõrrandid"1 [14,1 ßj ning seejärel ka 

õpiku "Harilikud diferentsiaalvõrrandid", mis ilmus kirjas­

tuse "Valgus" väljaandena £2lJ . Samuti oli ta õppevahendi 

"Matemaatilise analüüsi praktikum I" рб] kaasautor. 

Alates 1975* aasta septembrist töötab Tamara Sõrmus 

dotsendina TPedI matemaatika kateedris. Lühikese ajaga muu­

tus ta selle kateedri üheks juhtivaks õppejõuks, paistes 

oma töös silma kohusetunde, printsipiaalsuse ning pedagoo-

gimeisterlikkusega. Ta on osanud panna üliõpilasi oma õppe­

aines kogu semestri jooksul pidevalt tööle ning suunata 

neid tulemuslisule teaduslikule tööle matemaatilise analüü­

si alal. paljud tema juhendamisel valminud üliõpilastööd on 

saavutanud esimesi kohti nii üleinstituudilistel kui vaba­

riiklikel üliõpilastööde konkurssidel. Tähtsamaid üliõpi­

lastöödes saadud teaduslikke tulemusi on publitseeritud [39]. 

Dots. T.Sõrmus on TPedl-s töötades lugenud loenguid ja ju­

hendanud praktikume matemaatilises analüüsis ning lugenud 

valikkursusi integraaliteooriae ning funktsionaalanalüüsis 

,ate,aatika ja füüsika eriala üliõpilastele, samuti kõrge­

mas matemaatikas Uldtehniliste distsipliinide eriala üli-

я 
Viide nurksulgudes on antud T.Sõrmuse poolt publitsee­

ritud tööde nimekirjale, mis on sellele artiklile järgneva 

artikli "К шестидесятилетию со дня рождения доцента Т. Сыр-

мус" lõpus.(lk. 9)6 
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mas matemaatikas üldtehniliste distsipliinide eriala üliõpi­

lastele. üliõpilased hindavad dots, T.Sõrmust kõrgelt tema 

heatasemeliste loengute, heatahtliku ja abistava suhtumise, 

aga ka nõudlikkuse eest. paljudele praegustest ja endistest 

üliõpilastest on dots. T.Sõrmus pedagoogina üheks eredamaks 

eeskujuks. 

TRÜ-s töötamise perioodil oli ta mitmetel juhtivatel 

kohtadel a/ü organisatsioonis, töötas matemaatikateaduskonna 

prodekaanina ning metoodikanõukogu liikmena. 

Juubilar on alati aktiivselt osalenud ühiskondlikus 

elus. Ta on olnud õpperühmade juhendajaks TRÜ-s kui ka TPed-

s. Aastatel 1975-76" oli ta TPedI matemaatika-füüsikateadus-

konna a/ü büroo esimees, aastatel 1976-79 - TPedI matemaati­

ka-f üüsikateaduskonna prodekaan, 1979-81 - TPedI a/ü komitee 

esimees, 1984—86 - ühingu "Teadus" TPedI algorganisatsiooni 

büroo esimees. Käesoleval ajal on ta vabariikliku a/ü komi­

tee ühe töökomisjoni liige, TPedI ÜTU, matemaatikaringi tea­

duslik juhendaja ja instituudi konkursikomisjoni liige ning 

matemaatika ja füüsika eriala kolmanda kursuse juhendaja. 

Tamara Sõrmus alustas viljakat teaduslikku tegevust 

Merceri tüüpi teoreemide uurimisega. Kohe esimeses töös [1] 

annab ta Merceri põhiteoreemi täpse üldistuse kahekordsetele 

jadadele. See üldistus erineb sellest üldistusest, mille an­

dis Mercer ise. Järgmises töös [2] Tamara Sõrmus tõestab 

Merceri teoreemi harilike jadade Hausdorfi teisenduse jaoks, 

kust erijuhul saab seda tüüpi teoreemid Cesäro ja Hölderi 

teisenduste jaoks, mis üldistavad nende teisenduste kohta 

teadaolevaid tulemusi sellelt alalt. 

Ulatuslikud uurimused on T.Sõrmus läbi viinud Tauberi 

tüüpi teoreemide üldise teooria arendamisel. 

Olgu A ja 8 mingid lineaarsed arvridade summeerimis-

menetlused, mille summeerimisväljade vahel on sisalduvus A 2? 

Dß. Olgu T0 mingi jadade klass. Jada х=(як) korral tin­

gimust xeT0 nimetatakse Tauberi tingimuseks menetlusele 

A , kui seosest xgA järeldub, et x€ B'. Kui seejuures tin­
gimus >eT, kus TDTc Л A', on ka Tauberi tingimus menetluse­

le А, siis seda tingimust nimetatakse nõrgendatud Tauberi 

tingimuseks menetlusele А . 

Oma töödes [37f4l] töötas T.Sõrmus välja meetodi Taube­

ri tingimuste nõrgendamiseks ning annab saadud tulemuste 
mitmesuguseid rakendusi. 
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Analoogilised uurimused on Tamara Sõrmus läbi viinud 

ka absoluutse summeeruvuse korral, samuti ka summeerimiame-

netlusfce tõkestatuse väljade korral. 

Lisaks viljakale teaduslikule tegevusele on dots. T. 

Sõrmus TPedl-s töötamise ajal kirjutanud kaks õppevahendit 

üliõpilastele: "Meetrilised ruumid" [32] ja "Matemaatilise 

analüüsi töövihik. Ühemuutuja funktsiooni piirväärtus" [40] . 

Need õppevahendid hõlmavad materjali TPedI matemaatika ja 

füüsika eriala õppeprogrammi vastavate teemade ulatuses.Ni­

metatud õppevahendite metoodiline ülesehitus ning sisuline 

põhjalikkus võimaldavad soovi korral neid kasutada ka teis­

te kõrgkoolide matemaatilist analüüsi õppivatel uiliõpilas-

tel. Dots. T.Sõrmus on samuti osalenud matemaatilise ana­

lüüsi elemente käsitlevate metoodiliste artiklite kirjuta­

misel keskkooli matemaatikaõpetajatele ( [28] , [31] )ning esi­
nenud mitmete ettekannetega matemaatilise analüüsi õpeta­

mise metoodika alalt konverentsidel nii meie vabariigis kui 

väljaspool. ( [29] , [30] , 33 , [34] , [38] ). 
Sduka pedagoogilise ja teadusliku töö eest autasustati 

Tamara Sõrmust ENSV Kõrgema ja Keskerihariduse ministee­

riumi aukirjaga. 

A.Tali, E.Reimers, E.Jürimäe 

6 



Tart4 ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та, 1987, 77С, 7-II 

К ШЕСТИДЕСЯТИЛЕТИЮ СО ДОЯ РОЖДЕНИЯ ДОЦЕНТА Т.СЫРМУС 

Доцент кафедры математики Таллинского педагогического 

института Тамара Сырмус родилась 29 ноября 1926 года в горо­

де Тарту. 

В 1949 году Т.Сырмус окончила Первую Тартускую среднюю 

школу рабочей молодежи. Параллельно с учзбой она с девяти­

летнего возраста занималась в балетной студии. С 1944 по 

1951 год она работала в театре "Ванемуйне" артисткой бале­

та. 

В 1949 году Тамара Сырмус поступила в Тартуский госу­

дарственный университет на отделение математики, которое она 

окончила в 1954 году. Последовали годы работы в Зстонской 

сельскохозяйственной академии и в Тартуском государственном 

университете. С 1959 года по 1961 год она училась в аспиран­

туре при университете, где под руководством профессора Г. 

Кангро написала кандидатскую диссертацию по теме "Теоремы 

типа Мерсера для двойных рядов", которую она защитила в 1963 

году, получив степень кандидата физико-математических наук. 

С 1975 года по сей день она работает в Таллинском педагоги­

ческом институте. В 1968 году Т.Сырмус присуждено ученое 

звание доцента. 

Научные исследования Т.Сырмус начала с изучения теорем 

типа Мерсера. В первой работе р] она дает точное обобщение 

основной теоремы Мерсера на случай двойных последователь­

ностей. Это обобщение отличается от обобщения этой теоремы 

на двойные последовательности, которое дано самим Мерсером. 

Затем в работе [2] Т.Сырмус доказывает теорему Мерсера на 

случай преобразования Хаусдорфа обычных последовательностей, 

откуда выводятся, в частности^теоремы типа Мерсера для пре­

образований Чезаро и Гельдера. Не делая упрощающих предполо­

жений, ей и в этом случае удается получить обобщения извест­

ных результатов в этой области для методов суммирования Чэ-

заро и Гельдера. 

В работе [6] Т.Сырмус рассматривает теоремы типа Мер­

сера для стесненной сходимости двойных последовательностей. 

Много научных исследований Т.Сырмус провела по общей 

теории тауберовьк теорем [11,22,25,27]. Пусть А и В - ли-
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иейные методы суммирования числовых рядов, мевду полями сум­

мируемости, абсолютной суммируемости и ограниченности кото­

рых имеются соответственно включения А' Э В' , )А|'э|0 i' и 

A<pß0-Пусть Т0 - какой-нибудь класс последовательностей. 

Для ряда ZTuk с последовательностью частичных сумм У ~ 
— (ук) условие Т0 называют 0-тауберсвым для метода А# 

если из х€А' следует У€ ß „ Если при этом условие Х€.Т 
гдеТЭ TQC\A также ß-тауберово для метода А, то это ус­

ловие называют ослабленным Ö-тауберовым условием для метода 

Д . Аналогично определяются тауберовы условия и для методов 

I AI и А0. 
Если /3 = Е?т.е. идентичный метод суммирования, то го­

ворят просто о тауберовых условиях для методов А у iAl и А0  

соответственно. 

В статье [37] Т.Сырмус дает один метод ослабления ß -

тауберовых условий для метода А в общих тауберовых теоре­

мах и приводит применения полученных результатов. В статье 

[41] аналогичным методом даются ослабленные Q -тауберовы 

условия для методов А , а также для методов IA|и А0откуда,в 

частности.при 8~В вытекают многие известные результаты. 

В статье [42] Т.Сырмус показывает как по тауберовым 

условиям можно классифицировать методы суммирования. 

-Многие свои результаты Т.Сырмус обобщает на последова­

тельности элементов банахового пространства [27.36J. 

Во время своей многолетней педагогической работы в 

высшей школе Т.Сырмус вела интенсивную методическую рабо­

ту. Она написала ряд учебных пособий [14,15,16,323 и учеб­

ник по дифференциальным уравнениям [21]. Она выступала со­

держательными методическими докладами почти на всех зональ­

ных совещаниях-семинарах заведующих кафедрами и ведущих 

преподавателей математики вузов Белорусской', Латвийской,Ли­

товской, Эстонской ССР и Калининградской области РСФСР[20, 

29,33,38], а также на республиканских конференциях ЭстССР 

[26,30,34]. Во время работы в Таллинском педагогическом 

институте Т.Сырмус много занималась Проблемами методики 

школьной математики [28,30,31]. . ---

Т.Сырмус выполняла ряд серьезных общественных поруче­

ний: была продеканом факультета как в ТГУ так и в ТПедИ, 

председателем профсоюза института, научным руководителем 

студенческого научного кружка по математике, членом кон­

курсных комисии института и т.д. Все общественные поручения 
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она выполняла с исключительной добросовестностью. 

За успешную педагогическую и научную работу доц. Т.Сыр­

мус награждена почетной грамотой Минвуза ЭССР. 

Э.Реймерс, Э.Юримяэ 
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0 РАЗЛОЖИМОСТИ ГОМОМОРФИЗМОВ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ АЛГЕБР 

А. Кокк 

Тартуский государственный университет 

Пусть К - поле С или R и А - топологическая К-ал­

гебра, т.е. линейное топологическое пространство над К , в 

котором определено умножение элементов, относительно кото­

рого оно является ассоциативной алгеброй и в топологии ко­

торого рассматриваемое умножение элементов (как билинейное 

отображение А*А в А ) раздельно непрерывно. В частном слу­

чае, когда умножение элементов алгебры А непрерывно в со­

вокупности, А называется топологической K-алгеброй с неп­

рерывным умножение*. 

Пусть hom(X,Y) - множество всех нетривиальных непре­

рывных К-гомоморфизмов топологической К-алгебры X в то­

пологическую К-алгебру Y , наделенное слабой топологией и 

пусть horn X = hom(X ,К) для каждой топологической К-ал-
гебры X . Известно (см., например,[7, стр. 146] или [13,стр, 

III] ), что homX может оказаться пустым множеством. Поэтому 

всюду в дальнейшем будем рассматривать только такие тополо­

гические К-алгебры X , для которых множество homX непусто. 

Некоторые классы таких топологических К-алгебр приведены в 

[12, стр. 13], [13, стр^ 95]. 

Топологическую K-алгебру В будем называть модуль-ал-

геброй относительно К-алгебры А или коротко (А,К)-алгеб-

рой, если 

1) А есть топологическая К-алгебра, 

2) В есть А-бимодуль 

и 

3) а(ЬА) = (ав<)Ь2,(ЬЛ)а = Ь,(М) и и (Ь4а)Ь.2 = 

= b,(аЬ2) для всех b, ,Ь2
еВ и а е-А. 

При этом, если алгебра А имеет единицу (здесь и всюду в 

дальнейшем через еА обозначается единица алгебры А ), то 

еАЬ= fe= ЬеА для всех be В , а если алгебра В имеет едини­

цу е ь , то ае6 = е6а для всех Q е А . 

Пусть теперь С — (А,К)~алгебра, X — подалгебра ал— 
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гебры С и Е - топологическая K-алгебра. Если 

(a) ах^ха для всех хеХ и a ̂  А 

и 

(б) для каждого хе X отображение о —• ох алгебры А в 

С непрерывно на А , 

то мы будем говорить, что подалгебра X согласована с алгеб­

рой А ; а в случае, когда, кроме условий (а) и (б), выполне­

ны и условия 

(в) существует топологический изоморфизм j- из* 

А Х -  [  2Z Я к Х к  .  И  е  lN  j  Q  ̂ Gi z  j  - v . j  Си п & A j Х,Х2 ( -.. ,ХП̂ - X j 

в Е такой, что j(АХ) всюду плотен в Ь 

и 

(г) для каждого ^ е homX найдется е hcm(E .A) та­

к о й ,  ч т о  ( }  ( a x j ) =  Q ^ ( x )  п р и  в с е х  9 £ А  и  х е Х ,  

то мы скажем, что Ь обладает свойством (Ä,X,t J -продолже­

ния. 

Пусть далее D - (В,К)~алгебра,Н - топологическая К-ал-

гебра, Z - подалгебра алгебры С и У - подалгебра алгеб­

ры D такие, что 

(д) Z согласована с алгеброй А , 

и 

(е) Е обладает свойством (B,Y ср -продолжения. 

Кроме того, пусть HAei)ZY - hom (А, В) х hom(Z1Y), HA,i -

= hom А *• hom L. И 

U,pl{ŽakzK) =E ^cajpcZic) 
при всех n e N; сГ,' Ü, ,A-, Z,,Z2l .. ,Zn£ Z И (л.р) £ 

E HAP>,ZY • 
В первой части настоящей статьи дается описание прост­

ранства homc(AZ,H)J образованного из всех таких А е 

е hom (AZ. Н), для которых A (az) обратим в И при некоторых 

а& А и zеZ . Затем, во второй части статьи, находятся усло­

вия для представления гомоморфизмов Ae hom(ÄZ,E) в виде 

A- где (a,pi е HA6iZY. 

В частности, когда Е -D ид является тождественным 

отображением на BY , отсюда вытекают условия для разложи­

мости гомоморфизмов топологических модуль-алгебр. Таким об­

разом, получены обобщения результатов, доказанных B[4,6,I0J. 

* По условию (а) подмодуль АХ является подалгеброй алгебры 
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§ I. Описание гомоморфизмов модуль-алгебр без единицы 

Пусть А и Н - топологические К-алгебры, G - подал­
гебра алгебры А1 Jhv Н - множество всех обратимых элементов 

алгебры Н , uj - продолжение гомоморфизма си & hom (G,H) на за­
мыкание clAG подалгебры G в топологии алгебры А (если 
это продолжение существует) и Nn= (1,2,• >п] для каждого 

п е М. 

Пусть далее С - (А,К)-алгебра, Z - согласованная с 

алгеброй А подалгебра алгебры С и ТДн ZH - множество 

всех пар (Л ,^) е НдИ)2н 1 для которых выполнены условия2 

(d ) если hne|N,Q<&А и ZK&Z для каждого к& IN^ суть 

такие, что Л = zA * Q2z2t .. •rQmzm=0A2lTo 

[A,^]U) = E A(ajg(zfc) = 0„ , 
( p ) A(Q)^(z) = ̂ (z)A(a) для всех аe А и z eZ , 

(^ ) A (Q) g(z)e 3nv H при некоторых А и z &Z 

и 

(ö ) отображение [ A ,^] непрерывно на AZ . 
В случае, когда алгебры А и Z имеют единицу, описание 

пространства hom(AZ,H) дано в [2, теорема I].Оказывается, 

что аналогичный результат имеет место и в случае модуль-ал­

гебр без единицы. Справедлива 

Теорема I. Пусть А - топологическая K-алгебра, Н 

топологическая К-алгебра с единицей, С - (А,К)-алгебра и 

Z - подалгебра алгебры С такая, что выполнены условия (д), 

(ж) множество homc (AZ , И) непусто 

и 

(з) для каждого аеД отображение za алгебры Z в 

С непрерывно на Z . 
Тогда каждый гомоморфизм Д& hcm0(AZ,H) определяет пару 

(Л o)eTAH|ZH такую, что А = LA,q 1 и отображение ^ , оп­

ределяемое равенством ^ [А = LA,,Я] для вех TAhiZh , 

является биекцией IAh Zh на hcmc (AZ,H). В частности, 

когда Н является топологической К-алгеброй с непрерывным 

обратным и с непрерывным умножением, ̂  является гомеоморфиз­

мом пространств 1дц ZH и hom с (AZ , Н/. 

? 
*• Здесь и всюду в дальнейшем через обозначается нуле­

вой элнмент алгебры А . 



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е т р у д н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  

каждая пара (Л,(D)£TAh>Zh определяет (по условию (ovото­

бражение LA,g] , которое принадлежит homc(AZ,H) (по ус­

ловиям (д), (р), (^) и (5)). 

Пусть Де. hom0 (AZ,H), Тогда существуют элементы й<,£ 

еА и zceZ такие, что с0- A(QCZ0)S Jnv Н. Положим 

и gA(z) - с;1 Л (oü(z0z)) при всех а <= 

еА и zfeZ. Оказывается, что значения отображений Ад и 

не зависят от выбора таких элементов асвА и z0eZ , при 

которых A(qcZ0)е 3hv И. Действительно, пусть а,, а2
£ А и 

z1;z2eZ такие, что С; = A(Q-z^) Е Jnv Н с L = i,2,. Тог­

да А ((0,0)21)0, = A(((qiO)Z1)(q,Z1)) = C,A((OQ,)Z4) для всех oie А. 

Поэтому 

с,"1 /\((QzQ)zz) = C2"1A(((Q2Q)Z2)(Q,Z,))C1"',= A((QQ,)Z1)C.1"1 = 

= с;1 Л ((0,0)2,) 

для всех 0е А . Аналогично получим, что 

СГ A(a2(z2z)) = с;1 А (о, (Z,Z)) 
при всех z & Z. 

Нетрудно заметить, что отображения Ад и непрерыв­

ны (по условиям (д) и (з)) и линейны на А и Z соответствен­

но. Кроме того 

АЛ (о) oA(z) = с0' А (((ос а) ZoXcio (z z„| с;1 = A (oz) = 

= с;1 A ((0.(2.210 Oo) Z„)) с;1 - <̂ A(Z) АЛ ;o) 

при всех аеА и zeZ и 

ЛЛ (0Q1) - CJ A (((Q^OO1)) Z0)(QCZ„)) С."1 = 
- с;1 Л ((а0а) z„) А ((eta) zj) С - Ал (о) Ал (о1) 

для всех . Q , Q E  А - Таким же образом ^A(zz') = 9A(z) 9Л  CZ )  

для всех z,z'eZ . Значит, каждый А е. hom6(AZ,H)определя­

ет пару (Л ,^)е lAH ZH такую, что Л = LЛ;Ol. 

Пусть теперь (X,g,),(7\2,9z) 6 TAHiZH такие, что 

LA«,Oi] - [Л2,дг]. Тогда найдутся элементы а5е А и zbe Z 

такие, что сь= Ai(Qi)^(Z6) = Az(Q5)g2(z5)e 3nv Н. Но пос­

кольку,™ условию (р), при всех ое А и Z&Z имеют место 

равенства 

AI(Q) = C3'4(AJ|(QSO)G,XZ>)) = Q>,(ÄZ(Q>Q)G2(ZI)) = А 2(А) 
и 

c54A1(oi)g1(ziz))= с'4 (Д2 (0,)^(252))=g2(.z), 

Т0 (А-., (Л2,^2)-
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Таким образом, отображение ^ , определяемое равенством 

i-M1 

для всех (Х,0)е Т 7 является биекцией пространства 

TAH,ZH На ^0mc 
Остается показать, что в случае, когда Н является то­

пологической алгеброй с непрерывным обратным и с непрерыв­

ным умножением, ^ есть гомеоморфизм пространства 1АН 2н 

на Нот. (AZ,H). Для этого пусть A0e hom0(AZ;H), эле­

менты Q6e А и z0&Z такие, что с. = A. {йЛ„)& 3hv Н и 

0(АС,^) - любая окрестность точки (Ä=,gv)= (Л0) в то­

пологии пространства lAH ZH . Тогда существуют числа n,me 

ehi , окрестность нуля U алгебры Н , элементы <\<=А и Z- eZ 

с к е |Nn и I е Nm такие, что 

(0(Лв) х O(gJ) nTAH?ZH <= 0(Л.,д0), 

где „ u 

С(Ло) - П [Ле hom(A,H)' (Ъ - U j 

и ' V . 
С(̂ )-:П lg£hom.(Z,H): (g-g„XZL)eU}. 

Теперь для окрестности нуля U существуют окрестности 

нуля V и 0, алгебры Н такие, что Ут Vе U ,0,Aclbk)<= V и 

OiAoldj^V, где hK-(Q,Qt)z0 и d.= a4(Z„zv) для 

всех Ks. |Nni ielNm.Далее, в силу непрерывности умножения 

алгебры Н , окрестность V определяет окрестность нуля 02 с. 

с;Н такую, что (Cj1'••01)U1 с. V. Известно, (см., например,[3, 

стр. 205]), что для топологической K-алгебры Н с непрерыв­

ным обратнда множество JnvH открыто в топологии алгебры 

Н и операция h—- h 1 непрерывна на JnvH. Поэтому ок­

рестности 0, и 02 , в свою очередь, определяют окрестность 

нуля OjCH такую, что 03i- с„& За* Н и h -cfe, G, I iU2 при 

h-c„e 03 Пусть теперь 

0,(Ае) = [Де lnOm„(AZ,Н): V'\- А.)(а„2в).е.CSJ ,. 

О,(AJ- n lAehcm„(AZH):(A-A6)(fc.)e02], ' 

05 (Д,) = П i А е hom» (AZ Н): (А ~ A;)(dt)£ 0>] 

А е 0(А») = С, (AJ п С-(А.) п ОД Л) 

Тогда, по изложенному выше, А : l'X, vi при (X ,^) = <ЧА) е 
е AH ZH - Поскольку Сл - Л [Q.zS)&O^Cb = jnv Н/то = 

- С^Л((о.о)г,) и ^z) = cA'A(av(z„z)) при всех а & А и 

Ze Z. Следовательно, 
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- 4  

Сх-мсу - сл
4 aA-AoXM^(<- с;4)Ас (Ь^е 

е (с;4+0г) 02 +• О,А0 (Ьк) <= 

с V-f V U 

Ц- §.)U0 = с"'(JA- Л,М)> (с:' - С„")Л.У0» 
с(с;',0,)0,*0,Л.(4)' 

с. V + V с U 

для всех Кб Nn и I s iNm . 

Итак, (0(Лс))с 0(XOj др) . Значит, отображение f 

непрерывно в любой точке Лс пространства hom0 (AZ, Н) . 

Завершим доказательство теоремы I отметив, что непре­

рывность отображения ^ доказывается так же, как и в случае 

модуль-алгебр с единицей (12 , теорема lj). 

Следующее следствие является обобщением теоремы 3 в[1]. 

Следствие I. Пусть Е - топологическая К-алгебра, D -

(В,К)-алгебра и Y - подалгебра алгебры D такая, что вы­

полнены условия (е) и 

(и) для каждого be Б отображение u—»bu алгебры Y в 

D непрерывно на Y. 

Тогда кавдый Ае homh определяет пару (Ъ ,0)е H6)Y такую, 

что А -'Х'Ч'д. При этом отображение ("Х^о)—, являет­

ся биекцией пространства И 6у на homt , обратное отобран 

жение которой непрерывно на homE. В частном случае, когда 

выполнено и условие 

(к) множество hem BY локально равностепенно непрерывно, 

то эта биекция является гомеоморфизмом пространства Нву 

на hom Е 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о с к о л ь к у  п о  у с л о в и ю  ( е )  

для всех НЬу и te BY справедливо 

. их да-
то [Л,g]e- homdY, имеет место равенство Т6кН6у и (в 

силу всюду плотности (J (6Y) в Е ) гомоморфизм [Л ,о] ° д"' е 

е hom ̂ (ÖY) продолжим до гомоморфизма homE. 

Далее, отображение Ф, , определяемое для всех ,<^)е Н6у 

равенством м ,Qj , является гомеоморфизмом прост­

ранства Н6у на Ьот&У (по теореме I), а отображение м- , 

определяемое равенством3 |А (Л) = Л| Cj (BY) при всех А е homt , 

Здесь Ai^(BY) обозначает сужение гомоморфизма А на cj(BY). 
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является непрерывной биекцией homE на homqtbY)^ обрат­

ное отображение которой при выполнении условия (к) непре­

рывно на homcj (bY) (см.[2 , предложение I]). Поэтому отоб­

ражение , определяемое равенством 

= ЩТ7^ 
для всех (Л,С)е ИЬу является биекцией H6Y на homE , 

удовлетворящей требуемым условиям. 

Замечание I» В частности, когда в теореме I алгебра А 

содержит единицу, то для Ae hom0(AZ,H) можно Р л опреде­

лить равенством < Л̂ = AJZ. Итак, в этом случае, условие (э) 

в теореме I (следовательно и условие (и) в следствии I, в 

случае когда алгебра 5 содержит единицу) является лишним. 

Из теоремы I следуют результаты Маллиоса (см.[8,9]), 

связанные с описанием пространства гомоморфизмов топологи­

ческого тензорного произведения локально выпуклых алгебр, и 

результат Домара, описывающий структуру модулярных идеалов 

коммутативной банаховой алгебры (см.[5 , теорема I]). 

§ 2. Разложимость гомоморфизмов топологических алгебр 

Пусть А и Е - топологические K-алгебры. Для каждого 
А е. hom (А,Е) через Л* будем обозначать отображение^ kom Е 

в hom A U {9 } ) определяемое равенством A*(?i) = VЛ при всех 

Де homE. Легко заметить, что А* непрерывно на homE, а в 

случае, когда А является топологическим изоморфизмом А на 
Е , то А* является гомеоморфизмом пространства homE на 

hom А и ( АТ= (А-')-*• 
Топологическая -алгебра А называется строго функ­

ционально полупростой алгеброй (коротко с.ф.п. алгеброй), 

если для каадого ненулевого элемента Qe А найдется гомо­

морфизм Л & hom А такой, что Л(а)*0. Нетрудно заметить, 

что каэдая с.ф.п. алгебра отделима и коммутативна. 

Следующая теорема является обобщением результатов ста­

тей [4,6], а также (более сильных) результатов статьи [10]. 

Теорема 2. Пусть Е - топологическая K-алгебра, А и 

В - топологические K-алгебры с единицей, С - (А,К)-ал~ 

гебра, , D - (В,К)-алгебра, Z и У - подалгебры алгебр С 

и 0 соответственно такие, что выполнены условия (д), (е), 

(к) и 

(л) dcAZ= С. 

^ Через 9 обозначается тривиальный гомоморфизм на А. 
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Тогда каждый гомоморфизм Ле hom(C.E), удовлетворяющий ус­

ловию Л* (hom Е)с hom С, определяет непрерывные отображения 

А, - Н&у—* hom А и Д2; H&Y —» homZ такие, что 

A*(vfs)= [ЛД?\^), Дг(А,д)] (I) 

при всех (> ,д) & Н6у. 

В частности, когда &,Y и Е являются с.ф.п. алгебра­

ми, справедливы следущие утверждения: 

2.1. Если A(Z)cq(Y) и A(Z)#[9e], то А1(Л,д,) = 

= Д,,(> ,^2) Для всех К hom5 и ß < > ^2 е Ист Y тогда и толь­

ко тогда, когда А= при с£'° (AIZ)e hom (Z?Y) и 

некотором сС е hom (А,6), 

2.2. Если выполнено условие 

(м) для казвдого "Хе hom В существует е hom ( Е ,Y) 
такой, что ф. (a(bu))= Х(Ь)Ч при всех beD и У-€ Y, 
то Ai (AI ,<i) = А* (Х,д) при всех hom В и ge>iomY 
тогда и только тогда, когда A (Z ) с a (Y). 

2.3. Если алгебры Z и Y содержат единицу, то А,(Л,д,)= 
= Ai(/\ для всех 'Хе homB и gi,g2 

& homY тогда и 

только тогда, когда для каждого 0е А существует Ь&В такой, 
что A (aez) = ^ (Ьеу). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  ̂  и  Ф  о т о б р а ж е н и я ,  

определяемые при всех (ы.v^Tak ZK и (Л ,g)e Hg,у ра­

венствами f(u>>) = [u),v] и Так как по усло­

виям (д),(е) и (к) предположения теоремы I и следствия I вы­

полнены (при Н = Ю, то ^ и Ф являются гомеоморфизмами 

ТАк zk на hom AZ и HbY на homE соответственно. Деь-

лее, пусть |> - отображение, определяемое при всех Т& hom С 

равенством |А(Т)-Т| AZ. Тогда JJ- является непрерывным отоб­

ражением hom С в hom AZ. Следовательно, есть 

непрерывное отображение пространства H&Y в HA z. Положим 

А и Аг-ТГ '̂А , где ТГА и 1TZ - проекции пространства 

Н A|Z на hom А и homZ соответственно. 

Далее, так как для всех (Л,д)е Н6 Y справедливы 

A'Of̂ lAZe homAZ И (̂Â -Ts)iAZ)= АСХ,д) = 
= (Др,д),Д2 (Л,о)) , то 

А* (v^g)! AZ = [Д,(Л,д) , Д20,д)1. 
Итак, по условию (л) справедливо (I). 

Остальную часть доказательства будем проводить в трет 

частях. 

I) Пусть A(Z)C a ( Y )  и A(Z)> [6Ej. Тогда 

р =  ( < p A l Z ) e  h o m ( Z , Y )  



и 

4(̂ XZ) = A"(Ä-?s)(z) =̂ °$§)(̂ (p(z)e&))= § tz)) 

при всех (А,<j) 6 HB Y и z&Z . Учитывая это, справедливо 

= ? ° р  ( 2 )  

при всех (Л ,g)s- Н6)У . Пусть теперь Ое,^»)£ H6V - произ­

вольный элемент. Тогда найдутся элементы а„еА и z0&Z 

такие, что 

Л* (V^gXa.z.) = Ад^0  O0)(Q.)A2  (a.,^)(2„) f О 

(поскольку по предположению А (Х°$<^,)s hom С). Следова­

тельно, (,^„*p)(Zo)* 0. Положим z,= ((<5«" p)(.z»))-,z„ и 

сЦа)-ф  ̂(A(az<)) для каждого qs А. Тогда по условиям(д) 

и (е) et- является непрерывным и линейным отображением А в 

Б> . Оказывается, что л является и мультипликативным на А. 

Действительно, для любых 0& А и Tie hom Ь, согласно равен­

ству (2), справедливо 

Ч<МА)) = Л ($З-(А (QZ,))) = М-Х^)(А) А* (Л, G„)(Z')= Л(Л,^(Я). 

Поэтому 

Д1 CX,^)(O(6I2) - > Л (Л(А2)) = 9\ (Л,)ЛIЙ4 

для всех а, А и Л« hom В. Таким образом, оО(а,а2) = 

= oC(a<)oU(o2) при всех Q, a,s А , ибо Ь есть с.ф.п. ал­

гебра. Кроме того, 

<не А)= % (А(z,)) = (pt.z^ej,)) - е6 , 

Следовательно, ои s hom (А,Б)-

Пусть теперь Д1 U,^i)= при всех ̂  homfe и 

homY. Тогда, по изложенному выше, 1 

(Л - %)(А (Л)) = t А, CA ,3) А & (4)=1А (А .<?.), А2 (Л,^)] (Л) = 

. = [VЛ , р] (4) = ("X • ' [л,р])(̂ )} 

для всех (А ,^)б Н6у и Л& AZ. Значит, для с.ф.п. алгебры 

Е , справедливо Л1А2= 0|-[Л/,р] Поэтому Л= Q" 

Наоборот, пусть А = с^° 1с^,ъ] при Ь = AlŽ и неко­

тором cue hom (А,е>). Кроме ТОГО, пусть Vе hom 6 И ,С/2 е-

е hom Y - произвольные элементы. Тогда найдутся элементы 

а,,а2е А и 2д,2ге z такие, что (,^,^v).LQ0 * 

• Д2(Я,^)(г^# 0 при I е |\|г. Отсвда ясно, что A2(Z,g:)(Z:)f 

* О при velN2 , в силу чего и ^ (р(zt)) Ф О при I е 
е |N2.Положим ^-(gtlplZi)))"4 Zi при u & IN2.Тогда для 

всех Q6 А и Иs IN2 ИЗ равенств (I) и (2) вытекает 
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m 

АДА oc)(Q)=A1(^,<?v)(Q)Qvt i))- Ax(A-%j(Qxt) = 

= (V?̂ )̂ - Kpl)(oxij = > (Mö)> 

Таким образом, А, (A,^) - Д, (/\,^2). 
2) Пусть выполнено условие (м). Легко заметить, что 

тогда 

VVS"*» ' ( 3 )  

для всех CX,g) е H6jY-

Пусть теперь Д2 (Л,, Q) = Аг(Л.,, о) при всех 7,, ,Лге hom 6 

и о& homY, Тогда по равенствам (I) и (3) имеем 

g(\(A (.zjj) -- А, (\̂ )(г) = ̂ (ФЛ1 (A (z)))> 

в силу чего _ 

§ (%, (A(Z)D = G (Л(z))) (4) 

для всех zeZ^^ehomY и ^«, 2̂
а homõ. Ввиду с.ф.п. алгеб­

ры Y , справедливо (A(z))= %2 (A (z)) при всех ~ХЛ , 2̂ е 
еhom В и z&Z. Пусть далее z0 - любой элемент в Z и и = 

-<?Л (A(z0)) при некоторого Де hom В . Тогда, по равенству 

(4) при всех и)& Н^у •, справедливо 

(S'Yx)(A(Z.)) = эдв) = (̂ -.%)(<] (ij»e6l|. 

Теперь, в силу с.ф.п. алгебры Е , можно утверждать, что Aiz0)s 

en(Y). Таким образом, A(Z)cio(Y). 

® Наоборот, если A(Z)C <^(Y), элементы ХЧ)̂ 2
& hom В , 

homY и ze 'Z , то по равенствам (I) и (3) имеем 

Äâ ..̂ (;z).= A,'(?t4-%)iz)4ĝ Al)(ŷ (At2iae6t= 

" (V (с^ (^(A (z))e6))-- Д2  (^2>3)(z). 

Поэтому A2  = Д2  . 

3) Справедливость утверждения 2.3 доказывается анало­

гично доказательству утверждения 2.2. 

Теорема 3. Пусть Е и F - топологические К-алгебры, 

А и Б - с.ф.п. алгебры с единицей, С - (А,К)-алгебра, 

D - (ВХ)-алгебра, Z - подалгебра алгебры С такая, что 

Сс - ez и Y - подалгебра алгебры D такая, что ep = eY. Если 

Е , Z и Y являются с.ф.п. алгебрами и выполнены условия 
(е),(к),(м), 

(н) алгебра F обладает свойством (A /Z,-^-продолже­
ния '' 1 

и 1 

(о) для каждого we. hom А существует hom (FZ) та­
кой, что $U(|(QZJ) - u)(.Q)Z для всех Q G А И Z &Z , 
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то для того, чтобы топологический изоморфизм Л алгебры F 

на Е был бы представим в виде Л- q | 1 при,некото­

рых топологических изоморфизмах лир алгебры А на ß и Z 
на Y соответственно, необходимо и достаточно существование 

гомеоморфизмов <?, и ё2 пространства Кот В на hom А и 

homY на hom2 таких, что при всех (\с>) е HbY было бы 

справедливо равенство 

Л = (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  П у с т ь  Л =  с ^ ° L c * - , j b ] 1  

при некоторых топологических изоморфизмах Л алгебры А на 

Вир алгебры Z на Y . Тогда отображения 6,= л* и 4 * р>* 

являются гомеоморфизмами пространства hom 6 на hom А и 

hom Y на hom Z соответственно. При этом, 

Л* (> Ts)(l(A))= "La,jbl)(4 = jb](*) -

= (А ( А ) 0  T5_)(|IA)) , 

для всех (X ,^) ̂ НБХ и ле AT. Значит, 

Л"(*•%)! | tAZJ-Й№Т4ч)1 }l.AZ), 

Поэтому справедливо равенство (5). 

Пусть теперь 6, и <Ь2 гомеоморфизмы пространства 

homb на hom А и hom Y на homZ соответственно такие, что 

справедливо (5). Положив A, = A° f заметим, что А,е hom(AZ,E) 

и А," (homE)1=1 hon AZ. Далее, поскольку по условиям (е), (к) 

и (н) предположения теоремы 2 (при С- AZ ) выполнены, то 

существуют непрерывные отображения Д1 - HBY —- hom А и 

Ла- Н6у * hom Z такие, что 

л; (л-%)- [Д, (л,з), (6) 

при всех (Ле H6Y ". Теперь по равенствам (5) и (6) сп­

раведливы 

M^XQ)=A;(V^)(ae2)= (Л»?5ХЛ(|(оег))> 

и 

А2 ̂ )(z) = л; (A -̂ )(z) - (A-ts)(A (z))) = 

4̂ (Aŷ %)lHz))= 4(<9(л) 

для всех (A.,ß)e H6Y , А и z^Z. Значит, ЛДАчо,) = 

= Д4(Л„^) и Д^Х^,) " А2(А2,^) при всех А, ,Х е 

s homb и g,, 2̂fc hom Y В силу чего, по утверждению 2.2, 
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справедливо включение A,(Z)<= q(Y). Далее, по усло­

вию (н), справедливо j(ez)=eF." Ввиду этого A,(ez) -

= еЕ. Следовательно, по утверждению 2.1, имеет место Л4 = 

= с|о[л<,р] при (A||Z) и некотором Кот (А,Б). 

Поэтоцу 

Л (| (4 "((]•KpDW " (f)'KрЗ" К } И 

для всех Ъ ̂  AZ. Таким образом, A = Q• [л.р! . 

Покажем теперь, что * является биекцией. Для этого 

возьмем любые элементы 'Хе Kom5 ,^eKomY,QeA и zfeZ. Пос­

кольку, по равенству (5), справедливо 

<5,  ) & t^)(Z) = А" (Я» (QZ)) -

г * M>fc)(fq-Kjb]Xa4=л'(Х)(а)рх(о)(2), 
то о1 (Х)(а) = сС (Л)(а) и о2(ф(2У) - p (̂ )[z) при всех 

Хе Komb, ̂ehoinY, Qe А и Z&1. В силу этого <5, = ос* и 4-р'-

Пусть далее Q^Q^e А такие, что а, # а,.. Тогда 

ш (а,- ax)t 0 для некоторого we Нот А. Теперь найдется 'Хе 

е ЬотБ такой, что ц)= 0,(Х) = Я°с1. Но так как ct2)) = 

= W (а,-0^)^0,10 OU(Q,)* оО(с|г). Следовательно, отобра­

жение со является однозначным на А. 

Пусть теперь Ь0& £>, (>.£ KotnY и Q„=^ <$2tg„)(A \g(b0 Су^). 

Тогда по равенству (5) справедливо 

Л (о, (а.)) = 4 ̂)(̂ So) (А"Ч<3 (b0eY)l = 

= (Л»^(Ь0ег))=Д(Ьо) 

при всех X е hom Б, Поэтому ct(Q0)= b„, ибо 6 есть с.ф.п. 
алгебра. 

Аналогичным образом (при помощи условия (о)) показы­

вается и биективность отображения р. 

Остается показать непрерывность отображений сх74 и jb"1 

на Б и Y соответственно. По изложенному выше, 

[̂ |ь"]= и,р,Г Д-4 .̂ 

Поэтому отображение [<*/', р-<] непрерывно на BY. Посколь­

ку р'Чф-[лг',рн] (i^e6) при всех U&Y и 

<*»=%(} ([^H^ev))) 

для всех be Б и некоторого hom Z , то можно утвер­

ждать, что отображения cV1 и рн непрерывны на Б и Y , 

соответственно, что и завершает доказательство теоремы 3. 

В заключение отметим, что для автоморфизмов пополнений 

топологических тензорных произведений банаховых алгебр,ана­

логичный результат получен в [II]. 
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ON DECOMPOSITION OF HOMOMOHPHISMS OF TOPOLOGICAL ALGEBRAS 

A. Kokk 

Summary 

Let К be one of the fields R or С , A and В be topolo­

gical К-algebras and let hom (A, b) be the set of all 

non-zero continuous homomorphisms of A into B, endowed with 

the topology of simple.convergence in A . 

We say that ß is a topological (A,k)-algebra if 

"1) В is a A—bimodule with separately continuous 
module multiplications 

and 

2) Q(b,b2Hab,)62,(b,bz)a = b,(b2a) and b4 (a b2) = 
= (b,Q)b2 for each Q6-A and b, f Ьг e & . 

Let E be a topological K-älgebra, H be a topological 

К-algebra with a unit, С be a topological (A,K)-algebra, 

D be a topological (.B 'K)-algebra and let Z and Y be 

respectively subalgebras of С and О such that 

a) Qz - ZQ for each qeA and Z & Z , 

b) bij= мЬ for each be В and ^ e Y, 

c) there exists a topological isomorphisE of 

^ :  И eN b, ,621 • *• i^n e ß^-• j'jn eY] 

into E such that Cj(£>Y) is dense in h 

and i 

d)for each о ̂  hom(Y, K) there exists ¥„& hom(E,£>) such 
that 4^(^(bu))= 6ЗД) for all be В and Cj^Y. 

In section 1 of the present paper we give a descrip­

tion of the space ИоптДА^Н) (that is the space of all A £ 

e hom (AZ,H) such that A (CtZ) is invertible in H for some 
Qe A and Z&Z). 

In section 2 we obtain necessary and sufficient condi­

tions for Ae hom (,AZ,E) to be of the form A= Q« [Л.Ы, Where 

(tv , p) fc hom (A ,£>)*^hom (Z,Y) and 

QkZk)= |>(СУр(ZJ 
for all ne<N- Q, ,an& A and Z, ,Za, ... ,Zh <&Z . 
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0 ВСВДУ ПЛОТНОСТИ ПОДМНОЖЕСТВ В НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

ВЕКГ0РН03НАЧНЫХ ФУНКЦИЙ 

М. Абель 

Лаборатория прикладной математики 

Теоремы типа Стоуна-Вейерштрасса широко применимы во 

многих разделах математики - в теории аппроксимации, в тео­

рии мер, в теории топологических алгебр и т.д.. При этом осо­

бую роль в современной математике играют всякие обобщения 

теоремы Стоуна-Вейерштрасса на случай пространств и алгебр 

векторнозначных функций. Одна теорема такого характера и до­

казывается в данной статье. Этот результат применяется для 

обобщения теоремы Дугунджи £9], Майкла [163, Де ла Фуэнте [7], 

Пролла [17] и др. о продолжении векторнозначных непрерывных 

функций, заданных на замкнутом подмножестве, на все про­

странство. 

I. Пусть К ~ одно из полей R или € , X - топологи­

ческое пространство, © - его покрытие, замкнутое относи­

тельно конечного объединения, и У - линейное топологическое 

пространство над JK . Через С(Х,^) &) будем обозначать мно­

жество тех У-значных непрерывных на X функций , для ко­

торых <£(S) относительно компактно в if для каждого S € ЕГ . 
В частности, когда все элементы покрытия & компактны, 

С (X, У ;6") совпадает с множеством С(Х,У) всех У-значных 

непрерывных на X функций, а когда покрытие 6" конечно, то 

с множеством Q. (У, Ч) тех У-значных непрерывных на X 

функций 4- « для которых образ £,( X) относительно компактен 

в У . Таким образом, ССХ^У представляет собой промежу­

точное между £ДХ,У) и "C(Xs'ti) множество, которое, в 

частности,совпадает с одним из них. 

Алгебраические операции в С(Х}У^>) будем определять по­

точечно и наделять его топологией ©"-сходимости, т.е. топо­

логией, в которой базу окрестностей нуля образуют множества 

T(Sy(P) = föeC(X,)/-;6-)-<f(5 )c.(Pj 

(ввиду замкнутости покрытия относительно конечного объе­

динения) , где 5^ 6 и О - элемент некоторой базы окрест­

26 



ностей нуля пространства i/ . 

В дальнейшем для каждых de ССХ,Ж. j ©") и через «iij 

будем обозначать функцию, удовлетворяющую на X условию 

^.y)(3tj = di.(x.Wa через L(öt> И) - линейную оболочку мно­

жества d« õty yežj при 01я= ССХ,«',6) и žs V. 
Теорема I. Пусть^ - тихоновское пространство, 6" его 

покрытие, замкнутое относительно конечного объединения, и 

У - отделимое линейное топологическое пространство над /К, 

Кроме того, пусть Ol и Z - всюду плотные подмножества в 

С(ХЬ1К)&) и в -У соответственно. Если выполнено одно из 

следующих условий: 

(et) топология пространства У локально выпукла; 

(^ ) пространство У обладает свойством аппроксима­

ции1 , 

(j-) пространство X имеет конечную размерность в смыс­

ле покрытий^ и все элементы покрытия 6" относительно ком­

пактны в X , 

(8 ) каждое 5^6" является относительно компактным в 

X и его замыкание имеет конечную размерность в смысле пок­

рытий , 

то калщое подмножество <$- с. СГХ,У" ©"^содержащее L-(Oij Н.)? 

всюду плотно в ССХ.,!/', в1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о  э т о й  т е о р е м ы  п р о в е д е м  о т ­

дельно для каждого случая. , 

а) Пусть { рл - Хе. A^j - насыщенное семейство непрерыв­

ных полунорм, определяющих на У локально выпуклую тополо­

гию3 . Пусть 4- - любая функция в С(Х,У$©) и ЮЦ.) - ее 

окрестность в топологии пространства CfX У',©). Тогда <£. + 

+Т(5^ОДс ф/ф) для некоторых Зсб" и окрестности нуля Ьх 

• * Говорят, что линейное топологическое пространство X 
обладает свойством аппроксимации, если для каждого предком-
пактного подмножества К.оХ и каждой окрестности нуля €> 
пространства X существует такой линейный непрерывный конеч-
номешый оператор L: X —* X, что L(x)--X е (О при всех асе К. 

^Говорят, что топологическое пространство X имеет ко­
нечную размерность в смысле покрытий (которую обозначают 
через <=umX ), если существует такое число пё IN , что в 
любое конечное открытое покрытие пространства X можно впи­
сать конечное открытое покрытие пространства X кратнос­
ти не более, чем п +1. 

3 Данная часть теоремы доказана в Cil (в частности,когда 
каждое Se <э является относительно компактным в X , этот 
результат вытекает и из леммы 3.0 статьи QBJ). Но в целях 
целосности дадим здесь и доказательство этой части теоремы. 
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пространства V . Окрестность tl определяет £ > о и Хс Л 
такие, что { у е У : % J с. <Щ „ . 

Для каждого м е У положим 

^ а (а) = i^>e4J; • 

Поскольку множество ifs = cjy <fCS) компактно в У, то су­

ществуют n е IN) и ^ b/s такие, что 

(JO. ' 
Теперь существуют функции . п̂ «= C(V5, Lo^fQ) такие, 

что для каадого4 ice IN, справедливы м„ (м^ = О при и<£ 

^^Х^Л'и . Г ^ 5 

5:414*5- ̂ = ^ 
на (см. [5], с. 260). Так как = е/у £(Х) локально 

выпукло и отделимо в топологии подпространства, то оно яв­

ляется тихоновским пространством (см., например,[б], с.98). 

Поэтому каждая функция iuK имеет продолжение м*. <s= С(УХ > Ig ) 

(см.[ill, с. 43). 1 _ 

Для каждого ке1Ы„ пусть ßk = ("V Тогда С(ХДб") 

при всех кб INn. Поскольку Ot всюду плотно в С(Х^1К то 

для каждого ic.е /Ыи существует такая функция otOt , что 

где К - число, удовлетворяющее условию 

Кроме того, ввцду всюду плотности множества Z в V •, для 

каждого К€ INW существуют элементы 2^<=.Z. такие, что 

где Г - число, удовлетворяшее условию 

т > X 
1 ace's OC&'S 

Учитывая это и сказанное, имеем 
И, 

- gx-)) 4 i -4C^ 

+  X i  -

4 Здесь и всвду в дальнейшем IM = \ 4 ,2. г - , ь j t 
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c š Br, MH>+t "* л< 

< £ 

при всех ace S . Таким образом, 

е 0(f) П [_(©(,£). 

Значит, множество /L(öf, Z.) (следовательно и ) всюду 

плотно в CfXjV^eO. 

б) Пусть выполнено условие (£ ). Пусть <ре С(Х,У' 6") 
и £>(<£-) - любая окрестность функции в топологии прост­

ранства С(Х,У* 6"), Аналогично тому, как и выше,Хч-Т(^и)с 

с. Ф(£) при некоторых 5е6" и окрестности нуля ЧХ> прост­

ранства У . Теперь существует такая окрестность *U прост­

ранства У , что U0— Поскольку У обладает 

свойством аппроксимации и множество =• с-(^ <£(5) компактно 

в нем, то найдется такой линейный непрерывный конечномер­

ный оператор LiУ —>^что Ц^)-^ ell' при всех tjeüs . 
Пусть Я0

С М — конечномерное подпространство, содержащее 

L(W) , и {с\п , j - базис этого подпространства. 

Тогда 
L ( y )  =  Л , Г ^ ) с ц  - +  .  .  , ^ Э < и ^ ) о , ь  

для каждого чеУ 5 где функции непрерывны на V для 

каждого к в iN„. Таким образом, функции ^ •= Хл?- неп­

рерывны на X для каждого к е ̂  , и множества X*. (Ч3) 

замкнуты и компактны в У для каждых Set?- и ке/Н^. Поэтому 

г- )ph€C(XJK;6) и существуют такие числа Мк>0 , что 

l^(rc)l % Мк при всех асе S и к. е IN h . 

Пусть теперь М =• так{И1}.и <V - такая урав­

новешенная окрестность нуля пространства У , что 

•1£ = 4N- . . * +• I/-с а1. 
("п слагаемых) 

В силу всюду плотности Ž в Я , для каждого k е Nh най­

дется IK€ (QK +• (vf'V )Л2,Теперь для каждого К Е Nn сущест­

вует число £fc> О такое, что 1/- при 1^1<. , Кроме 

того (ввиду всвду плотности ÖT в С(Х,<К > 6)), для каждого 

keJNn существует *ке <3( такая, что 1 **. — £,<.)(=•) I <• & 
при всех осе S. Поэтому, учитывая равенство 

i_<^Cx>2:k - АСос) = Г-КО*.) - Р>*С*)Х+ X 
<=< к=Ц ' к=<1 

+ LCfkO) 
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справедливо 

-<£(-*.) <=. <if^ + x ß*.lx-)M-<ir + ti c. 
<=f ) «=11 , 

С tc + ̂  t- /Ц,' <2 Ko 

при всех :зсе S. Таким образом, 

* 6 Of-f) Л Lfö^Z), 
Значит, множества L{&1, ž.) и о& всюду плотны в С f X, V j в). 

в) Пусть выполнено условие (^-). Тогда существует чис­

ло he.IN такое, что cimX ̂  л , Пусть опять <|е ССХ,У-©) , 
<У(4-) - любая окрестность функции Л в топологии прост­

ранства ССХ^У, в*) , и пусть SeS" и окрестность нуля 

К. пространства У такие, что -+• Т ̂5 ( Ы ) с. Off) - Пусть 

далее   - такая открытая уравновешенная окрестность нуля 

пространства У , что 4/^ с. <Ы (здесь ^ обозначает 

сумму, состоящую из к слагаемых V"). Поскольку <^('«0 г 1Г 
является открытой окрестностью точки <£(ос) в У , то <У(эс) -

= <£7* (<^(хГ)-tС)является открытой окрестностью точки тс в X. 
Легко заметить, что эти окрестности покрывают 5 =cl^ 5 . По­

этому' (ввиду компактности множества 5 ) существуют число 

le/ty и точки дс( ̂ . . , ) t. е 5 такие, что 

5 о U Л, 

Таким образом, Q. = { X \ 5, (Dfa:.,).,., является конечным 

открытым покрытием пространства X • Поэтому в Ьи можно 

вписать конечное открытое покрытие со пространства X крат­

ности <; л fl. Следовательно, существуют число г &N и мно­

жества к,}.. ., и;такие, что эти множества покрыва­

ют 6 и для каждого 1«=1М-г справе.дливо K-t= с (Df^ ) при 

некотором к- е iJHi . Кроме того, доя каждого «e'S мно­

жество II е имеет не более, чем м + 1 эле­

ментов. 

Пусть теперь а, э., . С (š, Cc, О) разбиение 

единицы, подчиненное покрытию {К, v,,., , и ^ , . фъ е 

е C(X,lR) продолжения этих функций на X (существование 

которых показано в ' IL , с. 43). Тогда <= С(X^iK • в") ДДЯ 

каждого i & ihi ь , fij (ос,) - О при ж с 5 \ К; и е, 1 (^) + 

ь., . + =1 для всех асе 5 Так как 2: всюду плотно в 

У , то для каждого существует е (<£(агк .) + aT)0 Z. 
Таким образом, с 

H C Ä ) = -  $  С О ]  ~  
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€ 'Vit-и 
и г. _ 

мW - X КЮиь- -^=4,.)] = J_ &(*)&£ -4К^ 

в Д" 'е1<-

при всех QC-fcD ибо окрестность If уравновешена и из с 

с ФС^) следует ii1**;.) - •§£*•)« ̂ при эс<=. К.-. 

Пусть далее it* - такая окрестность нуля пространства 

У , что W1-#- if <^тГ( г, слагаемых). Тогда для каждого 

U/Nt существуют число £t>0 такое, что Х'2/<ž. 'V-' при 
|>l < Ž.L, И (ввиду ВСЮДУ ПЛОТНОСТИ õf В С( X , У ) е* )) функ­

ция d.[6.0T такая, что К*- — £; при осе S. Учи­

тывая теперь это и вышесказанное, имеем 
& 2. ^ 

Х<0*-)£- - <£(?=.) = -ßt + Л/foe.) + M(ot)e 

e ^ ̂+1 + <-м ̂  W. 

при всех ace S, Поэтому 

Z/i4e Lfot^z) П Off), 

в силу чего 1( õt, Z.) и об- всюду плотны в CfX,^©")-
г) Пусть выполнено условие (<?). Тогда для каждого Se 

&. CT существует число л^е yfV такое, что olirn <ti^S ^ п5 . 

Пусть опять ^ <в ССХ^У^б) и О^-) - любая окрестность функ­

ции <£. в топологии пространства С(Х,У ©). Тогда существу­
ют Se€>, окрестность нуля U и открытая уравновешенная ок­

рестность нуля 0J~ пространства У такие, что +Т(5^Ц)сС¥^ 
и ^<2/^где опять обозначает сумму 4/ + . . ,-i-rt^ 

состоящую из к слагаемых. Аналогично тому, как и выше, по­

ложим 5 = clx5 и ©fx.) = ̂^(лЛч-<г),. Тогда существуют 

число meN и элементы а:,такие, что Q. =^{С(5СЛ)П5; 

кe/N^ является открытым покрытием пространства 5 . Теперь 

по условию (S ) существуют такое число t е iiV и покрытие 

" = { ,.»., пространства 5 . что <-J можно вписать в 

52., и для кавдого осе 5 множество Х^= {^ (Nl; эсе К- ̂ имеет не 

более, чем n5i-L элементов. Теперь опять (аналогично тому, 

как и в части в) доказательства) для каждого i е tNb существу­

ют £ и d^&.õl такие, что 

е 

при всех осе 3, Следовательно, L(6l,£) и <&- всюду плотны 

в ССХ^б). 

Примечание, Теорема I известна во многих частных случа— 
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ях. Например, всюду плотность множества L (С(Х^ IK ) ^ у) в 

С(Х,У) доказана в [ßl, с. 206, в СЙ, с. 28, и bQoI, если 

X компактно и вьтолнено условие (**•), а в[203, теорема I и 

следствия I и 2 (см. такжеL2fl» с. 26-32), если X компактно, 
но выполнено одно из условий ( £) или d.mX<«> (случай, 

когда Ü есть F-пространство с базисом доказан в £151, с. 

294). Всюду плотность множества L (С (Х, IK в С(Х.} Я j ©) 
показана в £83, с. 206, если выполнено условие («Л ) и каздое 
SeC компактно в X » ив jj?!, с. 43-44, если каждое S ё©" 
замкнуто и выполнено условие (S ). Кроме того, всюду плот­

ность L(с^.(X,tf<)ь У) в <^(ХЪУ) показана в (j4l в случае, 

когда выполнено условие (<*- ). 

2. Пусть X - топологическое пространство, У - линей­

ное топологическое''пространство над К., 2; с: У, õtsC^X-^} и 

61|2=(Ц2 :4е®1!1 Кроме того, пусть lj.- отображение С<;('Х)У) 

в С (ž У), определяемое на C(X.Sj) равенством 

Предложение I. Пусть X - нормальное пространство и 2 

- его непустое замкнутое подмножество. Тогда для каждого ли­

нейного топологического пространства У над IK отображение 

Lj. непрерывно, открыто и линейно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Л и н е й н о с т ь  о т о б р а ж е н и я  L ž  

очевидна. Чтобы показать его непрерывность возьмем любую ок­

рестность нуля <U пространства Тогда существует-

окрестность нуля Ю пространства У такая, что T(Z)09)ot(. 
Поскольку Т(Х,(С)I Z. <= И Т(Х.,©) является окрест­

ностью нуля пространства CL ( X , У } то отображение L 
непрерывно (см., например,[43, с. 122). 

Пусть теперь "I/ - любое открытое множество в Ct (Х^У). 

Тогда U. является объединением множеств Т(Х ̂ С>), где С -
открытая уравновешенная окрестность нуля пространства У . 

Поскольку образ объединения множеств совпадает с объединени­

ем образов соответствующих тожеств, то достаточно показать 

только открытость множества Т(Х,<Р)12 в Для это­

го покажем, что 

T(x,o)iz =T(z>o)nCk(x)vi)ia. 

Так как TfX7tP)|Z то остается показать справедли­

вость включения 

k = T(Z.,<P)nCtl(X:,y)lž С Т(Х^<С)1£. 
Пусть Ä€ К, Тогда Ъ = при такой функции <а е 

е CJ'X }У), что <). В силу этого, 2. и F - X \ 
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являются замкнутыми непересекающимся подмножествами про­

странства X .Если F = 0 , то i õeTOU©) • в силу чего Л в 
е TCX,CD")\Z.. Пусть TenepS F Фф. Тогда (вводу нормальнос­

ти пространства X ) существует функция cf е CfX , £<3, 4 ]_) 
такая, что <^(х.) = i при iež и <р(х.)=0 при DCеГ. Те­
перь |= CtÖOj) и 12 = £..Если ccg-FJ то <£(эс)=^е 

£ <Р ? а если то <£0>0 — ср(х_) с (С.Сле­

довательно, <£ €T(X.,lDj, а А е ТСХ1,0)12:,что и завершает 

доказательство. 

Хорошо известно (см,, например,QsQ, с. 101 и Lill, с. 

43), что C(X9|K)IZ «С(£Л)и5 q,(X,K)iž. = сь(2,«0, 

если либо X нормальное пространство и Z замкнуто в X, либо 

X тихоновское пространство и Ъ. компактно в X . На случай 

векторнозначных функций эти результаты обобщили Дугунджи, 

Де ла Фуенте и Пролла. Именно, в статье £9] , с. 357 (см. 
также йб! и £23» с. 86), Дугунджи показал, что С(Х)У)12.= 

- СС2,У), если X является метрическим пространством, 2. 

замкнутым подмножеством в X и У локально выпуклш прост­

ранством над R. Кроме того, в книге £l73, с. 54 (в част­

ности, когда X компактно, см. C?J), Пролла показал, что 

Сь(Х,У)12 = СЬ(2.,У), если X является тихоновским пространст­

вом, 2. компактным подмножеством в X и У локально выпук­

лым пространством со свойством Ес (см. jl7j, с. 53 или [73). 

Чтобы доказать аналоги результата Пролла, введем сле­

дующие классы линейных топологических пространств. Через Т 

будем обозначать класс тех отделимых полных линейных топо­

логических пространств, которые обладают свойствами 

1) если У еТ и Z- замкнутое подмножество в У , то 

У/2 еТ 

и 

2) <^(Х,Ч)еТ Для каждого У еТ и нормального про­

странства X у 

через Тд - подкласс тех пространств в Т, которые облада­

ют свойством 4тпроксимации, а через TLÜ - подкласс ло­

кально выпуклых пространств в Т . Оказывается, что каждое 

F-пространство (т.е. полное метризуемое линейное тополо­

гическое пространство над К ) У принадлежит Т , ибо У об­

ладает свойеявом I) (см., например, £13], с. ИЗ и 138) и 

5 Через СЬ(Х^) обозначается множество всех непрерыв­
ных ограниченных У -значных функций на X . 

5 
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свойством 2) ввиду метризуемости и полноты пространства 

С(рХ,,У)(см., например,[ЗД, с. 184) и топологической изо-

морфности пространств £^(Х, У) и С(^Х, У ) (здесь и в 

дальнейшем через р>Х обозначается расширение Стоуна-Чеха 

пространства X ). Кроме того, каждое F-пространство с ба­

зисом принадлежит 7^ (CM.[20J, с. 101). 
Предложение 2. Пусть X - нормальное пространство и £ -

его непустое замкнутое подмножество. Если У е "Г UT с t то 

Ct(X,y)[H - СйС2гУ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е т р у д н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  

Z является тихоновским пространством, L (Сс(Х /(С )5 У) I2.S 

& Ц<ЖК)Л))2 = Lfq^iKXy) 

по теореме Титце-Урысона. Поэтому Се(Х .,У)1 2. всюду 

плотно в Ct(Z У ) по теореме I. Кроме того, ядро мл L^ 

отображения замкнуто в f X, У) по предложению I, в 

силу чего фактор пространство Сс( X ЪУ ) /клл, полно. Да­

лее, пространства Q(X ,yji /KJUVL  ̂ И <^.(X,y.)\Z топо­

логически изоморфны по предложению I. Поэтому полно и 

пространство Се(Х5У) i Z , Учитывая это и сказанное выше 

видим, что Ct(X,yj)tZ =Се( 

Предложение 3. Пусть X - тихоновское пространство и 

2 - его непустое компактное подмножество (непустое ком­

пактное подмножество конечной размерности в смысле покры­

тий). Если У €Та UTlc (соответственно, УеТ), то 

C^(X,vO 12 = C(ŽL^). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  -  г о м е о м о р ­

физм X в |2,Х , о предел яем'ЫЙ пространством и <£ <е 
е СПоскольку Z компактно в X , то Ах (Z) компактно 

в рх . Поэтому CQbX,-y)Ux(Z) = C(AX(Z)) у> по пред­

ложению 2. Следовательно,существует такая q е С(ßX ̂ У) , 

ч т о  9 о  ̂y ( z . )  =  < £  « .  ( I > x 1 Z ) " 1 ( A x ( 2 . ) )  = < £ ( г ) п р и  в с е х  i t i  

(ибо% о(& I ž)'e CCAJaly). Так как о, Ь е. Сс(Х. У) 

то qu^)l2 =cfz,M). d 

Из сказанного выше и предложений 2 и 3 вытекают 

Теорема 2. Пусть X - нормальное пространство, Z 

его непустое замкнутое подмножество и У - либо локально 

выпуклое F-пространство, либо F-пространство, обладающее 

свойством аппроксимации. Тогда каждая функция Се (2 У) 

имеет продолжение ^ е С (X У). 

Теорема 3. Пусть X - тихоновское пространство, Z -

его непустое компактное подмножество (непустое компактное 
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подмножество конечной размерности в смысле покрытий) и У -

либо локально выпуклое F-пространство^ либо F-пространство, 

обладающее свойством аппроксимации (соответственно i) любое 

F-пространство). Тогда каждая <£.€ С (£,М) имеет продолже­

ние <£ е (X.., У) . 
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ON SENSE SUBSETS IN SOME SPACES OP VECTOR-VALUED FUNCTIONS 

M. Abel 

Summary 

Let К be one of the fields R or € » X be a topologi­

cal space, 6 be a cover of X 1 if be a linear topological 

space over К » С(Х,У) be the t apacen of all continuous 

У—valued functions on X , С(,Х)Уbe the subepace (en­

dowed with topology of © -convergence) of those £(Х.,У)., 

for which «5Л.5) is relatively compact in У for each S с & 

and let Ce(X, У) = С (X .,4 *> 60 . Moreover, for each d. e 

еС(ХЛ-,6) Iand 4еУ let d.U denote the function, defined on 

X by let L(.01,2.) denote the linear span, 

of where QZ <£ С (X ,IK and 

The following results are proved: 

Theorem 1. Let X be a Tychonoff space, б1 be a cover 

of X , closed under finite unions, and У be a linear to­

pological space over IK . In addition, let 01 and Ж be 

dense subsets in С(X,Kj 6Г) and in У respectively. Then 

anjr subset <&-с CfX, У*б) containing Liöt, Z) is dense in 
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С ( X 3У ;<)) in each of the following cases: 
1) topology of У is locally convex, 

2) У has the approximation property, 

3) X has finite covering dimension and all elements 

of 6" are relatively compact in X , 

4) every 5^6" is relatively compact and its closure 

has finite covering dimension. 

Theorem 2. Let X be a normal space, Z. be a nonemp­

ty closed subset of X and У be either a locally convex 

F -space or a f--space which has the approximation pro­

perty. Then any <£e has the extension ^€.С,ЛХ,У). 

Theorem 3» Let X be a Tychonoff space, Z be a non­

empty compact subset of X (a nonempty compact subset of 

X which has finite covering dimension) and У be either 

a locally convex F-space or a F-space which has the ap­

proximation property (respectively, a F^špace). Then any 

C(zL,yJ has the extension e С. (X, v 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та, 1987, 770,38-50 

МАТРИЧНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПОЛЕЙ СУММИРУЕМОСТИ 

А. Аасма 

Кафедра математического аиализа 

Введение 

Пусть , С - поле комплексных чисел, 

A-fan*) - матричный метод суммирования над С (т.е. «-пк € 

€ С для всех к,п 6 IN ), заданный в виде преобразования рада 

в последовательность, и' сА - поле суммируемости метода А 

(т.е. множество тех радов, которые суммируемы методом А ). 

Метод А = (,о<-пк) называется регулярным, если он суммирует 

все сходжиеся рады к их обычной сумме, и нормальным, если 

он треуголен (т.е. cZru<- 0 при к>п ) и оспгьФ 0 при любом 

neN. Далее, метод А = Ы-пк) называется реверсивным, если 

бесконечная система^ 

^•n = 21к<Х-пкЧк (I) 

имеет единственное решение для каждой сходящейся последова­

тельности (И'п). 

Числа En, называются множителями суммируемости типа 

(А,В) , если для любого А-суммируемого ряда Zuk ряд 2. tKuK 

является B-суммируемым. Б случае многих конкретных методов 

А и Б , необходимые и достаточные условия для множителей 

суммируемости типа (А,В) известны (см.,например,CI,3,63). 

Пусть В - (рги<) - матричный метод суммирования над С , 

заданный в виде преобразования рада в последовательность: 

ТП.С(А) - множество всех бесконечных матриц М = (тПк) над 

£ , при которых преобразование 

4"п = 21ктпкЧк (2) 

существует для каждого 2LuK £ Сд (т.е. каждая строка матри­
цы М является множителем сходимости для метода А ) и 

(Сд 1 св) - тожество всех матриц М е Т71с(А) , которые преоб­

разуют С д  В с 6  .  

^ н;сли пределы индексов не определены, то они изменяются 

ст О до ® . 
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Целью данной статьи является нахоздение необходимых 

и достаточных условий для матрицы М е №СШ , при которых 

М е (Сд ̂ Св) (т.е. изучение более общей задачи, чем нахож­

дение необходимых и достаточных условий для множителей 

суммируемости рядов). Эта задача решена в L41 при А - С- и 

В = Ср, где Сы и Ср - методы Чезаро (et, р ̂  0 ). Б дан­

ной статье рассматриваемая выше задача решается в случае, 

когда А является реверсивным и Б конечнострочным^ мето­

дом суммирования. Полученные результаты применяются в § 3 

к методам Чезаро комплексного порядка (это обобщает резуль­

тат статьи L43) и в § 4 к методам взвешенных средних Рис-

са. 

I. Некоторые вспомогательные результаты 

Для дальнейшего нужны следующие результаты. 

Лемма I. (СП, с.12-17) Преобразование 

~ ХкО-пЛ 

переводит все сходящиеся к нулю последовательности (Ик) в 

сходящиеся последовательности (11^) тогда и только тогда, 

когда выполнены условия 

(Aj) = О-к 1 

(Ag) — ®(^)» 

При этом, 

limVUfi - ХДк%< -

Лемма 2. (LI3, с. 25-26) Преобразование 

14 = ZltpaKOK (3) 

переводит все абсолютно сходящиеся ряда ZLuK в сходящиеся 

последовательности (И'п) тогда и только тогда, когда 

(Bj) Um,i|SnK = рк ч 

(Bg) Рпк = ®(1). 

Лемма 3. (П1, с. 17-20) Преобразование (3) переводит 

все сходящиеся ряды 2!ик в сходящиеся последовательности 

( Ilu) тогда и только тогда, когда выполнены условия*^ ( ) 

2 )  
т.е. когда в каждой строке матрицы В только конечное 

число отличных от нуля элементов. 
J Здесь и в дальнейшем др*« = рпк - Ри,к+4 • 
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и 

(в3) Хк^рпк1 = Ш. 

2. Преобразования полей суммируемости 

Пусть Z>in и - решения системы (I) при 

$ 8\m и tin = 5пК соответственно, и пусть 

Вн = 2ЕкрпкТПк1 1 В = (Bru) 1 У АХ = •» 

У ПК = JUmA>]?K , ук= Длтцупк . 

Теорема I. Если метод А реверсивен и метод В конечно- ' 

строчен, то матрица М«ТОс(А) принадлежит множеству (Сд,tg) 

тогда и только тогда, когда выполнены условия 

(ABj) ряды Х.Л*1ПК и 21ц,п В-суммируемы, 

(АВ2) Хк1упк» = ©И)* 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  

Ввиду конечнострочности матрицы В , для каждого tieN сущест­

вует число пл такое, что рпк = О при к >нЛ. Поэтому 

Bid = ^^epi^nvKi. 

Если М £(сА'св) » то преобразование (2) существует для каж­

дого Xu, е СА и справедливо 

2кР„кЧк = <4) 

Таким образом, для B-суммируемости ряда при всех 

е Сд необходима B-суммируемость каждого рада Е 

е Сд. Следовательно, метод В включает метод А . Поэтому, 

ввиду А—суммируемости ряда "Z-Чх (см.ИЗ!, с. 200), необхо­

дима В-суммируемость этого ряда. 

Ввиду реверсивности метода А , элементы *ц ряда 

е Сд представимы в виде 

(5) 

где ILn= X-xetniU« , Al' =• limtVn. и 2-к^*х1 < " ( см. 

131, с. 200). Из равенства (5) заметим, что ряды 

^кЧ»к(^ ~ <Ч-') сходятся. Тогда введу конечнострочности 

метода В , для каждого 2LuÄe. СА имеет место равенство 

= ii' ̂ 1=ов*л*+ Хку&К-ш:). (&) 

Поскольку 
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SLj^oBnS11* = ~ 21у; = лрпг;^--ДоИ,КРиЛ 

и преобразование (2) существует для каждого ZLug есА , то 

ряды сходятся. Поэтому, учитывая равенство (6) и 

B-суммируемость ряда Z-tn > можем заключить, что сущест­

вует конечный предел WA ХКУАКСИП ~ tl') для кавдой сходя­

щейся к нулю последовательности. Следовательно, по лемме I, 

из равенства (6) следует справедливость равенства 

ZjtBniu* = li' ZAan, + -О- (?) 

Теперь нетрудно заметить, что для B-суммируемости ряда 

Сд необходимо существование конечного предела 

iwrv Z.kynK(1ik-'U.') ) в силу чего ряды 2-nV« являются В-

суммируемыми и справедливо условие (ABg) по лемме I. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  в ы п о л н е н ы ,  у с л о в и я  

(ABj) и (ABg). Поскольку метод В конечнострочен и M€Tnt(Ä)j 

то (аналогично доказательству необходимого условия теоре­

мы), по условию (ABj) справедливо равенство (7) для каждого 

ряда Xujj £ Сд. Положим Г = (упк) . Тогда по лемме I пос­

ледовательность (И'к - 11') является Г-суммируемой. Учиты­

вая это и условие (ABj) можем заключать, что из равенства 

(7) вытекает B-суммируемость ряда ZLu^ е Сд. Следователь­

но, ряд к является ^-суммируемым по равенству (4). • 
Примечание I. В случае бесконечнострочного метода В 

справедливо следующее утверждение: если ряды Brd сходятся 

и для каждого Хид е сА справедливо равенство (4), то мат­

рица М 6(сд» св) тогда и только тогда, когда выполнены ус­

ловия (ABj), (ABg), 

(ABg) = Упк , 

(ав4) ZKIAl ~ Kif)-

Из теоремы I, согласно лемме I, вытекает 

Следствие I. Если метод А реверсивен, метод В конеч­

нострочен и матрица М е (сА, с6) , то выполнено условие 

(АВ5) 211ук\ < cm . 

Поскольку из условия М € (CA»ев) следует, что Bs А 

(см. доказательство теоремы I), то из теоремы I вытекает 

Следствие 2. Если метод А  сохраняет сходимость, метод 
В конечнострочен и матрица И е (сА, с в) , то и метод Ъ 

сохраняет сходимость. 

Если матрица М =.(тпк) такова, что mw = S»K ск,где (гк)-

- заданная последовательность чисел, то из утверядения при­
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мечания I следует один результат Кангро ЕЗЗ, стр. 206 - 206 

(а при £к s 4 - теорема Мазура-ХилЛа, которая дает необхо­

димые и достаточные условия для включения Вз А (см.CI3, с. 

64)). 

3. Преобразования полей суммируемости для методов Чезаро 

Пусть Ах}! = ("• п**) (см.til, с. 76) ,<£ е С . Метод Чезаро 

порядка oL(cC е £^-4,-2.,..,}) } коротко метод С* , заданный в 

виде преобразования ряда в последовательность, определяется 

матрицей (сСпк) , где 

Г An-к/An при к^п , 
«•ПК -J OL 

i у при к > п. 

Нетрудно заметить, что этот метод нормален. 

Введем следующее обозначение: для любого числа et 6 £ с 
RK*. >-4 или oi - и для каждой ограниченной последователь­

ности ( £к) пусть 

При таких условиях ряды SLjelAJ^eK+li сходятся. 

Для применения теоремы I в случае, когда оба методы А 

и В являются методами Чезаро, нужны следующие результаты. 

Лемма 4.СИ, с. 192) Если осе С с R*«. > 0 или ос = 0 , 

то числа ек являются множителями сходимости типа (С®1, Е) 

тогда и только тогда, когда выполнены условия 

(С,) < » 7 

( С,) £к = ОСк'М. 

Лемма 5. Пусть4' Rtoc > -1 . Если последовательность (ек) 

удовлетворяет условиям (С|) и 

( Ц) £к = ©И)» 
то существует конечный предел 

Jim Zk-1 (8) 

и для каждого кеМ справедливо равенство 

^-1АЪе?+Чк+х=1к-1. (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  (  е ^ )  _  п о с л е д о в а ­

тельность чисел с 

®к • 

Поскольку (см.СП, с. 79) 

1А£1 4 М<М)Ь* , (Ю) 

В случае, когда et >-1, лемма 5 доказана в статье £51, с. 

10-12. 
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где М4 и Hj, суть некоторые положительные числа, то су­

ществует такое число М > О , что 

KU Ml А?** И (12) 

Поэтому 

1ек1 < 

Отсюда, по условию ( С , ) ,  следует, что 

JUm eK = 0 , ' (13) 

Нетрудно заметить, что - An-< - An . 

Поэтому 

Д4ек = (At-А^)^*Ч*4=. 

Методом математической индукции можно показать, что для каж­

дого м.= 4Д,... справедливо равенство 

ДЛек = Х^_нд'<и£к+1. . (14) 

Пусть теперь d *= / >  +  6  -*• it ? где Л - целая часть и 5  -

дробная часть числа Race , a *t - мнимая часть числа ос . Ис­

пользуя равенство (14) при м. «А-М заметим, что 

./>*< _ -S"«e 4 

ö вц — ̂ •£-& Ад А 6к*1 , 

Если B = T= 0 (т.е. CL целое число), то 
^ д^<ек= , (15) 

ибо An - Sne . Отсвда следует, что 

Е.к = ек+ с» + с<к* + ... + С*КА , 

где с0, с„,..,, с6 - некоторые числа (см.[21, с. 306-310). 

Ввиду условия (С3) и (13) в последнем равенстве С4 - сц. s 

= ...•= сд=0,так как кь неограниченно возрастает при к-»-«®. 

Таким образом, 

£к = е* +• с». (16) 

Покажем теперь, что равенство (16) справедливо и в 

случае 5 4 0 или "t 4- 0. Известно (см.ПИ, с. 79), что ряд 

И«*. = ZÜA5Ü сходится. 

По условию (С3) 

Значит, ряд 

сходится абсолютно. Следовательно, согласно равенству 

/С8+" = Zk'OALKA* 

6* 
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для всех oijSeC (см.til, с. 77), справедливо 

ДА+Ч - • 

= - z / Л к * «  =  А а * \ к .  

Таким образом, равенство (15) (а также равенство (16)) вы­

полняется независимо от того, равны $ и t нулью или нет. 

Теперь из равенства (16), ввиду условия (13), можем 

заключить, что условия (8) и (9) выполняются при Л= са. 

Теорема 2. Если метод В конечнострочен и Rxot > о или 

et = 0 , то матрица М е 1Tla(C*tj принадлежит множеству (сс̂  ,с6) 

тогда и только тогда, когда 

(BMjt) 3 WBitt, 

(tBV 

При этом из условий^ ( BMj) и ( СБд ) следует 

( ВМз) Впк - @(4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  

Пусть матрица М е(ссы,с6) f Тогда условия (БМг) и ( СВ4 ) 

необходимы. В самом деле, по теореме I выполнено условие 

( Aßi), а по следствию 2 и лемме 3 - также условие (BMt). В 

данном случае УПК = /Тк/й^впк , так как (CM.LII, С. 86) 

Vk-А^АГ-к2. (17) 

Таким образом, условие ( AB*) принимает вид ( СЕЦ ). 

Поскольку матрица М е (с,^, св) f то по равенству (4) 

ряды 21«8пкй-к сходятся для каждого ZLuK е . Итак, чис­

ла Впк являются множителями сходимости типа (С", £) для 

калщого фиксированного n е IN . Поэтому Впк = Фп(к"р'оС) по 

лемме 4. Отсюда вытекают Впк = и limKBru< = 0 , ибо кь* 

неограниченно возрастает при К -*• «о . Таким образом, усло­

вия леммы 5 выполнены при sK= Вп.к и Л - 0 , Поэтому, по 

лемме 5 , справедливо 

В п к  ~ р  А д  ^  В л , К + - 5  ~  j .  

Отсюда, согласно'неравенству (12) и условию ( С64 ), следует 

условие ( ВМ3). 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  у с л о в и я  (  В М ц )  и  ( С В ^ )  

^ Согласно лемме 2 выполнение условий (6Мд) и (ВМЭ) 

означает, что метод В суммирует все абсолютно сходящиеся 

рады. 
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выполнены. Покажем, что тогда выполняется условия теореш I 

Из условия ( С.64 ) следует условие ( ЛВ*.). Поскольку А* - О 

при n >w (см.til, с. 76), то в случае ctelN по условию 

(ВМХ) ряды 2Ihf{,nK B-суммируемы (ибо в этом случае ряд 

Вр.к для всех К,п 6 IN имеет только конечное число 

слагаемых). Поэтому остается рассмотреть случай, когда et 6 

et>iN и R*ot>0 . Тогда для каждого фиксированного к 6 N 

имеем 

- Урк = Ак^к* Ьр+l^K Akti'x'BfK -

— г(Вр+1 #к* i — v). 

Но *1 < •» при R*<t > - 4 . Следовательно, для каждо­

го d > 0 и к е IN существует такое число е 1Ы , что 

1 4 "ЙРуЩ ' 

где М„ = ̂ fn,K'BnKl*1. Поэтому 

1**к ZirH.+̂ r"%^̂ l-BP)K+OI <1 (18) 

независимо от eN. Далее, по условию ( ВМд) для каждого 

фиксированного К е IN существует такое число N£ 6 Ц , что 

1Вг+!,к-&Рк1<ш11мн_^ 

при р > N* независимо от i е IN , где число М определено 

неравенством (12). Тогда получаем 

lAt ГЙо AT"4V*.*+t - V^OHlA^ZrilATMlV», 1̂ -Вр,^г1 ̂  

y_sL— •s-"* 1 £*-liJfStL. <-sL 

для каждого p > NK независимо от i £ W. Теперь ввиду не­

равенства (18) для каждого фиксированного КбМ имеем 

lyp+б ,к V|>kI 4 ̂ 

при р > независимо от Де1Ы. Таким образом, для каждого 

фиксированного к 6 1N последовательность () является 

фундаментальной, в силу чего она сходится. Значит, для каж­

дого Ке IN ряд Zĥ K В-суммируем. 

Остается показать, что и ряд 2Ег]п B-суммируем. По­

скольку метод С** нормален, то (см.[33, с. 198) 

In = 2Z • 

Теперь из равенства (17) следует . Таким образом, 

из условия ( BMj.) следует В -суммируемость ряда_/Ецп. 
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Значит условие ( ) выполнено и по теореме I матрица М е 

е (ер* 1 с в) . 

По лемме 4 из теоремы 2 вытекает 

Теорема 3. Если метод В нормален, face > 0 или ct = О , 

то матрица М £ (Сс* з св) тогда и только тогда, когда выпол­

нены условия (ЬМя ), ( СВ^ ) и 

(Сч) т„к - (Мк-**). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  т е о р е м е  2  и  л е м м е  4 ,  

достаточно показать, что выполнено условие 

(19) 

Это утверждение докажем методом математической индукции.Так 

как из условия ( Сч) следует mnx - ÕnU) , то 

Zr=ilAr-tmK£l = 9k(4)Zt4<lÖi = < « -

В силу этого, 

<\t, 

Поэтому, по условию ( CBvj ) имеем 

ZK(K+4)^lZi--apni CW - т. (20) 

Поскольку метод В нормален, то из "(20) при п-0 вытекает 

условие 

Z^W^icXkI < -1 

а при п- 'J - условие 

ZK(K+1)fectl|5« й^Чк + < ». 

Поэтому имеет место 

Допустим теперь, что условие (19) справедливо при п <1-1 , 

где I =1,2.]... и покажем, что оно выполняется и при n= L. 

Нетрудно заметить, что из (20) при и= i следует 

T R = 5 1 L < ( K + > ! ) F E , T W + I 4 * A T W + - .  - + P U  < + W L  <  - .  

Поэтому, в силу нормальности метода В , справедливо нера­

венство 

Отсюда ясно, что условие (19) выполняется при n = i , если 

оно выполнено при л б i-l. Таким образом, по математической 

индукции условие (19) выполнено для каждого n е IN. По лемме 
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4 матрица М б ?П.с(С^). Из теоремы £ вытекает М б (сс<*, cß). 

Следущая теорема дает простые достаточные условия для 

того, чтобы матрица М е (с^ , Св). 

Теорема 4. Пусть конечноетрочный метод В обладает 

свойством (Вг) и Rt<* > 0 или d.-Q. Если для матрицы М вы­

полнены условия (Сч), ( ВМА) и 

(СВ2) < - i 

то матрица М е (Ссы* 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  у с л о в и я  ( t B a )  с л е д у е т  

выполнение условия (19), а также условия (СВ4), так как по 

условию (В2) 

Zk(k* О*" i ̂ <Впк - Хк(к * 1)^1 < Чк1 4 

= )• 

Теперь утверждение теоремы следует из теоремы 2 и леммы 4. 

Пусть теперь 6= Ср с р с £^-4,-2,...} . Тогда из тео­

ремы 3 непосредственно вытекает обобщение теоремы 1 из [41 

для методов Чезаро комплексного порядка. 

Следствие 3. Если fU«* > 0 или <*.-0 и ре(1лН,-2,...31 

то матрица MG(cc«{> с^р) тогда и только тогда, когда вы­

полнено условие (Сч) и 

(СС„) столбцы матрицы М С''-суммируемы, 

(ССг) Zk(k+^I ХД»Afc-$Слтлк| = 

4. Преобразования полей суммируемости для методов Рисса 

Рассмотрим случай, когда А = («^пк) метод взвешенных 

средних Рисса (R, рп) , сохраняющий сходимость, определен­

ный последовательностью (рп), где Рп = р0+...+ рп Ф 0 , рп Ф 

Ф 07 в виде преобразования ряда в последовательность, т.е. 

0tnK = С 4 - рк-'/рп при К 4 п , 

' о при К > R . 

При этом будем предполагать, что P-i = 0. Метод (Rif>n) 

нормален. Поэтому он имеет обратную матрицу (ixni<) 5 где 

(см.111, с. 116) 
1 Р,</рк ПРЙ Л = к 

-^(^/рк + Ч/рмО при П- К И 

Рк/Рк.( При П = К+2. 

, 0 при п. < к или п > к+2. 



Нетрудно показать, что в данном случае 

Пк=Рк̂ . 

Теперь из теоремы I вытекает 

Теорема 5. Если- метод В  конечнострочен, то матрица М £  

€ TrtcURiP«)) принадлежит множеству (t(.i?,pn)' С6) тогда 

и только тогда, когда выполнены условия (BMj) и 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  

Пусть матрица М е (Cfgeg). По теореме I и следствию 2 

(учитывая лемму 3), условия (А62) (которое в данном случае 

равносильно условию (КВц)) и (В%) выполнены. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  у с л о в и я  ( В М д , )  и  ( К В ц  )  

выполнены. Тогда выполнены и условия (АВц) и (AB*). Дейст­

вительно, условие (RBn) равносильно условию (АВ^) и,посколь­

ку в данном случае (как и в предедущем) цв= Л и ijK = О при 

К :й, то по условию (BMi) условие (АВ^) выполнено. Поэтому 

матрица М с (C(R,pn) ) сб) по теореме I. 

Примечание 2. В случае бесконечнострочного метода В 

справедливо следующее утверждение: если ряды Вт» сходятся 
4и для каждого е C(g)справедливо равенство (4), то 

матрица М е tC(R,p,o>ce) тогда и только тогда, когда выпол­

нена условия (ВМ2), (RBi) и 

( К8д) Рк Впк G G?n(p*). 

Если матрица М = (mm<) такова, что m пк - ек , где 

( tK) - заданная последовательность чисел, то по примечанию 2 

из теоремы 5 следует один результат Кангро. 

Следствие 4. (Г31, с. 216-219). Если метод В регуля­

рен, то числа £к являются множителями суммируемости типа 

t(R)Pn) 1 В) тогда и только тогда, когда выполнены условия 

(RBj) EIPk^^-I < » » 

( RBn) Мек=(Ь(РкЬ 

(REs) ZKIPK£^&^fl = 0W, 

( RB6) Рпк^кЕк = ©ntPx). 

Примечание 3. Из следствия 4 следует, что матрица М £ 
€ тогда и только тогда, когда выполнены условия 

(RE,) ZkIPK&^I = ®nV0» 

( REj) ^ 6(P«). 
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- При помощи метода математической индукции нетрудно по­

казать (аналогично доказательству теоремы 3), что условие 

( RE4) вытекает из условия ( R8-<), если метод В нормален. 

Поэтому из теоремы 5 и примечания 3 вытекает 

Теорема 6. Если метод В нормален, то матрица И € 

С(C(Rjf,n) -jс.в) тогда и только тогда, когда выполнены усло­

вия ( REj), ( ВМ^) и (RB^. J ' 

Следующая теорема дает простые достаточные условия для 

того, чтобы матрица М 6 (c(R, рЛ)) сб) • 
Теорема 7. Пусть конечнострочный метод В обладает 

свойством (Вг). Если для матрицы М = (тпк) над (Г выполве-

ны условия (КЕг), (ВМд) и 

CRB*) 1 

то матрица И е 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  у с л о в и я  ( R & * )  с л е д у е т  

выполнение условия (RE^), а также условия ( Rßjj), так как 

Zji p^^LI = zTiiü 5:крпКд^1 < tl* ZKIPWM 

по условию (Вг). Таким образом, по теореме 5 и примечанию 3 

получаем требуемое. 

Пусть теперь В -(R-, n̂) - (рпк) , т.е. fnK - А -Qk-iAn. , 

где Qn =•)»+...->• , ß-i = 0 , , QK * 0 при к & п и 

рпк= 0 при п < к. Тогда из теоремы 5 непосредственно выте­

кает 

Следствие 5. Матрица N е WC((R, рп)) принадлежит мно­

жеству (c(Rif,n) » t(R,)) тогда и только тогда, когда 

выполнены условия 

( RiW каждый столбец матрицы М (R,^)-суммируем, 

(RR*) 
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Поступила II.12.84 

THE MATRIX TRANSFORMATIONS OF SUMMABILITY FIELDS 

A. Aasma 

Summary 

Let A  be a reversive series-to-sequence method of sum­

mability over С, с,д be the field of summability of "the met­

hod A , & be a series-to-sequence method of summability 

over С and M be an infinite matrix over С < 

In the present paper the necessary and sufficient con­

ditions for the matrix transformation (2), that the series 

X^wiH be ß-summable for every series Сд are 

found. 

The cases, when Д or A and 6 are the methods of sum­

mability of Cesaro with complex order or the methods of sum­

mability of the weighted means of Riesz are considered 

as applications. 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та, 1987, 770,51-60 

0 ПОРЯДКОВОЙ СТРУКТУРЕ ПОЛЯ СУММИРУЕМОСТИ 

Т.Лейгер 

Поле суммируемости сд бесконечной матрицы А являет­

ся FK-пространством и,как всякое пространство последова­

тельностей, упорядочено покоординатно. Но оно не отличается 

хорошими порядковыми свойствами, поэтому теория упорядо­

ченных векторных пространств мало применима к исследова­

нию проблем суммируемости. Тем не менее, многие результаты 

теории суммируемости допускают порядковую интерпретацию. 

Если матрица А нормальна, то в сд можно определить но­

вый порядок 4а таким образом, что СА порядково (и топо­

логически) изоморфно с ВК-пространством с всех сходящихся 

последовательностей (смЛбТ). 

В § 2 настоящей заметке определяется аналогичный (в 

общем не антисимметричный) порядок в поле суммируемости мат­

риц более широкого класса. Изучаются свойства этого поряд­

ка. Вводится понятие матрицы положительной по отрезкам 

(АР-матрицы) и доказывается, что при естественных предпо­

ложениях в поле суммируемости АР-матрицы имеет место огра­

ниченность по отрезкам. 

В § 3 к изучению включения матриц применяется одна 

теорема типа П.П.Коровкина, доказанная в [23. 

§ I. Основные понятия и обозначения 

I. Пусть А = (аик) - числовая матрица, х - (хк) -

числовая последовательность и у = () - 1 AU) - после­

довательность , где^ 

'•= Хдк 0-ик X* (nеIN) (I) 

Введем обозначения СА = = ̂ х= (x,J • <ЬъА* ]. и Сод: = 

lxfecA : Uwi^x. = Oi. Множество с д называется полем сумми­

руемости матрицы А . Если о с •• ~{х=(хк) : 3 ̂wkxKl и 

?А1гПдХ - LmkxK для всех х е с , то матрица А называется 

регулярной. Если система (I) имеет для каждого у е с в точ-

-1 Если пределы изменения индексов не указаны, то они 

пробегают все значения в IN : •= {О, А, 1,... i . 
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ности одно решение, то А будем называть обратимой на с . 

В частности, каждая нормальная матрица А (т.е. О 

и CL П К = 0 при к > п,) обратима на С. 

Определим в сд полунормы -p0(xV.= льираЦЛ1, ̂ .^0-= 

UV , -pijUl $ = 12.к"о»4-1лхк1 (]=<Л,... )Поле сум­

мируемости (сд.'ри.) , где n.elN, является FK-простран-

ством, т.е. полным метризуемым локально выпуклым простран­

ством последовательностей, в котором из x(l"'—х (vw-»«) 
следует Xе"1—> хк (KeiN.in—([9], стр. 38). Если же 

А обратима на с, то (сд, -р0) - В к-пространство (т. е. 

нормированное F К -пространство). ВК -пространством являет­

ся также (с, II Hos), где 11x11«, Л<л^эк\хк|. 

Для последовательности х. = (хЛ) и wtelN обозначим 

хСт •- (хв, 0,0,...) (отрезки последовательности 

X). Будем говорить, что в точке х £ сд имеет место ограни­

ченность по отрезкам, если подмножество {хитЛ •• м € INI ог­

раниченно в (Сд , -рц)- Матрица А называется Aß-матрицей 
если ограниченность по отрезкам имеет место в каждой точке 
X £ Сд. 

2. Под упорядоченным векторным пространством (Е, 4 ) 

в этой заметке будем понимать векторное пространство £, в 

котором определено рефлексивное и транзитивное (не обяза­

тельно антисимметричное) отношение порядка 4 , удовлет­

воряющее условиям 
х  +  2  $  у  +  г  ,  х < у ^ > Х х ^ Х у  Х з = 0 ) .  

Тогда Е+'е{х.бЕч х^О] является клином, т.е. Е^+Е* £ Е* 

и ХЕ+ с Е + ( X > 0). 2сли порядок 6 к тому еще анти­

симметричен, то Е"+П(€ J") = и, таким образом, яв­

ляется конусом. Верно и обратное: если Е+ - конус, то 

порядок < антисимметричен. 

Подмножество DcE называется о-ограниченным, если 

существуют а и Ь изЕ с D с. [а,Ы i - Ixe t = ц <х i 6 }. 

Каждое конечное подмножество о-ограничено в точности тогда, 

когда Е +- Е + = Е. Клин Е + с таким свойством называется 

порождавшим. Элемент u е Е + называется порядковой единицей, 

если для каждого хеЕ найдется Х> 0 с -Xu £ х s Xu. Под­
множество DcE будем называть о-выпуклым, если La, tl с |) 

для всех а. и 6 из О. 

Говорят, что (Е, О архимедово упорядочений, если 

из о-ограниченности подмножества {кх : welNlI следует,что 

х 6 0. Если же в Е верна импликация 
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— у Л vt х < у (vi б AN У =$• х=0, 

то (Е , i ) называется почти архимедово упорядоченным. 

Пусть (E.prt, ž- ) -локально выпуклое пространство 

(ЛВП) с порядком < , где топология порождается семейст­

вом полунорм Такое ЛВП будем называть локально о-

выпуклым, если оно имеет локальный базис из о-выпуклых 

окрестностей нуля. В локально с-выпуклом ЛВП каждое 

о -ограниченное подмножество ограничено. Клин Е + называет­

ся телесным, если его внутренность непуста^ Оказывается 

(С6], стр. 80), что если Е бочечно, то внутренность клина 

Е+ совпадает с множеством всех порядковых единиц в Е. 

Рассмотрим, например, архимедово упорядоченное ßk-

пространство (с, Il i|«j, 4), где х $ г : 4=> xKs ак( IN). 
Этот порадок антисимметричен, конус С+ является порождаю­

щим и е: =• (4,1,... ) - порядковая единица в (С, i), а 

-единичный шар в (с, II II oJ. Отметим, что 

(С, И Hoü, 4 ) локально о-выпукло. 

Ниже х> 0 для х £ С означает, что Хк>0 (<eiN ). 

§ 2. Порядок поля суммируемости 

Пусть А = (йпк) - бесконечная матрица. Введем в по­

ле суммируемости сд порядок <д соотношением 

X >40 : *=> > 0 (we'IN), (2) 

где числа определяются преобразованием (I). Подмно­

жество . •> 
С а '• = |х € СА х 0 j 

является клином в сд. Так как преобразование А: сд —з> с. 
непрерывно (191, стр. 29), а конус С+ замкнут в (С, II Нм), 

то Сд
+ - А'Чс1-) замкнут в (сд, к̂). 

Если А обратима на с, то Сд является ко­

нусом в сд. В таком случае А устанавливает изоморфизм 

между (сА, 4Д) И (С, II И«, < ). Тогда СА обладает 

этими же порядково-топологическими свойствами что и с . Та­
ким образом, (с^, -р0, < д ) является (почти) архимедово 

упорядоченным локально о-выпуклым ßK-пространством, в 

котором точка А* (е) служит порядковой единицей. 

Если же матрица А необратима на С, то 

порядково-топологическая структура поля суммируемости С А 

существенно сложнее. Следующий пример показывает, что пор­

ядок, определяемый соотношением (2), может быть тривиальным. 
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Пример I. Пусть 

/ 1 л 

-1 \ 
1 и 
1 2. 

1 - 1  
а. 2. 

О 
А 

1 1 1  
3 3 5 

V _ 1 _ А 1 
5 3 ~ 3 / 

тогда сд - С0 С-| , где Сл - метод арифметических средних 

ГЛ - I ' <- « ' « -v. к - - J /~ 

и обозначать через ŽD класс всех таких матриц. В класс Ф 

входят, в частности, 

1) матрицы, обратимые на С, в том числе нормальные, 

2) матрицы А = (0.пк) с 

в том числе все положительные регулярные матрицы. 

Предложение I. Если Д fe X), то 

1) в (Сд , <д) существует порядковая Единица, 

2) клин сА телесен в (сА, 1 i А), 

3) клин СА является порождающим в (сА, žA), 

4) порядок является архимедовым в СА. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  у с л о в и ю  ( 3 )  с у ­

ществует и 6 А(сд) с 0 < и-« ( к & IN ) и -Ф О . 

Эта точка является порядковой единицей в VС, 4 ), Пусть 

V= (v*1 к Сд С A(v) = U.. Если XfcCA, то А(х) £ с и 

существует такое число Л >0, что -Xu s AU) $ Xu..Это рав­

носильно условию -Xv х < Xv. Итак, v - порядковая еди­

ница в (сА, 6А) , т.е. утреждение I) доказано. Так как FK-

пространство (сд, •jxl бочечно, то казвдая порядковая еди­

ница - внутренняя точка клина сд
+ . Отсюда следует спра­

ведливость утверждения 2). Непосредственно из I) следует и 

утверждение 3). 

Утверждение 4) следует из замкнутости клина сА (см. 

Сб 1, стр. 79). 

Предложение 2. Если А € 3D то подмножество D с Сд 0-

ограничено в точности тогда, когда хfê  (*) < =*=. _ 

(LIj, стр. 69), а с; г iUL 

В настоящей заметке будем рассматривать матрицы А-(й„к) 

О < 2L к (ХЛЛ * й + ü (и. —» ), 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  0  О - о г р а н и ч е н о  в  

' (сд , 6Д), то найдется такое число Л > О , что 

-Xv 5 д X 6 д Xv (xfeD), 

где V - некоторая порядковая единица в (ед, 6 д\ Это зна­

чит, что 

1 Х>к ССЦК *к 1 ^ к ̂-Ик Ч: "^i х fc 

сткуда 
^>0(х) — -Ы-ср ̂  I 2-1-а О-кк Х\С 1 ^ X ™ ^^6^ (х 0 ) . 

Пусть, обратно, D ограничено по полунорме -р,. Тогда 

существует М > 0 с М 4 М ( хе D ). Отсюда 

- M i  1 л к  & w k X K  <  М  ( w e l N ,  x e D )  
или 

- Me 5 А(х) ^ Ке (хfcD) 

в (с, £ ). Если V - порядковая единица в (ед, йА~) , а 

ил= A(v\ то найдется X > О с 

-\ш « - Me i AW < Me < \w. (xь D) 
в (с, б ) , т.е. 

-Xv $ д X $ д XV (х 6: D) . 

Итак, Е о-ограничено. 

Следствие 3. Отрезки X точки х<ьсд ограничены в 

FК-пространстве (fAi Ък) в точности тогда, когда они 

о -ограничены в (сА, <А). 

Доказательство вытекает непосредственно из предложения 

2 и факта, что (хCmJ) < <*> (к = 1. 

Из следующего предложения следует, что (еЛ, šA), 

вообще говоря, лишено многих важных свойств, вытекающих из 

локальной о-выпуклости. 

Предложение 4. Если AeS) и (еД) £д) локально о-

выпукло, то ГсА, -jD0 ) - ВК-пространство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если (сд, , ž д) ло­

кально о-выпукло, то каждое о-ограниченное подмножество, 

в том числе и окрестность нуля { х есд i -£>0(>о s \ \ , огра­

ничено. Утверждение следует из теоремы А.Н.Колмогорова ([3], 

стр. 57-). 

Отметим еще, что >-р0 является нормой в Сд , если 

(сд, бА) почти архимедово упорядочено. Это вытекает из 

факта, что функционал Минковского подмножества [-v, v 31 

где v - порядковая единица, является нормой в точности 

тогда, когда порядок почти архимедов. 

Определение. Матрица АбЗ) называется положительной 

по отрезкам или, короче, АР-матрицей, если в (сд, Sд ) 
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верна импликация 

X 0 => Х0"3 >А 0 (w,6lN). 

В случае нормальной матрицы А это условие характеризу­

ется распределением знаков в А и в обратной матрице А~<=(<0 
(см.[4],[5],[81). Известно знамечательное свойство регуляр­

ных АР-матриц: из ограниченности по отрезкам в точке е сле­

дует ограниченность по отрезкам во всем сА ([81, теорема 5; 

см, также [4 3, следствие 2.2). Оказывается, что аналогичное 

утверждение верно и в более обшей ситуации. 

Предложение 5. Пусть AcS - AP-матрица с (йпк)пхС Е С 

(ке. IN ) и пусть v - некоторая порядковая единица в (ед, 6Д). 

Вели в точке v имеет место ограниченность по отрезкам, то А 

является Aß-матрицей, 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В в и д у  с у щ е с т в о в а н и я  п р е д е ­

лов (кеIN) поле суммируемости сд содержит отрез­

ки всех своих точек. В силу предложения I клин сА
+ является 

порождающим в (Сд, 4д), поэтому достаточно доказать огра­

ниченность по отрезкам в с*. 

Пусть отрезки Vе""1 ограничены в (сд , 1эн). Согласно 

следствию 3 найдется X > 0 с 

О < А V Cml 6 A Xv (Hv, е (N), 

Пусть х - произвольная точка из СА
+ Найдем л, > 0 с 

О $ а х < А <х, V. 

Так как А - AP-матрица, то из последнего условия заключим, 

что з 
О К а̂ (Х-V <д o(zXv (KwelN). 

Итак, отрезки точки х о-ограничены, поэтому в силу след­

ствия 3 и топологически ограничены. Предложение доказано. 

Следствие G. Положительная регулярная АР-матрица яв­

ляется AB -матрицей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к а я  м а т р и ц а  п р и н а д л е ж и т  

классу Т) , кроме того можно положить v- е, Утверждение сле­

дует из предложения 5. 

Пусть А^бф и пусть ряды Х.Ц х'к (и. е IN ) схо­

дятся всюду в Сд . 

Определение. Матрицу В будем называть А-положительной, 
если в Сд верна импликация 

х 5А 0 =5> х > 6 0 . 

Нетрудно убедиться, что в случае нормальной матрицы А 

матрица В является А -положительной, если матрица G = Ow), 
где 
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t— 5- < ̂ и ^ЧКМ Cv*., l. fc IN), 

положительна, т.е. > 0 (vt,l е IN ). 

§ 3. Теоремы включения матриц 

Наличие порядковой структуры в поле суммируемости поз­

воляет для исследования проблем суммируемости использовать 

методы теории упорядоченных топологических векторных прост­

ранств. Мы про иллус трируем это на примере, где к изучению 

включения и регулярности матриц будет применена теорема, 

доказанная М.А.Красносельским, В.С.Климовым и Е.А.Лифшицем 

[21. 
Пусть Е - банахово пространство, упорядоченное кону­

сом Е+, и Е* - множество всех непрерывных положительных 

линейных функционалов в Е, Говорят, что ненулевой функционал 

|еЕх проходит через точку ь Er
f если ^(хс)-0.Точка Хое Е* 

(х,Ф 0) называется точкой гладкости конуса Ег если через 

нее проходит единственный (с точностью до нормы) ненулевой 

функционал из Е* 

Теорема 7 ([21, теорема I). Пусть последовательность 

(непрерывных(положительных линейных функционалов Е* удов­

летворяет условиям 
= о, = о4с , 

где х0 - некоторая ?очка гладкости, а 1 - внутренняя точ­

ка телесного конуса Е+. Тогда последовательность (.^*) схо­

дится всюду в пространстве Е, причем 

5CxV 

где й е Ех проходит через точку г . 
В упорядоченном банаховом пространстве (с, и i ) 

положительный конус с+ телесен: внутренней точкой являет­

ся, например, точка е. Общий вид положительного линейного 

(непрерывного) функционала в с дается формулой 

jj'(x) = «,2дуцкхк + !_,<<&* хк XoiK <°°). 

Пусть w = (wÄ> с 0 4W/v—>0 (к,—>~>). Так как через w про­

ходят лишь функционалы в виде ^(<1 = * Чл*л с * > О, то 

w является точкой гладкости конуса с+, 

Если А = - нормальная матрица, то упорядочен­

ные банаховые пространства и (с, II IU, j) 

изоморфны. Поэтому А~1(е) - внутренняя точка, а А"1 (w) 

- точка гладкости конуса Сд
+ , где 0 <—>О (it—»со). 
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Пусть, далее, В = (£>*„.) - конечнострочная А-положи­

тельная матрица. Тогда функционалы В*., где ВЛ(х)~ Л̂11ХК 

(и. elN) непрерывны, положительны и линейны в (с, а <.) Если 
Л'Г° I А' 

выполняются условия 

3 Ькй'Че^, - О 

для некоторого w с 0<wK—=>0 (v. —эг =»), то согласно теореме 7 

существует Ёч<.*•)= 2***^ 5при всех х е сд. 

Значит, сь а СА. .Итак, верно 

Предложение 8. Если конечнострочная матрица В А-поло­

жительна, а А"Че^ tC6 и A Yw) 6 Cog, для некоторой точ­

ки W с 0<W^—>0 (к,—>оо), то еь а СА. Если при этом еще 

, то х = £мдх для всех Х6СА , т.е. 

матрицы А и Е> совместны. 

Условие о конечнострочности матрицы В может быть за­

менено некоторым другим условием, обеспечивающим сходимость 

рядов 2-кЛм«.**; ( y\elN ) в с.А . 

В случае А= (5"п<)получаем из предложения 8 следушее 

утверждение,-доказанное для нормальных матриц Беэкманном 

и Целлером ( [5] , теорема I), а также Кершоу ( [7] , теоре­

ма 5.1). 

Следствие 9. Положительная матрица В с < 00 

(we IN ) регулярна, если = 4- и 2L«£W4.=0 

для некоторой последовательности w с 0<wK—»0 (к —>«). 
Пусть Д = Ъ - (<SUK) с = 4, если к s Vv , и 

если к >w. Тогда А~л- (<х* О с 

Г Л при I = к. , 
° ^ K. L  =  л п р и  L -  к . - ' ' ,  

I 0 для i < Х.-4 И L >к . 

Ясно, что - CS - множество всех сходящихся рядов. Ес­

ли СБ 5 CS и ^Avwbx = 1. kхк для всех х & <. s , то го­

ворят, что В регулярно в смысле преобразования ряда в пос­

ледовательность. Из предложения 8 вытекает 

Следствие 10. Матрица Б с Л 6К< > = > 0 и 

2ji<д ^00 (w,K.e IN) регулярна в смысле преобразования 

рада в последовательность, если = 1 и для некото­

рой последовательности и =• (ак) с 0 < 0 выполняется 

условие 51iKfcn.1(aK = 0. 
Следствие II. Пусть А - регулярная положительная нор­

мальная матрица с Z k - 4 (neIN). Если конечнострочная 

А -положительная матрица 6 регулярна, то с а :> сд f причем 

матрицы А и В совместны. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  р е г у л я р н о с т и  м а т р и ц ы  

Ь следует, что Х.к и для 

всех vee,,. Так как А"*(еЛ = е и 0< (R-»«O) 
для всех W с 0 < kV—>0 (к,—*=°), то А"1 (е) бс6 и A'VvOec^. 

В силу предложения 8 имеет место включение Сдс Cft с = 

* КоИдХ при всех х 6 СА. 

Пример 2. Если А =• (.0. «.*) с 

й-и. к. 
_ f Фк /К при К 4 w, 

" 1 0  при Vt > w , 

где рк> 0 («.feiM ) и рк-9°° (*-*<*>) (регулярный 

метод взвешенных средних Рисса; см.tl], § 17), а В - неко­

торая регулярная треугольная матрица, то 

[ ikЛ при kik, 

G L O при к > ч. 

(см.II], стр. 117). Итак, если Д >, О ( и., к е IN ), 

то В является А -положительной матрицей и в силу следствия 
II сь р еА , причем А и Ь совместны. 

Пример 3. Если А - С01 и Ь= с -4<=* < |£ (методы 

Чезаро; см.[1], § 15), то 
Ol Z (1 
А* А п„к /Ак при к. s.u., 

при < > w 

(см.II], стр. 88). В силу следствия II имеем сь э <v ', а 

матрицы А и В совместны. 

А • (А" До" 
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ÜBER EINE ORDNUNGSSTRUKTUR IM WIRKFELD 

T. Leiger 

Zusammenfassung 

Im Wirkfeld Сд einer Matrix А = (й.П1Л definieren wir 

die Ordnung durch 

* 0 * 5Lrk CcWKKi. Ь 0 (n. €. IN) . 

Die Matrix A heißt abschnittspositiv (kurz: AP-iatrix) wenn 
gilt: 

X >д 0 =5> X - ) >A0 (hat IN). 

Ist A reversibel, so ist die- Relation 5^ reflexiv, antisym­

metrisch und translativ (vgl.VSl). Bei nichtreversibler Uat-

rix A ist nicht mehr antisymmetrisch. 

In der vorliegenden Note beschränken sir uns auf eine 

Matrizenklasse 2) (siehe (3)), die insbesondere alle Matri­

zen A mit 0< 2<kCLmiJ-*CL'^0 (W-»°=) sowie alle normale .-;atri-

zen umfapt. Bs ist bemerkenswert, dap für AeS) der halb­

geordnete Vektorraum (сЛ| >л) eine Ordnungseinheit besitzt 

und der Keil C* •- = 1хГ6Сд 1 x ̂  0 S erzeugend ist. uabei gilt(vgl. 

[81, Satz 5) 

Satz 5• Sei A^S) eine AP --iatrix mit СДЭ ес*Ч = 

(k.feiM ). Sind die Abschnitte Vм einer Ordnungseinnei.t vfc 

6 Сд im FK-Raum Сд beschränkt, so ist Д eine A-B-i.iatrix 

(d.h., xCls3 sind für jedes ХСсГд beschränkt) . 

Lie Einführung der Ordnung ermöglicht Resultate 

über halbgeordnete topologische Vektorräume in der Limitie­

rungstheorie anzuwenden. Als sin Beispiel dazu geben wir 

einen Vergleichssatz (Satz 8), der aus [23, Satz 1 folgt und 

ein bekanntes Ergebnis von Beekmann und Zeller (Г53, Lemma 1) 
und Kershaw Ц7], Theorem 5»1) umfapt. 
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0 А-ВКЛЮЧЕЖИ МАТРИЦ СУММИРОВАНИЯ 

Т. Лейгер, М. Мааэик 

Кафедра математического анализа 

В теории суммируемости проблема о сравнении методов 

суммирования является одной из главных. Она решена для мно­

гих конкретных методов. Каулинг С5 ] и Рассел [61разработа­

ли метод изучения включения общих матриц суммирования. В 

настоящей заметке этот метод распространяется на суммирова­

ние со скоростью. Понятия А-сходимости и Л-суммируемости 

а также другие основные понятия, рассматриваемые ниже, были 

введены Г.Кангро ([1],[21). 

I. Пусть >. 0<ХКТ°°. Последовательность х -UK) 

называется Л-сходящейся (или сходящейся со скоростью X), 

если существуют пределы 

ilwt х* =: F4, '• ILvw (Ъ* == р. , 
где1 

s = Х(Хк - I). 

Множество сх всех Х-сходящихся последовательностей яв­

ляется ßK-пространством с нормой i!xll= 1^1$, а 

подпространства 

С* {Х Е СЛ 1 1 « OL, 
Кх : = i х е сх : ̂ •= jb - Oi 

замкнуты в сх. Отметим, что последовательности 

е(к) • - ((TKL) (ке IN), 

е := НИ,...), 

принадлежат сЛ Нетрудно проверить, что сХ= и.Х®<ех>е<.е>. 

Пусть А - (акк) - некоторая бесконечная матрица. Рас­

смотрим преобразование 

Ап(х):= := (welN) (D 

1В настояцей работе IN = {0,1,1,...$. 
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и обозначим А(х)»= цs ~(ук) ~ (А*Ы). Для хесА:-{х=(хк): 

3 tuvI =: ̂  =: ЙтдХ$ обозначим 

Если хесА и существует предел 

luvt у* fx) = : ̂ДЫ 

то последовательность х называется А -суммируемой (или А-

суммируемой со скоростью X), Множество всех АХ-суммируе-

мых последовательностей обозначим через С». Таким образом, 

с д = А 1(сх), аналогично СоД!= и : = А'Л(и.х). 

Матрица А называется Х-обратимой, если для каждого 

tj€C X  существует в точности один элемент хеСд с А(х) = и , 

Для Х-обратимой матрицы А множество Сд является В К -

пространством с нормой 

И Х »  ̂  ALL p  i l ^ ( x ) l , 4 l i ,  

а функционал |£ Сд: (т.е. линеен и непрерывен в Сд ) в 

точности тогда, когда 

-V Z^dL^U) (2) 

где 2, < 00 . 

Отметим, что в случае произвольной матрицы А в Сд 

можно определить FK-топологию (см.123, § 2). 

Говорят, что в точке хеСд имеет место ограниченность 

по отрезкам, если отрезки 

х с "°== (х„,...,  х^,  0,0,...)  =• (mfc IN)  
х 

составляют в сд ограниченное подмножество. 

Определение. Матрицу А с 

CLK: — Q-цц. — О (к€ IN) (3) 

назовем Х-Aß -матрицей, если в каждой точке X еимеет 

место ограниченность по отрезкам. 

Для матрицы А, удовлетворяющей равенству (3), обозначим 

через Lд подмножество всех последовательностей х в Сд , 

при которых суммы 

5 т н .  ̂ t v  ̂ - 3  Q - И Л С  X  к  ,  С ^ - И .  Х ц  0 . к к  X i ;  
П=0 к.= о *=о 

существуют и равны между собой для всех последовательностей 

(d.«.-) с ž-ld.hl <«>. Аналогично лемме 4.2 из [7] доказы­

вается 

Предложение I (141). Пусть А - матрица с ak=0 (kelN). 

Точка La в точности тогда, когда в точке / имеет место 
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ограниченность по отрезкам. 

Матрица А называется Л-консервативной, если с.д з сЛ. 

Предложение 2 (123, лемма 3). Матрица А X-консерва­

тивна в точности тогда, когда 

1° е е с ), 

2° Sr'%-1 < « , 
К=0 

3° матрица Ot = (oi „.«J с 

övu К IN) 
*- • А к 

консервативна, т.е. ^ С •• = 1х = (х<) 1 3 Uim х,Л. 

Определение. Матрицу А будем называть X-регулярной, 

если она X-консервативна и 

eU)e (т.е. tum Хк а„к = 0) (ке1Ы), 

co*WX
A 

(т.е. и aitwv Хк1^*0), (4) 
и. к- 0 *- И. "• к-ох* 

е е с А VpoA 

(т.е. 3 а к̂ =: а ̂  0 и 3kvH хЛ I,ahK-ü)). 
«• Ц tro 

Отметим, что в случае. Х-регулярной матрицы А имеем 

включения кх с п * и с СоА. Это вытекает непосредст­

венно из доказательства теоремы I статьи [13. 

2. Если А и В - матрицы со сходящимися столбцами Ст. 

е. существуют пределы йдиа*к - ак и lüw 6Klt = : (neiN)), 

то для заданной скорости X определим матрицы 01' (о<пк) 

(см. предложение 2) и <& = ) с 

П X« (. - FCIC) 
рил. = = — (н,к € IN) . 

Если при этом существуют пределы 
об 

ССНГ <Х ^ = ••«.< (К6 IM) €Д VVI XIOIFVIT-'-OG, (5) 
М. *• " *=о 

а ряд 2,оСц сходится, то обозначим 

0<(0О : = оо— . 
к.= о 

Известно (12], § 2), что tyCOO существует при X -консер­

вативной матрице А. 

Предложение 3. Пусть А - X-обратимая матрица, удов­

летворяющая следующим условиям: 



1° eu> £ Co UelN), 
A 

c m "  
2° -X _ „х п , * 

•°А 1 1 L А 

3° е еСд, 

4° 3 "ХСОО * 0. 

Пусть, далее, В - матрица с 
5° е1« £ С g , 

6°3^m6eX = 1 Г. 
6 к-о х«-

Если С д с С 6 , то & = 0 Ot 7 т.е. 

^иvw ̂ тк (vi,к В IN) (6) 
\ т =: о 

где D= - консервативная матрица. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о с к о л ь к у  с  C g  ,  т о  

c^' (nelN). Следовательно, для всех xtcx
A и v>e IN 

справедливо равенство (см. (2)) 

( х )  ~ +  М  '  

где lclnw I <oa ( h£ IM). Учитывая условие 1° получим от­

сюда, что 

fonfc- f Т^еЫ) Мк + Ь (n^elM). (7) 
I А< \ wc О 

В силу условий 2° и 4° ряды 1->оЦ и L сходятся и 

(W = 2л d*w,<Xv*K ( h fc iN ) . 
K-0 " K.-V 4,- V rvx-C 

С другой стороны, воспользовавшись 6°, получим 

чг . =?* 4 »г is. - ̂  ic / ^ ̂"-*1 _ (•': _ 
^rVic ~~ ^ X* ™ ^ 2j х ^ ' ~ 

К~0 - К.-0 * VL^G * ^ 

~ Y^lex) - кл 1|МАеЛ + ̂ й + 1л ^LI<X k. 
Ч nt-с К = 0 

Согласно предположению 2° имеет место равенство 

Ь  £ с 1 Л л о с м к  
=  5 .  lj ! X m K  ( и е М ) ,  

к.-О ил-V w - С k.~v 
поэтому 

0 ™ ^и. 1<X# ~ ^ 'Х СОХ ) ( W 6 {М\ 
*- О 

Ввиду условия 4° t„ = 0 (nt(М), вследствие чего из (7) вы-

теказт равенство (6). Остается доказать консервативность 

матрицы 0 -
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Положив Z • - A Ve) имеем £uwaž = 1 И у лп (ž) = 0 , 

а у 1 tti - 'tvк U6;IN). Следовательно, (kh)e с. Для произ­

вольного Х£ С д получим ад 

Y&Cx) = 2uvi • tiv ÂX + 2^<АИИ1у* (x), 

откуда в силу Х-обратности матрицы А следует консерватив­
ность матрицы D . 

Следствие 4. Если помимо условий 1°-6° предложения 3 

"к. - Ч (K^IN) f то из включения с д с следует, что 

К.к ~ <.̂ K6lN) (8) 
w= 0  A y v  

где матрица D консервативна. 

3. Предложение 5. Пусть А - матрица с < х к - 0  GcelN). 

Если D - консервативная матрица, а матрица 6 определена 

равенством (8), то 1_А с с ь , 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С н а ч а л а  з а м е т и м ,  ч т о  L A  с  

С с0д- В самом деле;если х & |Д то рад Žua^x ̂ 
сходится для всех <яе (! , откуда из-за неограниченности пос­

ледовательности Л и следует, что х е. с<*А . 

Пусть теперь х е LЛ
А и D - консервативная матрица,тог­

да ДЛс1ипД < 00 Cue IN). Из включения L А с с „ д следует ра­

венство 

Ц М X vv\ О. WXJ,; Xfc. — У -к - О -ич = С tvx - Ö V 

Если матрица 6 задано в виде (8), то из последнего равен­

ства заключим 

в*lx) - Хк ^ ChelM), 

откуда 1.1м ßx = 0 и 

t'-W 

Ввиду консервативности матрицы Р существует ^ » т. е. 
KfcCg. Из предложений I и 5 заключим -

Предложение 6. Пусть А - X-Aß - матрица, а матрица 6 

задана в виде (6), где D - некоторая консервативная матри­

ца. Тогда С оА с сх
6 . 

Чтобы получить достаточные условия для включения С А  с 

с Сь , заметим, что в случае е e cx \с*д каждый элемент X е 

£Ca представляется единственным образом в виде 
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4? 
t
X = * * Iе 

где 1 ••= x — "v^cC e e c0* . В самом деле,. 2 е. с A и 

&LmA г = &-игАх - &тде = = О. 

Итак, Сд - СоА @ <<а>, Из предложения б следует 

Предложение 7. Пусть А - Х-AB -матрица с е е Сд \ с од . 

Если D - консервативная матрица, а матрица В задана в ви­

де (8), то с Сц в точности тогда, когда е е с ̂ . 

4. Пусть теперь А и В - Х-регулярные матрицы. Тогда 
ак" ̂к-с^-О (не IM ) и <х* 0 (см. (4)), значит 9((ÕO ¥ 0 . 

Далее, в силу консервативности матрицы Ol существует вто­

рой предел из (5), поэтому для любой последовательности 

(clK) с 2L,!cL^\ < =о имеем 
со OÖ ОЭ oo ОО Ob 

и, ̂  н X v "**  ̂К.  ̂ " ^~ U к = 0 W-S-Ö к.= V) К.х.0 п-о 

^ К=0 h-=.0 

т.е. е е L А. В итоге выполняются все условия 1°-6° пред­

ложения 3, а также предположение е е с60 С-А\С.&Д предложения 

7. Из следствия 4 вытекает 

Теорема 8. Пусть А - -обратимая Л-регулярная \-

АВ -матрица, а В - произвольная ^-регулярная матрица. 

Включение сх с имеет место в точности тогда, когда ß 

имеет вид (8), где 0=(с1ц^ - некоторая консервативная 

матрица. 

Рассмотрим и другую возможность выведения необходимых 

и достаточных условий для включения с д с с * . 

Предложение 9. Пусть А - X-обратимая Х-AB -мат­

рица с et<J £ (ке1Ы). Если В - матрица с &к= О (кем), 

то включение Пд с с\ имеет место в точности тогда, когда 

В представляется в виде (8), где D(c0) с с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  

Если Ид с с\ то ^6 Кд' (nelM). Поэтому для всех ге иД и 

h.eiN из (2) получается, что 

у 1(a) = boctkh,Y"t2) nelN). . 

Положив ü,i = еСи (te IN ) получим равенство (8). Так как 

А А-обратима, то из существования предела ^ ® (i) 
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для всех 2.е следует, что D (с„) с. с. 

Д о с т а т о ч н о с т ь  д о к а з ы в а е т с я  а н а л о г и ч н о  

предложению 5. При этом используется соотношение Нд с [_А . 

Пусть А - 0\-регулярная матрица. Из определения Х-ре-

гулярности следует, что каждый элемент хе Сд представляет­

ся единственным образом в виде 

X = 2. +  ̂е -t- <5 ех , 

где 2 б и-'д, a g и б" - некоторые числа. Итак, 

Сд = кх Ф < е> е <«*>, 

вследствие чего из предложения 9 получается 

Теорема 10. Пусть А - X-обратимая "^-регулярная Х-А 5-

матрица, а В - матрица с 0 Ue IN). Включение С Х с. сg 

имеет место в точности тогда, когда матрица В имеет вид (8) 

с D(с0) с с и е , ел € сх. 
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UBER A-INKLUSION VON MATRIZEN 

T. beiger, M. Maaeik 

Z usanuaenf ass ung 

Es sei X • - (XK) y 0<\lct. Bine Folge x = (xK~) nennen. wir 

X-konvergent, wenn existieren IlLwt xK = : ̂ und Üun XkUk-I|)" 
— i|b„ Die Menge С aller -̂konvergenten Folgen ist ein BV(-

Raum mit der Horm l|xl! •- - лл^р ̂ lxK(xK-^)|, ([23) . Wir set­

zen eti0: = (Sfci) (kelN), e(-1,1,...) und ex-. = (X^). Offen­

sichtlich sind die Folgen e"*, e und ex X-konvergent. 

Für eine Matrix А - (6LKK) und eine Folge x setzen wir 

Чл * ~ 2» ̂ кк AU) 'F Ц ' — ^Чц) . 
Die Menge 

с А : " 1 x = (ХкЛ : 3 Ilvwv  ̂=-.>v^ , 3Civv». Lx) 

wobei ^tiO ••= XKN*-"1!.) ist, und die Teilmengen 

C o A M * £ C a  1  =  И -д-.-Uecv- -ц-^АсЛ = 01 

sind im allgemeinen FK-Räume. Ist A ^-reversibel (d.h., 

für jedes «j 6 CX gibt es genau ein. Element xeĉ  mit tj'AU)), 

so sind CX > СХ
Д und nX BK-Räume mit der Norm 

llxti := л-м-р lijli. 
Wir neimen eine Matrix А X-A* -Matrix, wenn Сод ein 

Aß- FK-Raum ist. tfeiter nennen wir A Vpermanent, wenn 

die Inklusion cx с cx ( \ -Konvergenztrue; siehe ПЗ, Satz 1 

und [23, Lemma 3) mit eCit>6 inx ( к. fc IN), eX £ с^ХИд und 

ее cx\c£A gilt. 

In der vorliegenden Note untersuchen wir die Inklusion 

Сд сcX . Mit Hilfe einer funktionalanalytischen Methode, die 

Cowling [5I und Russell tb3 für die Inklusion с.д с С& ent­

wickelt haben, erhalten wir notwendige, hinreichende und z. 

T, notwendige und hinreichende Bedingungen für die Inklusion 

Сд с cx
6.ss gilt z.B. 

Sata Ю. Ist A eine X-reversible "V-permanente Х-АБ-

Matrix und В eine Matrix mit tUw feftlL=0 (ktlN), so ist die 

Bedingung Сд с Cq genau dann erfüllt, wenn e,execx gilt und, 

die Matrix В durch 

. к C^i^^X wv O-wic , x 

'Jk ^ 
eit D'-(cLnm) • c0^»C darstellbar ist. 
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ВЗАИМООТНОШЕНИЯ МЕДДУ СИЛЫЮЙ И ОБЫКНОВЕННОЙ СУММИРУЕМОСГЯМИ 

СО СКОРОСТЬЮ В ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А. Тали 

Таллинский педагогический институт 

В настоящей статье научается связь между сильнойи обык­

новенной суммируемоетями со скоростью, я, в частности, так­

же между сильной и обыкновенной суммируемостями последова­

тельностей в локально выпуклых пространствах. 

$1. Необходимые и достаточные условия для 

сильной суммируемости со скоростью 

I.I. Пусть&• - секвенциально полное отделимое локально 
выпуклое пространство над полем комплексных чисел (Г (или 
над (R ), топология которого определена семейством полунорм 

V = [fii . Пусть, далее, А - некоторое преобразование, пере­
водящее последовательность* Х= в последовательность 

Ах = (%,) » ИЦ£& » а " тае*ова* патри­

ца, удовлетворяющая условиям 

<» 

С/'at ' °~<1> • (2) 

Предположим также, что { - некоторое фиксированное 

число иА=(Аа) - монотонно возрастающая последовательность 

с Лп > 0 . п 

1 Свободные индексы принимают всюду значения 0,1,2,.... 

Заметим, что вместо последовательности х=(£а) мы можем расс­

матривать элемент х произвольного множества, так как при­

рода области определения преобразования А в настоящей ста­

тье не имеет значения. 
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Приведем основные определения работы̂ . 

Определение I. Последовательность х называется сумми­

руемой3 методом РА (коротко РА-суммируемой) к сумме lj)£ 
если 

ti(Yl 6^= ̂  (33 

где (РА)х = ( ̂  ? • 

Определение 2. Последовательность X называется РА-

суммируемой со скоростью Л (коротко CPA)"*" -суммируемой) 

к сумме , если существует предел (3) и последователь­

ность [Л/ 6̂ -1̂ ) j сходится в пространстве & . В частности , 

если последняя последовательность сходится к нулю бе. б- , 

т.е. если 

Ебтг Л J - Я) = 9, (4) 
И. (V П. L 1 

то последовательность X называется регулярно РА -сумми­
руемой со скоростью Л (коротко регулярно (РАУ*"-суммируе­

мой) к суше . Последовательность X называется РА -ог­
раниченной со скоростью Я (коротко (РА ̂ -ограниченной) , 
если существует предел (3) и последовательность {1̂ (6̂ - 1j>)} 

ограничена. 

Определение 3. Последовательность X называется сильно 

РА -суммируемой в степени 1 (коротко L Р, А ̂ -суммируемой) 

к сумме ?£ , если 

^ ( 5 )  
при каждой полунорме jief^ , и сильно РА -ограниченной в 

степени г (коротко L̂ „-ограниченной), если 

(6) 

при каждой полунорме |1еФ. 

 ̂Определения 1-4, а также теоремы 3 и 4 (без докаэа-

телств)докладывались автором на конференции Тартуского уни­

верситета (см. [2 ] ). 

3 Чтобы подчеркнуть отличие от сильной суммируемости , 

мы называем суммируемость последовательности х также и 

обыкновенной суммируемостью. 
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Заметим, что условие (2) гарантирует единственность 

[ р; A -суммы последовательности X , а, в силу условия (Г), 

из L Р, Al̂ -суммируемости х следует ее С̂ АД-ограниченность. 

Определение 4. Последовательность х называется сильно 

РД -суммируемой со скоростью Л в степени t (коротко 

Г(Р,А) -суммируемой) к суюле , если 

V d >  ( 7 )  

при каждой полунорме [ге"Р, и сильно РА -ограниченной со 

скоростью А в степени К, (коротко [(̂ А/̂ ограниченной) , 

если выполнены условия (5) и 

,8) 

при каждой полунорме jte'?2. 

В частности, если Aft= 0(1), то понятия £(Р, А) Зг-

суммируемости и С (Р, А )ХД ̂-ограниченности последовательности 

X совпадают с понятием L Р,Al̂ -суммируемости, а понятия 

регулярной (РА̂ -суммируемости и (РА Г-ограниченности - с 

понятием РА -еуммиреумости. 

1.2. Приведем несколько предложений, вытекающих из оп­

ределений 3 и 4. 

Предложение I. Пусть матрица ~Р= ( Jiüt) удовлетворяет 

помимо условий (I) и (2) также условию ]г̂ =о-(1) <fe=0,4A-). 

Если последовательность х является А -суммируемо* к сумме 

, то она и [̂ А]д,-суммируема к той же сумме. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о с к о л ь к у  м а т р и ц а  I )  

переводит все О-последовательности в О-последовательности , 

то справедливость утверждения следует непосредственно из оп­

ределения 3. 

Предложение 2. Если последовательность X является А -

ограниченной, то она и Г Р, А ̂-ограничена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С п р а в е д л и в о с т ь  п р е д л о ж е н и я  

следует из определения 3, так как, в силу условия (I), мат­

рица f i ) переводит все ограниченные последовательности 

снова в ограниченные последовательности. 

Предложение 3. Пусть метод Р и скорость X удовлетвор­

яют помимо условий (I) и (2) также условиям 
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IV V* 
и 

PN 

IW = e-d) о) 

6И). ао) 

ibHocTb х является регулярно А -суммируе­

мой к сумме 11 , то она и [ (Р, А f-суммируема к той же сум­

ме. 

Д о к а з а т е л ь с т в  о .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  х  я в л я ­

ется регулярно 4х -суммируемой к 1£ , т.е. выполнено усло­

вие Ипъjy1^- 1£)=9. Поскольку, в силу условий (9) и (10), 
матрица (ifb^i сЛЛ/Я^) ) переводит все О-последовательности 

в О-последовательности, то 

an/pfWс  ' ̂)^=u/Elfln4,iftu r̂̂ )3j>f= 

= |̂ .(Ч) 

при любой полунорме fie? . Таким образа*, выполнено условие 

(7), значит последовательность х является [(^АТ^-сумми-

руемой к . 

Предложение 4. Пусть метод Р и скорость X удовлетвор­

яют помимо условий (I) и (2) еще условиям Ä^foo и (10). 

Если последовательность х является А*-ограниченной, то 

она и [(^А/^-ограничена. 

Доказательство аналогично доказательству предложения 3. 

1.3. Этот раздел является центральной частью работы. 

Здесь доказываются теоремы, дающие необходимые и достаточные 

условия для сильной суммируемости (ограниченности) и сильной 

суммируемости (ограниченности) со скоростью. Первые две тео­

ремы, устанавливающие связь между сильной и обыкновенной 

суммируемое,тями и между сильной и обыкновенной ограниченное-

тяни, мы сформулируем пока без доказательств (см. примечания 

I и 2). 

Теорема I. Пустьявляется Т-матрицей. Последо­

вательность X является L PAl^-суммируемой к сумме тогда 

и только тогда, когда она РА -суммируема к rj и 

pfWcP-(5r 4kJ]"= crlV 

при любой полунорме jv€-

72 



Теорема 2. Последовательность X является [Разг­

раниченной тогда и только тогда, когда она РА-ограничена и 

при лтбой полунорме jTCfP. 

Следующая теорема характеризует взаимоотношение меяду 

сильной и обыкновенной суммируемостями со скоростью. 

Теорема 3. Пусть метод Р и скорость Л удовлетворяют 

условиям (9), (Ii) и 

^ /ЧГ 1. (II) 

Последовательность х является [(Р}А Ц-суммируемой к 

сумме тогда и только тогда, когда она регулярно (РАУ-

суммируема к lj и 

0̂ (1) (12) 

при любой полунорме fie'V. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  

Предположим, что для X выполнено условие (7). Используя не­

равенство Гёльдера и учитывая условия (I), (7), (II) и сек­

венциальную полноту пространства4 , мы получаем, что 

I'PVN'-

• 1>Л" - 'л'1'- (13> 

при любой полунорме jvfc'P. Значит, выполнено условие (4), 

т.е. последовательность х является регулярно (PAf-сумми­

руемой к . Остаётся убедиться в выполнении условия (12). 

Заметим, что, ввиду условий (9), (10) и (4), мы имеем 

1 rw{Г1[J4( 1Z)3 °̂>И). (14) 

Используя, далее, неравенство Минковского, мы получаем при 

помощи условий (14) и (7), что 

= 0̂ (1). (15) 

4 Секвенциальная полнота пространства & нужна для су­

ществования суммы 5̂  ĵ nk<-'rlk~ Ф е-< "̂ • 
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Таким образом, мы заключаем, что и условие (12) выполнено. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  п о с л е д о в а ­

тельность х удовлетворяет условиям (4) и (12). Введу усло­

вий (9), (10) и (4), выполнено и условие (14). Используя 

снова неравенство Минковского, мы заключаем, что выполнено 

условие (7). Действительно, 

1 rw t г-«)*.-

= 0- (d) , (16) 

Теорема доказана. 

Примечание I. В частности, когда Х= 07(1) ( то из пред­
ложения 3 следует предложение I, а из теоремы 3 - теорема 

I. Действительно, не ограничивая общности, мы можем в этом 

случае считать, что Л^= 1 . Из доказательства необходимости 

условия (4) теоремы 3 видно, что условие (II) можно в расс­

матриваемся« случае ослабить до условия lim* ̂  [1а£= { .Таким 
образом, условия теоремы 3 превращаются в условия теоремы I. 

Взаимоотношение между сильной и обыкновенной ограничш-

ностями со скоростью характеризуется при помощи следующей 

теоремы. 

Теорема 4. ПустьЛ^Тоо и выполнены условия (10) и (IIX 

Последовательность X является [(Р, А /^-ограниченной тогда 

и только тогда, когда она (PAf'-ограничена и 

(iv) 

при любой полунорме fieV. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  

Предположим, что х является [CP, А ̂-ограниченной. Учиты­

вая условия (I), (8), (II) и секвенциальную полноту прост­

ранства <5> , мы аналогично соотношениям (13), выводим, что х 

является СРА^-ограниченной. В силу условий (8), (10) и 

fPA)X-ограниченности последовательности X , мы заключаем , 

рассуждая так же, как при соотношениях (15), что и условие 

(17) выполнено. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  И с п о л ь з у я  н е р а в е н с т в о  М и н ­

ковского и учитывая условия (17), (10) и (РА^-ограничен-
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ность последовательности X , мы выводим, рассуждая так же, 

как при соотношениях (16), что выполнено условие (8). В си­

лу того, что А^Тоо, выполнено и соотношение (5). Таким об­

разом, последовательность X является L( Р, А ̂ -ограничен­
ной. Теорема доказана. 

Примечание 2. Заметим, что доказательство теоремы 2 

аналогично доказательству теоремы 4. Нужно только в послед­

нем доказательстве считать, что 1 G и сделать соот­

ветствующие поправки в нумерации использованных соотношений. 

В частности, когда &•=([ , теоремы 1-4 приведены в работе 

CIJ , а теорема I доказана для матричных методов А = (ö-nk)i 

Р- (flak.) с в работе [3] и для нормальных матрич­

ных методов А и Р в работе [4 3 . 

Примечание 3. В частности, если метод Р=(р,^) является 

конечноотрочным (например, треугольны»), то условие секвен­

циальной полноты пространства & всюду излишне. 

$2. Сильная суммируемость и сильная сумми­

руемость со скоростью методами некото­

рого линейно связанного семейства 

2.1. Рассмотрим семейство методов , заданных в ви­

де преобразований последовательностей X в X в последова­

тельности А^Х = ( а̂) , где Х^— поле применения метода А^ , 

а oi £ lot0; oo С -непрерывный параметр. Предположим,что 

методы Ах и А^_д. при любых хеХ^, =L и (Г>0 связаны соот­

ношением -
OC1-S" 4 Jh, ;oi.cT лЛ. oi. 

V f i ~  h . k  k - V k .  ' -*.<T tn- fc=0 "•* *• ̂  ,011 
г д е  ( -  н и ж н я я  т р е у г о л ь н а я  ч и с л о в а я  м а т р и ц а  с  C L =  

- некоторая постоянная, a f - числовая после­

довательность с * 0 . Итак, методы семейства связаны 

между собой при помощи линейного преобразования, определен­

ного соотношением (18). Заметим, что это соотношение не 

фиксирует конкретных методов А^ . Существует бесконечное 

множество семейств А^ , удовлетворяющих одному и тоцу же 

соотношению (18). 

Описанное семейство рассматривалось автором и ра­
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нее (ем., например, [I] ). 

Примером такого семейства является семейство обобщен­

ных методов Нёрлунда (AI,с 

~фщГ fcjCiNe.H ' II9i 

где п 

oL>~4>Rri f1«- =|r0 f'fc ' 

i -.мнимая единица, ̂  - вещественные числа E <f̂  = YL-h > 
адс,л  ̂ Чезаро и р-а , - некоторые числа, при 

которых R̂ fL>feSb 0 . В частности, если ̂ =0 при любом , 

то мы получаем обобщенные методы Нёрлунда Аа=( N, 

если к тому же С̂ = 4. , то - методы Вороного-Нёрлунда = 

= ( W N ,  fit) . Если при Kl >0 И ̂  Aj с А* 0, 

то получаем семейство обобщенных методов Чезаро А̂ =(. 

В частности, если (Ьа-0 , то методы (С,ы_, ро) превращаются в 
методы Чезаро(Су*). +̂-

Нетрудно убедиться, что метода Aot= (. N, * С̂ л) 

связаны соотношением (18). Для этого покажем сначала, что 

Действительно, 

Гп - fe, An-v Р-»' 
_£k oc-1 + L^ 

=56oA«-"-t Аь iv 

to f4 • 
Учитывая, далее, соотношение (20), мы теем 

OL«r /) Jb, 
7 а  ~ | V - v  Ч - у  

- *1 5̂  Г? AJ"1+i( ~̂&} rL̂ -ü , = 
Vo Ы) 

K 1 V A^-i+^Wfoc> D<+:^ 

to a"fe- K(L д 
Таким образом, мы показали, что методы семейства А̂ -

= (N, J связаны соотношением (18) с &* = и 
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2.2. Пусть, далее, - нижние треугольные число­

вые матрицы с р.* 6̂ /71̂  8-"1 при 4б> , где последова­

тельности (6-*) и числа МЛ определяются соотношением (18). 

Предположим также, что матрицы  ̂удовлетворяют при любом 

ы. > -1 условиям (I) и (2). Рассмотрим семейство методов 

С Р̂ , А̂ ч, • описанных в определении 3. Поскольку из соот­
ношения. (18) следует, что £АгХ= А̂ ,так как £= 
=£.6-fL̂ fc//vtc6-n, = , то сильная gA.̂  -суммируемость в 

степени t ( [ ̂Д̂ -суммируемость) является некоторой силь­

ной Â +l-суммируемостью в степени t ( С Â l̂ -суммируе-

мостью). Аналогично определяется ГАыЧ]̂ -ограниченность. 

Также и E(̂ ,AJ -суммируемость (-ограниченность),описанная 

в определении 4, является СА̂ \-суммируемостью (-ограни­

ченностью), т.е. сильной Â L-суммируемостью (-ограничен­

ностью) со скоростью X в степени t . 

2.3. Остановимся коротко на свойствах методов LÂ l̂ , 

вытекающих из предложений раздела 1.2. Если предположить , 

что последовательность [16-̂ 1/(Ла) J монотонно возрастает и 

CZCi= (21) 

то выполнены условия (9) и (10) с Iг„й= С / Н, так как 

= 0mi6>/^Hi=õ(l/a) 

-od)£ it-:/!-^i=en). 
fe=o Л Л 

Таким образом, из предложений 3 и 4 непосредственно вытека­

ют следуюпрге результаты. . 

Предложение 5. Пусть последовательность tlfr̂ l/C Ä-n,) } 

монотонно возрастает и выполнено условие (21). Если после­

довательность X является регулярно -суммируемой к 

сумме , то она является и LÂ Î  -суммируемой к 12 • 
Предложение 6. Пусть выполнены условия: 

£oit/C"vV-0 ai, g/l- vr, <г». 
Если последовательность х является А^ -ограниченной, то 
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она является и [ А^. ̂-ограниченной. 

2.4. При помощи теорем 1-4 легко находятся необходимые 

и достаточные условия для [ Аыч 1,г -суммируемости ( -ограни­

ченности) и L -суммируемости (-ограниченности) после­

довательности х . Непосредственно из теорем 3 и 4, напри­

мер вытекают следующие результаты. 

Теорема 5. Пусть метод L А^Дг и скорость X удовлет­

воряют условиям предложение 5. Последовательность X явля­

ется -суммируемой к сумме 1| тогда и только тогда, 

когда она регулярно Ал+1 -суммируема к 1J и выполнено усло­

вие „ , , , , 

rVfciK' / C i i F s T-iZ'1 - V "  
при любой полунорме Ц£г. 

Теорема 6. Пусть метод [ А^,].^ и скорость X удовлет­

воряют условиям предложения 6. Последовательность X явля­

ется [ А^,]^ -ограниченной тогда и только тогда, когда она 

f -ограничена и выполнено условие 

при любой полунорме ji £ =Р . 
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ON RELATIONS BETWEEN STRONG SUMMABILITY WITH RAPIDITY _AND 

ORDINARY SUMMABILITY WITH RAPIDITY OP SEQUENCES IN LOCALLY 

CONVEX SPACES 

A. Tali x 

Summary 

This paper extends the authors researches on strong 

summability started in Li,2] and is devoted to the com­

parison of two concepts: strong summability with rapidity 

and ordinary summability with rapidity. 

Let 6 be a locally convex space on (L (or on [R ) 

andX = (^j) (fL=0/l,A,,,.. ) be a sequence where <S- . Let 
also A be a sequence-to-sequence transform of X into Ax= 

an<i P= () be an infinite complex matrix. 

The summability method PA is defined by sequence-to-se-

quence transform of X into (PA)X= (6^), where (Г=Г" • 

The concepts of PA -summability (-boundedness) with ra­

pidity, of strong PA -summability (-boundedness) and of 

strong PA -summability (-boundedness) with rapidity are 

given by definitions 2, 3 and 4 respectively. 

Main results of the paper are given by theorems 3 

and 4. The theorem 3 compares the strong PA-summability 
with rapidity to the ordinary RA -summability with rapi­
dity giving necessary and sufficient conditions for К 

being strongly PA -summable with rapidity. The theorem 4 

gives analogous conditions for X being strongly PA -

bounded with rapidity. Some known results ( [ll .theorems 

3, 4, [з] , theorem 7, [4] theorem 5) can be obtained from 

theorems mentioned above as special cases. The results 

obtained for method PA are applied to certain family of 

methods Â  (theorems 5 and 6). 
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ТАУБЕРОВА ТЕОРЕМА ДЛЯ СЕМЕЙСТВА ОБОБЩЕННЫХ МЕТОДОВ НЁРЛУНДА 

А. Рохтла, А. Тали 

Таллинский педагогический институт 

Рассмотрим семейство обобщенных методов Нёрлунда А^= 

= ( переводящих числовую последовательность x-(jn) 

в последовательности Л„х-=(^*) е 

1 £ 
R* |r0 f-n-fe. ' 

где fv 

Afi-k ~ чиея& Чезаро и jla,C|.a - некоторые числа, при кото­

рых R* * 0 . Введя обозначение 
П, а 

"̂ "гъ = So i1"--*- » 
мы можем писать, что •// *= Т*/ R . Методы А^ и Адпри лю­

бых ч <ß связаны соотношением (см., например, [22 ) 

r̂Pj - дА-лЧТ* (I) 
1 П. " '£ГС А п-k, Ч • ш 

В частности, когда сЦ= 1 при любом И=0Д,Л,то методы 

C/V п* ,Qn) являются методами Вороного-Нёрлунда (WN, р-а) . 

Если а fla= 0 при a >0 и £Ц= А^' с f>c ъ О , то мы 

получаем семейство обобщенных методов Чезаро (C,oi,pQ). В 

частности, если /Ъс- 0 , то методы (С, oi. лс) превращаются в 

методы Чезаро (С,ы). Методы Чезаро переводят последователь­

ность х в последовательности (fr*) с 

л- Ад fcc- 1-*. -ffc • 
Используя обозначение 

s;-  Б а : . ; 1 Н ,  „  <=> 
мы получаем для методов (С}А.) соотношение (I) в виде 
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сл А *-
;Ео п.-*- • 

Целью настоящей статьи является обобщение классической 

теоремы Рисса о выпуклости, хорошо известной для методов Че­

заро ( [3] , теорема 3.1), на обобщенные методы Нёрлунда 

( N, |г* , С^) , а также применение этой теоремы к суммиро­

ванию со скоростью. 

Для методов fC^ol) известна следующая лемма (см. Сз1, 

лемма 3.2). 

Лемма I. Для любых 0 < у < fb имеет место неравенство 

1б£14 CQs/ij C^jb lfk I (Iffc I-Sfe , (3) 

где C( y-,ß) '- некоторое положительное число, зависящее 

от э<- и л . • 

Сформулированный результат без труда переносится на ме­

тоды . 

Лемма 2. Для любых -4<cL±p- < ̂  справедливо неравен­

ство Q-if 

I T * I i  C U , p , f ) ( 6 Uß% lT k * l  ) * - *  f  (4) 

где СГ*,£, /) - некоторое положительное число, зависящее 

от /Ь, У . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С р а в н и в а я  с о о т н о ш е н и я  ( 2 )  

и (I), мы видим, что 
-rß_ Д OL _ 

I п, ~ |r0 fc. >г 

и т* = Г А*~Т* 
a f e 0 ^ n - k  ' t  п 5 

где 5^ 'х и 5^tK~oL являются суммами при чезаровских пре­

образованиях, примененных к последовательности (Т^) . Это 

означает, что 5^ * и х получаются из сумм и 

(см. соотношение (2)) при помощи замены в них ^ на 

Т* • В силу неравенства (3), суммы и 5^^ удо­

влетворяют условию 

Ш15ГХ| $ с (>-^ (lTt 15 f * i ) .  
Используя соотношения и = Tjf и обоз­

начая - С(^-<, р-=с ) , мы можем последнее неравен­

ство переписать в веде (4). Лемма доказана. 
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Докажем теперь основную теорему работы - тауберову тео­

рему для семейства методов С N, |г*, ) . 

Теорема I. Пусть (1LJ и (1/^5 - некоторые последова­

тельности, где 0< М / и 0 < i/̂ f . Для любых -4 < 
справедливы следующие три импликации: 

Ti-euij,TÜ-WJ (6) 

У £z±i 

K^X=r(VX^(V ^т^мнкгчЮ'~л (6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а )  Д о к а ж е м  с н а ч а л а  с п р а ­

ведливость импликации (5). Из условий Т*= 0(11^) , = 

= 0(1/^), 0< 11^/ и 0< 1/^/ следует, что ГТ^| ̂ ö(Ц^) 

^17*1=0(1^) - (8) 

Из неравенства (4) мы заключаем теперь, что 

1  т  * '*  а I T f c ' ' " 0 ( 0  1  ̂  
Справедливость импликации (5) доказана. 

б) Докажем справедливость импликации (6). Из условий 

Т£ = О(Ь^) И 0< 1Га / следует соотношение (8). При услови­

ях = cr(UJj U^loo рассмотрим два случая: 

1) Т£= 0(4) 

и 

2) U-jn iT^i = oo . 

1) Если 0(4), то 4U£. IT^I =0(1) и 

(9) 

2) Если Ziiu 1Т*|= oo , то -iu-fi, IT.*! = IТt I , 
TV У* «,<W *• 

где И и £,£-»<» при rt-*oo. Выполнено также соотно­

шение (9), так как 

К u» Utiv 
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Из соотношений (8), (9) и (4) следует теперь справедливость 

импликации (6). 

Справедливость импликации (7) доказывается аналогично. 

Примечание I. Импликации (5)-(7) доказаны в работе [23 

в следствии (см. [2], следствие 2) из теоремы о нуль-выпук-

лости некоторого семейства методов суммирования. Но в ука­

занном результате на последовательности (Ил) и (1/*^) нак­

ладываются более сильные ограничения, чем в теореме I. По­

мимо условий теоремы I требуется еще выполнение неравенств 

(ю) 

Примечание 2. В частности, при методах ( С,*) в импли­

кациях (5)-(7) величины Т*, превращаются соответс­

твенно в 5а , 5Гь 5 5^ ;и теорема I превращается в классичес­

кую Рисса о выпуклости ( [3] , теорема 3.1). Однако в упом­

янутой теореме во всех трех импликациях имеются условия 

\L^\ oo и too. Из литературы известны еще некоторые обоб­

щения теоремы Рисса для методов Чезаро. Подробный обзор этих 

теорем дан в работе [41 . Заметим, что все теоремы, утвер­

ждающие справедливость хотя бы одной из импликаций (5)-(7) 

для методов (С,оО , остаются в силе и для методов 

каковы бы ни были ограничения на ('liJ и (1Га) . Действитель­

но, в силу соотношения (2), достаточно рассматривать упомя­

нутые импликации для (С,at) в случае t = J,1 , учитывая, что 
dU "Т~А л.5 / - и j 'w fv ' 

1 ~ 1 n и = (см. доказательство леммы 2). 

Введя, далее, обозначения 

Х- . (И) 

(12) 

-- ], <Ш 

мы можем импликации (5)-(7) переписать в виде: 

W => <^ = (?ш , (5;> 

V 0 0' \п ш  с г ( 4 )  (6') 
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=>«- • «•» 
Из теоремы I легко выводится следующее следствие. 

Следствие I. Пусть CU*a) -некоторые последователь­

ности, где 0<\Ln? , 0<1/а̂  и Л = (Л£) ,ЛД=(-Х^) ,Лу.=(^) 

- последовательности, определенные соотношениями (II)-(I3). 

Для любых-d <•<<„•'j«-< р> справедливы следующие импликации: 

V V-«l), »K-i;)- Й41 =* A*(i£- t). (Äi), (14) 

И 

Vato°» Ла(^'Ч)==^^VU)Ä<r(4,(I6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к а ж е м  с п р а в е д л и в о с т ь  и м ­

пликации (14). 

Поскольку 

V - v  • ш  

v-  6").  

то, в силу теоремы I, справедлива импликация (5') и мы 

имеем: 
у* °*4) • 

Справедливость импликации (15) и (16) доказывается анало­

гично. 
oL . oi. 

Заметим, что если , то последовательность Л^= Слп) 

является скоростью суммирования. Если выполнено условие 

•A-^erj^-Tр= о-Ш » то последовательность X является сум­

мируемой метод«« (N, С^) к сумме Т) со скоростью , 

точнее - регулярно А^--суммируемой (см. [Il ). Если 

г^) = 0(1) и 1^*- ̂  - сг(4) , то последовательность 

X называется ограниченной методом С|п) со скоростью 

(коротко А^-ограниченной). Итак, если -V_, u\^ и Ху. 

являются скоростями, то импликации (14)—(16) являются пред­
ложениями о суммируемости (или ограниченности) со скоростью 
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и следствие I дает нам три теоремы о суммируемости со ско­

ростью. Для примера сформулируем одну из них - теорему, по­

лучаемую при помощи импликации (16). 

Теорема 2. Пусть fUJ, (^-некоторые последователь­

ности, где 0<Мп/ , 0< 11^too , а 1Х£) ,Х^=СЛ£) , 

Лу= (Л^) - последовательности с -4<ы. < у- < р ,опреде­

ленные соотношениями (Il)-(I3) и удовлетворяющие условиям 

**> "Ч/ • Если последовательность х является Ах-

ограниченной и регулярно А^-еуммируемой к сумме , то 

она регулярно А^ «-суммируема к той же суше. 
Подобная теорема позволяет нам, зная скорости суммиро­

вания последовательности х методами и А^ , оценить 

скорость суммирования х промежуточными методами А^. 

(oi. < у- < /Ь) и выбрать для суммирования х некоторый опти­

мальный для нас метод А^. . 

Остановимся вкратце еще на сравнивающих оценках для 

скоростей Л, , АЛ , -Ау. , вытекающих из соотношений 

(И>-(13). ^ л 

Теорема 3. Если последовательности 0^= ̂ а)7-Х^е (Л^ ) 

и определены соотношениями (II)—(13), где IR*I^, 

lß^l/и ,то имеют место неравенства 

пГ ̂  14 

(17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а м е т и м ,  ч т о ,  п о с к о л ь к у  

IR^I/ « то IR~i 5 N^Cot.,у.) при любом у->оС . 

Докажем правое из неравенств (17). Действительно, 

тУ*-- jJLtbi LReJ Kl (. чх 

Левое из неравенств (17) доказывается аналогично. 

Следствие 2. Если последовательности Лу=(А*) , Л=(Ла) 

и определены соотношениями (II)—(13), где I R* , 

IR^I/, и последовательности (UJ и удовлет­

воряют условию (10), то имеют место неравенства. 

• (18) 

об 



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е р а в е н с т в а  ( 1 8 )  с л е д у ю т  

непосредственно из неравенств (17) с учетом условия (10). 

Из следствия I легко вытекает следующий ранее извест­

ный результат (см., например, С2] , следствие I и примеча­

ние 3). 

Следствие 3. Пусть I R а | / и при любом р> > ou выполнены 

условия I R ̂  | Л" и 

I Rß /R* I ^ L(cL ß) Ц (П=4,Ъ, ... ) . 
п п. ^ 

Если последовательность х является ( N, -ограничен­

ной и (N , -суммируемой к сумме т| , то при любом 

у- с Л oif b  с  она ( N ,  - с у м м и р у е м а  к V . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л а г а я  Т  

мы замечаем, что выполнено условие (10), и выводим из соот­

ношений (II), (13), что i , Х1^- 1 . Доказательство 

завершается справедливостью импликации (16), доказанной в 

следствии I, где мы, в силу условия (18), можем считать 

при любом у-£ Id.-, рс. 
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A TAUBBRIAN THEOREM FOR THE FAMILY OF GENERALIZED NÖRLUND 

SUMMABILITY METHODS 

A. Rohtla, A. Tali 

Summary 

The classical Rieszian convexity theorem, wellknown 

for Cesaro summability method (ЕзЗ. theorem3« 1), is exten­
ded to generalized Nbrlund summability methods (N, 

(theorem 1). The theorem 1 is applied to ( N,-summa­

bility with rapidity (theorem 2). Some comparative estima­
tes for rapidities of summability are obtained (theorem 3> 

corollary 2). 
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СУММИРОВАНИЕ РАСТЯЖЕК ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ В ЛОКАЛЬНО ВЫПУК­

ЛЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Э. Кольк 

Тартуский государственный университет 

Обозначим через ^i(X) множество всех последователь­

ностей^ х = (хк) в топологическом векторном пространстве 

X над полем действительных чисел lR или комплексных чисел 

(С . В случае бесконечной скалярной матрицы А=(ап1с) и 

последовательности х = (хк) е л(Х) пусть* 

Ahx=XKanKxK (nelN). (I) 
Если ряды в (I) сходятся и -шА„х=хс в пространстве X , 

то последовательность х=(эсК) называется суммируемой ме­

тодом (или матрицей) А или А-суммируемой к элементу х0 и 

пишут А-&>х=Ху » а также A-umxK=x0 . Метод сумми­

рования А называется регулярным в >S(X), если все схо­

дящиеся в X последовательности (хк) суммируемы мето­

дом А и А-£ит%к- хк . Известно (см. [51, стр. 129)., 

что в случае секвенциально полного отделимого локально вы­

пуклого пространства X метод суммирования А является 
регулярным в -б(Х) тогда и только тогда, когда 

&"n<V=0 (Rl) 

(R2) 

^frtl_kl«hxj<00- (ß3) 

Матрица А называется полурегулярной, если выполнены усло­

вия (Rl), (£2) и регулярной при выполнении условий (RI) -

(R3). Регулярная матрица А со свойством 

называется равномерно регулярной. Матрица А=(«ик) . назы­

вается нормальной, если ctnK=0 при к>/г и й.ПпфО . 

^Свободные индексы и индексы суммирования, если преде­

лы их изменения не указаны, принимают все значения из мно­

жества j. 
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При изучении суммируемости ограниченных последователь­

ностей полезна следующая теорема (ср.[3], стр. 25). 

Теорема А. Пусть X - секвенциально полное отделимое 

локально выпуклое пространство и В - полурегулярная (ре­

гулярная) числовая матрица. Тогда найдется нормальная по­

лурегулярная (регулярная) матрица А такая, что множество 

всех А-суммируемых ограниченных последовательностей х из 

Л(У.) совпадает с множеством всех ß-суммируемых ограничен­

ных последовательностей и на этом множест­

ве. 

Последовательность называется растяжкой пос­

ледовательности JC=(xK), если существует последователь­

ность целых чисел (ь^) такая, что и 

^к=хс (т^к$т1+г<), Се IN). 

Операцию перехода от последовательности х к определенной 

растяжке у будем называть растяжением. Если при этом раст­

яжка у определена последовательностью , то соот­

ветствующее растяжение обозначим также символом yvt, а раст­

яжку xj. обозначим через ук.(х>. Растяжение Я (или растяжку 

дцх» будем называть равномерным, если последовательность 

ограничена и неравномерным в обратном случае. 

Множество всех растяжений обозначим символом (R,. 

В 1975 году в банаховом пространстве был введен новый 

вид сходимости следующим образом (см.[7], стр. 103). После­

довательность x=(xg) в банаховом пространстве X назы­
вается псевдосходящейся к элементу »0бХ, если для любого 
числа £>0 найдется число п£ такое, что 

лиРх'е£ ta^ /K-'lxW- 0̂)|>£j<n£, 
где S' - замкнутый единичный шар в пространстве Х', соп­

ряженном к X, и car-d6 - число элементов конечного мно­

жества G. Там же (см. [7], стр. 104) была доказана 

Теорема Б. Пусть X - банахово пространство и А - рав­

номерно регулярная матрица. Последовательность х=(хк)€ 

е-4(Х> псевдосходится к элементу х0сХ тогда и только 

тогда, когда все подпоследовательности последовательности х 

суммируемы матрицей А к элементу х0. 
Из теории суммируемости числовых последовательностей 

известна следущая теорема Бака (см. [6], стр. 401): если 

все подпоследовательности данной числовой последовательнос­

ти суммируемы некоторой регулярной матрицей, то эта после­

12 
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довательность сходится. Довсоном [83 был доказан аналог 

теоремы Бака для растяжек в следуицей усиленной форме. 

Теорема В. Числовая последовательность (оСк) сходится 

к числу otõ , если все растяжки последовательности (о^) 

суммируемы к числу ы0 полурегулярной матрицей А. 
Аналоги теорем Бака и Довсона для перестановок были 

получены в работах [1,9,10]. 

Если вместо числовых последовательностей рассматривать 

абстрактные последовательности, то теорема Бака, как это 

видно из теоремы Б, перестает быть верной в случае равно­

мерно регулярных матриц. То же самое можно сказать и отно­

сительно перестановок (см. [4], стр. 5). 

В настоящей статье будет доказано, что суммируемость 

всех растяжек данной последовательности полурегулярной мат­

рицей в секвенциально полном локально выпуклом пространстве 

влечет сходимость этой последовательности. Выясняется также, 

что существуют ограниченные расходящиеся последовательности 

вещественных чисел, все равномерные растяжки которых сумми­

руемы методом арифметических средних. Для банаховых прост­

ранств X» в которых псевдосходимость не совпадает со схо­

димостью по норме, доказывается, что любому неравномерному 

растяжению ft соответствует псевдосходящаяся в X последо­

вательность х и равномерно регулярная матрица А такие, 

что растяжка цкх) не суммируется матрицей А. 

§ I. Последовательности со суммируемьми растяжками 

Относительно ограниченных последовательностей верна 

Лемма I. Пусть X секвенциально полное отделимое 

локально выпуклое пространство и В - полурегулярная мат­

рица. Если ограниченная в X последовательность х=(хк) не 

сходится к элементу а0е.Х , то найдется такая растяжка (Зк) 

последовательности X, что ß-Üm ак=£-х0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Б е з  о г р а н и ч е н и я  о б щ н о с т и  

можно предполагать, что xQ=ö. В силу ограниченности пос­

ледовательности х. и соотношения &пхк#=б существуют 

полунорма р и положительные числа К и £'< £- такие, что 

|э(хк)4К (ne!N) Ш 

и при некоторой последовательности индексов ( К(С)) с 1^ 

<WD< Ш.К. .,<Х(с)С.. - имеем 

р(хкф)>£ (lehi). (2) 
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Для доказательства леммы на основе теоремы А достаточно 

построить растяжку гк последовательности (эск) такую, 

что , где А=(а_) - нормальная полурегулярная 
матрица, которая соответствует матрице ts по теореме 

А . Для этого сначала построим индуктивно три последова­

тельности натуральных чисел ( У1Л ),( Ц ) и ) следущим 

образом. 

Пусть ^=0. Если и ) уже опреде­

лены, то через l4+i| обозначим первое следующее за Це­

лое число такое, что K(ds+1)>n./l+-l Пусть + 

+ к < i4) - 1 . Учитывая условия ( RI) й ( R2), вы­

берем теперь n4+1 > /rij столь больпшм, чтобы 

fnax к|< , (3) 

И4к<т4 Vi 2 kernel) 

IZ^V» J>4-£. (4) 

Таким образом, последовательности (1г6 ), ( ) и () пост­

роены. 

Положив для всех Д=/1,2,... 

2 _ fXK+K(4H, (V 4 )« ,), 
2К-< 4 4 

получаем растяжку z =(Z^) последовательности х. При 

этом в силу оценок (1)-(4) находим 

f> (Av а)) > 

Xi-4)г-|=£(г-о> f-

для всех -4 = 4, 2,.... Следовательно, A-l'mlKj= 0 . Лемма 

доказана. 

Лемма I позволяет перенести теорему Довсона на случай 

абстрактных последовательности следующим образом. 

Теорема I. Пусть X - секвенциально полное отделимое 

локально выпуклое пространство." Последовательность 
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сходится и элементу в пространстве X , если все ее рас­

тяжки суммируемы к х0 полурегулярной матрицей А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  X '  -  п р о с т р а н с т в о ,  

сопряженное к пространству X. Для любого х'еХ' и любой 

растяжки ^ =( к̂) последовательности ру имеем 

5-капкх(^&капк$к)~х 

Поэтому в силу предположения нашей теоремы все растяжки 

числовой последовательности (х'(хк)) суммируемы матрицей 

А к х'(хд). Отсюда по теореме В следует, что tmx'(x<) = 

- х'(х0). Итак', последовательность (хк) слабо сходится 

к элементу х0 в X . Но тогда последовательность ( хк) 

ограничена и ее сходимость к элементу х0 вытекает уже из 

леммы I. Теорема доказана. 

§ 2. Суммирование растяжек и псевдосходимость последователь­
ностей в банаховом пространстве 

Обозначим через iRg множество всех равномерных растя­

жений. Если последовательность х=(хк) в банаховом прост­

ранстве X псевдосходится к элементу х0, то все растяжки 

jU(x) (также псевдосходятся к х0 и по теореме Б 

суммируемы к элементу х0 произвольной равномерно регуляр­

ной матрицей А (в частности матрицей арифметических сред­

них С). Возникает вопрос о справедливости обратного ут­

верждения: следует ли из псевдосхо­

димость последовательности х к элементу ^ в пространстве 

X ? Учитывая совпадение псевдосходимости и сходимости в 

случае Х=£ сразу получаем, что положительный ответ на 

поставленный вопрос возможен только тогда, когда ограничен­

ные числовые последовательности, все равномерные растяжки 

которых С-суммируемы к одному и тому же числу, сходятся. 

Для исследования последнего рассмотрим растяжку $-=(&к) 

ограниченной числовой последовательности <х=(ак) , опреде­
ленную последовательностью индексов ) , где 

р;=^-тг(7« (5) 

Тогда L-средние последовательности Кг с индексами /$• = 

= 1 (ü=JN) принимают вид 

Г1 I — т— V 
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n-

a все остальные С ̂-средние можно при m-H< (itlN) 

представить в виде 

где *\ 5= Отсюда ввиду оценки (5) и неравенств 

/ ML+I"I ± < JJDJ—< -|B±L 
4 И. > п, ̂  к п, 

выводим, что С~Ат-6-=а0 тогда и только тогда, когда 

. ^m-C.f=a0. (б) 

Поскольку ТО 

и равенство (6) можно переписать в ввде 

(ß,p.)-La=a0, 

где (R,pi) - метод взвешенных средних Рисса (си. [2], стр. 

112). Итак, доказана 

Теорема 2. Растяжка (Лгк) ограниченной комплексной 

последовательности (ak> , определенная последовательностью 

CmL); где PL = суммируется методом арифмети­

ческих средних С1 к числу <я5 тогда и только тогда, ког­

да последовательность (0LK) суммируется к а0 методом 

(ß,^) взвешенных средних Рисса. 

Предположим теперь, что а=(<*«.) - вещественная пос­

ледовательность с неотрицательными членами а,,, и пусть 

r  jo.4M (СеIN). 
Тогда в силу р.-^1 имеем 

JL < К < IL 

и, зуачит, 

для всех L^lN. Следовательно, соотношение Ота^ О 

равносильно соотношению С-&m &k=0. Таким образом, из 

теоремы 2 вытекает следующее предложение. 
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Следствие I. Если ограниченная числовая последователь­

ность с неотрицательными членами суммируется к нуля матри­

цей С4, то все ее равномерные растяжки также суммируются 

к нулю методом С. 
Среди неотрицательных ограниченных последовательнос­

тей, которые суммируемы методом С к нулю, существуют 

расходящиеся последовательности. Такой является, например, 

•последовательность (ск), где Ск=1 при к=п?" и Ск= 

=0 при кФп1 (neIN ). Следовательно, имеет место 

Следствие 2. (^-суммируемость всех равномерных растя­

жек вещественной последовательности не является достаточным 

условием для сходимости этой последовательности. 

Имеется возможность, что при некотором промежуточном 

м е ж д у  й 0  и  Я .  м н о ж е с т в е  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  х =  ( Х к )  

псевдосходится к ocQ в банаховом пространстве X тогда и 

только тогда, когда в случае произвольной равномерно регул­

ярной матрицы А выполняется А-£ш/"1(х)=а0 для всех уче 
Убедимся, что и этого не может быть в банаховых 

пространствах, в которых псевдосходимость не совпадает со 

сходимостью по норме. 

Теорема 3. Пусть |Ч. - неравномерное растяжение и Л -

отделимое локально выпуклое пространство. Если последова -

тельность х=(эск)е-$(У) не сходится к элементу з:0б-Х, то 

найдется подпоследовательность z ) и равномерно регу­

лярная матрица А такие, что /\-шпу.(1)Фх0* 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  xQ , то су­

ществует подпоследовательность 2=(xki) , никакая подпосле­

довательность которой не сходится к ЕСЛИ растяжение /ч оп­

ределена последовательностью (>п£), то последовательность 

индексов (р( >, где jo- , неограничена и поэтому 

содержит строго возрастапцуюся подпоследовательность (^). 

Определив для всех #г=1,2,... 

fVft 

[ 0 (k=1,2,...,т£гг1; 

получим равномерно регулярную матрицу Д =(а(1к). При этом 

для растяжки ^ = (jk) = ynfc) имеем 

=^-КаПК^К \ /'PC Х-
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Учитывая, что ЬппХ^Ф xQ, приходим к требуемому соотно­

шению Ьт. Ап(у)Фх0. Теорема доказана. 

Учитывая, что все подпоследовательности псевдосходя­

щейся последовательности также псевдосходятся, из теоремы 3 

непосредственно выводим 

Следствие 3. Пусть ̂  - неравномерное растяжение и У -

банахово простраство, в котором псевдосходимость не совпа­

дает со сходимостью. Тогда существуют псевдосходящаяся к 

некоторому элементу xQeX последовательность х=(эу и рав­

номерно регулярная матрица А такие, что А-&тр(х)фх0 . 
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SUMMABILITY OP STRETCHINGS OP SEQUENCES IN LOCALLY CONVEX 

SPACES 

E. Kolk 

Summary 

The following theorem of Buck is known iu the theory 

of matrix transformationst if all subsequences of a comp­

lex sequence (<X.K) are summable by a regular matrix A then 
(aK) converges. The similar statements relative to rearran­

gements and stretchings were given in [1,8,9,10} . The se­

quence (yF) is called a stretching of a sequence ' (xK> if 

there exists a strictly increasing index sequence (mt-) so 

t h a t  a n d  f o r  a l l  h .  w i t h  m - 4 n < ( L = ' l ,  

Z , . .  I f  t h e  s e q u e n c e  •  —  « £ )  i s  b o u n d e d  t h e n  w e  s a y  

that the stretching (yK) is uniform. 

S.A.Rudakov L73 has shown that if all subsequences of 
a sequence (Хк) in a Banach space X are summable by a 

uniformly regular scalar matrix A to x0e)^ then (xK) is 

pseudoconvergent, i.e. for £>0 there exists a number 

such that , 1 . , , 
Ccxrd. j к: )x J < ^ 

where S' is the closed unit ball in the conjugate space X 

of X and card G denotes the number of elements of the 

finite set G. 
In this article the following propositions are proved. 

The summability by a semiregular matrix of all stretchings 

of a sequence (xK) in a sequentially complete locally con­

vex space X implies the convergence of (-X'k). There exists 

a bounded divergent real sequence all uniform stretchings 

of wnich are summable by arithmetical means. If the pseudo-

convergence and the norm convergence are different in the 

Banach space X, then for every index sequence fm^), where 

is unbounded, there exist a pseudoconvergent se­

quence (X'k) in X and a uniformly regular matrix A so 

that the stretching (ijK) of (XK) defined by means of (m-) 

is not A-summable. 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та, 1987,770,97-104 

СУММИРУЕМОСТЬ СКАЛЯРНЫМИ МАТРИЦАМИ В АБСТРАКТНЫХ ПРОСТРАНСТ­

ВАХ 

Э.Кольк, Т. Ахун 

Тартуский государственный университет 

Пусть X - векторное пространство над полем |К вещест­

венных чисел R или комплексных чисел С. Множество <й(Х) 
всех последовательностей* эс=(хк) с х^еХ является вектор­

ным пространством относительно покоординатных операций. При 

Х-!К вместо >4(Х) пишут коротко л. Линейные подпространст­

ва пространства -1(Х) называются пространствами последова­

тельностей. Пространство скалярных последовательностей <Х 

называется нормальным, если оно вместе с &-(-6*к) содержит и 

все последовательности cl=(clk)€4, у которых Ик1^|$к1. 

Нормальными являются, например, пространство h> всех ограни­

ченных последовательностей, пространство С0 всех сходящих­

ся к нулю последовательностей и при р»1 пространства V, 

состоящие из тех последовательностей •^=(y6jc)€'5, для кото­

рых ряд1 2.к|-&к1Р сходится. Пространство С всех сходящих­

ся скалярных последовательностей не является нормальным. 

Для бесконечной матрицы A=(ahlj и банахова прост­

ранства последовательностей Е матричное преобразование А 

в Е определяется равенствами Ах = (А„зс), 

Ahx (I) 

в предположении, что рады в (I) сходится, если зс = (^)е.Е. 

Запись А-' Е ->F означает, что преобразование А отображает 

все пространство Е в пространство последовательностей р. 

Банахово пространство последовательностей Е называется 

ВК-пространством, если в нем имеет место сходимость по ко­

ординатам. Пусть у<Х) - множество всех последовательностей 

из -JfX), имеющих только конечное число ненулевых элемен­

тов. Говорят, что в банаховом пространстве последовательнос­

тей Е с -5(Х) имеет место сходимость по отрезкам, если Е 3 

и firr>х =х в Е для всех Х=(хк)еЕ, где 5с= 

* 

•'Свободные индексы и индексй" суммирования принимают все 

значения из множества N={1 ,2 , . . .  
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Xf_,. •., xw, 0, 0, • • •) . В банаховом пространстве скалярных 

последовательностей ot имеет место сходимость по отрезкам 

тогда и только тогда, когда последовательности е*= (5^ ), 

где 6"К£ - символ Кронекера, образуют безис в et. Норма 

П И пространства « называется монотонной, если при -6- = 

«= и d = ( K̂)€e< из |dK| следует Н&И* ̂  

6|] <4ЦЛ. Ясно, что т, с и С0 являются ВК-пространства-

ми относительно монотонной нормы |I-6-||=-öup 1- к̂1, а £р СрМ) 

является Bk-пространством с монотонной нормой IIЛЦ = 

= ( Сходимость по отрезкам имеет место в 

пространствах с0 и  . 
Если X - банахово пространство и <* - нормальное 8к-

пространство, то 

ot[X] ={х=(хк)€4(Х): (ПхкВ)6о(} 

является векторнш пространством. Можно показать, что имеет 

место 

Предложение I. Пусть X - банахово пространство и etc 

с-5 - нормальное Bk-пространство с монотонной нормой. 

Множество xtXl является ßK-пространством относительно 

нормы _ -

(2) 

Нетрудно проверить, что множество с (Х)  всех сходя­

щихся в банаховом пространстве X последовательностей х= 

=СЖК̂ 6 4(Х) становится Bk-пространством, если в нем 

ввести норму 

"xüc.öf)~ 4иР »'к»-

Наряду с пространствами ot и <<гХэ рассмотрим также 

векторные пространства 

5-{Ф=(-6-к)е4: £к= 1 ^^} 

(Х^ГХз, х0еХ}. 

Пусть в пространстве et (или оt ) определен функцио­

нал I, а в пространстве ottX] (или йГХз ) - оператор F 

со значениями в X. Если А отображает et в с и 6mA|lA= 

=  ) для всех -б-ек, то пишем A--et*»c. Аналогично опре­

делим преобразования AotcXb-^ctX) , А $ *-*с и А'аГХз-^» 
-Е><;(Х). Матричное преобразование А называется регуляр-

ншв Л(Х) (4), если А'С(Х)-»ссХ) и lfm Ahx = <frm х* 

для всех *=f*K)6C(X) (соответственно А» с-»с и А„£= 
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= $rK для всех •̂ •=(̂ K)fec. 

Б.З.Вулих tI3 доказал уже в 1938 году, что матричное 

преобразование А является регулярным в л0(1 тогда и толь­

ко тогда, когда А регулярно в Л. Затем Г.Кангро (см.[23, 

примечание 2) показал, что необходимые и достаточные усло­

вия преобразований А: С(Х) -» с(У) и А:-С[Хз-»с(Х) не заг-

висят от банахова пространства X , т.е. утверждения 

А: с (X) -» с (X) и A^rXi-xirX) равносильны соответственно 

утверждениям А ' - с - ^ с  и А - . Л л - * а .  
В данной работе приведены обобщения этих результатов. 

Доказывается, что если X - банахово пространство и осс Л 

- такое нормальное ßK-пространство с монотонной нормой, 

в котором имеет место сходимость по отрезкам, то утвержде­

ния А=«<[Хз ->ctX) и A=ettX3 —> С(Х) равносильны соот­

ветственно утверждениям А&~>с и А:оЕ-»с. Выясняется 

также, что при тех, же предположений относительно проста 

ранств X и и преобразования A:°<tX] С(Х) и А;с<-4 С 

эквивалентны в том_случае, когда выполнено условие (7), а 

утверждения А:=<[Х] и равносильны, если 

линейные операторы Ж и frcžtXj-^X связаны соот­

ношениями (7) и (8). 

§ I. Пространство ottXl 

Пусть X - банахово пространства и o(cS - нормаль­

ное ßк!-пространство с монотонной нормой П 11^. Тогда по 

предложению I множество о([Х]С4(Х) , является Вк-прост-

ранством с нормой (2). Напомним, что подмножество G бана­
хова пространства У называется основным, если линейная 

оболочка jf(6) множества б всюду плотна в У , т.е. 

= У• Имеет место 

Предложение 2. Если o(0cet является основньы множест­

вом в пространстве о( , то о^сХЗ является основным мно­

жеством в пространстве <>с[Хз. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  £ > 0 .  Е с л и  х -

- fxk)€oi.tX], то (*укп)€о( и на основе равенства jfte£>=o( 

существуют числа \,Я2, и элементу «'=( 
( С* 1,2,..., т) такие, что 

и (и*к1>-£"л«£" <$. v (3) 
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Обозначив = *ск/"хА шеем 11**11=1 и поэтому последова­

тельности ( 6 = 1,2,...,т) принадлежат о([Хэ . Но 

тогда 

£ ofC^gCX]) 

и в силу оценки (3) находим 

= ll(lßxKj|-£,̂ .ai|̂ i|)̂  

-IKli^lO-Z^Vii/a, 

ибо в пространстве ос выполняется равенство || (vK) ||^= 

= II C d k ) п р и  l^l = Мк!. Предложение доказано. 
Если в пространстве о( имеет место сходимость по отрез­

кам, то элементы базиса (ек) образует основное множество 

в о(. Обозначим е"(х) = (<^х) (хбХ)„ Из предложения 2 не­

посредственно получим 

Следствие I. Если в нормальном ßK-пространстве ы. с 

монотонной нормой имеет место сходимость по отрезкам, то 

элементы ек(х) (хеУ ) образуют основное множество в прост-

ранстве =<сХ]. 

§ 2. Суммирование числовыми матрицами 

Пусть A=WhK) - числовая матрица, X - банахово 

пространство и У! - пространство, сопряженное к X. Если 

в нормальном ЁК-пространстве оС с монотонной нормой имеет 

место сходимость по отрезкам, то, учитывая следствие I, на 

основе теоремы Банаха-Штейнгауза (см.ПЗ], стр. 117, теорема 

4) сразу получаем следующие предложения. 

Предложение 3. Для преобразования А1*-* с необходимо 

и достаточно выполнение условий 

10 ,A«WM. 

2° 3 -fitvy AheK = IK. 

Предложение 4. Для преобразования не­

обходимо и достаточно выполнение условий 
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100 1A"W,'K. 
2°° 3̂ imnAneK(X)=Ä»«0ahKxeX (xeX). 

Равносильность условий 2° и 200 очевидно. Предположим, 

что выполнено условие 1°. Тогда |А„Я^ М для любого ин­

декса п и любого элемента -6к)е<Л, где Ес­

ли теперь x=(xK)e<Yj и Цх)!^^5-1, то ввиду нормальнос­

ти oi имеем причем |)2*!1^ = 1М!</г.Уз 

в силу монотонности нормы в и. Значит, Ц2П11^^ 1 и поэ­

тому 

!|А„ХП ZKlahK!II*J=Z k<V9 nVИхJ = ^По­

следовательно , условие I00 выполнено с К-М. 

Пусть выполнено условие I00. Рассмотрим произвольный 

элемент Л- = (&к)ес( с IIС Цл£1. Для любого ненулевого эле­

мента х„еХ, где 9Л„||=1, последовательность V -

принадлежит <*[Х] и И "<*[/]= IH Î ILt ~ "^ - По тео­

реме о достаточном числе функционалов (см. [3] ,стр. 138, 

следствие I) найдется х'е X' такой, что *'(*„)= II•*„В=1 и 

«х'И = 1. Так как 

х'с^)в^Лк^^5А/, 
то 

IAJ! = |x'(A^>UBx'iliA^ll=!lA^!l 

и ввиду условия I00 получаем |A4£UK. Итак, условие 1° 
выполнено с М= К, 

В итоге доказана 

Теорема I. Пусть А=(апк) - скалярная матрица, X -

банахово пространство и о(. нормальное ßk-пространство. 

с монотонной нормой. Если в пространстве < имеет место 

сходимость по отрезкам, то утверждения А'-̂ СХЗ-*С(У) и А: 

U—*С равносильны. 

Предположим, что в J и сх[Х] введены топологии, кото­

рые соответственно в подпространствах и и °([Х] совпадают с 

топологиями их норм. Так как для всех $-»(£)€£" имеем 
где , -6-„б|К , то 

Аnt- + lB Žfc/O-
поэтому последовательность ДТ=(Ап*) определена тогда 

и только тогда, когда определена At = (AKf) и 

эц£л»-«»к- 141 
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При этом 

А&= А^+ае, (5) 

где е = (сГ^). Так как любой элемент xeocrX] имеет пред­

ставление $•= x+eur,), где хб»<.[Х], зг„еХ, et jc0)= 

- ( (ГккХд), то аналогично предыдущему заключаем, что Ах 

существует в точности тогда, когда существует Ах и выпол­

нено условие (4), причем 

А$==Ах+«е(хс). (6) 

Следовательно, ввиду соотношений аеес , йес*0)е С(Х) по 

теореме I имеет место 

Теорема 2. В предположениях теоремы I утверждение 

А; °<ХХ} —* С (X) эквивалентно утверждению А==£ -* С. 

Отметим, что теорема 2 содержит упомянутый выше ре­

зультат Г.Кангро о равносильности утверждений А'с(Х)-*с<Х) 

и А'С->с, ибо C(X)=C^XJ и с=^. 

§ 3. Суммируемость с ограничениями 

В этом параграфе мы исследуем равносильность матрич­

ных преобразований A:<*lX] С(Х) и Ач-^с, а также 

преобразований A!=t[Xj-^-*c(X) и А-оС-^с. Для первые 

двух из этих преобразований предложения 3 и 4 принимают 

следующий вид. 

Предложение 5. Для преобразования А-*-**с необходимо 

и достаточно выполнение условий 1° и 

2' КатН,€К)-

Предложение 6. Для преобразования А:<=<[У] С(Х) необ­

ходимо и достаточно выполнение условий I00 и 

2" Яг*\мпкх= F(ev(x)) (xeX). 

Условия 2* и 2" эквивалентны в том случае, когда 

F(ekfx))=^(eK)x:. (?) 

Так как равносильность условий 1° и I00 доказана уже во 

втором параграфе, то имеет место 

Теорема 3. Пусть матрица А и пространства X и ос 

удовлетворяют условиям теоремы I. При условии (7) преобра­

зование A:«tX3-£» С(У) равносильно преобразованию А•.<<-*> 
-*>С. 

В частном случае нулевых операторов IK и F=«([XJ-» 

-*Х условие (7) очевидно выполнено. Поэтому справедливо 
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Следствие 2. Пусть выполнены предположения теорем* I. 

Тогда преобразования А-<*[Хз-*С0[Х] и эквивалент­

ны. ^ 

Рассмотрим преобразования и A^tX] —> С(Х). 
Из равенств(5) и (6) видно, что при линейных операторов 

и F; oIcXd —* X эти преобразования равносильны со­

ответственно преобразованиям Д.-л-^t и А:«(.гХз -Е» с(Х), 
если 

F(etx)) = x|ie) (хеХ). (8) 

Следовательно, на основе теоремы 3 имеет место 

Теорема 4. Пусть матрица А и пространства X и и 

удовлетворяют условиям, теоремы I. Если для линейных опера­

торов и F.-otlX]-»X выполнены условия (7) и (8), 

то преобразования AoitXj-fi с(Х) и А^-^с равносильны. 

Пусть операторы 4:С-*1К и р.-с(Х)-»Х определены 

соответственно равенствами ^)=-6мё-к (•^=(6jt)€c ) и F(x)= 

ä̂ xk tx-(xK)ec(X)). Для этих линейных операторов^го-

ловия (7) и (8) выполнены. Так как с=^ и с(Х) = Св[Хз, 

то из теоремы 4 при oL-C0 непосредственно выводим теорему 

Б.З.Вулиха П13. 

Следствие 3. Пусть X - банахово пространство и А= 

=(<ЯПК) - скалярная матрица. Преобразование А является 

регулярным в 4(Х) тогда и только тогда, когда оно регул­

ярно в Л. 

Литература 

1. Вулих Б.З. О линейных методах суммирования в абстрактных 

пространствах. - Зап. Н.-и. ин-та матем. и механ. Харь-

ковск. ун-Та Харьковск. матем. о-ва, (4), 1938, 15, * 2, 

65-75. 

2. Кангро Г. О матричных преобразованиях последовательнос­

тей в банаховых пространствах^ - Изв. АН ЭстССР. Сер. 

тенх. и физ. матем. наук, 1956, 5,   2, 106-128. 

3. Люстерник Л.А., Соболев В.И. Краткий курс функционально­
го анализа. - М.: Высш. школа, 1982. - 271 с. 

Поступила 15.II.1986 

103 



SUMMABILITZ BT SCALAR MATRICES IN ABSTRACT SPACES 

B. Kolk, Т. Ahum 

Summary 

Let X be a vector apace over the field IK of real or 

complex numbers and let A(X) be the set of all X-valued se­

quences x-tx^.The Banach space Еел(Х) is called a Bid-apa­

ce if the maps f^-'E-^X, f^CxD=, are continuous and an 

RK-space if -ffm$=X in ё for all x^x^eE, where x— 

=• С X,, X-2.1 • • • > г|"> ®f The norm (| 1Ц of a Banach spa­

ce etc-5 = »(IK) is called monotone if for all (-(rK ), Ык)бс< 

with 1 I 5- MK| the inequality holds. If 

X is a Banach space and c< is a normal BK-space with the 

monotone norm then о<0б={ х=(*к)е Л(Х~)х (llxKll)€4 j is the BK-

space with respect to the norm "x'Udü = " ̂ The set 

C(X) of all convergent X-valued sequences x = CxKi is also 

the BK-space with respect' to the norm ||х||^=-aup ||xKj| . 

Denote c=cclK) and for a sequence space ЕС-Ь(Х) let 

x-(x")<)fe-i>(X): 5"K = XK+Jf0, (xH)eE, XyfcX}- The matrix trans­

formation Ax=cAnx), Anx=XKcnkxK, Qnifi Ik, is called regular 
in 4(>F) if A;C(X)-»C(X) and /im Anx=&XK for all x= 
= (xK)6c(X). If A-1 E->C(X) and for every 

xeE, then we write A: E-f+cfX). 
Vulich LH has shown that for a Banach space X a mat­

rix transformation A is regular in -O(X) if and only if it 

is regular in -i. Later it was proved by Kangro [2] that 

the statements A :C(X)—*C(Y) and A -^ cX]—>c(X) are 

equivalent to the statements A;C-»t and A:/ -*C respecti­

vely. In this article we prove the following generaliza­

tions of there results in case when X is a Banach space and 
c< is a normal Bkf-ftK-space with the monotone norm. The 

scalar matrix A maps о<сХз into C(X) if a*d only 

if A maps d. (oC) into C. The statements А:<*ГХзДс(Х) and 

Д:о(**С are equivalent when the condition (7) holds. The 

statement A=eT[Xj-^*C(X) is^equivalent to the statement 

A:«?-^>C if fche operators F:°(.[X]—*X and #!K are linear 

and (7)»(8) hold. 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та,1987,770,105-114 

ТЕОРЕМЫ ВКЛЮЧЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО АБСОЛЮТНОЙ СУММИРУЕМОСТИ 

ИНТЕГРАЛОВ ДЛЯ МЕТОДОВ ТИПА ПУАССОНА-АБЕЛЯ 

Ф, Вихман 

Таллинский политехнический институт 

В настоящей статье рассматривается одно обобщение ме­

тода суммирования Пуассона-Абеля, которое можно исследовать 

в случае суммируемости несобственных интегралов или рядов. 

Поскольку различия в доказательствах будут только в дета­

лях, то ограничимся вариантом интегралов. 

Рассмотрим несобственный интеграл 

J О. (и.) сСи, 

Пусть задана неубыващая на Со , + <*») функция Af") » О , 

CvrrvAfu-)» + oo . Обозначим 
<<•-»*<* +9° , i/u) 

¥(*)- f t <х!и)<£и- } 2̂) 

% (*)=• / (1 + *М"))"*а(и)с1и, ( l >,l) , 

Рл [<)~ f « *Ми,с1<4, (4) 
О 

Определение 1. Интеграл (1) называется суммируемым ме-

тодом Пуассона-Абеля РА[М"-)] ( или 7^/ДМ/,или АТЦх(и)} ) 

к числу 2 , если при всех * > О интеграл (2) ( соответст­

венно (3) или (4) ) сходится и 

Zuw <£(*)- & ( соответственно или . 
Л-УО+ 4-*0+ А-МТ 
В литературе метод Т, {Х(и.)] известен под названием ме­

тода Стилтьеса. 

Определение 2. Интеграл (1) называется суммируемым ме­

тодом Меллина PA (in,Аб-Oj к числу £ , если для малых и>0 
существует интеграл + о* 

К («•) «"•/А." <xtu.)aliA. (5) 
и &(•'•)= JE- о 

•<.-» О* 
Для этих методов и их соответствующих аналогов для ря-

ДОР """чыми авторами доказан ряд теорем включения. Укажем 
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работы Г. Хавди ( [5] , теорема 28 ), Ю.И. Худака E6J,K.5ty-

сипова [4] . Автором статьи проблемы включения этих методов 

в случае рядов и интегралов изучались в [1-3] . В том чис­

ле были получены следующие результаты. 

Теорема X. Имеют мест.о включения: 

1° AT\ { М » ) ]  Z >  РА {  Л  С и )  J  •  

2° если^ Л(и)>1 и метод РА j tn. АЫ) J применим к ин­

тегралу  (1 ) ,  то  РА {  (п .  л  (и)  j  с?  А~1\  /  А (и- )  J  j  
3° если метод Tj применим к интегралу (1), то 

Г4 / Л» J о PR / А/«) j  s 

4° если^ Л[и)ъ1 и метод PQitn *(<*)} применим к ин­

тегралу (1) ,ТО Pf) { tn.A(u.)J Z) Tt {Mu)) . 

Введем понятие абсолютной суммируемости интегралов. 

Определение 3. Интеграл (1) называется абсолютно сумми­

руемым методом РЯ I'M*-)} ( или Т* {Afujj ,или ), 

если он суммируем этим методом и функция ( соответст­

венно (±) или ft б«0 ) принадлежит классу функций 

ßVfo,t со) , именщих ограниченную вариацию на(о,+ *>) . 

Определение 4. Интеграл (1) называется абсолютно сумми­

руемым методом Me длина Рв ЦлМ*)] , если он суммируем, 

этим методом и найдется с >о , что КС*) €• S Vfo,с) . 
Эти определения-при A(u)s и совпадают для методов 

PAfAfi*) J t 7] {аЫ)} и рй J tn,A{*+) } с определениями 

•:°-з° из Г? I. 
Теоремы включения относительно абсолютной суммируемости 

рассматривали в случае методов РА , Т2 и РА j для 

рядов Д. Рат С9] , а для интегралов Г. Дайамонд, Б. Катнер, 

Л.А. Рафаэль [7] . Последние доказали при Л Ы s «*. следую­
щие утверждения. 

Теорема II. Имеют место включения относительно абсолют­

ной суммируемости: 

1° ( теорема 1 ) если интеграл 3N (*) сходится для всех 
*>о , то / T« {u J / э J РЯ 1*11 i 

2° ( теорема 2 ) если интеграл £ («О сходится для всех 
^ , 6 < «t < с , то 1РЯ{е+иЦ=> 1Т,{иЦ при всех 

^Можно показать,что условие М*)ъ1 лишнее. 
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Нашей целью является вывод аналогичных теорем для ме­

тодов PR, Т"* , Я Т*4 и РЙ {(.п. Х(и)} . 

Б доказательствах мы будем пользоваться одной леммой 

К. Кноппа [83 . 

Лемма . Если 

1° а (4) <• BV (о 
'•«е 

2° /к (л,*) di существует для всех *м-(о,с) , где с 
может быть и бесконечным; 
ж 

3° f В/(о,е) равномерно относительно , 
tr 

то функция 

£f-t) - /L(*,*)cf({r)cUr е в V (о, с )  .  

Теорема 1 . Имеет место включение относительно абсолют 

ной суммируемости / Я Т» { * Iй э М//. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  .  В к л ю ч е н и е  Я  " Л  Р  э  

г> РД i A ft-) J есть утверждение 1° теоремы I . Остается 

доказать, что из ¥(*)&В\/( о,+ о») следует V(o,to>) 

По теореме 1 из [ЗЛ для всех ч>о верно равенство 
+ »» 

, ft W- /(*—/"« 1~*uVC-t)dt. 
л г (•>) ^ 

Применим лемму Кноппа, выбрав и 

f / , 4-f 1-t/JL . 
р J (<--0 е , если е:ы , 
Lk.t)=< 

С О ,  е с л и  £ .  
Проверим выполнение условий 1°-3° леммы. Условие Т° выполне 

чо по предпосылке, а для условия 2° получим 

7км* =4 'jVVVfe - 1. 
Дальше, при гг >, =с +Оо 

±. i. 
vAi-t 

Гак как функция T[<,v) неубывающая и ограниченная, то 
F(4,v)(-BV (о, +»>) равномерно относительно v . 

Значит, по лемме р,.(<)е BV(o,+—) . Теорема доказана. 
Теорема 2 . Пусть А'/«Ь о для всех и>,о . Если интеграл 
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(I) абсолютно суммируем методом А 7^ i а (<*•)] и интеграл (5) 

сходится при всех «t , 0< * < с < <$ ,то интеграл (1) аб­

солютно суммируем методом PR {(*,*[«) } и К C*)eßV(o, с'J 
при любом с' , с'< с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  ,  В к л ю ч е н и е  РЯ{(*.М*)] => 
f лы) } есть утверждение 2° теоремы 1. Надо по­

казать, что из f-i(+)t&V(o,i.ao) следует кМе 6У/о, c'J . 

Так как ( Ä«t>o ) интеграл 

к"С*-)- ' fu) of«.) • £ Л Л М 6v л/*) je'tt-
О , 

по признаку Абеля сходится, то к(л) = (0 li) на любом ко­

нечном интервале . Значит, А,£Об BV[a,c'J, 

Покажем, что А- А)<8 V/e, а ] при каком-то а . Пусть а, 
таково, что W < y»U, С 

Аналогично тому,, как была доказана формула (3) для ря­

дов в [1J , можно получить интегральное представление 
+• "= 

££) = /7 V* I 4) 4?<,(*-)dt •> (6) 

ГД® / /•#-«)" V . 
-г 

Применим снова лемму Кноппа, записав (6) в виде 
*-*> 

=•- > 

где _ ̂ j —Да 

fit) = (1 +1) *р4ft) f  &(«,*)= Я ЯО* f'+tJ . 

Проверим выполнение условий 1°-3° леммы. 

Поскольку p4̂ t)eSVfo,f-».) и /'+*-) la" монотонна и ог­

раничена на , то }l*)t&V(o,Q . Покажем, что 
Достаточно доказать, что 
/* 

+ 
°* • 

1 I/ \ 
Вычислим производную « (*] : 

з'/У- 2»<<+*)а*"р,М_ ( 1 + i)2 K{AMatx)-

•  ( i + 4 - H r A t * ) ) Z * A { ^ ( l + * 4 1 * ) У * ~ Ы х  = f l + B .  

Представим tw 
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Легко убедиться, что при всех зсеfo,t«o) и t til, + <*> ) 
S(v,l) t 1 А'* и при любом зафиксированном t <Tfx,*) имеет 

при х >,о единственную точку максимума. Применив к интегра­

лу (7) два раза формулу Бонне, получим оценку 

/Д| i i) •( '*4Ub ( $Л~З Л(я)а(*)о1ос j = 09 (* j 

£,> С, Е, 

Аналогично найдем для слагаемого 6 : 
•fr «У 

- В = #+ t)Z</ Л_,7х) 4ПХ(х,*) dx, (8) 

Х(*,0 i 0+*И~3"' 

при всех х е- [о,+ «•) и -6 е- Г* , + •»_) • 

Исследование производнойX'fcii) показывает, что при х>о 

,f) имеет не более трех экстремумов. Поэтому из (8) полу­

чим с помощью формулы Бонне оценку S- С)/<"*"'_) . 

Значит, +» / 1}'(1)1Мг = ~ . 
< 1 . 

В итоге получено, что 9/*) е- BV 

Условие 2° леммы выполнено, поскольку для всех =(. 

интегрм 

сходится. ° 

Осталось показать, что интеграл 

J НС*,+)Jt е & V(o,bЛ 
равномерно относительног- о . 

Проинтегрировав по частям, получим: 
+• +• -л*-« 

ftfi(,t]di=-C4ß 't*,*)v' lO*<r) *+ £о«Г'Д '(*,*)jt*ü+t) «t* . 
"• -2w + ~ *• e # 

Поскольку функции V*(i+nr3 и ^ * 0+ -f) <yt* 

V 

принадлежат классу 8V(o,сь] равномерно относительно <*о , 

то достаточно показать, что этому классу принадлежит функ­

ц и я  л ~ ' .  

Так как +л> 

v. Д (-t.*) - «t е "/«t4 + е edk. > 
1 0 

-i,-4 /• «t-i „-4 -а 
> А e. -ž J« et«. - -Z е , 

О 
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го в окрестности нуля <ь~'А~1(*,л) s 0 (i) .  

Докажем, что для малых * >о £•<.4f*,4')]<0, т.е. функ-

ция 'Л ~<4 ) возрастает. 

Представим производную в следующем виде: 

л 

= ( J<«- (u+i) 4е d* - «*. ') + 

° « 

4-  ̂ / U fu-t l) С Ctiu o/u. + «l j 4-

O 

-4 -it 

4- Ju* '(ч+О *e ^ e ^Лис^к -

4 4 

= ß t  t  И г  + f)- 3  -t- ßi/ .  

Оценим эти слагаемые в процессе <t->0+. Очевидно, 
Для #з получим: 

+°° - «  

< jW Л» = е. * <. о,У*?3 . 
<*-»0+ 1 

Для и 6^ найдем: 

fl2 = =(, J«* '£«.u- £Ĉ f 0 4 - 1 ] oU. =-
О 

* 

с* jV^* [l- 0 + 4)», +0(1)«*-1]с1*. • 

-ft, = f«. [ 1 - Сu+0 4< J^ £ 
о 

^ fc«+o~ «/"'[«*-' - C1-U.+ — )j«z«> 
° < 

> V 1U* ( *# — u ) edu, > о, SJ . ° / 
В итоге получено, что для малых «t >о [<* Я{•*, з) 3 <: О . 
Значит, для малых «0° функция J.~' R~' (<*.,•>) возрастает 

и ограничена, откуда следует ее принадлежность классу ßV(o,«J. 
Все условия леммы выполнены, и функция £С«Об- ßVfo,a] . 
Теорема доказана. 
Теорема 3 . Если интеграл (3) сходится при всех «i > о , 

то имеет место включение / Т4 { А(«)} | гэ |РД { Л(к) j | , 
Д о к а з а т е л ь с т в о  .  В к л ю ч е н и е  Т $  {  Л / * )  $  г э  

ПО 



э I РА Ц1*) \ I есть утверждение 3° теаремы I . В [1 j 

(теорема 3) доказана формула 

По предпосылке BV(o,+ <*>) . Применим лемму, выбрав 

fl-t-) и <£*,*)•= * л Г '(.*) * * <е ' . 

Условие Т° леммы выполнено, а для условия 2° получим 

J4 =1 . 

Рассмотрим условие 3°: 

U f.. ,*;««- = £f<v)« ~ jVVX <1 6r»o). 
у Г6) V& 

Л< г * 
Так как *Н.*У как функция от * неубывающая и ограниченная, 

то ?~С+,г)<г вVfo , +ао) равномерно относительно V . 

Значит, по лемме 'Уч СО ь &V(о,+*,). 

Теорема доказана. 

Частный случай, когда <5=4 и А/и)s -к, , рассмот­

рен в [7] ( теорема 1 ). 

Теорема 4 . Пусть А7«>0для всех и.^. о . Если интеграл 

(Т) абсолютно суммируем методом {А(ч)j и интеграл (5) 

сходится при всех «t , 0<* * с < 4 , то интеграл (1) абсо-

лютно суммируем методом PR i Af«) 5 и A. £Ое ßVfo,t') 

при любом с' , с'< с . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В к л ю ч е н и е  Р Д  {  A M }  = >  

^4 {*(*-) j есть утверждение 4° теоремы I . 

По предпосылке V* f*) <• ßVf + «о) . Выберем числа 

а и с' так, что О < а < с'< с . Как было показано в дока­

зательстве теоремы 2 , £ 60 & 8Vf о., c'J . Докажем, что 

С (.«.) е ßV (o,nJ при каком-то а , а<с . Дуста» о, тако­

во, что 4а <*а*, С *I с) . 

В [Tj ( теорема 5 ) доказано равенство 

£ 60 (о £ <L< 4) • 

Перепишем это равенство в виде 

О ' 
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где „ „ 
$L<r) =  О * )  Y w * )  ,  

Проверим для интеграла (9) выполнение условий леммы. Так 

как 74 ßVfo,+ oo) и (/ -f-t) * монотонна и ограничена 

на (о, О , то , Для $ It) t-liv [1,+ ъ) доста­

точно выполнения условия 

. (Ю) 

Дифференщрованием получим: 
+ 9о 

I, , Л"-'./ z Л*- Г М*)*МЛк _ „ 
^*)= ̂  0+*) *k IV - 4 Оt) i^TTT^p,а R + ß • 

Аналогично доказательству соответствущей части теоре 

мы 2 набьём, что /? = 09/<•"*"') и S- 6?(<"*"') . Значит , 

условие (10) выполнено. 

В итоге доказано, что j/fjfr ßV 

Условие 2°, очевидно, выполнено. Рассмотрим условие 3 

Проинтегрировав по частям, получим: 

f" IlKTTJL v*1-

^ kl* А) ett - O+v)** + 

v +~ ± (Tl) 
. 4*k7TV /-

4  2 Л Г ( 4 ) —  J  - .  
-1 * 

Функция (<Г«0 -»U,7rv 6 ßV fo, «.J . При «I <• f°i <J И 1Г f £<?, +о. ) 

функция <*, ' 
tr t l + v )  4  1 ,  ,  

а при зафиксированном V как функция от «*• монотонна. Тем 

самым она принадлежит классу ßVfo,*] равномерно относи­

тельно V . Значит, равномерно относительно 
oi. 

41л1г-А -V* . >• »55/ / -1 
г;*. tßV(o,a,] . 

ты. Г-Ичт)2"- J 

Так как 
. + 1° +"с j/, 

I i fiA. I , rim« ^ < + ~ , 
j Ал I J (ft-tr)*"" 

то равномерно относительно v 
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f * — с ßy/o а? -
Г* j.0+4)u" e  (  * 1  

Выполнение условия 3° леммы следует теперь непосредственно 

из равенства (И). 

По лемме A.(*)(rßV [о . j 

Теорема доказана. 
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INCLUSION THEOREMS FOR THE ABSOLUTS SUMMABILITY OF INTEGRA Iß 

FOR THE POISSON-ABBL TYPE METHODS 

F. Viehmann 

Summary 

In this paper absolute summability of integrals 

to 
is considered. 

The integral (1) is summable by the method PR (At*) j 
( resp. T^AMj , AT", I\(*>) } ) if the integral (2) (reap. 

(3)> (4) ) converges for<A>o and the finite limit of it 

exists as <A-»0+. The integral (1) is summable by the Mel­

lin method РЪ{1ъ AWj if the integral (5) converges for 
sufficient small *>0 and the finite limit of it exists as 

. The integral (1) is said in addition absolutely 

summable by these methods if the function (2) ( resp. (3), 

(4), (5) ) belongs to the class BV of the functions having 

b o u n d e d  v a r i a t i o n  o n  ( o , + o o )  (  o n  ( o ,  c . )  f o r  s o m e  e > o  i n  

the latter case). 

Four inclusion theorems for the absolute summability 

are proved. 

Theorem 1. If the integral (1) is absolutely summable 

by the method PA {A/u.)^ then it is absolutely summable by 

t h e  m e t h o d  A T 4  (  A M f  .  

Theorem 2. Let X'M>0 for к >-o . If the integral (1) 

is absolutely summable by the method J А/ч) j and the 

integral (5) converges for any * ,0<«t<C*6 , then 

it is absolutely summableby the method Pf\{tn, A/«) j and 

A,f*)tSV С o,c'ji for any cVc. . 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 
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0 СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ КОШИ 

Э. Оя и К.Клаар 

Тартуский государственный университет 

1. Произведением Коши рядов 

f S-e- (I) 
П"=0 rvs о 

называется рад 

Žwr , . ". (2) 
nt  о a  k=o *  

Известно, что если для сходящихся радов (I) ряд (2) схо­

дится, то его сумма равна произведению сумм радов-(I).Сог­

ласно теореме Мертенса, ряд (2) сходится, если рады (I) 

сходятся, причем один из них сходится абсолютно. В случае, 

когда оба ряда (I) сходится условно, их произведение Коши 

(2), вообще говоря, расходится. 

Считая известной скорость сходимости одного из услов­

но сходящихся радов (I), мы находим условия, при которых 

рад (2) сходится (теорема I). Изучаем и количественный ас­

пект сходимости произведения Коши. В предположении, что 

скорости сходимости (вообще говоря, условно сходяцихся)ря-

дов (I) известны, мы дадим условие, гарантирующее сходи­

мость рада (2) с наиболее "высокой" возможной в этой си­

туации скоростью (см. теорему 2). Тот же вопрос мы иссле­

дуем в предположении абсолютной сходимости одного из радов 

(I) и устанавливаем количественный вариант теоремы Мертен­

са (теорема 3). 

2. Будем называть скоростью числовую последователь­

ность1 удовлетворяющую условиям Лл>0,. lun-Ла= 
= оо. Следуя Г.Кангро [2], сходящийся рад 2^ будем 

называть X-ограниченным, если последовательность 

* =  ( § S , ! 3 >  h 
ограничена. Множество всех Л-ограниченных радов обозна­

чается через т,А. 

^Свободные индексы и индексы суммирования пробегают все 

значения 0,1,2,... . 
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Теорема I, Пусть Л = Й-J - скорость. Если 

ряд Ж!>н сходится и 

то произведение Коши (2) сходится. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л о ж и м  

1Z. = 2 Vfc , ^=2®! 
k=o *' ь,о Л |,-о ' 

Поскольку 

Ч-^л-А- ^ А 4- u . (б. 

где lU=2'un и /Зк определено равенством (3), то доста­

точно показать, что 

Ž^/ak = »tfy>. (6) 
ksarO f 

Но это, в силу условия (4), очевидно, так как последова­

тельность (ßk) ограничена. Теорема доказана. 

Радом лейбницевского типа называется знакопеременный 

ряд 

а№>0, (7) 

удовлетворяющий условиям , 

Лл >• G-n + i у liin. <Хп— О. 
Такой рад сходится, причем его остаток оценивается следу­

ющим образом: 

* а*+< " 
Значит, рад лейбницевского типа принадлежит тЛ с А = 

= ("//aft+1). Отсюда непосредственно вытекает 

Следствие» Произведение Коши (2) рада (7) лейбницевс­

кого типа и сходящегося рада Sirrt сходится, если 

S^K-fc 1  = ( 8 )  

Замечание. В условии (8), а значит и в условии (4), 

еii), вообще говоря, нельзя заменить на õ(-f). Действитель­
но, произведение Коши рядов 53и,^=. 23 v^=* 23 ЫГ Ifti+f 

расходится (см., например, [4], п. 392) и, по формулам из 

[I], п. 15.2, 

ki:(k+2fkM+o~* =0(i)i $A~jk =ö > Ш 

где А* - числа Чеэаро. 
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С силу следствия, сходится, например, произведение Ко­

ши рядов 72ип= £!(-'QWn-M' и ZZv-n) где (л>'0Р, 1̂= 

— 0(i) при некотором ^ > VZ, так как для > 4/Z, 
согласно выпеупомянутым формулам из [ I ], имеем 

ZT (к+2)-*\^_к\ = (k+zyifa-kUrP = 

а для выполнение условия (8) вытекает отсюда непосред­

ственно. -

3. Нельзя ожидать, что умножение в смысле Коши улучшат» 

ет скорость сходимости, ибо если положить u0 = -/, u^ = uz = 

=... = О, то рад 2Иипетх для любой скорости X, а его 

произведение Коши с рядом ~£v-n совпадает с Сле­

дующая теорема описывает скорость сходимости при умножении 

радов в смысле Коши. 

Теорема 2. Пусть и _ скорости.Если 

5Zu.ftemx, и выполняется условие (4), то произведе­

ние Коши Z2wrH е m.v, где скорость v = 0>к) определяется 

соотношением ^ 

yKv= 7 . 

max I-i-, XZ l 
/4v k=0 3v.fc J 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И с п о л ь з у е м  о б о з н а ч е н и я  

из доказательства теоремы I, в силу которой 12ггл=И где 

и 17=27^. Так как выполнено условие (4), то »> 

является скоростью. Поскольку последовательности CjSj,), 

Cv Ž l̂ ±i ) 
"•k.o лк ' * 

) ограничены и то последовательность 

ограничена, так что S2wn̂ mv. Теорема доказана. 

Замечание. Скорость v в теореме 2, вообще говоря, не 

может быть увеличена, так как, например, если >K=yUn=n+'/, 

то = rTHjVCrv+'l) е ПгЛ=/п/", 

jz!S=<d =5 - -- 4 TZ( * \ 1 \ 
к=о к=о fk+Wn-fc-H) п-+2.к=о' к*< п-к+'1/ = =  

= 7Sz(^*i + '''+K+r)==&M)> С9) 
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так что (4) выполняется, и 

И = >»2. (Ui +...+М)- "*2 
п 2Г • 4 z n-И & йгСп.+ Я) 

А поскольку JEWn==Ö-V) сЛ, где 

Л V 

~к=0 с k+iXn-k+ 4 )  '  
и, согласно (9), 

0 <с-е.,го2 ̂ п 6 г + 2) 6v(Vt+2) + £пСп+Ъ) 
П ft+1 (H+2)* (П+Я;г О + З)* ' 

то 

(последнюю эквивалентность можно получить, например, с по­

мощью интегрального признака). Значит, если какая-нибудь 

скорость i»'=(v^) удовлетворяет условию vn'/i>n -> со , то 

поскольку f 

H Iterwl k  vn  СП.+ 2.) 2v f t  

4. Пример, приведенный в последнем замечании.указывает 

на то, что при умножении в смысле Коши скорость сходимости, 

вообще говоря, падает. Следуя идеям Г.Кангро [3], мы дадим 

условие, гарантирующее сохранение скорости сходимости при 

умножении в смысле Коши, если один из рядов (I) сходится 

абсолютно, т.е. в предположениях теоремы Мертенса. 

Теорема 3. Пусть Л=*(ЛК) и yu. = (/и.п) - скорости, 

пусть Z3u- nG/n x  и 72 vn<a причем ряд 53сходится 

абсолютно. Если 

3 с е(0,4) и^(23 l-o-j)' = 0(лк), fcsn, (ю) 
< па=л-к 

то произведение Коши Е»глега^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  

и S !%*!== 0(1). (II) 
' fc=o 

В самом деле, из (II) следует (4), так что по теореме 2 

имеем где jun = 0(»п), в силу условия (II). 

Следовательно, 53е т.^. 

Докажем (II), следуя идее доказательства теоремы I из 

[З]. Зафиксируем произвольное л, € j 0? 1? Без ограниче­

ния общности можем считать, что при некотором 

к их. Пусть »с - наименьшее значение индекса к , при кото­
ром vn-k #0. Тогда 
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где константа М существует ввиду условия (10). Легко прове­

рить, что при ^ к 

4-L((z: iv're-( ž 
4—с #n»n.-k у 

где 

Следовательно, 

^(Sko'-=. 

Теорема доказана. 

В случае, когда условие (10) при­

мет вид 

3 се (0,1), /ta0^r-k-l^lft+<)ü=Öafc), 

Это условие выполнено, если существует число се СО, 4) та­
кое, что 

ЛпЧ,йб1-к) =0ак), к«*,. da) 

А тогда при к=0 следует равенство /Un I | а_ <ЭД), которое 

равносильно тому, что 12 ̂  е Лг̂ . 
Условие (12) выполнено для всех e>Q если, например, 

(13) 

В действительности, пусть с>0 и ос =lcj,Iе. Пусть |3>-f есть 

такое число, чтр < 4. Тогда найдется такое натуральное 

число W, что f*A+4 y-Ln_< р при п^Ы. Без ограничения общ­

ности можем считать, что h>/V. Пусть k «rv. Если к ^ , 
то 
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fc±^£jb..t±=L. .£k±L.tbj- < М/в*~мк M&*-Ie 
Лк /%-* /^Л-Я * Л« /^k I Г ' 

где М =./n,a« ̂ uN/yU.fc: к =0, А если £>N, то 

ДвА..М., .J^k±±^ß"-k 
/2Г   7^ ••• тгЯ5 

Следовательно, ^г»., и 

у^- ̂ ie(h-k>=(«р>Т~=М), 

так что (12) выполняется. 

Итак, из теоремы 3 вытекает 

Следствие. Если скорости и yU. = ̂u.fL) удов­

летворяют условию (13) , то произведение Коши рядов -53 е 

етх и I <^,1 < f, принадлежит классу . 
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ON THE RATE OF CONVERGENCE OF CAUCHY PRODUCTS 

E. Oja, К. Klaar 

S ummary 

A sequence <A= C^) is called a speed if and 

tim. Л^= os. For a epeed A the set of all convergent se­

ries ZJu.n such that 

Л S UK - W) 
k=fi+4 

is denoted by КиЛ. The main result is 

Theorem 2. Let A = and yU = (/«fl) be two speeds. 

If ZDt^ti/and (4) is satisfied, then the Cauchy 

product of the series 23u.^ and 27is contained in frnv 

for the speed » — OV), 

^ ^ 

(псик{-+-, S 
Z^rv k=0 л1с J 

As a corollary the following result is obtained. If 

the speeds CX=CAn) andyAL=^c<
M.) satisfy (15), then the 

Cauchy product of the series and HZ an
} l^l< /, 

is contained in 

lö 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та,1987,770,122-128 

ПОСЗДОВАТЕЛЫЮСТНЫЕ МЕТОДЫ СИЛЬНОГО СУММИРОВАНИЯ И СХОДИ­

МОСТЬ ПО НУЛЬ-КЛАССУ 

В. Соомер 

Тартуский государственный университет 

В настоящей статье рассматривается сходимость по нуль-

классу. Оказывается, что при некоторых ограничениях на пос-

ледовательностный метод ы. сильная «^-суммируемость ограни­

ченной последовательности эквивалентна сходимости по неко­

торому нуль-классу. Это свойство применяется при изучении 

включения полей сильной с -сушируемости. 

§ I. Нуль-классы и сходимость по нуль-классу 

В статье [3] введены понятие нуль-класса и понятие 

сходимости по нуль-классу. 

Пусть JC - система множеств, элементы которых нату­

ральные числа. Система Jf называется нуль-классом, если вы­

полнены следующие условия: 

1° каждое конечное множество 5 еJf, 
2° 5, 
3° 5, е X л Slc.5i =» 52eJC, 

4° IH ф JC, где /hl - множество натуральных чисел. 

Через т , с и сс  обозначим соответственно простран­

ства всех ограниченных, всех сходящихся и всех сходящихся 

к нулю последовательностей. Пусть Е - такое линейное под­

пространство пространства т , что 
5° с ве£ 

6° (ук) е Е А l&J < Iук\ , к. =0,1.. „ => (ScJ е Е 

(т.е. t - нормальное пространство) 
7° еф £, где 

Через pi =(fi) обозначим характеристическую последова­

тельность множества 5сА/ т.е. 

% ~ \ 0, кфЪ 
Имеет место 

Теорема I.I. Если пространство Е удовлетворяет усло­
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виям 5°-7°, то система ЗСе = {-5с IH I % е £ } образует нуль-

класс. 

Д о к а з а т е л ь с т в  о .  У с л о в и е  1 °  в ы п о л н е н о ,  

так как каждое конечное множество -5G ввиду условия 5° 
(если S - конечное множество, то йе с0 ). Так как fn = e, 
то условие 4° следует из условия 7°. 

Пусть 5,,5г eJE, т.е. % , & <= Е. Тогда ввиду ли­

нейности пространства £ имеем y?j# + f^&E . Но так как 

О < ̂  < & + f.» , 

то из условия 6° следует, что Е. Значит, условие 

2° выполнено. Справедливость условия 3° доказывается ана­

логично. 

Введем понятие сходимости по нуль-классу. 

Определение. Ограниченная последовательность -х, = fxej 

называется сходящейся по нуль-классу X , если существует 

такое множество 5с// что 
lim х„ = I. 
KeMS 

Замечание I. Здесь lim - предел подпоследова-
ceA/xs 

тельности fx^), которая получается из последователь­

ности fx*,) при отбрасывании элементов, индексы которых 

входят в 5 . 
Обозначим соответственно через оэл и (иуж)0 множе­

ства всех последовательностей,сходящихся и сходящихся к 

нулю по нуль-классу X. Нетрудно убедиться, что и (<и^„ 

- линейные подпространства пространства т . 

Теорема 1.2. Если линейное пространство Е удовлет­

воряет условиям 5°-7° и 3C£=[5cihl | fs е Ej\ то (и>л)а а Е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  х =  t e j e  

т.е. пусть существует такое множество Sc А/ что й 6̂х = 

cs и . Нетрудно убедиться, что из 

условия 6° вытекает следующее условие: если и 

е Е. то )geе. НО тогда ввиду того, чтот, имеем 
6*,* X/Je £ Для всех fx Je fcoX/)D. Ввиду линейности прост­
ранства £ и ввиду условия 5° получим, что (хк) er £" , так 
как А* ßX + . 

Пусть I ие Г j - некоторое семейство нуль-классов, 

где Г - некоторая совокупность индексов. Тогда нетрудно 

убедиться, что множество 3. Xv тоже является нуль-

классом. Кроме того, если 

16* 
123 



x v =  [ S c N  I  

то 

X - f) I yje 0 E„], 
ver 1 vef 

где j Fy I fe-f] - некоторое семейство линейных пространств. 

Теорема 1.3. Если пространства удовлетворяют 
условиям 5°-7° и 

£у = fu5cvX • гДе Х„ = [5с N\fser£,}, 
ТО 

П = (4*J°» где ЗС = Л 3f,v . 
ре г *еГ 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  I )  Е с л и  п р о с т р а н с т в а  

удовлетворяют условиям 5°-7°, то и пространство Е = Д. £„ 

удовлетворяет этим условиям. Тогда из теоремы 1.2 следует, 

что е Е. 

2) Пусть x=fxje Е, т.е. ссеП^ - ДГ^),. Зна­

чит, для каздого ре Г найдется такое множество 5V е //V, , 

что lim осл=0 и е £• . Полагая 5 = (J 5„ , по-
v у*Г 

лучим, что tim^ccK=0 и 6 t (действительно, 

< при всех ve:Г, значит, ввиду условия 6° 

&Л5 & Е )' 

§ 2. Последовательностные методы сильной суммируемости 

Пусть ос= (A L) - последовательность матриц А= 

= few; , где ani< Ž-0 . Через и [cJo обоз­

начим соответственно множества всех ^ -суммируемых, сильно 

oi -суммируемых и сильно ы. -суммируемых к нулю последователь­

ностей, т.е. 

Cj= [х=(эсл)13 Ит^.апихл = ы,(х) равномерно по t j 

(XJ I 3 l, Um Т. onU IJcK-f 1=0 равномерно по tj 

fCJo={X=^etCJ I 1=0 h 
Через cA , [cA] и [ cA]o обозначим соответственно поля 

суммируемости, сильной суммируемости и сильной нуль-сумми­

руемости матричного метода А . При ас = (А), А - (ал*) 

имеем С^-СА, [с*] - [сА] и [с^]0 = [СА]° • Имеет место 
Теорема 2.1. [2] Пусть И - семейство матриц Т= (!„*.), 

где tnK = a„fll при некотором Z , тогда 

с- =• П с ' 
06 TeU т 
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Следствие 2.1. Имеет место равенство 

[<vL = П fcTi... 
Teti 

Рассмотрим последовательностные методы ос , при кото­

рых cc Q (per.) т.е. cc Q и <х,(зс)~ Uiniзск для всех 

хе£. Верна следующая 
Теорема 2.2. [7$ Включение CCQ (per.) имеет место 

тогда и только тогда, когда 

1° iim anU =0, х,= o,J,, равномерно по L  , 

2° lim ž_ сти „ - У равномерно по <' , 

3° 3 t >#, sup 1. lo.„и \ < cc , 
7 /7>t, * 

Учитывая условия теоремы 2.2, нетрудно убедиться, что при 

ссс„ (ytferj и > У линейное пространство L Л п? 

удовлетворяет условиям 5°-7°. Следовательно, из теоремы I.I 

вытекает, что семейство 

=  {  S a N  I  ß G [C M J D  j  

образует нуль-класс. 

Также является нуль-классом множество 

-  ( S c z N \  f s  е [сА1. J . 
Известна следующая 

Теорема 2.3. [4] Если А - регулярный матричный метод 

с элементами аяк то ограниченная последовательность 

fx*)е [СА] тогда и только тогда, когда существует такое 

множество Sc: N) что А/з^и характеристическая 

последовательность ys А-суммируема к нулю, т.е. 

[сА] Л л? = Ч*А . 
Обобщим теорему 2.3 на последовательностные методы суммиро­

вания. 

Теорема 2.4. Если последовательностный метод такой, 

что сс^ (per.) и aniK ^ 0, то 

1о П w )о • 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В в и д у  с л е д с т в и я  2 . 1  

tcj.- П [сг]» - Если с с (per.) и аЫк>0, то все 
те« 

методы Т , где Г е 'Z/ регулярны и положительна .Но тогда 

из теоремы 2.3. вытекает, что для всех Те V. имеет ме t-o 

Ы. П Д7 = (и) т̂<)0 . 
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Но тогда из следствия 2.1 и из теоремы 1.3 следует, что 

действительно ['с*], Л rn =(cjx )0 • 
Замечание 2. Результат, аналогичный теореме 2.4, полу­

чено другими методами в статье [4 ] ,в которой сходимость по 

нуль-классу рассматривается как сходимость по некоторому 

ЭДРУ. 

Так как Jeе [сJ тогда и только тогда, когда :х -/е<в 

[сл ]0, где 0 - сильный ос-предел: последовательности j: , то 

имеет место 

Теорема 2.5. Если последовательностный метод »с- такой, 

что се с* ( p e r . )  И а п Ы  > 0, то [Q]fjm= 

Замечание 3. Нетрудно убедиться, что теоремы 2.4 и 2.5 

имеют место и при таких методах <*• , где с .с с* , = О, 

а ^ 0. 

§ 3. Включение ограниченных полей сильной V-суммируемости 

Пусть [с«сЗ — пространство со степенью р ( р = (р*„) , 
рк> 0 ) сильно «^-суммируемых последовательностей, т.е., 

[сл]я= (x=fxj I Зг, /w Z o„it, I Xj. - f I ̂  0 равн. по i J 

Из теоремы 2.5 непосредственно следует 

Теорема 3.1. Если ccc,, и о.пЫ >0. то огра­

ниченная последовательность (xje [тогда и только 
тогда, когда существует такое множество 5 с А/, что 

(im \х-1\р к- 0 и ßefc^Jo. 
•reMS 
Значит, сильная <х-суммируемость со степенью р последователь­

ности зс= (ос )̂ к числу I эквивалентна сходимости по опре­

деленному нуль-классу последовательности и= (ил) , где 

- |xfc - 11 ̂ . Пусть 

C//V = {x=fxj I lm К К' = 0 j , 

 . . ^o(p) - пространство всех со степенью /з сходящихся 

к нулю последовательностей. В дальнейшем нам нужна следую­

щая 

Лемма 3.1. Гб] Пусть р-(р^) !  у, =(<$л), >3> 
то С0(у) с £„(р) тогда и только тогда, когда lim inj > 0. 

При помощи теоремы 3.1 и леммы 3.I можно найти доста­

точные условия для включения \_си lj с: [ с«.] К 
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Имеет место 

Теорема 3.2. Если ///>")?/ то 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  [с*] Л /w, 
т.е. существует число / , что последовательность где 

ик - I X*, ~ , «-суммируема к нулю. Из теоремы 3.1 

тогда следует существование множества Zc/V, что 
| л̂

_ Л*" =0 и об-суммируема к нулю. Рас­

смотрим последовательность / = (t*), где 

^ te A/\ž 

* I 0, K&Z , 
Тогда f/Je и у| е [Q]0. Так как favinj- > О, 

то по лемме 3.1 имеем, что е сс(р). Значит, 
И ^ е ^' т,е' по теореме 3.1. 

имеем (осJ е Теорема доказана. 
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THE SPACE OP J£ -CONVERGENT SEQUENCES AND STRONG SUMMABILITX 

DEFINED BY A SEQUENCE OF MATRICES 

V. Sooner 

Summary 

A class X of subsets of IN is called a aero class, if 

the conditions 1°-4° hold. The sequence 0С'(хл) is called 

^-convergent if there exists a set 2е-Э£ such that 
lim ccL=t 

exists. 

Let oi = (A;) be a sequence of matrices 4 i ~ (апЫ.) , 

ап1л^>0 and p = (рк.) be a sequence of real numbers such 

that рь>0. We define 

I 3 I, tirnZ. a**}**-* 0 uniformly in i j  

The set [с^1Р is called the set of strongly oC -summable 

sequences. Let /?«=/, 16 = 0,4,..., then we denote [C* 

- [С«Л-
In the present paper it is shown that for certain sum­

mability methods oC the space [c^] is equal to the space 

of -convergent sequences for a suitable Zero-class 

By using this fact the sufficient conditions for 

Ь*1?Пя?с[г*]Я are found. 
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Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 
Тартуск. ун-та,1967,770,129-132 

ОБ ОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ С СИЛЬНОЙ СУММИ­

РУЕМОСТЬЮ 

Х.Паал, В.Соомер 

Тартуский государственный университет 

Пусть oc=fA,J - последовательность матриц А, = 

= faniJ, где атк >0. Через . с* и (с,)л обозначим 

соответственно множества всех сг-суммируемых и ^-сумми­

руемых к нулю последовательностей, т.е. 

=  [jc|3 ̂"2- om,otK=at(x) равномерно по i J, (I) 

fc.U= [*•=(=£«) е си I ocfac) = 0}. 

В статье [5] изучается множество всех со степенью р 

(р=(рл) , рк >0 ) сильно oi -суммируемых последовательностей 

Г с*У, где [с*]* = [х =(xj j 3 t, (IocK-l \F") e (с0)л  ]. 
В статье [5] доказано, что при условиях О< inf рк < 
4 sup р  ̂ < сю и sup 2_ < оо множество [ĉ Y яв­

ляется линейным топологическим пространством с паранормой 

р*-) = Г to а»'* . . (2) 

где М=тм I •/, sup Рк], Если =7?^ для всех *=<%... и 

6upaniK>0t то множество [с^J7" является нормированным 

пространством с нормой (2), а при рк=р<4 отображение 

^ , определяемое равенством (2), является псевдонормой. 

В настоящей статье изучается множество* [Сл(Й)~[р(\т, где 
Ыь)У~{0С=(ССк)\ а=(\А^)^(со)и] 
Имеет место 

Теорема I. Пусть 0< inf- рк 4 мр>рк с оо и 4up Ц аы -
Г п *•< * '* 

= Н < со , тогда множество [с^д)]^ является ли­

нейным топологическим пространством с паранормой д , где 

 ̂J Г" о) 

1 Через /77 обозначим пространство всех ограниченных 

последовательностей. 

17 
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где М = тазе [ Л, лир рк / 
Доказательство теоремы I аналогично доказательству ут­

верждения, что равенство (2) определяет паранорму в [с«]1" 

(см. [5], стр. 17). Отметим, что при рл=р%'1 при всех 
-к-0,4,.., соотношение (3) определяет полунорму, а при рк = 
= р<4 - псевдонорму. 

При рк  -V ( к = 0/,) обозначим [ с*]^ и 

- Далее докажем, что множество [с* (д)] 

является множеством мультипликаторов определенного класса. 

Пусть / - множество всех почти сходящихся последователь­

ностей. Известно, что / является замкнутым подпространст­

вом пространства гп . Почти сходимость - это частный случай 

<* -суммируемости, т.е. при 

а . i+n' 
"  l o ,  K < i ,  K > n + i ,  

имеем . Тогда обозначим ocfxJ = j-lim ос.. Необходимые и 
достаточные условия для того, чтобы имело место /с с*, дает 

следующая 

Теорема 2. [б] Включение feze^ имеет место тогда и 

только тогда, когда 

1° 3 Um = а, ? 4=0,1,... равномерно по i, 

2° 3 /w» £ a„bc = й равномерно по i, 

3° 3- Г > <7, <W/° Z I I < 00 , 
n>^n> &-0 1>'°. 

4° //,77 Z |д (А,,* -СХ)! -О равномерно по < . 

Пусть f/ с«.) - множество мультипликаторов типа 

(?iCtc) т,е* 
f/, <-«)= ff£j| А q* для всех (х-ь)е,/ J . 

Имеет место 

Теорема 3. Если f с с ;̂ то для того, чтобы ограничен­

ная последовательность £ = (£к)<^ (/, с^), необходимо и дос­
таточно, чтобы (<£л) € и 

^ |amV-a, I/А <£„ ! = (/ (4) 

равномерно по С . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о о т н о ш е н и е  ( г Л ) е ( / , С Л / )  

означает, что для всех (sc.*je j/ существует 2LamKeKxK= 

<x.Ce,x-) (равномерно no i )f т.е. имеет место /сс^ где 
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ß=(ßi), в; = (Ku), =am i  . Значит, последовательностный 

метод /3 должен удовлетворять условиям теоремы 2. Нетрудно 

проверить, что для метода ß условия 1° и 3° теоремы 2 вы­

полнены. Условие 2° теоремы 2 равносильно условию . 

Значит, надо еще доказать, что для метода ß условие 4° тео­

ремы 2 равносильно условию (4). Так как 
Д ~ЬК) = А (о„1 к  <£е — Я, £е ) = (O-ntu - в*)А£л Т А (on i t  - ас), 

и lijvL\b(anilc-Ct<%0равномерно по t- ,то эквивалентность 

условий 4° теоремы 2 и (4) вытекает из неравенств 

'  « О  1 — 1  —  
Г|д(^,«-0к 2, X Uf<w-tie) I t*0 K'O K 

и 
« О» 

ГI »„,•*- е. I [л£* |< Z Uft..* - UI+- «J| • 

Теорема доказана-

Известно, что ^с: с^(рег.) (т.е. /ссл и 

для всех хе/ ) тогда и только тогда, когда выполнены усло­

вия теоремы 2 и а«, =#, к=0/г.. t <г=У. Тогда из теоремы 3 

следует 

Следствие I. Если facoi (рег ) и ü„,w > <9, то 

({, с*) П w = j>.d (д)] Л с<* . 

При с.«.-/ обозначим Из следствия I вы­

текает следукщее уже известное соотношение (см.[3], стр. 

501-502) 

M(f) =/(&)= {(осл)&^ \f-Ptm\ACCj - 0] . • (5) 

С другой стороны в статье [2 J доказано, что 

щ) - L/J = frxj I л, (6) 

Множество ] - это множество всех сильно почти сходящихся 

последовательностей. Из равенств (5), (б) и из того, что 

[/] с/т? следует, что 

L/J = jW- (7) 

Возникает вопрос - при каких условиях имеет место формула 

[с*] Л от = [с*. (д)] Г) с̂ , (8) 

частным случаем которой является соотношение (7). Применяя 

методы, разработанные ХиллоМ и Следдом в статье [4] для изу­

чения мультипликаторов множества сАПт (здесь А - поле 

суммируемости матричного метода А ), нетрудно доказать (см. 

также [i]), что при / с (реГ.) и аП1К > О 
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имеет место равенство 

(h с*) О т = [с*1 Л т, 

т.е. при j/с с^(рег) формула (8) справедлива. 
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A SEQUENCE SPACE CONNECTED WITH STRONG SUMMABILITT • 

H. Paal, V. Soomer 

Summary 

Let <=£ - (A I) be a sequence of positive matrices A = 

- (On,к) and p-(pf.) a sequence of positive real numbers. 
We define 

[с*(а)]Р^(хк) I Z/W Z anit | A 1 ^ " =  0 uniformly in t j 

It is easily verified that the set [с*(л)]/° is a linear 

paranormed space under certain conditions (theorem 1). 

The spaces of almost convergent and <^-summable sequen­

ces are denoted respectively by f and (see (1)). Let 

yfc C& (reg). Then it is shown that a bounded sequence &=(£,) 

ia a multiplier from to с«, iff lim /L am< \b£.^\-0 uni­

formly in L , 
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТНЫЙ об-МЕГОД И СИСТЕМА ^-НУЛЕВЫХ МНОЖЕСТВ 

Л. Лооне 

Тартуский государствённый университет 

Пусть Ob - система множеств натуральных чисел, которая 

удовлетворяет следующим условиям: 

1° с<ьъ<Ь А €. N 4 А£ ОС j (1) 

2° А, в € at, =^> а и (2) 

з 0 Bear, ЛАС ß =$> АС ct., (3) 

4°. iN ^ ОС, где INJ - множество натуральных чисел. (4) 

Система ОС называется нуль-классом (см.СбД). Следовательно, 
нуль-класс представляет собой систему множеств, дополнитель­

ные множества которых образуют в /М более сильный фильтр, 

чем фильтр Фреше. Так как в случае фильтра Фреше в системе 

ОС нет бесконечных множеств, то назовем такую систему три­

виальной. 

Пусть nv - множество всех вещественных ограниченных 

последовательностей х= (£*) с норной 1сзс-|(= yup, t |. Прост­

ранства сходящихся и сходящихся к нулю последовательностей 

обозначаются соответственно через С и с„ . 

Пусть РА - оператор выделения подпоследовательности, 

который "отбрасывает" все координаты последовательности, ин­

дексы которых входят в А . Значит, = ( djcn) к ) где {j(n)i 
n € < N } = f N \ A  И  П  С  j ( n )  C j C n + 4 )  V  П €  Ы -

Определение I. Говорят, что х em принадлежит классу 

сэ^если найдется А€ ОС такое, что Множество cZсо^ 

называется множеством <Х-сходящихся последовательностей и 

обозначается через С et, (здесь сЬ - замыкание множества 

СЗу^в пространстве т ). 

Аналогично определяются множества и Со<х, , т.е. 

Ыооо = {«6 т,: Я Л €<%; ̂Х€С 0}ис < ч х.= с!'<д<, в с(ср43).Если 

система является тривиальной, то С», = О и Coot, = С0• 
Пусть hV - пространство всех линейных непрерывных 

функционалов на w и пусть К - слабо бикомпактное выпуклое 

множество в т?. Множество 

133 



КОзс) ={<«;,£>: К} 

называется ядром (определенным множеством К ) элемента х 

(cM.Lt}). Если ядро К(х) содержит только один элемент, то 
говорят, что X сходится по ядру. Следовательно, х сходит­

ся по ядру тогда и только тогда, когда 

< * , £ >  =  < о с ,  Y f , $ € r K .  
множеством К° определяющим ядро Кноппа, является множест­

во всех j, е m® которые удовлетворяют следующим условиям 

I°<e£/f> = О # tike Nj (5) 

2°<€,£> ~ V , (6) 

3° |lf|| = /f. (7) 

Здесь е «CM, -., ) и вк = С<Гп1с)(см.Ю, § 3). Рас­
смотрим множество Кс т' состоящее из всех таких , 

которые кроме (6) и (7) удовлетворяют условию 

4°<еА,£>-0 , АС <Х. / (8) 

Г О к А 
Здесь еА=(сГАк) где сГ^ = j ̂ ' 

т.е. вд является характеристической последовательностью 

множества А . Поскольку ОС VfeeM;TO К <Г К°. 

Теорема j. Множеством сходящихся элементов по ядру К 

является замкнутая линейная оболочка множества{в,бд :А С Ob} 

а множеством сходящихся по ядру к нулю элементов является 

замкнутая линейная оболочка множества { еА : А €. ОС }. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  т е о р е м а  я в л я е т с я  ч а с т ­

ным влучаем теоремы 3 из статьи £/1], 
Пусть Кеь f = {ete т: <х,р=о} и Кет. = fzsm= öj. 
Теорема 2. Множество К имеет вид 

К - ^ е К " :  К с с $  о Ц&ъ РА VA€OCj. (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  

e> = f£ek,°: ^ KtbPb. ЧАёОС}. 

Покажем, что К = <3-а) По определению оператора рА 

п о л у ч а е м  =  Ö .  З н а ч и т ,  е с л и  ^ £ 0 ^  т о  e A 6 K e t V A e C t .  
Ввиду определения множества К получаем, что £еК, т.е. 
ВСК. б) Пусть <£.=(<fy)—„произвольный элемент из Kit и 

пусть А4 — характеристическое множество элемента ос. Пусть 

m = õ h Щ к ' - к е А 4 }  «  М  -  i u p ,  :  k c A < j  .  
Значит 
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tme.A4 4 cc < М&д,. 

Поскольку для любой K° то 

"<ел„р ̂ <*,£> 5 M<eA<,<^> Vfe К. (10) 

Так как А^С  А  т о  и з  ( 3 )  и  ( 8 )  в ы т е к а е т ,  ч т о < е д < ;  f > ~ 0  •  
Следовательно, из (10) получаем, что ссе Kerf ЦеКЗвщу то­

го , что Л и сс. — произвольные элементы соответственно из 

ОС и Kw верно включение ßc К. Учитывая включение 

б ЭК получаем, что й=К. Теорема доказана. 

Теорема 3. Множество К является множеством,определяю­

щим такое ядро в т , что пространство Сок сходящихся по 

ядру к нулю элементов совпадает с с <><*,' 

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а )  П о к а ж е м ,  ч т о  со<х.Сс0К. 
Так как с«* — замкнутое пространство, достаточно пока­

зать, что cj^ccä*. Пусть sb=Cft)e Муос^т.е. найдется Ае 
еСЬ такое, что РА(с е с0 . Пусть 

и /з=Qc-Ä' 

Поскольку ^ос€ Со у то Jt € с,, и Так как Кс: 

С К" то из й€С<, вытекает, что <£,f->=o Vf^K.Hs (9) 
получаем, что = о YfeK- Учитывая линейность £ полу­

чаем что C«,f> = o /С, т.е. ос € Сок. Следовательно, 

имеет место включение сo<*.ccöt;. б) По теореме 4 множест­

вом Со* является замкнутая линейная оболочка множества 

в пространстве т. Так как Со<*, — замкнутое ли­

нейное подпространство пространства т , то включение Со к С 

сCöft, вытекает из того, что f^eA=6>ec0 -VACCK. Учитывая 

часть а) доказательства теоремы получаем, что Сок=Со«-Тео­

рема доказана. 

Следствие 3.1. Пространством ск сходящихся элементов 

по одру К является множество с ос-
Д о к а з а т е л ь с т в о  в ы т е к а е т  и з  ф а к т а ,  ч т о  

элемент ос. из ск имеет вид 

эс, = а,е + <Со 

где ае<R и $Со€ Соое. (см. теорема 2). 

Следствие 3.2. Замкнутая линейная оболочка множества 

[e^:A€06j (соответственно де CK J образует прост­

ранство Cocv (соответственно £<*,). 

Следствие 3.3. Пространство соос является иэоморфнш 

пространству с» тогда и только тогда, когда система ОС 

является тривиальной. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  O t  -  т р и в и а л ь н а я , т о ,  

по определению 1, Соек,-Со. Если в имеется бесконечное 

множество А , то, по условию 3°, казвдое подмножество ßcЛ 

принадлежит в 6t. 

Множество всех таких подмножеств имеет мощность конти­

нуума. Следовательно, множество {eö:Ьс. А) имеет подмно­

жество мощности континуума, элементы которого линейно неза­

висимы (см.СЗJ § 4). Ввиду следствия 3.2 пространство Соос 
не может быть изоморфным пространству с„ имеющую счетный 

базис l&k : к€ N }• 

Сильное к I -суммирование и «6-нулевые множества 

Пусть An -(o-ibhlc) — бесконечные матрицы для любого 

т= у,: Говорят, что последовательность as. = Gf/Q сум­

мируема об-методом (Ля,) к числу cv, если равномерно отно­

сительно л существует предел 

&ко 21 Qsmnk. =а. 
m k ' 

Яцром -метода называется ядро, определяемое множеством 

Коо = сбсо и 9^ 

где 9 - множество всесозможных операторов <{,.• J1V-» DV и Вф= 
я (Символ cfccojß обозначает замкнутую выпук­

лую оболочку множества 6 ). (CM.£2J). Следовательно, ядро 

К^Сх) представляет собой замкнутую выпуклую оболочку мно­

жества всех предельных точек последовательностей 

( •§" G-rnc^Cmik fk. )i»=o 9-

Последовательностный <*—метод CAm) называется ядер­

но-регулярным, если 

g* (te)d К"сое) V осе ГУ,. ИИ) 

Требование (И) равносильно требованию, чтобы для лю­

бого хем и для любого q.e<p все предельные точки после­

довательности С fjfe)*T=o были включены в замкну­

тую линейную оболочку всех предельных точек последователь­

ности «. = С fL ). 
Метод С An,) ядерно-регулярен тогда и только тогда, 

когда 

1° fog, йсьр \<Xn,nk.l- О Vk =о, 4,... (12) 

2° Zonule. -4 равномерно относительно л,; (13) 
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3° j COfnnic I = 4.  ) 

(CM.L2J). 
Определение 2. Говорят, что последовательность ас.= (ЗД 

сильно |<* | —суммируема к числу <э> , если равномерно относи­

тельно и существует предел 

2Г I <*->Ynn k (. fk~~ <Xj)  I — О . 
1И, k 

Пространство всех сильно 1*1 —суммируемых последова­

тельностей обозначается через Сс|*|Д и пространство всех 

сильно к нулю |ы ( -суммируемых последовательностей—- через 

С е  с ы а  •  
Определение 3. Говорят, что множество А натуральных 

чиоел является оо-нулевым, если 

fctiv ЛМЛ/ I = о. 
h>' fee А 

Легко увидеть?что в случае ядерно-регулярного оС-мето­

да (А»,) система <& всех з</-нульмножеств является нуль-

классом. Ниже рассмотрим только ядерно-регулярные <л-методы. 

Теорема 4. Если ос-е с0с./*о и последовательность 

не имеет подпоследовательности, которая сходится к нулю, то 

множество А является «—нулевым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  =  г  C o n w ( 3 ,  

то 

5Г ( СЬтпк ffcl = О. 

Из того, что не имеет подпоследовательности, 

которая сходится к нулю вытекает, что найдутся <х> у о и ka ? 

> 0 такие, что I f^.| > * для любого k&/\ лишь только к > 
> ic0. Следовательно, для любых—и,п£ IN, имеет место 

ZTIcwkfkl =gAl<bh,»k?fe| +5Al<4hk fU ̂  

Значит, k>ko 

ft I > Чу- ЧУ- * <£*A /Омик/ 
Ввиду условий (-14) и (12) получаем, что k><r<> 

^ ̂ =о> 

т.е. множество А является ос—кулевым. 
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Следствие 4.1« Для каждой сильно /<*| -суммируемой к 

нулю последовательности найдется подпоследовательность, ко­

торая сходится к нулю. 

Д о  к а з а т е л ь с т в о .  Э т о т  ф а к т  в ы т е к а е т  н е п о с ­

редственно из теоремы 4, если иметь ввиду, что IM ОС-
Теорема 5. Пространство ссы Q совпадает с прост­

ранством всех & - сходящихся последовательностей с /у. % 

причем Со ело -С.ОА-. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  о п р е д е л е н и ю  2  с и л ь н о  

1ы I -сходящихся к числу ОУ элемент а> имеет вид «taae+oco, 

где <to € Со с|л/ э . Если «.е то (по следствию 3.2) ос. 

имеет такой же вид, но с требованием «об Со*.Следователь­

но, для доказательства теоремы достаточны показать, что 

С о с. |ога = с«4 . Включение с0<> С соск0 вытекает из 

следствия 3.2, поскольку для любого Ae^ имеет место еАе 

£ Сеснп • Применяя следствие 4.1 получаем обратное вклю­

чение, т.е. Cojfr D Сое. locij . Действительно, если ос.еСосыд 

то найдется А&ОС такое, что €. С0. Значит agc0«^ . 

Теорема доказана. 
Аналогичный результат теоремы 5 доказана в £4j. 
Следствие 5Л» Два со -метода с*,„ и ^ имеют одну и 

ту же систему нуль-множеств тогда и только тогда, когда 

Соска = с«с ыьу. 

Пусть (Ьтнк.) — ядерно-регулярный <* -метод <хл. 

Следствие 5.2. Включение имеет 

место тогда и только тогда, когда 

ИьХО zt«yv -ŽZ I 6MViIC J — О 
«V' k.6 А 

для любого о<1 -нульмножества Д „ 
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PETERSEN'S ot-METHOD AND A CLASS OF oO-ZERO SITS 

L. Loone 

Summary 

In the present päper the relations between the concep­

tion of£-nearly convergency (aee[5j) and the conception of 
the convergency by core (see £1J) are investigated. The re­

lations between the 3£-nearly convergent sequences and the 

sequences which are strongly |°C(-convergent are also con­

sidered. 
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ВКЛЮЧЕНИЕ СО СКОРОСГЫ) МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЙ В КЛАССЕ ФУНК­

ЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ 

X. Тюрнпу, А. Виркус 

Тартуский государственный университет 

I. Пусть Л-(>к) с заданная скорость.. 

Рассмотрим последовательность х=С§кУ, для которой 

t  И. ( I )  

т.е. хе6,>. 

Пусть = I <Jk} такая система интегрируемых на = 

функции, что ряд 

(2) 

сходится по мере на е для каждого х 

Тогда, как показал Никишин в работе Сб], для каждого £ >о 
найдутся измеримое подмножество 71 се с >&-«*.-£ 

и константа >Vb>o такие, что ^ 

St,( Ž Sk ̂cC-tfcbb S /V£ 21 f- • (3) 
£ K.SSO 

Обозначим через А треугольный регулярный метод сумми­
рования, заданный матрицей А-(?<•* к) преобразования реда в 

последовательность. 

Говорят у что ряд (2/) для х6е€-л является почти всю­

ду на € (п.в. на €- ) Л -суммируемым со скоростью А (коро­

че, Ах-суммируемым), если п.в. на е существует предел 

Аи( УKit-
к.=о 1 

t 

где -j1. — сумма ряда (2) для *се£л . Если же п.в. на е. 

At** Л к I tßt-tt-) — 4» tof ^ 
к_»0 

то говорят, что ряд (2) для является п.в. нас А-ог-

раниченным со скоростью Л (короче, А*-ограниченным). 

Пусть ß другой треугольный регулярный метод суммиро­

вания, заданный матрицей Q>=(jbn<) преобразования ряда в 

последовательность. 

Говорят, что метод суммирования Б включает метод сум­
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мирования А со скоростью Л (А* С &л) в классе рядов (2), 

если из fit -суммируемости ряда (2) для п.в. на 

а>СС вытекает его 6^-суммируемость п.в. на Св . 

Если в классе рядов (2) А^<с£Л и В* С /V, то говорят 

что методы А и В эквивалентны в классе рядов (2) со ско­

ростью и пишут ~ (V , 

Включение методов суммирования (без скоростей) в рас­

сматриваемом классе хорошо исследовано. Обзор этих работ 

можно найти в статье С б]. О включении А* с fir в классе ря­

дов (2) имеется сравнительно мало работ. 

В настоящей заметке мы исследуем включение методов 

суммирования со скоростью в классе рядов (2) при помощи 

понятия сильной ограниченности со скоростью. 

Говорят, что ряд (2) для хсе является п.в. на е 

сильно В А -ограниченным со скоростью А (короче, [в А"] -ог­

раниченным), если п.в. на е 

'Hvp A^v <а"°/ 

где fen*. ä K-V4, 

Обозначая через E —метод сходимости, 

AKV =О1К.У-У1 
и 

4„ М ~ *** А !*»**!, 
h>r '< 

сформулируем и докажем следующее утверждение. 
Теорема I. Если 

A^v -fl?CAv), (4) 

K.*V 
то из ^^-ограниченности п.в. на ее ряда (2) для х„6 

вытекает его СвЕ] -ограниченность п.в. наес . 

Предположим, что метод Е> удовлетворяет следующему 

условию 

Ак(±^^)=Ф^). (5) 

Тогда,в силу теоремы I и неравенства 

* <Ш)а~| £ (rv, -f'ti))11% 
t«o v=6 

K=o 
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имеет место »* 

Следствие I. Пусть метод 6 удовлетворяет условию (5) 

и выполнено условие (4). Тогда из [в А^-ограниченности 

п.в. на во ряда (2) для х<,£ вытекает его ^-ограни­

ченность п.в. на е0 

Кроме того, если имеет место условие 

А XLlwl/л^ =а>Ы)} (7) 

то г 

Л л  I L  \ил{TL** - v ~ " f 1 ^  4  

' х = о >/=° 

ir ß?(^J Iх«. ?/ t-jlOV 

и,в силу следствия I,имеет место 

Следствие 2. Если выполнены условия (4),(5) и (7), то 

из А -ограниченности п.в. на е„ ряда (2) для у=е ̂  

вытекает его -ограниченность п.в. на е0 

Говорят, что регулярный метод Ь сохраняет Л -сходи­

мость, если существует предел 

£itvu Xw ( ̂ kuK. С к. *" 

для тех сходящихся последовательностей для которых 

существует предел 

fix>vv (.С-* ~ ̂0 I 

где 
КуЦл.Л-Ск. = С. . 

Если же ^ , 

Xl^^uiCUc-cl 
1 к.» о 

для сходящихся последовательностей (Ск)^ удовлетворяющих 

условию г , 

то говорят, что метод Ь сохраняет >-ограниченность. 

Оказывается (см.[2] стр. 139), что если метод £> сох­

раняет /^-ограниченность, то имеет место условие (7). Сле­

довательно, в случае Л=& из теоремы I в силу неравенст­

ва (6) получаям 

Следствие 3. Если метод В сохраняет Л* -ограничен­

ность и имеет место неравенство 

• Т -1 О 1'хЛ. 



Т. Ivb) &.У/ = ©(Л), 

то из -ограниченности п.в. на е» ряда (2) для 

вытекает его CßEJ^-ограниченность п.в. на е0 . 
Из следствия 3 мы получаем некоторые частные результа­

ты работы С4]. 

Мы докажем, что имеет место 

Теорема 2. Пусть метод А сохраняет Л -сходимость, 

а метод 6> сохраняет /^-ограниченность и существует предел 

&VW A* . (8) 

Если выполнено условие (4), то A'cfiA В классе рядов (I). 
В качестве примера рассмотрим метод Рисса Р*1, целочис­

ленного порядка ь., заданный треугольной матрицей £<а1м<,) для 

преобразования ряда в последовательность, где 

И О < Р* Л »О • 
Положим в условии (4) А= Р4 и ß- В этом случае 

= w Лк( г. с-1 Н); r;l -ft.)l * 
1=Л 

5 ± ̂ (Тр. Z R?-. ̂ « 
fr- г S« 

-'trrA  ̂-F к>' *• ' И. Itx И «fr к. ГIV 

где' рк. = Rt—Рк.-1 . 

С другой стороны, если метод f1 сохраняет Л2--ограничен­

ность , то по результатам [£1(см. стр. 140) выполняется 

=Ф(л)-^- (9) 

для 

Следовательно, в этом случае 

< V< 
Кроме того, так как 

I а«у и х <з. , 
L— Л 
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то условие (4) выполнено, если 

А Р.Х1 pj:, X c-j RT' а, = fflu). 
k.=v i=* 0 

Но в силу монотонности последовательности (Рк.) имеем 

Av $ it ClС\ И £ 
0 k-=V 

Чг* 

Учитывая условие (9), получаем окончательно 

AV < т, ci с? Pv >? Л Е-' n(C -  R ? ) *  

c'j-" 

Итак, условие (4) имеет место и из теоремы 2,в силу произ­

вольности натуральных чисел Л- и л, получаем 

Следствие 4. Если метод Р" сохраняет /^-ограничен­

ность, то методы Рисса различных целочисленных порядков 

эквивалентны со скоростью > в классе рядов (2). 

2.Для доказательства теорем нам нужны следующие вспомо­

гательные результаты: 

Лемма I. Пусть А„ — непрерывные линейные операторы 

из пространства в пространство всех измеримых по 

Лебегу конечных почти всюду на е. функций. Для того, чтобы 

почти всюду на е существовал предел 

АК,Х (Ю) 

для всех )t&lz необходимо и достаточно выполнение следу­

ющих условий 

1°предел (10) существует почти всюду на £. для . всех 

х из некоторого тотального в ^ множества, 

2° функция 

-H^>/(A^x)(t)l (II) 

конечна почти всюду на е. для всех я е^г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  в ы т е к а е т  и з  т е о р е м ы  Б а н а ­

ха (см.tl], стр. 361). 

Лемма 2. Для того, чтобы последовательность измеримых 

почти всюду конечных на е функций (удовлетворяла 

почти всюду на е условию 
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1|ц.Н)1 <<=-0, 

необходимо и достаточно, чтобы для кавдого г->о нашлись из­

меримое подмножество TL С TV > FC-A-t и постоянная 

Ht>o, удовлетворяющие неравенству 

1 L ̂У^С*){к«:)сЛЬ( 
£. г\»о I £ - £ 

равномерно относительно всех разбиений Tfl = мно­
жества Ть на произвольное число >*л-м измеримых подмно­
жеств с характеристическими функциями . 

Д о к а з а т е л ь с т в о  с м .  [ ? 1  ( с т р .  1 4 2 ) .  

Доказательство теоремы I. Положим в лемме 2 

txW-A LWl СИ ̂  
1 lt«0 VZZ.Q 1 * 

Тогда условие (12) принимает вид 

su=( X:(^k!(£:?Vtfvw-)- ht.. 

Ho 
CU 

где I 

TL K.= o v y=ö 

И G~ = U Ž (*)ATГ. I^I(ŽÂ V . 
JTL ̂ -0 ^ «t=o v = o 

Так как ряд (2) для х»&L> является п.в. на С.е 0^А1Л-ог-» 

раничённым, то, ввиду условия (12), существует постоянная 

Le><9 такая, что 

- LjC • 
Далее, в силу неравенства (3),имеем 

? Ц. Г. wäI4k *K21Akv Г; & 
К.СГО Н,Я»Ь V ~0 

О) 2Z A^V PJ- = 
_ К-iso y*=rO * 

- /Ч_ 2 £v Av Av 7~ Aic«- 4^(A) =7 GPCA) At. . Co) 
f =u F-=v 

Итак , D*, =r o£ . Теорема доказана. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 .  П у с т ь  

ряд (2) для Хо<£является п.в. на ее А^-суммируеыым.т. 

е. п.в. на е. существует предел 

где * 

AVI*) —АК.( XI 
V "О 

Так как метод Ъ сохраняет ^-ограниченность и существует 

предел (8), то, согласно [2,3"](см. стр. 138 и 155), метод 

& сохраняет Л-сходимость, т.е. п.в. на e«, существуют 

пределы ^ ̂±_U,A°A±) 
IС=гО 

х-(х.***-Л) = о. 
К» — V 

Итак, утвервдение теоремы 2 вытекает из равенства 

М х(£>ч*-ч)+ 
К-=0 varu 

У" 4КК.А< (*) -V Xv, üw llA"-v^ qv(4j, 
g.=,o K-=» V-O 

если мы докажем, что п.в. на do существует предел 

f Ye j ^ 

Где w ^ 

ßK̂ ,4) Z_Â  (14) 

И — ̂ v-X V . 

Определим непрерывные и линейные операторы 6^ из £. Ь ТН^ 

равенством (14). 

Тогда из неравенства ^ w 

IUP Ч=о ^ 

в силу регулярности метода £> , леммы 2 и неравенства (13) 
получаем, что условие 2° леммы I имеет место. 

Далее, так как метод А сохраняет Л -сходимость,то для 

каждого натурального числа <- существует предел 

А*. Ac.L . (15) 
ic-

Действительно , так как предел 

А к. — 
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XK̂ 2—uv — 2 U.V̂ ) 
VÄ-K^-V* ° VŠ»O 

существует для каждого Л -сходящегося ряда Х«*>(см. опреде­

ление из (X) стр. 136), то при Uv =SvL получаем существо­

вание предела (15). Учитывая, что метод Е> сохраняет Л-схо-

димость и к ""Ч. 

В к\ (е;,-Ь) = tf£ С*) Xw 
KLrro 

мы заключаем-, что п.в. на е_0 существует предел 

ylvVVX. ß>v\. ( (LV v*t) , 

Так как множество £ й-i. 5 тотально в , то ус­

ловие 1° леммы I имеет место. Теорема 2 доказана. 
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INCLUSION OF METHODS OF SUMMATION WITH RATES IN A CLASS OF 

FUNCTIONAL SERIES 

H.Türnpu and A.Virkus 

Summary 

Let Ä where Õ< be a rate and ^k) be 

a sequence such that the series (1) is convergent, L< xe^. 

We consider functional series of the form (2) in the 
assumption that they are convergent in measure on the inter­
val е~|>Л] for all x er-Cf. 

Let А^О^кк) and G> =Ср>ик) be regular triangular mat­

rix methods of summation transforming series into sequences. 

The series (2) is said to be almost everywhere on e-

(a.e. on e ) /V'-summable for Xo£ if there exists a.e. 

on e ч 

HJLv*. Xv\ ( ) - 4o(^)) у 
К.» о 1 

where is the sum of (2) for *, fc t\ • 

We say that the method of summation & includes the 

method of summation A. with a rate ̂  (Л^ССА) in the class 

of series (2) if from the A^-aummabylity a.e. on eaC.e. for 

an arbitrary Xo£ follows b^-summability a.e. on ^ for 

X». 
The series (2) is said to be [BA") -bounded a.e. on С 

for V0 бЛл if 

^ л zl im(Z>V,V -f 
» К»О -V SRÖ 

is true a.e. on e. , 

In the paper two following theorems are proved. 

Theorem 1. If condition (4) is valid, then from the 

[|3 Al^-boundedness of the series (2) a.e. on £.Ce for /об-

6 £> follows the [BEl^-boundness a.e. on 6^ for this se­

ries. 

Theorem 2. Let a method A preserves the Л -convergence 

and the method Ь preserves A4-boundedness. If condi­

tions (4) ie fulfilled and limit (8) exists then A^C in 

the class of series (2) 

A corollary on the equivalence of Riesz's methods of 

smnmation is obtained. у 

148 



Tartu Ülik. Toimetised. Уч. зап. 

Тартуск. ун-та,1967,770,149-157 

0 СУММИРУЕМОСТИ СО СКОРОСТЬЮ ОБОБЩЕННЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Ю. Ламп, А. Тали 

Таллинский политехнический институт 
Таллинский педагогический институт 

I. Пусть % и У - банаховы пространства над полем ком­
плексных чисел <Г (или над {R ), а И и t/~- направленные* 
множества. Рассмотрим обобщенные последовательности J 
с fu^Avi и € •ii.  Заметам, что обобщенными последователь­
ностями являются, например, обыкновенные последовательности 
Х-/ £ j (где и,=п- и двойные последовательности 

(где u=(K,n-)vi il-IN*) и функции x-ffujo ug[õ ;*>[-
=ц. Воспользуемся следующими обозначениями для множеств 
обобщенных последовательностей X (см. /2] ): 

cf-U-,%)- класс сходящихся обобщенных последователь­
ностей, 

Ce^U-jX)- класс обобщенных- последовательностей, сходя­
щихся к нулю &£.)(, 
класс ограниченных обобщенных последователь­
ностей, , 
т (•&,*) С С(Л,Х)? 

mtefit,)§= m,(h,X)0 Со fa, Х)> 
xc^-U,X)~ класс регулярно сходящихся обобщенных после­

довательностей (-U, X) и для каждого 
бесконечного подмножества ^яз 41, направ­
ленному по такому же правилу как и li' сущест­
вует предел2 С( 

Непустое множество М называется направленным по отноше­
нию >, если пары его элементов U-t и иь, для которых вы­
полнено отношение удовлетворяют условиям: 

а) если м-у ̂ Ui, и Ux><£,, го >• to3 » 
б) для всяких двух элементов -&• существует та­

кой элемент что 1о3>и^А и3̂ uj.см, например, [2 J ). 
Символ означает й, а символ бир ̂ —-М-ри,е U 

<» 
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X-Ccfu,̂ }- класс обобщенных последовательностей, регу­
лярно сходящихся к нулю ^<£ Х0 

Пусть, далее Ä ~(Л^~ обобщенная последовательность 
с О^-^с £ >u,t , где аС0 - некоторое бжксщюванное число. 
Приведем два определения. 

Определение I. Обобщенная последовательность X называ­
ется сходящейся оо_скоростыоX ( А- сходящейся, всли^Х<£ 
в c{il,X) и A fx(fit С M) , где_/-<%^.. 
Обобщенная последовательность К . называется Л- ограниченной 
если х.£С-(й,)()ж Л (х- f)€. tn f(см. [3] ). 

Определение 2. Будем говорить, что обобщенная последо­
вательность X является регулярно сходящейся со скоростью А 
(  Л  -  р е г у л я р н о  с х о д я щ е й с я ) ,  е с д а r - c ( U ^ ) ц  
где J = 

Дополним теперь наш список обозначений еще некоторыми 
символами: 

С (41,X) - класс А- сходящихся обобщенных последо­
вательностей 

т> класс Л - ограниченных обобщенных последова­
тельностей, 

пьс (Щг= сЛ(Л,Х) 

гс^й,Х)~ класс Л - регулярно сходящихся обобщенных 
последовательностей. 

Заметим, что т л ( и > ^ с т с л ( - й ^ ) с  т с  ( 4 1  ?  X j ,  • i c . ' x ( i i ) X ) c  
С1С(Щ1ж XjC.юсXJ а В' частности, если обобщенная 
последовательность ограничена ( не ограничивая об­
щности, можем тогда считать, что Л«.-./ при любом ^ ), 
то мы получаем равенства ) = /лС Л Mi, Х)~ мс %) и 
rc*(-U,X)- гс(41,Х). 

Будем далее считать классы m-(-ii,x)f тс{&,Х), мс* 
и t-Ccf-ä,,^банаховыми пространства!™ с нормой II xli-

= Uftcf/j-Jft™- 2 ). 

Будем в дальнейшем под £ понимать обобщенную последова­
тельностьß'/f м- J cf-ti ~ J при любом ч £ . 
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2. Пусть Air(u"£ - некоторые непрерывные операторы, 
действующие из пространства tf-UyXJ в У , где zf-fo,Xj- одно 
из пространств т-с (4ttXj, •tcÄ(-ic, К) . Тогда 
преобразование А^^переводит обобщенную последователь­
ность Х£ V (-it, X) в последовательность {A^-Xj, где Ats-X^ 
€ */. Введем еще оператор , где Ec44t определенный для 
всех обобщенных последовательностей X-ff^J при помощи соот­
ношения tfE x={f'u j С 

f\^=l J и-, если tee. Е, 
1-б^ё.Х, если ие. <t\E. 

Докажем теперь три теоремы^, обобщающие, с одной стороны,те­
орему I работы [l] , а с другой - теорему 5 работы /2j.C$op-
мужруем сначала теорему 5 работы [2 J . 

Теорема А. Преобразование А является преобразованием 
типа mcf-UMcföyjtогда а только тогда, когда 

1° для каждого ̂  6 X существует , 
2° для каждого неконфинального в ЛО мно­

жества Е . существует3 {Air ои>£у, 
3° lup̂ llAirllntf. ̂  00 • 
Примечание I. Заметим, что необходимые и достаточные 

условия для того, чтобы А была преобразованием типа тс(М,Н/ 
мы получим из условий теоремы А, отбрасывая условие 

1° и, заменяя в условиях 2° и 3° символ тс на тсс . 
Теорема I. Преобразование А является преобразованием 

•zm&wcy-ity-XJ^MC{ts;тогда и.только тогда, когда 
10 Aj- б- У}для каждого<_f х 

2° (A cvty^fc /vcf-c-Ъi/J для каждого^ 6^, 
3°//) "Л mc (i/J для каждого XG- ^of-CC7X) 

и неконфинального в 41 множества Е . 

* Теоремы I и 2 сформулированы (без доказательств) в работе 
£  з ] .  

5 - -Подмножество t направленного множества называется не-
континальным в -Cl , если для любого и&-СО существует и.'б.Е 
такой, что и?>и. 

Операторы /|^прпмяняготся здесь в пространстве tncft/7fy, поэ­
тому ах нормы снабжаются индексом тс . 
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4° d/yW//̂  ~d/Uc < 00 -
Доказательство. Необходимость .  У с л о в и я  I 0 -

- 3° вшолнены так как^р <£ wc -уü,ЩЛXj при любом 
ё <£ Л , а также //t s°<f£)XC mc(4l, Xj при любом xc v?c(4i, X) 
я неконбинальном в множестве £ . Для каждого Х£мс*(-й,Х) 
с Ju , в силу линейности преобразования А, имеет 
при любом xc wc*(46, X) место соотношение 

Ах = (A°Ä~*)z +AJ, (I) 
где %~л(х~£)£ тс (46, XJ .  Поскольку также Ахс mc(t  ̂У! 
и А Je же fäyj, то из соотношения (I) следует, что jf\ê Jze 
е.тс(ЦГ^при любом Z&Mc(4t,X). Значит, Аа Я у является 
преобразованием типа mc(4l^X)-*tvc(i^yJ\1, в силу теоремы А, 
примененной к преобразованию А 0 Л"1» выполнено я условие 4° 
нашей теоремы, Необходимость доказана. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  И з  у с л о в и й  2 ° -  4 ° ,  в  с и л у  
теоремы А, следует, что A°ÄJявляется преобразованием типа 
/vc-(4t,X)-*~rt>c (4^ yj, Учитывая еще условие 1°, мы заключа­
ем из соотношения (I), что А - преобразование типа 

mc yj* Теорема доказана. 
Рассматривая наряду со скоростью Л-/л «j еще другую 

скорость где Ve VО ̂fti/* , мы докажем более . 
общую теорему. 

Теорема 2. Преобразование А является преобразованием 
типа mcA(4cyXj-i-mc/'(i'% У) тогда и только тогда, когда 

I^  Aß С м с - " ( y j  для кадцого_^£ X , 

2° (A yj для каждого^£){, 

3° (А °Л *сУе)хс гясуи(4г, У) для каждого Х£ mcf-Ü^X) 
и неконфинального в 41 множестве t , 

4° бир  ̂ЦА„~ °Л'̂ с ̂  " > 

5° 6U.p(r/f̂ ll(Â ~sUrn-ts-Acr)0Л ~*Цтсе  ̂<9°. 

Доказательство. Необходимость. Выполнение 
условий I0- 3° следует аналогично доказательству теоремы I. 
Поскольку mc^föyjc tbC yj , то выполнены условия 
теоремы I, среди них.и условие 4° нашей теоремы.Учитывая со-

7  ( А * Л = А  ( Л * х ) ,  -  { f u A o c j .  
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отношение (I) и линейность преобразования /\ , мы полу­
чаем для любого X€.mcx('U-, что 

Ar X=AlrJ+(Alr с^)1^(Лг CÄ*)(Z - (2) 

где ^ А и (fu ~_fj? У "/î Jc.Ŝ npa любом ic£4£ „ При 
помощи предельного перехода мы выводам из соотношения (2), 
1TO — 

+ -Ci^,r(A^0 А У\>+ (AircA d)(z~ V/. ^ 

Вычитая из соотношения (2) соотношение (3), а затем умножая 
на HL-r , мы получаем: 

J'rfW't)*/^rArf+(ArcX*)4iAeaty%-^)~ 
— ~~ J&rn,*r (Ats-/Л \< — 

— -(Cvw ̂  /AtTc A *)(z - 9J ]u 

Перегруппируя слагаемые в правой части последнего равенства, 
мы выводам для любого )(.€•>  (и, X)соотношение 

Jir(AeX-fl) =/f* (Air ~'{^rAr)f + 

VL-(AL-cЛ d- {<ЛЪSAtrсХ / VJ 

^ Jff [(Ас ~4» trAe-)°Ä ^ 
Поскольку , , , , 

[ M A r X - Ч ) }  e УД (5) 

а, в силу условий 1° и 2°, также 

£//?(Ar ~ ̂ trAsjJe А> У (з) 

и _ 
•f iiLr(Ai~ "A J- Л/- 'Л /'V1у <£ (г,) 

то аз соотношения (4) следует, что 

jJn-[(Ar -S^rAsJ'AViZ' t'Je '"ci(3) 

при любой ,v6 >»(- л/ Значит, аре об раз -4-//TJ 
является преобразованием типа»/<.(*•(,х)— tut ft', i/Jz, в салу при­
мечания I выполнено услоздв 5°. Необходимость доказана. 

r i  о  а  j а  т о ч н о с т ь .  П р и  з н п о л н в н д д  у о а а з и . 1  1° -
- 5° вшолзайг: тзкыа усмоаня теоремы I а оператор А -~з^я-
ÖSCS преобразованием тана п;сА(-//,)(J»jtj'-t̂ i/Останоз.илая 

з=Д9 раз из соотношении (4), которое игле а т место для любых 
Х£ MC (Je, XJ . Поскольку, в одлу j-ояози:: 1°- 2°, знполяани 
.усаоз.«.: 13) а (7), а, в с^лу условдй 3° а 5°, заполнено ус-
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ловяе (3), то аз соотношения (4) следует выполнение условия 
(5) при любом X £ тс -у. Значат А является преоб­
разованием типа тс (Ъ, X-Jтс- */**^ Теорема доказана. 

Отнесем к теореме 2 несколЬлЧо примечаний. 
Примечание 2. Условие 5° теоремы 2 может быть заменено 

равносильным ему условием у 

jup^f/irllAf" •&*Пг
1гАр- Л c"fn\£li UrnCo00' 

где Еи~fи*>е1}{аА, [ 3J , условие 5° теоремы 2). 
Примечание 3. В частности, когдаJtirU при любом ir <£ ^ 

т е о р е м а  2  п р е в р а щ а е т с я  в  т е о р е м у  I .  З о л и ,  к  т о м у  ж е ,  А ч ~ i  
при любом то мы получаем аз теоремы 2 теорему А. 

Примечание 4. В частности, когда А является числовым 
матричным методом, го аз теоремы 2 следует теорема 3 работы 
L3_7. Если к тому же, то из георемы 2 следует теорема 
I работы [l] . Л'сла же А - полунепрерывный метод, то из 
теоремы .2 следует теорема 4 работы/3 ] „ 

Примечание 5. Заметам, что преобразование A* fat?^опре­
деляет метод суммирования обобаенных последовательностей Л . 
Дели Ах € гяс.(•&", yj, то мы говорам, что X является огра­
ниченно суммируемой методом А (ограниченно А - суммиру­
емой). Если Ах£ тс^ yj, го X является А - сумгларуемой 
со скоростью у/ (ограниченно А*- суммируемой). Если ле 
Лхб rrt*(-ilJ , то X является А*- ограначеннон. 

Теорема 3. Преобразование А явллется преобразованием 
гапа /»с *(-Ü,%)-*• т"yj тогда а толь тогда, когда 

1° для каждогоX, 

2° (А " 6 У) для каждого|6Х, 

3 ° ( А " ™  ^  для каждого х<£ mcfütX) 
а неконфинального в -Й" множества £, 

4° лир* HAS**Ить* * 

5  ̂ -tõwisL?-)c Л Hmc. °" ' 

Доказательство. Необходимость.  В ы п о л н е н и е  
условий 1° - 3°' показывается -аналогично доказательствам тео­
рем I а 2. Поскольку mApryJc mcft-^yj^ то выполнены усло­
вия теоремы I, в том числе и условие 4° нашей теоремы. Для 
любого Х£ mc имеет место соотношение (I). Перейдя в 
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нем к пределу, мы получим: _ 
П = -tiw-s Air X ~ ^ JХ-, (9) 

где Х= Л(Х'^) и -tvw-vfu* 

Из соотношений (I) и (9) мы выводим, что 
J/trfAir Х~ '£) =f/t?-(Ais- ~ •fatnrp-A^f ~t~ 

4-/(rC(As -Лт.A J)<Л*JZ (IG) 
при любом X £ mc X(4i, XJ. 
Поскольку 

[/^(AirX-'l) }c »'M У), (II) 
а, в салу условдя 1°, такае 

I А*(А* А")J]е (12) 

то аз соотношения (10) следует, что 
//4t-* As)0 \ JXsJ £• m{i ', yj (j3) 

при любом z<£ mcf4i, XJ, Значит, оператор (>VfAir~tunu-AtrW] 
является преобразованием типа mcfcxj* mfc°;yj&, в салу тео­
ремы 13 работы [2] , выполнено условие 5°. Необходимость 
доказана. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  в ы п о л н е н ы  
уеловая I0- 5°. Тогда выполнены и условия теоремы I и опе­
ратор А является преобразованием типа те*(U,)()*• mcf-î  
В силу услозля 1° имеет место соотношение (l2, а, в силу 
услоз-Ш 5° - соотношение (13) (см. [2J , теорема 18). >13 
соотношения (10) следует теперь выполнение условия (II) при 
любом Значит, А является преобразованием 
типа IЛj&)fcy). Теорема доказана. 

Примечание о. Заметим, что, в частности, если yU- •£ 
при любом l~<l t" , теорема 3 превращается в теорему I. 

3„ формулируем, наконец, еще одну теорему, обобщающую 
теоремы I работы flj и 4 работы/27 . 

Теорема 4. Преобразование А является преобразованием 
типа г с тс^^У^отт и только тогда, когда 

10 Aj С mc ('С, У j для каадого X, 

2 Pf А" Л "1С У J для каждого je. X, 

3 ° ( А  c Ä i "  f e j f  £  m c  A ' f <  , J / J  для каждогоЛ 
и не коншнального в IN* сечения^ £ , 

4Р Яф1Г1ЛгСХЛЛгСс°°> 
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5° 6Up„jt/„ HfAo---ЬГУЬ-̂ А*)0Ä l̂Ucc  ̂00 • 
Доказательство проводится аналогично доказательству те­

оремы I, только вместо теоремы 5 работы [2] используется те­
о р е м а  4  д з  [ 2 ]  .  

Для матричного преобразовании A-fAm»/двойных последо­
вательностей X =(f ž ij в виде -

Amr) X ' ß-mnt-t f Ы-
где а

т„£С - некоторые числа, дз теоремы 4 вытекает сле­
дующий результат. 

Следствие I. Матричное преобразование /4-/А»,^является 
преобразованием типа огда и только 
тохда, когда 

I0 {ft *""•** ™С 

2°{ ft amnUAw,}ertc M{ffj * С), 

3° l Qtnn&t/\itjc wc f/N, С) для каздого te/N, 

4° £&mnil/Ate}£ (IN, дд,; каздого i.e. IN} 

5° /"Q-rtntl }rn, tx- £ /7;C <£) для каздого /if, /X^Vt 
—r / fc/9]it££. ~ 7j, ГУ &-tnn££ } 

6 jUpm, n-«- I  ̂°°* 

Л и т е р а т у р а  

1. Кангро Г., О множителях сумм яру ем о с та типа Бора-Хардя. 
I.- Изв. АН ЭстССР, Фзз. матем., 1933, 18, 5 2, 137-
-145. 

2. Ламп Ю., Преобразования обобщенных последовательностей. 
- Уч. зап. Тарт. ун.-та, I9ö3, 220, 37-83. 

3. Паюс К., Тала А., Необходимые я достаточные условия для 
суммируемости со скоростью обобщенных последовательнос­
тей в банаховых пространствах. - Тезисы докладов конфе­
ренции "Методы алгебры я анализа", Тарту, 1983, 43-48. 

156 



ON SUMMÄBILITT WITH RAPIDITY OF GENERALIZED SEQUENCES IN DA­

NACH SPACES 

J. Lamp, A. Tali 

Summary-

Let X and. У be Banach spaces and X ~ /f и J Ъе 

a genernlised s-з̂ целсэ аЪасэ £-X, U £. •CtfiC-diPCt.teii ). 

Let also y4t-* /— directed set) be linear continuous 

transforms of X into /4*rX£- У Hio suramability method 

A - I Aer j of generalized sequence's X is defined by 

transforms A o" f f £ . Let Л - fan J and 

А'У A ̂ ̂  ^  ̂Ay,/, 

be generalized sequences, named the rapidities of convergence 

and of aunmability. Some classes as /77С f-fi, XJ? z,/<f XJ 

171 у X) and 1-Ĉ fU?Xj oi convergent generalised 

sequences  ̂are defined to characterize the quickness of 

convergence of these sequences. 

Main results of the paper are theorsas 1-4 .mich give 

necessary and sufficient conditions for f\ aeing the 

transform of cy.ies: 

zvc X) -*• fie f-t~, У J (theorem 1 ) , 

ШС Xj-=• /ЛС * i/J (theorem 2 ) , 

mC- yj (theorem 3 ) > 

Z-C f/fjt <£y* -=•* ЛС ̂f/N '} &~) (theorem 4 ) , 

Theorem 1 of the paper [/] , also theorems 4 and Ь L 2-1 
and theorems 3,4 of L-3_7are obtained as special cases 

from theorems 1—4 of the present paper. 
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