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Sissejuhatus

Aastal 1958 ilmus ajakirjas Dialectica loogiku ja matemaatiku Kurt Godeli intuit-
sionistliku aritmeetika interpretatsioon kvantoritevaba loplike titipidega funktsio-
naalide teooriasse (stisteem T), mida hiljem hakati kutsuma Dialektika interpre-
tatsiooniks. Juba varasemalt oli teada tédnu Godeli enda mittetéielikkuse teoreemi-
dele [8], et vihegi véiljendusrikka teooria, see tdhendab, teooria, milles on voimalik
aritmeetikat véljendada, korrektsust ei ole voimalik selles teoorias endas toesta-
da (eeldusel, et antud teooria on korrektne). Sestap laheb ka Peano aritmeetika

korrektsuse toestamisel vaja tugevamat teooriat, kui Peano aritmeetika ise.

Antud bakalaureuset66 eesmérgiks on tutvustada lugejale ithte meetodit Peano

aritmeetika korrektsuse toestamisel.

Esimeses peatiikis defineerime pohilised esimest jarku predikaatloogika moisted
ning defineerime iihe konkreetse tuletussiisteemi intuitsionistliku predikaatloogika
jaoks. Samuti kirjeldame &ra, mida motleme teooria korrektsuse all. Esimese pea-
tiikki peamine tulemus on Heytingi aritmeetika ja Peano aritmeetika korrektsuse

samavaarsuse naitamine.

Teises peatiikis defineerime Godeli siisteemi T ning anname Dialektika interp-
retatsiooni definitsiooni. Pohitulemusena toestame, et iga Heytingi aritmeetikas
toestatavale valemile vastav kvantoritevaba Dialektika interpretatsiooni valem on

siisteemis T toestatav.

Kolmas peatiikk annab tuginedes eelnevatest peatiikkidest saadud tulemustele
toestuse, et Peano aritmeetika on korrektne. Suuresti tugineb téestus Church-

Rosser’i teoreemile stisteemi T kohta.

Bakalaureusetoo lugejalt eeldatakse, et ta on mingilgi maéral tuttav esimest jarku
predikaatloogika (néiteks on labinud kursuse ,,Diskreetne matemaatika I*). Samuti
tulevad kasuks varasemad teadmised lambda-arvutusest. Siiski saab tubli lugeja

nendetagi hakkama.



Antud bakalaureuset6d on referatiivne ning ei sisalda uusi tulemusi.



1 Intuitsionistlik ja klassikaline loogika

Selles peatiikis anname pohilised definitsioonid esimest jérku predikaatloogika koh-
ta, et hiljem oleks tekstis lihtsam orienteeruda. Samuti defineerime intuitsionistliku

predikaatloogika tuletussiisteemi.

1.1 Predikaatloogika

Jérgnevas alampeatiikis defineerime peamised esimest jarku predikaatloogika mois-

ted ldhtudes allikast [10].
Esimest jéarku keele tdhestik koosneb jargmistest osadest:

1. konstantsiimbolid: a, b, c,d. ..,

2. funktsionaalsiimbolid f,g,h, ...,

3. indiviidmuutujad: x,y, z, £1, 22, . . .,

4. termisiimbolid: t,u, v, tq,to,...

5. predikaatsiimbolid: P,Q, R, ...,

6. loogilised stiimbolid: 1, A,V,=,<,V ja 3,

7. vordusesiimbol: =;

8. piirajad: koma , ja sulud (),

9. valemite tdhistuseks moeldud muutujad: ¢,,0,&, ... (kreeka tahed).
Antud 16put66 raames loeme predikaatloogika tdhestiku hulka ka stimboli L, mida

moistame kui viarust voi vastuolu siisteemis. Hiljem kasutame me vastuolu L saa-

maks aru, mida tdpselt moistame teooria (mitte)korrektsuse all (definitsioon 1.18).



Stimboli | tdpsem tdhendus selgub, kui oleme defineerinud predikaatloogikale vas-
tava tuletussiisteemi. Lisaks kasutame kokkuleppeliselt teada-tuntud stimboolikat

hulgateooriast.

Koigepealt aga anname signatuuri definitsiooni.

Definitsioon 1.1. Kolmikut ¥ = (C; F;P) nimetatakse esimest jarku keele sig-

natuuriks, kus:

1. C on konstantsiimbolite hulk,
2. F on funktsionaalsiimbolite hulk,

3. P on predikaatsiimbolite hulk.

Eeldatakse, et igal funktsionaalstimbolil ja igal predikaatsiimbolil on fikseeritud
argumentide arv. Funktsionaalsiimboli juures eeldame, et argumentide arv on po-
sitiivne taisarv. Predikaatsiimboli puhul eeldame, et argumentide arv on mittene-
gatiive. Koik kirjeldatud kolm hulka voivad olla nii 16plikud kui ka 1opmatud, kuid

nad ei tohi omavahel 16ikuda.

Enne valemi maoiste defineerimist ldheb meil vaja termi maistet.

Definitsioon 1.2. Termid signatuuris X on parajasti need avaldised, mida saab

koostada jargmiste reeglite abil:

1. Iga indiviidmuutuja z on term signatuuris 3,
2. Signatuuri Y iga konstantsiimbol ¢ on term signatuuris %,

3. Kui f on n-kohaline funktsionaalsiimbol signatuuris X ja t1, ..., t, on termid

signatuuris X, siis f(¢1,...,t,) on term signatuuris X.

Naiide 1.3. Signatuuris ¥ = (0;s,+,-;) on termideks néiteks +(z, (-(s(y), 2)),
+(s(s(0)),y) ja lihtsalt indiviidmuutuja .

7



Edaspidi kasutame lihtsuse huvides antud signatuuri ¥ = (0;s, +, ;) (tegemist on
Peano aritmeetika signatuuriga, vaata peatiikk 1.2) funktsionaalsiimboleid + ja -
infiks kujul. See tdhendab, et kirjapildi +(x,y) ja -(z,y) asemel kirjutame lihtsalt
T+ 1y ja r-y. Samuti loeme tehete jarjekorra mottes funktsionaalsiimboli s seotust
tugevamaks kui siimbolite + ja - seotust. Ning - seotust tugevamaks kui + seotust;
see voimaldab meil sulge dra jitta. Seega naiteks termi z + sx - y all motleme

avaldist +(z, -(s(x),y)).

Et saaksime antud keele kohta véiteid moodustada, peame defineerima wvalems

moiste. Esmalt alustame atomaarsest valemist.

Definitsioon 1.4. Atomaarsed valemid on defineeritud kui:

1. vastuolu L on atomaarne valem signatuuris X,

2. kui t ja s on termid signatuuris 3, siis ¢ = s on atomaarne valem signatuuris

2,
3. Kui P on n-kohaline predikaatsiimbol ja t¢1,...,%, on termid signatuuris 3,
siis P(ty,...,t,) on atomaarne valem signatuuris X.

Definitsioon 1.5. Predikaatloogika valemid on parajasti need, mis on moo-

dustatud jargmiste reeglite abil:

1. Iga atomaarne valem signatuuris X on valem selles signatuuris.

2. Kui ¢ ja ¢ on valemid signatuuris X, siis ¢ A ¢, o V¢, ¢ = 9 on valemid

signatuuris 3.

3. Kui ¢ on valem signatuuris ¥, siis Vz ¢ ja Jx ¢ on valemid signatuuris .

Lithiduse moéttes defineerime valemi ¢ eituse —¢ kui

“pi=p =L,



ning kahe valemi samavaarsuse kui
povi=(p=9) A=)

Uldtuntud kokkulepete jirgi loeme loogilise siimboli A seotust tugevamaks kui V
seotust ning omakorda V seotust tugevamaks kui = seotust. Seega néiteks valemit

@ V Y A 6= 0 loeme kui valemit (¢ V (p A 0)) = 6.

Koigi esimest jarku predikaatloogika valemite hulka signatuuris X tdhistame siim-
boliga F'Osx. Valemite siintaktilise vorduse tédhistamiseks kasutame stimbolit =,
see tahendab, et valemid on siintaktiliselt vordsed, kui nendele vastavad siimbol-

e . . . . . e ~ . . . d
jarjendid on identsed. Definitsioonipchist vordust tédhistame siimboliga ;f'

Niide 1.6. Valemid r = y = y = x jax = y = = = y ei ole siintaktiliselt

vordsed. Valemid Vz(z + 0 = ) ja Vz(z + 0 = x) on siintaktiliselt vordsed.

Definitsioon 1.7. Olgu ¢ valem ja t term signatuuris ¥ = (C, F, P). Defineerime
hulga FV(t) ja FV (¢) rekursiivselt soltuvalt ¢ ja ¢ kujust.

Termi ¢ korral:

1. FV(z) = {z},
2. FV(e)=0, ceC,

3. FV(f(t1,...,ta)) = FV(t)U-- UFV(ty). feF

Valemi ¢ korral:

2. FV(t=s)=FV(t)UFV(s),
3. FV(P(t1,...,ty)) = FV(t1)U---UFV(t,), PeP,
4 FV( A B)=FV(h = 0) = FV (b V 0) = FV(¥) U FV(8),

9



5. FV(Ve) = FV(¢) \ {z},

6. FV(3wp) = FV () \ {z}.

Definitsioon 1.8. Olgu ¢ valem signatuuris ¥. Muutuja  on valemis ¢ vaba
parajasti siis, kui x € FV(¢) voi ta ei esine valemis ¢. Muutuja on valemis ¢
seotud parajasti siis, kui ta ei ole vaba. Valemit ¢, mille korral FV(y) = 0,

nimetatakse kinniseks.

Niide 1.9. Signatuuri ¥ = (0;s,+, ;) valemis Vz3y(z + y = z) on muutujad x

ja y seotud, z on aga vaba muutuja, sest

FV(Vzdy(x +y=2)) = FV(3Bylx +y = 2)) \ {z}

= (FV(z+y=2)\{y}) \ {z}
(FV(z+y) UFV(2))\ {y}) \ {2}
(FV(z)UFV(y) UFV(2)) \ {y}) \ {2}
({z} Uy U{zh) \ {y}) \ {=}
{z}.

v
v

Edaspidi kasutame kvantoritega valemite kirjaviiside VzVz ... Vy ¢ ja dz3x ... Jy ¢

asemel ka lithendatud kirjaviise Vz,z,...,y ¢ ja dz,x,...,y .

Samuti ldheb meil vaja substitutsiooni moistet.

Definitsioon 1.10. Olgu ¢ valem ja t term signatuuris . Muutuja = substi-
tutsiooniks termiga ¢ nimetatakse muutuja x koigi vabade esinemiste asendamist

valemis ¢ termiga ¢ (tdhistame @[t/z]) jargnevalt:

1. Kui ¢ on atomaarne valem, tdhistab @[t/z] valemit, kus asendame koik

temas esinevad muutujad x termiga t.

2. Kui ¢ on kujul ¢ A 8, ¢ Vv 0 voi ¢p = 6, siis
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x (Y A O)[t/x] == [t/x] A O[t/a]
x (Y V O)[t/z] == yt/z] v O[t/a]
« (Y = 0)[t/a] = Y[t/a] = 0[t/x]
3. Kui ¢ on kujul Yy v voi Iy, siis
Yy, kui z = y
« (Vyu)lt/a] == vy (v[t/x]), kuiy ¢ FV(t)
(Vzplz/y)[t/2],  muud juhud; 2 ¢ FV(¢)jaz ¢ FV(t)
Jy 9, kui z =y

« (Jyy)[t/z] = { Fy (v[t/2]), kuiy ¢ FV(t)

Fz[z/y)[t/x], muud juhud; z ¢ FV(¢)jaz ¢ FV(t)

Naiide 1.11. Selgitame substitutsiooni mdistet kahe néditega:

1. Olgu ¢ kujul Vz3y (x + y = 2), siis

pl0/2] = (Vady (z +y = 2)[0/2] < Va (By (v +y = 2))[0/2])
Ve (@B (x+y = 2)[0/2])))
e (By (@ +y = 0)))

= Vzdy (z +y =0).
2. Olgu ¢ kujul Vx (z = y), siis

Ylz+1/yl =Va (z =y)[z + 1/y]

Yz = y)lz+1/y]

a2 = y)lr +1/y)

= Vz(z =z +1).
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Enne teooria moiste defineermist anname mitteformaalse definitsiooni tuletusreegli

ja loogilise aksioomi kohta.

Definitsioon 1.12. Olgu ¢, ..., @y, ¥ valemid signatuuris X. Tuletusreegliks

nimetame eeskirja saamaks valemitest 1, ..., valem v, mida tédhistame stim-
boliga
P1e P
T
valemeid g1, ..., ¢, nimetame tuletusreegli eeldusteks ja valemit ¢ jarelduseks.

Juhul kui tuletusreegli eelduste hulk on tiihi, iitleme, et tegemist on loogilise

aksioomiga.

Definitsioon 1.13. Olgu ¥ signatuur ning A esimest jarku predikaatloogika va-
lemite hulk signatuuris Y, kus A voib olla ka tiihi. Teooriaks 7 nimetame kol-
mikut (¥;.4;R), kus R on mittetiihi tuletusreeglite ja loogiliste aksioomide hulk

koos reegliga Ax, mille defineerime kui:

peA
2

Ax

See tdhendab, et kui ¢ € A, siis ¢ on vahetult tuletatav ilma eeldusteta. Hulga A

valemeid nimetame teooria 7 omaaksioomideks.

Edaspidi teeme eelduse, et teoorias T = (3;A; R) on hulgas R olemas vihemalt
tuletussiisteem 7 ilma kvantorite kohta kéivate reegliteta, s.t. nii 6elda lausearvu-

tuslik tuletussiisteem.

Niide 1.14. Olgu ¥ = (1;-;). Rithmateoorias (3; A; Zrpm) (vaata Zpgpyv jaoks

definitsiooni 1.17) on omaaksioomideks parajasti valemid:
* VaeVyVz((z-y) -z =2 (y - 2)),
* Ve(r-1=ux),
* Vae(l-z =x),
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« Voedy(z-y=1),
* Vedy(y -z =1).

Definitsioon 1.15. Tuletuseks ehk formaalseks toestuseks teoorias 7 nime-
tatakse 1oplikku valemite jada @1, ..., ¢y, kus iga valem ¢; (1 < i < n) on kas
loogiline aksioom, omaaksioom vo6i vahetult tuletatav monedest selle jada eelmis-

test valemitest teooria 7 mingi tuletusreegliga.

Definitsioon 1.16. Valemit ¢ nimetatakse tuletatavaks teoorias 7 (t&histame

T F ¢ voi ka F7 @), kui leidub tuletus, mille viimaseks valemiks on .

Monikord voime kasutada ka kirjaviisi ¢, ..., ¢, F 9 iitlemaks, et eeldades vale-
mite @1, ..., ©, kehtivust, saame tuletada valemi 1. Siiski proovime sellisest kirja-
pildist hoiduda ning tldiselt mérgime &ra, kas stimbolis H - 1) tdhistab H teooriat
voi valemite hulka. Lithiduse moéttes tdhistame monikord 16plikku valemite jada

©1,-..,pn sumboliga I'.

Jargnevalt formuleerime konkreetse tuletussiisteemi intuitsionistliku esimest jarku

predikaatloogika jaoks, mille pakkus véilja Godel [6].

Definitsioon 1.17. Intuitsionistlikus esimest jarku predikaatloogikas on parajas-

ti jargnevad tuletusreeglid ja loogilised aksioomid:

Tuletusreeglid:
= = =0 =
o @ @Z)Rl p=19 RO =19 R3
¥ =10 OV =0V
= (=40 AN =0 =
MRAL Lm umww(@
oA =0 = (Yp=10) o= Vx1
=
PV Rt e g FV@)
Jrp =

13



Loogilised aksioomid:

— Al —— A2 — A3 — A4
Vo= ¢ p=pNp p=9VY PAY =@
— A5 —— A6 — A7
VY=YV PAY=PAp Vxp = o[t/x]
——— A8 A9
plt/x]= Ix¢p 1=
Vordusaksioomid:
— V1

L=t

9 V2

s =t1 AN ... A Sn:tn:>f(Sl,...,Sn):f(tl,...,tn)

3 V3

Cs=t=(pls/z] = lt/z])
kus s,t,81,...,8n,t1,...,tn, on termid, f on funktsionaalsiimbol ja ¢ valem. On

voimalik naidata, et selliseid vordusaksioome rahudav seos on siimmeetriline ja

transitiivne. Lithiduse mottes kirjutame monikord ka —(z = y) asemel x # y.

Intuitsionistlikust loogikasiisteemist saadakse klassikaline, kui lisatakse veel ak-

sioomina vélistatud kolmanda seadus (ingl Law of the Excluded Middle):

LEM

PV

Tahistamaks koigi eelnevalt sissetoodud intuitsionistliku tuletussiisteemi reegleid
ja aksioome, kasutame stimbolit Z (definitsioon 1.17). Rohutamaks, et tegemist on

klassikalise tuletussiisteemiga, kirjutame Zrgn.

Siinkohal kommenteerime, et aksioom A9 tédpsustab vastuolu 1 tdhendust. See
tdhendab, et kui teoorias 7 tuletussiisteemiga Z voi Zrgym on tuletatav vastuolu,

siis kasutades aksioomi A9 ja tuletusreeglit R1, on voimalik tuletada iga suvaline
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valem. See aga muudab antud teooria triviaalseks. Seega saame rddkida teooria

(mitte)korrektsusest.

Definitsioon 1.18. Teooriat 7 nimetatakse vasturaikivaks ehk mittekorrekt-

seks, kui leidub selline valem ¢ (teoorias T), et T F ¢ ja T F —p.

Nimelt kui teooria 7 on mittekorrektne, siis kuna defineerisime —¢ kui ¢ = L,
saame tuletada teoorias vastuolu 7 F L. Teooriat nimetatakse korrektseks, kui

ta pole vasturadkiv.

Olgu siinkohal mainitud, et eelnevalt formuleeritud tuletussiisteem Z ei ole iitheselt
médratud. See tdhendab, et leidub teistsuguste reeglite ja loogiliste aksioomidega
tuletussiisteeme, mis siiski teooria tugevuse mottes on samavaérsed ehk tuletata-

vate valemite hulk on sama.

Samuti kehtivad tuletussiisteemis Z moned head omadused.

Teoreem 1.19 (Deduktsiooniteoreem [11]). Olgu I" valemite hulk signatuuris

> ja o valem signatuuris . Kui I', o b7 1), sits T' 7 o = .

Sisuliselt iitleb deduktsiooniteoreem meile, et juhul kui tahame toestada valemit
kujul ¢ = 1, piisab eeldada, et ¢ kehtib, ning seejérel nididata, et sellest jarel-
dub 4. Selline argumenteerimine lubab meil jirgnevaid toestusi lihtsutada. Veelgi
enam, tuleb vélja, et tuletussiisteem Z on samavédirne niinimetatud loomuliku tu-
letussiisteemiga. Seda tuletussiisteemi me defineerima ei hakka, kuid lugeja voib

selle leida allikast [11].

Lause 1.20. Kehtib jargnev:

Pz ¢(y) = Yo p(x),

kus z ¢ FV (), y € FV(p).
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Téestus. Eeldame, et ¢(y) kehtib. Kuna

F1 o(y) = oy) Aely) ja bz o(y) Ae(y) = o(y)

vastavalt aksioomidele A2 ja A4, siis rakendades neile tuletusreeglit R2, saame, et

Fz p(y) = p(y). (1)

Niiiid rakendades tuletusele (1) reeglit R6, saame, et

e(y) = Yz (). (2)

Kuna eeldasime, et ¢(y) kehtib, saame reegliga R1 valemitest ¢(y) ja ¢(y) =

Vz p(z) tuletada valemi Va ¢(x), tdpselt nii nagu tahtsime. [ |

Eelnev lause annab meile viisi, kuidas toestada valemeid, mis on kujul Vx ¢(x).
Sisuliselt piisab néitada, et valem ¢(y) kehtib, kus y € FV (¢) ehk y on nii 6elda

suvaline.

1.2 Peano aritmeetika

Vaatleme edasises ithte tuntumat formaalset aksiomaatilist teooriat nimega Peano
aritmeetika (edaspidi ka lihtsalt PA). Peano aritmeetika on teooria (3, A, Zr,pm),

kus signatuur ¥ = (0;s, +,-;)! ning omaaksioomideks on parajasti valemid:

P1. V2 —(0 = sx),
P2. VaVy (sz =sy = = =vy),

P3. Vz (v 4+ 0 =x),

!Tihti kohtab kirjanduses PA signatuurina ¥ = (0;s, +,-; =), kuid kuna me oleme
predikaatarvutuses vordusméirgi = juba sisse arvestanud, kasutame signatuuri (0;s, +, -; ).
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P4. VaVy (x +sy = s(z +v)),
P5. Vz (z-0=0),
P6. VaVy (x-sy = (z-y) + ),

ja induktsiooniskeem

P7. (p(0) AVy(p(y) = ¢(sy))) = Yo p();

nimelt on P7 aksioomiskeem ja defineerib dra lopmatu hulga valemeid, seejuures
konkreetse valemi saamiseks asendame omakorda valemi ¢ mingi konkreetse vale-
miga. Konstandist 0 métleme, kui tavalisest naturaalarvust 0. Funktsionaalsiimbol
s tdhistab jargmise elemendi votmist; seega sellise signatuuriga saame kirja panna
koik naturaalarvud, moéeldes siimbolist 0 kui arvust 0, siimbolist sO kui arvust 1,
stimbolist ssO kui arvust 2 jne. Sellisel juhul ndeme, et aksioom P1 iitleb, et arv
0 ei jargne tihelegi arvule. Aksioom P2 {itleb, et s on injektiivne tehe. Aksioomid

P3 kuni P6 defineerivad liitmistehte + ja korrutamistehte -.

Niitame, et Peano aritmeetikas saab toestada moningaid teadatuntud omadusi

naturaalarvude kohta.

Lause 1.21. PA+Vz (0+z = x).

Toestus. Toestame viite rakendades induktsiooniskeemi valemile ¢(z) := 0+ 2z =
x.

Induktsiooni baas. ¢(0) on valem 0 + 0 = 0, mis kehtib tédnu aksioomile P3.

Induktsiooni samm. Naitamaks, et Vy (¢(y) = ¢(sy)) kehtib, piisab lause 1.20
pohjal niidata, et kehtib valem ¢(z2) = p(sz). Eeldame, et PA F ¢(z) ehk

PAFO+z=2. (3)

Niiiid saame, et

O—I—szlzls(O—i—z)%sz.
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Seega kokkuvottes kehtib valem Vy(p(y) = ¢(sy)). Rakendades induktsiooniskee-
mi valemitele ¢(0) ja Vy(o(y) = ¢(sy)), olemegi saanud, et PA + Vz (0+2 = z).1

Jargmine lause iitleb meile, et sO on korrutamise suhtes iihikelement ehk z -1 = x.

Lause 1.22. PA FVz (z-s0 = z).

Téestus. Toestame véite rakendades induktsiooniga valemi ¢ (z) := =z -s0 = z
peal.
Induktsiooni baas.

0-s02%0.0+020+0230.

Induktsiooni samm. Induktsiooni samm on ilmne, sest
sy-sopzﬁsy-O—i-syP:EiO—i—sy 12! SY,

seega kokkuvottes Va(x - sO = x). |

1.3 Klassikalise loogika interpreteerimine intuitsionist-

likus loogikas

Enne PA korrektsuse toestamist kirjeldame selle toestuse ideed. Sisuliselt interp-
reteeritakse PA teooriat Godeli siisteemis T, mille kohta saab niidata, et see
rahuldab Church-Rosser’i printsiipi 3.5, mille tagajérjel saame teooria T enda kor-
rektsuse. Seega peab ka PA ise olema korrektne. Toestuses taandub PA korrekt-
sus vastava intuitsionistliku versiooni korrektsusele nimega Heytingi aritmeetika

(edaspidi ka HA). Seega HA = (3, A, 7), kus ¥ ja A on samad, mis teoorias PA.

Et interpreteerida Peano aritmeetikas tuletatavaid valemeid teooria HA tuletata-

vateks valemiteks, on meil vaja koigepealt N-interpretatsiooni moistet.

Definitsioon 1.23 (NN-interpretatsioon [1]). Olgu ¥ signatuur. N-interpretatsioon

on kujutus (—)V : FOs, — FOs, mille defineerime rekursiivselt:
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1. oV := =, kui ¢ on atomaarne; 1V := 1,

2. (AN =N AYY,

3. (V)Y = (=" A ),
4 (p= )V =N = 9N,

5. (Vo (@)Y =V px)Y,

6. (Fzp(z))N = Vo -p(z)V.

Et saaksime toestada teoreemi 1.27, ldheb meil vaja Harropi valemi maoistet.

Definitsioon 1.24 (Harropi valem [11]). Harropi valemite klass defineeri-

takse jargnevalt:

1. iga atomaarne valem on Harropi valem,
2. kui ¢ ja ¥ on Harropi valemit, siis ¢ A 1 on Harropi valem,
3. kui ¢ on Harropi valem, siis Vz ¢ on Harropi valem,
4. kui v on Harropi valem, siis ¢ = ¢ on Harropi valem, suvalise valemi ¢
korral.
Kuigi intuitsionistlikus loogikas (erinevalt klassikalisest) ei kehti iga suvalise valemi

© korral valem ——p = ¢, kehtib aga jargmine tulemus.

Lemma 1.25 ([11]). Olgu H = (X, A, 7), s.t. teooria intuitsionistliku tuletusstis-
teemiga, kus valem g on Harropi valem, mis on konstrueeritud valemitest kujul

——, kus ¢ on atomaarne, siis kehtib H - g < ——p.

Lihtne on néiha, et iga valemi & korral ¢V rahuldab lemma, 1.25 eeldusi, seega kehtib

ka H F &V o —=¢N,
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Lemma 1.26 (kontrapositiiv). Olgu H = (X, A, 7), siis iga valemi ¢ ja 1) korral
HE (o = oY) & (N = —p").

Toestus. TARVILIKKUS. Eeldame, et

Hi oV =g (4)
ning niitame, et H - - = =", Selleks oletame, et H - -V ehk

Hb N = 1, (5)

niiiid rakendades reeglit R2 tuletuste (4) ja (5) peal saame, et H - ¢ = 1 ehk

H + =", mida tahtsimegi niidata.

PIISAVUS. Eeldame, et
H F =N =~V (6)

ning niitame, et H - ¢V = V. Selleks oletame, et
Hi o,
mis lemma 1.25 pohjal on samavidrne sellega, et H - ——¢™ ehk
HF-oV = 1. (7)

Niiiid rakendades reeglit R2 tuletuste (6) ja (7) peal, saame, et H F -V = L
ehk H F -, mis lemma 1.25 kohaselt on samaviirne sellega, et H - 4V, mida

tahtsimegi naidata. [ ]

Markus. Mérgime éra, et intuitsionistlikus predikaatloogikas ei kehti valem (¢ =

) < (—) = ) iga suvalise ¢ ja 1) korral.

Teoreem 1.27 ([11]). Olgu H = (X;0;Z), s.t. intuitsionistliku tuletussisteemiga

teooria, mille omaaksioomide hulk on tihi ja HE olgu saadud lisades teooriale H
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vilistatud kolmanda seaduse, s.t. HC = (3,0, Zrpy). Siis
HCres HEEN,

Toestus. PIISAVUS. Ilmne, sest £V ja ¢ on klassikaliselt samaviirsed.

TARVILIKKUS. Eeldame, et HC - ¢ ning toestame, et H F ¢V induktsiooniga
valemi & tuletuse pikkuse k jargi.

Induktsiooni baas. Olgu k = 1, siis £ peab olema aksioom.

Kui £ = oV = o, siis €V = (9" A=) = ¢V, mis on samaviirne valemiga
——pV = oV see kehtib aga tinu lemmale 1.25.

Kui &€ = ¢ = ¢ V1, siis €V = pV = =(=p" A =), kust samaviirse kontrapo-
sitiivi votmisel saame ~—(=¢™ A =) = . Rakendades lemmat 1.25 saadud
valemile, saame samaviirse valemi =¥ A =0 = =™ mis kehtib aksioomi A4
tottu.

Kui & = p[t/z] = Tz, siis £V = oN[t/x] = —Vo—¢", kust kontrapositiivi vot-
misel saame ——Vx ~pV = -V [t/x]. Jillegi lemma 1.25 pdhjal on see samavidrne
valemiga Vo~ = —¢™[t/x], mis kehtib tinu aksioomile A7.

Kui € = oV g, siis &€V = = (¢ A=—¢™), mis ilmselgelt kehtib. Ulejadinud juhud
on triviaalsed ja on jéetud ladbimotlemiseks lugejale.

Induktsiooni samm. Induktsiooni sammus eeldame, et kui tuletuse HC F ¢ pikkus

on k, siis H F &V, Eeldame, et tuletuse HC F ¢ pikkus on k + 1.

Kui viimane reegel mida rakendati on R3, siis £ = 6V ¢ = 6V ¢ ning induktsiooni
eelduse kohaselt

HbE oV =N,

Siis £V = (20N A=) = = (=0N A ™), kust kontrapositiivi vottes ja lemmat
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1.25 rakendades saame, et £V on samavéirne valemiga
0N A =N = 0N A =Y.

Kasutades induktsiooni eeldust kehtib ka —¢" = —¢" ning valemitest -V A

—pV = 0N ja =N A N = —pN saamegi, et

HE =N A =N = =N A=,

Kui viimane reegel mida rakendati on R7, siis ¢ = 3z ¢ = ¢ ning £V = -z -V =

Y™ ning induktsiooni eelduse kohaselt
HbE oV =N,

Seega ka H F -V = —¢" ning vottes valemist ¢V kontrapositiivi saame, et
N = —-Vz -, kus lemmat 1.25 rakendade saame, et £V on samaviirne

valemiga

N = Vo -V,
Kasutades valemis )Y = —¢" reeglit R6, saamegi, et H F -V = Vo -,
Lihtne on néha, et iilejaddnud reeglid on vahetult tuletavad. |

Teoreem 1.28. Kui PA & ¢, siis HAF ¢V,

Toestus. Ténu teoreemile 1.27 piisab néidata, et viaide kehtib, kui ¢ on PA omaak-
sioom. Aksioomide P1 kuni P6 korral on véide vahetult tuletatav kasutades lem-
mat 1.25. Néitame, et vdide kehtib induktsiooniskeemi korral. Ka see on triviaalne,

sest

(0(0) AVy((y) = @(sy)) = Vo)™ = ((0)Y AVy(py) = o(sy)™)) =

(Vz p(x)™)
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ning kuna induktsiooniskeem on HA aksioom, rakendame seda valemile o(z)"V .1l
Jareldus 1.29. PA korrektsus on samavddrne HA korrektsusega.

Téestus. Eelmisest teoreemist saame, et kui PA F ¢ ja PA F -, siis HA + oV
ja HA F =" sest

RV =(p= DV 2oV = 1IN =N = 1 = =N,

Vastupidine on ilmne, ning seega saame taandada PA korrektsuse teooria HA

korrektsusele. |

23



2 Dialektika interpretatsioon

Selles peatiikis anname tilevaate Godeli siisteemist T ja Dialektika interpretatsioo-

nist, ldhtudes allikatest [1, 3, 5, 11].

2.1 Godeli siisteem T

Definitsioon 2.1. Siisteemi T tiiiibid defineeritakse induktiivselt kui:

1. IN on tiiiip?, mida kutsutakse naturaalarvude tiiiibiks,

2. Kui ¢ ja 7 on tiilibid, siis ¢ — 7 on tiiiip, mida kutsutakse funktsiooni-

tiiiibiks,

3. Kui ¢ ja 7 on tiiiibid, siis ¢ x 7 on tiiiip, mida kutsutakse korrutistiiiibiks

tutipidest o ja 7.

Thitipe tdhistame stimbolitega o, 7, p, 01,09, . ...
Jargnevalt defineerime siisteemi T termid ning relatsiooni ¢ : o, mida loeme kui ¢
on tiiibiga o“.

Definitsioon 2.2. Siisteemis T defineeritakse tiitibitud termid induktiivselt:

1. Ko6ik muutujad z7,y", 27 ... on termid tiiiibiga 7,
2. Kuis:ojat:o— 7,siis t(s) : T,

3. 0: N,

4. s:IN—> N,

5. Kuis:ojat:,siis (s,t) : 0 X,

2Kirjanduses voib ka kohata, et tdhistuse IN asemel kasutatakse siimbolit 0; see aga
voib segadust tekitada arvuga 0 ise. Seega meie kasutame siimboolikat IN.
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6. Iga tiiiibi o ja iga tiiiibi 7 korral my : o X 7 — o jame o X T — T,
7. Iga tiitibi o ja iga tiiiibi 7 korral K, : 0 — 7 — 0,

8. Iga tiliibi p, iga tiilibi o ja iga tiilibi 7 korral S, : (p =0 = 7) = (p =

o) = (p— 1),

9. Iga titbi o korral Ry, : 0 - (N -0 — 0) = N — 0.

Terme téhistame stimbolitega m, p,r, s, t,v,t1,to,. ...

Lithiduse mottes kirjutame funktsiooni aplikatsiooni ¢(s) asemel ka lihtsalt ¢ s, kus
t: o — 7 ja s : 0. Funktsioonide mitmekordsel rakendamisel loeme assotsiatiivsust
vasakpoolseks, see tdhendab, et kuit:p — o — 7, 7:pja s: o, siis aplikatsiooni
t(r,s) : T voi trs : T all motleme kirjutist (¢(r))(s). Kui kontekstist on selge, mis
tlitpi termidega me parasjagu tegeleme, jatame vordusmérgi alaindeksi kirjuta-
mata. Samamoodi toimime ka muutujate iilaindeksiga ja termide K, -, S, 5, ning

R, alaindeksitega.

Definitsioon 2.3. Valemid stisteemis T defineerime induktiivselt:

1. L on valem,
2. iga tiiiibi ¢ ja termide ¢ : ¢ ning s : ¢ korral s =, ¢ on valem,

3. kui ¢ ja 9 on valemid, siis ¢ A ¥, ¢ V ¥ ja ¢ = 1) on valemid.

Godeli siisteemi T loogiliseks aluseks voetakse kvantoritevaba intuitsionistliku loo-
gika tuletusreeglid ja loogilised aksioomid ehk Z ilma kvantorite kohta kéaivate
reeglitega, aga koos vorduspredikaadiga =,, mis on iga tiilibi o korral lahenduv.

Sellist tuletussiisteemi tédhistame stimboliga 7.
Stisteemi T aksioomideks on:

t: IN

T1. ————
(st = 0)
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t: IN u: N

T2.
st=Nsu=1t=nNu
T3 s: 0o t:T
TOK(s,t) =48
$,t):0 X T s,t):oXT
T4. 7( ) ja 7( )
m1(8,t) =5 s mo(s,t) =, t
T — 0 =T S: — 0o t:
5. (p ) (p— o) p
S(r,s,t) = (r(t))(s(?))
s: o (N—0oc—o0o 0:NN
6. g:( )
R(s,g,O):gs
s: o (N—0oc—o0o n:IN
7 g:( )

R(s,g,sn) =4 g(n, R(s,g,n))

ja induktsiooniskeem:

suvalise valemi ¢ jaoks.

Vordusaksioomideks on:

t:o
1
Vir t =gt
S:0 t:o .0
Vor.

§ =q b= (p[t/x] = pls/x])

ning kui muutujatel x ja y on sama tiiiip, siis ¢ = [y/x].

Jargnevalt 1laheb meil vaja teoreemi, mida kasutame teoreemi 2.12 toestuses, ni-

melt.

Teoreem 2.4 (lambda-operaator [11]). Iga termi t tiibiga T ja muutuja x

titbiga o korral saame defineerida termi Ax°.t titbiga o — T nii, et suvalise

termi s titbiga o korral kehtib vordus

(Az7.t)s = t[s/x7].
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Sisuliselt v6ib moelda termist A\x?.t kui kujutusest 7 — ¢(27). Néaiteks saame

kirja panna matemaatilisi operatsioone vastavalt.
Naide 2.5. Funktsiooni f(x) = = 4 2 saame lambda-operaatoriga kirjutada kui
Az.(z +2).
Definitsioon 2.6. Olgu t term siisteemis T. Termi ¢ vabade muutujate hulga
FV (t) defineerime rekursiivselt soltuvalt ¢ kujust:

1. FV(z) ={z},

2. FV(tth) = FV(tl) @] FV(tQ), kus t; ja to on termid,

3. FV(Ax.t1) = FV(t1) \ {z}, kus t; on term.

Termi substitusiooni moiste anname {ipris analoogiliselt predikaatloogika substi-

tutsiooni moistele.

Definitsioon 2.7 ([2]). Olgu ¢ : 7 term siisteemis T. Muutuja 27 substitut-
siooniks termiga s : 0 nimetatakse muutuja x° koigi vabade esinemiste asenda-
mist termis ¢ : 7 termiga s : o (tdhistame t[s/z7]), mille defineerime rekursiivselt

soltuvalt ¢ kujust:

s, kui z% =y

y[s/a] =
y, kuia® #y°
(t1t2)[s/27] := (ta[s/27])(t2[s/27])
Ay.ti, kui 27 = y°
(Ay7.t1)[s/2°] := q \y.t1]s/27], kui 47 ¢ FV(s)

Az%.(t1[27 /y°])[s/x7], muidu

Edaspidi kasutame kirjaviisi Axzy.A\xs. ... Ax,.t jaoks ka lihendatud kirjaviisi

AX1Z2 . .. Ty t.
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2.2 Dialektika interpretatsioon

Jargneva peatiiki jooksul kasutame jargnevat stimboolikat, et tdhistada 1oplikke
muutujatejirjendeid ja termidejirjendeid (mis voivad olla ka tithjad) vastavalt x =
(1, yxn), Yy = (Y1,---,Yn) june. Termide korral t = (t1,...,t,), t1 = (¢},...,t))
jne. Téhistamaks funktsioonitiiiibiga muutujatest jarjendeid, kasutame suurtéhti,
s.t. X = (Xq,...,X,). Simboli s tdhistab jatkuvalt jirgmise naturaalarvu votmist,
seega s ei tdhista termidejarjendit. Kirjaviise Ix ja Vx loeme kui Jz;3zs ... 3z,
ja Vxi1Vao...Vx, vastavalt. Lambda-operaatori korral loeme siimbolit Ax.t kui

Godeli dialektika interpretatsioon méirab igale HA valemile ¢ vastava valemi o,

kus ¢” on kujul IxVy pp(x,y), s.t. kujul

Jzy ... Jx, VY1 Yy ep(T1, ooy 0, YLy - Yn)

ning ¢p(x,y) on kvantorite vaba valem siisteemis T. Kusjuures valemi ¢ vabad
muutujad on samad, mis valemis ¢ ning muutujatejarjendite x ja y tiiiip soltub

valemi ¢ loogilisest struktuurist, kusjuures x ja y voivad olla ka tiihjad.

Markus. Lugejal voib tekkida kiisimus, mis teoorias asetseb valem 3x Vy ¢p(x,y),
toepoolest, kuna siisteem T on kvantoritevaba, on see kiisimus éigustatud. Valemit
Ix Vy pp(x,y) voime vaadelda kui teooria T kvantoritega laiendatud stisteemi va-
lemit. Seda kvantoritega laiendatud teooriat téhistame siimboliga T37, kus lisaks
naturaalarvudele saame kvantoritega siduda funktsioonitiilipi terme ¢ : ¢ — 7.
Sellisel juhul on tuletussiisteemiks Z. Juhul, kui kvantori domeeniks on funktsioo-
nitiiiibiga muutujad, kasutame muutujatena suurtdhti X, Y, Z, U, ..., s.t. kirjaviise

VX jadX.

Definitsioon 2.8 (dialektika interpretatsioon). Olgu ¢” := IxVy pp(x,y)
ja P := FJuVvyp(u,v). Kui meile on antud valem 6 teoorias HA, anname vale-

mile dialektika interpretatsiooni rekursiivselt:
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1. Kui 0 on atomaarne valem, siis 8 := 0p := 6, seega ka 1P := L p = 1.
2 (p A )P = 3x,uVy, v (pp(x,¥) A ¥p(u,v)).

3. (p V)P =3z, x,uVy,v((z =0App(x,y)) V (2 # 0 AYp(u,v))).

4. (Vzp(2))P == 3X V2, y op(X(2),y, 2).

5. (3ze(2)P := 3z, xVy pp(x,y, 2).

6. (o= ¥)P =30, YVx,v(pp(x,Y(x,v)) = ¢p(U(x),V)).

Siinkohal tasuks selgitada antud interpretatsiooni. Valem (¢ A v)” saadakse, andes

koigepealt valemile kuju IxVy ¢p(x,y) A JuVvp(u,v)

ning seejirel tuues predikaatloogika pohisamavéarsustega kvantorid valemi ette.

Nimelt kehtivad samavaarsused:

(Ix0(x) A n) < Ix(O(x) An), x¢&FV(n)

(Vx0(x) A n) < Vx(0(x) An), x¢FV(n)

Samad samavéédrsused kehtivad asendades konjunktsiooni A disjunktsiooniga V.
Valemist (¢ V 1)” on lihtne konstruktiivselt aru saada, sest lisamuutuja z iitleb
meile, milline juhtum disjunktsioonist realiseerub, tildine teisendus on analoogne

konjunktsiooni juhuga.

Valem (Vz (2))? saadakse, kui anda antud valemile kéigepealt kuju

Vz3xVy ¢p(x,y,2)

ning seejarel skolemiseerides olemasolu kvantori, s.t. saades kuju

IXVz,y op(X(2),y, 2)-
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Viimane teisendus on digustatud kasutades valikuaksioomi siisteemis T2 ehk ra-

kendades samavaarsust:
VxIy p(x,y) < IYVx (%, Y (x)), (AC)

suvalise valemi ¢ korral.

Valemi (¢ = )P saame kasutades siisteemis T kehtivaid samavéirsusi:

(IxVy ¢p(x,y) = Fuvvp(u,v))

"8 vx (Vy op(x,y) = Fuvv gp(u, v)) 8
L vx3u(vy pp(x,y) = Wibp(u,v)) (9
PS2

& VxJuVWv (Vy op(x,y) = ¥p(u,v))
}:[; Vx JuVv 3y (¢p(x,y) = ¥p(u,v))
& vx3u, Y19 (op(x, Y1(V)) = ¥p(u, v))

L 30U, YVx,v (op(x, Y(x,v)) = ¥p(U(x),v)).

Seega (90 = @Z))D = ((PD(X> Y(Xa V)) = wD(U(X)’ V))

Mairkus. Margime éra, et selline jarjekord ei ole ainus viis, kuidas viia valem ¢ =
1 niinimetatud 3V kujule. Ulaltoodud samaviirsuste jérjekorra motivatsiooniks on
asjaolu, et tahame kasutada samavaarsusi PS1 ja [P’ voimalikut vahe, et esialgse
valemi konstruktiivne kuju séiliks. Seda samavééarsuste jarjekorda kasutame hiljem
ka teoreemis 2.12. Kokkuleppeliselt nimetame samavéiarsuste jarjekorda PS1, 1P’

PS2, M, AC 3v-samavairsuste ahelaks. Pikemaks aruteluks vaata allikat [11].

Samavéérsused (8) ja (10) kehtivad predikaatloogika pohisamavaérsuste tottu:

(Ixb(x) = n) < Vx(0(x) =1n), x¢ FV(n) (PS1)

Yu(d = n(u)) & (0 = Vun(u)). u¢ FV(0) (PS2)
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Samavaérsused (12) ja (13) kehtivad (AC) tottu. Samavéddrsus (9) on erijuhtum

jargnevast printsiibist (inglise keelses kirjanduses independence of premise):
Ju(d = n(u)) < (0 = Jun(u)). ud¢ FV(H) (IP)
Meie kasutame ainult iihte selle norgemat juhtu:
Ju(Vx0(x) = n(u)) < (Vx0(x) = In(u)) (IP?)
Samavaarsus (11) on oigustatud, kasutades Markovi printsiipi:
—~Ixp(x) & Ixe(x), (M)

kus eeldame, et ¢(x) on kvantorite vaba valem. Nimelt on voimalik nédidata, et

intuitsionistlikus loogikas kehtib samaviirsus (vaata [9]):

Vx3uvv (Vy ¢p(x,y) = ¢p(u,v)) & Vx3uvv-—-3y (pp(x,y) = ¥p(u, v)),

seega rakendades niitid Markovi printsiipi valemile =—3Jy (¢p(x,y) = ¥p(u,v))

saame valemi:

VxJFuvv (Vy pp(x,y) = ¢¥p(u,v)) & VxJuvvIy (pp(x,y) = ¢¥p(u,v)), (M)

mis ongi soovitud kujul.

Kuigi samavéérsused (PS1) ja (PS2) on ka intuitsionistlikus loogikas toestatavad,

peame teooria T7' puhul samavidrsusi (AC), (M) ja (IP") vétma kui lisaeeldusi.

Jargmise teoreemi toestamiseks ldheb meil vaja kolme jargnevat lemmat.

Lemma 2.9 ([11]). Kui ¢ on valem teoorias HA, siis leidub term ¢, : IN siistee-
mis T selliselt, et

THit,(x,y) =0« ¢op(x,y).
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Lemma 2.10 ([11]). Kui T F ¢(0,v) ja T F ¢(yN, t(y™N,v)) = ¢(sy™, v), siis
T (2N, v).

Lemma 2.11 ([11]). Olgu ¢ valem teoorias T=". Siis T7Y + AC + M’ + [P

¢ < P, Seega kehtivad jirgnevad samaviirsused:

x (p AP & P AP,

*

(V)P vyl
* (p = PP o P = 4¢P,

(Vz )P & V2P,

*

(3zp)P = 3z pP.

*

Jargnevas toestuses on pohjalikult 14bi tehtud juhud, mis osutusid keerulisemateks.

Teoreem 2.12 ([11]). Kui HA & &, siis leidub stisteemi T termide jada t selli-
selt, et THEp(t,y).

Toestus. Eeldame, et HA F £ kehtib ning toestame véiite induktsiooniga valemi &
tuletuse pikkuse kaudu.
Induktsiooni baas. Kui tuletuse pikkus on 1, siis peab & olema aksioom.

Al. Kui € on kujul ¢ V ¢ = ¢, siis lemma 2.11 pohjal

P =eve=p)P e vVl =),

seega kasutades dialektika interpretatsiooni definitsiooni 2.8 saame, et

P o (Fz,x,x'Vy,y (=0 A pp(x,y) V 2# 0 A pp(X,y')) = IXV¥ op(X,¥)).
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Niiiid kasutades JdV-samavéarsuste ahelat, saame anda valemile kuju:

&P &z x, X (Vy, ¥ (2= 0 A wp(x,y) V 2 # 0 A pp(x,y) = FRVF 9p(%,9))

Evzx ¥ 3% (Vy,y (2 = 0 A pp(x,y) V 2 0 A gp(x,¥)) = V5 ¢p(%,9))
PS2

& V2%, X3V (Vy,y (=0 A pp(x,y) V 2 20 A pp(x,¥) = ¢p(X.9))

Ly x, x' 3% vy, y (((z =0 A ¢p(x,y) Vz#£0 A op(x,y)) = %OD(ivy))
@

&« IX,Y,Y'Vz,x,%X,§ ((Z =0 A ep(x,Yzxx'y) V 2 #0 A op(x', Y'2xx'y)) =

(Koo )

Seega oleme joudnud valemile £ vastava kvantoritevaba valemini & p (X, Y, Y z,x,x,¥),

kus

§D(X,Y,Y/,Z,X,X/,S’) = (Z =0A QDD(X,YZXX/S’) vV z 7& 0 A @D(Xl,Y,ZXX,y)) =

YD (XZXX/7 S’) :

Seega peame valima X,Y ja Y’ asemele sobivad termijadad, et kehtiks kvantori-
tevabas stisteemis T F {p(t,y). Vottes Y ja Y’ asemele termijadad t1 ja te, kus
t;] = to = \2xx'§.¥ ja X asemele termijada tz, kus t3 = Azxx’.Rx(Awu.x)z,

saame valemi kujul n vV 6 = 1, kus

n=z=0A pp(x,t12xx'y),
6= 20 A ppx, bamxx'§),

sz) = YD (t3ZXX/7 S’)

Paneme tdhele, et nididata, et kehtib valem n VvV 6 = 1, piisab niidata, et kui
eeldada 7 kehtivust, jouame valemini ¥ ning omakorda, kui eeldada 6 kehtivust,

jouame valemini 1. Seega saame kaks juhtu:

33



* Eeldame, et valem z = 0 A pp(x,t12xx'y) kehtib. Eelnevalt voetud termi-

dejarjenditest t1 ja tg saame, et
t12xx'y = MexxX'7.9)2xx'y = §
ning omakorda, kuna z = 0, siis
tgzxx’ = t30xx’ = (Azxx’.Rx(A\wu.x")2)0xx’ = Rx(Awu.x")0 = x,

mis tdhendab, et valem 1 = 1 lihtsustub kujule z = 0 A ¢p(x,¥) =
¢p(x,¥), mis kehtib tdnu Z— aksioomidele A4 ja A6, kus Z~ oli vastav

tuletussiisteem ilma kvantorite kohta kéivate reegliteta.

* Eeldame, et z # 0 A ¢op(x/,t2xx'y) kehtib. Analoogselt eelneva juhuga

saame, et t22xx'y = ¥ ning kuna 2z # 0, siis z = s2/, seega

tgexx’ = t3(s2)xx’ = (Mexx'.Rx(A\wu.x)z)(sz')xx’

= Rx(Awu.x')(s?') = Awu.x)(Rx(Awu.x')z') = ¥/,

mis tdhendab, et saame valemi z # 0 A op(x/,§) = ¢p(x/,¥), mis jallegi

tdnu Z~ aksioomidele A4 ja A6 kehtib.

Kokkuvottes oleme saanud, et T - {p(t,y), kus
t = (exx' . Rx(Awux)z, \exx'y.5, \exx'y.¥) ja y=(z,x,X,¥).
A2. Kui € on kujul ¢ = ¢ A @, siis lemma 2.11 pohjal

P =(p=0Ap)P P = (p A )P,
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seega jallegi kasutades dialektika interpretatsiooni definitsiooni, saame, et

P & (IxVypp(x,y) = I, X"y y" (op(X,¥') A op(x",¥"))).

Niiid rakendades 3V samavéarsuste ahelat, et leida valem £p, saame

T

¢? &l vx Wy op(x,y) = I, X"y y" (ep(x,¥') A (", y")))

~

& vxax X" (Vy ep(x,y) = vy, y" (pp(x,¥') A ep(x",y")))

g

]2
& vxax Xy y" (W en(xy) = (pp(x,y) A (" y"))

M
& wxIx, x"vy', "Iy (¢p(x,y) = (ep(x,y) A ep(x",¥")

N

K vx3Ix', x"3Y VY y" (goD(x,Yzy’y”) = (pp(x,y) A @D(x’/,y")))

AC
& IX, X" Yvx, Y,y (ng(x,ny’y”) = (ep(X'x,y") A @D(X”X,y")).

Seega valemile ¢¥ vastav kvantoritevaba valem £p on kujul ép(X/, X", Y, x,y,y"),

kus
(XL XYY %y, y") = op(x, Yxy'y") = op(X'%,y') A op(X"x,¥").
Kasutades lemmat 2.9, leidub term ¢, selliselt, et
THit,(x,y)=0< ¢p(x,y), (14)

seega, piisab votta X’ ja X" asemele termijadad t1 ja tg, kus t; =t = Ax.xjaY

asemele termijada tg, kus
t3 = Axy'y” . Ry" Qwu.y')t,(x,y')
ning seega saame valemi
(ep(x,t3xy’y") = (¢p(t1x,¥') A wp(tax,y")).
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Kusjuures néeme, et t1x = tox = x. Juhul, kui ¢,(x,y’) = 0, siis tingimusest (14)

saame, et T F pp(x,y’) ning saame valemi

op(x,¥") = (ep(x,¥") App(x,¥")),
sest

1 M

taxy'y” = (Axy'y" . Ry" Qwuy')t,(x,y")xy'y" = Ry" (Awu.y)t,(x,y')
= Ry"(Qwu.y')0 =y".

Seega valemi kehtimine on ilmne. Niitid juhul kui ¢, (x,y’) # 0, siis ¢, = sz, z : IN,

ning saame valemi

ep(x,¥") = (ep(x,¥") Nep(x,¥")), (15)

sest

taxy'y” = (Axy'y". Ry" (Awu.y')t,(x,¥')xy'y" = Ry" (Awu.y')t,(x,y')

= Ry"(Qwu.y’)(sz) = Awu.y)z(Ry" Qwuy')z) =y’

Kuna t,(x,y’) # 0, siis tingimusest (14) saame, et T F —¢p(x,y’). Toestamaks
valemi (15) kehtivust, eeldame, et ¢p(x,y’) kehtib ja niitame, et sellest jareldub
valemi (¢p(x,¥") App(x,y”)) kehtivus. Téepoolest, eeldades, et ¢p(x,y’) kehtib,
saame tingimusest, et T - —pp(x,y’) tuletada, et T - L. Niitid kasutades aksioo-
mi A9 saamegi tuletada valemi (pp(x,y") App(x,y”)). Kusjuures siin kasutasime

eeldust, et vorduspredikaat = on lahenduv.

Mitteloogilised aksioomid. Defineerides liitmise kui termi p := Ax.Ay.Rx(Aw.\z.82)y
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ehk x 4+ y := pxy, on lihtne néha, et

pr0 = Rr(Aw.\z.82)0 = z,
pr(sy’) = Re(Dw.\z.82)y = (Qw.Az.82)y' (Rz(Mw.Az.82)y) =

s(Rx(Mw.A\z.82)y') = s(pzy'),

ehk £+ 0 = z ja x + sy = s(z + y), mistottu liitmise aksioomid on rahuldatud.

Korrutamise defineerime termina m := Az.\y.RO(Aw.\z.z + x)y. Sellisel juhul

x-0=mz0 = (Az.\y. RO(Aw.Az.z + z)y)z0
= RO(Aw.\z.z + x)0 = 0,
x - sy = mz(sy) = Az \y. ROAw.A\z.z + z)y)x(sy)
= RO(Aw.\z.z + z)(sy) = (Aw.Az.z + 2)y(RO(Aw.Az.z + x)y)
= RO(Aw.Az.z + z)y + x = (Ax.A\y.RO(A\w.A\z.z + x)y)zy + x

=mry+r=x-y+<z,

ehk ka korrutamist defineerivad aksioomid on rahuldatud.

Piisab veel ndidata, et viide kehtib induktsiooniskeemi korral. Selleks toestame

samavadrse induktsioonireegli

©(0) Vy(p(y) = ¢(sy))
Vzp(2)

INDR

Eeldame, et leiduvad termijadad tq,ts ja tg selliselt, et T F ¢p(t1,v,0) ja T

op (X', touxy” u) = ¢pp(tgux’,y”, su). Tahame leida termijada t selliselt, et T +
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ep(tz,y,z). Vottes t := Az.Rt1(A\gw.t3q(tq))z, ndeme, et

t0 = Rt1(Aqw.t3q(tq))0 = t1,
t(sz') = Rt1(Aqw.t3q(tq))(sz’) = (Agw.t3q(tq))z'(Rt1(Aqw.t3q(tq))2")

= (Aquw.t3q(tq))2'(t2') = t32'(t2),

seega term t on korrektselt defineeritud.

Niitid vottes x” asemel tu saame, et T F ¢op(t0,v,0) ja T - op(tu, tou(tu)y”, u) =
ep(t(su),y”, su). Rakendades niiiid lemmat 2.10 valemile 1 (u,y) := ¢p(tu,y,u),

saamegi soovitud tulemuse T F pp(tz,y, z).

Induktsiooni samm. Eeldame, et kui tuletuse HA + £ pikkus on k, siis T F p(t,y).
Kehtigu HA F £, mille tuletuse pikkus on k& + 1.

Kui € saadi reegliga R1, siis £ on kujul ¥ ning induktsiooni eelduse kohaselt leidu-

vad termijirjendid t1,te ja tg selliselt, et

TF pp(ty,y) ja TE pp(x,texv) = ¥p(tax, v),

Meie eesmargiks on leida termijarjend t selliselt, et T F ¢ p(t, v). Ndeme, et vottes
x asemele termijarjendi t1 ja y asemele tat1v saame, et T F pp(t1,tat1v) ja
T F ¢op(t1,tat1v) = ¢¥p(taty,v), mistottu saame, et T F p(tsty,v), seega
piisab votta t = tgtq. [ |
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3 Peano aritmeetika korrektsus

3.1 Church-Rosser’i teoreem

Definitsioon 3.1 ([4]). Term ¢ on normaalne, kui iikski tema alamtermidest ei

ole kujul m (u,v), m2(u,v), K(s,t), S(r,s,t) voi R(s,qg,n).

Definitsioon 3.2 ([4]). Defineerime binaarse seose ~~ siisteemi T termide peal

vastavalt:

1. m1(u,v) ~ u;

2. mo(u,v) ~ v;

3. K(s,t) ~ s;

4. 5(r,s,8) ~ (r(t))(s());
5. R(s,9,0) ~ s;

6. R(f,g,Sn) 2 g(nv R(f7gvn))

Juhul kui ¢ ~ ¢/, siis termi ¢ kutsutakse reedeksiks ja termi ¢’ termi ¢ teisen-

duseks.

Definitsioon 3.3 ([4]). Oeldakse, et term ¢ redutseerub termiks u iihe sam-
muga, tahistame ¢ — wu, kui u saadakse termist ¢ selliselt, et ¢ mingi alamterm
t1 asendatakse termiga t9, kus kehtib t; ~ to. Utleme, et term ¢ redutseerub
termiks u ja tdhistame ¢t —* u, kui u saadakse termist ¢ 16pliku arvu ithe sammu

redutseerimistega. Loeme, et term redutseerub iseendaks 0-sammuga.

Definitsioon 3.4 ([4]). Termi ¢ normaalkujuks nimetatakse termi u selliselt,

et t =" u ja u on normaalne.
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Paneme téhele, et kui u on normaalne, siis ei saa me tema peal iihtegi ithe sammu-
list reduktsiooni l4bi viia, sest temas puuduvad reedeksid. Seega normaalkujul olev
term saab redutseeruda ainult iseendaks. Siinkohal voib lugejal tekkida kiisimus,
kas igal slisteemi T termil leidub normaalkuju. Vastus sellele kiisimusele on jaatav.
Nimelt kehtib ka veel tugevam viide, mis iitleb, et siisteem T iga termi iga iihe
sammuliste redutseerimiste jada jouab normaalkujuni soltumata redutseerimiste

jarjekorrast. Seda omadust tuntakse kui tugevalt normaliseerituse omadust.

Meil 1dheb vaja aga jéargnevat teoreemi.

Teoreem 3.5 (Church-Rosser’i teoreem [1]). Kui sisteemis T kehtib, et t —*

u ja t =% v, siis leidub term w selliselt, et u —* w ja v =" w.

Jareldus 3.6 ([4]). Kui siisteemis T termide u : o ja v : o korral u =, v, siis

leidub term w : o selliselt, et u =" w ja v —* w.

Nimelt, kui termide u : ¢ ja v : o korral u =, v ehk kasutades siisteemi T omaak-

sioome (2.1) oleme saanud vordustejada u = tg = t; = ...t9, = v, siis rakendades
termidele to;_o ja to;, kus ¢ = 1,...,n, Church-Rosser’i teoreemi, saame, et
u = tg to e ton—2 ton =V
ty t3 ton—3 ton—1

NS NS
\w/

kus nooled diagrammis téhistavad redutseerimisseost —*.
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Church-Rosser’i teoreemi nédol on tegemist viga tugeva véiitega, mis annab arvu-
tuslikult stisteemile vaga haid omadusi. Kahjuks jaib selle teoreemi toestus antud

16put66 mahust vélja.

3.2 Peano aritmeetika korrektsus

Tuletame lugejale meelde, et teooria T korrektsuse defineerisime, kui antud teoorias
ei leidu valemit ¢ selliselt, et saame tuletused 7 F ¢ ja T F —p. Peano aritmeetika

on sisemiselt kooskdlaline, nimelt saame 16puks néidata, et kehtib jargnev teoreem.

Teoreem 3.7 (Peano aritmeetika korrektsus [7]). Peano aritmeetika on kor-

rektne, see tdéhendab, et ei leidu valemit ¢, mille korral PA - ¢ ja PA F —p.

Toestus. Teoreemi 1.27 pohjal piisab ndidata, et HA on korrektne. Oletame vastu-
vaiteliselt, et leidub valem ¢ selliselt, et HA - ¢ ja HA F —¢p. Kuna —¢ = ¢ = |,
saame, et HA F 1. Teoreemi 2.12 pohjal siis ka T + 1L p ehk T F 1. Niud ka-
sutades aksioomi A9 saame tuletada, et T F 0 = s0. Jarelduse 3.6 pohjal leidub
term w selliselt, et 0 —* w ja sO —* w. Kuna termid 0 ja sO on normaalsed, ei saa
me nende peal iihtegi ithe sammulist reduktsiooni taide viia, mis annab vastuolu

termi w olemasoluga. |
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Kokkuvote

Antud bakalaureusett6s niitasime, et Peano aritmeetika on korrektne. Selleks de-
fineerisime koigepealt pohilised esimest jarku predikaatloogika méisted ning pak-
kusime vélja konkreetse tuletussiisteemi esimest jarku intuitsionistlikule predikaat-
loogikale. Seejérel nditasime, et Peano aritmeetika korrektsus on samavéirne Hey-

tingi aritmeetika korrektsusega teoreemide 1.27 ja 1.28 néol.

Samuti defineerisime Goédeli stisteemi T ja Dialektika interpretasiooni, mille puhul
andsime pohjaliku selgituse selle interpretatsiooni motivatsioonist. Teoreemis 2.12
toestasime pohilised juhud, nditamaks, et iga Heytingi aritmeetikas toestatavale
valemile vastav Dialektika interpretatsiooni kvantoriteta valem on téestatav Godeli

suisteemis T.

Lopetuseks defineerisime termide redutseerimise moiste ning toestasime, et kasuta-
des Church-Rosser’i teoreemi 3.5 ja selle jéreldust 3.6 siisteemi T kohta, on Peano

aritmeetika korrektne.

42



Kasutatud allikad

1]

[10]

[11]

Jeremy Avigad ja Solomon Feferman. ,Godel’s functional (“Dialec-
tica”) interpretation“. Teoses: Studies in Logic and the Foundations

of Mathematics. Koide 137. Elsevier, 1998, k. 337-405.

Hendrik Pieter Barendregt, Wil Dekkers ja Richard Statman. Lambda
calculus with types. Cambridge University Press, 2013.

Solomon Feferman, John Dawson ja Stephen Kleene, toim. Kurt Gaodel:

Collected Works Vol. II. Oxford University Press, 1990.

Jean-Yves Girard, Paul Taylor ja Yves Lafont. Proofs and types. Koi-
de 7. Cambridge university press Cambridge, 1989.

Mireia Gonzéalez Bedmar. ,,On a game-theoretic semantics for the Dia-

lectica interpretation of analysis® (2018).

Kurt Gédel. ,,Uber Eine Bisher Noch Nicht Beniitzte Erweiterung des
Finiten Standpunktes“. Dialectica 12.3 (1958), 1k. 280.

J Roger Hindley ja Jonathan P Seldin. Lambda-calculus and combi-
nators: an introduction (supplement to book). Cambridge University

Press, 2008.
Juliette Kennedy. ,Kurt godel* (2007).

Ulrich Kohlenbach. Applied proof theory: proof interpretations and their

use in mathematics. Springer Science & Business Media, 2008.

Rein Prank. Matemaatiline loogika ja algoritmiteooria. Tartu Ulikooli

Kirjastus, 2004.

Anne Sjerp Troelstra. Metamathematical investigation of intuitionistic

arithmetic and analysis. Springer, 1973.

43



Lihtlitsents loputo6 reprodutseerimiseks ja iildsusele kattesaada-

vaks tegemiseks

Mina, Aiden Madisson,

1. annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) minu loodud teose ,,Peano
aritmeetika korrektsus”, mille juhendajad on Danel Ahman ja Ulo Reimaa,
reprodutseerimiseks eesmargiga seda sailitada, sealhulgas lisada digitaalar-

hiivi DSpace kuni autoridiguse kehtivuse 16ppemiseni.

2. Annan Tartu Ulikoolile loa teha punktis 1 nimetatud teos iildsusele kétte-
saadavaks Tartu Ulikooli veebikeskkonna, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace
kaudu Creative Commonsi litsentsiga CC BY NC ND 3.0, mis lubab autorile
viidates teost reprodutseerida, levitada ja tildsusele suunata ning keelab luua
tuletatud teost ja kasutada teost drieesmargil, kuni autoridiguse kehtivuse

l6ppemiseni.
3. Olen teadlik, et punktides 1 ja 2 nimetatud digused jadvad alles ka autorile.

4. Kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei riku ma teiste isikute intellektuaaloman-

di ega isikuandmete kaitse Gigusaktidest tulenevaid Gigusi.

Aiden Madisson
29.05.2025

44



	Sissejuhatus
	Intuitsionistlik ja klassikaline loogika
	Predikaatloogika
	Peano aritmeetika
	Klassikalise loogika interpreteerimine intuitsionistlikus loogikas

	Dialektika interpretatsioon
	Gödeli süsteem T
	Dialektika interpretatsioon

	Peano aritmeetika korrektsus
	Church-Rosser'i teoreem
	Peano aritmeetika korrektsus

	Kokkuvõte
	Kasutatud allikad

