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Banachi ruumide omadused CWO ja CO

Bakalaureusetoo
Marko Kolk

Lithikokkuvéte. Bakalaureusetdos uuritakse Banachi ruumi norga ja normitopo-
loogia poolt indutseeritud topoloogiaid kinnisel thikkeral ning analttsitakse
nende stabiilsusomadusi. Keskmes on kiisimus, kas tihikkera suhteliselt lahtiste
hulkade loplikud kumerad kombinatsioonid osutuvad samuti suhteliselt lahtisteks.

T606s toestatakse, et T. A. Abrahamsenti, J. Becerra Guerrero, R. Hallert, V. Li-
ma ja M. Példvere poolt defineeritud Banachi ruumi omadus (co) on samavaarne
thikkera B stabiilsusega normitopoloogia alamruumitopoloogia suhtes, st kuju-
tuse Bx B — B, (x,y) — %(x + y), lahtisusega.

CERCS teaduseriala: P140 Jadad, Fourier” analiis, funktsionaalanaliis.
Marksoénad: Banachi ruumid, normeeritud ruumid, nork topoloogia, Ghikkera sta-
biilsus.

Properties CWO and CO of Banach Spaces

Bachelor’s thesis
Marko Kolk

Abstract. This bachelor’s thesis examines the topologies on the closed unit ball
of a Banach space induced by the weak and norm topologies and analyses their
stability properties. The central question is whether finite convex combinations
of relatively open subsets of the unit ball remain relatively open.

The thesis establishes that the Banach space property (co), introduced by
T. A. Abrahamsen, J. Becerra Guerrero, R. Haller, V. Lima, and M. Példvere, is
equivalent to the stability of the unit ball B with respect to the subspace topology
inherited from the norm topology, i.e. to the openness of the mapping Bx B — B,
(x, y) = 3(x +y).
CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier Analysis, functional analy-
sis.
Keywords: Banach spaces, normed spaces, weak topology, stability of the unit
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Sissejuhatus

Kéaesolev bakalaureusetod kuulub funktsionaalanaliisi valdkonda. Toos kasit-
letakse Banacht ruumi nérga ja normitopoloogia poolt indutseeritud alamruumi-
topoloogiaid kinnisel uthikkeral. Too peamiseks aluseks on viie matemaatiku
thisartikkel ,Banach spaces where convex combinations of relatively weakly open
subsets of the unit ball are relatively weakly open” (autorid T. A. Abrahamsen,
J. Becerra Guerrero, R. Haller, V. Lima ja M. Példvere; ilmunud 2020. aastal
ajakirjas Studia Mathematica). Lisaks tugineb t66 artiklile »A characterization of
the weak topology in the unit ball of purely atomic Ly preduals” (autorid G. Ldpez-
Pérez ja R Medina; ilmunud 2022. aastal ajakirjas Journal of Mathematical
Analysis and Applications).

Banachi ruumides on nork topoloogia normitopoloogia kérval tiks keskseid
topoloogiaid. Uldiselt on nérk topoloogia normitopoloogiast nérgem ning need
topoloogiad langevad kokku parajasti loplikumdotmelisel Banachi ruumil. Kuna
nork topoloogia on vektortopoloogia, siis the nérgalt lahtise hulga korrutis
skalaariga on nérgalt lahtine ning kahe nérgalt lahtise hulga summa on samuti
norgalt lahtine. Need omadused el pruugi aga kehtida norga topoloogia poolt
thikkeral indutseeritud alamruumitopoloogia puhul.

Osutub siiski, et teatud Banachi ruumides on thikkera suhteliselt norgalt
lahtiste osahulkade loplikud kumerad kombinatsioonid alati suhteliselt norgalt

lahtised — sellistel ruumidel oeldakse olevat omadus CWO (vt definitsioon 15
13).

Eespool esimesena nimetatud artiklis toodi omaduse CWO uurimiseks sisse
spetsiaalselt loodud geomeetriline omadus (co) (vt definitsioon [2.15]k[T8). Naidati
muu hulgas, et kui [6plikumddtmelise Banachi ruumil on omadus (co), siis tal on ka
omadus CWO. Samuti tdestati, et igal kahemodtmelisel reaalsel Banachi ruumil
on omadus (co), kuid mitte igal kolmemddtmelisel Banachi ruumil seda omadust
et ole.

Artikli preprindt ilmumise jarel juhtis V. Kadets autorite tdhelepanu sellele,
et loplikumdotmeliste Banachi ruumide korral on omadused CWO ja (co)
tegelikult samavadrsed, teistpidi implikatsiooni tdestamiseks saab kasutada
klassikalist Michaeli valikuteoreemi. Nimetatud samavdarsuse tdpne sdnastamine
ja tksikasjalik toestamine ongi tiks kdesoleva bakalaureusetoo pohieesmarkidest.

Eespool teisena nimetatud artiklis selgitati omaduse (co) tahendus loplikult,
ndidates, et see on samavadrne omadusega, kus Ghikkeras normitopoloogia alam-
ruumitopoloogia lahtiste hulkade loplikud kumerad kombinatsioonid on selles
alamruumitopoloogis lahtised.

Bakalaureuset6os kasitletakse lihtsuse mottes ainult reaalseid normeeritud
ruume. Uldiselt kasutame meetriliste ja normeeritud ruumide teooria tavalisi
tahistusi. Normeeritud ruumt X kinnist thikkera ja thiksfaart tahistame vastavalt
Bx ja Sx ning ruumi X kaasruumi tdhistame X*. Tahistega B(a,r) ja B(a,r)
margime vastavalt lahtist ja kinnist kera keskpunktiga a ja raadiusega r; kasutame
ka spetsiaaltahistust D(a, r) .= Bx N B(a, r) ja C(a,r) := Sx N Bla, ).



1 Vajalikud eelteadmised

1.1 Lahtised kujutused

Olgu X ja Y topoloogilised ruumid ning f: X — Y kujutus. Meenutame, et kujutus
f on lahtine, kui iga lahtise U C X korral on f(U) lahtine.

Lemma 1.1. Olgu *B ruumi X topoloogia baas. Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) f on lahtine kujutus;
(it) iga B € *B korral on f(B) lahtine.

Tdestus. (1) = (i) on ilmne.
(it) = (i). Eeldame, et iga baasihulga B & ‘B korral on f(B) lahtine. Olgu
nitud U C X suvaline lahtine hulk. Siis saab U esitada baasihulkade tihendina:

u=- |J B

Be®B, BcU

Seega

f(U):f( U B): L) 8.

Be®B, BcU Be®B, BCU

Iga f(B) on eelduste kohaselt lahtine, mistottu ka f(U) on lahtine. Seega on f
lahtine kujutus. ]

Néide 1.2. Projektsioon 7: R? — R, (x, y) > x, on lahtine. Taepoolest, topoloo-
gilise ruumi R? topoloogia baasiks sobib B = {U x V : U,V C R on lahtised}.
lga U x V € ‘B korral on (U x V) = U lahtine, jarelikult on s lahtine.

Ndide 1.3. Funktsioon f: R — R, f(x) = x?, el ole lahtine, sest naiteks f(R) C R
et ole lahtine. Kujutus R — [0, 00) on aga lahtine, kui sihthulgal [0, c0) vaadelda
tavalist topoloogiat, st R tavatopoloogia alamruumitopoloogiat.

Ndide 1.4. Sisestus R — R?, x +— (x,0), et ole lahtine, sest mitte thegi mittetthja
lahtise U C R kujutis et ole lahtine.

Lemma 1.5. Olgu X ja Y meetrilised ruumid ning f: X — Y slrjektiivne. Jdrg-
mised vdited on samavddrsed:

(i) f on lahtine kujutus;

(i) iga x € X ja iga ruumi Y elementide jada (y,) korral, mis koondub ele-
mendiks f(x), leiduvad osajada (y,,) ning ruumi X elementide jada (xi) nii,
et x, — x ja iga k korral f(x¢) = y,,.

Toestus. () = (ii). Eeldame, et kehtib (i). Fikseerime x & X ja ruumt Y
elementide jada (y,), mis koondub elemendiks f(x). Tahistame k & N korral
Ux = Bx(x, 1/k). Siis Ui on lahtine ja f(U) on (i) pohjal (lahtine) punktt f(x)
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umbrus. Jarelikult leidub iga k jaoks piisavalt suur indeks ny nii, et y,, € f(Uk).
Valime selliste indeksite jada kasvavalt, n1 < n, < ---. Kuna y,, € f(Uy), leidub
xr € Ui nii, et f(xx) = y,,. Siis x¢ — x. Seega oleme naidanud, et kehtib (it).

(ii) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Oletame, et (i) ei kehti. Sellisel juhul leidub
lahtine U C X, mille korral f(U) ei ole lahtine. Seega mingi x € U korral ei ole
f(U) punkti f(x) imbrus, st mitte Ghegi n € N korral et sisaldu kera B(f(x), 1/n)
tervenisti hulgas f(U). Jarelikult saame iga n € N korral leida punkti

yn € B(f(x), 1In) \ f(U).

Saadud jada (y,) koondub punktiks f(x). Tingimuse (ii) pohjal saame leiduvad
osajada (y,,) ja ruumt X elementide jada (xx) nii, et x; — x ja iga k korral
f(x) = yn,. Kuna y,, & f(U), siis x,x & U. See on vastuolus sellega, et x; — x
ja U on punktt x imbrus, mille pohjal x, € U mingist indeksist alates. Vastuolu
tottu peab f(U) olema lahtine ning seega on f lahtine kujutus. ]



1.2 Hulga-vaartustega funktsiooni alt ja tilalt poolpidevus

Olgu X ja Y topoloogilised ruumid ning f: X — Y kujutus. Meenutame, et kujutus
f on pidey, kui iga lahtise V C Y korral on f~'(V) lahtine. Kuna

FIV)y={xeX:fx)e V}
={xeX: {{N}nV +o}
={xe X {f(x}cV}

saame f pidevuse tingimuse formuleerida kahel samavaarsel viisil:
(i) iga lahtise V. C Y korral on {x € X : {f(x)} NV # &} lahtine;
(il) iga lahtise V C Y korral on {x € X : {f(x)} C V} lahtine.

Tingimused (i) ja (it) langevad tavalise funktsioont f puhul kokku, kuid on aluseks
hulga-vaartusega funktsioonide X — 2" alt poolpidevuse ja iilalt poolpidevuse
moistetele.

Definitsioon 1.6. Olgu F: X — 2",

(a) Oeldakse, et F on alt poolpidev, kui iga lahtise V C Y korral on {x € X :
F(x) NV + @} lahtine.

(b) Oeldakse, et F on iilalt poolpidev, kui iga lahtise V' C Y korral on {x €
X : F(x) C V} lahtine.

Meérkus 1.7. Uldiselt on alt poolpidevus ja iilalt poolpidevus erinevad moisted.
Paneme aga tahele, et tingimuste (i) ja (ii) samavaarsuse téttu on kujutuse X —
27, x — {f(x)}, alt ja dlalt poolpidevus omavahel samavaarsed ning tahendavad
f pidevust.

Medrkus 1.8. Too seisukohalt on oluline ainult alt poolpidevuse moiste.

Ndide 1.9. Kujutus F: [0, 00) — 2% F(x) = {/x, —/x}, on alt ja iilalt poolpidev.
Olgu V' C R lahtine. Funktsioonide /* ja —y/- pidevuse tottu on Uy = {x €
0,00) : v/x € V}ja U, = {x €]0,00) : —y/x € V} lahtised (ruumis [0, o0)).
Seega on F on alt poolpidey, sest {x € [0,00) : F(x)NV # @} = Uy U U, ja
ilalt poolpidey, sest {x €[0,00) : F(x) C V} = U, N U-.

Néide 1.10. Kujutus F: R — 2%,

Fix) = (—1,1], kuix <0,
{0}, kuix >0,

on alt poolpidey, kuid mitte dlalt poolpidev.
Naitame, et £ on alt poolpidev. Olgu V' C R lahtine. Vaatleme labi véimalikud
juhud.

(1) Kut0e V,sis{xeR: Fx)NnV + g} =R
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2) Kut Vn[-1,1]=g,sis {xeR: Fx)NV + o} =2.

(3) Kut V el sisalda punktt O, kuid laikub hulgaga [—1,1], siis {x € R :
Fix)NV + @} = (o0, 0).

Koik saadud hulgad R, & ja (—oo, 0) on lahtised, seega F on alt poolpidev.
Naitame, et F ei ole tlalt poolpidev. Olgu V = (—1,1). Siis {x € R: F(x) C
V} =10, 00), mis et ole lahtine ja seega ei ole F Glalt poolpidev.

Néide 1.11. Kujutus F: R — 2%,

Flx) = [—1,1], kuix <0,
{0}, kuix >0,

et ole alt poolpidey, kuid on tlalt poolpidev.

Selline F et ole alt poolpidey, sest V := (0, 00) korral on {x € R: F(x)NV +
@} = (—o0, 0], mis el ole lahtine.

Naitame, et £ on ulalt poolpidev. Olgu V' C R lahtine. Vaatleme labi voima-
likud juhud.

(1) Kut0 ¢ V,siis {xeR:F(x)C V} =2

(2) Kui[-1,1]Cc V,siis {xeR: F(x)C V} =R

(3) Kut 0 € V,aga [-1,1] ¢ V, siis {x e R: F(x) C V} = (0, ).
Koik saadud hulgad @, R ja (0, 00) on lahtised, seega on F Glalt poolpidev.
Lause 1.12. Jargmised viited on samavddrsed:

(i) f: X — Y on lahtine,

(i) Y — 2%y ""({y}), on alt poolpidev.
Tdestus. Esmalt paneme tahele, et iga U C X korral

fyev: {yhnU+ o} =1(U).

Selle tahelepaneku kohaselt on lahtise U C X korral f(U) ja {y € Y :
' ({y})NU + @} lahtisus samavaarsed, st kujutuse f lahtisus ja tingimuses (ii)
vaadeldava kujutuse alt poolpidevus on samavaarsed. O

Meérkus 1.13. Sarnaselt toestatakse, et samavadrsed on:
(i) f: X = Y on kinnine, st iga kinnise K C X korral f(K) on kinnine;
(i) Y — 2%y ~"({y}) on ulalt poolpidev.

Selle toestus toetub vastavalt tahelepanekule, et iga K C X korral

fy e v ({yh) € X\ K} = Y\ F(K).
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Lemma 1.14. Olgu B ruumi Y topoloogia baas ja F: X — 2. Jargmised viited
on samavddrsed:

(i) F on alt poolpidev;
(it) iga B € B korral on {x € X : F(x)N B #+ @} lahtine.

Tdestus. (1) = (ii) on ilmne.
(ii) = (1). Kehtigu tingimus (it). Olgu nttd V C Y suvaline lahtine hulk.
Siis saab V esitada baasihulkade tihendina:

v- ) B

Be®B, BCV

Seega

xeX: Fx)nV + o}

{xexX:Fn |J B+a}
BeB, BV
- |J {xeX:FnB+a}

Be®B, BcV

lga hulk {x € X : F(x) N B #+ @&} on eelduste kohaselt lahtine, mistdttu ka
{x e X F(x)n'V % &} on lahtine. Seega on F alt poolpidev. O

Jareldus 1.15. Kui Y on normeeritud ruum, siis F: X — 2" on alt poolpidev
parajasti siis, kui iga ruumi Y lahtise kera By, r) korral on {x € X : F(x) N
Bly, r) # @} lahtine.

Toestus. Lahtised kerad moodustavad Y normitopoloogia baasi. Seega rakendub
eelmine lemma. O

Jareldus 1.16. Olgu Y kahe topoloogilise ruumi korrutisruum, Y = Y4 x Y5, ning
olgu B ja € vastavalt Y, ja Y- topoloogia baas, siis F: X — 27 on alt poolpidev
parajasti siis, kui iga B € B ja C € € korral on {x € X : F(x) N (B x C) + &}
lahtine.

Toestus. Hulgad Bx C, kus B € B ja C € €, moodustavad Y korrutistopoloogia
baasi. Seega rakendub eelmine lemma. ]

Lemma 1.17. Olgu X ja Y meetrilised ruumid ning F: X — 2" selline, et iga
x € X korral F(x) #+ @. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) F on alt poolpidev;

(ii) iga x € X, y € F(x) ning jada (x,) C X puhul, mis koondub punktiks x,
kehtib d(y, F(x,)) — 0;

(i) iga x € X, y € F(x) ning jada (x,) C X puhul, mis koondub punktiks x,
leidub jada (y,) C Y, mis koondub punktiks y ja y, € F(x,) iga n korral.
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Miérkus 1.18. Vaites (ii) on d(y, F(x,)) = inf{d(y,2) : z € F(x,)}.

Tdestus. (i) = (ii). Eeldame, et F on alt poolpidev. Olgu x € X, y € F(x) ning
x, — x. Naitame, et d(y, F(x,)) — 0. Fikseerime € > 0 ja olgu V = B(y, €).
Eelduse p&hjal on

U={uve X FlunV+go}

lahtine ja x € U. Kuna x, — x, letdub N € N nii, et iga n > N korral x, € U,
mistottu d(y, F(x,)) < €. Seega d(y, F(x,)) — 0 ning jarelikult kehtib (ii).

(i) = (iii). Eeldame, et kehtib (ii). Olgu x € X, y € F(x) ning x, — x.
Kuna d(y, F(x,)) — 0O, saame iga n korral leida y, € F(x,) nii, et d(y, y,) <
d(y, F(x,)) + 1/n. Sellest jareldub, et y, — y. Jarelikult kehtib (iit).

(iit) = (). Eeldame, et kehtib (iii), kuid (i) mitte. Siis leidub lahtine V' C Y,
mille korral

U={xe X Fx)nV + o}

et ole lahtine. Seega leidub x € U nii, et iga n € N korral B(x,1/n) ¢ U ehk
leidub x,, € B(x, 1/n) \ U. Sellisel juhul x, — x ja F(x,) NV = @&. Kuna x € U,
sis F(x)N'V #+ @. Olgu y € F(x) N V. Eelduse kohaselt leidub jada (y,) C Y
nii, et y, € F(xy) ja y, = y. Kuna V on lahtine ja y € V, leidub N € N nij, et
n > N korral y, € V. Seega y, € F(x,) NV iga piisavalt suure n korral, mis
on vastuolus sellega, et F(x,) NV = @. Jarelikult kehtib (i). [
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1.3 Michaeli valikuteoreem

Kéaesoleva alapunkti eesmark on teha ettevalmistused jargmise tuntud teoreemt
hilisemaks rakendamiseks. Selle teoreemi tdestust tods el esitata; tdestus on
antud naiteks raamatus [4].

Teoreem 1.19 ([4] teoreem 7.53)). Olgu X parakompaktne topoloogiline ruum, Y
Banachi ruum ja F: X — 2" alt poolpidev kujutus. Kui iga x € X korral on F(x)
mittetiihi, kinnine ja kumer, siis leidub pidev funktsioon f: X — Y nii, et

f(x) € F(x) iga x € X korral.

Merkus 1.20. Parakompaktse topoloogilise ruumi méistet et kdsitleta tldise topo-
loogia pohikursuses, seepdrast toome selle jargnevas sisse ja naitame, et meetri-
line ruum on parakompaktne.

Definitsioon 1.21. Olgu X topoloogiline ruum.
(@) Ruumi X kate on selle ruumi osahulkade kogum, mille thend on X.
(b) Katte KC peenendus on kate, mille iga hulk sisaldub ménes katte K hulgas.
(c) Kate on lahtine, kui iga tema hulk on lahtine osahulk.

(d) Ruum X on parakompaktne, kui igal tema lahtisel kattel leidub selline
lahtine peenendus, et igal X elemendil leidub Gmbrus, mis l6ikub vaid
lopliku arvu peenenduse hulkadega.

Ndaide 1.22. (1) Diskreetse topoloogiaga ruum on ilmselt parakompaktne, sest
diskreetses topoloogilises ruumis on iga thepunktiline hulk lahtine.

(2) Kompaktne topoloogiline ruum on ilmselt parakompaktne, sest kompaktse
topoloogilise ruumi igal lahtisel kattel leidub [&plik alamkate.

Lause 1.23. Meetriline ruum on parakompaktne.

Mirkus 1.24. Viimase tulemuse toestuse avaldas esimesena A. H. Stone 1948.
aastal. Jargneva toestuse aluseks on M. E. Rudini tdestus [9)].

Téestus. Olgu (X, d) meetriline ruum ning K = {U, : a € A} selle mingi
lahtine kate. Valikuaksioomi pohjal saab iga hulka tatelikult jarjestada, seega
eeldame, et indeksite hulk A on taielikult jarjestatud. Iga n € N korral defineerime
(induktiivselt n jargi) iga a € A puhul hulga

Vo =) BIx, 1/27),

kus thend on voetud ile koéikide elementide x € U,, mis rahuldavad jargmist
tingtmust:

(1) o on vahim selline indeks, mille puhul x € U,;
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(2) igam < njaiga B € Akorral x & Vg p;
(3) B(x,3/2") C U,.

Naitame, et {V,, : @ € A .n € N} on katte IC lahtine peenendus ning igal
ruumi X punktil leidub Gmbrus, mis 6ikub vaid lopliku arvu selle peenenduse
hulkadega.

Iga hulk V; , on ilmselt U, osahulk ja lahtine, kuna see on lahtiste kerade
thend. Samuti moodustavad need hulgad kokku ruumi X katte: kut x € X, siis
valime vahima a € A, mille korral x € U,, ja seejarel n € N nii, et B(x, 3/2") C
U,. Sel juhul kehtib kas x € V,, voi leiduvad m < n ja B € Anii, et x € Vg .

Fikseerime vabalt xp € X ja olgu B & A vahim indeks, mille puhul leidub
m € N nii, et xop € Vg, Votame ihe sellise m € N ja valime k € N nii, et
B(xo, 1/2k) C Vg . Naitame, et

(@) kui n = m + k, siis B(xg, 1/2™%) el l6ika hulka V,,, mitte tihegi a € A
korral;

(b) kui n < m + k, siis B(xg, 1/2"%) l6ikab hulka V,, dlimalt tihe o € A
korral.

Sellest jareldub, et kera B(xg, 1/2™%) loikub vaid l&pliku arvu peenenduse hul-
kadega ja seega on X parakompaktne.

(@) Olgu n = m + k ja a € A Definitsioont jargi on V,, = JB(x, 1/2"),
kusjuures tingimuse (2) kohaselt x & Vp,. Seega k valiku téttu d(xo, x) > 1/2*
ja

B(xo, 112"y N B(x,1/2") = @.
Jarelikult B(xp, 1/2™%) ei loika hulka V, .

(b) Olgu n < m+ k. Oletame, et leiduvad a, y € A nii, et a < y, ning punktid
u e Vynjav e V,, Naitame, et siis d(u,v) = 1/2". Téepoolest, V,, ja V.,
definitsiooni kohaselt leiduvad x, y € X nii, et

ueBx, 112" C V,, ja veBy 112" CV,,.

Tingimuse (3) kohaselt B(x,3/2") C U,, kuid tingimuse (1) kohaselt y & U,.
Seega d(x, y) = 3/2" ja

du,v) 2 dx,y)—dx,u)—dy,v) > — — — — =— = —.

Kui d(x, u) < 1/2"*K siis
1 1 ]

d(xo,v) = d(u,v) — d(xo, u) > S0 Jmik Z Jmtk!

seega v & B(xp, 1/2™+K). Jarelikult n < m + k korral loikab B(xp, 1/2™*¥) hulka
V. Glimalt the o € A korral. [l
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2 Omadused CWO, CO ja (co)
2.1 Omadus CWO

Olgu X Banachi ruum. Meenutame, et ruumi X nérk topoloogia on funktsioonide
hulga X* poolt indutseeritud topoloogia, st vahim topoloogia w, mille korral iga
funktsionaal f € X* on pidev kujutusena (X, w) — R. Uldiselt on nérk topoloogia
normitopoloogiast nérgem; need topoloogiad langevad kokku parajastt siis, kut X
on loplikumddtmeline (vt nt [8, lause 2.5.13]).

Vaatleme norga topoloogia alamruumitopoloogiat tGhikkeral By. Selle alam-
ruumitopoloogia elemente nimetame By suhteliselt nérgalt lahtisteks osahulka-
deks. Uhikkera By suhteliselt norgalt lahtiste osahulkade kumer kombinatsioon
on mis tahes By osahulk Y 7, AU, kus n € Nja Ay, ..., A, €10, 1] on sellised,
et ZL Ai=1,ning Uy, ..., U, on By suhteliselt norgalt lahtised osahulgad.

Definitsioon 2.1 (vt [2| definitsioon 1.1]). Banachi ruumil X on omadus CWO, kut
iga By suhteliselt nérgalt lahtiste osahulkade kumer kombinatsioon on samuti By
suhteliselt norgalt lahtine osahulk.

Medrkus 2.2. (1) Olgu B ndrga topoloogia poolt indutseeritud topoloogia baas
thikkeras. Omaduse CWO jaoks piisab, kui kéik B hulkade kumerad kombi-
natsioonid on suhteliselt norgalt lahtised.

(2) Uhikkera (lahtised) viilud moodustavad nérga topoloogia poolt indutseeri-
tud topoloogia eelbaasi. Ei ole teada, kas omadus CWO on samavaarne
sellega, et koik thikkera viilude kumerad kombinatsioonid on suhteliselt
norgalt lahtised (vt [7, Ik 7]).

Nidide 2.3. Banacht ruumil ¢o on omadus CWO (vt nt [2 teoreem 2.5, (b)], vrd [l
teoreem 2.4]).

Nidide 2.4. Banachi ruumil &, ei ole omadust CWO (vt nt [Bl markus IV.5]). Sarna-
selt saab naidata, et mitte Ghelgt [6pmatumdsotmelisel rangelt kumeral Banachi
ruumil et ole omadust CWO.

Lemma 2.5. Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) Banachi ruumil X on omadus CWO;

(it) iga A € (0,1) ja mis tahes kahe Bx suhteliselt nérgalt lahtise osahulga U
ja V' korral on Bx osahulk AU + (1 — A)V suhteliselt norgalt lahtine.

Tdestus. (1) = (ii) on ilmne.

(ii) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Naitame, et siis on iga kumer kombi-
natsioon ) AU, kusn € N, Ay, ..., A, €10, 1 onsellised, et ) 7 ; A, =1, ning
Us, ..., U, on By suhteliselt norgalt lahtised osahulgad, samuti By suhteliselt
norgalt lahtine osahulk.
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Juht n = 1 on triviaalne. Juht n = 2 tuleneb vahetult eeldusest. Uldjuhul
toestame vaite induktsiooniga n jargi. Eeldame, et vaide kehtib mingt n > 2
korral ning vaatleme kumerat kombinatsioonti

n+1

Y AU
i=1

kus Aq, ..., Anir €10, 1] on sellised, et Z”“/N =1, ning Uy, ..., U,+1 on By
suhteliselt norgalt lahtised osahulgad. Kut A,y =1, slis Ay =--- = A, =0 ja
seega ijﬁ AU; vordub hulgaga U, 11, mis on suhteliselt nérgalt lahtine.

Olgu naud A, # 1. Sel juhul kehtib

1 - )\n+1

Induktsioont eelduse jargt on hulk

U= Z1—A

suhteliselt norgalt lahtine. Paneme tahele, et

n+1

> AU = (1 MZ_A Ui + Ant1Uniy
i=1

n+1

= (1= A 1)U + Ayp1Unyr.

Viimane on kahe suhteliselt norgalt lahtise hulga U ja U, kumer kombinatsioon,
mis eelduse (ii) kohaselt on suhteliselt nérgalt lahtine. Seega kehtib (i). [
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2.2 Omadus CO

Olgu X Banachi ruum. Kéesolevas alapunktis vaatleme normitopoloogia alam-
ruumitopoloogiat Ghikkeral By. Selle alamruumitopoloogia elemente nimetame
By suhteliselt lahtisteks osahulkadeks. Uhikkera By suhteliselt lahtiste osahul-
kade kumer kombinatsioon on mis tahes By osahulk ZL AU, kus n € N ja
M, A, €10, 1] on sellised, et Y ", A4 =1, ning Uj, ..., U, on By suhteliselt
lahtised osahulgad.

Definitsioon 2.6. Banachi ruumil X on omadus CO, kui iga tihikkera By suhte-
liselt lahtiste osahulkade kumer kombinatsioon on By suhteliselt nérgalt lahtine
osahulk.

Markus 2.7. (1) Artiklis [3] (vt ka [7]) celdakse, et thikkera Bx on stabiilne,
kut Banachi ruumil X on omadus CO. K&esolevas t60s kasutame ad hoc
nimetust ‘omadus CO" analoogia pohjal omaduse CWO nimetusega.

(2) Olgu B normitopoloogia poolt indutseeritud topoloogia baas tihikkeras.
Omaduse CO jaoks piisab, kui kdik 28 hulkade kumerad kombinatsioonid
on suhteliselt lahtised.

Ndide 2.8 (vt [3, naide 1.3 (d))). Rangelt kumeral Banachi ruumil on omadus CO
(me anname sellele ka oma pdhjenduse, vt jareldus [3.3).

Medrkus 2.9. Viimasest naitest tuleneb, et omadused CWO ja CO on uldiselt
erinevad: igal rangelt kumeral Banachi ruumil on omadus CO, aga rangelt kumeral
lopmatumoodtmelisel Banachi ruumil, nt &, et ole omadust CWO. Kull aga on

lahtine kiisimus, kas igal CWO omadusega Banachi ruumil on omadus CO (vt nt
[7 Ik 9 esimene &ik]).

Lemma 2.10. Jdrgmised viited on samavddrsed:
(i) Banachi ruumil X on omadus CO,

(ii) iga A € (0,1) ja mis tahes kahe By suhteliselt lahtise osahulga U ja V
korral on Bx osahulk AU + (1 — A)V suhteliselt lahtine;

(itt) mis tahes kahe Bx suhteliselt lahtise osahulga U ja V' korral on By osahulk
%(U + V) suhteliselt lahtine;

(v) kujutus
1
F: By — 288 Fx) = {(y,z) € Bx x By : 5(9 +2) = x},

on alt poolpidev.

Meérkus 2.11. (1) Omadust CO saab esitada teatud kujutuste lahtisusena. Tin-
gimus (ii) tahendab, et iga A € (0, 1) korral on kujutus Bx x Bx — By,
(y, z) = Ay+(1—A)z, lahtine. Tingimus (iii) tahendab, et kujutus By x Bx —
Bx, (y, z) — %(g + z), on lahtine.
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(2) Korrutise By x By topoloogia on metriseeruv, sobiv kaugus on naiteks

d((x1, ya), (2, y2)) = max{ |l —xall, llyr — yall}-
Seega kasitleme korrutist By x By meetrilise ruumina.

Toestus. (i) <= (i) toestatakse samal viisil kui lemma [2.5} bakalaureusetsos
eraldi toestust ei esitata.

(ii) = (iit) on ilmne, tingimus (iit) on tingimuse (it) erijuht, kus A = %

(iii) = (ii). Eeldame, et kehtib (iit). Fikseerime A & (0,1) ja naitame, et
kujutus ®: Bx x Bx — Bx, (y,z) = Ay + (1 — A)z, on lahtine. Kasutame selleks
lemmat [T5] Olgu (y, z) € Bx x By ja téhistame x = ®(y, 2), st x = Ay + (1 —A)z.
Vaatleme By elementide jada (x,), mis koondub punktiks x. Eesmark on leida
osajada (x,,) ning Bx elementide jadad (yx) ja (z«) nii, et yx — y, zZx — z ja iga
k korral Ayx + (1 — A)zx = X,

Samm 1: tahelepanek. Olgu U, V' C By suhteliselt lahtised ning y € U ja
z € V. Naitame, et conv(U U V) on punkti x timbrus. Eeldusest (iii) tuleneb, et
iga diaadilise murdarvu p € [0,1] (st y = 4, kus n € Njam € {0,..., 2"}
korral on By osahulk pU+(1—p)V suhteliselt lahtine. Mingi diaadilise murdarvu
pe(0,1]jaz € Vkorral x = py + (1 — p)Z, seeqa sisaldab conv(U U V) punkti
x Gmbrust pU + (1 — ) V.

Samm 2: osajada (x,,) konstruktsioon. Olgu iga k € N korral

Up = Dy, 1]k), Vi :=D(z,1/k) ja W = conv(Uy U Vj).

Eelneva tahelepaneku kohaselt on iga W, punkti x tmbrus. Kuna x, — x, siis
leidub iga k korral kut tahes suur ny € N ni, et x,, € Wj. Valime ny < np <---.
lga k korral on x,, € W, seega leiduvad A € [0,1], up € Uy ja vk € Vi nii, et

Xn, = /\kUk + (1 — /\k)Vk-

Ilmselt vy — y ja vy — z.
Samm 3: Ay = A Kul y = z, siis x = y = 7 ja vdime Ay asendada konstantse
jadaga A, A, ... Vaatleme juhtu y # z. Meil on

X0, — X|| = [| At + (1 — A)ve — Ay — (1 — A)z|| — 0.
Seega
A = Al lluk = il | < [ = xlE+ Allue = yll + (1= Aflve — 2] = 0.

Kuna ||ux — w|| = [ly — z|]| > 0, saame, et Ay — A.

Samm 4: tapsustamine. Kut Ay > A, siis asendame esituses x,, = Agug + (1 —
A)vi punkti v sellise punktiga zx € [xi, vi], et xp = Aug+(1—A)z, ning tahistame
yr = ug. Kut Ay < A, siis asendame esituses x,, = Avug + (1 — A)vi punkti uy
sellise punktiga y, € [xk, ug), et xi = Ayp + (1 — A)vi, ning téhistame z; == v;.
Mélemal juhul on

ik =AY+ (1 =Nz, yr—y ja zx — 2z
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Kokkuvéttes oleme leidnud vajaliku omadusega jadad ning seega on @ lahtine.

(i) <= (v). (Selle samavaarsuse voib lihtsasti tuletada lause [1.12] abil)
Tingimus (iv) tahendab, et mis tahes By suhteliselt lahtiste osahulkade U ja V
korral on {x € Bx : F(x) N (U x V) # @} suhteliselt lahtine. Paneme seejuures
tahele, et

1
{xe Bx: Flx)n (U x \/)%@}zz(U%— V).
Seega on tingimus (iv) samavaarne tingimusega (iii). []
Toome ntitid valja the omadusega CO Banachi ruumide klassi.

Lause 2.12. Banachi ruumil on omadus CO, kui tema mis tahes kolmel paarikaupa
loikuval kinnisel keral on mittetiihi (ihisosa.

Mérkus 2.13. Viimasele tulemusele on esitatud tdestus naiteks [3, naide 1.3, (d),
lk 195] kuid see el paista olevat taielik, sest seal esitatud kriteerium omadu-
sele CO on formaalselt norgem kui omadus CO ja ei ole selge, et tequ on sa-
mavaarsete tingimustega. Sealse pohjenduse eeskujul on siiski voimalik anda
korrektne toestus.

Tdestus. Olgu X selline Banachi ruum, mille mis tahes kolmel paarikaupa loiku-
val kinnisel keral on mittettihi tihisosa. Naitame, et ruumil X on omadus CO, st
kujutus

F: By — 258 F(x) = {(y,7) € Bx x Bx: Yy + 2) = x},
on alt poolpidev. Selleks kasutame alt poolpidevuse kriteeriumi lemmast [T.17]
Fikseerime x € Bx ja (y,z) € F(x) ning vaatleme punktiks x koonduvat By
elementide jada (x,). Lemma jargt piisab leida Bx x By elementide jada
(Yn,zn), n=1,2,..., ni, et (y,, z,) € F(x,) ning y, = y ja z, — z.
lga n € N korral téhistame a, == y + x, — x ja vaatleme kolme kinnist kera:
By =By, B,:=B(2x,,1), Bs=B(a,,||x,— x|
kus B3 = {y} juhul, kut x, = x. Need kolm kera l6ikuvad paarikaupa, sest
X,7EB1ﬂBz, g€B1ﬂBg, ZGH—gEBszg.

Eeldusest tuleneb, et By N B, N By #+ @. Fikseerime y, € By N B, N Bs. Kuna
Y, € Bs, kehtib ||y, — a,]| < ||x, — x||. Samuti a, — y, mistdttu
lyn = yll < llyn = anll + [[an = yl| = 0.

Defineerime z, = 2x, — y,. Siis z, € By, sest y, € By, ja (y,, z,) € F(x,).
Lisaks
|zo — 2|l = [|2x0 — yn — (2x = y)|| = 0O,
kuna x, = x ja y, = y.
Jarelikult on F alt poolpidev ja Banachi ruumil X omadus CO. [

Ndide 2.14. Loplikumootmelistel Banachi ruumidel €7 ja ¢ (n € N) on omadus
CO, sest nendes ruumides on mis tahes kolmel paarikaupa loikuval kinnisel keral
mittettihi Ghisosa (vt nt [6]).
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2.3 Omadus (co)

Artiklis [2] toodi sisse omaduse CWO uurimiseks spetsiaalselt loodud geomeet-
riline omadus (co). Kdesolevas alapunktis anname selle omaduse definitsioont ja
esitame vajalikud tulemused.

Definitsioon 2.15. Olgu X Banachi ruum ja a € By.

(a) Elemendil a on omadus (co), kui iga € > 0 ja elemendi a esituse korral

kujul
a= Z Aid;,
i=1

kus n € Nja A, ..., Ay > 0 on sellised, et n > 2 ja ) | ;A =1, ning
ai, ..., a, € By, leiduvad 0 > 0 ja pidevad funktsioonid

fi: D(a,d) — D(ay, €), ..., f,: D(a,d) — Dla,, €)

nii, et iga x € D(a, 0) korral
> Afilx) = x.
i=1

(b) Elemendil a on omadus (co02), kui iga € > 0O ja elemendi a esituse korral
kujul
a=Ab+(1—Ac,

kus A € (0,1) ning b, c € By, leiduvad 0 > 0 ja pidevad funktsioonid
f: D(a,0) — D(b,e) ja g:D(a,d) — Dc,e)
nii, et iga x € D(a, 9) korral
AM(x)+ (1T —A)g(x) = x.
(c) Banachi ruumil X on omadus (co), kui igal Bx elemendil on omadus (co).

Lause 2.16 (2 lause 3.2, (a))). Olgu X Banachi ruum ja a € Bx. Kui ||a|| < 1,
siis elemendil a on omadus (co).

Toestus. Eeldame, et ||a|| < 1. Olgu € > 0 ning olqu

a = Z/\[Gi,
i—1
kusneNn>2M,..., >0 " A=Tjaay,. .., a, € By. Vétame

T—llall
0 =
2

- £
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ning defineerime iga i € {1, ..., n} korral

fi: D(a,8) — D{a, €), fi(x)=x+ (1— g)(a,. —a).

Naitame, et need kujutused on korrektselt defineeritud. Olgu x € D(a, 0) ja
fikseerime i € {1,.. ., n}. Siis

1l =[x =)+ (1= Z)a + o

€ €
< _ - = . e
<l = all + (1= ) ol + ol
€ €
<5+(1—§)+§||a||:1,
ja
€
1) = aill = ll6x = 0) + Sa — o)
< lx = all + 3llall + 5lai|
<|lx—a Slla > lla:
<5+§||a||+§=g,
seega fi(x) € Dl(a;, €). Kujutus f; on ilmselt pidev, sest see on pideva nihke-

kujutuse ahend.
Lopetuseks paneme téhele, et iga x € D(a, 0) korral on

im(x) _ im +(1-3) i/\[(a[ —a)
i=1 i=1 i=1

=x+(1—§)(a—a)

= X.
Jarelikult on elemendil @ omadus (co). ]

Lause 2.17 (2 lause 3.2, (b)]). Olgu X Banachi ruum. Kui X on rangelt kumer,
siis on ruumil X omadus (co).

Téestus. Olgu a € By ja € > 0. Kut |Ja|| < 1, siis elemendil a on omadus (co)
eelmise lause kohaselt.

Olgu niitid a = 1jaeeldame, et a =) 7, Aa, kusn =24 >0, 7 A =1
ja a; € Bx. Rangelt kumera ruumi moiste kohaselt on a ekstreemumpunkt, seega
onigai={1,..., n} korral a; = a@ ning vdime votta 0 = €jaigai e {1,..., n}t
korral

f.: D(a,0) — Dl(a;, €), fi(x)=x.

Seega on igal a € Bx omadus (co) ning jarelikult on ruumil X omadus
(co). [
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Lemma 2.18 (2 lause 3.2)). Olgu X Banachi ruum. Jargmised viited on sama-
vidrsed:

(i) Banachi ruumil X on omadus (co);

(ii) iga € > 0, elemendi a € Bx ja elemendi a esituse korral kujul a =
Ab+ (1 — A, kus A € (0,1) ja b,c € By, leiduvad 6 > 0 ja pidevad
funktsioonid

f: D(a,0) - D(b,e) ja g: D(a,d)— Dlc, ¢)
nii, et iga x € D(a, d) korral Af(x) + (1 — A)g(x) = x.
Téestus. (1) = (ii) on ilmne.
(ii) = (i). Eeldame, et kehtib (ii). Fikseerime vabalt € > 0. Naitame in-
duktsiooniga, et iga naturaalarvu n > 2 korral saame iga elemendi a € By ja

iga esituse a = ZL Aia; korral, kus Aq, ..., A, > 0 on sellised, et n > 2 ja
Y LA =1ningay,. .., a, € By, leida 0 > 0 ja pidevad funktsioonid

fi: D(a,d) — D(ay,€), ..., f,: D(a,d) — Dla,, €)

nii, et iga x € D(a, 9) korral

i Aifi(x) = x.
i=1

Juht n = 2 on eelduse pohjal ilmne. Kehtigu vaide mingt n € N korral, kus
n > 2. Fikseerime elemendi @ € By ja vaatleme a esitust kujul

n+1

a= > Aa,
i=1

kus Aq, ..., Ans1 > 0 on sellised, et ij Ai=1ning ay, ..., a,+1 € Bx.

Paneme tdhele, et
n )([
E =1.
i 11— )\n+1

Induktsiooni eelduse kohaselt leiduvad kumera kombinatsioont

A

b:=;1_/‘\n+1ai

korral 01 > 0 ja pidevad funktsioonid

gi: D(b, &) — D{ay, &), ..., gn: D(b, &) — Dla,, €)
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nii, et iga x € D(b, 01) korral

1 - /\n+1

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et 0; < €

Paneme tédhele, et
= (1 - )\n)b + An+1an+1-

Tingimuse (it) kohaselt leiduvad 0 > 0 ning pidevad funktsioonid
h: D(a,d) — D(b,01) ja foi1:D(a,0) = D(a,i1,01) C D(apsq, €)
nii, et iga x € D(a, 9) korral
(1 = Ana)hlx) + Apsrfaia (x) = x.

Defineerime kujutused f; == g1 oh, ..., f, = g, o h. Paneme tahele, et iga
x € D(a, 9d) korral

n+1
;)\ifi(x) - n+1 Z 1 —)\n+1 )) +)\n+1f,7+1(X)
( n+1) ( )+An+1fn+1( )
= X.
Seega kehtib vaide iga n > 2 korral ja jarelikult kehtib (i). [

Lemma 2.19 (|2 teoreem 3.6)). Olgu X Banachi ruum ja a € Sx. Jargmised viited
on samavddrsed:

(i) elemendil a on omadus (co2);

(i) iga € > 0 ja esituse a = Ab + (1 — A)c korral, kus A € (0,1) ja b, c € By,
leiduvad 0 > 0 ning pidevad funktsioonid

1 C(a,0) — C(b,g) ja g: C(a,0) = C(c, &)
nii, et iga x € C(a, 0) korral
M (x) + (1 = HF(x) = x.

Tdestus. (i) = (il). Eeldame, et elemendil a on omadus (co2). Olgu € > 0 ja

olgu
a=Ab+(1—Ac,

kus A € (0,1) ja b, c € Bx. Eelduse kohaselt leiduvad 0 > 0 ja pidevad funkt-
stoonid
f: D(a,0) = D(b,e) ja g:D(a,d) — Dc,e)
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nii, et iga x € B korral
AM(Xx)+ (1T —A)g(x) = x.

Otsitavateks funktsioonideks Afja g sobivad vastavalt funktsioonide f ja g ahendid.
(it) = (i). Olgu € > 0 ja olqu

a=Ab+(1—Ac,

kus A € (0,1) ja b, c € By. (Ilmselt b, c € Sx.) Olgu & > 0 ja pidevad funktsioo-
. 1 C(a,0) - C(b,el2) ja qg: C(a,d)— Clc, €/2)
sellised, et iga x € C(a, 9) korral

M (x) + (1 = HF(x) = x.
Naitame, et leiduvad pidevad funktsioonid

f:D(a,0/2) - D(b,e) ja g:D(a,o/2) — Dl(c, )

nii, et iga x € D(a, 0/2) korral

M(x) 4+ (1T —=Ag(x) = x.

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et 0 < € ja & < 2. Sel juhul 0 & D(a, 0/2).
Defineerime x € D(a, 0/2) korral

00 = 1M1 Tlr) o g = Il (o)

Paneme tdhele, et kujutus f on korrektselt defineeritud: kut x € D(a, 0/2), siis
x/||x|| € C(a,d) ja f(x) € D(b, €), sest

X
HG_WH <o = x|+ 1= [Ix[[ <flo = x[[ + [lo = x|l <&

ja
~ X ~ X
b— M=) < (1= bl + b= flv—
~ X
< llo =l + lo =T
P 0 N £
2725°
Kujutused f ja g on ilmselt pidevad. Jarelikult kehtib (i). ]

Lause 2.20 (vt |2 lause 3.7]). Igal kahemddtmelisel Banachi ruumil on omadus

(co).
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Toestus. Olgu X kahemodtmeline Banachi ruum. Olgu € > 0 ja a € Sy ning
vaatleme elemendi @ mingit esitust kujul

a=Ab+(1— A,

kus A € (0,1) ja b, c € Bx on sellised, et b # c.
Naitame, et leiduvad 0 > 0 ja pidevad funktsioonid

Iz C(a,0) = C(b,g) ja g: C(a,0) = C(c, &)
ni, et iga x € C(a, 0) korral
M)+ (1= AF(x) = x
Uldisust kitsendamata eeldame, et A > 1/2. Selle eelduse kohaselt on
la — bl <lla —cl]

sest
la=bl[=01—=Alb—cll ja [la—cl]=Alb—cl.

Tahistame
d = |la— bl = (1= A)|b—c].
Seega d < 1, sest

1

d =1 =Allb —cl| < 5([[bll + [lefl) = 1.

N |

Veel tdhistame
e = (a — b)/||a — b]|.

Paneme tahele, et [|a + te]] = 1, kui —d < t < %;d: vaadeldavad elemendid

a+te on b ja ¢ kumerad kombinatsioonid, sest otspunktides t = —d ja t = ﬁd
saame vastavalt

a+te=b ja a+te=c.
Vaide. Leidub y > 0 nii, et iga 0 € (0, y) korral

Cla,0)={a+te:te(—0,0)}

Viite toestus. Esmalt paneme tahele, et elemendid a ja e on lineaarselt s6ltuma-
tud. Valime y € (0, d/2] nii, et

yBx C D= {sa+te:s,te[—d2, d2]}.

Olgu 0 € (0, y). Kui t € (—0,0), siis —d < t < ﬁd, mistdttu saame varasema
tahelepaneku pohjal, et ||a + te|| = 1 ja seeqga

{a+te:te(—0,0)} C Cla,d).
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Kuna C(a,0) C {a} + 0Bx C {a} + D, saame iga x € C(a,9) esitada
kujul x = a + (sa + te) = (1 + s)a + te, kus s, t € [=0/2,0/2]. Sel juhul on
—d < & < 45d ja seeqa

Trs X 7
t
1= |x|| = [|(1 + s)a + te|| = (1 +5)HG + : +5€H =1+s,
jarelikult s =0, x = a + te ja
Cla,0) C {a+te:t€[—0/2,0/2]}. O

Fikseerime the sellise arvu y. Olgu
0 <0 < min{y, (1 —A)¢e/2}.

Defineerime

f- Cla,8)— C(be), fla+te)=b+ (g +t)e,

ja
)
g: Cla,8) — Clc,e), gla+te)=c+ (m - t)e.
Kujutuste f ja g definitsioon on korrektne, sest

b+(§+t)e=a+(é+t—d)e,

A A
c+(i—t)e—a+(i—t+d)e
1—A B 1—A
ja
) A )
—d< = —d < — —ad < — — < —d.
d\/\+t d\1—Ad' d\1_/\ t+d\1_Ad
Kujutused f ja g on ka pidevad, sest mélemad on pidevate nihkekujutuste ahendid.

]

Lause 2.21 ([2 lause 3.3, (a)]). Olgu X selline Banachi ruum, mille puhul ext Bx
ei ole kinnine. Mitte tihelgi elemendil a € ext By \ ext By ei ole omadust (co).

Meérkus 2.22. Teisisonu (tleb viimane lause, et (co) omadusega Banacht ruumi
thikkera ekstreemumpunktide hulk on kinnine.

Toestus. Fikseerime elemendi a € ext By \ ext By. Oletame, et elemendil a on
omadus (co) ja naitame, et tekib vastuolu. Kuna element a ei ole thikkera By
ektreemumpunkt, siis leiduvad b, c € By nii, et b # cja a = %(b+ c). Tahistame

16—
-
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Tehtud oletuse kohaselt leiduvad 0 > 0 ja ning pidevad funktsioonid
f:D(a,0) = D(b,eg) ja g: D(a,d)— Dlc, ¢)
nii, et iga x € D(a, 0) korral

1 1
zf(x) + zQ(X) =X,

kusjuures hulkade D(b, €) ja D(c, €) mitteldikumise tottu f(x) #+ g(x).
Seega ka iga x € D(a, 0) N ext By korral

%f(x) + %g(x) = X.

O

Neéide 2.23 (|2, naide 3.4)). Esitame naite kolmemddgtmelisest reaalsest Banachi
ruumist, millel el ole omadust (co). Olgu X Banachi ruum R? sellise normiga,

mille suhtes tihikkera on

Bx = conv ((Bg — {e1}) U B2, U (Bg + {er})).

vt joonis 1. Siis el ole naiteks punktil @ = e1+e3 = (1,0, 1) eelmise lause pohjal

omadust (co).

Joonis 1: Uhikkera By.
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3 Pohiteoreemi téestus

Kéaesoleva alapunkti pohieesmark on Uksikasjalikult esitada jargmise teoreemi
toestus.

Teoreem 3.1 ([Z) lause 3.7)). Olgu X Banachi ruum. Jdrgmised viited on sama-
vidrsed:

(i) Banachi ruumil X on omadus (co);
(i) Banachi ruumil X on omadus CO.

Tdestus. (i) = (ii). Eeldame, et ruumil X on omadus (co) ja naitame, et ruumil
X on omadus CO. Vaatleme By suhteliselt lahtiste osahulkade U ja V' kumerat
kombinatsiooni AU + (1 — A)V, kus A € (0,1). Lemma pohjal piisab naidata,
et see kumer kombinatsioon on By suhteliselt lahtine osahulk.

Olgu a € AU + (1 — A)V. Siis leiduvad v € U ja v € V nii, et

a=Au+(1—=A)yv.

Valime € > 0 nii, et D(u, €) C U ja D(v, €) C V. Omaduse (co) pdhjal leiduvad
0 > 0 ning pidevad funktsioonid

f:D(a,0) = D(u,e) ja g:D(a,d) — Dlv,e)
nii, et iga x € D(a, 9) korral
M (x)+ (1 —A)g(x) = x.

Seega
D(a,0) C AD(u, &)+ (1 —A)D(v,e) C AU+ (1 = A)V.

Jarelikult on AU 4 (1 — A)V tihikkera By suhteliselt lahtine osahulk.
(i) = (i). Eeldame, et ruumil X on omadus CO ja naitame, et ruumil X on
omadus (co). Olgu € > 0 ning @, b, c € Bx ja A € (0, 1) sellised, et

a=Ab+(1—Ac.
Lemma pohjal piisab naidata, et leiduvad 0 > O ja pidevad funktsioonid
f: D(a,0) = D(b,e) ja g:D(a,d) — Dc,e)
nii, et iga x € D(a, 0) korral
AM(x)+ (1T —A)g(x) = x.
Tahistame

U:=Db,el2) ja V=Dl el2).
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Siis on U ja V uhikkera By suhteliselt lahtised osahulgad. Omaduse CO pé&hjal
on AU+ (1 —A)V samuti By suhteliselt lahtine osahulk. Seega leidub 0 > 0 nii,
et

D(a,0) C AU+ (1 —A)V.
Olgu Y = X @ X ja vaatleme kujutust

F:D(a,0)—2", Fx)={uv)eUxV:iu+(1—Av=x}

lga x € D(a, d) korral on F(x) mittetiihi, kinnine ja kumer (kumera hulga sulund
on kumer, seega jareldub F(x) kumerus hulga

{luv)eUx V:du+(1—Av=x}

kumerusest, mis omakorda tuleneb vahetult hulkade U ja V kumerusest.) Toepoo-
lest, olgu x € D(a, d), 1 € [0, 1] ning olgu (uy, v1), (U2, v2) € U x V sellised, et

A+ (1= =x ja Au+(1—Aw =x.
Kuna U ja V on kumerad, saame
u=pu+1—pu, el ja v=pv+(1—pwv e V.
Paneme tahele, et

Au+(1—Av = u(/\u1 + (1 —)&)v1) + (1 —u)()\uz + (1 —/\)VZ)
=px+ (1 —px =x.

Naitame, et kujutus F on alt poolpidev ehk iga ruumi Y lahtise osahulga
W korral on {x € D(a,9d) : F(x) N W + &} meetrilise ruumi D(a, 0) lahtine
osahulk. Jarelduse pohjal piisab vaadelda juhtu, kus W = B(y, r) x B(z, s),
kus y,z € X ja r,s > 0. Sel juhul

{x € D(a,0): Fix)n W + &}
= {x € D(a,d):I(u,v) € (UNB(y,r)) x (VNB(z,s)) x =Au+ (1= A)v}
=Dm5wwMUma%myu1—mme@g”.

Kuna U N By, r) ja VN B(z,s) on By suhteliselt lahtised osahulgad, annab

omadus CO, et
/\(U N Bly, r)) + (1 —)\)(\/ N B(z,s)

on Uhikkera By suhteliselt lahtine osahulk. Seega on
mm&m(MUmbm»+m—%MVO&zn”

meetrilise ruumi D(a, 0) lahtine osahulk ja jarelikult on F alt poolpidev.
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Michaeli valikuteoreemi eeldused on taidetud, selle pohjal leidub pidev
funktsioon h: D(a, 0) = X @, X nii, et iga x € D(a, 0) korral h(x) € F(x). Kuna

F(x) c UxV =D(b,el2) x D(c,el2) C D(b, €) x D(c, ¢),
siis on h vaartused korrutisruumis D(b, €) x D(c, €) ja
h: D(a, o) — D(b, ) x D(c, €)

(formaalselt laheme (le kujutuse h koahendile). Olgu f ja g kujutuse h koordi-
naatfunktsioonid, st

f: D(a,0) - D(b,e) ja g:D(a,d) — Dc,e)

ning (f(x), g(x)) = h(x) iga x € D(a, 0) korral. Kujutuse h pidevus on samavaarne
kujutuste f ja g pidevusega.
Valides (u,, v,) € U x V nii, et Au, + (1 = A)v, = x ja (un, viy) = (F(x), g(x)),
saame
X = Aup + (T =Avp, = Af(x) + (1 = A)g(x).
Jarelikult Af(x) + (1 — A)g(x) = x iga x € D(a, 9).
Sellega oleme naidanud, et Banachi ruumil X on omadus (co). [

Jareldus 3.2 (vrd [2 lause 2.2)). Loplikumddtmelisel Banachi ruumil on omadus
CWO parajasti siis, kui sel on omadus (co).

Toestus. Olgu X loplikumddtmeline Banacht ruum. Sel juhul langevad ruumi X
nork ja normitopoloogia kokku, mistéttu on ruumil X omadus CWO parajasti siis,
kut sel on omadus CO ehk omadus (co). [

Jareldus 3.3 (vt lause [2.17). lgal rangelt kumeral Banachi ruumil on omadus CO.

Jareldus 3.4 (vt lause [2.20). Igal kahemaotmelisel Banachi ruumil on omadus CO.
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