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§:1.:E1- 4 t:wine

Need on lihtsaimad arvutusoperatsioonid ning siin on
raske erilisi lihtsustusi leida. MArkimist vadridb vaid Jjuht,
kus on tegemist terve rea arvude liitmisega. Siis piilitakse
liidetavaid 2-3 kaupa kombineerida, nii et nende summa oleks

10 w31 20,

I. TAPNE ARVUTAMINE,

ja

hiipate ja seda tagantjirele arvestada.

Pdris kasulik on meeles pidada, et jédrgmiste
kute summa on 20: 2,9,9;

6,6,81. 6. 0. %

Neiteid:

Siin on tingimuseks,

3,8,9; 4,7,9;
48) 87
72 8
56 65
29) 4.3
81 29)
23 69
(45 . 82)
55
14 (2;
423 552

3

lahutamine.

Sel otstarbel vdime isegi mdnest numbrist iile

4,8,8; 51,6'9;

et liidetavaid, mille summa on 10

arvukolmi-



voi 20, ei tohi kaua otsida. Peale selle on oluline, et va-
hesummasid ei tohi eraldi arvutada ega ka mdttes nimetada,
vaid nende liitmine peab toimuma otsekohe, liidetavaid ainult
pilguga haarates. (Esimese niite puhul mdtleme nii: 10, 20,
29, 39, 43; 8, 20, 30, 40, 42, Teise ndite puhul: 20, 40, 47,
32; 13, 23, 33, 43, 55), Ididetavaid v3ib rihmitada mitmeti,
)eamine on arvutuste mugav teostamine, :
Iehutamise asemel on tihti kasulikum liita:
_ .8965 (4 ja 1L on 5;7 Jja 9 on 16, 1 meeles;

ﬂ 7 Ja. 2 on 9; 3 Ja 5 on 8).

5291
3ee on oi'iti kasulik, kui on tarvis iihest arvust lahutada ter—
re hulk arve.

Ndide. ca8s

572
484
566
321
248

36
175
849

. 23 .

Kni mitme nulliga l3ppevast arvust on vaja lahutada min
it teist arvu, siis tuleb lahutatava viimane koht tédiendada
imneni ja'teised nullide kohal olevad numbrid iiheksani:

20000 - 3456 = 16544



§2.Korrutamise erivdtted.

Eorrutamise juures saab juba rakendada iisna mitmeid t56-
vaeva vihendavaid vdtteid. Kdigepealt vaatleme nn. suurt iiks-
kordiihte. Selleks, et korrutada kahte kiimme ja kahekiimne va-
hel asetsevat arvu, kasutame kergesti kontrollitavat samasust

(10 + a)(10 + b) = (10 + a + b) - 10 + ab.

Naiteid: 1718 = (25 ja viis kuus) = 306,

12- 14 = (16 ja 8) = 168,
12+ 19 = (21 ja iks 8) = 228.

See vdte on ilmselt iildistatav ka kahe 20 ja 30 wva-
hel asetseva arvu korrutamiseks:

(20 + a)(20 + b) = (20 + & + b)*20 + ab.

Nidteid: 24-.21 = (25; 500 ja 4) = 504,

23.22 = (25, 500 ja 6) = 506,
21- 28 = (29, 580 ja 8) = 588.

Uldigelt
(10¢c + a)(10c+b) = (10¢c + a + b)+ 10¢ + ab.
Prektiliselt tuleb selle valemi rakendamine arvesse ainult c
védrtuste 1, 2, 3 puhul. Kiill aga pakub huvi erijuht, kus
a + b = 10. Sel korral valem lihtsustub tunduvalt:
(10c + a)(10c + b) = 100c(c + 1) + ab.
Naiteid: 24+ 26 = 624,
33. 37 = 1221,
182 . 188 = 34216,
45 . 45 = 2025,
Suure tikskordiihe juures kasutatud lihtsustusvdtet, mis
véimaldab kahe korrutise leidmist asendada iihe liitmise Ja
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ilhe korrutamisega, on sobiv rakendada ka 10" léheduses aset-
sevate arvude korrutamiseks:

(10® - a)(10® - b) = (10® - a - b) - 10°® + ab,

(10® + a)(10% + b) = (10® + a + b)+ 10® + ab,

(10® + a)(10 - b) = (10 + a - b)- 10% - ab,
(Valemid n = 2,3,4 jaoks vﬁl;L kirjutada!).

Néiteid: 97. 83 = 8051, 108 - 114 = (122 ja iiks 12) =
12312, 984 - 983 = 967272, 1023 - 1028 =
1051644, 98 - 105 = 10290, 968 - 1012 = 979616.
Viikese treeningu Jjédrel saab rakendada ka valemeid

(5-10% £ a)(5-10% £ b) = 2(5-10° ¢ a + b) - 20°*1 + ap,
(5-10% + a)(5+10° - b) = 5(5- 10 + a - b) - 10™* - ap,
Neiteid: 52- 56 = 2912, 502 513 = 257526,
4188 - 4996 = 2092 3248,
5107 . 4895 = 25010000 - 11235 = 24998765.

Ka arvudegs 15 = 10 + 3:10 Jja 25 = } -100 korrutemi-
ne ei valmista raskusi: :

187 - 15
493 - 25

1870 + 935 = 2805,
12325.

§83. TEpsete arvutuste kontrollist.

Tédpsete arvutuste kontrollimiseks kasutatakse kordusar-
vutust mingis jddgiklassiringis. Harilikult kasutatakse ja&-
giklassiringt R9) vs1 RM), Rui téhistada arvu a R-jaa-
ki simboliga [a], siis jireldub seosest & + b = ¢ seos
[a] + [b] = [¢] 3o secsest a-b=c seos [a] [ [c]

Tuletame meelde: arvu iiheksajdék vdrdub selle arvu iihe-
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kohalise ristsummaga (leitakse jédrjestikku ristsummade rist-
summasid, kuni jdutakse iihekohalise arvumi):
[a38)g = [15], = 6.

Uheksa jésgl rakendamine arvutuste kontrolliks on lihtne.
Naiteks korrutise 23+ 26 = 598 puhul peame kontrollima,
kas iiheksajddkide korrutis vdrdub korrutise iiheksajdigiga.
T3epoolest 5-8 =40 =4 ja [598]g = [22]4 = 4. Kontrol-
lilige kdiku on sobiv korraldada jargmisse skeemi:

[as]

Uheksa jasgiga kontrollimisel peame arvestama seda, et
sellega ei avasta kdiki vigu. Kui kirjutada 52 asemel ko-
gemata 25, siis iiheksajddk ei muutu. Samuti ei muutu iihek-
sajéik, kui kirjuteda juurde mdni 9, niiteks [529]9 . [53L
= 7. Seda viimast asjaolu sesab edukalt ara kasutada pikemate
arvude iliheksajddkide arvutamise lihtsustamiseks. Nimelt vGib
ristsumma arvutamisel ara Jjatta kdik iliheksad vdi iiheksa kord-
sed:

[598]9 = [13 25+ 8_]9 = o [54362]9 = 2.

Et liheksajddgiga kontroll vdimaldab kiillalt sageli esi-
nevate vigade ldbilipsamist, siis on kontrolliks kindlam ka-
sutada liheteistkiimne jaddki.

Uheteistkimne jidigi arvutamiseks peame meeles, kuidas lei-
da arvu 12. itheteistkiimnejédédki. Selleks piisab, kui iihelis-
test lahutada kiimnelised: 2 - 1 = 1. Pikemate arvude puhul
tuleb liikuda 1Gpust alates kahe koha kaupa ettepoole ja ra

kendada iga paari juures sama vdtet. Tekkivate Jjddkide summm
-5



annabki arvu ilheteistkimnejéigi (endal tdestada!).
[43'87'26'59]11 s shut h~2e?. Tolnt)sh
Ummarsulgudesse on mirgitud m3ttes nimetatavad vahetulemused.
Uheteistkimnejddk avastab numbrite jirjekorra vahetamise ot~
sekohe: [52],, = -3, [25];, = 3.

Niide rakendamisest:

92+ 89 = 8188

8§84, India ristkorrutamismeetod.

Kahe- ja kolmekohaliste arvude korrutamiseks on mllj.k
tarvitada nn, "india ristkorrutamismeetodit™. /

Korrutise 43- 87 leidmiseks kirjutame korrutataved tei-
neteise alla:

43
x87'0

Korrutise iiheliste leidmiseks korrutame 7 ja 3. Saa-
me 20 ja iiks. Uhe paneme korrutise iiheliste kohale kirja

43
X g7

l .

Korrutise kimnete leidmiseks korrutame vastavelt iihe kor—
rutatava iihelised teise komtatan kimnelistega Ja liidame
nende summale iiheliste korrutamisel saadud kiimnelised: 7-4 +
+ 83 + 2 = 54, Paneme kimneliste arvu kirja:

43
X 87

AL .
8



Korrutise sajaliste leidmiseks korrutame kimnelised ja 1lii-
dame meeldejdinud sajaliste arvu: 8.4 + 5 = 37,
I3plikult :

43
87

w1 .
Mirgime, et meelespeetavad arvud on kasulikum kohe liita eai-
mese leitava osakorrutisega (toodud nidite puhul: 2, 30
(= 28 + 2), 54).

Ristkorrutamismeetodi eelis seisneb selles, et osakorru-
tiste liitmine ei tekita mingeid raskusi ja juba iisna viike-
se treeningu Jjéarel on vdimalik ristkorrutamismeetodiga kahe-
Ja kolmekohalisi arve korrutada isegi kiiremini kui aritmo-

X

meetriga.

Toome veel iihe ndite, kus sulgudes on midrgitud ainult
ndttes nimetatavad arvud. Osskorrutisi pole vaja nimetada,
need v8idb kohe eelnevale tulemusele Jjuurde liita.

37 (42, 22, 50, 17)
46
72 .
Ka kolmekohaliste arvude korrutemine toimub sama skeemi
kohaselt ({ileskirjutatavad numbrid on sulgudes alla kriipsu-
tatud). :

234 (24, 20, 40, 20, 32, 4Z, 16, 26, 10)
456

106704 ¢
Kahekohaliste arvude korrutamine toimub seega 1ldpust
alates jédrgmise skeemi kohaselt:
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T an
Kolmekohaliste arvude korrutemine aga jirgmise skeemi

kohaselt:
s X DK X1,

§S5. Arvude ruuntude leidmine.

Jérgnevas vastleme vitteid, mis vBimaldavad 2- kundi 3-
kohaliste arvude ruute peast leida. Suuremakohaliste arvude
jaoks vaatleme hilpsasti kasutatavat kirjalikku arvutusskee
mi. :
Kdigepealt mirgime, et yiiega lippevate arvude ryuie on
kerge arvutada Jirgmise eeskirja kohaselt:

(108 + 5)2 = a(a + 1)+ 100 + 25,
(Kiimneliste arv tuleb korrutads iihe virra suureme arvuga ja
tulemusele tuledb 13ppu juurde kirjutada 25).
85%= 2025, 95°= 9025, 125%= 15625, 175%= 30625, 2352=55225,

Edaspidiseks tuleb pidhe 3ppida arvude 1-25 ruudud:
sealhulgas 16°= 256, 172= 289, 18%= 324, 19°= 361, 20° =
= 800, 21%= 481, 22%= 484, 23%= 529, 24°= 576, 25°= 625.

Arvude 25-75 ruutude leidmiseks kasutame valemit

a?= (a - 25)+ 100 + (50 - a)?.

(Iehutame antud arvust 25 Jja kirjuteme talle kahe kohaga
juurde 50 suhtes vdetud tdienduse (vst. liia) ruudu).

48%= 2308, 37%= (12 je iks 69) = 1369, 28°= (3 ja mell
84) = 784, 54%= (25 + 4) - 100 + 16 = 2916, 56°= 3136, 67° =
= (42 ja kaks 89) = 4489, 0,39%= 0,1521, 7,2%= 51,84.

Arvude 75-125 ruutude leidmiseks kasutame valemit

a2= [a - (100 - a)]* 200 + (100 - a)2.
10



Sajast viiksema arvu puhul lahutame sellest tdienduse
sajani ja kirjutame kahe kohaga juurde tdienduse ruudu.
Sajast suurema arvu puhul liidame sellele liia iile saja
Jja kirjuteme kahe kohaga juurde liia ruudu.
96°= 9216, 99%= 9801, 87%= 7569, 106%= 11236, 123°= 15129.
Suuremate arvude ruutude leidmiseks v3ib sooviteda Jarg-
wist mugavet arvutusskeemi. Kuna 4986°= (4+ 1000 + 9 « 100 +
+8+10 + 6)2. siis kasutame hulkliikme ruudu leidmise ees—
kirja, vastavaid arvutusi otstarbekalt skeemi paigutades.
4986°
16816436
734496

6508
48

24860196 .

Skeemi esimeses reas asetsevad kdigi numbrite ruudud ka-
he kohaga kirjutatult (32= 09!), Skeemi teises reas asetse-
vad 1l3pust alates kdigl kdrvutiolevate numbrite kahekordsed
korrutised. Skeemi kolmandas reas asetsevad 13pust alates
ile {ihe vBetud nmumbrite kahekordsed korrutised jne. K3ik kor-
rutised on kirjutatud kahe kohaga.

: 2345672

40916253649
1224406084
16304870
203656
2442
28

55021677489 .
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§6, Arvude kuupide leidmine

Kahekohaliste arvude kuupide leidmiseks sobib valem:
(10a + b)= 8>-1000 + b+ (10a + b) - 3ab - 10,
Idpuosa arvutamiseks kasutame ristkorrutamismeetodit.

8 8isnD 3.2.9 = 54
647= 216064 293 8729
4608 1566
262144, 24389 .

§7.M3ned Hildised markused

Rorrutasise o JEaEganmise kohta,

"Kasitsi" korrutamisel tuleb alati hoolega jidlgida, kas
teguritel pole mdningaid erilisi omadusi, mis aitavad t6omeh-
tu vihendada ja koos sellega ka tulemuste usaldatavust tGsta.

Ménikord on iiks teguritest niisugune, et iiks tema osa on
teise osa tédpne kordne, Nditeks teguri 186 puhul korrutame
kdigepealt kuuega ja siis tulemust kolmega:

2574 5462
X186 X 856
15444 43696
46332 305872
478764 4675472 .
Tuleb Sppida nigems ka niisuguseid voimalusi, nagu
6125 (6+ 345; F - 1000 - 345).
345
2070000
43125
2113125

12



Tépse jagamige juures pole olulisi lihtsustusvdtteid.
V3ib ehk mérkida, et mdnikord murru § lugejat ning nimete-
jat sobiva arvuga korrutades saab arvutusi lihtsustada:

- B-%%: B -l -
Uldisi eeskirju niisuguste vdimaluste otsimiseks ei saa
anda. Pealegi ei tasu nende spetsiaalne otsimine end dra.
Mdtet on neil vdtetel ainult siis, kui lihtsustusvdimalusi
mirgatakse silmapilkselt.
Vastav nigemisoskus kasvab aga koos arvutuslike kogemus-
tega.

‘

§8. Arvutamise abivahenditest.

Arvutuste kergendamiseks sobivatest abivahenditest tuleb
mainida k3igepealt mitmesuguseid tabeleid.

Eorrutamise hdlbustamiseks on vdga sobivad O'Rurki korru-
tustabelid [1] , mis v3imaldavad kohe lugeda iga kolmekohali-
se arvu korrutist iga kahekohalise arvuga. Nende tabelite
abil liheb korrutamine tunduvalt kiiremini kui logaritmide
voi arvutusmasina "Felix" abil.

Igal matemaatikul peaks olema Barlow' tabelid [2] , mis
sisaldavad arvude 1—12500 ruudud, kuubid, ruutjuured, kuup-
Jjuured ja poordvadrtused. Nende tabelite suureks plussiks an
see, et nad on vigadeta.

Idpuks vddrivad veel mérkimist Segali ja Semendjajevi
viiekohalised elementaarfunktsioonide tabelid [3] .

Iogaritme arvutusvahendina kasutatakse kaasajal kaunis
harva, enamasti on lihtsam elektriajamiga t88tavate arvutus-
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masinate v3i isegi elektronarvutusmasinate kasutamine.

I3puks tuleb veel mirkida, et terve rea viiksemat tépsust
ndudvate arvutuste juures (3-4 tiivikohta) on otstarbekas
arvutusliikati v3i nomogrammide (graafiliste arvutustabelite)
kasutamine.

II, LIGIKAUDNE ARVUTAMINE .

§1.Ligikaudse arvutamise
p3hiprobleemid.

Seni me vaatlesime tédpsete arvudega arvutamist. Praktikas
on aga reeglina tegemist ligikaudsete arvudega. See on tingi-
tud mitmest asjaolust. Esimene Jja viiga sagedane pdhjus on see,
et avaldis, mille viddrtuse me peame leidma, sisaldab suurusi,
mis on saadud nddtmise teel. M3Stmistulemused on aga alati
usaldatavad ainult teatava vea ililempiirini. Fiiisikas ja ast-
ronoomias on kogu aeg tegemist ligikaudsete arvudega. Aga la
puhtmatemaatiliste avaldiste Juures tuleb paretamatylt ope-
reerida ligikaudsete arvudewa. Nii nditeks kasutatakse irrab-
sionaslarvu asemel ju alati selle ldhisvildrtust.

Iigikaudsete arvudega opereerimine toodb meid kolme pdhi-
probleemi Jjuurde.

1. Tuleb hinnata ligikaudseid suurusi sisaldava avaldise
védrtuse tépsust.

Vib niidteks kisida, millise tipsusegs me letame T2, 1,
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VX, kui T jaoks kesutada lihisvidrtusi 3,14 v31i 3,1416.
2. Tuleb otsustada, millise tidpsusega peadb vitma teata-
vegse avaldisge kuuluvaid suurusi, et garanteerida avaldise
viidrtusele ndutavat tépsust.
' Niidetena vaatleme jirgmisi iillesandeid:
Ulesanne nr, 1. Kui tépselt tuleb vétta W Ja V2 , et
saada korrutist WV 2 veaga, mis ei fileta suurust 510072
Ulessnne nr. 2. Kui tépselt tuleb arvutada \/5, et
cos 18% VA0 +V5 viga o1 fletaks suurust 5. 10787

Kui need probleemid on lahendatud, siis kerkivad uued kii-
simused. Oletsme néiteks, et \[2T arvutamise juures selgus,
et nii V2 kui T tuleb vejeliku tépsuse garanteerimiseks
vbtta kaheksa kimmendkobaga: \[2 = 1,41421356; Tl= 3,14159265.
Harilikul viisil korrutades sasme tulemuses 16 Kkiimnendkoh-
ta. Meil oh aga teada, et juba kaheksas kiimmendkoht on eba-
kindel ja edasised kohad ei oma iildse mdtet. Siit Jérgned
kolmas pdhiprobleem.

3. Kuidas teostada elementasroperatsioome mnii, et vaje-
lik tipsus oleks saavutatav minimaalse toSkuluga?

§2.Abs0luutne ja relatiivane
viga.

Kul a on suuruse A léhisvidrtus, siis kirjutame 1i-
hiduse mGttes
A=sa,
Idgikaudse arvu a t3eliseks veaks nimetame suurust
A= 4~ a.
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Idgikaudse arvu a absoluutseks veaks nimetame suvalist

positiivset arvu m, mis rahuldadb vdrratust
1Al = 1A-além.

Tdpne véddrtus A asetseb seega tdkete
a-n(A(a+i

vnh§1 ja tUmberpoordult - léhisvidértus a asetseb tlkete
A-mSe€A+nm

vahel. Sageli kasutatakse kirjutusviisi

A=atn. :

Absoluutne viga ei iseloomusta suuruse tédpsust kiillalda-
selt, Kui nditeks m33ta sentimeetrilise tdpsusega laua pik-
kust v3i maja pikkust, siis on ilmne, et teine mdGtmine on
esimesest palju tédpsemini teostatud, kuigi absoluutsed vead
on vdrdsed, On veel teine asjaolu, mis sunnib meid absoluut-
se vea asemel otsima paremat vea hinnangut. Nimelt on abso-
luutne vigas enamasti nimega arv, mddtihikut muutes aga muu-
tub ka absoluutne viga.

Idgikasudsete suuruste tédpsuse hindamiseks kasutatakse
seepdrast sageli nn., relatiivset viga.

Idgikaudse arvu a t3eliseks relatiivseks veaks nimeta-

me suurust
A
ot
N a
Idigikeudse arvu a relatiivaeks veaks aga nimetame suve-
list positiivset arvu d, mille korral on téidetud vdrratus

NI = <J'
b of
81it Jjéireldudb, et kui ligikaudse arvu a absoluutne vi-
ga on teada, siis vdime selle arvu relatiivseks veaks lugeda
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suuruse %
d=— .
ial
Kui laua pikkus on 1 meeter ja maja pikkus 10 meet-

rit ning mblemed on mdddetud sentimeetrilise tédpsusega, siis
laua puhul on relatiivne vige 0,01 = 1%, maja puhul aga ai-
nult G,001 = 0,1%.

§3.Ttivikohad ja kimnendkohad.

Kui meil on tegemist mingi ligikaudse arvuga, siis on
olﬁline_eristada tiivikohti Ja kilmnendkohti. Arvul 0,00352
on viis kiimnendkohta ja kolm tiivikohta, arvul 12,340 aga
kolm kilmnendkohta ja viis tiivikohta. Kuna tiivikc;htade hulka
v3ib muute arvu 13ppu nulle juurde kirjutades vdi kustutades,
siis v3ib seda asjaolu kasutada arvude niisuguseks esitami-
seks, et nende viimase tiivikoha jédrgi saaks otsustada ligi-
kaudse arvu absoluutse vea suuruse iile.

Lepime kokku lugeda ligikaudse srvu a viimast kohta
oigeks, kui ta viga ei iileta iiht iihikut. Tabelites on ena-
masti viga alla poole viimase koha fihiku, kuid viimasel ajal
on itha enam ilmunud tabeleid, kus viga ulatub iihe viimase ko-
ha {ihikuni.

Ligikaudsete arvude juures tuleb sédilitada ainult &iged
kohad (pikemste arvutuste juures tuleb vigade kuhjumise vdl-
timiseks sédilitada vahearvutustes 1-2 enamkohta). Eriti i

helepanelik peab olema ligikaudse arvu ldpus asetsevate nul-
lide suhtes. Tuleb kindlaks teha, kas null on tiéhendusega
number vii seisab ta tundmatu numbri asemel. Néiteks vdrdu-
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'ses '"1L kg = 1000 g" on k3ik nullid 3iged, virduses "Tartus
on 80000 elanikku" on nullid tundmatute numbrite asemel. Eds-
sises kasutame kahtlaste numbrite mirkimiseks allakriipsuta-
mist, kahtlaste 18punullide puhul aga ka esitamist kiimne ast-
mete kaudu: :

6,78, 80000 = 8 10%,
Arv 6,000 on seega palju tédpsem arv kui arv 6,0,
EKahtlaste kohtade iimardamisel ldhtume jérgmistest reeg-
litest. Kul viimasele iimardamisel sdilivale kohale jérgneb:
a) 0,1,2,3,4, siis viimane koht ei muutu;
v) 6,7,8,9, siis suurendatakse viimast kohta iihe vdrra;
c) 5. veel vihemalt iihe nullist erineva lisakohaga, siis
suurendatakse viimast kohta iihe vdrra;
d) {imardamisel ssadud 5, siis iimardatakse vastupidiselt
varasemale suunale;
e) tédpne 5 v5i tundmatu 5, siis limardatakse sdiliv
koht paarisarvuks.
Néiteid imardamise kohta:
a) 8,6334 - 8,633 — 8,63;
b) 12,6358 —* 12,636 — 12,64;
e¢) 8,27501 — 8,28;
d) 16,8149 — 16,815 — 16,81;
14,1352 — 14,135 — 14,14;
e) 0,0735 — 0,074;
0,385 — 0,38,
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§4, Vigade edasikandumisest

arvutustes.

Olgu meil vaja leida pidevalt diferentseeruva funktsioo-

U= r(xl. Xoy eee s xn)
véddrtusi, kus argumentidel Xyy Xpy ees s x‘n on vastavalt
vead my, My, ..., m. On ilmne, et argumentide vead kandu-
vad edasi ka nendest funktsionaalselt sSltuvale suurusele U
Funktsiooni véddrtuse viga avaldub kujul

Avear =) %o,

i=1

Rui vead My, Wyy eee » My OD kiillalt vdikesed, siis
AU on kiillalt hiisti kirjeldatav df vidrtusega kohal X,
X5y eee 9 Xpo Suuruse U absoluutse vea m, hinnanguks ssa-

o
%<;|%|n1

Veatleme niiiid selle valemi rakendamist rea sageli esine-

me siit:

vate operatsioonide korral.

Iiitmine. Olgu U=1x) + X, + ... + X, kus x,> 0.

é& 1, siis Jmy, = Zmi

Seega liitmisel liituvad ka liidetavate absoluutvead.

Néiteks arvude 2,35 + 0,01 ja 3,46 & 0,05 1liitmisel
saame summsks 5,81 + 0,06,

Tahutamine. Vaatleme kahe arvu vahet U = x; - X (x>

T X5 > 0). Absoluutne viga avaldub jdlle summana g o T

+m,. Keerulisem on aga lugu relatiivse veaga. Et ldhedaste
arvude korral U on suhteliselt viike arv, siis relatiivme
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.viga v3ib kasvada viga suureks. Néiteks vahe U = 32,43 -
- 32,41 = 0,02 korral (my = m, = 0,01) on absoluutne vi-
ga m = 0,02, relatiivne viga aga

J=8—:%§=1=1oo%t

Nende samade arvude liitmisel on relatiivne viga ags ai-

nult
J:G%:% = 0,0003 = 0,03 %.

(Vea védrtus tuleb alati iimardada iilespoole!).

8111; néeme, et lahutamine on arvutamise tédpsuse mdties
‘iisna halb operatsioon. Kui‘ on karta, et arvutuste kdigus on
tegemist ldhedaste arvude lahutemisega, siis tuleb alati piii
da lahutamisest arvutuseeskirja kuju teisendamisega vabameda.
Niitena v3ib tuua Shukese kerakihi ruumala arvutamise velemi:

v ="§'n[(iz va)? - ).
Numbriliseks arvutamiseks tuleb ta teisendada kujule
v = $0OFa + 3R + o).
Siin pole enam kart:: suure ﬁlatiivse vea tekkimist.
Korrutamine, Olgu U = Xyt Xy oo Xp o

Korrutise vea arvutamisel on otstarbekas lidhtuda rela-
tiivsest veast. Peale lihtsaid arvutusi leiame, et :

s3>

Eorrutamisel® tegurite relatiivsed vead liituvad.
Néiteks korrutise U = X, korral, kus x) = 10 + 0,1;
x, = 100 + 0,2, on U relatiivne viga

%6‘1+ 288 = 0,01+ 0,002 = 0,012

absoluutne vi, .
"‘ : e m, = 1000+ 0,012 = 12.
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Kuna %:%2- = %=-;21[ , 8iis leiame, et
m,
S “%l . ];-;l
Jagamisel jagatava ja jagaja relatiivsed vead liituvad.

Logaritmimine. Olgu VUV = 1n x.

Et g = %, siis U a’baoluutne viga on % , ehk teiste
. sdnadega, loomuliku logaritmi absoluutne viga v3rdub argumen-
di relatiivse veaga.

Kiimnendlogaritmi puhul arvestame seost log x = M 1n x,

kus M = log e = 0,434, Siit leiame, et kimnendlogaritmi ab-

soluutne viga vdrdub poolega ta endi relatiivsest veast
Juurimine. Olgu U=\Yx=x .
L
Bt g-‘-’ =12 7, siis juure relatiitne viga on
PR
1
' 5 o = Ld
= 5' & = l-l ? *
-

Seega n-nda juure relatiivne viga on Juuritava rela-

tiivsest veast n kords vdiksem. -

Astendamine: U = f‘._Et gi—l =n xn.l, siis
-3
= ny | B | n Eend, .

Seega 1i-nda astme relatiivme viga on astendatava rela-
tiivsest veast n korda suurem.

Ka trigonomeetriliste arvutuste puhul ei valmista ees-
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pool toodud veahinnangu rakendemine erilisi raskusi.
Néide. Kolmnurgest on antud kiiljed a = 5,2 ¥ 0,05 ja

b = 7,8 0,05 ning nende vaheline nurk C = 35,6%°% 0,1°.

Jeide killg e. ;
Koosinuslause pdhjal c¢ = a%+ pz- 2ab cos C = 4,682,

Absoluutne ja relatiivne viga avalduvad kujul
a -beosC b - a cos C ab sin C| .
m, § 'hl c ot c e B i
Jd_ =

¢ *

2
c

Seega
n, < grlon {0,0515,15 - 7,85:0,8141! + 17,85 - 5,15
4,68

+0,81211:0,05 + 0,00175 - 5,25 + 7,85 * 0,5835 } £ 0,062

3
: I.¢ | 2% | < o033 21,35

L3plikult
c = 4,682 + 0,062 = 4,682+ (1 + 0,0133).

§5.Ldpptulemusele vajalikku
tapsust garanteerivate

argumentide tdpsuse valikust.

V3ib piistitada ka eelmises punktis vaadeldud iilesande
poordiilesande - leida, millised vdivad olla argumentide x,,
oy eer 9 Xy vead My, Moy eoe 5 My et garanteerida tule-
musele y = f(xl, Xy eee s gn) etteantud tépsust.

See probleem pole mitme muutuja funktsioonide korral
iiheselt lahenduv, sest vigu my v3ib mitmeti niiviisi kom-
bineerida, et o, jédks etteantud tdkkest viiksemaks. Kdi-
ge viiksema vaevaga saab sellele kiisimusele vastata, kui eel-
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dada, et kdik osadiferentsiaalida (180, 53 B) WS

oxy -
Juvad tulemuse veale iihesuguselt, s. o.

%~ n‘lg.*Lil .i .

Siit sasame, et

' 6x1|
Néide. Millise tédpsusega tuleb kolmnurgas mddta kiilge
c 12 cm ja nurkd A & 65°, Ca263°, et killge a leida re-
latiivse veaga 0,5 % ?
Otsitava kiilje ligikaudne vﬁﬁrtuﬁ on

a-_.cm—vlz_lm;slz“ cm

sin C 0,8910
Ja
m, RS 0,005 . 12,2 25 0,061 ecm.
Mgddetavate elementide absoluutsed vead v3ivad seega ol-
la:
m, s——ll-— - ® 0,02 cm;
3Ia:l.n (‘;l
s 0
nA%——ﬁ— ~z 36-0,% = 0,0036 == 0,21°%;
,sin C
0, i
%3 0,0033 & 0,19°,
m_%u_cl 36-0,518
sin™C

Etteantud veaga tulemuse leidmiseks piisab, kui killge ¢
modta tﬁpsusgga 0,02 cm , nurki A ja C tiépsusega
0.
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§56.Ligikaudsel arvutamisel

sdilitatavate kohtade arv.

Keerulisemate arvutuste korral tuleb sdilitatavate koh-
tade arvu hinnata eelmises punktis toodud iildise vea hinda-
mise valemi abil. Aritmeetiliste tehete korral v3ib aga ka-
sutada jdmeda "rusikareeglina" jargmisi akadeemik A. N, Krg-
lovi poolt antud oeakirju;

Ligikaudsete arvude liitmisel ja lahutamisel tuleb tule-
muses sdilitada niipalju kiimnendkohti, kui neid on viahime

kiimnendkohtade hulgaga’arvus.
ligikaudsete arvude korrutanisel ja jagemisel tuleb tu-

lemuses sidilitada vaid niipalju tiivikohti, kui neid on vé.hi—
ma tiivikohtede hulgaga arvus.

Nende reegliteni jduame, kui peame silmas, et liitmisel
ja lahutamisel liituvad sbsoluutvead, s. t. kohtade arvestus

kiib kimnendkohtade jérgi; korrutamisel ja jagamisel aga 1ii-
tuvad relatiivsed vead, s. t. kohtade arvestus toimub tiivi-
kohtade Jdrgi.

Mirgime, et ligikaudse arvu a relatiivme viga avaldub

kujul

S TP ey = A
. allok'1
kus a, on esimese tiivikoha number ja k on digete tiivi-
kohtade arv.
Korrutamise ja jagamisega analoogiline reegel kehtib ka
logaritmimise, eksponent- ja trigonomeetriliste funktsiooni-
de arvutamise korral.

24



Vahetulemuste arvutamisel tuleb v3tta ilks koht rohkem,
kui seda soovitavad &sjased reeglid. Ldpptulemuses see lisa-
koht iimardatakse.(Iisakohale tdmmatakse tavaliselt kriips
alla v0i kirjutatakse vdhendatud kujul).

EKui mdned andmetest omavad rohkem tiivikohti kui teised,
siis tuleb need enne tehete sooritamist imardada, sédilitades
vaid iihe lisakoha.

Néitedd:

2,4 + 13,85 + 0,0473 = 2,4 + 13,85 + 0,05 = 16,30 = 16,3;
35270 + 6385 + 43700 = 85400 ; 8,8°* 12,47 = 8,8 - 12,5 = 110;
45,77 - 2,3658 = 45,77 - 2,37 = 43,40;

68,7:5003 = 68,7:500 = 0,0137.

]

§7.Lihendatud korrutamine

Ja Jjagamine.

Olgu meil vaja leida korrutis 98,7352 39,87. Harilikul

viisil korrutades:
98,7352
X 39,87

6911464
7898816
8886168
2962056

 39;s7o82s
Eelmises punktis toodud reegli pdhjal peaksime tulemu-
ses sdilitama 4 tiivikohta. Tédhendab, harilikul viisil kor-
rutades me teeme palju iilearust t55d. Enamus leitud numbreist
pole meile vajelikud ja jérelikult tuleks korrutamist teos-

tada niisugusel viisil, et iilearuseid kohti ei oleks vaja
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: arvutadagi.

Vaatleme jérgnevas nn, liihendatud korrutamise vdtet., Kir-
Jeldame seda vdtet oespdol toodud niite varal.

'hma me l3pptulemuses sédilitame ainult 4 +tiivikohta,
siis osakorrutistes on mdtet sdilitada {ilimalt viit tiivikoh- :
ta. Mirgime té@psema arvu iilearuseid kohti pealetdmmatud kriip-
suga:

98,7352
x P&
29621 .

EKorrutamist alustame arvu 39,87 peast. Esimene osakor-
rutis tuleb 29621 (viimase koha saamisel v3tsime arvesse 5
ja 3 korrutamisel tekkiva kimneliste arve 2: 33 + 2).
Jirgmise osakorrutise leidmiseks ldheme korrutajas iihe jéargu
v3rra madalamale, Osakorrutise l3punumbri jérgu sdilitamisees
tuleb korrutatavas jédlle iihele kohale kriips peale tdmmata.
Uue osakorrutise ldpunumber on 6: (7359 = 66). Jirgmise
osakorrutise leidmiseks kustutame jille iihe koha, jne. seni,
kuni korrutaja kohad on kdik ammendatud. Eorrutusskeem nieks
13plikult vdlje nii:

98852
»B7
29621
8886
790
€9

39366 = 3937.

Muide, selle korrutise arvutamist vdiks teha ka jérgmiselt:

98,7352+39,87 = (100 - 1,265)+39,87 = 3987 - 1,265-39,87 =
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N\

= 3987 - 50 = 3937,
Ummarguste arvude léheduses olevate arvude korral tuleb nii-
sugust viimalust alati jélgida!

Toome veel paar ndidet ligikaudse korrutamise kohta.

6,1% 56,83
0,45 3452
2,46 17 05
0,31 28
2,8 __E
200 -
Leiame kolme kohaga korrutise 2,3456« 3,2178:
2,3456
3,2178
7,036
469
23
16
2
7’55 .

Iigikaudsete arvude jagamisel kustutame jagajas jirest
kohti &ra, sest koolipraktikas kasutatav jagatavale nullide
13ppu lisamine pole millegagi 3igustatud.

Jageme nelja kohaga arvud 12,3743 ja 18364. Jagajas
kustutame kohe alguses viienda tiivikoha, jagatavas {imardame
kuuenda tiivikoha.

12,3743:1836F = 0,0006739
11 018 g

1 356
17885
71
5
16
16
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Jagame kolme kohaga 62,73 ja #4,6752:
62,73:4,6752 = 13,4
46 8

1579
14 O

=t
O

§8. Etteantud tédpsusega

arvatanine.,

Kui andmed vdib vdtte suvalise tépsusega, siis tuleb nad
k-kohalise tdpsuse saavutamiseks votta niisuguse kohtade arvu-
ga, et me saame varasemate reeglite pdhjal tulemuses k + 1
kohta.

Ngide. Leiame ringjoone pikkuse kolme tiivikohaga, kui
da = \ﬁi cm. Bt tulemuses on vaja kolme kohta . siis vOtame nii

% kui 2 nelja tiivikohaga.
3,142
1,414

3 w2
1 257
3%
13

4,843 .

Jarelikult ringjoone pikkus kolme tiivikohaga on 4,44,
Leiame eelnevalt kiimnendmurdudeks teisendatud murdude
13, #. 3, korrutise kolme Gige tiivikohaga. Selleks vd-
tame kdik kiimpendmurrud nelja tiivikohaga:
19 = 1,829; g+ ¢ 0,02222; £ %1,909; 3 = 0,9167.
Jarjest korrutades saame
28



1,425 0,03175 0,08082

0,02222 1,909 0,9167
2858 3175 5456
286 2858 61
28 29 - 36
3. 4
0,06062
0,03175 0,05557 .

Samal ajal leiame otseselt, et - :

Kui on tarvis saada tulemuse vea tépset hinnangut, vdi
kui on tegemist lahutamisega, siis tuleb loomulikult lihtude
eespool antud iildisest hindamisv3ttest.

§9.Arvutusskeen.

Véhegi keerulisemste valemite pdhjal arvutamiseks (eri-
ti kui on tegemist sama valemi korduva rakendamisega) tuleb
arvutused tingimatas korrsldada arvutusskeemi. Sobivalt vali-
tud arvutusskeem aitab oluliselt vdhendads vigade tekkimige
voimalust ja iihtlasi kergendab ka arvutuste kontrollimist.
Peame meeles, ilma kontrollita pole iikski arvutus midagi

Lihtsa nditena arvutusskeemi kagutamise kohta koostame
funkteiooni V = \/xz-r 3,367x + 3,873 tabeli argumendi vidr-
tuste x = 0,1,2,3,4,5 jaoks nelja tiivikohaga.

Hulklitime x°+ 3,367x + 3,873 vilirtuste arvutemiseks
kasuteme Horneri skeemi, s, t. esitame hulkliikme kujul
(x + 3,367)x + 3,873,




(1) (2) (3) (4) (5)
(1) + 3,367 (2)ex |(3) + 3,873 V =V (4)

0 3,873 |, 1,968
4,367 4,367 8,240 2,871
5,367 10,734 14,607 3,822
6,367 19,101 22,974 4,793
7,367 29,468 33,341 5,774
8,367 | 41,835 | 45,708 6,761

WM £ WD O|M

Ruutjuurte arvutamiseks kasutati Segali ja Semendjajevi
viiekohalisi tabeleid [3].

Arvutuste kontrolliks on siin k3ige lihtsam kahekordse
arvutuse teostamine erinevate arvutajate poolt.

Hulkliikme viddrtuse arvutamiseks kasutatud Horneri skeem
on iiheks tiilipilisemaks arvutusskeemiks. Hornmeri skeemi abil
saab hulkliikme £(x) = aoxn-n- alxn'lq- ee. + 8, vilrtuste kir-
val leida ka tuletiste viidrtusi. Tuletiste arvutamiseks vaje-
liku arvutuseeskirja sasmiseks tuletame meelde, et hulkliiget
£(x) 1lineaartegurige x - x, Jjagades saame tulemuseks £(x)=
= (x - xo)(box“'1+ blxn'z-r G bn-l) + b, kusjuures jaga-
tispolinoomi b+ byx® 2+ ... + b,y xordajad leiame Hmr-
neri skeemiga seose b1= 8+ xobi-l abil. Kui jagatispoliinoo-
mi omakorda jagada lineasrteguriga x - X, siis saame virdu-

se
£(x)

b +(x-x,) [°n-1"' (x-x,) (cof"z-rclxn 2 +Cy o )] =

b+ e, (x-x )+(c oxn'2+c1'zn'3+ ceste o) (x-x, y
Peale n-kordset jarjestikust linesarteguriga x - x,
jagamist jouame jérgmise f(x) arenduseni:
£(x) = byre ,(xx )+d _, (x—x°)2+en_3 (r-xo)3+. oot fb (x-x, y
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Fui saadud tulemust vdrrelda hulkliikme f(x) Taylori
foanmnduaega kohal X,:

™ ( £®)(x )
£(x) = £(x_)+£'(x )(x—=x_)+ —19-)(:-: ) i TP b (x-x_)",
[+] [+ (-] 21 [+] n! (]

siis ;)aganiu‘ Ja Taylori reaksarenduse ihesust arvestades on
ilmne, et :

£
2(x,) = by, 2'(xy) = °n-1"—2—g b, LB LU —;_—Q=(n

kusjuures suurused b , € 14 & 55 o0 s (o on Hormeri
skeemi Jjidrjestikuse rakendamise teel lihtsal viisil leitavad:

& ” B see S Sl Saed Ry
Xo|- X% . XoPy oo XPpg Xebpo3 T Bp o X b
b,=a, by by ..o by g by by bp=fix,)
TgSo  XgOy e XCpy X lps XCpio
ey=b, ¢ € ..o Cp g Cpp Cpy=f' (xo)

Todo Xy eor XA, XA g
: g (xo )
d,=¢, d, G oo B3 & om 21

0 WA TCOEY R OREGTRNELNT W . W ST R e

Niide. Ieisme hulkliikme x'+ 5x°+ 6x°+ 7x + 10 enda
Ja tuletiste vidrtused kohal X, ® -23
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1 5 6 7 10
-2 -2 s 0 14

1 3 0 ? =£(=2)

-2 -2 4
2 % 1 -2 11=2' (-2)

-2 2

1 - C>=f"—é—‘3l
-2

i BEICY

1T (=2)

T .

Horneri skeemi v3ib jdrelikult kasutada ka hulkliikme
Taylori reaksarenduse leidmiseks kohal x,= -23

£(x) = =4 + 11(x+2) - 3(x+2)3+(x+2)4.

§10. Reaksarenduste kasutamisest

1151kaud;el arvutamisel.

Idgikaudse arvutamise juures on sageli otstarbekas kasu-
tada reaksarendusi.
Eriti palju leiab rakendamist Teylori resksarendus:
f£(x) = £(a) + £'(a)(xa) + 21'1 £"(a)(x-a)%+... .

Niéidetena vdib tuua matemastilisest analiiiisist juba tuntud

reaksarendused:
3 1
sinxsx;!—Jré— i g (—l)nﬂ— + ... (Ixl<00),
: 31! 5! (2n-1)!
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4
1-ﬁ+;—- & (-l)n ﬂ"' eee ('1'4-” )’

cos x = e
7 2! 41! (2n)!
ta.nx:x+lx3+ 25, AL 7,78 9, Frei (et 1[),
15 315 2835 2
B B o BB Y o e
cot x = 3 [3 * 25 * 545 47250 ...] (Ix1 < T ),
3
x :
e =1+z+§+%+...+§+... (Ixl<o0),

Kiillaltki ammendave valiku sellistest reaksarendustest
v3ib leida Bronsteini ja Semendjajevi "Matemaatika kisiraams-
tust". Vea hinnanguks sobib &rajdetud rea liikme suurusjirk.
Néiteks ldhendvalem sin x = x garanteerib meile 1%-lise
tédpsuse vahemikus (—14°, +14°), valem s8inx = x - §T aga
juba vahemikus (-59°, +599).

Teine praktikas suurt téhtsust omav reaksarenduste klass
pShineb binoomrea kasutamisel:

(1+x)m=1+mx+m-$92-’—l)-xz+...+xn.

Siit saame.rea olulisi erijuhte:

S E-f_ 1_!_3.-2!‘1 1
l+x=1+5-8 +1c- 128" - (=<

1 =1-x+x—x3+... )< )
S A -

ot a2 Graca. ioms P e
1+x—1 §+812 6X *o % R PR o e i A

Vea hinnanguks sobib jédlle drajdetud rea liikme suurusjirk.
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Ulesanne. Leida k3igi toodud reaksarenduste puhul, mil-
liste argumendi védrtuste korral garanteerivad rea 2-3 esi-
mest liiget O,1%-lise tépsuse.

Neid reaksarendusi sasb edukalt kasutada keerulisemate
avaldiste koostisosadena, A

Naide 1.
B o diully «& )2 _ (X3 .
=tla-F. (EP-(F P

b+ X bl+§

L 0,384(1 - - ) = 0,384;

1002 1000

38 _ 03841 - 42— ) = 0,388 - 0, =0

s 5 3 1000_) 23 005 »379.

Niide 2. Olgu meil vaja leida suurus y valemist

y=b-~- \’ba-tz.
kus b > x.

Binoomvalemit kasutades saame
2 4
¥ ¥ ,’ 13 .3 2 _
b = b\J1l - = b(1 - ) )
:g- 202 8 b3

Ja Jérelikult

yalfalz, .

2b 8
Kui piirduda resksarenduses esimese liikmega
22
T ’
2:b

4
siis absoluutne viga on umbes 3 !3- . Saadud valem annab seega

b
y  viidrtuse relatiivse veaga 25( f )2 %.

o]

Kuii =100 em ja x =10 om, siis y = 0,500 ecm,
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kus juures relatiivne wviga on g‘%. Absoluutviga on seega
0,001 cm. Et sama tdpselt arvutada ruutjuure vidrtust otse-
selt leides, peaksime ruutjuure andma viie 3ige tiivikohaga.

Niide 3. Ruutjuure ligikaudne arvutamine resksarenduse
abil. .

I&dhtume kujust Vaz + x, kus a2> x. Binoomrida annabd

32+x=a(1+l£§-lé+.... ). Siit
2 a 8 a
\’az-bx;unﬁ- X
2a '
©

kus juures veahinnanguks saame 3 ¥ ok
8 a

Nditeid. 83 = \/92 + 29 + fz = 9,111, veaga

3 _ ~6.207%,

9.700

4
8735 = 942 - 101 2 94 - 01 _ 93,463, veaga _J_OS_O a~
{ \/ 188 % 8:8°1

2 2.1073,

-



III, ARVUTUSLUKATI,

§1. Arvutuslikati ehitus,

Standerdne arvutusliikati koosneb kolmest osast? korpu-
sest ehk pdhiosast, keelest ja mirkijast. Korpusele on kantud
4 gkaslat. Neid nimetatakse jirjekorras iilevalt alla K-, A-
D~ ja I-skaalaks. EKeele esikiiljele on kantud 3 skaalat ja
neid nimetatakse jédrjekorras iilevalt alla B-, E- ja C-skes
laks, Keele tagakiiljel leiame veel kolm skaalat, mis omavad
téhistusi Sin, S&T ja Tg. Mirkija klaasi alumisele kiiljele
on graveeritud peenike joon ehk "niit", mida kasutatakse 1ii-
kati skaaladel jaotuste fikseerimiseks.

§2. - ja Dskaala.

I~skaala on jaotatud iihtlaselt kiimnendikeks, sajandikeks
ja kahetuhsndendikeks. Kui kahetuhandendike jaotuste vahet
silmemddduliselt poolitada, siis saab IL-skaalal mddta kaugu-
si skeala algusest tépsusega kuni 0,001 (kui pikkuseiihikuks
vdtta kogu I-skaala pikkus). '

Harjutus. Paigutada niit I~skaala alguaest Jargmistele
kaugustele: 0,023; 0,408; 0,501; 0,51; 0,051; 0,094; 0,005.
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D-skaala jaotused ei ole iihtlased ja lilhenevad skaala
parempoolse otsa suunas., D-skaala kdige jdmedam alajaotus on
varustatud numbritega 1, 2, 3, ..., 10. Kui paigutada niit
jarjestikku D-skaala jaotustele 1, 2, 3, ..., 10 ja seal-
juures lugeda , I-skaalalt vastavaid vddrtusi, siis saame JFg-
mise tabeli:

D
L

3

1 l 2 ' 4
0,000(0,301|0,477

8 ‘ 9 llO
0,602

0,903/0,954|1,00

5 4 6 ' 7
0,69910,77810,845

Teiselt poolt aga leiame kiignendlogaritmide tabelist, et

log 1 = 0,0000, log 2 = 0,3010, log 3 = 0,4771, log & >
= 0,6021, log 5 = 0,6990, log 6 = 0,7782, log 7 = 0,8451,
log 8 = 0,9031, log 9 = 0,9542, log 10 = 1,0000,

Neid vadrtusi vdrreldes Jouame jareldusele, et D-skeala
jaotused 1, 2, ... , 10 on paigutatud nii, et nende kaugu-_
sed sksala algusest vdrduvad jaotustele vastavate arvude kiim
nendlogaritmidega. Selliselt jaotatud skaalasid nimetatakse
logaritmilisteks-skaaladeks.

D-skaala peenemad alajaotused vastavad arvudele, millel
on peale iihe tédiskoha veel kiimnendikke ja sajandikke., Nii n#i-
teks leiame D-skasla 1. ja 2., Jjaotuse vahel jaotusi, mis
on tédhistatud arvudega 1.1; 1.25 ... 1.9. Selles D-skaala
osas vastavad sajandikkudele kdige peenemad jaotused. Aseta-
des niidi 1.4 ja 1.5 vahele esimesele, teisele jne. kdige
peenemale jaotusele, saame arvud 1,41; 1,42 _jne., D-skaala
2. ja 4. jaotuse vahel on vdimalik tédpselt mérkida 2, 4,
6, 8 sajandikuga arve. Kahe naaberjaotuse vahet silmamdddu-—
liselt poolitades saame mérkida aga ka 1, 3, é. 7, 9 sajen-
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dikuga arve.

K3ige raskem (eriti algajale) on D-skaala 4, ja 10,
jaotuse vahelises piirkonnas leida 1, 2, 3, &4, 6, 7, 8, 9
sajandikuga arvudele vastavaid kohti, sest selles piirkonnas
on kahe naaberjaotuse vahe 5 sajandikku. Siin tuleb kasute-
da silmamdddulist interpoleerimist, mis nduab pédris head tree-
ningut.

Harjutusi: Mdrkige niidiga D-skaalal jJargmised arvud:
1,04; 1,09;<2715; 1,26; 2,02; 2,13; 2,265 2,43; 2,50; -4,4;
4,45; 4 64; 4,72;°5,09; 8,13; 7,68; 2,08; 2,8; 3,17; 5,17.

Fespool nagime, et D-skaala jaotused vastavad ainult
ilhe tiiskohera arvudele ja seda peame arvestama lilkkati teoo-
riaga seotud kiisimuste juures. Iiikkati kasutemise praktikas
aga, nagu hil jem selgub, vdime D-skaala ithele ja samale jao-
tusele sesda vastavusse kdik iihesuguste tiivinumbritega arvud.
Nii nditeks D-skeala jaotusele 2 vastavad arvud 20, 200,
evey 0,2, 0,02; 0,002 Jjne. Semuti vastavad jaotusele 4,55
arvad 45,5, 455, 4550, ... , 0,455, 0,0455 jne.

§ 3 Logaritailiste ska-alade pdhi-

omadusi.

C-skaala jaotused ilhtuvad D-skaala jaotustega. Selles m
kerge veenduda otsese v3rdluse teel. Kui viia C- ja D-skas
la esimesed jaotused iihtimisele, siis langevad ka kdik iilej&&
nud C- ja D-sksala vastavad Jjaotused kokku.

Vaatlong niiild liikkati seisu, kus C-skaala esimene jaotus

“on viidud D-skeals 2 kohale.
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Niisuguse lilkkati seisu juures asetsevad C-skaala jaotu-
sed 1, 2, 3, 4 'ja 5 wvastavalt D-skaala jaotuste 2, 4,
6, 8 Jja 10 kohal, millest ndhtub, et iiksteise kohal asuve-
tele C- ja D-skaala jaotustele vastavad arvud on vdrdelised.
Kui omistada C-skaalale kantud arvudele murru lugeja téhen-
dus ja D-skaala arvudele murru nimetaje tédhendus, siis tei-
neteise kohal asetsevad . C- ja D-skaala arvud kujutavad rida
vdrdseid murde. Joonisel niidatud likkati seisu juures oleksid
niisugusteks murdudeks

I3 IF O BUR

Vahetame C-skaala esimese jaotuse C-skaala viimase jao-
tusega, s. t. viime C-skaala 10 D-skaala 2 kohale. (Edas-
pidi nimetame seda operatsiooni lithidalt keele iileliikkeks).

( 4 5 8 40~
D

4 16 2

Sellise liikkati seisu juures asuvad C-skagla Jjaotused
5, 6, 7, 8, 9, 10 vastavalt D-skaals jaotuste 1; 1,2; 1,4
1,65 1,8; 2 kobal. Seega ka selle lilkkati seisu juures on
beineteise kohal olevate C- ja D-skaala jaotustele vastaved
arvud vdrdelised ja nendest arvudest moodustatud murrud on
¥Ordsed:
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6 4 0

Xui vdrdleme viimaste murdude vidrtust (5) liikati esi-
mesest seisust sssdud murdude vadrtusega (0,5), siis ndeme,
et viimaste murdude vddrtus on 10 korda suurem esimeste
murdude vdidrtusest. Arvude suurusjdrke arvestamata jattes
voime iitelda, et nii esimese kui ka telise iﬁkati geisu juures
saab C- ja D-sksala kohakuti asuvatele jaotustele vastava-
test arvudest moodustada murde, mille vddrtuste tilivinumbrid
‘on vdrdsed. Siit jdreldub ka asjaolu, et C-skaala esimese Jja
viimase jsotuse vahetamine ei avalda mdju kirjeldatud murdude
vadrtuste tiivenumbritele ja me vdime selles mdttes C-skaala
. esimest ja viimast jaotust pidada samaviidrseks.

Naitame, et kirjeldatud konkreetsest nﬁiteat jareldatud
tulemused kehtivad ige likketi seisu korral.

Teoreem.Mis tshes liikkati seisu juures on C- ja D-skae-
ladel kohakuti asuvad arvud vdrdelised.

Anname keelele suvalise nihke:

.
c 1 a 40
D .

r ~ - ~
L] o [ 40

Olgu & Ja b kaks suvalist teineteise kohal asuvat
‘arvu C- ja D-skaalal, Neile arvudele vastavad kaugused skaa-
lade alguspunktidest on log a Jja log b, Joonisest ndhtub,
et log ¢ + log a = log b.

Iogaritmi omaduste pdhjal

ca = b,
ehk



oim

g & 3
&

Iga konkreetse lilkkati seisu juures on ¢ ning seega ka
1 konstantne swurus. Bt a ja b olid suvaliselt valitud
teineteise kohal asuvad arvud, siis peavad kdik kohakuti asu-
vatest arvudest moodustatud murrud olema vdrdsed. .

Rui mingi konkreetse liikati seisu juures teha keele iile~
likke, siis uue liikkati seisu 3&1%1 moodustatud murrud on vérd
sed ja nende viidrtuste tiivenumbrid thtivad esialgse liikati
seisu Jérgl moodustatud murdude vidrtuste tiivenumbritega.

7 Teostame keele iileliikke:

Vaatleme jélle C- ja D-skaala kahte suvalist kohakuti
asuvat arvu d Ja e. Joonisest ndhtub, et

log e + log 10 - log 4 = log ¢,

kust
200 %,
d

ehk
e
e c

Arvud ¢ Ja %O on konkreetse lilkkati asendi korral
konstantsed, seege peavad kdik kohskuti olevatest arvudest
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moodustatud murrud olema vdrdsed. Likkati teise seisu jérgi
leitud murdude viddrtus on esimese seisuga saadud murdude vHir-
tusest 10 korda suurem, siit Jjéreldub, et mGlemal korral an
murdude tiivenumbrid vdrdsed.

§4,. Vdrde realiseerimine likatil.

Kui meil on tarvis leida neljandat vdrdelist avaldisest
a_d
TSR e

siis toimime jérgmiselt.

Vaatleme C- ja D-skaala vshelist pilu murrujoonena ja
paiguteme vdrde liikmed skaaladele C Jja D tépselt nii, ne-
gu ned vdrdes seisavad. Selleks viime keele liikkkega kdigepeslt
kohakuti virde tuntud osa arvud a Jja b ning loeme siis :
niidi abil C-skaala jaotuse d kohalt D-skaalalt neljanda
vordelise védidrtuse.

o
A
Lo
S8
3

M3nikord v3ib juhtudas, et neljas v3rdeline satub lugemispiir-
konnast vélja. Sel puhul tuleb teha keele iileliike ja k3ik on
jélle korras. Et iilesannete lahendamisvdtteid saaks lihemalt
kirjeldada, selleks votame kasutusele tiéhistuse C-24, 0-42,
C-4, C-1, D-10 jne, kusjuures D, C, A jne. niitavad, mis-
suguse skaalaga on tegemist ja arvud 24, 42, 4, 1, 10 jne.
niitavad skaala jaotustele vastavate arvude tiivenumbreid.
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Harjutusi. Leida neljas vdrdeline:
2.4 .4%.24_8 203 _ . x_,_x .. 68
4.2 “x a0  x- 119 W,5 0,57 &,08

Mitu protsenti moodustab arv 0,446 arvust 6,157

§5.Korrutamine ja jagamine

C- Ja D- skaala. abil.

5
4

Eespool selgus, et virde lahendamine on C- ja D-skaa-
la abil alati kergesti teostatav. Selgub, et vdrdele iilemine-
kut on hea kasutada ilisna mitmekesiste iilesannete lahendamise
Juures. Nii nditeks kahe arvu korrutise

ab=x
leidmiseks kirjutame
a:b = 1'x :
ning vdime kohe ﬁlés kirjutada neli vorret:
1. 1.0 » A
L el -
2.2=Z ’
b ST,
3.8:3,
s 1)
’ 4, ¥ o k .
a 5 -

Valides nendest neljast vdrdest iikskdik millise, saame
holpsasti leida otsitava suuruse vdrde lahendamise meetodil.
Vorde &:;b liikkatil realiseerimiseks viime C-1 Jja

D-a kohakuti ning lilkkame niidi C-b kohale. Korrutise x
tivenumbrid leiame niidi alt D-skaslalt:
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] (3
e v A

) a x <

Kui C-b peaks sattuma vidljaspoole D-skaale piirkonda,
siis teeme keele iileliikke.

Muidugi jduame ssma tulemuseni ka iilejéddnud kolme vorret
lshendades. Bt kahe arvu korrutamisel véltida vordele iilemi-
nekut, siis kasutatakse korrutamiseks tavaliselt viimasel
skeemil toodud liikati asendit.

Harjutusi. 2,4-31; 37,2:1,82; 4,04-66,5; 208:520;
0,133.0,732; 0,0206-873; 0,00846-52,7; 68,9:72,6; 2,008-
*76,28.

Kshe arvu jagatise

7 -3
b
leidmiseks vitame jélle appi vdrde
3 LIS
b 1
ehk
e i

a x
’
Viimase vorde realiseerimiseks viime C-b D-a kohale

Je loeme vastuse tiivenumbrid D-skeaalalt C-1 kohalt. (Kui.
C-1 satub viljspoole D-skasla piirkonda, siis loeme vagtu-

se 0-10 kohalt)., Vastuse #ige suurusjirgu midrame jimeda
hindamise teel.




Peame Jille meeles kahe arvu jagamiseks vajaliku lilkkati
seisu, et iga kord poleks tervis file minna vdrdele.
Harjutusi. 24:6; 86,6:17,4; 0,192:6,45; 3,08:0,0755,

§6.P55rdskaala.

Keele kosko]: asetsevat skaalat nimetatakse pidrdskaalaks
ehk lilhidalt E-skaalaks. Ta kujutab endast imberpésratud C-
skaalat, E-skaala iga jaotus on skaala parempoolsest otspunk-
tist keaugusel, mis vOrdub sellele jaotusele vastava arvu lo-
garitmiga. E-skhala jeotuste lugemisel ja miirkimisel ei tohi
unustada, et see peab toimuma paremalt vasskule.

EKerge on veenduda, et iga E- ja C-skaalal kohakuti
seisva arvupaari korrutis on 10. Arvude suurusjirke arvesta-
mata jittes viime ftelda, et E- ja C-skaala Kohakuti aset-
sevatele jaotustele vastavad pdsrdarvude tiivenumbrid.

Poordskeslat v3ib edukalt kasuteda mitme arvu jirjest
korrutamise v3i jérjest jagemise puhul,

Naiteks korrutise 64,3:7,35:0,122 arvutamine toimub
poordskasla abil jérgmiselt. Kirjutame selle korrutise imber
kujul

x = 64,31—%- . 0,122
7,35

Ja toome D-643 kohale E-735. Niliid on C-1 kohal D-skaa-
lal vahetulemus. Selle korrutamine 0,122-ga on juba lihtne.
Posrdr'zaalat on sageli mdnus’ kasutada ka ainult kahe ar-
vu korrutam.sel keele liikke ulatuse vihendamiseks. Olgu nii-
teks vaja korrutada 1,2 kaheksaga. Kui likat on algseisus,
s8iis tarvitseb vaid pitrdskaala 8 tuua D-1,2 kohale niidi
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alla ja korrutis 9,6 sasetseb D—-skaalal C-10 kohal,

Kui meil on age lilkati algseisust vaja leida korrutis
1,2¢1,6, siis kasutame loomulikult harilikku korrutusviisi.

C-, D- Ja E-skaslasid otstarbekalt kombineerides saab
ka iisna pikki arvavaldisi kerge vaevaga arvutada.

Kdigepealt mirgime, et avaldiste

- abed
e ofg
arvutamisel on otstarbekas korrutamist ja jagamist vaheldumi-
s8i teostada. Jagame am a arvuga e; tulemust lugemata kor-
rutame te niidi abil arvuga b; niiid toome niidi alla arvu £
Ja korrutame saaduse kohe arvuga ¢; ldpuks jagame arvuga g
Ja korrutame niidi abil arvuga 4.

Néide:

x = 6242:5,04:0,38:4,72 _ 5 o5,
0,73:13,2:2,71

Koma asukohta midérame jémeda arvutusega: 0,73-13,2 yw 10;
62,2°10 = 6; 6:5= 30; 30:0,4= 12; 12-5= 60; 60:3 = 20.
Kui avaldise kuju on niisugune, et jagamisi ja korruta-
misi ei saa vaheldumisi teostad&, siis saame poordskaalat ap-
pi v3ttes sédilitada endist mugavat mrvutusskeemi, Nditeks ar-

vutame
> ; 55 F-bt'
x = 3.1 RS bt = 0,1525.
0,627-2,44-13,3 0,627-13,4

(Koma asukoht: 0,627-2,44 = 1; 3,1:13,3 ~= veerand).

Ka teiste taoliste avaldiste jaoks saab skaalasid kombi-
neerides anda otstarbekaid arvutusskeeme, mis vidhendavad kee-
le vajalike 1liigutuste arvu. Mida vidhem on keele lilkkkeid,
seda parem on tépsus!
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§7.A- ja B- skaala.

A- ja B-skasala on logaritmilised skaglad, s. t. iga jao-
tus asub sk;ala algusest kaugusel, mis v3rdub sellele jaotu-
sele vastava arvu kimnendlogaritmiga, kusjuures pikkuseiihi-
kuks on pool kogu' skaala pikkusest. See aga tédhendab, et O-
voi D-skaals arvu kohal on A- v3i B-skaalal (kui likat
on algseiau;) sellest arvust kaks korda suurema logaritmiga

arv ehk teiste sdnadega, selle arvu ruut. Selles vdime veen-
duda ka otsese vordlemise teel. i

Barjutusi. Leida 32, 142, 10,72, 282, 3,162, 0,42, -
5062, 0,06'&2 . Arvude suurusjdrgu mddrsme peast.

Ilma pikemata on selge, et kui asetada niit A-skasala
mingile jaotusele, siis peab niidi all D-skaalal seisma
Jaotus, mis vastab A-sksala arvu ruutjuurele. Ruutjuure
leidmisel peame A-skasala esimese poole jaotustele vasta-
vaid arve lugema iihe téiskohaga arvudeks, ‘teiso poole jaotus-
tele vastavaid arve agas kahe tiiskohaga arvudeks ja D-skea-
la jaotustele vastavaid arve iihe tdiskohaga arvudeks.

Vajaduse korral muudame arvud, mis pole iihe vdi kahe
tédiskohalised, niisugusteks koma kahe koha kaupa vasakule
v0i paremale nihutamisega.

Harjutus. Leida V1,15, \[11,5, V5,6, \o,56,

\/2800, \f0,9, \0,025, \fo,031, \[s2500 .
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§8 K-skaala.

K-sksale on logaritmiline skaala, s.t. ta jaotused asu-
vad skaala slgusest kaugusel, mis vdrdub Jaotustele vastava
arvu kimnendlogaritmiga, kusjuures pikkusiihikuks on v3etud
{iks kolmandik kogu skassla pikkusest. See tédhendab, et D-
skasla arvule vastab K-gkaslal ta kuup.

Niide: 0,214 = 0,0098. % =

Harjutus. Leida 15,4, 288>, 92, 53 0,512, 0,00844°,
0,00073,
Kuupjuure leidmiseks talitame iimberpiordult, s. t. viime

niidi antud arvule vastavale jaotusele K-skaalal ja vastuse
loeme D-gkeslalt niidi jdrgi. Kui antud arv on ilihe, kahe
vd1i kolme téiskohaga, siis kasutame vastavalt esimest, teist
v8i kolmandst K-skasla osa. Kui arv pole uhe, kahe vdi kol-
me téiskohaga, siis muudame ta niisuguseks koma kolme koha

kaupa vajalikus suunns nihutamisega.
Harjutus. Iaida J&rgniato arvude kuupJjuured: \l— \/

336, \[1,47, Vmeo0o, \Jo,u5, V0,1, Y1000, \ﬁoovz.

§9, Kombineeritud arvutused

erinevate skaalade abil..

Arvutuslikati on eriti kasulik kombineeritud arvutuste
Jjuures, kui on korraga tarvis kasutads mitut skealat. Toome
mned niited avaldistest, mille viirtusi sasb leids ihe kee-

. 1e asetusega.

":2" x = aby\e, x-a\{;, x = \/ab, x = ab\/ab,
¢

%8




3
s =ab3’x=—v_, xsabc,xza\/s—' x =
"\/-\/. Jjne.

K6igi nende avaldiste véddrtuste leidmise printsiip on ﬁhine:
avaldis tuleb viia vdrde kujule, nii et v3drre oleks reali-
seeritav kas AB- v3i CD-skaaladel. Juuri éisaldavad avaldi-
sed on realiseeritavad CD-skaaladel, astmeid sisaldavad
avaldised AB~ ja K—skaaladel:

s DNéiteks avaldise x =2 \/- arvutamisel peame silmas,
et kuupjuuri saab leida vaid D-skaalalt. Jarelikult tuleb
voérre realiseerida skaaladel C Ja D. Kdigepealt anname
virdele kuju

siis viime a lugejasse:
1

= a
'—3'\]-%.—-=q?.— .

See virre on Juba realiseeritav. K-skasla ¢ kohale
toome niidi alla péordskaala a Jja K-skaala b kohalt
loeme C-skaalalt vastuse. y

Harjutus. Leida kdigi eespool toodud avaldiste jaoks
realiseeritud vorded. Votta wvabalt ette maﬂi arvukolmik a,

b, ¢ Jja arvutada nende avaldiste viddrtused.

810, Mp i gonomeestrilisged skaeailad

Keele tagakiiljele on kantud trigonomeebrilised skaalad:
iilal siinusskasla (sin); keskel vdikeste nurkade siinuste
Jja tangensite iihine skaala S % T ja all tangensskaala Tg.
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Véikeste nurkade siinuste ja tangensite skaala holmab
nurki 0°34',4 - 5%4', siinusskasla nurki 5°4' - 90° ja
tangensskaala nurki 5%3' - 45°,

Need nurkade vddrtused on valitud kaalutlusel, et iga
skaala puhul parempoolses otsas oleva nurge funktsiooni véEr
tus oleks vasakpoolses otsas olevast funktsiooni vddrtusest

10 korda suurem:
sin 0°34',4 = tan 0°34',4 = 0,01000;

sin 5%4' = tan 5%3' & 0,1000;
sin 90° = 1,000, tan 45° = 1,000,
Trigonomeetrilistele skaaladele on kantud nurkade sii-
nuste ja tangensite logaritmid, jaotuste juurde on aga kir-
jutatud nendele vastavad nurgad.
Nende skaalade abil arvutamiseks pdorame keele iimber.
Kui panna skaalade 13pud kohakuti, siis on meil olemas sii-
nuste ja tangensite tabel. Tarvitseb vaid viia niit siinus-
skaala 30° kohale, ja me sasme D-skaalalt lugeda sin 30°=
= 0,5. Edasi sin 18°10' = 0,312, sin 1°11' = 0,02067,
tan 30° = 0,5774, tan 12°%' = 0,223 jne.
Teiste nurkade ja nurgafunktsioonide puhul kasutame ile-
minekuseoseid:

cos A = sin (90° - A);
oot A = 42— , kui 0 <A <45
tan A
tan A = cot (90° - &) = —E—— , kui 45°€ A<90%
tan (90°- A)

cot A = tan (90° - A), kui 45°< A < 90°
Harjutusi. Leidas trigonomeetriliste funktsioonide vadr—
tused: sin 22%4', sin 49°45', sin 4°02', tan 40°10',
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tan 8°37', tan 2°39', tan 67°30', tan 88°15', cos 40',
cot 78°%, cot 25°10', sin 54°, cot 87%48', cos 81%4',
tan 86°32’,

Leida nurgad, kui sin A = 0,323, tan A = 0,982, tan A =
= 0,0722, sin A = 0,1146, sin A = 0,0605, sin A = 0,0215,
tan A = 0,0308, cot A = 0,3, tan A = 6,6,. cot A = 0,073,
cos A = 0,482, cos A = 0,062, cot A = 56,4, cot A = 0,073.
§11. Uleminek radiaanmdddustikule.

34' viiksemate nurkade trigono-

®

Aoetrd lIlisesd T ubhkststoonid,

Nurga suuruse leidmiseks radisanides, kui nurk on antud
kraadides, minutites v3i sekundites, kasutame vastavalt va-
lemeid:

A° | o
1) A= %355 , kui A" on nurga suurus kraadides,

k. 2 | LR '
2) &= 18060 = "}38 = -?—, s kui A' on nurga suurus mi-
nutites,

AY . b1 " "
3) %= 15560760 = Z0e3-10% =%~ » kui A" on nurga
suurus sekundites
( ¢' ja ¢" on likatil téhistatud erimirkidega).
Niide. 112°30' = 112,5° = 1,96 radiaani. Radiaanmdddu
180 _ 112
leidmiseks kasutame siin vdrret - _T'i .

Harjutusi. Leida jéargmiste nurkade radiaanmdddud:

Am23Y, 4= ]70 &a B0 6',: A= 0,023 A =0,00058,

34'st viiksemate nurkade trigonomeetriliste funktsiooni-
de leidmisel lidhtume asjaolust, et 34'-st vidiksemate nurke-

de siinused ja tangensid vOrduvad liikkati tdpsuse piires nen-
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de nurkade radisanmddtudega.

Niide. sin 20' = %8 = 0,00582; tan 1' = %;: 0,000291;
cot 89°54' = tan 6' = & = 0,00174; tan 89°%4' = —E— =
?. ¢ tan 16'
=X =2,

16

Ka vastupidine iilesanne, trigonomeetrilise funktsiooni
véadrtuse pohjal leida argumendi vddrtus, ei tekita siin eri-
lisi raskusi.

Harjutusi. sin A = 0,0032, tan A = 4700, tan A = 365,
cot A = 893.

Juhime veel lugeja téhelepanu asjaolule, et lilkkati kor-
puse tagakiiljel on kriipsudega, nn. indeksitega varustatuq_
viljaldiked, mis vdimaldaved trigonomeetriliste funktsiooni-
de vddrtuste leidmist ilma keelt iimber pooramata. Enamasti
on aga need indeksid tammatpd ebatdpselt, nii et enne nende
kasutamist tuleb igel juhul teha vastav kontroll, Nii ndi-
teks, kui viia siinusskeala indeksi kohale nurk 30° ja li
kati limber poorata, siis ndeme, et otsitav siinuse vdirtus
0,5 asetseb (vdi vihemalt pesks asetsema) D-10 kohal C-
skaalal. D~10 kohale tulevad nii siinuse kui ka siinuse ja
tangensi iihisskaala nurkade fuhktsioonide vadrtused. Tengen-
si vddrtused tulevad age D-1 kohale C-skealale, kui vas-
tav nurk viie iihtimisele tangensskaala indeksiga. Juhul, kui
liikatil on korrektsed indeksid, siis on ilmne, et mdningaid
lihtsamaid arvutusi,~hagu a+sin A, b-tan B jne. ,sasb
teostada ilma keelt imber psoramata. Ebatépsete indeksite
korral tuleb aga arvutused teostada keelt {imber pocrates ja
vBrdeprintsiibist ldhtudes.
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§12, Kolmnurkade lahendamine

ar¥utauaslikatiga.

& ‘
Kolmnurkade lahendamiseks peame Silmas, et kdik trigo-

nomeetrilised skaalad }konbineerituna D-skaalaga moodustavad
vdrrete koostamiseks sobivad skaalapaarid.
Nii nditeks siinussksala ja D-gkaala kombinatsioen annab

meile siinuslause realiseeringu:

sin & _ gin B

a b
T- ja D-skaala aga annavad seose
tan A _ tan B

a b

Seda asjaolu kasutamegi kolmnurkade lshendamisel.

Neide. Leida tédisnurkse kolmnurga kaatetid, kui hiipote-
nuus ¢ = 18,6 cm Ja iiks teravnurk A = 37°30’,

Lahendus. Teine teravmurk B = 90° - 37°30' = 52°30°',
Kilje a leidmiseks kasutame vdrret

a

= = gin A,
c
>
ehk
i_sind
c a

Vorde realiseerimiseks peame silmas, et 1 = sin 90°.
Jdrelikult

sin 90° _ sin 37°30'
86 a *

Siit

o= X3

Kaateti b saame leida samast v3rdest kasutades nurks

. 52°30's

b = 14,75, ¥
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Harjutusi. Leida tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus ja tei-
ne kaatet, kui iiks kastet a = 7,2 m ja gelle kaateti vas-
tasnurk A = 12%5°'. .

Leida téisnurkse kolmnurga nurgad, kui on antud hiipote-
nuus c = 1,72 m Jja kaatet a = 0,45 m. :

Leida tdisnurkse kolmnurga nurged, kui kastetid on a =
=2,38m Jja b =42,5m.

1. Ka kaldnurksete kolmnurkade lahendamise juures on s&

geli sobiv kasutada siinuslauset

sin A _,sin B _8in C

a b c

Selleks on veja, et kolmnurgest oleks antud iiks kiilg ja kaks
nurka vii kaks kiilge ja iihe kiilje vastasnurk.

Ndide. Kolmnurgas on antud kiilg a = 215 m, nurk A=
= 50°30" ja nurk B = 28%25'. Leids killjed b Jja c.

3iinusleusest saame kohe

sin 50°30' _ gin 28°25' :
215 6

kust b = 132,5 m. Suurusjirgu hindamiseks piisab tavali-
selt kolmnurges kuju ligikaudsest visandist. Ka peame silmas,
et kolmnurgas asub suurema nurga vastas pikem kiilg.

Harjutus. Xolmnurgas on antud kiilg a = 52,5 m - ja kiilg
b = 31,6 m. Kilje a vastasnurk A = 122°16'. Leida kiilg ¢
ning nurgad B di C.

2, Kui kolmnurgast on antud kaks killge a Jja b ning
nende vaheline nurk C, siis on sobiv kasutada tangenslauset

a+bd tan X

- ’
a-b% tan
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mida tuleb vaid esitada kujul

A&=31 A+
tan A5-2  ten A3 R

a->b a+b

Naide. Antud on keks kiilge a = 40,8 cm, =47,7 ja

nende vaheline nurk C = 112°%40', Leida kiilg ¢ ning nur—
gad A Jja B.

Ighendus. a + b = 88,5; a b= 3.

A+ <, Oo - A + 52 L A Q &
Edasi —é—-a-lLT-—Q ehk '—2-3-90 >3
o,
5= U= 5600 A5B o900 - 56%0" = 33%01.
Koostame vdrde

tanA—i—B tan 33°40'
£r < “ugs

millest 452 = 190" (tulemus tuleb lugeda 5 ja T
tihisskaalalt, sest 3,1:88,5 = 0,035, milline viidrtus on
0,01 ja 0,1 wvahel).

Furkade A ja B midramiseks saame vdrrandisiisteemi

%.B & 3304()' :

b2 a0,
mida lshendades leisme, et A = 35°, B = 32%0°,
Kilje ¢ puhul kasutame siinuslauset

Vérde realiseerimisel peame silmas asjaolu, et
sin 112°40' = sin (180°- 112°40') = ‘sin 67°20',
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Seega kiilg ¢ = 66 om.
3. Kui kolmmurgast on antud kolm kiilge, siis kasutame

valemeid
s - b - C
ten 5 =
P Sn_:.(}.)_(nﬁ._c)
g \1 PP - ¢
£ - b)
tan 5 pp - ©

kus p = l (a +b+e¢c).

rraido. Kolmnurga kiiljed on a = 15 4; b =21,65 ¢ =
= 12,8, ILeida nurgad.

Peale lihtsaid arvutusi leiame

tan § = \/2-;-:’-9-15-:% = 0,41.

Siit A = 4a°30',
Analoogilisolt
= 1,19, B =99%2"',

"'g‘i%?;?'ig‘,l = 0,328, C = 36°16’.

Kolmnurge nurkade summa A + B + C = 180°8', Kdrvale-

nIQ

tan

kalle on liikati tédpsuse piires paratamatu.

§ 1 BEritmiirgia "2kt i1,

Liikatile on kantud rides erimérkidega jaotusi, nagu TC ,
¢, ¢, M, §' ,¢" Ja gy . Arvutusliketi tegakiiljel on antud

nende suuruste tidhendused ja arvviidrtused.

N 3,14159,

=1=
M =2 =0,3183,
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c = \[g = 1512838,
¢p= \l%(g = 3,56825,

§'= 2532 = 2,8 ,

=X 2|
Pu = 636620.
Vaatleme mdningaid iilesandeid, kus need suurused leiavad
rakendamist.
Ringjoone pikkuse arvutamine.
Ringjoone pikkus vordub N -kordse diasmeetriga.

?“_ 360-60:60 = 66?’ = 206300,

. Ringi pindala arvutamine.

Ringi pindala voib arvutada valemitega

8=Trd voi s="t4—d :

kus r on ringi rasdius ja d on ringi diameeter.

Esimesel juhul realiseerime skaaladel A ja B vdrde

B
r2 1 ;

Teisel juhul anname ringi pindala valemile uue kuju

. X0 o8
S X s
(B
Eespool nigime, et\‘;—; on likkatil tdhistatud c-ga.
Seega >
&\ d 2
8= = (
. Bk e

Ringi pindala leidmiseks tarvitseb vaid ringi labimddtu
jagada c-ga ja C-skaala alguse voi 1Gpu kohalt lugeda A-

skaslalt vastus.
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Silindri ruumala arvutamine.
Silindri ruumal2 vérdub pdhja pindala ja kdrguse korruti-

: 2
sega v;&cin:gh,
c

ehk vdrdena ; :
3

Uleminek nurgakraadidelt radiasanidele.

Seda osa on kiisitletud juba eespool (punkt 11).

Sentesimaal jaotus.

Sentesimaal jaotuse korral on ringjoon jaotatud 400 kraa-
diks, iiks kraad on jaotatud sajaks minutiks ja ilkks minut sa-
jaks sekundiks. Sellise jaotuse juures vastadb 400100100
sekundile 2% radiasani ja iihele gekundile vastab

2% - AR H

400.100-100 636620 "
Kui nurga suurus A on antud sentos:l:naaljaotuae sekun-
dites, siis vastava radisanmd3du leiame valemi
A
lim e
Jirgi. o suurusjirgu mum:um vdtame f.; ligikaudseks
villirbuseks 600000 ehk 6-10°,
Kiide. Leida nurga radiasnmddt, kui ta suurus sentesi-
maeljaotuse jirgi on 4°28).

radisani.

o = 32890 _ . 0 0672 radiseni.
636620



S§$M. Logaritmilised arvutused.

I~ Jja D-skaala abil v3id leida iisna keeruliste aval-
diste viiirtusi, mis nduavad logaritmide appivitmist.

Arvutame niiteks avaldise: 2,4&0’91 vidrtuse. Olgu x =
= 2,06%91, 119 1og x = 0,91°l0g 2,26.. Viime niidl D-2,46
kohale, siis I-skaalal on logaritmi mentiss: 391, s.t.
log 2,46 = 0,391. Seega log x = 0,91+0,391 = 0,356. Viies
niidi I1-356 kohale, saame D-skaalalt 227, Bt logaritmi
téisosa oli null, siis 2,462°91 = 2,27,

Vastleme veel iihte niidet. Ieida x = 0,0046209129 1o
garitmides saame 1log x = 0,129°0,00462. Harilikul viisil
leiame 1log 0,00462 = 3,665. Edasiseks arvutamiseks tuleb
logaritm teha iileni negatiivseks: 3,665 = -2,335; log x =
= -2,335-0,129 = -0,301, Antilogaritmi v3tmiseks teeme man-
tissi jalle positiivseks: -0,301 = 1,699. Siit x = 0,500,

Harjutusi. 1,62991; 2 67155, q2,12; 3073,27,

. 0,605 dfags
Ko, RS

B (3

27 43 :

§15. Arvutuslikati tédpsusest.

Arvutuslikkatiga teostatavate arvutuste tdpsuse 'hindan:l-
seks peame silmas, et liikati skaaladele on kantud jaotused
u = If(x), kus . on vastava skasla pikkus ja f(x) on
skaalale vastav funktsioon. Iugemi viga A u on argumendi

X veaga seotud jJirgmiselt:
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Auwm1f' (x)Ax .
Siit leiame, et
u

Ax® gy

Relatiivne viga on seega

Ax _ - Ay
% If' (x)x g

Vaatleme niitena pShiskaslade C _ja D tépsust. Nende
skaalade puhul f(x) = log x Jja relatiivne viga

2 4z _ . const.
x L loge

Relatiivse vea konstantsus ongi iiheks liikati suureks ee-
liseks. Kuna nende skaalade puhul L = 250 mm, siis vdttes
lugemi tépsuseks O,1 mm, saame, et

o
4x _ ___ 0.1 0,001 = 0,1%.
x 250-:0,4343

See on keskmine tipsus, sest jaotuste vahed pole k@ik-
jal {ihesugused ja interpolatsioon pole vdrdse tépsusega teos-
tatav, Praktiliselt ei iileta siiski viga 0,2%.

Monikord saab lilkkati tépsust kergesti tGsta. Nditeks kor-
rutise 52'74' puhul annab lilket vastuseks 3850. Et korrutis
on neljskohaline arv ja 13peb kaheksaga, siis 52-74 = 3848,

Kui mdnda korrutist vdi jagatist on vaje leida 4-5 dige-
tiivikohaga, siis leisme tulemuse 1-2 +ivikohts kisitsi ja
kolm viimast kohta likatiga: :

T- 4712 = 34712 + 0,1416-4712 = 14136 + 667= 14803,




§16. N3ned itWldised markused.

Arvutusliikatil arvutamise oskuse aluseks on arvude pai-
gutamine liikkatile ja nende sealt lugemine. Kui arvude luge-
mine toimub kiillaldase kiiruse ja tdpsusega (silma Jargi in-
terpoleerimine nduab mdningat treeningut), siis on garantee-
ritud ka Bigoto tulemuste saamine. EKorras liikkat ei valeta
ise iialgi. Vea pubul on siilidi Alati arvutaja.

Arvutuslikatil téotamist tuleb seni harjutada, kuni ar-
vutamisvotted on muutunud tédjiesti automeatseks. Alles siis‘
suudetakse vabanede viimalikest vigadest.

Toome siin néite lihest arvestustiost. Selle variandi
kdik 10 {ilesannet tuleb lahendada 50 minuti jooksul il-
ma dhegi veate (lubatud kdrvalekalle on O,3%). Need niited

tuleb mitu korda 1ldébi arvutada, nii et liigutused muutuksid

tdepoolest automaatseteks. Kui 50 minuti piir on saavuta-
tud, siis tuleb endal koostada veel 1-2 taolist kontroll-
varisnti. Ainult nii Spitakse usaldama oma arvutustulemusi.
Kui aga iga vejaliku tehte juures peab tilkkk aega mdtlema,
s8iis tekivad parstamatult vead

1) 5:8E 0002022022 ,  6) 0,00035650: %1% |

-0,056
2) 1c2!g;-;,362-o,02; 212 5,
) +0,032+6,74 2
A= 11,2 sin 47°20'
: 2 3 30 } 8) 2 : 20 £
63,8 *\[0,00356 3 - tan 56%20°'

. N0, 724-
) \]39'70-3\/0,05 5 2, :2,74-1;“ ss°1g? .

5) J0,000BSG'\IG.'?‘J-B 3 16) 1 20.43 47°40'. 2,38
- 0,0146 tan 71°10'-0,0372 °
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Tv. VORBANDITE LAHEWDAMINE,

§1.8issejuhatus.

Selles peatilkkis vaatleme virrandeid
£(x) = O, .

milles otsitavaks suuruseks on arv. (Erinevalt diferentsi-
aalvdrranditest, mille lahendiks on funictsioon). Toome mdned
4 ndited nn. harilike v3rrandite koht%a:

12 +ax + b =0,

x3 + ax2 +bx+e=0,

= + J-x_ -2=0,

¥ -lnx-2=0,

e ¥oos x = O,

= + alx"lo- cee + 8 X +a, =0,
Algebrakursusest on ruut- ja kuupvdrrandi lahendamiseks
vajalikud valemid juba tuntud. Ka neljanda astme vdrremdi
ildjuht on lshenduv radikaalides, kuigi tunduvalt suurema
t8omahuga kui ruutvdrrand. Kdrgema astme algebraliste vdir-
rendite (n)> 4) Ja transtsendentsete virrandite korral aga
pole {ildjuhul radiksalides lshendamine iildse v&imalik. K&i-
gil neil juhtudel tuleb kasutada juurte leidmiseks nn. lé--
hendusmeetodeid, mis pdhimdtteliselt viimaldavad Juurterd—
5




mist kui tahes suure tépsusega ja mis ka kuup- ning neljanda
astme vdrrandi pubul annavad lahendi praktiliselt palju kii-
remini kdtte kui algebras tuletatud "tdpsed” meetodid. Isegi
ruutvirrandi lahendsmisel tulob.lbnikord tavalist lahendus-
kiiiku modifitseerida. Nimelt, kui ruutvdrrandi ilkks juur on
absoluutviidrtuselt suur ja teine viiike, siis vdiksema juure
leidmisel tekib ldhedaste arvude lahutamise td3ttu suur tiivi-
kohtade kadu ja koos sellega juure relatiivse vea suur kasv.
Sellest raskusest saab aga iile, kui arvutada vidiksem juur
vabaliikme ja absoluutviiirtuselt suureme juure Jjagatisena,

Eui f(x) on antud, siis v8rrendi f£(x) = O lahendami-
ne toimub enamastiskahos etapis. Esimesel etapil méirame ot
sitavate juurte lihondid viikese tidpsusega ja teisel etapil
asume nende jimedate viddrtuste parandamisele soovitud tépso-
serd.

§2.A1glihendite leidmine.

Vorrandi lahenditele esimeste lihendite leidmiseks kasu-
tame kas graafilisi meetodeid v3i ka lihtsalt funktsiooni
tabelleerimist.

Algldhendite graafiliseks leidmiseks tuleb {iles joonis-
tada funktsiooni y = £(x) greafik Ja leida argumendi x
viidirtused, mille puhul y =.0. Graafikute kasutamisel on ar-
vutuste hulgas vihendamiseks mdnikord kasulik mitte otseselt
funktsiooni- y = f(x) skitseerids, vaid esitada vbrrand
k3igepealt kujul rl(x) = rz(x) ning siis midreta kdverate
y=1£I(x) Ja y= f,(x) 13ikepunktid (vt. greafik). Parim
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protseduur sdltub vdrrandi kujust ja siin on raske anda ﬁl-
disi eeskirju.

Mo “L“, -

y= Lo

> =
Toome paar nididet mdnede tiilipiliste vdotete kohta:
1. Verrand f£(x) = ¥® + ax + b = 0. Kasutame funktsioo-
nide y = x* ja y = -(ax + b) greafikuid. '

2. Vérrandi 01/4 Xgin x = 1 skitsperimiaeks kirjutame

-1/4 x

ta ilmber kujul sin x = e ja leiame siis kOvera y =

= sin x 13ikepunktid kdveraga ¥y =,e-1/u X, Niisugune esi-

1/4 x

tusviis valdib korrutiste e sin x arvutamise.

3., Kui kdver y = f(x) 13ikab x-telge vidikese nuréa
all, siis v0ib 1dikepunkti mddramisel tekkida suur viga.
Selle vdltimiseks aoonistatakse iiles funktsiooni y = kf(x)
graafik, kus k = const> 1. See t3stab kdvera tdusunurka
ja aitab 1l3ikekohts tépsemini médrata.

Algléhendite leidmine tabelleerimise abil. Vdrrandite

lahendamine tabelleerimise abil pdhineb matemsatilisest ana-
liiisist teadsoleval asjaolul, et kui pideval funktsioonil on
13igu otstel erinevate midrkidega vddrtused, siis tal on sel-
les 13igus vdhemalt iiks nullkoht.

Kui me peale mdningat katsetamist oleme jdudnud niisu-
guse 13iguni, siis edasine t66 kulgeb juba pdhimdtteliselt
lihtsalt, :

TLeiasme funktsiooni vddrtuse 13igu keskpunktis jea valime
o4




vilja selle 13igu poole, mille otstes funktsiooni vidrtustel
on erinevad margid. Poolitamist jarjest korrates véime leida
funktsiooni nullkoha kui tahes suure tidpsusega. (Niisugune
protsess on oma ddrmiselt lihtsa programmeeritavuse tdttu
leidnud kasutamist ka kaasaegsetes elektronarvutites).

Rasitsi arvutamisel tuleb funktsiooni vddrtuste arvuta-
misel piilida t606 vihendsmiseks maksimaalselt dra kasutada
mitmesuguseid tabeleid ja. eriti arvutuslilkatit. Monikord
saab sobivate tabelite olemasolu korral vorrandi lahendeid
leida iiene kergesti. : 3

Nditeks vérrandi e* - 5th x = O korral saame Brons-
teini ja Semendjajevi matemsatilises kisiraamatus [4] too-
dud e* ja th x tabeleid kasutades (suurusi e* ja
-]é—q th x vdrreldes), et x, = 0,27, x,==1,51.

Algebraliste vérrandite

=+ alxn'l *.ota ox+a =0 .

korral kasutame tabelleerimiseks Horneri skeemi (lk. 31 ).

§3.Algebralise vdrrsesndi

reaallahendite gsraldanine .

Algebraliste vdrrandite
8 X"+ alxn'l +...va gx+a =0, a>0
reasllahendite leidmisel on emne tabelleerimist kasulik
kindlaks médérata piirkond, millest vdrreandi lahendeid tasub
iildse otsida.
Positiivsete juurte iilemise tO0kke leidmiseks kasutatak-
se sagell nn. Macleurini valemit
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q
\ K = 1+ ! 3
kus M on negatiivsete kordajate absoluutviddrtuste maksi-
mum ja q on esimese negatiivse kordaja Jjédrjekorranumber.
TSepoolest, kuna '
£(x) > ax" - M(x""7 + 2L, L ex+1)=

- doxn 3 u&;l"

x -1

siis x> 1 korral saame

-q+1 -q+1
£(x) > aoxn - q: ---'x.n q+1 [aoxq-l(x -1) - K] >
x - x -
»

> E2 [a - 12 - u].

q
Siit on ilmne, et kui x> 1 + % y-siis »2(x) > 0.
~ 0

Maclaurini valem snnab ainult positiivsete juurte iile-
mise tOkke. Kui aga vOrrandis teha muutuja vahetus x = -z,
siis saame leids ka negatiivsete Jjuurte alumise tdkke., Asen-
dustega 5% %, x=- :;L voime aga leida ka positiivsete
juurte alu;rliae Jja negatiivsete juui'te iilemise t3kke.

Peiseks kasulikuks algebrast teada olevaks abivahendiks

on an. Descartes'i reegel, mis iitleb, et vOrrandi

-1 %
ax" + X+ ... +8 x+a =0
positiivsete lahendite arv, loendatud vastavalt iga lehendi

kordsusele, on kas virdne midrgimuutude arvuge selle vdrran-
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di kordajate jadas
80y 839 o0 s 8o 9, B4
v0i on sellest pasrisarvu vorra vdiksem.

Mis puubub negatiivsete lahendite arvusse, siis selle
leidmiseks tarvitseb vaid teha muutuja vahetus x = -z ja
rakendada jdlle Descartes'i reeglit. :

Neiide reaallahendite eraldamise kohta,

Olgu meil tegemist vdrrandiga

2x” - 1022 + 10x + 3 = 0,

1. Positiivsete lahendite iilemine tdke: 8, = 2y Q=24
M= 10.

K1 = Y= \f2;< 4;

2. Positiivsete juurte alumine tdke. Asendus =x = % an-
nab virrandi 3z° + 10z* - 1022 + 2 = 0 jaoks bdkke

K2=1+ @<3,

kust sasme positiivsete juurte alumise tdkke i; > % .

3. Negatiivsete juurte alumine toke. Asendus x = -z
annab vdrrandi
2x° - 10x2 + 10x - 3 = 0
Jjaoks tdkke
K3=l+ \[5-<4,
kust -Kq> -4, f
4. Negatiivsete juurte ililemine tdke. Asendus x

N -

annab vérrandi
3x° - 10x* + 10x° - 2 = 0

Jaoks tdkke K, =1 + %9 < 5, kust

g T
K4< 5
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“Seega asetsevad vdrrandi 2% - le3 +10x + 3 =0 po-
sitiivsed lahendid vahemikus %,4) ja negatiivsed lahendid
vehemikus (-4, - £).

Descartes'i reegel iitleb veel lisaks, et sel vOrrandil
onkas 2 vdi O positiivset lahendit ja 3 voéi 1 nege-
tiivset lahendit.

Reaallahendite tédielikuks eraldamiseks on algebrast tea-
da nn. Sturmi lasuse, kuid selle lause rakendamiseks vajalik
arvutustos ei tasu end praktiliselt dra. Iihtsam on jubs ka-
sutada Maclaurini valemit ja Descartes'i reeglit koos jérg-
neva tabelleerimisega.

§$4. ITteratsioonimeetod.

Kui vdrrandi f(x) = O juure x* jaoks on leitud 13-
hend x,, siis iiheks lihendi parandsmise voimaluseks on Jar-
Jjestikuste ldhendite meetodi ehk nn. iteratsioonimeetodi rz—
kendanine.‘ .

Selleke esitame vorrsndi <£(x) = 0 kujul

x = P(x),
mis on alati v3imalik ja seejuures vige mitmeti, néiteks kas

vdi nii :
x = x + cf(x) (¢ -on suvaline konstant).

Ieiame niitid Jdrjest
x, = Mx,)),

82 = 1(21),

sesveccces

s G r(xn-l)'
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Seda jarjestikust arvude x leidmist nimetatakse ite~
reerimiseks.

Selgub, et teatavate piisavate tingimuste tiidetuse kor-
ral iteratsiooniprotsess koondub, s.t. kiillalt suure n kox
ral ldhend X, erineb kui tahes vidhe vdrrandi juurest x*.

Teoreem. Kui jada (x;l} ja vérrandi x = F(x) juurt x*
sisaldavas vahemikus on tdidetud tingimus

IFxIgnl,
siis &}’n"xﬂ = x*. :
TSestus. Kuna x* on vdrrandi x = P(x) juur, siis

x* =Py
Vastavalt definitsioonile on
xl = F(xo).

Iahutame esimesest vdrdusest teise ja rakendame Iagraxgel

keskvadrtusteoreemi :
x* - xy = F(x*) - F(zo) = (x*'= xo)F'(go).

kus € € (x*,x). :
Analoogilised vdrdused sasme ka jargmiste ldhendite
Jjaoks:
x* - x, = (x* - xl)F'(gl)
x% - x3 = (!' P xa)F'(ez)

e e xn_l)F'(gn_l),

kus € € (x,,x*). Neid virdusi liikmeti korrutades ja liht-
sustades sasme -
Cxt ey = (xt - x PR E). ().
Arvestades teoreemi tingimust, jduame hinnanguni
Int < S 6 - xolln.
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Bt m €1, siis sellega ongi teoreem tdestatud.
Vea hinnangu saamiseks arvestame, et
1x® - xnl € mix* - xn-l"
siit
A T R Ry~ T s
ehk -

' Ix* —%lg —ln;—,; lrn— S"ll.

Analoogilist mdttekdiku rakendades v3ib juda ka hinnangumi
[Py i ..E.n_... 1 ]
x* - A
*n ( 1 < 5 [*]
&
Niiitena iteratsioonimeetodi rakendamise kohta vaatleme

vdrrandit
x> -5x+3=0,

“ellele virrandile saab anda mitu iteratsiooniks sobivat

kuju_ . 3
1) ixa N3,
{2) . x= % (x3 + 3),
(3) x=x+(23—5x+3).

Tabelleerimisega leiame kergesti, et selle virrandi kolm
reaal juurt asetsevad vahemikes (0,5; 1), (1,5; 2) ja
(-2, =3). Kuju (3) pubul on F'(x) = 3x° - 4 ja IF'(x)!
pole ilhest viiksem iihegi vahemiku korral.

‘Kuju (2) korral on F'(x) = %3 , téhendab iteratsiom
koondub juureks, mis on 13igul [0,5; 1], kui algléhend vali-
da samast 13igust. Jdrjestikuste ldhendite leidmise prot-
sess kulgeb jérgmiselt:
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0

x; = 0,3,
x, = 0,70,
xq = 0,67,
x, = 0,66,
xs = 0,658,
xg = 0,657,
Xy = 0,657.

Seega arvutuslilkkati tépsuse juures x = 0,657. Kuju (1)

korral on F'(x) = ja mdlemas ililejéidnud vahe-

335z - 37
mikus on F'(x) ihest viiksem. Iteratsioornikuju x =

= \3/5z - 3 korrel vdib kasutads jélle likatit vdi Bronstei-
ni ja Semendjajevi matemeatika kisirmamatus (4] toodud te-

beleid. Vastavad arvutused ampavad x = -2,491 ja x =1,8%,

§5.Iteratn1»ooni.eotodi

koonduvuse kiirendamine.

Nagu eelnevast paragrahvist nihtus, on iteratsioonimes-
todi koonduvus mSnikord kiillaltki aeglane. EKoonduvuge kiiren-
damiseks vdime kasutade dra asjaolu, et jirjestikuste lihen-

dite vead kahanevad geomeetrilises progresaioonis.
1

x* -3 % m(x* - %)
x* -x =ax -x,)
meile tundmétut koonduvustegurit elimineerides saame

I k. S
X1 * Ty T P
7%

Seostest



ehk peale lihtsat iimberkirjutust:

= 2
ik g B (x'k+l xk)
+ - .
Ry ® gy 1 3y
(Viimane valemi kuju on palju vihem tundlik tépsuse kao sub-
tes). Saadud valemi rakendamine toimub harilikult jérgmisell

Mingist alglihendist x, léhtudes arvutame iteratsiooniees-
kirje pdhjal kaks jédrgmist ldhendit ja kasutame siis uue alg-
ldhendi sasmiseks dsjatuletatud koonduvuse kiirendamise v3-
tet. Peab veel midrkima, et nimetatud koonduvuse kiirendamise
vdttega dnnestub ka mitte eriti kiiresti hajuvaid iteratsi-
ooniprotsesse teha koonduvateks.

Néide. Ieiame >10. Kuup juure leidmine tdhendab vdrrandi
x> - 10 = 0 lshendamist. Katseteme iteratsioonikujuga

.10

X = .
x2
Alglihendist X, = 2 lahtudes saame X = 259 Ja X, =
= 1,6, Koonduvuse kiirendamise vGte annab:
2
$y= 1,6 - 22 1,6% B8 218,

Jirgmised léhendid on xq = 2,105, x, = 2,257. Koondu-
vuse kiirendamise vdte annad

e
%, = 2,257 - 945?’— = 2,155,

3

Kui silmes pidasde, et \ﬁ = 2,1544, ja et iteratsiooni-
protsess x = ig— hajub, siis tuleb sasdud tulemust hinnata
kiillaltki hesks.
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§S6. Newtoni meetod ja k33lude meetod,

Asendame v3drrandi f(x) = O semavéidrse vdrrandiga

xo= TaE); :
kus F(x) = x - p £(x) ja maa.rane konstandi p nii, et ite-
ratsioonifunktsiooni tuletis F'(x) oleks meid huvitavas
piirkonnas veimalikult viike. Sageli leitakse p nii, et

F'(x,) = O, kust

p - 55 R
f'(xo)

Sel viisil saame iteratsioonieeskirja

fx )
ﬁu-l:‘n'_i'

f'(xo)

mille rakendamine on suhteliselt lihtne ja mis koondub ha-
rilikust iteratsioonimeetodist paremini.

Kui tuletise arvutamine valmistab raskusi f'(x) kee-
rulise kuju tdttu, siis v3ib tuletist ldhendada nullkoha
imbruses kdverat y = f£(x) lihendava sirge tdusuga:

£(x,) - £(x)
f'(xo)as 5
B

Graafiliselt v0ib seda olukorda kujutada ette jirgmiselt:

b
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Probleem seisneb iteratsioonieeskirja

. Y)
e e O x

jaoks niisuguse kordaja k valikus, mis viiks meid vOima-
likult ldhedale juurele x*. Ideaalseks kordajaks oleks ilm-
selt punkte (x,, y,) Ja (x*,0) 1ldbiva kddlu tdus. Kuid
kuna me juurt =x* tépselt ei tunne, siis ei tea me ka ide-
aalset kordajat k, vaid peame leppima mitmesuguste vOrran-
dist arvutatavate k ldhenditega.

1. Kui k jdetakse kogu aeg vordseks punktis x, lei-
tud puutuja tdusuga” f'(xo), siis saame meile juba tuttava
modifitseeritud Newtoni meetodi

f(f )
Py 5
xﬂ"'l xn f'(!o)

2., Kui igas ldhendpunktis X, arvutatakse uus puutuja
tOusu vadrtus, siis saame iteratsioonieeskirjaks nn. Newto-
ni meetodi
f(f )

xn+1 i xn 38 '
) 2 (xn)

Modifitseeritud Newtoni meetod koondub kiill Newtoni mee-
todist aeglasemalt, kuid tema rakendamine on see-eest lihtsam.

3. Kui kordajaks k valide kaht nullpunkti {imbruses

2 f!) - f(xn_g)
asetsevat punkti ldbiva k38lu tdus k = 5

R |

siis saame nn, k30lude meetodi

)

iz ik =
& £) < A - n=1
1T T e ) - )

mida vGib kirjandusest leids ka linesarse interpolatsiooni-
meetodi vdi Regula falsi (vale eelduse reegli)\nime all.
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Kolude meetod leiab oma lihtsa arvutusskeemi tdttu eriti-
sageli rakendemist kaasaegsetes elektronarvutites.
Teine vGimalus Newtoni meetodi tuletemiseks, mis annab
ka jérjestikuste ldéhendite veahinnangud, on jdrgmine.
Taylori valemi pdhjal kehtib vordus i

& 2 .
df(x) = £(x )+f(x,) (x-x )+ -—‘(2}—)-(:-':#) (§e€ [x ,xn]).
Seega vdrrandi f(x) = O 1lahend x* rahuldab seost

£( (&)
x* =iz~ ) - § (x - x_)°.
2Nx) Certix) e

Kui vastavas piirkonnas I!f'(x)/>2m ja If"(x)! < M, siis
saame Newtoni meetodi jaoks veahinnangu

Ix* = Hli'll g ﬁ Ix* - xnlz_

Nagu sellest veahinnangust ndhtub, on Newtoni meetod nn,
ruutkoonduvusega meetod, s.t. jdrgmise léhendi viga on ligi-
kaudselt vdrdne eelmise léhendi vea ruuduga.

Kdigi iteratsioonimeetodite puhul saab vea hindamiseks
kasutada Lagrange'i keskviddrtusteoreemi. Kui vdrrandi f(x)=

= 0 1léhislahend on x,, siis Legrange'i teoreemi pdhjal
\

flx*) - £lx)) = £'(§)x* - x),
ehk

Kui vastavas piirkonnas !f'(x)! 2> m, siis saamegi vea-

hinnangu
it |
P,

Ix* « x |
¢ - .
% m
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7. Hai1teid.

Ndide 1. Iahendame kddlude meetodi abil vGrrandi x3 -

- X = 0, Kuupide ja e* tabelit kasutades leiame, et juure

ligikaudseks védrtuseks sobib x = 1,7. Arvutame niiiid f(x°)=

£(x,) = 1,72 - 27 = 4,919 - 5,4739 = -0,5609.
Teise vidrtusena proovime x; = 1,8. f(xl) = 5,832 -

6,0496 = -0,2176. Nagu niha, tulemus paranes.

Katsetame veel viirtusega x, = 1,9. fix,) = 6,859 -

6,6859 = 0,1731. Seega juur asetseb x =1,8 ja x, =
1,9 wvahel. Rakendame niilid k60lude meetodit:

xy = 1,9 - BABLOL _ 3 5 - 0,0443 = 1,8557 ~1,856.
. 90,3907

Kuna £(x) = 1,856 - 611856 = 6,393 - 6,393 = 0, sits
neljekohalise tépsusega on selle vdrrandi lahend 1,856.

Néide 2. Leiame vdrrandi x3 -4x + 5 = 0 reaaljuured
lnmo ﬁivikohag‘a. :

Descartes'i raegei {itleb, et sellel vdérrandil on kas 2
vdéi O positiivset juurt ja 1 negatiivne reaaljuur. Alus-
tamegi negatiivse juure otsimisega.

Katseteme mdningate x viirtustega: £(-2) = 5; £(-3) =
‘= =10, Ilmselt juur on -2 gja -3 vahel ning -2-le lihe-
mal. Proovime niilid lshendit -2,3. Arvutused teostame arvu-
tusliikatige Horneri skeemi abil.

| 2 0 -4 5
231 -2,3 1,29 2,03
24| 1 -2,4 1,76 0,77
“2,5 | 1

-2,5 2,25 -0,63
.- iPg




Esimene hinnang oli veel veidi liiga ebatidpne. Katseta-
me lihenditega. -2,4 ja -2,5. Nagu nideme, sobib jérgmiseks
ldhendiks -2,45. Teostame niilid arvutused tédpsemalt:

3 o] 4 5
=2,45
-2,45 6,0025  -4,906125
1 -2,45 2,0025 0,093875 = £(-2,45)
-2,45 12,005
1 -4,90 14,0075 = £'(-2,45)

Newtoni meetod annab paranduseks

_ =) 0,093875

f'(xo) 14,0075

Mitme kohaga jageda? 5igete kohtade arvu saamiseks hin-
dame leitsva paranduse suurust (-0,0067)., Paranduse ruut on
0,000045, Ndeme, et viga on viiendas kiimnendkohas. Jéreli-
kult piisab, kui me arvutame paranduse suuruse liikatiga.
Liikatilt saame paranduseks =-0,00670, Jirgmine lédhend on
seega -2,45670, kusjuures viimane koht on kahtlene. Et
meil oli iilesandeks leida juurte vddrtused kuue tiivikohaga,
siis oleks tarvis parandada ainult viimast kohta. See on
poliinoomvdrrandite puhul kergesti teostatav. Nimelt tuleb
meil % f"(xo) leidmiseks rakendada veel ainult iiks kord

Horneri skeemi:

¢ -4,90 14,0075
2,45 22,45
1 -7,35 =§ £ (-2,45)

Eespool nidgime, et Newtoni meetodiga leitud ldhendi
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X+l viga on

- .fﬂ.s_). (xo’_ xn)a

21"(xn)

Kuna me oleme juba jdudnud juure vahetusse lédhedusse,

siis vdime £"(€ ) asendade kiillaltki tépselt suurusega

£lx ) \?
2 e W A xn)2 suurusega (#—)—) . See annab mei-
X
le iihtlasi uue iteratsioonimeetodi -~

g f(x) : (x,) (f(xn) )z
e ' i . %
: 4 (xn) 2f (xn) £ (xn)

mis kannab Euler-TSebdsevi meetodi nime.
Kui teise tuletise vdartus on leitud, siis Euler-Tsebd-
sevi valem annab meile viimase koha tédpsustuse kerge vaeva-

ga (arvutused likkatil):

£ ( £ 2
4 x,) (x,) +0,000023.
2f'(xo) f'(xo)

Idplikult x, = -2,45670 + 0,00002 = -2,45668, (Tdenio-
liselt oleks Jige ka seitemee tiivikoht, kuid siis tuleks
Rewtoni meetodi parandus -0,00670 . arvutada nelja tiiviko-
haga).

Vaadeldava vorrandi iilejdénud juured on komplekssed.

See nihtub ruutvdrrandist x° - 2,45x + 2,0025 = O, mille
saime linesarteguri x + 2,45 eraldamise tulemusena.

Oletame niitid, et meil oli vaja leida sellesama v3rrandi
vdhim reaaljuur seitsme tiivikohaga ilma teist tuletist kasu-
tamata. (Néiteks mdne transtsendentseid funktsioone voi ruw-
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Juuri sisaldava vorrsndi korral on teise tuletise arvutamine
sageli vdga ebameeldiv t66).

Kui me vdtaksime niilid uueks algldhendiks x, = -2,4567,
sils sasksime Jjidrgmise lahendi leida umbkaudu veaga
(0,000045)% = 0,000000002 ! Seitsme Sige tiivikoha leidmiseks
pole seega nii tépset algldhendit tarvis. Esiteks teeksime
lilearust t6od ja teiseks tuleks juurde veel iiks ootamatu ras-
kus. Nii tédpse algldhendi korral on f(xl) tiivikohtade arv
viga vdike ja kui me ei arvuta 9-10 tiivikohaga, siis me ei
tarvitse saada paranduses iihtegi 3iget kohta. (Funktsiooni
véddrtus tuleb leida ligikaudselt ja jagamisel sdilib ju tu-
lemuses vaid niipalju tiivikohti, kui neid on vadiksema tiivi-
kohtade hulgaga arvul!).

Proovime, kas algldhendist =-2,457 piisab seitsme dige
tiivikoha sasmiseks. Iéhendi -2,457 viga on 0,0003, Uue
lédhendi viga on seege alla 0,00020709, Tédhendab, algldhend
-2,457 garanteerib meilg tendoliselt veel isegi kaheksan-
das tiivikohas iilimalt iiheilhikulise vea.

Arvutusi teostame jdlle Horneri skeemi abil, Meil on pa-
randuses vaja ssada kolm Jiget tiivikohta, seega ka f(x)
véddrtuses peab olema vidhemalt kolm tiivikohta.

: 0 -4 5
-2 ,457 =2 '457 6 ’ 03685
1 -2,457 2,03685

Enne, kui asuda jédrgmise korrutise arvutamisele, teeme
viikese "lahinguluure" f(x) tiivikohtade arvu kohta. Selleks
leiame korrutisest 2,457-2,03685 kdigepealt 2,457 -2 =
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= 4,914 ja korrutame liikati abil veel suurde 2,457.
+0,03685 = 0,0006. Seega
£(-2,457) = 5 - 5,0046 = -0,0046.
Tdhendab, liikkatist ei piisa ja vastav korrutis tuleb lei-
da kuue tiivikohaga (kasutame lithendatud korrutamist):

2,03885
2,457

407370

81474

10184

v 1426

5,00454 .,
Jéarelikult f(xl) = -0,00454, Tuletise vaartuse arvuta-
miseks piisab liikati tdpsusest:

“ -2,457 2,03685
-2,457 -2 ,457 12,05
\ 1 -4 914 14,09
£(x,)
Uus parandus: - A oo 0N 0,000322,

f‘(xl) : 14,09

Seega seitsme tiivikohaga x = 2,456678.

§8. Newtoni meetodi iHildistused.

Kui f£(x) resksarendusest vdtta rohkem liikmeid, siis
saame Jiarjest paremaid léhendfunktsioone ja vastavalt sel-
lele ka jarjest tédpsemeid iteratsioonivalemeid.

Kui nditeks vdtta kolm esimest Taylori rea liiget:

' " 2
0= £(x) = £x,) + £'(x,)(x - x;) + 32"(x ) (x - x,)
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ja asendada kolmandas liikmes iiks tegur x - X, Newtoni
meetodiga arvutatud ldhendiga, siis saame tekkivat lineaar-
vorrandit ‘ﬁmdmatu x suhtes lahendades

x=x°-—'§%r—

=ppit
4 aff

(liihiduse mdttes on argument dra jéetud).

Selle iteratsioonimeetodi esitas juba 1694, aastal ing-
lane Halley. Newtoni meetod péarindb umbes 1670-test aasta-
test. i

See meetod on juba kuupkoonduvusega meetod. Muide, kuup-
koonduvusega oli ka Fuler-TSebdfevi meetod, kuid Halley mee-
tod annab iildiselt veidi tépsemaid tulemusi.

Néiteks vorrandi x3 -4x + 5 = O puhul saame algléhen- ~
dist =2,45 1ldhtudes
= -2,45 - 0,093875+14,0075 3

xl =
14,00752 + 7,35.0,093875
= —2,45 - L.J189%8 _ b 456678 |
196,9000

Nagu ndha, on tulemus seitsme tiivikohaga dige. Jéme vea-
hinnang annab (0,0067)3 = 0,0000003.

Kuupkoonduvusega meetodeid eksisteerib 1dpmata palju.
Nende iildisema teooria andis U.Kaasik oma kandidaadiviite-
kirjas. Teiste kuupkoonduvusega meetodite hulgas ndib efek-
tiivsem olevat L. Vohandu poolt vaadeldud meetod

£(£'2 - Zeem) e\ 1-35%
s i fl(fla - PPM) . 2 <f|>'

mille puhul viga hindab suurus
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kus A x, on dsja leitud parandus. Vea suuruse héfnang ves-
deldud ndite puhul on +2,14'10'8. Peale vastavaid arvutusi

leiame, et
xl = =2 ,45667838-

Kuigi kuupkoondhvusega meetodid on vdga efektiivsed
koonduvuse mdttes, on nende kasutamine sageli raskendatud
teise tuletise leidmise vajaduse tottu.

Kuupkoonduvusegae meetodite rakendamist raskendab ka va-
lemite keerukus, mis nduab suhteliselt palju arvutusi. Nen-
de rakendamine ndib olevat efektiivme juhul, kui funktsioo-
ni vidrtuste arvutemine nduab kiillalt palju t&sd, niiteks

“kdrgema astme algebraliste vorrandite puhul,

Juhul, kui tuletiste arvutamine on ebamugav, on iiheks
val japddsuks kasutada kodlude meetodit. Et kddlude meetod on
ainult lineaarse koonduvusega, siis otsiti ka siin koonduvu-
se parandamise vdimalusi. Need leitigi kOrgemat jéarku inter-
polatsioonivalemite kasutuselevdtmise naol.

Praktikas piisab enamasti ruutinterpolatsioonist. Arvu-
tused osutuvad eriti lihtsaks, kui valida kolm vOrdkaugus-
tel asetsevat argumendi vadrtust:

le e ST e O =-h,

Abstsissid Xy X715 X5 olgu nii valitud, et otsitav

Juur asetseb 13igus [xo, 12] 5
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€ 2ol
Kolme punkti l&bivatest interpolatsioonipoliinoomidest
sobib meile eriti Stirlingi poliinoom y(t) = . t d ylt #
ol . -7
+-%62y1t2, kus ¢ = —;——-l ja suurused Jyl ning Jzyl
on leitavad jdrgmise vahede skeemi abil (vastavad tdestused

jérgnevad kursuse edasises osas)

xO y0
o d.3'1/2
x; ¥ 4y
' 6"y3/2
2 T2

‘ Iy, = %(d—yl/e + 933/2)-
Nullkoha leidmiseks saame siit ruutvdrrandi
¥+ ?ylt + %Jzylta =0,
Selle ruutvérrandi lahendamiseks on mdistlik kasutada
iteratsioonimeetodit. Nimelt me kirjutame vdrrandi imber ku-
jul

t=a+bt2

Jja kasutame +t algldhendina vddrtust a. Teist liiget bt2
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vaatleme parandusena, Kuna t < 1, siis on parandus kaunis
vdike ja harilikult piisab juba iihest-kahest iteratsioonist
dige t vadrtuse leidmiseks.

Kui t on leitud, siis X3 = X + th., Arvutades niilid
f(x3), saame ettendhtud tidpsuse piires kas nulli voi viga vir
kese arvu, Kui .f(x3) pole veel null, siis vdime ldhendit
X3 veelgi parandada, Newtoni meetodi abil. Nimelt annab in-

terpolatsioonipolﬁnoomheile hea ldhendi f£'(x) jaoks: §
= dy.at _ l(cfy + Jzylt)

dt dx
Siit saame veel korrekbuurina
e 1 4]

£'(x)

Ndide. Leiame virrandi =x tan x = 1/2 Jjuure, mis aset-
seb 0,6 Jja 0,7 wvahel. Vajalik tédpsus olgu seitse tiivikoh-
ta. Arvutuste mdnusameks ldbiviimiseks anname virrandile ku-
ju 2x - cot x= O, Kgsutame Hrenovi seitsmekohalisi trigo-
nomeetrilisi tabeleid, mis nduab aga radiaanide eelnevat tei-
sendamist kraadideks.

x x° y
0,60 34%22138,89" -0,2616960
0,65 ', 37°14'32,13" -0,0154356
0,70 40%06'25, 37" +0,2127582

(Ruumi kokkuhoiu mdttes on skeemigt éra jidetud veerud”
2x ja -cot x)

Koostame niilid vahede skeemi:

e o &2y
0,2462604
§ S 20 0,0180666
0, 4744542



Iy, = 0,2372271.
Skeemi pGhjal
y = -0,0154356 + 0,2372271 t + 0,0090333 t° = 0O
y'= 20 (0,2372271 + 0,0180666 t)
Esimest vorrandit ¢ -’suhtes lahendades (siin on vaja jubsa
arvutusmasinat):

t = 0,065066765 - 0,038078701 t° = a + bt<.

Iteratiivne lahendamine: ;
a 0,065066765  0,065066765 0,065066765
vt2 = -0,000161213  -0,000160415  -0,000160419
0,064905552  0,064906350 0,064906346
¢ t = 0,06490635
~h = 0,05
x3= 0,65 + th = 0,65324532.

u

Uuesti vdrrandisse asetamine annab
r(x3) ~0,0001217:

Newtoni meetodiga parandamine: 4
y' = 4,76799%,
{x 0,00002552,
Uus lahend: x, = 0,65327084,
£(x,) = - 0,0000095,
Jdx = - 0,0000020.

Loplikult:
x = 0,6532688.
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89, Kompleks juurte leidmine.

Jirgnevas vaatleme ainult reaalkordajatega algebralisi

vérrandeid

~1 -2
=2 + aoxnv + alxn + ...t X +a

millest on eraldatud juba kdik reaaljuured. Kompleksjuurte

= 0,

leidmiseks voib kasutada kdiki eespool vaadeldud meetodeid,
kuna aga argumendi vddrtused on kompleksarvulised, siis kuju
nevad arvutused iisnagi komplitseerituks ja ka arv i toob
endaga kaasa eksimise vGimaluse., Reaalarvuliste kordajatega
v3rrsndite pubul sasb aga edukalt dra kasutada asjaolu, et
kompleksjuured esinevad siin alati kaaskompleksarvude paari-
dena : ' %
xl.2 =u t iv.
See v3imaldab mblemaid kompleksseid lineaartegureid

(x - x;) ja (x - 12) v3tta kokku iiheks reaalkordajatega
ruutteguriks

(x - x;)(x - x,) =2+ 2 + (W + v°) = 2 - pxX - q,

kus p =2u, q= (ud =RV :
Seega taandub kompleksjuurte leidyise ilesanne ruuttegu-
rite eraldamise iilesandele. Fnne, kui asume ruuttegurite emal-
damise probleemi kdsitlema, vaastleme, kuidas iildistada Horne-
ri skeemi ruutteguriga jagamise jaoks.
Kui viienda astme poliinoomi  + alx“ + azx3 + a3x2 +

+o8,x + as Jagada ruutteguriga x2 - pX - q, 8iis saame

>

X e 3124 + a2x3 + 3322 + a“x + 8.5 =

3

i = 2
={x px = @){x” + Byx° + b X + by) + X + Dbg.
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Paremat poolt 1&bi

korrutades ja tundmatu x astmete

ees olevaid kordajaid vdrrutades saame

8, =b; - p,
a, = b, - pb; - gq,
b Bl s Bl o Bl T
« 8 =D, - pby - gb,,
s th b5 - qb3.

Siit avalduvad meid huvitavad: kordajad b1 rekurrent-

sete seoste kaudu

bl = 8 + D,
b2 =8, + pb1 * q,
by = a3 + pb, + qb,,
b, =g, + pb3 + gb,,
b5 = a5 + : qb3.
Arvutusi on otstarbekas korraldada jérgmise skeemina:
1 2, a, ag ‘e, ag
» D pb;  pb,  pby
q @by  ab,  aby
1 by b, b3 b# b5

Uldistus muudele agtmetele on siit vdga lihtne.
Niide. Jagame =t & 313 + 5x2 + 6x + 7 ruutteguriga

x2 -3x - 5:

1 3 5 6 7
3 18 78
> 5 30 140
1 6 28 114 147
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e 3+ 5x°+ 6x + 7 =(x°- 3 - 5)(x°+ 6x + 28) +1l4x + 147.

Ruutteguriga jagub mingi kdrgema astmega poliinoom parajasti °

siis, kui esimese astme jadikpolinoomi kordajad on nullid.
Ruuttegurite eraldamiseks on olemas terve rida meetodeid,

kuid selle kursuse piires piirdume vaid Iini meetodiga ehk m,

eelviimase jadgi meetodiga. 3 % :
Olgu meil tegemist poliinoomiga

x* + 132> + 49%% + 85x + 60 = (x° + 3x + 4)»(12 + 10x + 15).

Jagame seda neljanda astme poliinoomi ruutteguriga xa+ x + 4

3

3 13 49 .85 60
-3 =3 -30.° -45
-4 -4 -40 -60
1 10 15 [ 0 0

Nagu ndeme, tuleb jidgiks tdepoolest nullpoliinoom. Vaa-
tame, mis juhtub siis, kui me ei jaga 1ldpuni vdlja, vaid pea-
tume iikks samm varem, s.t. jitame pdhiskeemist dra liikmed
an-z Ja qbn-—Z' 5
1 13 . 49 85 60

-3 -3 -30
-4 : -4 -40
1 10 15 45 60 .

Sel korral sasme eelviimaseks jadgiks ruutpoliinoomi

15%° + 45x + 60 = 15(x° + 3x + 4).

Ilmselt kehtib omadus, et tidpse ruutteguri korral nor-
meeritud oel'viimne Jjddk vdrdub ruutteguri endaga. Seda asja—
olu vdib &ra kasutada kergesti rakendatava iteratsioonimeeto-
di ssamiseks. Nimelt vdtame ette mingi otsitava ruutteguri
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alglédhendi, jagame sellega poliinoomi kuni eelviimase jadgini,
normeerime selle jéddgi ja votame ta uueks alglidhendiks jne.

‘Selle meetodi koonduvuse kohta ei saa anda kergesti ra-
kendatavaid kriteeriume, kuid praktika nditab, et eelviimase
Jédgi meetod koondub kiillaltki avaratel tingimustel (kuigi
mitte just alati selleks ruutteguriks, mille ldhedusest alus-
tatakse),

Jddb veel lahendada kiisimus, kuidas leida otsitavale
ruuttegurile algliheudit. Selle kiisimuse lahendamiseks on kdi-
ge lihtsam ldhtuda Vieta valemitest.

Nimelt kehtived poliinoomi P(x) = x+ alfl'l+ azxn-z'i-

. EP AR a, korral tema kordajate ay JE-Juamte &, oD .
x, vahel jirgmised seosed:

8y = X; F Xy b ...+ X,

85 = XXy + XyXg + ...t xn-l ==

Kui kahe esimese juure moodulid on teiste juurte moodu-
litest palju suuremad, siis kehtib ligikaudne vdrdus

-a = xl 1'2'
8, 22 X X,
See aga tdhendab, et kaks kdige suuremat juurt rahulda-
vad licikaudselt vorrandit
2 =
X" rax+a, = 0.
Siit saamegi sobiva algldhendi.
Teine viimalus algléhendi valikuks on kahe vdiksema moo-
duliga juure ligikaudne eraldamine:

En ).

a
> 2 ., -1
‘n-zxz tapgxra TR T3 WP

Enamasti ongi kasulikum kahe vidiksema mooduliga juure
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eraldamine.

Niide, Leieme hulkliikme x' + 6x° + 23x° + 42x + 40 =
= (x® + 3x + 4)(x% + 3x + 10) ruuttegurid.

Algldhendiks valime 23x° + 42x + 40 = 23(:2 + 1,83x +
+1,74).

Arvutused korraldame iildistatud Horneri skeemi:

1 6 23 4z 40
-1,83 -1,83 -7,63
-1,74 -1,74 -7,26
1 4,17 13,63 34,74 40
=85 -2,55 -8,70
-2,94 -2,94 10,14
1 3,45 11,36 31,86 40
-2,81 -2,81  -8,96
=345 -3,53 11,27
1 3,19 10,51 30,73 40
-2,92 -2,92 -9,00
-3,81 -3,81 11,73
1 3,08 10,19 30,27 40

Viimase itereerimise tulemusena saame uueks lihendiks
x° + 2,97x + 3,93. Nagu senisest arvutuskiigust nihtub, on
meil tdepoolest tegemist koonduva iteratsiooniprotsessiga.
Koonduvuse kiirendamiseks kasutame eespool tuletatud koondu-
vuse kiirendamise votet.

Kuna meil on tegemist ruuttegurite leidmisega, siis on
selle v3tte rakendamiseks kaks varianti. Juhul, kui ruuttegu-
ri mdlemad kordajad "jidrjestikustes lédhendites muutuvad mono-
toonselt iihes suunas, siis on otstarbekas kiirendamise vdtet
rakendada otseselt tegurite kérdaaatele (omaette x korda-
jatele ja omaette vabaliikmetele). Kui aga ruuttegurite kor-
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dajad ei muutu monotoonselt, siis on parem leidé jdrjestikus-
te ruuttegurite kompleksjuured ja rakendada koonduvuse kii-
rendamise votet nendele. Uleminek kompleksjuurtelt ruuttegu-
rile toimub jdlle harilikul viisil., Peab mirkima, ;t kuigi
siin on tegemist kompleksarvudega, ei kujune arvutused eriti
keeruliseks.

Muide, nimetatud koonduvuse kiirendamise vdttega OGnnes-
tub ka mitte eriti kiiresti hajuvafh iteratsiooniprotsesse
teha koonduvateks,

Kasutame niilid koonduvuse kiirendamise vGtet meie poolt
vaadeldud néite juures. Kolm viimast lahendit on

x° + 2,81x + 3,53 ,
x° + 2,92x + 3,81 ,
x° +2,97x + 3,93 .
Kuna on tegemist monotoonselt muutuvate kordajatega,

siis rakendame koonduvuse kiirendamise vdtet otseselt korda-

Jjatele:
p - 2’97 _‘ (2.97 - 2192)2 - 2’97 + Q._oiai = 3'01;
(0,01 + 0,17 - 0,24) 0,06
2
q=3,93- 9,08 = 3,93 + 200 _ 3 97

(0,03 + 0,43 - 0,62) 0,16

Uueks ldhendiks saame seega x° + 3,01x + 3,97. Raken-

dame jédlle eelviimase jdiégi meetodit.

1 6 23 42 40
-3,01 =3,01 =9,00
=3:97 =3,97 -11,88

1 -2,99 10,03 30,12 50

Viimane ldhend on liikati tapsuse piires x°+ 3,00x +4 0,
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: Kui meil on vaja suuremat tépsust, siis tuleb arvutamisel kob-
tade arvu suurendada ja kasutada kas korrutamistabeleid v3i
ambums:l‘nat.

Eelviimase jadgi meetod koondud harilikult kiillalt his-
+i, kui on tegemist vdrranditega, milles lahendite reaalosad
on negatiivsed ehk,nagu insenerid iitlevad, kui on tegemist
stabiilsete vOrranditega. Nimelt v0ib niidata, et autoregu-
leeruvate protsesside diinaamikat kirjeldavetel diferentsisal-
vorranditel on stabiilsed lahendid, kul nende karaskteristlike
virrandite juurte resalosad on negatiivsed. Vastasel korral
on tegemist ebastabiilsete protsessidegs ja see asjaolu ka-
Jastub huvitavel viisil ka eelviimase jéddgi meetodi koonduvu-
ses.

Vajaduse korral seadb juurte reaalosi teha negatiivseks
lihtsalt nullpunkti nihutamise teel.

§10. Lobatsevski meetod.

Reasalkordajatega algebraliste vdrrandite lahendamisel
on iiheks universaalsemsks meetodiks LobatSevski meetod. Selle
meetodi olemus seisneb jérgnevas.

Olgu vdrrandi

o -1
fix) = aor“ taX L. kB Xt = 0
lehendid kdik reaalsed je erinevad, kusjuures
lxll > ‘xa1> os D 'xn‘ W

Kui X, on teistest lahenditest palju suurem, siis Vie-

ta valemite pshjal kehtib ligikaudne vdrdus ;

X.

1“ ‘31: ao .
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Iida rohkem X teistest juurtest erineb, seda parem see la-
hend on. IobatSevski andis meetodi, kuidas vdrrandilt f(x)=0
iile minna vorrandile fl(z) = 0, mille nullkohtadeks on suu-
rused —xle, -xaz, P -xnz; 8.t, ta andis meetodi, kuidas
virrandi lahendite vshekordi meile sobivas suunas muuts. Sas~
dud vdrrandilt fl(z) v3idb ilile minna vdrrandile, mille ia-
hendid on -x,*, -x,*, ... , ~x . Miiviisi jirjest cdasi
minnes vorrandi lsdhendid eralduvad‘iiha rohkem. Xui «<ahe kdr-
vutige juure X441 Jja Xy absoluutviaartuste suhe on k,
siis peale m-kordset teisendamist ssame abivirrandi, mille
vastavate lahendite absoluutvairtuste suhe on juba k2m. Ku-
na k <1, siis kiillalt suure m Kkorral saab k kul tahes
vaikeseks.
Olgu m-ndaks abivdrrandiks vdrrand
DY + Py7" F 4+ ...+ DT + D, = O.
Eui ta lahenditeks on suurused Jys Jor e s Yp» 8iis Vieta
valemite pdhjal
P2 Vo P eaasingn ™ SPe D9
12 ¥ T1¥3 * ees Wpa1InT PpiPye
TyI2T3 * IT¥y * oeve ¥ TpupIn-17p= “P3iPge

Killalt suure m korral

Y1 = "P13P4e
Y172 = P2:Pg»
T172¥3 = “P33Pqe

Jirjest jirgmist seost eelmisege jagades saame
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T3 =27P13Pg
Yo = “PpiP1»
¥y = P3P0
n = “PpiPp-
Seega kiillalt suure m korral lagunéb vdrrand
Py + P17 M+ ...+ Py a¥ + Dy = O
n lineaarseks vdrrandiks:

Py + P =0, Py¥y +DPp =0, eoo s P ¥ + Py =0,
mille lahendamine on juba lihtne iilesanne.

Kuna gelle v3rrandi lahendid Y19 Jo9 eeey Yy OD alg-
v3rrandi f(x) = O lahendite absoluutviirtuste 2" astmed,
siis algvdrrandi lahendite absoluutvddrtuste saamiseks tuleb
neist vdtta 2™ astme juur. Lehenditele digete mérkide omis-
tamiseks ja arvutuste kontrolliks kasutame Horneri skeemi.

Vaatleme niiiid, kuidas saab LobatSevski teisendust reali-
seerida. Selleks korrutame hulkliikme

£(x) = a x" + alxn'l * e t8 Xta =

= ao(x - xl)(x = %) ... (x-x)
hulkliikmega

f£(-x) = (-l)n(aoxn - alxn'l + ax22

> o=

= (—l)nao(x +x))x+x) L. (e x)

Rorrutises ; 2
PG CaiE S (N DN - C PRt PYURL- ORI - O
f(x)f(-x) = (-1) a, (x x; ) (x x5°) ... (X %)
puuduvad ilmselt muutuje x paaritud astmed. Kui niiid teha
asendus xz = -z, siis saame vGrrandi
i

£,(2) = 362(2 + xlz)(z + x22) eer (2+x°) =0,
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mille lahenditeks on suurused —xlz, -xza, ces s "X .

Vorrandi
2= n n-1
fl(z) = boz + blz +

kordajate arvutamise eeskirja leidmiseks korrutame hulkliik-

od o il bn_lz + bn =0

me f(x) hulkliikmega f(-x) tegelikult l4dbi. Asendades
giis xz suurusega -z, sasme, et

£,(z) = b 2" + blzn'1+ cee # B 12+ Db =

sa s a? |14 o2 |24 82 [ e <
- Zaoaa - 2&1a3 ¢ = 2a2a4
+ 23°a4 + 2a1a5
= 2a°a6

Seega uue vorrandi iga kordaja saamiseks tuleb vitta
algvorrandi vastava kordaja ruut, sellest lahutada temast va-
sakul ja paremal asetsevate kordajate kahekordne korrutis,
liita lle iihe asetsevate kordajate kahekordne korrutis jne.

Kuigi teisendamiseks vajalik arvutuseeskiri on niiiid ole-
mas, jadb veel lahendada rida kiisimusi! kui kaugele tuleb tei-
sendustega minna, kuidas arvutusi kontrollida, kuidas toimi-
da kompleksjuurte korral jne. Kaiki neid kiisimusi kisitleme
konkreetsete ndidete varal. Esimese nditena vaatleme v3rran-

dit
x> -6+ lx~620,

mille lahenditeks on 1, 2 ja 3.

Arvutused korraldatakse jargmisse skeemi, kusjuures ar—-
vude kiire kasvu tdttu viskame lilearused kohad minema ja ka-
sutame kirjutusviisi, kus kiimne astmed kirjutame koma kohale
indeksina:
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le lahendite

2376000 = 2,376010° = 2°.376.
Arvutused on teostatud srvutusliikkati abil. Nagu skee-
mist nihtub, kshekordsed korrutised kahanevad kogu aeg. Pea-

32. astme moodustamist kahekordsed korrutised

- jirgnevad vorrandite kordsjatele enam méju ei avalda. See as-

jaolu ongi tunnuseks, et astendamise voib ldpetada.

1 ig 11 . -6 Astmed
1 36 121 36
-22 -72
- 14 49 36 2
# 1296 2240 13296
-0 98 -1 01
1 0%98 133 17206 4
9260 1%93 1568
1 682 1968 158 8
4765 212g> 212g2
-0 W -0 02
1 4731 21280 212g2 16
11586 7248 72495
-0 01 -0 00
5 11585 72%an 72%95 32
Vahed Vahed: 32
log 7°%95 | 24,90 | o0,0060 | 0,0002 |ix;! = 1,000
log 7%84 | 24,883 | 9,6271 | 0,3008 | Ix,! = 1,999
log 11%85 15,2672 | 15,2672 0,4771 Iz} = 3,000

Lahendite absoluutvidrtuste miairamiseks kasutame nelja-
kohalisi logaritme. lahendite mirkide leidmiseks kasutame-

Horneri skeemi. See vdimaldab kontrollida awvutuste tapsust
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Ja annab ka vdimaluse leitud lahendite tépsustamiseks (vt.
Newtoni meetod, lk. 73 ). :

Kui vOorrandil esineb reaa}lahendite karval\ka kompleks-
juuri, siis peegeldub see selles, et teisendatud vOrrandites

esineb negatiivseid kordajaid. Kui negatiivsed kordajaid esi-
neb iihesainsas veerus, siis on tegemist iihe kaaskompleksjuur-
te paariga ja selle eraldamine ei tekita ra_skusi. Mitme ne-
gatiivset mirki omava veeru korr.al tuleb aga soovitada poor-
dumist Berezini ja éidkovi raamatu [5] poole.

Toome iihe ndite {iht kompleksjuurte paari omava vdrrandi
lahendamisest. QOlgu vOrrandiks 1207- 17x°+ 55x + 15 = 0, Jér
jestikuste abivazlrandite leidmise korraldame jéllegi harilik-
ku skeemi.

12 -17 59 15
-289 3025
-1320 510

144 -1303 3354 225
1806 1725
-1%02 0’05

o7 0Bon 1730 5706
olloz 11469

-sllgg 000 :
4827 ciiag e D55

Nagu nieme, teises veerus esineb teisendatud vorrandi-
tes negatiivseid kordajaid ja ei toimu kahekordsete korrutis-
te kahanemist. Seega on tegemist kompleksjuurtega. Vahima
reaal juure leidmine on lihtne:

13 97



8
. 159
xy% -\ /—1-25—i Az - 0,2497 .

Miinusmirgi sasme juurde omistada Descartes'i reegli
pdhjal. Sel vérrandil on iiksainus reaaljuur. Descartes'i ree-
gel iitleb aga, et vdrrandil on 2 voi O positiivset reaal-
juurt ja 1 negatiivne reasaljuur.

Kompleksjuurte leidmiseks vdib kasutada ruutvdrrandit

4827(x8)2 - 51l86(x%) + 11%e9 = 0.
Iihtsam on aga leida kdigepealt ruutvorrandi lahendi

moodul
8 s

‘ 14
P 1-8—-59- = 5,008,
4527

ja siis kasutada Vieta teoreemi, mille pdhjal X+ Xt X

a
=-a~(l:.Kuna xl+x2=(u+iv)+(u—iv)=2u, siis

-

a
8y "5, "%+ 8+ 0,897
2u+x3=-;—-,ehk us= = £:0,8332.

(o] 2 2

Imaginaarosa kordaja v aga leiame seosest

112+V2=1‘2.

1iit saame, et v = \ls,ooe -"0,8332° = 2,077.

Seege X;, = 0,8332 + 2,077i.
Mérgime, et tidpsed juurte viiirtused on

=

Xy =-0,25, = , =21 i 122 = 0,83333...51-2,072...

Tobat¥evski meetodi kasutamine vdib kdrgema astme vir-

randite puhul lihedaste juurte korrsl nduda kiillaltki palju
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tood. Seepdrast tootatekse tavaliselt alguses lilkkati tépsu-
sega Jja hiljem parandatakse leitud lihendeid Newtoni meetodi
voi eelviimase jdligi meetodiga vajaliku tédpsuseni.

711. Ligikaudsete parameetritega

védrrandite lahendamine.

Enamus praktikas esinevaid vdrrandeid on ligikaudsete
kordajatega. Tiisuguseid varrandeih nimetatakse ligikaudse-
teks vdrrsnditeks. On selge, et kordajate ebatdpsused mdju-
vad ka vorrandi juurtele. Iga ligikaudse vdrrandi lahendil

on nn. tingimatu viga, mis ei s3ltu ei lahendusmeetodist ega

arvutajast. Antud pShivorrandi lahendamine on aga pdhimdtte-
liselt vdimalik suvalise tipsusega. PGhivdrrandi lahengi vi-
ga nimetatakse tinglikuks veaks ja ta sdltub ainult arvuta-

jast. Koguviga aveldub tingliku ja tingimatu veas summana,
Olgu ligiksudse vdrrandi kuju

f(x,al(iAal), a,(tda,), ... , an(tdam) 10
kus x on tundmatu ja ai-d on antud ligikaudsed arvud ning
l&ai nende absoluutvead. PGhivdrrand, mida me lahendame, on
flx,8q,85, ... 4 87) = 0.
See vorrand masrab iga iilhekordse juure x = a Umbruses

x-i kordajate a; ilmutamata fumktsioonina, kusjuures selle

ilmutamata funktsiooni diferentsiaal avaldub kujul

dx = - -3 (éf— R MR of_ da ).

1
f'a aa] aam

(f'a tahistab f "tuletist muutujm x Jjargi kohal x =-3).
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Kui vead Aai on kiilllalt vdikesed, siis v3ib juure
x = a tingimatut viga hinnata Jjédrgmiselt:

Qa = ;2-'- (lf'al'dal Wigyq ¥ 'f&m'Aam).
Erijuhul ssame siit algebralise virrandi
aoxn + alxn‘l +...+8, =0
Juure x = a tingimatuks veaks

As = -é-'—' (lal®4a, + laln']'Aal + ... +da)).
a

Kui k3ik kordajad on antud vdrdse absoluutse veaga v, siis

Aa & Vg] e |a|n+1)
- lal)igy!

Id.g_;l.kaudseto vorrandite lahendamisel ei saa juuri leida
tépsomin?., kui seda vdimsldab tingimatu viga (iga erineva juu-
" re puhﬂ on tingimatu viga erinev!). Juurte arvutamisel tekki-
va tingimatu vea hindamiseks piisgab jémedatest ldhenditest,
mida seame kas graafikult vdi lilkkati ja Horneri skeemi abil.,

§12. Mittelineaarsete virrandi-

slisteemide lahendamine.

Mittelineaarsete vdrrgndisiisteemide lahendamine on iisna— .
gl toomahukas ililesanne. Kuigi selliste siisteemide jaoks on
olemas terve rida iteratsioonimeetodeid, on nende meetodite
koonduvus enamasti ilisnagi aeglane ja nad vajavad hdid algla-
hendeid,

Vaatleme konkreetsuse mdttes kehe v3rrandi ja kahe tund-

wmatuga virrandisiisteemi
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£(x,y) = 0,
glx,y) = 0.
Eeldame, et me oleme mingil viisil leidnud siisteemi lahen-
di jaoks kiillalt hea alglédhendi (xo. yo). Algléhendi otsimi-

seks sobib sageli graafiline meetod.
Arendsme niiiid f(x,y) Jja g(x,y) kohal (xo,yo) Taylo-
ri ritta.
0= f(xo,yo) ks fx(xo.yo)dx + ty(xo,yo)Ay s
0= s(xo,yo) + gx(xo,yo)dx - sy(xo,yo)Ay oA
Piirdudes resksarenduses lineaarsete liikmetega, saame
paranduste Qx ja Ay mniiramiseks lineaarse vdrrandisiis-
teemi. Geomeetriliselt tdhendaks see k3verate f(x,y) = 0 ja
g(x,y) = O asendamist 13ikepunkti iimbruses sirgetega ja nen-
de sirgete ldikepunkti leidmist.
Ieitud paranduste abil saame uued lédhendid
- X, =X, ¢+ Ax,
¥y =, + AT,
millega vdime protsessi jalle korrata.
Néide. Leiame siisteemi
x> -y2-1=0,
Y -y-4=0
reaallahendid.
Jéme skits nditab, et kdveratel on iiksainus l13ikepunkt,
mille koordinaadid on ligikaudu (1,2; 1,7). Vastavaid osa-
tﬁlotiato védrtusi arvutades sasme lineaarse vdrrandisiistee—

mi
8,64 Ax - 3,40 Ay = 0,434,

4,91 Ax + 9,40 Ay = -0,1956.
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3iit
Ax = 0,039, Ay = -0,0390.
(luteks l:ihenditeks on seega ¥ = 1,2349; 5 1,6610.
Heid lihendeid uuesti vamandisusteehi asetades saame,
et
£lxy,yy) = 74,'/0-16"‘,
e(xy,y,) = -19,87:107",
{dreasrvdrrandisiisteem uute paranduste leidmiseks on seega
9,1504x - 3,3224y = -74,70°107F,
8,502 Ax + 9,2218y = 19,87-107%

ja uued parandused: Axl = —€>,253-1O-4; Ayl = 5,263'10—4.
LOplikult seane

1,2342747
v = 1,6615263.

Leitud 1ahendites on viimased kohad kahtlased.
Korvuti isja vaadeldud Newtoni meetodi ilildistusega vGib

giisteemi lahendamiseks kasutada ka lihtsat iteratsioonimeeto-

dit.
“ui me sarme virrsndisiistedmi
Thx. ¥ 0,
g(x'y) =0
kirjutada iimber kujul
' ¥ = Flx,y),
(1) &
y = 6(x,y),

kus paremad pooled muutuved x ja y muutumisel iisna aegla-
selt, siis on sellega maarstud iteratsiooniprotsess
() X 33" F(xn.,vn),

k = G
Tnel ;(xn,,vn).
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Iahﬁtades vordustest (1) vastavalt virdused (2), sae-

me
X - X = Flx,y) - F(x " n I
- SCH S Glx,y) - u(xn,,q5
Rakendame nende vdrduste parematele pooltele keskvaidrtus-
lauset

X - X< (x - xn)F% + (y - yn)Fy
- S PR {x - xn)Gx~+ (y - yn)Gy.
kus osatuletised on vietud x ja xn ning y  Jj= LK vahe
listes punktides.
Vigade absoluutvddrtuste jaoks saame siit
Ix - W Ix - x Ry Ty ynl»lp}l'
= Ynar' §;'x = RS Iy # Tp't 16y
Vorratusi liites ja eeldades, et (X ! + IG /< m< 1_ ning
lF}i + ‘G 1< m <1, ndeme, et
o Hge St e s Lalix - xn{ ity om
Téhendab, iteratsioonimeetodi koonduvusecks on piisav, et 13-
hendit ja k3iki lsdhendeid sissldav:s piirkonmas oleksid taji~
detud tingimused
Y <
; ! {
4 b §
Ndide. Vaatleme virrsndisiisteemi
sin 4 = 0,160 cos A + 0,335 sin (A + B)
sin B = 0,160 cos B + 0,500 gin (A + B).

* Iehendame selle =iisteemi iteratsioonimeetodiga, lihtudes alg
L]
lihendist A = 30°, B = 30°.
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n sin A sin B A
0 - - 30° 30°
1 0,4287 | 0,5716 | 25,38° | 34,86°
2 0,361 | 0,5653 | 25,86° | 34,42°
% 0,449 | 0,5662 25,78° | 34,49°
a8 0,409 | 0,5661 | 25,78° | 34,48°
n A+ B cos A cos B sin(A + B)
0 60° 0,8660 0,8660 | 0,8660
3’ 60,24° | 0,9035 0,8206 | 0,868l
2 60,28° | 0,8999 0,8249 | 0,8684
3 60,27° | 0,9005 0,8242 | 0,8684
4 s i 3 -
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V. STATISTIKA ALGED

1. 84dsmied Whiatan:

Vdga paljude teadusharude juures on teoreetiliste jéarel-
duste tégemiseks vajalik kiillaltki mahuka vaatlusmaterjali
kogumine., Enne kui vaatlusmaterjalist saab teha 13ppjdreldu-
81 v0i teoreetilisi iildistusi, tuleb teostada nn. vaatlusma-
terjali statistiline todtlemine. See on hiédavajalik protse-
duur, sest mitmesugustest faktoritest tingituna on iiksikvaat-
luste tulemused iksteisest vdhem voi iohkem erinevad.

Siin tuleb vahet teha, kas meil on tegemist mingi objek-
ti suuruse midramisega (m3dtmisvigade probleem) vdi on meil
vaja iseloomustada mingit kollektiivi, mille iiksikindiviidid
on lksteisest teataval midral erinevad (ndit. inimesed).
li66tmisvigade probleemi kohta vdib ieida lisna piisava kasit-
luse P. Priilleri ja H, Tammeti brosiiirist [6] , mille
omandamine js ldbitéotamine on enne kidesoleva peatiikki mater—
Jalide juurde asumist kohustuslik.

Jﬁrgnevalt'kirjeldame ldhemalt mOningaid nimetatud bro-
siiiris toodud tulemuste hindamisvdtteid ja nditame iildise

printsiibi taoliste hinnangute saamiseks.
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§2.YEdhimruuntude printsiip.

Juhul, kui on tegemist tunnusega, mille hajumine teata-
va keskviidrtuse imber on pdhjustatud ainult juhuslikest fak-
toritest, siis véidab vihimruutude printsiip, et vaadeldava
suuruse tdendoseim vidrtus on selline, mille suhtes arvuta-
tud iikksikvaatluste vidrtuste hﬁlvete ruutude summa on mini-
maalne.

Kui iiksikveatlused on X3y Xpy eee 9 Xpy siis vihimruu-
tude printsiip iitleb, et tdendoseim viirtus X rahuldab tin-

gimust
LN
z (21 -~ i)a = llin.

=4

Miirame suuruse X nii, et miinimumtingimus oleks ra-
huldatud: n

n
-éZ(xi-i)2=-'2;(xi-i)=0.

(=
Sellest vOrrandist leiame, et

"
e %.in’
=1

s.t. muutuja tdendoseimaks vddrtuseks on ta aritmeetiline
keskmine.

Peame siit meeles edasiseks tdhtsa asjaolu, et aritmee-

tiline keskmine annab minimaalse hilvete ruutude summa. Uht-'

lasi ndeme miinimumtingimusest, et aritmeetilise keskmise
suhtes arvutatud hédlvete summa on null.

Need kaks omadust teevadki aritmeetilise keskmise {iheks
enamkasutatavaks statistiliseks tunnusarvuks.

Aritmeetiline keskmine ei sobi suuruse kirjeldamiseks,
kui on tegemist suuruse ebasiimmeetrilise v3i mitmetipulise
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Jjaotumisega.
Aritmeetiline keskmine ei esinda vaatluste hulka niditeks
Jjérgmiste jaotuste korral:

p »

. 5

pruszy 4 + >

% X
Niisugustel kordadel on parem kasutada statistikana moo-
di. Mood nditab, milline suuruse viddrtus esineb kdige sageda—

— —

mini.

§3. Ar1t e ¢t 1 Y1 n e KB KRS e viga.

Kui me teostame suuruse x mddtmist, siis kdik vaatlu-
sed x;, on vigased. Téhistame vaatluste t8elisi vigu nii:
- (1) X -x=w.
Kui w on aritmeetilise keskmise viga, siis X - x = w,

ehk x = X - w, Ididame niiiid n seost (1):
e
n(x - w) =n§-2 w5,
ow =Z'i'

Viimast vordust ruutu téstes saame
s

n?w? =Z'12 +i Z'i'.‘l 1 9.

=4 p=1

millest

ehk

Kuna positiivsete ja negatiivsete vigade esinemine on
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vordtdendoline, siis kahekordses summas toimub liikmete vas-
tastikune kustumine ja ta on esimese liikmega vOrreldes prak-
tiliselt null. Kui tdhistada tGeliste vigade ruutude summa

keskmist
TN

n

siimboliga 52 Ja aritmeetilise keskmise viga kahekordse
summa nulliga vdrrutamise juhul siimboliga m, siis

2
2 _ 8
s, ok

ehk

- =\E_— o
Et meil tdelised ~vead pole teada, siis peame piiiidma neid
seostada aritmeetilise keskmise suhtes arvutatud iiksikvaat-
luste hidlvetega.
Téhistades x, - X = v; Ja pidades silmas, et x,- x =
= W;, seame esimest vdrdust teisest lahutades
. x'-2'= wi Yy

Teiselt poolt aga X - x = w, seega

w 'i_vi

ehk

vi=w1-w.

Selle v3rduse mdlemaid pooli ruutu tdstes ja summeerides

Zviz =Zw12 - Z'Z'i + nw2 = n32 - nwa.

8iit

Z'12 =ns” -8° = (n - l)sz.
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| Tihendab 2

82 = —v-i-
; s -
Ja aritmeetilise keskmise nn. standardviga avaldub kujul
\ 2
n = S5
n(n - 1)

Suurust s nimetatakse keskmiseks veaks ja ta peegel-
dab liksikmddtmise tépsust.

Toome iihe nédite keskmise ja ‘ta vea arvutamise kohta. 01~
gu meil tegemist vaatlusseeriaga

18,65 18,7 18,3; 18,8; 18,65 18,7.

Aritmeetilise keskmise arvutamisel peame silmas, et sa-
geli on kasulik koiki vaadéldud suurusi viéhendada iithe ja sa-
ma suuruse vbi'ra, see vihendab aritmeetilist t66d (vastavalt
viiheneb muidugi ka sritmeetiline keskmine). Praegusel juhul
on méistlik vdhendada kdiki vaatlusi suuruse A = 18,6 vérra:

X x - A
18,6 0,0
18,7 0,1
(1) 18,3 -0,3
18,8 0zeis
18,6 0,0
185E - 0,1

A E(x—A)
Et n=6, siis T=A + -————é———— = 18,6 + %l - 18 62,
6

Leitud keskmise vea hindamiseks tuleb arvutada keskmise
suhtes arvutatud hdlvete ruutude summa. Arvutuste lihtsusta-

miseks kasutame seost
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n n
=\2 2 - 2
LZM (x, - ®) =; (x, - )2 - nE - &)
(endal t3estada!).

L(x; - 4)% =0+ 0,01+ 0,09 + 0,04 + 0,0 + 0,01 = 0,15;

0,15 - 6:0,0172 _ ¢ o7,

x T 66 - 1)
Mirkus. Hilvete ruutude ja nende summa arvutamise teos-
tame otstarbekalt piistskeemi (1) kolmandas veerus.
Arvutuse tulemused esitatakse tavaliselt kujul: x % m .

§4.Aritmeetilise keskmise

usaldatavus.

Aritmeetilise keskmise arvutamisega on tihedalt seotud
keskmise usaldatavuse ja usalduspiiride mGisted. Kiillalt va-
rieeruvate méGtmistulemuste puhul kerkib paratamatult kiisi-
mus, kas keskmine t3epoolest esindab vaatlusseeriat ja milli-
sed voivad olla piirid, mille vahel otsitav vidrtus peaks tee
tava tdendosusega asuma.

Véikeste vaatlusseeriate korral (n < 20) ei kehti ni-
melt normaslne jaotusseadus, vaid kdik tOendosuslikud hinnangud
tuleb teostada nn, Studenti t-jaotuse pdhjal (t-jaotuse ta-
belit vt. lk., 141),

Kui keskmine ja ta viga on loifud, siis keskmise usalde-
tavuse kontroll toimub jérgmise, statistikas tiilipilise motte-
: kidigu pShjal. Nimelt me piistitame kdigepealt hiipoteesi, et
keskmine pole usaldatav (nn. nullhiipotees) ja kontrollime
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siis Studenti t-jaotuse abil, kui suur on nullhiipoteesi tde-

ndosus meie kdsutuses olevat vaatluste arvu ja suhet ¢t = E‘-

arvestades. Ebatdendoliseks loeme hiipoteesi harilikult siis,
kui ta tdendosus on alla 0,05, Studenti t-jaotuse tabeli l=
sutamisel kohtume veel iihe uue mdistega - vabadusastmete ar-
vuga. Vabadusastmete arv naitab, kui suur on peale meid huvi-
tavate parameetrite mdiramist vabalt valitavate vaatluste arv.
Fii niiteks on aritmeetilise keskmise usaldatavuse hindamise
Juures vabadusastmete arv n - 1, sest teatava kindla keskmi-
se etteandmise korral me vdime n - 1 vaatluse vddrtust va-
balt valida ja alles n-nda vididrtuse peame v3tma sellise, et
vidrtuste aritmeetiline keskmine vdrduks etteantuga. Toodud

t = L = W =
% 2 2660

t-tabelist jdrele vaadates nieme, et viie vabadusastme
korral on t = 266 puhul nullhiipoteesi tdeniosus alla 0,001,
s.t, nullhiipotees, mis vididab, et keskmine pole usaldatav, on
viiga viiikese t3eniosusega. Jidrelikult tuleb keskmist lugeda
usaldatavaks.

Edasi leiame keskmise usalduspiirid. Piirid arvutatakse
valemist

Tt By t(og; n-1)

kus n-1 on vabadusastmete srv ja 5% on tavaline nullhiipo-
teesi tdeniosus.

Varem toodud niite puhul

18,62 £ 2,57+0,07 = 18,62 ¢ 0,18.
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Tulemust t3lgendame jargmiselt: kui me teostame veel
terve rea selliseid vastlusseeriaid, siis 95% juhtudel lan-
geb X vahemikku

18,44 < x < 18,80.

Uksikvaatluste usalduspiirideks on

X+ 8-t (5g, n-1) °
Nendesse piiridesse langeb 95% kJigist vaatlustest.
Véljespool usalduspiire olevate vaatluste korral peab eraldi
uvurima, millest on kdrvalekalle tingitud.

§5.Dispersioonide ja keskmiste

vyéralemine,

Kui me ldheme iihelt vastlusseerialt iile kahele vaatlus-
seeriale, siis me v3ime pesle kummagi seeria keskmiste ja
nende vigade arvutemist piistitada ka kiisimuse nende keskmis-
te erinevustest. Kdrvuti keskmiste virdlemisega on aga suur
téahtsus ka materjali varieeruvuse vbr@lemisel.

Varieeruvuse 1seloomustajana>kasutatakse harilikult nn.

dispersiooni

B .1
Varieeruvuste erinevuse olulisuse hindamiseks kasuta-
takse nn. lhtesti. Kui meil on iihe n, vaatlusega seeria
puhul tegemist dispersiooniga 512 ja teise n, vaatluse-
ga a;eria pﬁhul dispersiooniga 522; siis dispersioonide
virdlemiseks kasutame dispersioonide suhet
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82

kusjuures indeksid on nii valitud, et dispersioonide suhe on
alati {ihest suurem. Edasi tuleb vaid F-tabelist (1k, 142 )
vaadate, milline on vabadusastmetega nl-l Jja n2-1 nullhi+-
poteesi tdeniosus. (Tabeli peast tuleb vatté suurema disper—
siooni vabadusaste). 5

Kui selgub, et dispersioonid on oluliselt erinevad (aull-
hiipoteesi tdendosus on alla 0,05), siis on juba kindel, et
meil on. tegemist tdiesti erinevalt bﬁ.i‘l-:mte seeriatega ja
kiillalt tihti ei tekigi enam vajadust keskmiste virdlemiseks.,
Seda peamiselt just bioloogias. Fiilisikaliste mGdtmiste korral
néitab dispersioonide erinevus lihtsalt seda, et m3Gtmised on
teostatud oluliselt erineva tédpsusega. Bioloogias aga on dis-
persioonide erinevus juba suu.;:e sisulise tdhtsusega. Oletame
nditeks, et sordiaretusliku t56 Jjuures aretati kaks ‘uut kar-
tulisorti, mille keskmised hektarisaagid olid vdrdsed, aga
mille dispersioonid oiid oluliselt erinevad. See téZhendab, et
iilhes sordis 0lid kdik kartulid enam-vihem iihesuurused, teises
sordis oli aga pelju vdga suuri kartuleid ja palju viga vidike-
si kartuleid, mis v3ib selle sordi majanduslikku efektiivsust
Juba oluliselt mSjutada.

Kui dispersioonid ei erine oluliselt (nullhiipoteesi t3e-
néosus p > 0,05), siis kasutame keskmiste erinevuse oluli-
suse hindamiseks t-testi.
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'xl - 22' nyn,

it o & 52
Z\xn— xl) + Z(xei— xz) ny + 0,
n, +n, - 2

ny; +n, - 2 vebadusastmegg .

Niitena vérdleme seeriat 18,5; 18,9; 18,7; 18,9;
19,03 19,1; 19,2 meie poolt eespool vaadeldud seeriaga.
Uue seeria puhul X = 18,9; g = 0,057, Vana seeria puhul
oli X = 18,62. 82 = 0,03.

Rontrollime kdigepealt dispersioonide erinevust:

0,0
=6-:—O§-z=1,9.
F-tabelist leiame 6 ja 5 vabadusastmega, et nullhiipotee-
si tdeniosus on iile 0,20, s.t. me ei saa nullhiipoteesi iim-
ber likkata ja jdrelikult tuleb dispersioonid lugeda homogeen-
seteks.

Niitid vordleme keskmisi:

0,38 . .0:28 . o 37.

, 0,15 + 0,34 J \’o o166  0»129

t-tabelist leisme 11 vabadusastmega, et nullhiipoteesi

tdenidosus on dige veidi iile 0,05, Varasema kokkuleppe pShjal
peaksime litlema, et nullhiipotees peab paika ja jirelikult
keskmised pole oluliselt erinevad. Kuna aga nullhiipoteesi
tdendosus on parajasti kriitilise védrtuse 0,05 juures,
s8iis on mdistlikum 10plikku otsustust mitte vastu vdtta ja

uurida asja konkreetse iilnsande korral ldhemalt.
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Kui dispersioonid on oluliselt erinevad, siis leitekse
kahe seeria korrel, mille andmed on il’ 312, n, Ja ia, 52%
D5, kriitiline t vdartus jirgmiselt:
B L M
R s e gy K

t'
i1 + W,
kus
: ﬁf E_gi (ny-1) (n,-1)
¥ N S, y by = bl T, By = gt
1 NS
ning empiiriline t saadakse seosest
: X, - x.,!
b R
s
2 2
m 8 = EL...EE—
. DR

Harjutus. Vdrrelda seeriat 17,4; 20,8; 21,97 23, 7%
24,3 seerisga 17,8; 17,9; 18,0; 18,2; 20,0,

§6. Regressioon ja korrelatsioon.-

Kiillalt sageli on eksperimentaatoril tarvis uurida kahe
teatava tunnuse vahelist seost. Olgu meil nditeks antud n
indiviidi puhul arvupaarid (xl.yl), (X5472)s oee s (x,57y,)
ja olgu nende arvupaaride paigutus tasandil jargmine:

9

115



Graafikult on ilmne, et tunnused x Jja ¥y on omavahel
seotud, kusjuures seose kuju on ndhtavasti lineaarme: y =
= a + bx, "Parima" sirge, nn, regressioonisirge kordajate
a Ja b leidmiseks kasutatakse jédlle vidhimruutude printsii-
pi, mis nduab, et hidlvete ruutude summa

Z[yi - (a + bxi)]a
oleks minimaslne,.

Kordajate a Jja b mAdramiseks saame a ja b jérgi
vdetud osatuletisi nulliga vdrrutades lineaarse vdrrandisiis—
teemi:

'ZZ[y:l - (a + bxi)] =0,
2 E |yi - (a+ b:u:i)]x1 =0,
Ststeemi {iksikasjalikumalt vidlja kirjutades
a-n + b‘E xi =§ Ty
- E E 2-§
X + b X, = x75

ning lahendades saame
2 %y, -
D =
2=’ -

a=y- bx.

Kordaja b avaldist saab veel iimber kirjutada kujul

2> (xy- By~ 7)
D =

> (x=-3?

" Ka regressioonisirgele antakse sageli praktiliseks kasu-

tamiseks mugavem kuju:
y=3+blx-X).
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Bt otsustada, kas leitud t3us b on oluline v3di mitte,

arvutame vilja selle keskmise vea:

g\F[Yf (a + bxi)]a /Z(y -y) -bZ(xi- x)(y:l 2]
% n-2 n-2

Regressioonikordaja -olulisuse hindamiseks kasutame +t-

testi
E \,Z(xi )2 :

vabadusastmete arvuga n —all (sirge mdaremiseks kulub kaks
punkti).
Uksikvaatlused vdivad regressioonisirgest normealselt

kdrvale kalduda suuruse ts’%n—z ), s, vorre.

Juhime lugeja téhelepanu asjaolule, et dsjases kisitlu-
ses me vaatlesime suurust y sdltuvana suurusest x Jja vas-
tavalt sellele minimaliseerisime vertikaalsuunaliste hélvete
ruutude summa. Kui me aga otsiksime suurust x suwruse y
funktsioonina, siis tuleks meil minimaliseerida homisontaal-
suunaliste hdlvete ruutude summa ja sirge x =X + b'(y - ¥)
tdus b' avaldub jiargmiselt:

2 (x- By~ 7)
2 (- 72

(Uldiselt b.b' # 1, vdrdus kehtib ainult tipse lineaar

bt =

se seose korral).

Mida véiksem on punktide kdrvalekalle leitud regressioo-
nisirgest, seda tihedam on ilmselt seos kahe vaadeldava tun-
nuse vahel. Tiheduse m6dduna kasutatakse sirge iimber olevate
y védrtuste hajuvuse ja y-de koguhajuvuse suhet
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=12
; e
( 1 y)
E = n=-1 , kus Y1 on sirge punkt abstsissiga x,-
Z(y - 72
—i—rn +%

Silmas pidades, et Y - ¥ = b(x - X), saame

avaldisega suuruste x ja y kaudu,

x)(yi- y)]2 ;
Z(y y)2 s_ s
-1 X \y

Kui k3ik punktid asetsevad sirgel, siis B avaldises
lugeja ja nimetajes ithtuvad ning B = 1. Xui kdik Yi—d vor-
duvad y-ga, siis sasb lugeja nulliks ning B = 0. Sel korral
pole x Jje y vshel lineamarset seostatust. B naitab, mil-
line osa y koguvarieeruvusest on seletatav lineaarse seo-
sege x Jja y vshel.

Statistilises kirjanduses on seose tiheduse mddduna

rohkem lébi 1l66nud nn. korrelatsioonikordaja
\]- Z(x x)(yt y)
\/Z(x - X) Z(y - 3)°

mis muutub samuti nullist iiheni, kuid omeb lisaks absoluut-

viidrtusele ka mirki. r on positiivne, kui x Jja y kas-
vavad iihes suunas; r on negatiivme, kui iihe muutuja kasvades
teine knlm%eb.
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Rorrelatsioonikordaja r usaldatavuse hindamiseks ka-

sutame jdlle t-testi
n -2
i-r

tT =P

n'sni~2

(Selle kriteeriumi saame, kui laiendame sobival viisil
regressioonikordaja b ussldatavuse hindamise valemit. T3es-
tada!). i

Naide.

Vastleme jargmisi punktipaare (xi.yi): t3.,005 (2el),
(2,3), (3,3), (3,4), (4,5) ja leiame nende punktide jaoks
regressioonisirged ning x Jja y vahelise korrelatsiooni-
korda ja,

Koigepealt kontrollime graafiku pdhjal, kas lineaarse

seose otsimine suuruste x Jja y vahel on iildse otstarbekas

Y

Graafik nditab, et lineaarse seose otsimine on pdhjen-

datud. Arvutame niiiid edssiseks vajalixud suurusedlz:(yi- ;)2,
;E:(xi- i)a, QEZ(xi— i)(yi- 7). Arvutused korraldame jérg-
mise skeemina:
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x |7y [y E |rgm 7| - D (7~ 72| xy- DGy~ )

1 1 -1,5 | -2 2,25 8 3,0

2 2 -0,5 | -1 0,25 1,0 0,5

2 3 -0,5| O 0,25 0 )

3 3 +0,5| 0 0,25 0 0

3 4 +0,5 | +1 0,25 1 0,5

4 5 +1,9 +2 22D 4 3
S=1510=14)=0D=0|7=553=10| 3 =7

Xm0y oy e
Heg!;euioonlsirgc tdus

b= —?—; = 1,273,

T3usu usaldatavus:

’ ,\}w,Jw&, .
b - B

t.z..m.ﬂ,s,n

0,522

n'= 4,

Studenti t-tabelist leigme, et nullhiipoteesi tdendosus
on alla 0,01, Seega tuleb t3usu pidada usaldatavaks ning
regressioonisirge omab kuju

y=3+1,273(x - 2,5).
Uksikvaatlus vdidb regressioonisirgest kelduda kdrvale

sunruse
0,522:2,78 = 1,45
virra.
Korrelatsioonikordaja r = = 0,944, See tdhen-
5,50+10

dab, et 0,9‘4': 0,89 = 89% y verieeruvusest on seletatav
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X varieeruvusega. Ainult 11% on tingitud meile tundmatu-
test faktoritest. Kui avaldada suurus x suuruse y kaudu,
siis saame

b' = t U7,
1

o

Seega
x =2,54% 0,72(y ='3).

Tusu b' usaldatavus: sj = \/545-:—9‘22 =\ 'QAQ =

4
= \’0,15 = 0,587,
oL R0 e

0,387

§7.Mittelineaarne regressioon.

Vahimruutude printsiipi saab edukalt rakendada ka j&hul.
kui vaatlusmaterjali silumiseks on vaja kgsutada korgemat Jjar-
ku poliinoome.

Olgu meil nditeks vaatlusandmeid “(xi,yl), (xé,yé). iia
(xhyn) vaja lﬁhéndada‘ruutpolﬁgoomiga

y=a+ bx + cxg.
Vahimruutude printsiibi pdhjal minimaliseerime suuruse

S D [y (e v tmy s ex ]2

“Vastavaid osatuletisi vélja arvutades ja nulliga vdrru-

®

tades saame a,b ja ¢ miAdremiseks vorrandisiisteemi



asn + be + chz =Z -
a;E:x + b;E:x2+ c x3 =:E: XY »
Q:E:x?+ p:z:x3+ g:E:xy f;E:hxzy.
Ieitud l3hendamise headust saszb jdlle kontrollida vasta-
va vea vdljaarvutamise teel:

n-3
kus vy =y (a + bx; + cxiz).

Kui s on alla mddtmisvea suurust, siis voib piirduda
ruutpoliinoomiga, kui aga s iiletab m&otmisvea, siis tuleb
otsida paremat léhendit kuup- v8i kdrgema astﬁe poliinoomi
ndol voi kasué;dg poliinoomide asemel hoopis eksponentsiaal-
set tiilipi kdveraid. (V3imalikest léhenduskdveratest v3ib lei-
da iilevaate BronSteini ja Semendjajevi kdrgema matemaatika
kigiraamatu viimasest peatiikist).

Naide. Ajemomentidel ti mdodeti teatavat suurust H,
kus juures mddtmisviga oli kindlasti vdiksem kui %0,1.

oy H t

X I B -5

o < § -4

10 6,2 -3

15 5,5 -

F 20 4,7 -1
25 4,1 0 -

30 3,6 1

35 Fge 2

40 2.8 3

45 2,5 4

50 o | 5
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Arvutuste hdlbustamiseks toome sisse abimuutuja t' =
= E—;—gi . Kasuteme kdigepealt lineaarset ldhendamist
H=a+ bt’.

Arvutusi 1ibi viies leiame, et a = 4,5727 ja b =

Sv,2 |18
='-0,5854, Vastav lihendamisviga s = 3 = --;-—-: 0,46.
n-- .

Saadud ldhendusviga on aga oluliselt suurem ﬁea&ﬁolevast
H mdotmise tédpsusest O,1. Jérelikult lineaigsesf ldhendist
ei piisa mGStmistulemuste iseloomustamiseks. ‘
{atsetame ruutpoliinoomiga. Peale vastavaid arvutusi
leiame, et .' 9
H=4,11 - 0,584t" + O,O#Gt'2

ning viga

-2 :
S 4 2:10 ~ _ 0,07,
8

Saadud tulemus vastab modtmise tépsﬁsele, seega piisab
andmete silumiseks ruutpoliinoomist.
Vahimruutude printsiibi rakendamine ka kdrgema astme po-

lilnoomide korral ei tekita ilmselt pohiméttelisi raskusi.

8. 9tatist-ilisestoawveabhinnanguss

vigede eodiasikasndmisel.

Olgu meil vaja arvutada pidevalt diferentseeruva funk-
L
giooni U = f(xl,xz, iy xn) viddrtus kohal xl°,\x2°, i g

x0

s kusjuures x1°, x,°, ... , x,° on seadud mdStmise tu-

lemfisena ja omavad vastavalt keskmisi vigu Wy Moy, oo ,'mr.
Ligikaudset arvutamist késitlevas peatiikkis me joudsime
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vea hinnanguni diferentsiaali 3

df
4auU = E — m,
éxi -
kaudu (osatuletiste -g-% vadrtused on leitud punktis (xl°,

xzo. s doig xno)). Vea iilemise tdkke sasmiseks me oletasime
tdpsuse mdttes kdige halvemat vdimalust, s.t., et vead voi-
vad kdik liituda. Praktiks nditab aga, et selline iihesuuna-
line vigade liitumine on viéga vihe tOenZoline, Saksa matemaa-
tik Stadthagen vaatles mésdunud sajandi 80-ndail aastail
kahekiimne arvu kﬁmont;logaritmide liitmist. Logaritmid voeti
viie kimnendkohaga, absoluutviga hinnati seitsmende kiimnend- -
koha iihikutes. Range veahinnangu pShjal me saaksime absoluub-
vea suuruseks 20:50 = 1000 sgeitsmenda koha iithikut, s.t. 10
videnda koha iihikut. Stedthagen teostas 440 sellist liit-
mist ja vaatles tegelikult tekkinud vigu, Tegelik vigade jao-
tus kujunes jargmiseks:

Suhteline summade
hulk eksperimend;ks

Absoluutne viga

0 - 100 65%
100 - 200 28%
200 - 300 6%
300 - 400 1%
400 -1000 0%

Toodud néitest selgub, et mks;mﬁne veattke on viga
suure {ilehinnanguga, p
: Hoopis prektiliseme veshinnanguni jduame, kui kasutada
eeluistes paragrahvides kasutatud ve# hindamist keskmise vea
abil.
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Et iiksikmddtmiste vigadel on nii pluss—- kui ka miinus-
/mﬁ.rke, siis to.imnb nende vigade tasandumine arvutuste kidigus.
Kui me vaatleme suuruste Xys Xoy eer 9 Xy k liksikm&3tmise
tulemusi ﬁksilmb&mise vigadega Mg siis on suuruse U vas-
tav uksikvaatluse viga

- du, - Z

k {ksikvaatluse keskmise vea leidmiseks tuleb meil lei-

n '

2
(de)

kizid

da suurus

mu =
Uksikvaatluse viga dUJ on aga summa, mille ruututdst-

misel kahekordsed korrutised tasanduvad ja peale vabadusast-
mete arvuga k - 1 jagamist sasme

a3
2 2 ;
n, = Z‘XL n?, 2 S,

e=q
Naiteks summa Xy + X+ ... b X puhul, kus m =m,

saame summa keskmiseks veaks

mu=m~ n .

§9.Kaalutud md33tmised.

Uht ja sama suurust moddeti n vaatleja poolt ning
saadi md3tmistulemusteks 97 £ My, Qp £ Wyy ees qn ;- moy
kusjuures q-d Jja m~-d on ilildiselt rdidkides erinevad suu-
rused.-Kuidas votta k5#€ide nende médtmiste tulemusi kokku
suurusele q vdimalikult parema hinnangu ssamiseks? Et olu-
korrast paremat iilevaadet saada, v3tame konkreetse nidite,
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Viis inimest mddtsid spetsisalse riistaga - planimeet-

riga teatavat pindals:

Q n, P; plq - 460) v pv pv2
462 | 2 4 o +1,724| +6,896 | 11,87
460 | 4 e o +3,724| +3,724 | 13,85
473 2 4 52 -9,276(-37,104 | 344,29
463 | 1 16 48 +0,724|+11,584 | 8,3
460 | 2 4 o) +3,724(+14,896 | 55,43
B 29 108 - 0,004
M=4 q'= —O?aa 5 3,728

M33tmiste erinev tiépsus viis tuleneda riista erinevast
tipsusest v3i ka mddtmiste erinevast arvust. Ilmselt oleks
ebama janduslik ja ka vidr, kui me leiaksime lihtsalt qi—de
nritmeetilise keskmise vantluste erinivat tapsust arvestama-
ta jittes.

‘'odtmistulemuste erineva tdpsuse arvesse votmiseks lah-
tutazkse mdéttelisrst fiktsioonist, mis véimaldab probleemi
suhtelisell lihtsalt 1lanendada. Nimelt mdeldakse, et kdik
mootmised on vaatlejaste poolt t;ostetud ilhe ja sama riista-
g2, mille keskmine viga on M Ja tulemuste qy erinev tap-
sus on tingitud ainult liksikmdotmiste erinevast arvust.

{ui nende fiktiivsete ikksikmdotmiste hulk tahistada suu-

Tusega P, siis ilmselt kehtib vordus

Jlgu need fiktiivsed iiksikmdotmised, mille keskmine on

q % E ;
1 r1(1)' r?(l)' by rpil)



Siit saame, et

= 11(1)4_ s ¥ rgfl)
QI S ’
131
41(2)" T rpiZ) ;
Q2 = )
Ps -
(n) (n)
> ¥ oo ¥ X
q, = Pn_
Pn 4

Meie kidsutuses on seega Py + Py * ...t Dy =_S_ Py ik
tiivset vordtipset liksikmd5tmist, mille keskmise leidmine on
lihtne: s

(1) PLTRRC N (n))

(r1(1)+ 5% rpfl)) i A

q = ;EZ:pi

Ingejas olevad sulgavaldised on aga parajasti P13

+ (rl

Podps ees 3 PpQp- Seega
vty

1(\11 me suurusi Py tunweksime, s8iis oleks kazlutud

keskmise leidmine juba lihtne iilesanne. llagu miargitud, need

kordaj=d P; on seotud suuruste 9y vigadega : m, = & X
ey
Sellest vordusest sasme, et Py * T . Esimesel hetkel v3idb

néida, et p-de leidmine on viimatul M mittetundmise pirast.
Vaadeldes aée ldhemslt kzalutud keskmise gq valemit, nieme,
et suurus M teendub q avaldisest vidlja. M on seega ar—
vutuslik abisuurus, mides v3ib valida tédiesti suvaliselt.
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Suurusi Py nimetatakse kaaludeks, millega tuleb iiksik-
seeriate keskmisi korrutada enne téapsustatud keskmise saami-
seks vajaliku summe leidmist.

Kaalutud keskmise viga on

i e s
q %
2 e
Ka viga on tegelikult M-st sdltumatu ja on médratud

ainult suurustega m,, sest vea avaldist iliksikasjalikult vdl-
Ja kirjutades néeme, et avaldisest

m=A .
q ——

2
my

taandub M wvidlja,
Tegelikul arvutamisel valime M vdrdsena suurima veaga
m . Esitatud konkreetse ndite puhul on arvutuste hdlbustami-
seks leitud 1560 suhtes vdetud hidlvete keskmine. Tegelik
keskmine 1563,724 on saadud hdlvete keskmist 3,724 1560
v3rra suurendades. 3
Analiiiisime saadud tulemust veel lihemalt. |
K3igepealt ‘moodustame arvutuste kontrollimiseks hilbod |
g il Sk Nimelt peab kehtima arvutuse tédpsuse piives vor- ' :
dus 2.p,v, = O (Endel tBestadal), |
Edasi selgub, et summast S = Zpi\ri2 saab teha oluli- l

sl Jireldusi kealutud keskmise tédpsuse kohta. Seda tépsust |

hinded killl juba keskmine viga m, = \T_-’.!.g_-: ., kuid see ei
P
1

R e

vita arvesse v, suurust. Et ndidata summa S +tédhendust
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kaalutud keskmise gq tépsuse_hindamisel, poordume veel kord
vordtdpsete fiktiivsete ﬁksik;aatluste juurde tagasi. Nende
keskmine viga arvutatakse formaalselt iikkskord antud qi-de
suhtes vdetud hilvete kaudu ja teinekord kaalutud keskmise

q suhtes vOetud hdlvete kaudu. Mdlema tulemuse vdrrutamisel
saame 3 ja M vahelise seose,

Olgu fiktiivsete iksikvaatluste =, ‘1) hilbed antud 9

suhtes
s ~
e T rh(l) (120,25 viviy By B2, "'opi)'
S5iit saame, et
I,h(i) ri
a = ami. ja z u;, =9© kdigi i-de puhul.
Py R={

Keskmise véa jaoks sasme seega kdigi i-de korral aval-*"

dise (vaatlused on vordtipsed!)

3 M=
Pi'l

Hilbed kaalutud keskmisest olgu Moy 2 = rh(i). Kui
nende kaudu arvutada keskmine viga M, siis-saame
N4 N2 \ Nn

2 2 E 2 .
W & W. * ese *+ W
2. Z_i 2h £ "nb

p1+p2+...+pn-l

Siit jareldub, et
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Eas nii arvutatud keskmise vea M vdidrtus peab iihtuma
varem suvaliselt vietud M viddrtusega? Vahetegemiseks varus
tame arvutatud keskmise vea vdidrtuse iilakomaga:
iz p,v,°

n'— 1

M=

Sellele kiisimusele saame lihtsaimini vastuse, kui arvu-
tame M' vdlja. Arvutused annavad ootamatult tulemuseks ™'=
= 10,4 (M oli 4!),

Erinevuse pShjuseks on asjeolu, et a3 m&otmisel oli
tehtud riista justeerimisel viga: planimeetri iileminekukor-
daja oli valesti arvutatud. Niipea, kui mdne mddduriista null-
punkt on valesti middratud, p;eegeldub see 01;sekohe MN' Ja W
erinevuses.

Kui teistest vaatlustest erinevat vaatlust ei 3nnestu
parandade, sifs tuleb seadud kaalutud keskmise tépsuse iile-
hindamise véltimiseks v3tta kaalutud keskmise veaks suurus

Ml

q Zpi
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57
13

25
81
37
93
56
12

24
80

5.

HARJUTUSULESANDEID,

Liitmine

Ja - Teahntanine.

/

Jiargnevas tabelis on ldbisegi toodud kdik arvud 1-99:

8
o4
20
76
32

88
L

7
63
19
75

31
87

15
71
27
83
39
95
51
14
70
26
82
38
9

22
78
34
90
46

>
58
21,
77
33
89
45

29
85
41
97
33

9
65
28
84
40
96
52

36
92
48

4
60
16
72
35
91
47

23

59

43
99
55
11
67
23
7
42
98
54
10
66

50

6
62
18
4
30
86
49

5
61
17
£,

Leida kdikide veergude summad iilevalt alla liites.
Leida kdikide veergude summad alt iiles liites.
Leida k3ikide ridade summad.
Leida kahes karvut_isés veerus asetsevate arvude summad

(L+8=9, 57+ 64 =121, 13+ 20 =33, ... ) liitmist

vasakult paremale teostades.

Leida kdikide veergude sumnad, liitmist {ilevalt alla teos-

tades ning arve kahekohaliste arvudena liites

%3 ¢

(1+57 =



=58; 58 + 13 = 71; 71 + 69 = 140, ... ).
6. Ieida jargmised vahed:

279 - 186 = 828 - 665 =
317 - 197 = 2,62 - 1,89 =
950 - 669 = 4,47 - 2,61 =
256 - 191 = 3,23 - 1,60 =
477 - 281 = 744 - 4,49 =
7207 - 387 = 2652 - 689 =
7919 - 758 = 8704 - 253
950,49 - 498,65 = 416,07 - 219,44 =
10000 - 6734 = 2600 - 327 =

KorPutanlnes

7. Leida peast jidrgmised korrutised:

37% 12> 2 TEoPSS - PR
13 « 15 = 285 26s
19 + 18 = 3 - B
a7 2= I3 199
25 %27 = 4 . 13 =
107 - 114 = 306 '+ 123 '=
111113 = ¥ 1185
103 - 142 = 109" =103 =
86 + 97 = 87 - 9% =
77 .96 = X e
88 +107 = 1004 - 1027 =
93 :106 =/ 1012 - 1025 =
- R 5 o S B 106 * 98 =
38 : 46 = 492 « 496 =
54 + 58 = 491 - 498 =
507 509 = 502 - +513 =
503 - 531 = 466 * 494 =
987 - 996 = 993 + 1015 =

8. Korrutada jirgmised arvud arvudega 11,15 ja 25:
42, 36, 87, 91, 62, 34, 73, 264, 786, 935, 12634.
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9. Leida korrutised:

3-36 = 8486 =
8288 = 73-77 =
1614 = 4347 =

” #

10. Ristkorrutamismeetodit kasutades arvutada korrutised:

47 345 284 ’ 74
26 678 362 38
625 72 673 436
383 34 56 87
68 262 734 4
393 585 28 38
54 87 : 47 82
83 = 46 43 37

Arviads rugdud I R e o fe der

11. Leida jargmiste arvude ruudud:

35 = 85% =

652 = 165° = -
135° = 2852 =
2452 = 885 =
515° = 9452 =

942 = 98° =
1062 = 1132 =

872 = ! 78 =
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X2

13

14,

15.

16.

3?2,

Jje

373

“4rjaliku skeemi

W
()]
"

1123°

9982

abil arvutada jargmiste arvude ruudud:

3872, 83942, 6582, 3875°, 10932 .

leida kuubid:
3 3

113, 192, 263, 313, 493, 883, 993, 1023,

Ligiksudne

fleida sumnad:

13,42 + 0,847 + 168,07 + 346,8 = °
8,673 + 39,735 + 2,65 + 78,3

Teida vahed:
6,719 - 2,354
68,73 - 0,673

426,7 - 38,653

Leida korrutised
3,47 - 0,009
4,6783 - 8,6
28y =375
62,735 . 3,453

Kui suur on korrepirase

pikkus on 1,08 ecm?

]

arvutaninen

[

3,965 - 4,38 =
12,76 - 6,76 =

13,854 - 8,8538 =

Jja gapntised:

15,748 : 0,825

581,40 : 87,62

0,0636 : 0,00231
0,03476 : 92,85 =
24-nurga perimecter, kui

i
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18.

19.

<80,

21

23:

24,

25.

Leida vahe 6% - 2,6538.

Arvutada jdrgmise avaldise vddrtus, muutes harilikud
murrud enne kolme kiimnendkohaga arvudeks:

ARGV AL A
2 Aesigs &R W

Kontrollida tulemuse tépsust.

.

‘Mitme tiivikohaga peab v3tma arvu T , et ta relatiivne

viga oleks alla 0,001, alla 0,000017

Teades, et ligikaudse arvu 8,67348 relatiivne viga on
0,01%, hinnata selle arvu Jdigete tiivikontade hulks.
Leida avaldise

=(12§-ag)1j

.
ik

védrtus nelja dige kimnendkohegse (kahel viisil).

X

Leida avaldise

B LU I L e e
1-2 23 34  4-5 5.8

vaartus kolme kimnendkohags.

7
b —

1
2 )

C

Leida avaldise

SN N T R O~

vadrtus kolme tiivikohaga. litme kohaga tuleb arvutada
ruut juured?
Leida kolme kimnendkohaga sin 720, arvestades asjaolu,

et
sin 72° Sé\}10+ 2\/; 4
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26.

27.

28,

3.

2 2
Teida avaldise 3 = 2= ¥ Vg viirtus kahe kimnend-

x2— 2\/1;7 ‘
kohaga‘, LG R AT T EE R

2
leida x =S*+L  put wo=1,185 +0,005, ¢ = 1 22,

5 = 9%

d = 5,46 + 0,01.

Leida tidisnurkse kolmnurga hiipotenuus, kui kaatetid omn
2,17 + 0,005 gJa 3,9 ¢ 0,05.
Milliste nurkade puhul on tangensite tabelis argumendi

veal kdige vidiksem mdju tangensi vddrtusele?

Kolmnurga pindala tahetskse leida 0,2%-lise tidpsusega.
Millise tdpsusega tuleb selleks mddta suurusi a=6148,8m,
bA£96,5m ja C=c47,3° ?

Arvutamine ligikaudsete
valemite &3 s

31. Iigikaudseid valemeid kasutades leida:

1,003 + 1,024 = 1,018%=

0,996 - 0,992 = 1,0086° =
1,006 + 1,018 = 0,9942 =
1,015° = 0,994° =
0,98 = 1,006° =

\{1,003 = : \/0,994
1,0076 \’1,013

> 3

\’1,0? = \’0.992
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1:1,016 = 1: 0,982 =

1,003 : 0,988 = 0,998 : 1,024 =
1,007 0,998 1,005 = 1 : 0,986° =
a 3
1 :1,0032° = ¢ g 1,006 =
1,003 - 1,019 _ 0,979 . 1,0004 _
10,991 1,0017

Arvutuslikati.

Kdik tédhekesega mirgitud iilesanded tuleb lahendada iihe-
ainsa keele asetusega ainult niiti liigutades.
32*. Teisendage jargmised tollides mdddetud pikkused senti-
meetritesse:
0,758; 1,361; 2,493; 3,58; 5,71; 9,26; 11,07
(1. toll = 2,540 cm). . 3
33*. 13,25 kilomeetri pikkune teeldik tuleb jaotada viide
ossa, mis suhtuvad nagu 2:3:5:7,5:10,
34*, Leida ringide pindalad, kui nende 1ldbimdddud on
1,35; 4,91; 7,25; 11,313 24,06; 38,77.
35*. Kdrguselt h vabalt langeva keha kiirus avaldub vale-

mi,
o AP ol
Millised kiirused vastavad kdrgustele
| 12, 23, 36, 58, 112 m?
36. ILeida Jaréniate avaldiste viddrtused:

-

_815- 0,508 427 - 0,0879
71,6-0,0281 17,35 - 0,526
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. 12.5 .16 7,2- 6812 -35
62,5 2,4+ 1,7

37. Leidke jdrgmiste avaldiste vddrtused ja mirkige iiles ar-
vutamiseks kuluv aeg. Kui te kOik arvutused teete Giges-
ti ja ei kuluta selleks aega iile 25 minuti, siis olete

saavutanud juba kiillaldase arvutusvilumuse:

a) 1,2- 20,6+ 1,43+ 0,223;

4.75: 6,25+ 0,52-22,1-,
?
14,05 - 3,76 * 8,24

1920+ 0,00509 - V6,24
4,07- 70

d.) 48‘8 x 0.@5% 3
12,6+ 0,0304

soa-\/:’omi;

15,8 + 0,00834

b)

c)

e)
- £) 2,691:95 |

Hia gl 0 Ban-d /w8 28 n A0 s

38. Ieida 4;]ii.rgmiste vdrrandite reaaljuurte arv j‘a hinnata
nende ligikaudseid véddrtusi:
a) 2x - 25 = 0;
b) 2% = 4x;
¢) ¥
4) 3x--.2 =25
e) cos X = xz;

£) sinx=x;
g) cos x
138
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39.

40,

41.

42.

43,

n) x> = \x + 2 :
3 \/10 e o \/7 + X;

T =14+ xVx 3

) e
k) log x'=einx ;

Y sin-x =

M

Leida vdrrandi -
13-x2‘2!+1=0

reaaljuured tdpsusega 0,001, kasutades seejuures

a) kd5lude meetodit;
i
b) Newtoni meetodit;

¢) mdnda kuupkoonduvusege meetodit.

Leida vdrrandi
x6 +6x-8=0
positiivne juur kuue Gige kimnendkohaga.
Leida vorrandi
X =co8 X
reaal juured tédpsusega 0,0001,
Leida vdrrandi

0 -2x" =137 + Ux® + 24x -1 =0

kdik juured 0,1% tépsusega.
leida LobatSevski meetodiga vdrrandi
x* - x>+ 13%% - 30x - 49 = 0
koik juured 4 Gige tiivikohaga.
Leida vérrandi
e 3 s ex® - 5=0
kSik juured likkati tépsusega.
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46, Vorrandisiisteemi
2002 = 1 - 200+ 4y°
10y =5+ 2x%- 3>
lahendi algldhendiks sobib paar x = 0,3; y = 0,5. Pa-

randada neid viddrtusi iteratsioonimeetodiga.
47, lehendada vdrrandisiisteem

x=1n f »
y=3+zz-!2.
z =1+

10

48, Iehendada 0,01%-lise tépsusega Newtoni meetodi abil
vdrrandisiisteem
4,5 +2y° -2x-1=20
= ~ 1,5x -y = 0.
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Studenti t-tabel,
Nullhiipoteesi tdendosus p vabadusastmete arvu n' korral.

0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
1 6,31 12,71 31,82 63,66 636,62
2 2,92 4,30 6,97 9,93 31,60
3 2,35 3,18 4,54 5,84 12,94
4 2,13 2,78 3,75 4,60 8,61
5 2,02 2,57 3,37 4,03 6,86
6 1,94 2,45 3,14 3 91 5,96
? 1,90 2,37 3,00 3,50 5,41
8 1,86 2,31 2,90 *13;36 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,78
10 1,81 2,23 2,76 3,17« 4,5
11 1,80 2,20 2,72 3.33 4 44
12 1,78 2,18 2,68 3,06 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 4,22
14 1,76 2,15 2,62 2,98 4,14
15 1,75 213 2,60 2,95 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 4,02
17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,97
18 1,73 2,10 25595 2,88 3,92
19 1573 2,09 2,54 2,86 3,88
20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,82
22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,79
23 1571 2,07 2,50 2,81 3:77
24 .71 2,06 2,49 2,80 3479
25 1571 2,06 2,48 2,79 3,73
30 3,70 2,04 2,46 2505 3,65
40 1,68 2,02 2,42 2,70 3;5%
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,46
120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,37
90 1,65 1,96 20 2,58 3,29
141



F-tabdbel
Nullhiipoteesi tdendosus 0,05

1 - 3 4 > 6 12 24 o

1 164,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 244,9 249,0 254,3
2. .18,5..19,2 ~1958-:39,3 19,3 19,3:.49.4 19,5 19,5
40 20,1 19,6093 94 9.0 B9: 8,7 8,6 8,5
.72 EN -SR03 6280 50: %6
S 6,6 5.8y 5k 5,2 Sy 8,087 A5 &N
6
7
8
9

6,0:8,1 48,03 BN 8,374,0° 3.8° 3.7
SLOURA7 A XA g VN0 30936 3R 3D
5380855 053,88 35F S3,6CF Y 3,2 2.9
SodiiMed- 1M 06 - BEINEIY 29727
30¢  S,05081 . 3W.55.5 /I3 32049 2,7752.5
0 A8 9.0 B3 NE T k1 9B 2,6 1 2.A
22" 8,87.3.9 F s B T b e T it RS B e S
337 64,74 3.8 At ged 01238 " 0.6 2.8 2.2
W 8,67°3,7 s 2230 JI0 2.9 oS L3 2
15 4,5 3,7 I i 3.1 29 28 9?25 23 2%

TS S T
37 . a5 3.6 -
18 4.4 3,6
R
20 4,4 3,5

30 BA 23 RA 2380
. Fo gk ¥ WEaT S BRI TR T
29 28 8- 4 23:09
2O 2V 2 Y 2348
28 3V 28 2y 2L Al

-~ SO s B T
24 8. 3:23.4
2582 -3
a8 . 8.2 2.3
30 4,2..3,3

2.8 B 2602 2o tuna
9 2.8 %6 28 2R ZOiaY
O BN B 2922 2.0 HaLY
0 R0 206 V2N SR 39 a0
G 2.7 28 PAR2A A8 AE

N wwww wWwwww W wwww
-
H NNV N

80" 8,1 352 280 50,6 35 2,3 590 altiLs

60,5 4,0 20352 2,8 .25 208 2,3 B9 2.7
120 3,943 2.9 25 2.3 2,2 VRB A6 A
o0 3,8 w30 2,6 24 2525 2 A8 A5 90
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16
17
18

19
20

24

28
30

40

120

F-tabel
Nullhiipoteesi tdendosus 0,01

1 2 3 4 S 6 8 12 24 oo

4052 4999 5403 5625 576} 5859 5981 6106 6234 6366
98,5 99,0 99,2 99,3 99,3 99,4 99,3 99,4 99,5 99,5
34,1 30,8 29,5 28,7 28,2_27,9 27,5 27,1 26,6 26,1
21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 14,8 14,4 13,9 135
16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,3 9,9 9,5 9,0

1,37 10,9 9,8 9,2 8,6 8,5 8,1 7,7 7,3 6,9
12,3 9,6-8,% 7,9- 7,5 7,2, 6,8 6,5 6,1 5,7
12,3 8,7 7:6 7,06,6 6,4 6,0 5,7+5,3 %9
10,6 8,0 7,0 6,4 6,1 5,8 5,5 5,1 4,7 4,3
10,0 7,6 6,6 6,0 5,6 5,4 5,1 4,7 ‘4,3 3,9

9,7 7,2 6,2 5,7 5,3 5,1 4,7 4,4 4,0 3,6
92,3 6,9 6,0 54 5,1 4,8 4,5 4,2 3,8 3,4
9,1 6,7 5,7 5,2 4,9 4,6 4,3 4,0 3,6 3,2
8’9 6'5 5'6 5'0 #’7 4'5 4'1 3'8 3'# 390
8,7 6,4 5,4 4,9 4,6 4,3 4,0 3,7 3,3 2,9

8,5 6,2 5,3 4,8 4,4 4,2 3,9 3,6 3,2 2,8
886X 8P RT N3 NI B 3,5 3,10 87
8,3 6,0 '5A. 4,6 4,3 8,0 3,7 34 3,0 2;6
8,2 5,9 %0 A5 %2 3936 3,3 29 2,5
8,1 59 49 44 a,1 39 3,6 3,2 2,9 2,4

2:9:.5,72.- 8.8 4.3 :%0 3,8 3.5 3.1 2.8 2.3
285,887 £.2:.3.9..3.7:3.3 50 2,7 28
7.7 5.5 4.6 8,1 38 3.6 33 3,026 22
7.6 5,5 8,683 3.8 3/5 3,2 2,9 2,5 24
7,6 54 4,5 4,0 3,7 3,5 3,2 2,8 2,5 2,0

7ed 5o M3 3,835 33 3,0.2,7 2,3 1,8
7:32: 38 . 28 933330 A8 25 .21 18
B9 48 4,0 3,532, %0 2,7 2,3 2,0 ¥A
6,6 4,6 3,8 3,3 3,0 2,8 2,5 2,2 1,8 1,0
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