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Sissejuhatus

Kéesoleva bakalaureusetdo eesmérgiks on anda iilevaade p-aadilistest arvudest ning nen-
de omadustest. Esimesena kirjeldas p-aadilisi arve Kurt Hensel 19. sajandi lopul. Kuigi
kohe alguses neile praktilist rakendust ei leitud ja neid kisitleti kui eksootilist osa puhtast
matemaatikast, siis tdnapdeval on p-aadilistel arvudel matemaatikas oluline koht. Seda
néiteks arvuteoorias, kus p-aadilised arvud voimaldavad kasutada matemaatilise ana-
liilisi meetodeid erinevate probleemide lahendamiseks, astmeridadega seotud tehnikate
arvuteooriasse sissetoomine oligi iiks p-aadiliste arvude esimesi matemaatikasiseseid ra-
kendusalasid. Koige tuntuimaks p-aadilisi arvude rakendusteks on ilmselt Andrew Wiles’i
Fermat’ suure teoreemi toestus. p-aadilite arvude pohjal on isegi vilja tootatud terve ma-
temaatika valdkond, mida kutsutaks p-aadilisteks analiiiisiks, ning mis pakub alternatiivi
klassikalisele matemaatilisele analiiiisile.

p-aadilistel arvudel leidub mitmeid kasutusalasid ka véljaspool matemaatikat. Naiteks
leidub neil olulisi rakendusi fiiiisikas, kus teatud mudeleid on kasulikum kirjeldada just
p-aadiliste arvude abil. Samuti kasutatakse p-aadilisi arve niiteks arvutiteaduses pseu-
dojuhuslike arvude genereerimiseks, bioloogias keeruliste siisteemide kirjeldamiseks ning
veel paljudes teistes valdkondades. Huvitatud lugejal on p-aadiliste arvude ning nende
rakendustega voimalik pohjalikumat tutvuda artikli [8] abil.

Siin esitatud materjal tdiendab Toivo Leigeri poolt koostatud mittearhimeedilise funkt-
sionaalanaliiiisi loengukonspektile [9], mis on praktiliselt ainus pogusam sellealane ees-
tikeelne kisitlus. Seetottu on edasipidi eelnimetatud loengukonspektis juba toestatud
tulemustele iiletoestamistest loobutud ning vastavate konspekti [9] osadele viidatud..
Kéesolev bakalaureuset66 on referatiivne ning selle kirjutamisel oli peamiseks allikaks
Svetlana Katoki poolt kirjutatud opik [7]. Lisaks sellele kasutati t66 kirja panekul raa-
matuid [3],[4],[1], elektroonilisi mérkmeid [5], [6] ja loengukonspekte [9] ,[2].

Esimeses, sissejuhatavas peatiikis on &ra toodud meetriliste ruumide ja normeeritud
korpustega seotud pohimoisted ning nende omadused, mida t66s hiljem vaja ldheb. Lisaks
antakse iilevaade normeeritud korpuse taielikustamise protsessist.

Teises peatiikis tuuakse sisse mittearhimeedilise normi ja ultrameetrilise ruumi moisted
ning vaadeldakse nende omadusi. Samuti ndidatakse erinevust arhimeediliste ning mit-
tearhimeediliste normide vahel ning kirjeldatakse moningaid olulisemaid ultrameetriliste
ruumide omadusi.

Kolmandas peatiikis defineeritakse p-aadiline norm ja konstrueeritakse p-aadiliste arvu-
de korpus. Niidatakse, et p-aadilistel arvudel on iithene nn. kanooniline esitus, ja tehakse
sellest moned jareldused.

Jargmises ehk neljandas peatiikis vaadatakse l&hemalt p-aadiliste arvude aritmeetikat
nii abstraktselt, kui ka konkreetsete néidet abil. Kirjeldatakse tdisarvu moistet laienda-
vaid p-aadilisi tdisarve ning nende pdoratavust. Tuleb vilja, et leidub p-aadilisi téisarve,
mille péordelemendid on samuti p-aadilised taisarvud.

Viiendas peatiikis on esitatud meetod ratsionaalarvude arendamiseks p-aadilisteks ar-
vudeks ning esitatud tingimus p-aadilise arvu ratsionaalarvuks olemise jaoks. On nii-
datud, kuidas seda teha mitmetel erijuhtudel ning toodud selle kohta ka konkreetseid
néited.



Sellele jargnevas, kuuendas peatiikis toestatakse oluline tulemus poliinoomide juurte
leidmiseks p-aadiliste arvude korpuses (Henseli lemma). Viimasest tuletatakse kriteeriu-
mid juurte kuulumiseks p-aadiliste taisarvude hulka ja ruutjuurte leidumiseks p-aadiliste
arvude korpuses.

Seitsmendas peatiikis on eraldi vaatluse all p-aadiliste arvude analiiiitilised, topoloo-
gilised ning algebralised omadused. Kirjeldatakse niiteks kerasid ning nende vahekordi
korpuses Q,, p-aadiliste tdisarvude téielikkust, p-aadiliste ridade koonduvust ja abso-
luutselt koonduvust, p-aadilisi ihejuuri ning niidatakse, et p-aadilised téisarvude hulk
on p-aadiliste arvude korpuse koikjal tihe alamhulk. Tuleb vilja, et p-aadilistel arvudel
on reaalarvudega sarnaseid omadusi, aga ka selliseid huvitavaid omadusi, mida reaalar-
vude hulgal ei ole, niiteks koonduvad read parajasti siis, kui rea iildliige hagbub, koik
kerad p-aadiliste arvude ruumis on nii kinnised kui lahtised hulgad ning neil pole kindlat
keskpunkti ja v/—1 € Q, parajasti siis, kui p = 1 (mod 4). Peatiikki 16pus on tehtud
sissejuhatus p-aadiliste kompleksarvude valdkonda.

Kaheksandas peatiikis sonastatakse ning toestatakse Ostrowski teoreem, mis niitab,
et koik mittetriviaalsed normid ratsionaalarvude korpusel on ekvivalentsed kas absoluut
vaartusega voi ithega p-aadilistest normidest. Sellest jareldub, et ratsionaalarvude korpuse
ainsateks téielditeks on reaalarvude korpus ning p-aadiliste arvude korpused.

Uheksandas ehk viimases peatiikis antakse liihike iilevaade g-aadilistest normidest ja
arvudest ehk sellest, mis juhtub siis, kui proovida defineerida p-aadilisele normile sarnane
g-aadiline norm, kus g on kordarv.



1 Normeeritud korpused

Selles peatiikis tuletame meelde vajalikud funktsionaalanaliiiisi moisted ja defineerime
normeeritud korpused, kirjeldame, mida kujutab endast normide ekvivalentsus ning kui-
das normeeritud korpuseid on voimalik tdielikustada.

1.1 Normid ja jadad

Tuletame esiteks meelde meetrika ja selle jirgi koonduvusega seotud moisted ning vaat-
leme neid normeeritud korpuste kontekstis.

Definitsioon 1.1. Meetriline ruum on selline hulk M, millel on méaratud kujutus d :
M x M — R, mida nimetatakse meetrikaks ning millel on jirgmised omadused:

(a) d(z,y) 2 0; d(z,y) =0 <= z =y,
(b) d(z,y) = d(y, x) Yo,y € M,
(c) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Vx,y,z € M. (kauguse kolmnurga vorratus)

Arvu d(z,y) nimetatakse punktide z,y vaheliseks kauguseks.
Enne jérgmise definitsiooni juurde minekut, teeme koigepealt vaikimisi eelduse, et selles
t66s on koik korpused kommutatiivsed.

Definitsioon 1.2. Olgu (K, +, -) korpus. Norm korpused K on kujutus ||-|| : & — [0, c0),
millel on jargmised omadused:

(A1) ||z|| = 0 ainult siis, kui x = 0,
(A2) [lzyll = =]yl Vz,y € K,

(A3) [lz+yl| < |lzl| + |lyll, Vz,y € K (normi kolmnurga vorratus).

Normiga varustatud korpust K = (K, ||-||) nimetatakse normeeritud korpuseks ningo
omadusi (A1)-(A3) normi aksioomideks. Normi kutsutakse triviaalseks, kui ||0]] = 0 ja
|lz|| = 1 iga 0 # = € K korral. Olgu 1 korpuse K iihikelement ja -1 iihikelemendi
vastandelement. Paneme tdhele, et iga n € N korral

n-1l=1+..+1€ K.
~—_——

n liidetavat

Edaspidi tdhistame sellist elementi lihtsalt naturaalarvuga n.
Lause 1.3 ([9, lause 2.1]). Mis tahes x,y € K korral kehtivad jargmised omadused:
(a) [} = [I=1]} = 1,

(b) flzfl = =],



(©) llz £yl > [llzll = Iyl
() flz =yl < llzll + llyll
(e)
(f) In]] <nmVneN.

]

z
y llyll”

Olgu d(z,y) = ||z — y||. Normi definitsioonist ning selle omadustest jireldub, et d on
meetrika. Toepoolest, d(z,y) = 0 siis ja ainult siis, kui # = y; omadusest (b) jareldub,
et d(x,y) = d(y, ) ning omadusest (d) jareldub kolmnurga vorratuse kehtimine. Seega
on (K, ||-||) meetriline ruum ning sellisel juhul Geldakse, et see meetrika on indutseeritud
normi [-|| poolt.

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et jada (x,), kus =, € K

(a) on tokestatud, kui leidub selline reaalarv C' > 0, et

llan]| < CVn € N;
(b) on hddbuv ehk nulljada, kui
lim ||a,| =0
n—oo

ehk iga ¢ > 0 korral leidub selline N (¢) € N, et iga naturaalarvu n > N korral
lanll <&

(¢) on Cauchy jada, kui
lim |ja, —anl =0
,1M—00
ehk iga ¢ > 0 korral leidub selline N (¢) € N, et koigi naturaalarvude n,m > N
korral ||a, — an| < ¢;
(d) koondub arvuks a € K ehk lim a, = a, kui

n—o0

lim [ja —a,|| =0

n—oo
ehk iga € > 0 korral leidub selline N € N, et iga naturaalarvu n > N korral
llan, —al| < e.

Sellest definitsioonist jareldub, et iga hddbuv jada koondub nulliks. Kolmnurga vorratust

kasutades ndeme ka, et iga koonduv jada on Cauchy jada. Tdepoolest, olgu lim a, = a
n—oo

ning fikseerime vabalt € > 0. Kui naturaalarvud n,m > N (%) € N, siis

£ €
Han—amH:Han—i-a—a—amHSHan—aH—i-Ham—aH<§+§:5.



Definitsioon 1.5. Meetrilise ruumi M alamhulka A nimetatakse lahtiseks hulgaks, kui
igal selle hulga elemendil leidub selline iimbrus, mis kuulub téielikult hulka A.

Definitsioon 1.6. Meetrilise ruumi M alamhulka A nimetatakse kinniseks hulgaks, kui
see sisaldab koiki oma rajapunkte, st koiki selliseid punkte a € M, et

B(a,e)={zeM||lz—a]| <e}NA#O ja B(a,e)N(M\A) # OVe > 0.
1.2 Normide ekvivalentsus

Kirjeldame siinkohal voimalike seoseid korpuse K normid vahel..

Definitsioon 1.7. Norme ||-||, ja ||-||; korpuses K nimetatakse ekvivalentseteks, neil on
samad Cauchy jadad ehk

lim [|a, — am||; =0« lim|la, — apll, =0,
m,n m,n

Viimast situatsiooni téhistatakse ||-|[; ~ [|]|5-
Jargmiseks toestame iihe lihtsa aga viga kasuliku lause.

Lause 1.8. Olgu x € K. Sellisel juhul ||z|| < 1 parajasti siis, kui li_>m |l=™|| = 0.
n—oo

Toestus. Olgu x korpuse K element ning kehtigu ||z|| < 1. Kuna |2"] = ||z||", siis
saame, et

lim |[z"] = lim ||z||" = 0.

n—o0 n—oo

Teisipidi, kui ||z|| > 1, siis iga naturaalarvu n korral ||z"| > 1 ning seega lim |x"| #
n—oo
0. O

Lause 1.9. Olgu |||, ja |||, normid korpusel K. Kui ||-||, on triviaalne norm ja ||-||; ~
|-l siis on ka |||, triviaalne norm.

Toestus. Olgu |-||; triviaalne norm iile korpuse K ning |-||; ~ |[|-||,- Eeldame vastu
véiteliselt, et ||-||, el ole triviaalne. Siis leidub selline a € K nii, et 0 < ||a|, < 1 ja seega

li_>m lla™]], = 0. Kuid ténu sellele, et normid ||-||; ja ||-||, on omavahel ekvivalentsed,

n—oo

kehtib ka li_>m la"||, = 0, mis on aga vastuolus eeldusega, et [|-||; on triviaalne, kuna
n—oo

eeldasime, et a # 0 ning jarelikult lim |a"|; = lim 1™ # 0 . Jérelikult on norm |||,

samuti trviaalne O

Lause 1.10. Kaks normi |||, ja |||, korpusel K on ekvivalentsed parajasti siis, kui
leidub selline posititvne reaalarv a, et

]l = ll=lly Vo e K. (1.1)



Toestus. TARVILIKUS. Olgu ||-[[; ~ ||-]|. Oletame vastuviiteliselt, et vordus (1.1) ei
kehti ehk leiduvad sellised z,y € K, mille korral

_ Inflzlly , Inflyfl

a(z) = a(y)-

Inflzfly T Inflyll,
Sellisel juhul on vektorid a = (In||z||; ,In||z||,) ja b = (In||y||; ,1n |ly||,) lineaarselt soltu-
matud ning moodustavad vektorruumi R? baasi. Olgu ||-|| ruumi £3 norm ehk eukleidiline
kaugus ruumis R2. Iga vektor v € R? on voimalik kirja panna kujul v = via + veb. Defi-
neerime w = |v1| a + [v2] b, kus |-| on alumise taisosa funktsioon. Siis

[ = wll = [lvra = [v1] @+ v2b — [v2] b]]
< llal[flvx = Lol + [0l llva = Lv2]|
< llall + [l6] = R.,

st, et koik ruumi R? vektorid on mingi raadiuse R kaugusel ménest “tiisarvulisest” vek-
torist. Muuhulgas on igas keras B (R, a) moni "tiisarvuline” vektor. Leiame need jérjest
keradest, mis on pandud nn "ristkiilikutesse” [2kR, 2(k+1)R] X (—oo, —kR)]. See tdhendab,
et on voimalik leida jada (vg 1, vg2) , nii, et iga k =1,2,...

V10 + vg2b € 2R, 2(k + 1)R] x (—o0, —kR].

See omakorda tdhendab, et 2kR < vg 1 In||z||, - vg2Inlyll; <2(k+1) R ja v In ||z, +
va1 Inflylly < —kR.
Olgu jada z; = aVk1y%*2 € K. Siis

Iyl R
, : el V210K 1 Tnllzll3 —kR
Y Y iy P < 2|l = kR

Kui k£ — oo, siis ||zk|l, — 0 ehk z; on normi ||-||, jirgi hddbuv jada ning seega Cauchy.

Samas i
niyll
Vk,1 Vg, 2 lnHz||1’Uk,2+'Uk,1 c |:62uR 62(u+1)R]
s .

lzklly = llzll™ Nyl = lllly
Kui v — 1 > 2, siis

”Zu - Zl”l > ”ZUH1 o Hzl”l > eZuR - 62(l+1)R > 62(u+2)R - 62(l+1)R > eZR —1>0.

Jéarelikult (z,) ei ole Cauchy jada normi ||-||; suhtes. See on aga vastuolus meie eeldusega,
et normid ||-||; ja ||-||; on ekvivalentsed.
Piisavus. Oletame, et leidub selline positiivne reaalarv a, et

lzll, = ||lz|l5, Vo € K.

On lihtne ndha, et siis on nendel normidel samad Cauchy jadad. Toepoolest, kui jada
(ay) on Cauchy jada normi ||-||;ehk iga € > 0 jaoks leidub selline indeks N > 0, et koigi



m,n > Ny korral
Han - amH1 = Han - am”g <g,

siis mingi indeks N» korral ilmselt
lan — amlly <e,
kui n,m > N,. O

Jargmisena kirjeldame koiki norme ratsionaalarvude korpusel, mis on ekvivalentsed
absoluutviartusega.

Lause 1.11. Kujutus ||z| = |z|",0 < a € R, on norm ratsionaalarvude hulgal Q siis ja
ainult siis, kui a < 1. Koik sellised normid on ekvivalentsed absoluutvddirtusega |-|.

Toestus. Olgu a < 1. Kahe esimese normi aksioomi kehtimine on ilmne, peame kont-
rollima vaid kolmnurga vorratuse kehtivust. Oletame lihtsue mottes, et |y| < |z|, juhul
ly| > |x| on tdestus sarnane. Siis

a
Y
o 31" < Gl + )" = Ja* (14 4

<t (1) < (14 (1))

= [z|* + |y[*.
a a
Vorratus |z|* <1 + %) <z|* <1 + %) jareldub sellest, et (1 + %) =t* <t kuit>1
ja a < 1, ning jirgmine vorratus asjaolust, et % <lehkt*>¢t kuio<t<ljaa<l1.
Kui aga a > 1, siis kolmnurga vorratus ei kehti. Néiteks |1 4+ 1] =2% > |1|* + [1]* = 2.
See, et |-|* ~ |-|, jareldub otseselt eelmisest lausest. O

1.3 Normeeritud korpuse tdielikustamine

Antud alapeatiikis anname iilevaate sellest, kuidas suvalise normeeritud korpuse K jaoks
konstrueerida seda sisaldav téielik normeeritud korpus K.

Definitsioon 1.12. Normeeritud korpust K nimetatakse téielikuks, kui iga Cauchy jada
selles korpuses koondub.

Definitsioon 1.13. Meetrilisi ruume K ja L koos oma kaugustega d; ja do nimetatakse
1someetriliseks, kui leidub selline siirjektsioon ¢ : K — L, mis siilitab elementide vahelise
kauguse, st

di (), p(y)) = da(z,9),
kus x,y € K.

10



Definitsioon 1.14. Meetrilise ruumi K tdieldiks nimetatakse sellist taielikku meetrilist
ruumi L , mille puhul on M on isomeetriline ruumi L koikjal tiheda alamruumiga.

Lause 1.15 (]9} peatiikk 2.3]). Kui (a,) ja (by) on Cauchy jadad, siis seda on ka jadad
(an +by), (an — by) ja (anby).

Olgu (K, ||]|) normeeritud korpus, millel on defineeritud liitmis-ja korrutamistehe, ning
olgu C'(K) koigi selle korpuse Cauchy jadade hulk. Kuna K on kommutatiivne ning eel-
mise lause pohjal on C'(K) kinnine liitmise ja korrutamise suhtes, siis on C' (K) kommu-
tatiivne ring. Selle nullelemendiks on jada

0=(0,0,0,...)

ja tihikelemendiks jada
1=(1,1,1,...).

Definitsioon 1.16. Ringi R nullist erinevat elementi a € R, mille korral leidub kas
nullist erinev element b € R voi nullist erinev element ¢ € R nii, et kas ab = 0 voi ca = 0,
nimetatakse nullitequriks.

Lause 1.17 (1] lause 3.2.21]). Korpus ei sisalda nullitequreid.
Lause 1.18. C (K) ei ole korpus.

Téestus. C(K) ei ole korpus, sest see sisaldab nullitegureid. Uheks neist on niiteks
(1,0,0,...)-(0,1,0,...) = 0.

O

Definitsioon 1.19. Kommutatiivse ringi R mittetiihja alamhulka I nimetatakse selle
ringi ¢deaaliks, kui on tiidetud jargmised tingimused:

(a) a,bel = a+bel,

(b) @ € I = ar € I mis tahes a,r € R korral.

Definitsioon 1.20. Olgu Rring, I selle ringi ideaal ning tdhistame R/I ={T =z +i|z € R,i € I}.
Defineerime tehted vordustega

T+y=1+y, T-J=7T7.
Hulka R/I nimetatakse ringi R faktorringiks ideaali I jérgi.

Olgu P C C(K) korpuse K koigi hddbuvate jadade hulk. Hulk P on ringi C (K)
ideaal. Toepoolest, kui (ay,), (b,) € P, siis tdnu C(K) kommutatiivsusele ning lausele
1.5 kuuluvad ka (ap +b,) ja (anby,) hulka P. Faktoriseerides ringi C' (K) tema ideaali
P jirgi saame uue hulga K = C (K) /P. Selle hulga elemendid on korpuse K Cauchy
jadade ekvivalentsiklassid.

11



Lemma 1.21 ([9] lemma 6.1.11] ). Kaks klassi on ekvivalentsed parajasti siis, kui nende
esindajate vahe on nulljada.

Olgu a,b € K suvalised. Paneme téhele, et konstantsed jadad
a=(a,a,a,...)
ja )
b= (b,b,b,...)
esindavad hulgas K erinevaid ekvivalentsiklasse, sest

a—b=(a—ba—ba—b,...)

ei ole hiibuv jada, kui a # b. Seega on korpus K hulga K alamhulk: kui a € K, siis
samastatakse see hulgas K konstantse jadaga a = (a,a,a,...). Viimane samastus ongi
korpuste vaheline isomeetria.

Lause 1.22 ([9, peatiikk 2.3]). Kui (a,) ~ (al,) ning (b,) ~ (b)) korpuses K, siis ka
(an £ bn) ~ (ay, £by,) ja (anbn) ~ (agbf,).

Olgu (a,) € A ja (b,) € B hulga K erinevad ekvivalentsiklassid . Defineerime tehted
jargmiselt:
A+B=(a,+b,) ja A-B=/(ay-by).

Lause 1.23 ([9, teoreem 2.5]). K on korpus.

Definitsioon 1.24. Iga ekvivalentsiklassi A € K jaoks defineerime normi
[All = lim f[an]l,
n—oo

kus jada (ay) on klassi A suvaline esindaja.
Lause 1.25 ([9, teoreem 2.5] ). ||| on norm korpusel K.

Teoreem 1.26 ([9, teoreem 2.5, peatiikk 2.3]). K on tdielik normeeritud korpus, milles
K on tihe alamkorpus. Korpuse K tehted laienevad korpusele K s.t, kui

A= lim (a,) ja B= lim (b,),

n—oo n—oo
8118

A+B:li_>m (an+bp) ja A-B= lim (a,-by).

n—o0

2 Ultrameetrilised ruumid

Antud peatiikis vaatleme iiht erilist tiilipi meetrilisi ruume, millel on mitmeid huvitavaid
omadusi.
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Definitsioon 2.1. Oeldakse, et norm |-|| korpusel K on mittearhimeediline, kui mis
tahes z,y € K korral
[l +yll < max {{lz], [[y]l}-

Seda normi omadust kutsutakse tugevaks kolmnurga vorratuseks. Normi, mis ei ole mit-
tearhimeediline, nimetatakse arhimeediliseks.

Definitsioon 2.2. Meetrikat d hulgal X nimetatakse ultrameetrikaks, kui mis tahes
x,y,z € X korral
d(z,z) < max{d(z,y),d(y,2)} .

Viimast kauguse omadust nimetatakse tugevaks kolmnurga vorratuseks. Meetrilist ruumi
(X, d) nimetatakse seejuures ultrameetriliseks ruumiks.

Mirgime, et mittearhimeediline norm ||-|| korpusel K indutseerib ultrameetrika. Toe-
poolest, mis tahes x,y, z € K korral

d(z,2) = |lz — 2| = [(z —y) + (y = 2)
< max {[lz —yl, [ly — 2}
= max{d(m,y),d(y,z)}.

Jargmine lause annab piisava ja tarviliku tingimuse selleks, et norm ||-|| korpusel K oleks
mittearhimeediline.

Lause 2.3 ([9, lause 2.4]). Olgu ||-|| norm korpusel K. Jargmised vdited on samavidrsed:

(a) ||| on mittearhimeediline,

(b) |In|| <1 iga naturaalarvu n korral,

(c) |In|l <1 iga tdisarvu n korral,

(d) kui a,b € K ja ||al| <|b||, siis ||b—al =]b].

Lause 2.3. demonstreerib erinevust arhimeediliste ja mittearhimeediliste normide vahel
ning sellel on mitmeid olulisi jareldusi.

Lause 2.4. Kui mittearhimeedilise korpuse K elemendid a ja x rahuldavad vorratust
| — all <{lall, (2.1)
siis |l = Jlall.
Toestus. Tugeva kolmnurga vorratuste jérgi
]l =l — a + al| < max{|lz —al, [|al[} = [la] -

Sarnaselt
lall = lla — 2 + 2| <max{[la—=z|, [z}
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Kui kehtiks ||z —al| > ||z||, siis [Ja|| < max {|la — z]|,||z]} = || — al|, mis on vastuolus
vorratusega (2.1). Seega ||z — al| < ||z, jarelikult ||a|| < max{|la — z||, ||z||} = ||=| ning
kokkuvottes ||z|| = ||al|- O

Antud jarelduse geomeetriline tolgendus on, et ultrameetrilises ruumis on iga kolmnurk
vordhaarne ja teravnurkne, st selle aluse pikkus ei iileta haarade pikkust:

X

I
Ix-all

0 a

lall

Lause 2.5. Norm on arhimeediline, kui ta rahuldab jirgmist Archimedese, aksioomi. Olgu
xz,y € K,x #0. Siis leidub selline n € N, et |nz| > |ly|| ehk sup {||n|| : n € N} = occ.

Toestus. Kui norm ||-|| korpusel K on mittearhimeediline, siis ||n|| < 1iga n € N korral
ehk
sup{||n|l : n € N} <1.

Kui norm ||-|| on arhimeediline siis leidub selline n € N, et ||n|| > 1. Kuna |n-n| =

In|l - [|n]] > 1 ja lim ¢"™ = oo kui ¢ > 1 siis on voimalik sedasi jatkates leida arve, millel
n—oo

on kuitahes suured normid ehk sup {||n| : n € N} =00 . O

Lause 2.6. Kui norm ||| korpusel K on mitterhimeediline, siis iga reaalarvy o > 0
korral on ka ||-||* mittearhimeediline.

Téestus. Kui ||-|| on korpusel K mittearhimeediline siis iga n € Z korral ||n| < 1.
Reaalarv o > 0 ning |[n| < 1 korral ka ||n||* < 1. Jarelikult lause 2.5. pohjal on ka
norm||-||* mittearhimeediline. O

Lause 2.7 ([9, lause 1.6]). Iga kera ultrameetrilises ruumis M on samaaegselt nii kin-
nine, kut lahtine hulk.

Lause 2.8 ([9, lause 1.7]). Kui ||-|| on mittearhimeediline norm korpusel K, siis kera
B, ={z: |z —a| <} iga punkt on selle keskpunkt.

3 p-aadiliste arvude korpus

Koige lihtsam néide normist ratsionaalarvude korpusel on absoluutvéértus ||, mille poolt
indutseeritud meetrika d (z,y) = |z — y| on kahe arvu vaheline kaugus arvteljel. Selle nor-
mi abil ratsionaalarvude téielikustamine annab tulemuseks reaalarvude korpuse. Antud
peatiikis uurime teisi voimalusi kahe arvu vahelise kauguse mootmiseks.
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Definitsioon 3.1. Olgu p suvaline algarv. Téhistame ratsionaalarvu = korral

d suurim arvu p aste, mis jagab arvu z, kui x € Z;
ord,r =
P ordya — ordyb, kui x = ¢,a,b € Z,b # 0.

On kerge néha, et kui z = 7 on ratsionaalarv, siis kujutuse ord,z védrtus ei soltu

. . . . o a0 -
tegurite a ja b valikust, st, kui x = b—; = i siis ord,z = ord,a; —ord,b; = ord,as—ord,bs.

Lause 3.2 (|9, peatiikk 2.4]). Olgu a,b ja c tdisarvud ning b,c # 0. Siis kehtivad jirg-
mised omadused:

(a) ordpab = ordya + ord,b;

(b) ord,y = ordy%s .

Definitsioon 3.3. Olgu p € N suvaline algarv. Defineerime ratsionaalarvude korpusel
Q kujutuse |-, jirgmiselt:

p

1 .
—— k
‘x’ _ pordpz ur r # 07
0 kui x = 0.
Paneme téhele, et kujutus |z| , saavutab korpuses Q vaid loenduva arvu erinevaid véér-
tusi, nimelt {p™,n € Z} U {0}.

Lause 3.4. Kui a,b € N, siis a =b (mod p™) parajasti siis, kui |a — b|p < I%.

Téestus. Olgu a,b € N sellised, et a = b (mod p"). Siis a —b = 0 (mod p") ehk p"
jagab arvu a — b. Definitsiooni jérgi ord, (a —b) > n nng seega |a —b|,, < #. Teisipidi,
kehtigu |a —b],, < 1%' See aga tdhendab, et arv p jagub arvu a — b vihemalt n korda ning
seega a —b =0 (mod p") ehk a = b (mod p"). O

Lause 3.5 ([9, lause 2.6]). Kujutus |-|, on mittarhimeediline norm korpusel Q, s.t mis
tahes arvude a,b € Q ja algarvu p korral

o+ ll, < max {lall, b1l } -

Normi |-|, nimetatakse p-aadiliseks normiks korpusel Q.

Niide 3.6. Leiame !%‘7. Kuna % = $3531§, siis
2058
ord;—— = ord72058 — ord7385 =3 —1 =2
385
ning seega
2058 1 11
385 |, gord,ZE 72 49

Mirkus 3.7 ([9, mérkus 2.3.). Kui p1,p2 € N on erinevad algarvud, siis normid |z|, ja
||, el ole omavahel ekvivalentsed.
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Definitsioon 3.8. Olgu p € N algarv. Olgu Q, korpuse Q tiieldi p-aadilise normi
||, suhtes. Lause 1.23. kohaselt laieneb p-aadiline norm hulgale Q, ning (@p, Hp> on

taielik normeeritud korpus, milles QQ on koikjal tihe alamkorpus. Korpust @, nimetatakse
p-aadiliste arvude korpuseks.

Definitsioon 3.9. Korpuse Q, elemente nimetatakse p-aadilisteks arvudeks, st p-aadilised
arvud on ratsionaalarvude Cauchy jadade ekvivalentsiklassid normi Hp suhtes, kusju-
ures ratsionaalarv a samastatakse sellle ekvivalentsiklassiga, kuhu kuulub jada (a) =

(a,a,...).

Mirkus 3.10 ([9, méirkus 2.4]). Norm ||, viljastab korpustes Q ja Q) samu véfrtusi
{p",n e Z} U{0}

Viimast omadust ei ole eukleidilisel absoluutvéértusel, kus norm |-| saab ratsion-
aalarvude tiielikustamisel reaalarvudeks omada koiki mittenegatiivseid reaalarvulisi vaar-
tusi. Lisaks sellele paneme téhele, kui |a|p = 0, siis vastava Cauchy jada normide jada

<\an] p> peab mingil hetkel piisavalt suurte n-i vidrtuste juures stabiliseeruma, sest normi
||, voimalike védrtuste hulga {p",n € Z} U {0} ainsaks kuhjumispunktiks on 0. Kui
|al p =p" # 0, siis, kuna p" ei ole selle p-aadilise normi véirtuste kuhjumispunkt, leidub
selline € > 0, et B (p",e) = {p"}. Kuna jada <|an|p) koondumisel arvuks p™ peab iga

e > 0 korral leiduma keras B (p",e) = {p"} selle jada elemente siis jarelikult peab leidub
selline indeks IV, et iga n > N korral |a,|, = p".

Iga Cauchy jadade ekvivalentsiklass, mis defineerib mingi elemendi korpuses @Q,,, omab
teatud kanoonilist kuju. Selle konstrueerimiseks vajame jargmist tulemust.

Teoreem 3.11 (|9, lause 2.8|). Igal ekvivalentsiklassil a korpuses Qp, mis rahuldab
tingimust |a|, < 1, on tdpselt iiks seda esindav Cauchy jada (a;), millel on jirgmised
omadused:

(a) a; €Z,0 < a; <p' igai=1,2,... korral,

1

(b) fai — ai-1l, < 5

ehk a; = a;41 (mod pi) igai=1,2,... korral..

Kui a € Q, ning |a|p < 1, siis on mugav panna koik eelnevast teoreemist saadud jada
(a;) liikmed kirja jargmisel kujul:

a; =do+dip+...+di_1p ",
kus d; on tdisarvud hulgast {0,1,...,p — 1}. Teoreemi 3.11. tingimuse (b) tottu

a1 =do+dip+ ... +dimp" !+ dip,

16



kus koik nn , p-aadilised numbrid” on hulgast {0,1,...,p — 1} . Seega korpuses (@, Hp>
saab p-aadilise arvu a esitada koonduva rea summana

k 00
a = lim dp,p" = d,p".
i S =3y
n=0 n=0

Sellest saab mdelda, kui arvust alusel p, millel on 16pmata palju p-aadilisi numbrikohti.
Kui [a[, > 1 siis vGime a 1dbi korrutada arvuga p™, sest siis |ap™|, = me lal, = 1),

et saada uus p-aadiline arv ¢’ = ap™, mis rahuldab tingimust |a’| < 1. Seega vdime

kirjutada, et
[e.e]
a = Z dnpn’

n=—m

/|p

kus d_,, #0jad, € {0,1,...,p— 1}. Arv a on l6pmatu ,,p-ndmurd”, mille kanooniliseks
kujuks nimetatakse kirjutist

a = ...dn...dgdldod_l d—m
Votame kogu selle arutelu kokku jargmise teoreemina.

Teoreem 3.12 (p-aadilise arvu kanooniline esitus, [9] teoreem 2.9]). Iga p-aadiline

[ee]
arv a € Q, on esitatav kujul a = Y dpp", kus d,, € {0,1,...,p—1}. Kui a # 0, siis
n=-—m
m on selline nullist erinev tdisarv, et |a|, = p™.

Mirkus 3.13. Paneme tihele, et reaalarvude hulgas ei ole koik arvud iiheselt esitatavad.
Naiteks
1.000...=0.9999...

p-aadiliste arvudega midagi sellist ei juhtu. Vastavalt teoreemile 3.11. on kahe p-aadilise
arvu kanoonilised kujud samad parajasti siis, kui kéik nende numbrikohad tihtivad.

Definitsioon 3.14. Hulga Z, := {a € Qpllal, < 1} elemente nimetatakse p-aadilisteks
tdisarvudeks.

Lause 3.15. Olgu a p-aadiline arv normiga p~". Siis on arvu a voimalik esitada korru-

tisena a = p"u, kus |ul, = 1.

Toestus. Olgu a selline p-aadiline arv, et |a|p =p " < 1. Jérelikult a € Z,. Valime

™. siis normi omaduste tottu

U=a-p
lul, = la-p™"|, = lal, [p™"], =1

nagu soovitud. O
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Lause 3.16. p-aadiline arv a kuulub hulka Z, parajasti siis, kui selle kanooniline kuju
sisaldab vaid mittenegatitvseid p astmeid, st

Ly = {Z aipz} .
=0

o0 .
Toestus. Kui a = Z a;p® siis jireldub p-aadilise normi definitsioonist, et |a|p < 1% =1
=0 - '
ehk a € Zp. Juhul a = ) a;p’, > 1 saame, et
i=—m

n n
I T s I T —m )
al, = Jim | > aip'| = lim |p™" > aip
i=m |, =0y
n n
= lim [p~™"[,|>_awp'| =p™ lim [} ap| =p™ 121
=0y =0y
Seega a ¢ Z,. O

Lause 3.17. Igal lopmatu jada, mis koosneb p-aadilistest tdisarvudest, omab koonduvat
osajada.

Toestus. Olgu (xy) jada hulgas Z, ning

T — ... ak,Qak,lak,o
jada liikme xj kanooniline kuju. Kuna axo €{0,1,...,p— 1}, siis on voimalik leida
selline arv by € {0,1,...,p— 1} ja jada () lopmatu osajada (xqy), mille iga liikme
viimane numbrikoht on by. Samamoodi valime b; € {0,1,...,p — 1} ja leiame jada (zo )

sellise I6pmatu osajada (x1y), mille iga liige 16peb numbritega b1by . Seda protsessi
jatkates jouame arvuni ... bsbab1bg koos jargmise jadade jadaga

.%'070:...190, .%'071:...1)0, .%'072:...190,
x1,0,= ...blbo, r11 = ...blbo, 12 = ...blbo,

.%'270 = ... bgblbo, .%'271 = ... bgblbo, .%'272 = ... bgblbo,

Konstruktsiooni kohaselt on iga jargmine jada eelneva jada osajada ning iga (i 4+ 1) rea
element 1opeb numbritega b;...b2b10g. Diagonaalil olev jada xo0,%1,1,%2,2,... on ka
algse jada (zj) osajada, sest tanu sellele, et koik vaadeldavad jadad on nendele eelnevate
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jadade osajadad. Samuti koondub see jada elemendiks b = ... b3bab1bg, kuna

0o
. . 1
Jdim |z — Bl = lim | > b <5 =0
i=n-+1 p
ehk Tk — b. ]

Teoreem 3.18 ((Bolzano-Weierstrassi teoreem, [9], teoreem 2.11]). Iga tokestatud
p-aadiliste arvude jada sisaldab koonduvat osajada.

4 p-aadiliste arvude aritmeetika

Korpuse Q tehete laiendamine voimaldab sooritada aritmeetilisi tehteid p-aadiliste arvudega
sarnaselt tehetega reaalarvude hulgas Jérgnevalt vaatame eraldi, kuidas p-aadilisi arve
liita, lahutada, korrutada ja jagada.

4.1 Liitmine ja lahutamine

Olgu

o0 o
a= 3wt b= S aw

n=—m n=—m

kus a, ja b, on p-aadilised numbrikohad, kusjuures a_,, # 0, kuid iiks v0i enam
esimestest numbrikohtadest b_,,,b_11, ... voivad olla vordsed nulliga. Siis iga rida

o0

atb= Z (an £ by) p"

n=—m

on koonduv. Enamasti ei ole niiviisi leidud p-aadiline arv kiill oma kanoonilisel kujul.
Sarnaselt liitmisele ja lahutamisele reaalarvude hulgas tuleb ka p-aadiliste arvude liit-
misel iilekandmisi teha, kusjuures need toimuvad paremalt vasakule. Liitmise algoritmi
illustreerimiseks leiame arvu -1 kanoonilise kuju.

Niide 4.1. Teame, et 1 =...00001. Olgu a = ... asazaiag selline p-aadiline arv, et
14+a=0,

st @ = —1. Alustades paremalt poolt, peab kehtima ap+1 = 0. Kuna ag € (0,1,...,p — 1),
siis ainus voimalus selleks on, et ag + 1 = p ehk ap = p — 1. Samamoodi

1+a0+a1p50(modp2),

st a;p = —p (mod p) <= a3 = —1(mod p) ehk a; =p — 1.
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Seda protsessi jatkates on selge, et koik arvud a,, on vordsed arvuga p — 1 ning

—l=...p=-D-D-1).

Mairkus 4.2. p-aadiliste arvude ja reaalarvude aritmeetikal on iiks huvitav erinevus.
Nimelt on p-aadiliste arvudega arvutamisel voimalik ,lopmatusest laenata”. Kui me
reaalarvude hulgas soovime teha tehte 24-8, siis koigepealt me laename vasakul olevast
kahest kiimne, saades vastuseks 16. Aga kui tahaksime leida 2-6, siis me enam laenata
ei saaks, kuna meil ei ole enam vasakult midagi juurde laenata, ning saame vastuseks
negatiivse arvu -4. Samas p-aadiliste arvude hulgas on alati voimalik laenata. Kui teeme
sama tehte 2-6 7-aadiliste arvude hulgas siis me saame laenata arvust 2 vasakul olevast
nullist. Aga seal muidugi ei ole midagi, mis tdhendab, et peame veel kord vasakult
laenama, ja niimoodi edasi 16pmata palju kordi, saades 16pmatu kuute jada. Seega 2-6
7T-aadiliste arvude hulgas on vastuseks ...66663.

Niide 4.3. Olgu ...24641 ja ... 41052 7-aadilised arvud. Liidame need omavahel saades
arvu c:
...24641 4 ...41052 = ... 66023,

sest

(17447467 +4. 7427 +..)
+(2 45T 0 TP+ T 4T )
=3-7+2.7+0-7+6-7+6-T"+...

Liithidalt saab selle tehte vilja kirjutada jargmiselt:

+1  +1
... 2 4 6 41
+ ... 4 1 0 5 2
6 6 0 2 3

Niide 4.4. Olgu ...43212 ja ...20143 p-aadilised arvud hulgast Zs. Lahutame need
omavahel, saades tulemuseks arvu c:

...43212 — ...20143 = ... 23036 = c,
sest

(2:5°+1-5'+2.5°+3.5°+4.5"+..))
~(3:5%+4-5'+1.5°+0-5°+2.5"+..))
=4-5°4+1.5'+0-5°+3-5°+2. 5" + ...
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Lithemalt saab selle tehte iiles kirjutada jargmiselt:

—_
[y

|

SN
wlo w
ol ol
s
=W Do

4.2 Korrutamine
Korrutamist saab teostada liitmisele ja lahutamisele sarnasel viisil. Olgu
o o
a= Y ap" ja b= > bpp"
n=—m n=—k
antud nende kanoonilisel kujul. Ridade liikmeti korrutamisel saame, et
oo
ab = Z Upp",
n=—m-—=k
kus
Uk = G—mb_p,

Umktl = G—mi1bp + amb gy,

Tulemuseks saadav arv ei ole samuti enamasti oma kanoonilisel kujul, aga iilekandmiste
abil on viimast alati voimalik leida.

Niide 4.5. Olgu ...45331 ja ...20326 p-aadilised arvud hulgast Z;. Korrutame need
omavahel, saades tulemuseks arvu c:

45331 - 20326 = 30166 = c,
kuna
(L7437 437457 +4.7+..)
(6727 3.7 40T 427 +..)
=6-7+2.-7"4+3.72+0-7+2.7
+4-T'4+1- 7?43 4+1-7+4-7?
+1-7+3-7+2.73+0-7+3-7. ..
=6-7"4+6-7"+1-724+0-7+3-7*+...
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Sellegi tehte saab lithemalt vélja kirjutada jargmiselt:

4 5} 3 31
2 0 3 2 6
3+4 2+2 4+2 4 6
+ 3 6 6 2
+ 2t 2 3
+ 0 0
+ 2
3 0 1 6 6

4.3 Jagamine

Olgu a,b € Q, ning b # 0. Kuna vajadusel saame arvud a ja b korrutada 1dbi mingi arvu
p astmega, siis {ildisust kitsendamata voime eeldada, et a,b € Zj,, kus by # 0 ning

a:ao—i—a1p+a2p2+...
ja

b="by+bip+bap®+....

Jagamise tulemusel saadava arvu ¢ = ¢ saame iiles kirjutada kujul

. a0+a1p—i—a2p2+...

c= =co+cip+c 2—{—...
b0+b1p+b2p2+... 0 1P 2P

Kuna a = b - ¢, siis
a:b-c:(b0+b1p+b2p2+...) (co—i—clp—l—chz—i—...):d0+d1p+d2p2+...

Kuigi bg,co € {1,...,p— 1}, ei saa eeldada, et ka arv dy sinna hulka kuulub. Seega
kirjutame
do = boco = ag + nap.

kus ag on arvu b - ¢ esimene numbrikoht ning nyp tuleb liita arvule dip. Ehk
ap = boco (mod p),

kust jareldub, et
co = by 'dy (mod p).

Teame, et arvul by toepoolest leidub péérdelement by L sest Qp on korpus. Sellisel viisil
saame leida ka koik teised arvud c;.

Niide 4.6. Olgu 6632 ja 164 p-aadilised arvud hulgast Z;. Jagame me need omavahel
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nende kanoonilisel kujul, saades tulemuseks arvu c:

6632
— =3 =c
164

Pikemalt:

=4-¢9 (mod 7),co=4 (mod7),
3=4-c1+6-co+2=4-c;1+6-4+2=4-¢;+5 (mod 7)
1 =2-5=3 (mod 7)
6=4-co+6-c1+1-co+5=4-¢c;—1 (mod 7)
ca =0 (mod 7)

ehk ¢ = 34. Sellegi tehte saab vilja kirjutada lithemalt:

6 6 3 2|1 6 4
-1 0 5 2
5 b5 b
- 5 5 b
0
Lause 4.7. p-aadiline tdisarv
a=...a1a0 € Zyp

omab p-aadiliste tdisarvude ringis péordelementi parajasti siis, kui ag # 0.
Toestus. Olgu p-aadiline arv a kujul
o
a=> ap,
i=0
kus ag # 0. Peame niitama, et leidub p-aadiline arv b kujul
o0
b= b
i=0

nii, et a-b=1.
Kui ag # 0, siis paneme téihele, et

o0
E a;p'
i=0

=1,

n
> air'
i=0

= lim
n—oo
p P

sest, arv p el jaga arvu ago ning siis ei jaga see ka téisarve » ;" a;p* koigi indeksi n
vadrtuste korral. Kuna hulk Q, on korpus, siis leidub arvul a péordelement ning kuna
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peab kehtima

la|

el =, =

P
siis jarelikult ‘ail‘p =1lehka!e L.
Eeldame niiiid, et ag = 0. See tdhendab, et arv p jagab arvu a vihemalt iihe korra ehk
ordya > 1 ja seega\a\p = ﬁ < 1. Kuna taas kord peab kehtima vordus
pPe

lal - {a_l‘p = {a-a_l{ =1,

p p

siis jarelikult |a~'[ > 1 ehk o' ¢ Z,. O

Viimasest lausest jareldub néiteks, et p-aadilised arvul p puudub hulgas Z,, poérdelement,

aga sellel leidub péordelement hulgas Q,, milleks on p-aadiline arv % = %0.

Definitsioon 4.8. Hulga 7Z, pdoratavate elementide hulka tdhistatakse stimboliga
e .
Z) = {Zaipz lag # 0}.
i=1

Lause 4.9. Pddratavate p-aadiliste tiisarvude hulk Z; on esitatav kujul
7 = {x GZP‘\x]p: 1}.

Toestus. Olgux € Z;,. See tihendab, et |z|, < 1. Samas, kuna r! € Z,iis !x_l‘p <1
Sellest, et peab kehtima
-1 _ -1 _
‘w‘p|$ |p—‘(L’.%' |p_1
jareldubki, et |z[, = 1.

Olgu niiiid = p-aadiline tiisarv normiga 1 ja olgu ! selle poordelement. Jillegi, kuna
-1
\w\p |x |p =1,

siis ei ole muud voimalust kui see, et {xil{ =1 ja jérelikult 27! € Z,,. O

5 Ratsionaalarvude p-aadiline reaksarendus

Reaalarv a on ratsionaalarv parajasti siis, kui selle kiimnendesitus on paremale 1opma-
tult perioodiline. Selles peatiikis néitame, et sarnane omadus on ka p-aadiliste arvude
korpuses.

Iga taisarv on ilmselt ka p-aadiline tdisarv, see on lihtsalt selle sama arvu esitus baasil
p. Kuid leidub p-aadilisi tdisarve, mis ei ole ratsionaalsed taisarvud. Peatiikis 4.1 leidsime,
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et
[eS)
n=0

kust

o

-1 1
Spt= - ehk ——=...111L
n=0 p_l 1_p

Seega > ..°  p" € Z,, kusjuures tegu on lopmatu p-aadilise tdisarvuga, kuid ﬁ ¢

Z. Lopmatu perioodilise p-aadilise tédisarvu on kujul np_y . -mingm;_1m;...mg, kus
nony ...nk_1 on selle perioodiliselt osa. Naiteks l%p =1.

Mairkus 5.1. Kui p-aadilise arvu x kanooniline kuju on
x :cdpd+cd+1pd+1—i—...—i—cipi—i—...
siis selle vastandelement on leitav korrutades seda arvuga —1 ehk see on kujul

—r=—-1-x

-1 (ip>
n=0

=(p—cap’+(p—1—car)p™ +. . +(p—1—ci)p' +.....

Teoreem 5.2. p-aadiline arv on ratsionaalarv parajasti siis, kui selle kanooniline kuju
on mingist indeksist alates vasakule lopmatult perioodiline.

Toestus. Niitame esiteks, et iga vasakule 1o6pmatult perioodiline p-aadiline arv on rat-
sionaalarv. Olgu x selline vasakule 16pmatu perioodiline p-aadiline arv, et |x|p = 1. Siis
x € Zy jax # 0, sest [0, = 0. Vasakule 16pmatult perioodiline p-aadiline arv, mille
p-aadiline norm on vordne iithega, on kujul

T =Nk—1..-N1NOM5—-1Myj... Mo = ...MNEk_1...MN1NENEK—1 ... N1NQML5_11705 ... 10
Paneme selle kirja jargmislt:

Nkg—1-..-M1NEM4j—11M5 ... M0

=mo+...mj_1p ' + (nopj +..F nk,lp”k’l) + <nopj+k + ..+ nk,lpj“k*l) _
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Kasutades geomeetrilise jada summa valemit, saame, et

Ng—1...-NINEM;—1Mj ... My = M;j_1M;j ... Mo + (nk_l...no) . (p] —|—p]+k —}—pj+2k + >

:mj_lmj...mo—i—pj-(nk,l...no) . (1—|—pk+p2k+...)

= g - mo o p (5.1)
mis on ratsionaalarv. Kuna 2’ on ratsionaalarv, siis on seda ka 2'p~™ = z. Seega oleme
ndidanud, et koik vasakule perioodilised p-aadilised arvud on ratsionaalarvud.

Selleks, et toestada, et iga ratsionaalarvu p-aadiline esitus on mingist indeksist alates
vasakule perioodiline, keskendume lihtsuse mottes negatiivsel ratsionaalarvul r, mille
positiivset vastandelementi on hiljem lihtne leida mérkuses 5.1. toodud meetodiga. Viime
toestuse 1dbi viies osas:

1. Esiteks olgu r € Z ning r < 0. Téhistame —r = R € N. Teame, et leidub selline
j>1,et p’ > R ning

r=-R=(p —R)—p

Kuna p/ — R on mingi ta1sarv hulgast {1 L= 1}, siis saame selle kirjutada baasil p
ehk kujul ¢ + ... +¢j— 1771, saades tulemuseks

Jj—1 00
PP R) - = e (0P =3 - = z
1=0 =0

mis on indeksist ¢ alates vasakule I6pmatult perioodiline, sest koik selle numbrid on sellest
alates vordsed arvuga p — 1.
2. Olgu niiiid € QNZ; N (—1,0). Kuna arv 7 kuulub hulka Z , siis |r|, =1 jar <0

ning saame kirjutada arvu r kujul
a

ga
kus a < 0 ,b > 1 on taisarvud. Paneme tdhele, et arv p ei jaga arve a ja b, sest ]r\p = 1.

Kuna arvud b ja p on iihisteguriteta, siis arvuteooriast tuntud Euleri teoreemi kohaselt
p?® =1 (mod b). Tihistame k = ¢ (b), siis jirelikult

r =

F=1400,
kus b’ on mingi téiisarv. Seega saame arvu r iimber kirjutada kujule

T_g_a_b’_ —ab’
T W 1

Olgu N = —ab'. Kuna a < 0, siis N € N. Vordusest —1 < r < 0 saame, et

1< —— <0,

1—p
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kust
0<N<pF—1.

Jarelikult on arvul N baasil p iilimalt £ numbrikohta, st N on baasil p kujul

N=ng+nmp+...+np_1p" 1,

kus n; € {0,1,...,p — 1} .Seega on arv r kujul

o =120
1—pk
Valemi (5.1) jargi on voimalik tagasi jouda arvu r perioodilisele p-aadilisele esituseni, st,
et kuna ljpk = g%) P, siis
Ng—1...Ng — . z‘kil P
ﬁ:nkl...no-kzop :kzop ;nzp =TNg_1...70. (5.2)

Kuna p ei jaga arve a ja b’ siis jarelikult \N]p = 1 ja seega ng # 0. Paneme téhele, et
arvul r puudub mitteperioodiline osa ehk see on vasakule puhtalt perioodiline.
3. Juhul, kui » € QN Z, N (~1,0) aga v ¢ Z,, kirjutame arvu 7 kujul r = p"u,

kus u € Z,. Siis u = 1% on ratsionaalarv, mille p-aadiline norm vordub iihega ning

mis kuulub vahemikku (— 1%’ O) C (—1,0). Toestuse osa 2 pohjal on arvu u p-aadiline
kuju puhtalt perioodiline. Jérelikult on ka arvu r = p™u kuju perioodiline, kuid see on
paremale nihutatud ehk selle perioodilisele osale eelneb rida nulle.

4. Vaatleme niitid juhtu, kus r € Z,NQ,r ¢ Z ning r < —1. Selline arv asub mingi
kahe negatiivse tiisarvu vahel:

—(N+1)<r<—-N,NeN.
Seega —1 < r+ N < 0. Kuna N on téisarv siis ka r + N € Z, ja eelneva arutelu pohjal

on selle arvu p-aadiline kuju perioodiline, kuid see ei pruugi alata numbrist kordajaga

p°, sest arv r + N ei pruugi kuuluda hulka Z, . Saame kirjutada

r+ N = Z a/ipi7
i>0

kus a; € {0,1,...,p — 1} ja numbrid a; on perioodilised parast voimaliku algset nullide
rida. Kuna r + N ei ole positiivne ratsionaalne téisarv, siis selle p-aadilisel kanoonilisel
kujul on I6pmatult palju nullist erinevaid liikmeid a;. Seega osasummad ag+aip+ ...+
ap_1p*~ ! jirjest suurenevad indeksi k suurenedes ning leidub selline indeks 7, et

ao—i—alp—i—...—i—aj_lpj*l > N. (5.3)

Olgu jo viahim selline indeks, mis seda vorratust rahuldab. Siis aj_; # 0 (kuna j on vihim
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indeks, mille korral vorratus (5.2) kehtib) ning

r+N=ap+ap+...+a,_1p° "+ > ap,
1270
kust
_ jo—1 (
r=ayg+ap+...+ aj—1p’ —N—{—Zaip. (5.4)
270
Vorratuse (5.2) jargi on vahe ag+a1p+...+ aj0_1p70*1 — N naturaalarv,ja see on selgelt

viiksem, kui (p — 1)+ (p — 1) p+...+(p — 1) pPo—! = plo — 1. Jirelikult saame selle vahe
baasil p iiles kirjutada :

ap+ap+...+aj 1P ' —N=aj+adp+...+ a;;lpj*l,

kus 0 < a} < p — 1, ja viia vorduse (5.3) kujule

r= a6 + a'1p+ e +a;-71pj71 + Z aipi.
i2Jo

Tulemus on ilmselt l1opmatult vasakule perioodiline, sest indeksist jo alates on arvud a;
perioodilised.

5. Lopuks, kui r € Q,r ¢ Z, ja r < 0, siis kuna p°r € Z, piisavalt suure s korral,
saame kasutada iihte eeltoodud skeemidedst arvu p*r jaoks ning hiljem jagada see tulemus
arvuga p°, saades tulemuseks vasakule lopmatult perioodilise p-aadilise arvu. ]

Toome siinkohal moned néited ratsionaalarvude p-aadiliste kujude leidmisest.

Niide 5.3. Leiame arvu I—g’ 5-aadilise kanoonilise kuju valemi (5.2) pohjal. See arv asub
intervallis [—1,0) ning selle 5-aadiline norm on vordne tihega. Vihim selline arv k, mille
korral 58 =1 (mod 13), on 4. Kuna 5* — 1 = 13 - 48, siis

3 348 14
13 13-48 1-—5%

Leiame arvu 144 p-aadilise kuju
144 =5%4+3-5+4.

Jérelikult selle p-aadiline kanooniline kuju on 1034 ning seega

3 _ 144 1034 =1034 = ...10341034
13 1-5* 1-5% o ’

Arvutuste korrektsuse kontrollimiseks liidame 5-aadilise arvu liikmed uuesti kokku, saa-
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des tulemuseks I—g’ :

o0 o0 o
...10341034:4254i+3-5254i+53254i
i>0 i>0 i>0
4 15 125 4+15+125

1T 1T 1 4
1-5* " 1-5*  1-5 1-5
~144 -3.48 -3
624  13-48 13~

Niide 5.4. Leiame arvu % 3-aadilise kuju. Paneme téhele, et % = % . % ja |%‘3 =1,

seega leiame alguses arvu 573 3-aadilise kuju ning hiljem jagame selle 14bi kolmega. Samuti,
kuna % > 0, siis otsime esiteks arvu r = —5743 3-aadilist kuju.
Paneme téhele, et —14 < r < —13, seega valime N = 13, sest sellisel juhul —1 <
r+N<Ojar+13= —% € 23 N (—1,0). Leiame arvu —% 3-aadilise kuju:
1 2 2

13:——:— =
e 4° 321 1-32

=02 =...020202.
Arvu 13 3-aadiline kuju on 111 ning jirelikult

1 — —
r=—-13— 1= (=111 + 0202) + 020000 = 20021.

Leiame niiiid arvu % 3-aadilise kuju leides arvu 20021 vastandelemendi:
% = —r = —20021 = 02202.

Lopuks, jagades saadud arvu kolmega, saame tulemuseks

53 02202
— = —— =10220.2.
12 3 0220
Arvutuste korrektsuse kontrollimiseks liidame 3-aadilise arvu liikmed uuesti kokku, saa-
des tulemuseks %:
2 16+144-54 106 54

_ 2
0220.2 = = +6 4 32 = =— =,
TR 24 24 12

6 Henseli lemma ja p-aadiliste arvude kongruentsus

Selles peatiikis tutvustame viisi p-aadiliste poliinoomide lahendamiseks. Tuleb vilja, et
p-aadiliste arvude korpuses on poliinoome veelgi parem lahendada, kui reaalarvude kor-
puses. Aga koigepealt tuletame meelde moned arvuteooriast périt teadmised.

Definitsioon 6.1. Oeldakse, et arvud a,b € Qyp, on kongruentsed mooduli p" jérgi ehk

a=0b (mod p"),
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. 1
kui |a — b, < 5=
Definitsioon 6.2. Téisarvu a, mis ei jagu algarvuga p, nimetatakse ruutjadgiks mooduli

p jargi, kui kongruentsil
22 =a (mod p)
leidub hulgas (1,2,...,p — 1) lahend. Vastasel juhul nimetatakse seda mitteruutjidagiks.

Proovime leida hulgast Q7 suurust v/11. Selleks peame leidma jada selliseid 7-aadilisi
numbreid ag, a,a9,..., 0 < a; <6, et

(a0+a1-7+a2-72+...)2:4+1-7.

Koigepealt ndeme, et a% =4 ( mod 7), mille lahendamisel saame tulemuseks ag = 2 voi
agp = 5. Kui ag = 2, siis

day-7=1-7 (mod 7?), kust 4a; =1 (mod 7) ja a; = 2.
Jargmisena
A41-7=(2+2-T+a- )’ =4+1-7+ (d+4az) - 7 (mod 7%)
kust saame, et 3a; =4 (mod 7) ja seega ag = 6. Saame rea
a=24+2-74+6-7*...,

kus iga arv pirast ag on iiheselt méairatud, sest 0 < a; < 6 . Kui aga votta ag = 5 =
—2 (mod 7) siis saame lahendiks

—a=5+4-T+0-7+...

Kuid igast 7-aadilisest arvust ei saa votta ruutjuurt. Seda ei ole néiteks arvul 341 -7,
sest kongruents
a3 =3 (mod 7)

ei ole lahenduv kuna arv 3 on mooduli 7 jirgi mitteruutjiik. Ulal niidatud meetodit
vorrandite lahendamiseks hulgas ), néiteks 22 + 5 = 0 lahendamiseks hulgas Q7, saab
illdistada jargmise olulise tulemuse abil, mida kutsutakse Henseli lemmaks.

Teoreem 6.3 (Henseli lemma). Olgu F(z) = cp + c1x + ... + cpa™ polinoom, mille
kordajad on p-aadilised tdisarvud ja olgu

F'(z) = c1 + 2com + 3esz® + ...+ nepz™ !

funktsiooni F(x) tuletis. Kui ag € Zy on selline arv, mis rahuldab tingimusi

F (ap) =0 (mod p)
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ja

F'(ao) # 0 (mod p),
suis leidub tdpselt iiks p-aadiline tdisarv a, mis rahuldab korraga tingimusi F'(a) = 0 ning
a =ag (mod p).

Toestus. Toestame induktsiooni abil jargmise viite:
Iga n € NU (0) jaoks leidub p-aadiline taisarv kujul

an =byg+bip+...+byp" b;€{0,1,...,p—1},
nii, et
F(a,) =0 (mod p”“) ja  ap =ag (mod p).

On selge, et viide kehtib n = 0 korral, vottes by = ag , kus by on arvu ag esimene p-
aadiline number. Siis eelduste kohaselt by = ap (mod p) ja kuna F (by) = 0 (mod p) ning
ap = by (mod p) siis jarelikult kehtib ka

F (ag) = F (bp) =0 (mod p).

Niiiid eeldame, et véide kehtib n — 1 jaoks ning niitame selle kehtivust juhu n jaoks.
Selleks votame a,, = an—1+b,p", kus b, € {0,1,...,p — 1} on veel tundmatu. Kirjutame
valemi F (a,) lahti, ignoreerides liilkmeid, mis jaguvad arvuga p"*1:

n

F (an) =F (anfl + bnpn) = Zci (anfl + bnpn)l

i=1
n
_ ; i1 1
= g (cia;_l + ciza;_lbnp") (mod p"T )
i=1
n n
= E cian,_q + cibpp” Z ia;__ll
i=1 i=1

= F(an_1) + bpp"F' (an_1).

Kuna induktsiooni eelduse kohaselt F'(a,—1) = 0 (mod p™), siis jarelikult F'(a,—1) =
anp™, kus a,, on mingi arv hulgast {0,1,...,p — 1}. Seetottu saame meie soovitava tin-
gimuse F (a,) =0 (mod p"*1) kirjutada kujul

anp” + bpp"F' (ay_1) =0 (mod p"“) .
Arvu b, leidmiseks viime selle kongruentsi kujule
ap + by F' (ap—1) =0 (mod p). (6.1)
Téanu eeldustele a,—1 = ag (mod p) ja F' (ap) £ 0 (mod p) saame, et

F'(an—1) = F' (ap) 0 (mod p).
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Jarelikult leidub arvul F’ (a,—1) mooduli p jirgi poordelement ja korrutades sellega vor-
randi (6.1) molemaid pooli ldbi on meil voimalik leida number b,, ehk

_an

by =
FI (an,l)

(mod p)

Siit saame, et

(an—l) + bnpnF/ (an—l) =F (an—l) — app”
(an-1) — F (an—1) =0 (mod p"*!).

Kuna ilmselt ka
ap = ap-1 =... =ap (mod p),

siis oleme néaidanud, et vdide kehtib ka juhul n. Niitame niilid, et arv ag rahuldab ka
iilejaddnuid lemma tingimusi.

Alustades ag = ag leidsime eelnevalt p-aadilistest tdisarvudest koosneva jada ag, a1, as, . . .
kus iga n korral kehtivad kongruentsid F (a,) =0 (mod p™*!) jaanq1 = a, (mod p™*t).
Paneme téhele, et viimasest jareldub kongruentsi a,, = a, (mod p"“) kehtivus iga
m > n korral. Sealt voime omakorda jireldada, et (a;) on Cauchy jada, sest a,, — a, =
0 (mod p™*') ehk

lam — ag| < koigi m, k > n + 1 korral.

pn+1
Olgu « jada (a;) piirvddrtus. Peame nditama, et F(ap) = 0 ning ap = a (mod p).
Kuna koigi indeksite m, n korral kehtib a,, = a, (mod p"“), siis piiriprotsessis n — 0o
saamegi o = ay, (mod p"“). Valides n = 0 ndeme, et kehtib ag = a9 = o (mod p) nagu
soovitud. Suvalise n > 0 korral kehtib ka

1
ao = an, (mod p"+1) — F(ap) = F (a,) =0 (mod p"+1) = |F((_10)|p < RS

Viimane kehtib iga indeksi n korral, seega zﬁ — 0, kui n — oo ning jarelikult F'(ag) = 0.

Lopuks néitame, et ap on ainus selline poliinoomi F(z) juur, mis on kongruentne
arvuga «. Eeldame, et F (50) = 0 ning a = by (mod p). Selleks, et niidata vorduse
ap = by kehtivust, peame néitama, et ap = by (mod p™) iga n korral. n = 1 korral viide
ilmselt kehtib. Eeldame, et n > 1 ning ag = b (mod p™). Sellisel juhul by = ag + sp”, kus
s on mingi p-aadiline taisarv ning eelnevalt saadud tulemuse pohjal kehtib

F (by) = F (ag + sp™) = F (@) + F' (@) sp™ (mod p"*1).
Kuna @g ja by on molemad poliinoomi F' juured, siis saame selle kongruentsi kujule
0= F'(ap) sp" (mod p"')

ehk jérelikult F’ (ap) s = 0 (mod p). Kuna eelduste kohaselt F” (ag) = F' (o) # 0 (mod p),
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siis peab kehtima s = 0 (mod p), mis tihendabki, et ag = bg (mod p"“) ehk ag = by.
Samuti teame, et arvude jada (ay) lilkmed on iihesed, seega peab arv @y olema samuti
ithene. O

Mirkus 6.4. Newtoni meetodi abil poliinoomi f reaalarvuliste juurte leidmisel (tingi-
musel, et f' (a,_1) # 0) leiame jirgmise ldhendi valemist

Gy = Gy — / (anfl)
n n— f, (an_l) I
mis on viga sarnane Henseli lemmas saadud valemile
—ayp"” —F (an—
bpp" = ) (@n—1) (mod p"+1) .

F' (an,l) F’ (an,l)

Henseli lemma erineb aga Newtoni meetodist selle osas. et Henseli lemmas saadud valemi
abil saadud jada koondub alati, kuid Newtoni meetodi puhul ei tarvitse iga alglidhend
omada koonduvat jada.. Viimast néiteks siis, kui algldhend ei ole otisitavale juurele pii-

savalt lihedal. Vorrandi f(x) = 2® — 2 puhul saame ag = % valikul, et a1 = —%,

_ 1
as = ﬁ, jne.

Definitsioon 6.5. Olgu jada (a;) arvuks a koonduv jada. Oeldakse, et funktsioon F :
Qp — Q, on pidev punktis a, kui

lim F (ag) = F (a)

k—o0
0 .
Lemma 6.6. Olgu a p-aadiline taisarv, mille kanooniliseks kujuks on _ a;p*. Siis
i=0
k—1
a— Zaipl =0 (mod pk> .
i=0
Toestus. Olgu a p-aadiline tdisarv. Paneme tédhele, et
n k—1 n 1
. i T i A+
lim Zazp Zazp = lim Zazp <
1=0 1=0 P i=k P
k=1
Kongruentsuse definitsiooni jargi tdhendabki see, et a — > a;p" = (mod pk). O
i=0

Teoreem 6.7. Tdaisarvuliste kordajatega poliinoomil on juur hulgas Z, parajasti siis, kui
sellel on tdisarvuline juur mooduli p* jirgi iga k > 1 korral.
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Toestus. Olgu F(x) taisarvuliste kordajatega poliinoom ja olgu a € Z, selle juur ehk
F(a) =0.

Siis teoreemi 3.11. kohaselt leidub selline téisarvude jada (a1, as,...), kus

ar = by +bip+ bop® + ...+ bp_1p" L,

et
a = ay (modpk).

Kuna F (aj) = F (a) ( mod p*) ja F (a) = 0 siis
F(a)=0 (mod pk) .
Teisipidi, eeldame, et vorrandil
F(ax) =0 <mod pk>

leidub téisarvuline lahend ay iga & > 1 korral. Teoreemi 3.17. pdhjal leidub jadal (ag)
koonduv osajada (ag,). Olgu lim a, = a. Peame niitama, et F' (a) = 0. Kontrollides
1—00

saame, et poliinoomid on pidevad funktsiooni, seega

lim F(ag,) = F(a).

kiﬁoo

Samuti teame eelduste kohaselt, et
F(a) =0 < mod pk)
ning seega lim F'(ag) = 0 ehk F(a) = 0. O
k—o0

Selle teoreemi iiks praktiline jareldus on see, et kui poliinoomil F(z) puuduvad juured
mooduli p jdrgi, siis puuduvad sellel ka juured hulgas Z,. Kui neid leidub, siis enamasti
ei ole arvutuslikult kuigi raske mooduli p jérgi poliinoomi juuri leida, sest selleks on
kandidaate vaid p tiikki. Kui meil 6nnestub leida selline arv a, mis on poliinoomi F'(x)
juureks, kuid mis ei ole funktsiooni F’(x) juureks mooduli p jérgi, siis Henseli lemmat
kasutades saame leida poliinoomile F'(x) juure hulgas Z,

Lause 6.8. Tdisarv a, mis ei jagu arvuga p, omab ruutjuurt hulgas Z, (p # 2) siis ja
ainult siis, kui a on ruutjadk mooduli p jdrgs.

Téestus. Olgu P(x) = 2% — a, siis P'(x) = 22. Kui a on ruutjiik mooduli p jirgi, siis

a=a? (mod p)
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mingi a; € {1,2,...,p — 1} korral. Seega P (a1) =0 (mod p) ja
P’ (a1) = 2a; £ 0 (mod p),

kuna (a1,p) = 1 ja jarelikult ei ole voimalik, et p jagab arvu 2a;. Seega Henseli lemma
jargi leidub poliinoomil P(x) hulgas Z, juur.

Teisipidi, kui @ on mitteruutjuut mooduli p jérgi siis eelmise teoreemi pohjal ei leidu
sellel hulgas Z, ruutjuurt, sest ei ole voimalik leida sellist arvu x = aq, et

P(z)=2?—a=0(mod p).

Jéreldus 6.9. /-1 € Z, <= p = 1(mod p).

7 p-aadiliste arvude omadused

Antud peatiikis anname iilevaate p-aadiliste arvude monedest olulisematest omadustest.
Paneme tdhele, et kuna Q, on ultrameetriline korpus, siis kehtivad selles koik teises
peatiikis toestatud ultrameetriliste ruumide omadused.

7.1 Topoloogilised omadused

Korpusel @, on palju sarnasusi reaalarvude hulgaga: need on molemad téielikud normee-
ritud korpused ning korpuse Q sellised téieldid, kus Q on koikjal tihe alamhulk. Niitame,
et korpusel Q, on teisigi omadusi, mis on ka korpusel R, kuid ka selliseid omadusi, mida
reaalarvude hulgal ei ole.

Definitsioon 7.1. Hulga X alamhulkade siisteem 7 on topoloogia ehk lahtiste hulkade
siisteem hulgal X, kui on tdidetud jargmised tingimused:

(T1) Lahtiste hulkade mis tahes ithend on lahtine hulk;
(T2) Lahtiste hulkade 16plik iihisosa on lahtine hulk;

(T3) O ja X on lahtised hulgad.

Tingimusi T1-T3 nimetatakse topoloogia aksioomideks ning hulka X koos topoloogiaga
T topoloogiliseks ruumiks, mida téhistatakse(X, 7).

Meetrilises ruumis defineeritakse topoloogia kerade abil: alamhulka G C X nimetatakse
lahtiseks, kui iga g € G korral leidub r > 0 omadusega B (g,7) C G. On lihtne kontrollida,
et nii defineeritud lahtised hulgad rahuldavad topoloogia aksioome ning seega on iga
meetriline ruum topoloogiline ruum. Sealjuures on iga lahtine kera alati lahtine hulk ja
kinnine kera kinnine hulk.
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Definitsioon 7.2. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning Y C X. Hulga Y topoloogiat
Tly ={YNnU:U € 7}

nimetatakse alamruumi topoloogiaks hulgal Y. Hulka koos topoloogiaga 7|y nimetatakse
topoloogilise ruumi (X, 7) alamruumiks.

Esiteks vaatleme moningaid kerade ja sfiéride omadusi ruumis Q,,.

Lause 7.3. Sfadar S (a,r) = {w € Q, ‘]w —al,= 7“} on ruumis Q, nii lahtine kui ka
kinnine hulk.

Toestus. Olgu S (a,r) sfadr ruumis Q, ja € < r. Toestame esiteks, et see on lahtine
hulk. Selleks néitame, et kui z € S (a,r), siis B (z,¢) C S (a,r). Olgu y € B (x,¢). Siis

|z —yl, <e<r=lz—al,.
Lause 2.4. kohaselt teame, et kui p-aadilised arvud k ja [ rahuldavad vorratust
k=1l <l
siis |k[, = [I] - Vottes k =y —a ja l =z — a saame, et
ly—a—x+al,=y—z[, <[z —al,.
See tdhendabki, et

‘y_a‘p:‘x_a’pzr

ehk téepoolest y € S (a,r).

Néitame niiiid, et S (a,7) on kinnine hulk. Lausest 2.7. teame, et kerad B (a,r) ja
B (a,r) on ruumis Q, nii lahtised kui ka kinnised hulgad. Kuna B (a,r) on lahtine, siis
on hulk Q, \ B(a,r) = {x € Q, ‘\x —al, > r} kinnine. Jéarelikult on ka hulk S (a,r)

kinnine hulk, sest see on kahe kinnise hulga Q, \ B(a,r) ja B(a,r) iihisosa. O

Viimane omadus voib tunduda viga kummaline, sest reaalarvude korpuses ei ole sfaarid
kindlasti lahtised hulgad. Samuti, erinevalt p-aadiliste arvude hulgast, ei ole reaalarvude
hulga koik kerad samaaegselt nii lahtised kui ka kinnised hulgad. Tdestame siinkohal veel
kaks huvitavat kerade omadust ruumis Q,.

Lause 7.4. Kaks kera on ruumis Q, mittelotkuvad siis ja ainult siis, kui tiks neist keradest
on sisestatud teisesse ehk

B(a,7)N B (b,s) # 0 <= B (a,r) C B(b,s) voi B(a,r) D B(b,s).

Toestus. Olgu B (a,r) ja B (b, s) kerad ruumis Q,, , » < s ning y € B(a,r) N B (b, s).
Siis ténu lausele 2.8. B (a,r) = B (y,r) ning B (b,s) = B (y, s). Kuna B (y,r) C B (y,s),

36



siis B (a,r) C B (b,s). Teisipidi, kui B (a,r) C B (b,s) voi B (a,r) D B (b, s) siis nende
ithisosa ei ole tiihi hulk. O

Lause 7.5. Ruumi Q, kerade hulk on loenduv.

Toestus. Olgu B (a,r) kera ruumis Qp, kus r = p~® kuulub p-aadilise normi voimalike
vadrtuste hulka. Esitame selle keskpunkti a € Q, kanoonilisel kujul

oo
a= Z anp”.

n=—m

Tahistame s
ag = Z anp".
n=—m
Ilmselgelt on ag ratsionaalarv ning
<p’

p

oo
Z anpn

n=s+1

la —aol, =

Jarelikult ap € B (a,p®) ning lause 2.8. kohaselt B (a.p™®) = B (ap,p *). Kuna ag
on ratsionaalarv, siis fikseeritud raadiusega erinevaid kerasid on iilimalt nii palju, kui on
erinevaid ratsionaalarve ag ehk neid on loenduv arv. Samuti teame, et normi |-| p vadrtuste

hulk on loenduv ehk erinevaid mingi kindla keskpunktiga kerasid on samuti vaid loenduv
hulk. Jérelikult on ka kerade B (a,p~*) hulk loenduv. O

Niitid toestame veel moned huvitavad hulkade Z, ning @, omadused.

Definitsioon 7.6. Topoloogilist ruumi X nimetatakse kompaktseks, kui iga jadal ruumis
X leidub koonduv osajada, mis koondub mingiks elemendiks a € X.

Definitsioon 7.7. Topoloogilist ruumi X nimetatakse lokaalselt kompaktseks, kui igal
punktil hulgast X leidub kompaktne timbrus.

Teoreem 7.8 ([9, peatiikk 3.6] ). Normeeritud ruum on kompakine parajasti siis, kui
selle kinnine thiskkera on kompakine.

Lause 7.9. Normeeritud korpus Q, on lokaalselt kompaktne.

Toestus. See teoreem jireldub vahetult teoreemist 3.17, kust teame, et korpuse Q,
kinnine iihikkera on kompaktne. ]

Teoreem 7.10. Hulk Z, on tdiielik.
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Toestus. Lause 3.16. kohaselt omab iga Cauchy jada (z,) hulgas Z, koonduvat osajada
(2p, ), mis koondub mingiks p-aadiliseks arvuks a € Z,. Siis leidub selline K, et kui
g

k > Ku, siis |a — x|, < 5. Kuna (z,) on Cauchy jada, siis iga n > m > Kj korral

|Tn — Zm|, < e.. Valides K > max {K7, K>} saame, et

e €
\xK—a]p:]mK—i-xnk—xnk—a\pg\xK—xnk\p+\xnk—a]p<§+§:€

ehk jada (z,) koondub ise samuti p-aadiliseks taisarvuks a. See tdhendabki, et Z, on
téielik. O
Definitsioon 7.11. Hulga X alamhulka A nimetatakse seal hulgas kdikjal tihedaks, kui
iga punkt hulgas X kas kuulub hulka A v6i on mingi jada (x,), kus x,, € A, piirvaartuseks.
Lause 7.12. Tdaisarvude hulk Z on hulgas Z, koikjal tihe.

Toestus. Olgu x = ...asaia9 € Zp. Tahistame iga naturaalarvu n korral
n .
Ty =...000a,0,—1...a100 = Z a;p
i=0
Sellisel juhul z,, € Z ning |z — x,| < p~™ ehk arv z on jada (x,) piirviértuseks. O

Definitsioon 7.13. Topoloogilist ruumi X nimetatakse nullméotmeliseks ruumiks, kui
iga a € X ja selle mistahes iimbruse U(a) jaoks leidub selline hulk V, a € V' C U(a), mis
on korraga nii kinnine, kui ka lahtine hulk.

Definitsioon 7.14. Oeldakse, et topoloogilise ruumi X alamruum Y on mittesidus, kui
on voimalik leida kaks sellist lahtist hulka U ja V , et UNV = @, Y = U UV ning
kumbki hulkadest Y NU, Y NV ei ole tiithi. Kui selliseid hulki U ja V ei leidu, siis
nimetatakse alamruumi Y sidusaks. Ruumi X nimetatakse sidusaks, kui see on sidus
iseenda alamruumina.

Definitsioon 7.15. Topoloogilist ruumi X kutsutakse taielikult mittesidusaks, kui selle
ainast sidusad alamruumid on tiithi hulk @ ja iihepunktilised hulgad {a}, kus a € X.

Teoreem 7.16. Topoloogiline ruum Q, on nullmootmeline ja tdielikult mittesidus.

Toestus. Paneme téhele, et koigi a € Q, ja naturaalarvude n korral ténu sellele, et
p-aadilise normi voimalike védrtuste hulk on {p",n € Z} U {0}, kehtib

_ 1 1
U, (a) ::B<a,ﬁ> :{erp |x—a|p§ﬁ}

1
:{xe@p \x—a]p<F}
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ehk p-aadilise arvu iimbrus U, (a) on korraga nii lahtine, kui ka kinnine kera. Jarelikult on
hulk B (a, #) samuti kinnine ja lahtine hulk, ning kuna ilmselt B <a, #) CcB (a, I%)
siis definitsiooni jargi tdhendabki see seda, et ruum Q,, on nullmootmeline. Nditame niiiid,

et Qp, on téielikult mittesidus.
Olgu A selline ruumi Q,, alamruum, et a € A ja A # {a}. Olgu b mingi teine element

ruumis A ja |a — b|p = p%”' Antud norm ei saa vorduda nulliga, sest a ja b on erinevad
elemendid. Jarelikult b ¢ B (a, =t ) = Up_1(a) ehk leidub selline arvu a iimbrus, mis
P

el sisalda koiki ruumi A elemente. Jarelikult
A=Upn-1(a) U (A\ Up-1(a)),

kus molemad hulgad A\ Up,+1(a) ja Upti1(a) on mittetithjad. Paneme téhele, et hulgad
Um+1(a) ja A\Uy,+1(a) on lahtised lahtised, sest lause 2.7. kohaselt on kera B <a, Iﬁ) =
Upn+1(a) korraga nii lahtine, kui ka kinnine hulk. Kuna kinnise hulga téield on lahtine
hulk siis on ka hulk A\ Uy, (a) lahtine. Sellest jareldub, et A on mittesidus ning seega on
ruum Q,, téielikult mittesidus, kuna selle ainsad sidusad alamhulgad on toesti tiihi hulk
ning iithepunktilised hulgad. O

7.2 Jadad ja read korpuses Q,

Alustuseks toestame iihe viga kasuliku omaduse jadade kohta korpuses Q.

Teoreem 7.17. p-aadiliste arvude jada (a,) on Cauchy jada ja seega koonduv parajasti
siis, kui
nh_r))gO a1 — anl, = 0. (7.1)

Toestus. Olgu jada (a,) Cauchy jada korpuses Q,. Definitsiooni kohaselt on jada Cauchy
siis, kui

lim |am, — an|, = 0.
m,n—o0

Tingimus (6.1) ilmselt kehtib, kui valida m = n + 1.
Olgu niitid (a,) selline jada, et tingimus (7.1) on rahuldatud. See tdhendab, et iga
€ > 0 jaoks leidub selline indeks NV, et iga n > N korral

|ant1 — an|p < €.

Niitid valime m > n > N. Tugevat kolmnurga vorratust kasutades saame, et

’am - an’p = ’am —Om—1+ap-1 —Ap-2+...— an‘p
S max {|am - am*1|p ) |am71 - am*2|p 9y |a’TL+1 - a’n|p} <e
mis tédhendabki, et jada (a,) on Cauchy jada. U
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Lause 7.18 ([9, lause 2.17.|). Koondugu jada (ay) korpuses Q, arvuks a. Siis kas

lim |a,|, =
n—oo

voi leidub selline indeks N, et |ay|, = |al, iga n > N korral.

Vaatleme niitid ridu ) a; hulgas Q.
i=1

o0
Definitsioon 7.19. Rida ) a; koondub hulgas Qp, kui tema osasummade jada
i=1

Sy, = Y a; koondub hulgas Q, .
i=1

o0 o0
Definitsioon 7.20. Rida »_ a; on absoluutselt koonduv hulgas Qp, kui rida »_ |a;],

i=1 i=1
koondub hulgas R .

Lause 7.21. Hulgas Q, on iga absoluutselt koonduv rida koonduv.

Téestus. Tahistame Z |as|, = hm Sy koondub, siis see on osasummade S, Cauchy
rida, s.t iga e > 0 Jaoks 1e1dub selhne indeks N, et iga m > n > N korral

m

Sm—Sn=>_ lail, <e.
k=n+1

Kolmnurga vorratust kasutades saame, et

m

D a

k=n+1

|Sm - =

ol

[oe)
= Z |ai|p <&
i=1

p

mis tdhendab, et (S,) on Cauchy jada ja seega rida ) a; koondub hulgas Q. O
i=1

Mirkus 7.22. Paneme tihele, et vastupidine véide ei kehti ehk iga korpuses Q, koonduv
rida ei ole aboluutselt koonduv. Naiteks rida

e . .
Dan=1+...+p '+ 4p 4.
° —_—

pi tiikki

koondub, sest a,, — 0, kui n — oo aga

o
S lanl,=14p-p ' +p*p P +.. =0
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Niiiid toestame iihe huvitava omaduse, mida tihti peale kutsutakse ,rebase unistuseks”,
sest see annab viga lihtsa tingimuse ridade koondumise kontrollimseks korpuses Q.

oo
Lause 7.23. Rida ) a; , kus a; € Qp, koondub siis ja ainult siis, kui
i=1

lim a, =0,
n—oo

kusjuures sellisel juhul

o
D e
i=1

< mr?x\an\p.
P

(e e] (e e]
Toestus. Eeldame, et rida ) a; koondub. Kui ) a; = 0, siis on viide ilmne. Kui
i=1 i=1

o
Y>> a; > 0, siis ténu sellele, et a,, — 0, jada S,, koondub ning lause 7.16 pohjal leidub

=1
Zselline indeks N, et

|51, =

= [Snl, -

p

00 N
>ai =X a
i=1 i=1

Kuna |a,|, = |a|, iga n > N korral, siis

p

max{\an\p‘ 1<n< N} :mﬁx‘an‘p'

Tugeva kolmnurga vorratuse jargi kehtibki

N
>_ai
i—1

< max{|an|p‘ 1<n< N} :mgx|an|p.

p

O

o0
See omadus ei kehti reaalarvude vallas, niiteks hajuva harmoonilise rea »_ % ildliige
i=1
oo
haabub. Samas paneme tihele, et rida )  n! on p-aadiliste arvude korpuses koonduv
n=1

rida, sest |n!|p — 0, kui n = oo ehk lim n! = 0.Kuid eii ole veel teada, kas mone algarvu
n—oo

[e.e]
p korral rida > n! on ka ratsionaalarv.
n=1

7.3 Algebralised omadused

Oleme juba niinud, et p-aadilistel tdisarvudel on mitmeid huvitavaid omadusi, mida ei
ole taisarvudel. Selles alapeatiikis ndeme, et nende algebralised omadused on vdhemalt
sama head, kui tdisarvude omadused. Meenutame esiteks moningaid algebra maisteid.
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Definitsioon 7.24. Lopliku rihma jarguks nimetatakse selle elementide arvu. Elemendi
a jdrguks 1oplikus rithmas G nimetatakse vihimat sellist naturaalarvu n, mille korral
a” =1.

Lemma 7.25 (|2, lemma 7.3.]). Olgu G rihm, olgu elemendi a € G jark m ning olgu
1 € N. Siis a' = 1 parajasti siis, kui m|l.

Teoreem 7.26 (Lagrange’ teoreem|l], teoreem 6.1.5]). Lopliku rihma mistahes alam-
rithma jark on rihma jarqu jagajaks.

Definitsioon 7.27. Loplikku riithma G nimetatakse tsikliliseks, kui leidub selline ele-
ment g € G, et koik selle rithma elemendid on avaldatavad selle elemendi astmena ehk
iga a € G korral a = ¢* mingi téisarvu k korral. Sealjuures nimetatakse elementi g
rithma G moodustajaks ning kasutatakse t&histust (g) = {gk\k € Z} =G.

Definitsioon 7.28. Integriteetkonnaks nimetatakse iihikelemendiga kommutatiivset nul-
liteguriteta ringi.

Néiteks moodustab integriteetkonna téisarvude ring. Samuti on integriteetkond Z, ,
sest see sisaldub korpuses @, ning seega ei oma nullitegureid.

Definitsioon 7.29. Kommutatiivse ringi R ideaali I nimetatakse selle ringi elemendi
a poolt moodustatud peaideaaliks, kui I = aR = {ax|z € R}. Kui ring R koik ideaalid
on peaideaalid, siis nimetatakse seda peaideaalringiks ning kui ring R on korraga nii
integreteetkond, kui ka peaideaalring, siis nimetame peaideaalkonnaks.

Lause 7.30. Ring Z, on peaideaalkond. Tdpsemalt, selle ideaalideks on peaideaalid {0}
ja kap 1ga k € N korral.

Toestus. Olgu I # {0} integriteetkonna Z, ideaal ning 0 # a € I selline element, millel
on koikidest selle ideaali elementidest maksimaalse vdartusega norm. Kuna p-aadiline
norm véiljastab vaid loenduva hulga véiartuseid, ning nende vaartuste hulga kuhjumis-
punktiks on ainult 0, siis on maksimaalne element alati voimalik leida. Oletame, et
\a]p = p~% mingi k € N korral. Siis lause 4.10 pohjal a = ep*, kus e on mingi pooratav
element ringis Z,. Seega p* = e la € I ja jirelikult (pk) = kap c I

Teisipidi, iga 0 # b € I korral \b\p = p~% < p~* mingi naturaalarvu w korral. Seega
saame kirjutada, et

! k, w—k _/ k
b=pYe =p"pY e € p°Z,.

Ilmselt on ka 0 € kap ja kehtibki I C kap ning seega I = kap. O

Definitsioon 7.31. Korpuse K karakteristikaks nimetatakse vahimat sellist arvu n, et
nl =0, kus 1 on korpuse iihikelement ning seda tdhistatakse kui char(K). Kui sellist arv
n ei eksiterri, siis 6eldakse, et char(K) = 0.
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Kuna ratsionaalarvude korpus Q on p-aadiliste arvude Q, lihtne alamkorpus, siis
char(Q,) = 0.

Definitsioon 7.32. Korpuse K elementi a nimetatakse m-nda astme ihejuureks, kui
a™ = 1. Kui korpuses K on m-nda astme iihejuuri m tiikki ning need koik on esitatavad
m-inda astme iihejuure a astmetena, siis iithejuurt a kutsutakse m-nda astme algjuureks.

Teoreem 7.33 ([1 teoreem 7.2.4|). Olgu K korpus, karakteristitaga 0, f € K [x| ja
a € K. Element a € K on poliinoomi f k-kordne juur siis ja ainult siis, kui

fla)=fP(a)=...= f* V() =0,
aga %) (a) # 0. Siin f9)tihistab polimoomi f j-ndat tuletist.

Teoreem 7.34. Korpuse K, char(K) =0, m-nda astme tihejuurte hulk E,, on tihejuurte
korrutamise suhtes (p — 1). jarku tsikliline rihm.

Toestus. Niitame esiteks, et m-nda astme iithejuurte hulk F,, sisaldab m elementi. Kui
m = 1 on viite kehtimine triviaalne. Kui m > 2, siis poliinoom x™ — 1 ning selle tuletis
ma™ ! ei oma iihiseid juuri, sest téinu sellele, et char(K) = 0 on 0 poliinoomi mz™ !
ainsaks juureks korpuses K. Kuna char(K) = 0, siis teoreemi 7.30. kohaselt on koik
poliinoomi z™ — 1 juured iihekordsed ning jarelikult on hulgas F,, maksimaalselt m
elementi.

Olgu i, j € E,,, siis

()" =i (™) =1

ehk ij~! € E,, ja E,, on korrutamise suhtes rithm. Niitame niiiid, et see rithm on
tsiikliline. N

Olgu m = pi'py? ... p*. Igai € {1,2,...,k} korral on poliinoomil z»i — 1 rithmas E,,
ilimalt pmi juurt, sest poliinoomi juurte koguarv ei saa iiletada tema astet. Kuna m > pﬂi,
siis leidub hulgas F,, selliseid elemente, mis ei ole selle poliinoomi juurteks. Olgu a; liks
sellistest elementidest ja tdhistame

Teame, et bf " - 1, jérelikult on lemma 7.25 pohjal elemendi b; jérk arvu p;* jagaja.
Teisalt

r;—1

pli :afii;él

(2

ehk elementi b; jark on r;.

Niitame, et element b = b1bs . .. by on iihejuurte rithma FE,,, moodustaja.. Olgu elemen-
di b jark h, siis Lagrange’i teoreemi tottu hlm. Oletame niitid vastuviiteliselt, et h < m
. Jarelikult h jagab ka vihemalt iihte arvudest pmi, 1 < ¢ <k, olgu selleks konkreetsuse

m

mottes o Siis eelduse kohaselt

m

1=br =brbl .. b, (7.2)
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m

Kui 2 < i <k, siis p;* jagab arvu o ning jarelikult bf_l = 1. Seega peab vorduse (7.2)

kehtimiseks kehtima ka b{?l = 1 ehk elemendi b; jirk jagab arvu It = Py ik P,
kuid see on voimatu, sest selle jirk on eelnevalt ndidatu pohjal pi* > p’lﬁlfl. Jarelikult on
elemendi b jark m ning F,, on tsiikliline riithm moodustajaga b. O

Teoreem 7.35 (|1, teoreem 6.3.10|). Lopliku tsiklilise rihma mistahes alamrihm on
tstikliline rihm. Kui tsiuklilise rihma G jark on m ning m on n jagaja, siis rihmas G
leidub selline alamrihm H, mille jark on m, kusjuures juhul, kui vottes n = Ilm ning
tihistades G = (g) siis g'on riihma H moodustajaks.

Lause 7.36. Olgu p algarv ning m selline naturaalarv, millel puuduvad arvuga p tihiste-
gurid. Korpuses Q) leidub m-nda astme algjuur siis ja ainul siis, kui m|(p—1). Viimasel
juhul on iga m-nda astme thejuur ka (p — 1). jarku dhejuur. Korpuse Q, (p — 1). jdrku
iihejuured moodustavad rihmas Z,; (p —1). jirku tsiklilise alamrihma.

Toestus. Niitame esiteks, et iga m-nda astme iithejuur on ka (p — 1). jarku iihejuur.
Olgu p algarv ning m selline naturaalarv, et m|(p — 1). Siis mingi naturaalarvu k korral
p —1=mk. Kui a € Q, on m-nda astme iihejuur, saame kirjutada, et ehk iga m-ndat
jarku iithejuur on ka (p — 1). jarku iihejuur. Samuti paneme téhele, et kui a on m-nda
astme iihejuur, siis peab kehtima

1= la"™], = lal,",

kust a € Z,, .
Naitame niitid, et korpuse Q,, (p—1) jarku ithejuured moodustavad tsiiklilise alamriih-
ma. Olgu

fla)=aPt =1, f'(z) = (p = 1)aP 2.

Valime vabalt tdisarvu z¢ € {1,...,p — 1}. Siis Fermat’ viikese teoreemi kohaselt
flxo) = xg_l —1=0 (mod p)

aga
-2
f'(@o) = (p— 1)al 2 £0 (mod p),

sest ‘(p— 1)xg_2‘ = 1, kuna z( on téisarv, mis ei jagu arvuga p ja (p,p—1) = 1.
Seega Henseli lemma kohaselt leidub tépselt iiks p-aadiline tédisarv a, mis on funktsiooni
f(x) juureks ning a = z¢ (mod p). Kuna viimane arutelu kehtib iga z¢ € {1,...,p — 1}
korral, siis on meil voimalik leida poliinoomile f(x) p — 1 erinevat juurt, mis on koik
(p — 1) jérku tihejuured korpuses Q,, kusjuures nende juurte esimesed numbrikohad on
jarjest koik arvud 1,2,...,p — 1. Teoreemi 7.31 jérgi ithejuurte hulk E,_; on iihejuurte
korrutamise suhtes tsiikliline rithm, mille jark on maksimaalselt (p—1). Jarelikult rohkem

(p — 1). jarku iihejuuri olla ei saa ning iiks nendest on selle rithma moodustajaks ehk
(p —1). astme algjuureks.
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Lopuks, olgu a € Z; m-nda astme algjuur. Kui ap on arvu a esimene number, siis
lause 4.7. kohaselt ei ole see null ning

a” =(ap+ap+...)" =qaf' =1 (mod p).

Olgu b € E,_ selline, et
ap = b (mod p).

Siis on poliinoomi g(z) = z™P~1Y — 1 juurteks nii a, kui ka b. Lisaks
m(p—1)a™P D1 £0 (mod p)

ja
m(p—1) ™"~ £0 (mod p)

Seega a ja b on molemad poliinoomi g(z) juured. kuid ¢'(a) # 0 ja ¢'(b) # 0. Kuna
a=ayg=>b (mod p)

siis Henseli lemma {ihesuse osa tottu a = b. Seega on a (p — 1). astme iihejuur, mis tottu
on tema jark arvu p — 1 jagaja. Kuna a™ — 1 = 0 ning m on vihim selline aste, mille
korral see kehtib, siis m|p — 1.

Teisipidi, eeldame, et m|p — 1. Teoreemist 7.34 teame, et (p—1). jarku ithejuurte rithm
E,_1 on tsiikliline ning selle jirk on p — 1 = mk. Teoreemi 7.36 kohaselt leidub riihmas
E,_1 tsiikliline m. jirku alamriihm. Viimase elemendid rahuldavad vordust 2™ =1 ja
neid on kokku m tiikki, st. tegu on koigi m. astme iihejuurte hulgaga F,,. Selle tsiiklilise
rithma moodustaja ongi otsitav m. astme algjuur. O

Viimasest teoreemist saab néiteks jareldada, et ¢ = v/—1 € Qs, sest toepoolest, kuna
514 ja 4|5 — 1 = 4, siis korpuses Q5 leidub neljanda astme algjuur ehk selline element,
mis seega rahuldab vorrandit z* — 1 = 0, kust 2 = 1.

7.4 p-aadiliste kompleksarvude korpus C,

Anname siinkohal liihikese sissejuhatuse p-aadiliste kompleksarvude valdkonda, mida me
selles t60s pikemalt ei késitle.

Definitsioon 7.37. Korpust K nimetatakse algebraliselt kinniseks, kui mistahes mitte-
konstantsel poliinoomil F' € K [z] leidub selles korpuses juur.

Definitsioon 7.38. Olgu K ja L korpused. Korpust L nimetatakse korpuse K algebra-
liseks latendiks, kui leidub injektiivne ringide homomorfism f : K — L ning iga korpuse
L element on mingi poliinoomi F' € K [x] juureks.

Definitsioon 7.39. Korpuse K algebralist laiendit F', mis on algebraliselt kinnine, ni-
metatakse korpuse K algebraliseks sulundiks. Korpuse K algebralist sulundit tdhistatakse
siimboliga K¢ .
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Teoreem 7.40 (|9, peatiikk 2.6]). Igal korpusel K leidub algebraline sulund.

On voimalik néidata, et korpus @, ei ole algebraliselt kinnine. Moodustades selle al-
gebralise sulundi Qj , saame korpuse @, algebralise laiendi. Sulundi @} téieldit kutsu-
takse p-aadiliste kompleksarvude korpuseks ning seda tdhistatakse siimboliga C,. Korpus
C, on algebraliselt kinnine. Toome siinkohal ilma toestuseta moned olulisemad korpuse

<(Cp, Hp> omadused.

Lause 7.41 ([9, peatiikk 2.6]). Vddrtuste hulk |Cp|, on koikjal tihe hulgas [0,00), tdp-

semalt ‘(C;{ = pQ ehk posratavate p-aadiliste kompleksarvude normide véidrtuste hulk on
ratsionaalarvude teatud alamhulk.

Lause 7.42 (9] peatiikk 2.6]). Korpus ((Cp, |-|p> on tdaielik, kuid ei ole sfadriliselt tdielik

ehk leidub hulk selliseid tksteisesse sisestatud kerasid, mille tihisosa on tihi hulk.

Lause 7.43 (]9 peatiikk 2.6]). Korpus <(Cp, |-|p> on separaabel ehk selles ei leidu koikjal
tihedat ilimalt loenduvat hulka.

Lause 7.44 (9] peatiikk 2.6]). Korpus <(Cp, Hp> ei ole lokaalselt kompaktne.

8 Ekvivalentsed normid korpusel Q

Oleme néinud, et korpusel Q on médratud nii p-aadiline norm Hp iga algarvu p jaoks,
kui ka varasemast tuntud absoluutvaartus |-|. Niiiid toestame, et korpusel Q teisi norme
ei olegi ning Q ainsad téieldid on R ja Q,, kus p on algarv.

Teoreem 8.1 (Ostrowski). Iga mittetriviaalne norm ||-|| korpusel Q on ekvivalentne kas
absoluutvadrtusega voi normiga |-|p, kus p on algarv.

Toestus. Oletame esiteks, et ||-|| on arhimeediline norm. Lause 2.3 pohjal leidub selline
naturaalarv n, et ||n|| > 1. Olgu ng sellistest naturaalarvudest vahim. Siis on voimalik
kirjutada ||no|| = nf, kus o = log,, |[nol|. Esitame suvalise naturaalarvu n alusel ng, see
tahendab, et viime selle kujule

n:ao—i—alno—i—agn%—i—... + asng, (8.1)

kus a; € {0,1,...,n9— 1} iga i = 0,...,s korral ja as # 0. Paneme téhele, et s on

midratud vorratusega n§ < n < ni', mis iitleb, et

{lognJ
s= .
log ng

Siin |z | tdhistab arvu x alumist tdisosa. Niiiid, vottes vorrandist (8.1) normi, saame, et

Inll < llaoll + larnoll + [|azng]| + - .. + llasng]

= llaol + llas[| n§ + llaz]| g™ + ... + llas ]| n5™.
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Kuna eelduste kohaselt ng on viithim selline arv, mille korral ||n|| > 1 ja koik numbrid a;
on sellest viiksemad, siis ||a;|| < 1 iga i korral ja seega

]| <14 ng +nd*+... +ns®
Snga(1+n5°‘+n520‘+...+n5w)

< (S(5))

sest vordusest (8.1) ilmselt jareldub n > n§. Kuna nf > 1, siis 0 < n% < 1 ja jéreli-
kult antud geomeetriline rida koondub mingiks positiivseks konstandiks C. Seega saame
kirjutada, et

In| < Cn®igan=1,2,... korral.

Viies eelneva arutelu libi n’¥ (N € Z) jaoks, saame, et
[n7]| < CnNe = ||| < VCne.
Kui mingi fikseeritud n korral protsessis N — oo, siis VC — 1 ja seega
[n]l < n® (8.2)
Toestame ka vastupidise vorratuse. Kuna
nitt >n > ng,

siis saame, et

ng 0 = [ = fln 0t = al] < oll + [l = o]l
kust jareldub

Il 2 [l ™ = [l ™ =l = g™ = (™ =)

+1H _ ”nOHS-H

Viimane vorratus kehtib tdnu omadusele an) ning vorratusele (8.2). Jére-

likult, kuna n > ng ja a > 0, siis

In]| = n§0* = (ngtt —ng)”

_ néerl)a |:1 . <1 o niQ) :|

= C"nésﬂ)a > C'n®,

kus C’ on jillegi mingi arvust n soltumatu konstant. Nagu eelnevaltki kasutame seda
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vorratust n? jaoks, votame N-nda juure ja leiame piirviirtuse. Tulemuseks ongi
Inl] = n®.

Seega on voimalik vaid, et ||n|| = n® iga n € N korral. Lause 1.3. omadusest (e) jareldub,
et ||z|| = |x#|* iga z € Q korral. Lause 1.10. kohaselt tihendabki see aga seda, et selline
norm on ekvivalentne normiga |-|.

Niiiid oletame, et ||-|| on mittearhimeediline ehk lause 2.3 viide (c) tottu|n| < 1 koikide

n € N korral. Kuna eeldasime, et ||-|| on mittetriviaalne, siis saame leida vihemalt iihe
arvu n omadusega |[n|| < 1. Olgu p nendest arvudest vahim. Paneme tihele, et p peab
olema algarv, sest kui oletada, et p = ning, kus ny,ne < p, siis [|p|| = [|n1]] |ne|| = 1,
mis oleks vastuolus arvu p valikuga.

Olgu n suvaline naturaalarv ja nditame, et kui p ei jaga seda, siis ||n|| = 1. Kirjutame
n=rp+s, kus 0 < s < p, saame seda sellisel kujul kirjutada, sest eeldasime, et p seda
arvu ei jaga. Ténu arvu p minimaalsusele ||s|| = 1. Samuti teame, et ||rp|| < 1, sest

lpll < 1 ja ténu lause 2.3 viitele (c) ||r|| < 1. Siit saame, et
I — sl <1 =]l

Lause 2.4. tottu ||n|| = ||s|| = 1. Lopuks, lause 4.10 tottu on iga arvu n€ Z on voimalik
kirjutada kujul n = p¥n’, kus p ei jaga arvu n’ Seega |n|, = (1/p)" ja

Inll = [lpll* ||| = llpll”-

[e%
Olgu p = ||p|| < 1. Siis p = <l> mingi reaalarvu o > 0 korral ning jérelikult

V4
Qv 1 v [0
:<H5 ) =l

Lause 1.3 omadusest (a) ja (e) jareldub, et see valem kehtib ka suvalise nullist erineva
ratsionaalarvu x jaoks. Lause 1.10. kohaselt saamegi, et

Il = lpl* = H%

[zl = llzll, V= € Q,

et [|-[| ~ [, O

Lause 8.2. Tdhistame Q* = Q/{0}. Iga x € Q* jaoks kehtib valem

[T lel, - ol = 1.

peP

Toestus. On piisav nididata, et see valem kehtib juhul, kui = on positiivne taisarv, {ilejas-
nud juhtude kehtivus jéreldub normide korrutamise ja jagamise omadusest. Seega, olgu
a1, a2

x =pi'py’ ... .ppt. Siis |zf, = 1, kui ¢ # p;, |z], = # , kui g = p; ja x| = p'ps? .. pRk.
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Jarelikult

1
H |'I|p = |x|p1 |x|p2 e |$|plc |'I| - a1, a2 ag ‘pglng o pzk =1

p<oo 2 S U

O

Viimasel lausel on kasulikke rakendusi algebralises geomeetrias. Néiteks, kui koikide
normide vaidrtused peale iihe on teada, siis selle teoreemi abil saab puuduva vaartuse
leida.

Eeldame, et meil on mingi ratsionaalarvuliste kordajatega poliinoomil F' (x) korpuses
Q juured, siis leiduvad need juured ka korpustes R ja Q,, iga algarvu p korral. Saame teha
lihtsa jérelduse, et kui poliinoomil F' (x) ei leidu korpuses Q, juuri, siis ei leidu sellel ka
ratsionaalarvulisi juuri, sest korpus Q on korpuse Q, alamkorpus. Enamasti vastupidist
jareldust teha ei saa, st kui poliinoomil F (x) leidub korpuses Q, juuri, siis sellest ei saa
jareldada, et sellel leidub ka juuri korpuses Q. Kuid on moned erijuhud, kus ka sedapidi
jareldust on voimalik teha.

Lause 8.3. Arv x € Q on mingi arvu a € Q ruut parajasti siis, kui see on mingi arvu
b€ Qp ruut iga Q, korral.

Téestus. Eeldame esiteks, et arv z = a? € Q. Siis, kuna Q on Q, alamkorpus, kuulub
arv a ka hulka Q, iga algarvu p korral, st z = a? € Q.
Eeldame niiiid, et arv x on mingi arvu b € Q, ruut iga p korral. Siis saame lause

2
4.10 kohaselt kirjutada arvu z kujul z = pOtdezy = 2 = <p0rd1’bv) , kus w,v € Z).

Kasutades p-aadilise normi omadusi leiame, et
ord 2 20rd,b
1 " — p2| = |pordpb 2 | ordyp|* 2 _ 1 _ (1 !
- ‘x’p - ‘ |p =P v =P ’v’p - ord..b -
P ptte p
20,2

p p

ehk ord,r on paarisarv. Seega on arv x kujul p“*v®, kus [ on mingi tdisarv, p { v .

Lahutades arvu x algteguriteks, saame, et

2
e~ T = TLm = Tt = (Lot ) <@

p<oo p<oo p<oo p<oo

9 Hulgad Q,, kus g ei ole algarv

Et vaadelda hulki Qg, kus g ei ole algarv, peame normi |-| ; ja kujutuse ordg(x) uuesti
defineerima. Kui « € Z, siis ordg(x) vordub ikka suurima arvu g astmega, mis arvu x
jagab. Kuid selleks, et defineerida ordy(z) juhul z = 7, kus a,b € Z, vajame jirgmist
lemmat.
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Lemma 9.1. Olgu * = §,a,b € Z ja (a,b) = 1, kus (a,b) tihistab arvude a ja b
suurimat thistequrit. Siis leiduvad selline tdisarv v ja tdisarvude paar o' ja b nii, et
5 =9"%.91ad ja (V)= (g,0) =1

Téestus. Juhul, kui g1 a ja (g,b) = 1, siis saame valida v =0, a = a/, b =V ja lemma
ilmselt kehtib.

Kui gla, siis tdhistame v = n > 1 kui suurim arvu g aste, mis jagab arvu a. Valime
a' = ag™" ja b/ =b. Sellised juhul gt a’. Kuna (a,b’) =1 ja g|a ehk arvu g algteguriteks
saavad olla ainult arvu a algtegurid, siis jarelikult (g,b') = 1. Samuti, kuna (a,b) = 1,
siis (a/,b') =1 ning

a a’

y =y
Viimaseks vaatleme juhtu, kus g t a ja (g,b) > 1. Siis saame arvu b lahutada teguriteks
b = b1by nii, et koik arvu by algtegurid jagavad arvu g ja arvul by puuduvad arvuga g
iihised algtegurid ehk (by,g) = 1. Sarnaselt saame arvu g jagada teguriteks g;gs nii, et g
koik algtegurid jagavad arvu by aga (g2,b1) = (g2,b) = 1. Lisaks on voimalik leida vihim
selline naturaalarv m = —v, mille korral b;|¢g"™ ja seega ka b;|g]", sest arvudel bjja g; on

samad algtegurid. Vorduses
m@ _ 91'93"

- = a
b b1bo
m m ,m
on arv u = % taisarv. Seega, kui me valime a’ = %a ja b’ = by, siis saame, et
m ,m /
E — -mY1 92 a = g—ma_
b b1bo b’

Paneme tihele, et g 1 o/, sest g1 a, (g,0') = (g,b2) = 1 ning (a/,1’) = 1, sest eelduste
kohaselt (g,b2) = 1, m on vdhim selline naturaalarvu, mille korral b;|¢g}". ning eelevalt
leitsime, et (b2, g) = 1. O

Kui x = 3, siis olgu ordy(z) eelmises lemmas saadud arvu v ja defineerime g-aadilise
normi jargmiselt:

Niide 9.2. Leiame arvu 21‘3 R-aadilise normi ehk

128
23

8
Antud juhul 8/128 ning suurim arvu 8 aste, mis seda jagab on 2. Jérelikult

128

—_— 2- 2
23

8
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Niide 9.3. Leiame arvu % 10-aadilise normi ehk arv

7
104

24

Paneme téhele, et (24,104) = 8. Jagame arvud g = 24 ja b = 104 eelmises lauses toodud
meetodil teguriteks saades

by =8, by — 13
ja
g1 = 8, g2 = 3.
Antud juhul on 1 vahim naturaalarv m, mille korral by = 8"|24. Jérelikult o’ = %-7 =21,
b = 13 ning seega
21
B By e e
104 ,, 13,,

Mairkus 9.4. Sellise normi korral ei kehti enam normide korrutamise aksioom. Naiteks

n
675

1
33750

3

)

=15% < 15% . 15%.
15

=151 aga
15

5 675 - 33750

Uldiselt, kui g ei ole algarv, siis
|abl, < al, [b], -

ja ||, ei ole norm.

Definitsioon 9.5. Kujutisi mis rahuldavad esimest ja kolmast normi aksioomi, kuid ei
rahulda teist ehk korrutamise aksioomi, nimetatakse pseudonormideks.

Lause 9.6. Kui g ei ole algarv, siis on |-|g pseudonorm.

Toestus. Olgu g mingi naturaalarv, mis ei ole algarv. Siis saame ¢ lahti kirjutada mingite

algarvude korrutisena g = g{2g5?...gp*. Olgu a = g{?¢5* ... g," 7" ja b = g,*. Paneme

az az

tihele, et |a|, = ‘91 952 .. g .= 1ja[b], = ‘gZ’“!g =1 aga

jabl, = lgl, =g~ <1=lal, - b,
O

Kuigi |-, on pseudonorm on d(z,y) = |z —y|, siiski kaugus ning me voime hulga Q
selle kauguse jargi téielikustada hulgaks Qg4, mida kutsutakse g-aadiliste arvude ringks.
g-aadiliste arvude kanoonilised saab definieerida sarnaselt p-aadiliste arvude kanoonilisele
kujule, st, g-aadilise arvu a kanooniliseks kujuks on

oo
a= Z ang"”

n=—m
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Teoreem 9.7 ([2, Teoreem 4.5.]). Kui arvud nq,...,nr € N on paarikaupa thiteguri-
teta ja n = ny...ny, sis jaagiklassiringid Z/nZ ja Z/nZ X ... X Z/npZ on omavahel
1somorfsed.

Lause 9.8. Kui kordarvul g on vihemalt kaks erinevat algtegurit, siis Qg ei ole korpus.

Toestus. Olgu g selline kordarv, millel on vihemalt kaks erinevat algtegurit pija po. Pa-
neme tdhele, et ring Q, ei saa olla korpus kui see sisaldab mittetriviaalseid idempotente,
st selliseid nullist ja {ihest erinevaid elemente a € Q, et a® = a. Téepoolest, sellisel juhul

0=d*-a=a(l—a)

ehk arvud a ja 1—a on nullitegurid. Seega piisab teoreemi toestuseks néidata, et ringis Qg
leidub mittetriviaalseid idempotente. Oletame lihtsuse mottes, et g = p1p2, sama arutelu
voib 1dbi viia mistahes kordarvu g jaoks, millel on vihemalt kaks erinevat algtegurit.
Proovime leida sellise arvu a, mis on ringis Q4 mittetriviaalne idempotent. Olgu

o0
a= E ang"
n=0

otsitava g-aadilise arvu @ kanooniline kuju. Kui a on mittetriviaalne idempotent, siis
peab esiteks kehtima
ap = a2 (mod g), (9.1)

Kuna g = p1ps ei ole algarv, siis teoreemi 9.7. kohaselt Z/gZ = Z/p1Z x Z/p2Z . Kuna
néiteks (0,1) € Z/p1Z x Z/p2Z on mittetriviaalne idempotent, siis leidub selline element
ka hulgas Z/gZ. Seega on olemas number ag € {1,2,...,g9 — 1}, mis rahuldab vorrandit
(9.1) toesti leidub. Numbri a; leidmiseks peame lahendama vorrandi

ap+arg=a) = (a’1)2 = (ap + a19)* (mod ¢?).

Kuna g? omab samuti erinevaid algtegureid, siis teoreemi 9.7. kasutades on number a}
voimalik taas kord leida. Lahendades vorrandi

aj = ag+ arg (mod g?) (9.2)

Kuna a} — ap = a1g (mod g?) siis arv g jagab arvu a} — ao ning saame selle vorrandi
viia kujule
/
a7 — ap
a; = = (mod g2) .
g

Paneme téhele, et leitav number ajkuulub hulka Z/gZ ning seega a1 < g nagu soovitud.
Seda protsessi 16pmatult jatkates on meil voimalik leida koik arvu @ numbrid, kusjuures
iga m on korral

a=ag+ap+...+app" = (ag+aip+ ...+ anp™)? = a® (mod g").
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Jérelikult .
. _ . . 1 _
Jin o = Y, 3 aig’ =
1=

kuna mistahes € > 0 korral on alati voimalik leida selline indeks N nii, et iga n > N
korral

2 1
‘a — a| <— =0
v g
Kuna ka g-aadilise normi véartuste hulga ainus kuhujumispunkt on 0 siis jareldub sell-
est, et a®> = a ehk meil on toesti voimalik leida selline element a ringist Qg, mis on
mittetrviaalne idempotent. ]

Niide 9.9. Leiame ringis Qg mone idempotentse elemendi. Olgu selle elemendi arvu
kanooniline kuju a = ... asa1a¢9. Leiame esiteks numbrikoha ag. Teame, et peab kehtima

ap = a2 (mod 6)

Kuna Z/6Z = 7 /37 x 7Z/2Z, siis idempotente leidub. Valime selleks elemendi (0,1) ehk
peab kehtima
a3 =0 (mod 3)

ja
ag =1 (mod 2).
Selleks, et molemad kongruentsid korraga kehtiksid peab olema ag = 3 ning toepoolest

3=9 (mod 6).

Niiiid leiame numbrikoha a;. Selleks peame eelneva teoreemi pohjal lahendama kong-
ruentsi
3+a-6=d) = (a’1)2 = (3+a;-6)? (mod 36).

Selle lahendades saame tulemuseks, et aj = 9. Lahendades niitid kongruentsi 3 + a16 =
9 (mod 36) ndeme, et a; = 1. Leiame jargmiseks numbrikoha ag ehk lahendame kong-
ruentsi

34+1-3+as-36=dh=(ah)*=(3+1-3+as-36)* (mod 216).

Sealt saame, et a), = 81 ja ay = 2. Seda protsessi jitkates on voimalik leida koik a
numbrikohad ning a = ... 213.

Arvutamise ringis Q4 saab ruuduvaba g korral taandada p-aadiliste arvutamisele jérg-
mise lause abil.

Teoreem 9.10 ([7), Teoreem 1.9.2.]). Kui g = p1p2 ... px on erinevate algarvude korrutis,
siis ring Qg = Qp, ® Qp, © ... & Qp, on erinevate p-aadiliste korpuste otsesumma.
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