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Vorred&

In scientiis addiscendis magis
exempla prosunt quam praecepta.
Newton.

Die von dem Verfasser dieses Lehrbuches oft gemachten Wahr-
nehmungen, dass im Allgemeinen der Unterricht in der Trigonometrie
auf Schulen ein weniger erfolgreicher zu sein pflegt, als in den
iibrigen Theilen der Elementarmathematik, und dass der Grund hier-
von nicht blos in der eigenthiimlichen Doppelstellung dieser Wissen-
schaft auf dem arithmetischen und dem geometrischen Gebiete,
sondern zugleich in der Methode anzutreffen sei, welche die meisten
Lehrbiicher befolgen ; haben denselben zu dem Versuche veranlasst,
eine in manchen Beziehungen von der sonst iiblichen Art und Weise
abweichende Darstellung zu geben, wie diese ihm durch Riicksichten
auf Wissenschaftlichkeit und didactische Zwecke bedingt zu sein
schien. Zur Vereinfachung des Gegenstandes und insbhesondere zur
Beschrinkung des Formelwesens wurden die heiden Functionen Se-
cante und Cosecante aus den Betrachtungen ausgeschlossen, und
die iiberstumpfen und negativen Winkel, als in den elementaren
Theilen der Mathematik entbehrlich, blos in einem Anhange zur
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Goniometrie behandelt, indem allenthalben das Nothwendige in den
Vordergrund zu stehen kam. Andererseits wurde Vieles aufgenom-
men, wornach sich der Anfinger in andern Lehrbiichern vergebens
umsieht, manche Formel und Regel in einer einfacheren und eviden-
teren Weise gegeben, wie es dem sachkundigen Leser vornehmlich
in dem Abschnitte iiber den Gebrauch der trigonometrischen Tafeln
und an vielen anderen Stellen nicht entgehen wird. Neu hinzu-
gekommen ist auch die unmittelbare Berechnung der Functionen
fiir den Winkel von 12° au‘sx den, Badiqs des dem regelm. 15-eck
umgeschriebenen Kreises, welche schon zur Widerlegung des durch
viele Lehrbiicher verbreiteten Irrthums, dass die Functionen der
Winkel von 45¢, 309, 180 die einzigen seien, welche sich aus
geometrischen Sitzen unmittelbar ableiten liessen, hier eines Platzes
werth zu sein schien!). Dem iiberwiegend arithmetischen Charakter
der Trigonometrie entsprechend wurde, im Gegensatze zur schema-
tisirenden ' Methode  der Géometrie,  eine vorzugsweise analytische
und. ausfithrlich' erklirende  Darstellung ' gewiblt, der Stoff'"aber,
welcher an Reichaltigkeit /'micht wenige der’ grosseren Handbiicher
iibertrifit, 'soogeordnet, dass bei einem ‘Lehrcursus, der sich' engere
Griinzen stelien sollte, | 'ganze 'Abschnitte unbeschadet des inneren
Zusammenhanges ‘aus dem Vortrage ‘ausfallen konnen.

" Bekanntlich besitzt’ unsere mathematische Literatur noch immer
keine goniometrische und trigonometrische Aufgabensammiung, die
an Umfang und innerem-Werthe sich auch nur im Eniferntesten mit
dem vergleichen liesse, ‘was: in der Algebra' und Geometrie in'dieser
Hinsicht geleistet worden 'ist ;- die bisherigen Sammlungen konnen

1) . Eine andere sehr einfache Ableitung enthiilt des/ Verfassers Anfsatz: Die
Berechnuug der Functionen fir den Winkel von 12° im Correspondenzblatte
‘dés Naturforschenden Verein§ zu Riga 1860 No. 3.
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im ‘Allgemeinen nur da geniigen, wo'die Anforderang sich auf eine
mechanisehe  Anwendung ' der ' Zahlengesetze ' beschriinkt.  Diesem
gewiss ‘'von allen Lehrern, welche die''geistige Selbstthitigkeit des
Schiilers im Unterrichte zu ‘wiirdigen 'wissen; ' tiefgefiihltem Uebel-
stande sollte durch ‘eine’ umfangreichere Zusammenstellung von Bei-
spielen ahgeholfen werden, deren Losung ‘immer eine vollstindige,
selbstbewusste ' Auffassung '“des ' thoretischen 'Theils' erfordert und
daher jede Substitution ohne tieferes geistiges Eindringen 'in “den
Sinn der Frage zur Unmoglichkeit macht. Fiir eine grossere Reihe
zusammengesetzer Aufgaben ist die Auflosung mllstﬁhdig-entWickelt
worden, um die Anfinger mit den oft schwer aufzufindenden Wegen
bekannt zu machen, welche zum verlangten Resultate fiihren konnen.
Die tibrigen Aufgaben, welchen tiberall die nothigen Erklirungen
vorgesetzt sind, wurden aus der Geomefrie, Geodaesie, Physik,
Astronomie und andern Wissenschaften entlehnt, um sowol die grosse
Bedeutun«r der Trigonometrie fiir andere Zweige des menschlichen
Wissens, als auch die Zweckmiissigkeit eines Vortrages der Mathe-
matik in’s rechte Licht zu stellen, welcher nicht blos die - formelle
Geisteshildung, sondern zugleich die praktische Nutzanwendung der
Wissenschaft in’s Auge fasst. Diese Aufgaben erheben sich stufen-
miissig zu immer schwereren Problemen, so dass die Lisung man-
cher derselben selbst Denen, welche bereits eine grissere Gewandi-
heit in der Behandlung mathematischer Fragen besilzen, zur weitern
Uebung wird dienen kionnen. Ihre Resultate sind mit ausschliess-
licher Benutzung der vorziiglichen Bremiker’schen Tafeln mig-
lichst genau und scharf berechnet und in einem besondern Hefte
herausgegeben.

Indem endlich der Verfasser Uebersichtlichkeit des Stoffes
und allenthalben jene Evidenz und Einfachheit zu erstreben gesucht
hat, durch welche die Trigonometrie sich als ein Gebiet darstellt,
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welches: der Anfinger blos durch eine geschickte Verbindung seiner
ihm bereits zu Gebote stehenden arithmefischen und geometrischen
Kenntnisse sich aneignen kann, glaubt er hoffen zu diirfen, dass
seine Arbeit bei Allen Billigung finden werde, welche, gegeniiber
den gesteigerten Anforderungen der Gegenwart auf Griindlichkeit
und Umfang des Wissens schon innerhalb der Schule, die drin-
gende Nothwendigkeit einer leichtern Befriedigung dieser Forderung
erkennen. ;

Dorpat, Juni 1861.
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Einleitung.

§ 1. Die Geometrie lehrt bekanntlich, dass ein ebenes Dreieck voll-
kommen bestimmt ist, wenn von seinen sechs Stiicken, nimlich den drei
Seiten und den drei Winkeln, entweder zwei Seiten und der zwischen-
liegende Winkel, oder eine Seite und zwei Winkel, oder alle drei Seiten,
oder endlich zwei Seilen und der der grossern Seile gegeniiberliegende
Winkel gegeben sind. Die Angabe der Bestimmungsstiicke eines Dreiecks
geschieht in der Geometrié immer dadurch, dass die Seiten und die Winkel
selbst in einer Zeichnung, also unmittelbar als Raumgrossen vorgelegt
werden, worauf das verlangte Dreieck construirt, und somit jedes der
gesuchten Stiicke wiederum als eine Raumgrosse in einer Zeichnung er-
halten wird.

Ausser diesem covstruirenden oder graphischen Verfahren zur Bestim-
mung der gesuchten Stiucke eines Dreiecks aus gegebenen Stiicken giebt
es noch eine andere Methode, welche auf dem Wege der Rechnung die-
selben und andere damit in Verbindung stehenden Aufgaben loset. Man
giebt namlich die Grossen der als bekannt vorausgeselzien geraden Linien
nicht durch eine Zeichnung, sondern durch ihre Masszahlen an, indem
man jene Linien auf eine bestimmte Lingeneinheit bezieht, und driickt die
Grosse der Winkel in Graden, Minuten und Sekunden aus, worauf man
aus den Masszahlen der gegebenen Stiicke die gesuchten Stiicke berech-
net, d. h. die Grosse dieser letzleren ebenfalls durch ibre Masszahlen zu
bestimmen sucht. Die Wissenschaft, welche aus den in ihren Masszahlen
gegebenen Bestimmungsstiicken eines ebenen Dreiecks die tibrigen Stiicke
desselben durch Rechnung finden lehrt, heisst die ebene Trigonome-
trie (Dreiecksmessung).

Obschon aber zunichst nur die Berechnung der Dreiecke die Aufgabe
der Trigonometrie bildet, so finden diese doch eine ausgedehntere Anwen-
dung, wie auf viele anderweilige Gegenstinde der Mathematik tberhaupt,
so insbesondere auf die Berechnung von Polygonen, welche immer durch
Diagonalen in lauter Dreiecke zerlegt und alsdann denselben Untersuchun-
gen wie die Dreiecke unterzogen werden konnen. In dieser letztern An-
wendung fiihrt die Trigonometrie auch den Namen Polygonometrie.

Vergleicht man die Trigonometrie mit der Geometrie hinsichtlich der
in einer jeden von ihnen auf eine besondere Weise erhaltenen Resultate,
so sieht man alsbald, dass jede geometrische Construction wegen der Un-
vollkommenheit unserer Sinne sowol als der angewendeten Instrumente
Fehlern unterworfen und daher immer nur einer beschriankten Genauigkeit
fahig ist; dass sich dagegen mittels der Rechnung das Gesuchte in allen
Fillen mit jedem beliebigen Grade der Schirfe finden lisst, so dass die
Anwendung der rechnenden Methode, wenn diese auch im Allgemeinen die

1
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Eleganz und Einfachheit der construirenden nicht zu erreichen vermag,
den Vorzug vor der Construction uberall verdient, wo es sich hauplsich-
lich um sehr zuverlissige und scharfe Resultate handelt.

§ 2. Da unter den gegebemen und gesuchten Stiicken eines Drei-
ecks sowol Seiten als Winkel vorkommen, diese aber als verschiedenartige
Grossen keine unmittelbare Berechnung der einen aus den andern geslalten,
so filhrt man in die Trigonometrie gewisse Verhilinisse von Linien ein, welche
von den Winkeln, zu denen die Linien gehoren, abhingen und sich aus
ihnen berechnen lassen, ‘also ‘auch umgekehrt die Grosse der Winkel be-
stimmen. Diese Verhaltnisse, welche die ‘Ausmessung der'Winkel durch
gerade Linien moglich machen und iberall in der Rechnung ‘an ‘die Stelle
der ersteren treten), fiihren den Namen der trigonometrischen oder
goniometrischen Functionen, und bilden das eigentliche Wesen
der gesammten Trigonometrie. Ein eigener Abschnitt, weleher sich mit
der Auffindung der trigon. Functionen, mit der Eniwickelung ihres gegen-
seitigen Zusammenhanges und 'mit der Berechnung ihrer Zahlenwerthe
beschiftigt, geht unter defn Namen der ‘Goniometrie als vorbereitender
Theil * der eigentlichen Trigonometrie voran, ‘unter welcher im" engern
Sinne blos die Berechnung der Dreiecke verstanden wird.

Erklirung der irigonometrischen
Functionen.

§ @. Beschreibt man mit einem beliebigen Radius AD einen Halb-
kreis, und denkt sich, dass der Radius von seiner urspriimglichen, in der
Figur angegebenen Lage ausgehend den ganzen Halbkreis' durchliuft, so
werden ‘an dem Mittelpunkte nach und nach alle Winkel gebildet, welche
iberhaupt in einem Dreiecke vorkommen kdnnen. Wir wollen zuerst die
trigon. Functionen  eines beliebigen spitzen Winkels BAD = A kennen
lernen.

Fillet man ‘von B auf AD die Senkrechte BC
BT und bezeichnet die Masszahlen der Seiten des dadurch
i \-“‘. erzeugten Dreiecks durch a, b, ¢, so wird das Ver-

P A *“L hiiltniss f;’;—'der Sinus des Winkels A genannt, und
D4 < a b
geschrieben sin A ==, das Verhiltniss - der Co~

sinus des Winkels A und durch cos A =: bezeichnet ; ferner wird das

¢ cos A ..
die Tangente, dagegen . 4 die Cotangente des
sin
C

Winkels A genannt und geschrieben tg Ae=s

sin A

Verhiltniss -y
A cos A
3 und cotg A =i
b

b a
Es ist also tg A =21 =3 und’ cotg A=z p= 7.
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Die Verhiltnisse' > l:, 2 = D bilden zugleich die trigon. Functionen

des Bogens BD. Dlese Funcuonen sind als Quotienten aus den Mass-
zahlen zweier Linien unbenannte Zahlen. In dem besondern Falle, wo
der Radius ¢ = 1 ist, fillt der Zahlenwerth a der Senkrechten BC mit dem
Werthe von sin A zusammen, nidmlich a = sin A und auf gleiche Weise
b == sin A

E § 4. Aus der Erklirung' der trigon. Functionen erglebt sich fir
/das rechtwinklige Dreieck unmittelbar Folgendes :

;] 1) Der Sinus eines spitzen Winkels ist die |
|gegeniiberliegende Kathete, dividirt durch die B

Hypotenuse, nimlich sinA==-:— und sin B = —
2) Der Cosinus'eines spitzen Winkels ist

potenuse, also cos A = 2 und cosB———E.

3) Die Tangente eines spitzen kaels 1st die gegen-
iberliegende Kalhete, dividirt durch die anliegende, namhch

t"A__—aA und 1gB==-‘ !

4 Die Cotangente eines spitzen Winkels ist die anlie-
gende Kathete, dividirt durch die gegeniberliegende, also
cotg A = ,‘;4 und cotg B = E

§ 5. Da im rechtw. Dreieck jeder der beiden spitzen Winkel A
und B das Complement des andern ist, d. h. jeder von ihnen den an-
dern zu 900 erginzt, so kann man B =900 -— A setzen. Nun ist (§ 4)

sin A= " und auch cos B — 2 S COB'A 20 und auch sin B = iR \

Gl L S IO UOL 0 ettt ¢ c
a a b b

tg A= vt g und auch colgB—-= p s colg’A= - und auch 1gB = _—,

N s ore e ,

sin A = cos (90'— A)
cos A = sin (90°—A)

g A — cotg (90° —A)

| cotg A = g (90°-—A). )

Es ist also der Sinus, der Cosinus, die Tangente, die Co-
tangente eines spitzen Winkels entsprechend der Cosinus,
der Sinus, die Cotangente, die Tangente von dessen Com-
plement.

Hieraus erkldren sich die Benennungen Cosinus und Cotangente, d. h.
complementi sinus und complementi tangens. "Uebrigens werden Sinus
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und Tangente die Hauptfunctionen, dagegen Cosinus und Cotangente
die Nebenfunctionen oder Cofunctionen genannt. Andererseits
bezeichnet man Sinus und Cosinus, und ebenso Tangente und Cotangente
als einander sinnverwandte Functionen.

$ 6. Bezeichnen A, B, C die drei Winkel eines beliebigen Dreiecks,
so ist bekanntlich immer
A +B=180°—C, A4 C=180°—B, B+ C=180°— A, folglich auch
Yo(A -4 B)=90° — %2C, Yo(A 4 C)=90°— /2B, "o(B+4C)=90°—"2A.
Es ist daher zufolge § 5
sin Y2(A 4 B) = cos Y2C, cos Ye(A 4 B) =sin C
tg e(A -4 B) = cotg %sC, cotg Y2(A 4 B) = 1g '=C.
Ebenso sin '/2(A 4 C) == cos "B u. s. w. -

§ 7. Wenn der Winkel A << 45°, so smd die kael 4)50 + A und
459 — A Complemente, mithin ist (§ 5) :

sin (45° 4 A) = cos (45° — A), cos (45° +- A)——sin (450 A)

1g (45° + A) = cotg (45° — A), cotg (45° +-A) = tg (45° — A,
d. h. jede Function eines Winkels zwischen 45° und 90° ist
gleich der sinnverwandten Function eines Winkels, welcher

um eben so viel unter 45° liegt, als der erstere Winkel
iiber 450,

$ 8. Wenn der Winkel BAD=A stumpf
ist, so trifft die vom Punkte B auf den Schenkel AD
gefillte Senkrechte die riickwirts gehende Verlin-
“gerung desselben, so dass jetzt der Abschnitt AC die
entgegengesetzte Lage von jener hat, wo A spilz
war. Giebt man, um diesen Umstand zu bezeich-
nen, dem Zahlenwerthe b des Abschnittes AC das negative Vorzeichen,
so ist ebenso wie in § 3

4 a5 —b
sin A = —, cosA=:-=-—vbr.
] c c c

Da ferner sin BAC = -:-, cos BAC =%,

so folgt, wenn man BAC = 180° — A setzt, dass
sin A = sin (IS0®° —A)
cos A — — cos (ISO° — A), also
tg A — — tg (1S0° — A)
cotg A — — cotg (1S0°— A).
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Die Functionen eines stumpfen Winkels sind also der abso-
luten Grosse nach gleich den gleichnamigen Functionen sei-
nes (spitzen) Nebenwinkels, aber mit Ausnahme des Sinus
simmtlich negativ.

Ein Winkel, welcher einen andern za 180° erginzt, heisst dessen
Supplement ; zwei Nebenwinkel bilden daher immer supplementire
Winkel. f

§ 9. In jedem Dreieck ist die Summe der drei Winkel A+B+‘C L

== 18009, folglich 5+ (
sin A==sin (B + C), cosA=— cos (B} C)
tgA=—1g(B4 C), cotg A=—cotg (B4 C
Ebenso sin B =sin (A 4 C), cos B=—cos (A4 C) u.s. w.

$ X@. Aus den Formeln in § 8 lassen sich andere ableiten, welche
ebenfalls die Functionen eines stumpfen Winkels A durch die Functionen
eines spitzen Winkels ausdriicken. Es ist n#mlich daselbst der Winkel
180° — A ein spitzer und daher zufolge §5
. sin (180° — A) = cos [90° — (1809 — A)] == cos (A — 90°)
cos (180° — A) == sin [90° — (180° — A)] == sin (A — 90V).
Die Substitution dieser Ausdriicke in die Formeln des § 8 giebt:
sin A = ,cos (A—90°
cos A — — sin (A — 90", also
ig A = — cotg (A — 90°)
cotlg A = — tg (A — 90°).
Die Functionen eines stumpfen Winkels sind also der abso-
luten Grosse nach gleich den sinnverwandten Functionen
eines um 90° kleineren (spitzen) Winkels, aber mit Aus-
nahme des Sinus simmtlich negativ.

§ 1E. Gaoz allgemein ldsst sich der Sinus und der Cosinus folgen-
dermassen erkliren. Der Sinus eines Winkels oder Bogens ist die Senk-
rechte von dem Endpunkte des Bogens auf den Durchmesser durch den
Anfangspunkt des Bogens, dividirt durch den Halbmesser ; der Cosinus
dagegen dasjenige Stiick des durch den Anfangspunkt des Bogens gehen-
den Durchmessers, welches zwischen dem Mittelpunkte des Bogens und
dem Fusspunkte jener Senkrechten liegt, dividirt durch den Haibmesser.

Hiufig werden auch die Secante und die Cosecante, d. h.

1 I ’ :
sec a =, und cosec a= . unter den trigon. Functionen aufgefiihrt.

Wir werden dieselben aber als ganz entbehrlich aus unseren Betrachtungen
ausschliessen.



§'22. Die'trigon. Functionen lassen sich auch geome-

trisch darstellen.

I

&

Beschreibt ' man® nimlich ~aus «dem Scheitel eines
spitzen Winkels a mit einem als Einheit angenom-
menen Radius AE einen Viertelkreis; zieht an dessen
Endpunkten E und G Tangenten bis zum Durchschnitte
mit dem verlingerten Schenkel AC:des Winkels, ‘und
fillet ans C die Senkrechte CB, so wird sin a durch
CB, cos.a durch AB dargestellt, upd weil tg a—

CB DE AB FG :
AB = AR’ 083 =(p = sg° AE=AG =1, so

ist tg a = DE und cotg a = FG.

Wenn der Winkel CAE = a stumpf ist, so
beschreibe man ebenfalls aus A mit der Einheit als
Radius ‘einen Kreis, errichte AG senkrecht auf AE,
ziehe aus G und E Tangenten bis zu den Durch-
schnitten F und D''mit der Verlingerung des Radius
AC, und fille die Senkrechte CB. Alsdann ist wie
vorhin sin a = CB, cos a = AB, tg a= DE, cotg a
— FG. Dass cos a, 1g a, colg a negaliv sind, zeigen
die Linien selbst durch ihre ‘der frithern Richtung
beim spitzen Winkel entgegengesetzte Lage an.

Ableitung

trigonomeirischer Formein.

§ B3. Da jede der vier trigon. Functionen den zugehirigen Winkel
vollkommen' bestimmt, und umgekehrt, durch die Grosse des Winkels be-
slimmt wird, so ist ‘es offenbar moglich, aus einer einzigen gegebenen
Function jedesmal die drei iibrigen abzuleiten, wenn man drei von einan-
der' unabhingige Gleichungen hat, welche den Zusammenhang zwischen den

vier Functionen ausdriicken.

Zwei solcher Gleichungen besitzen wir be-

reits in den Ausdriicken (§ 3)

)
@

i cas a
cos a
c9ty A= sina

Hierzu kommt jetzt die Gleichung

%

sin’a 4 cos’a = 1.



Zieht man nimlich aus einem Punkte B des einen Schen-
kels eines beliebigen spitzen oder stumpfen Winkels :
BAC = a auf den andern Schenkel oder dessen Verlin- ‘
gerung eine Senkrechte BD, so ist BD® 4- AD? = AB™. S
Die Division dieser 'Gleichung durch AB? giebt D

BD® , AD? __ AB:? v iy e

Ap? T AB? = AB? d. h. sin'*a 4 cos %a = 1.
Obschon der Cosinus des stumpfen Winkels gleich .

AD
T AB C-LYubip

wie bei dem spitzen Winkel positiv. 4

ist, so wird doch das Quadrat desselben ebenso

§ B4. Die drei Grundgleichungen setzen uns in den:Stand, die
Aufgabe zu losen: Wenn eine Function eines Winkels gegeben
ist, durch dieselbe alle iibrigen Functionen dieses Winkels
auszudriicken.

I. . Gegeben sin a.
Aus Gleichung (3) folgt

@ cos a = -+ ]/l — .nn a
Setzt man diesen Ausdruck fur cos a in, GI. (1) und- ), so ist
$in a
® g a =t 4 vina a
(6) cotg a — -+ 1/1;.::': o

Il. Gegeben cos a.
Aus Gleichung (3) folgt

@) sin a — )/ 1— cos‘a
Dieser Ausdruck fiir sin'a in Gl. (1) und () gesetzt, glebt
® 19,8 7 s
- COs A
® coty &l = Vi—cos'a

L' 'Gegeben ‘tg a.
Aus (1) folgt cos“a=s:::;'. Setzt man diesen Ausdruck fiir
cos®a in GL. (8), so erhilt man.

sin a+"tgl :——:1 oder sin®a (1 + tg*® a)==tﬂ’a, also

L fge .

Dividirt man Gl. (3) durch cos %a, so ist ’



sin’a cos %a h ! 1
cos’a | cos?a . cos’a’ d. h. tg’a“‘_1=cos"a’ also
1 Ao e 1
D e g iVl+ tg*a oder cos a =+ ‘ﬁ——;—i
Da tga.colga= ::)—';ia' & gins—: =1 ist, so folgt daraus '
(12) cotg”a = i"g-a‘
IV. Gegeben colg a.
Aus Gl.-(12) folgt
(13) th a = c—oEJT:
Dividirt 'man Gl. (3) durch sin®a, so ist {
sin*a cos?a 1 1
Snta T sia7s — amtar 0 b 1t cotgfa =gy, also
# S M i,
(14) st a = ‘fmag',;
Der Ausdruck m-?l;; statt tg a in die Gl. (A1) gesetzt, giebt
#hE T 'l—l“_= ! ~———l——~—also
VL b ool BT
colg a
5) COSs & = a2

v 1+cotg’a

§ 15. In Bezug auf das Vorzeichen der gefundenen Ausdriicke ist
Folgendes zu bemerken :

In den Gl. (4), (5), (6), (11) ist entweder das positive oder das
negative Zeichen zu nehmen, je nachdem der Winkel a spitz oder stumpf ist.

In den Gl. (7) und (14) fir den Sinus, welcher fir alle Winkel bis
1800 positiv ist, sind die, Wurzelgrossen nur posiliv. zu nehmen.

Da in der Gl. (10) tg a sowol positiv als negativ sein kann, je nach-
der Winkel a spitz oder stumpf ist, der ganze Ausdruck aber fiur den
Sinus in beiden Fillen positiv sein muss, so ist das Vorzeichen des Nen-
ners so zu wihlen, dass jederzeit sin a posiliv wird.

In den Gl. (8), (9), (15) gilt nur das positive Vorzeichen der Wurzel-
grossen, da tga, cotga, cosa immer gleichzeilig entweder positiv oder
negaliv sind.

§ 6. Im Vorhergehenden haben wir die Beziehungen kennen ge-
lernt, welche zwischen den Functionen eines und desselben Winkels statt-
finden; jetzt wollen wir den Zusammenhang zwischen den Functionen
verschiedener Winkel aufsuchen, und uns zunichst damit beschafligen,
den Sinus und Cosinus von der Summe oder Differenz zweier
Winkel durch den Sinus und Cosinus der einzelnen Winkel

auszudriicke z




Es seien die beiden neben einander abge-
tragenen Winkel -a und: b..zusammen kleiner als
90°.  Beschreibt man  mit. einem beliebigen als
Einheit angenommenen Radius aus dem gemein-
samen Scheitel C einen Bogen, ziebt aus A die
AD | CH und AF_|_CG, ferner aus D dieDB | CG
und DE | AF, so ist A AED ' CBD’, also
Winkel DAE' == BCD = a. RNun'ist’ B> 20

AF: = DB 4. AE oder
sin (a-Fb) = CD.sina+AD.cosa, d. h.
16) sin(at+b)=sina.cosb-} cosa. sir_t b.
Feruer. ist CF = CB — DE oder
cos (a4 b) == CD. cosa-—AD sina, d. h,
an cos(a+b)—cosa. cosb — sina.sinb.

§ 17. Es sei der Winkel GCH == a, kleiner
als 90°, und ein Theil von ihm ACH=Db, also
ACG==a—b. Beschreibt'man mit einem Leliebi-
gen, als Einheit angenommenen Radius aus C einen
Bogen, zieht aus A die AF ] GGund AD | CH, fer-
ner DB | CG und AE | DB, so ist A ADE oo DCB,

also Winkel ADE = DCB /= a.. Nun ist - 1 S
AF = DB — DE .oder,..u «oh
sin (@ —b) =CD, sina—-ADcosa, d h.

18). . sin (a—=h) = sin a cosb — cos a scn b.

- Ferner ist CF = CB + AE oder _
cos(a—b)=CD.cosa- AD.sina, d. h.
19) cos (& —b)==cosacosb + sinasinb.

Dne Formeln (16) bis (19) sind zwar unter der Voxaussetzung ge-
funden, dass a + b << 90° und ebenso a << 90Y ist, gelten aber auch fir
den ball, wo a -+ b und a stumpfe Winkel sind.” Denn bildet man nach
Formel (3) die Gleichungen : ' . .

sin(a -+ b) 4+ cos*(a4b) =1 und sin®(a—b) + cos%(a — by =1,
und” substituirt ‘in* diese die -gefunidenen Adsdiiicke fir $in (a =+=b) und
cos(a +b), so iiberzeugt man snch, dass dieselben wirklich dle Einheit

zum Resultate geben, wie es die Bormel (8) sowol fiir spitze als fir
stumpfe kael fordert, ,

,."1'
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§ 1S. Setzt man in (16) a==b, so erhilt man

(20) sina=2sin acos a oder
-~ @1)_ sina—=2sin 'sacos:a,

in welcher zweiten Form der Gleichung die Winkel a und "2 a sich eben
so verhalten, wie in der Gl. (20) die Winkel 2a und a.

+Setzt man in (17) a==b, so ist

Q@2 cosTa—cos’a—sin’a  oder = (}
44 slRl__ 2 A
(23) cosa=—=cos’5 —sin’;.

Wird die/Gl. (28) zu der Gl. (3) 1= cos * 5 4 sin®5. erst’ addirt*
und darauf von ihr abgezogen, so erhilt man die beiden Gleichungen :

R4 - l+cosa=2cos”%
(25) l—cosa=:2sin‘;

Aus (24) und (25) ergeben sich die beiden Formeln:
@E)_, . c”’— a‘—'/!‘icﬂ oder cos a =l/l+ ";"“‘

QD sin 5 a -—‘/L’L"L’!_E e ‘i”a=‘/l—c;:9a

e ——

§ 19. Die Additon und Subtraction der Gleichungen (16) und (18)
fibrt zu den beiden Formeln

28) sin (a + b) | sin (a— b)) —=2sinacosb

29) sin (a+b) —sin (a —-b)—2cosasinb
Durch Addition und Subtraction der Gleichungen (17) und (19) erhilt
man die beiden Formeln

(30) cos (a—b) |- cos(a + b)— 2cosacosh
@31 cos(a—b)—cos (a+b)—=2sinasinh
Setzt man in den vier Gleichungen (28) bis (31) a+b==A und a—b==B, also

a—=—~ (A -+ B) und b= (A B), so ist
32) stn d-|-sin B—2 sin L 5 (4+B) co.r (4 —B)
(33) sin 4 —sinB—2 cos; (A+B) sin X ,- (A4 — B)
(84) cosB - cosA—=2 co: & (A 4 B) cos ! 2 (4— B
(35) cosB—cos 4—2 sin 5 (A +B) un (4 —B).



1

§ 20. Setzt man zufolge der Formeln (1), (16), (17)
sin (a+b) sinacosb+cosasinb
g @+ b= cos(a+b) ~ cosacosb—sinasinb

und dividirt Zihler und Nenner durch cosacosb, so erscheint

sina Ein b
cos a cosb
g ( o b) T 1 sih @ sinh h
" cosa ‘cosbh
tg a+ lg 1/
(36) tg(@+B)=35_s5a.t55
Setzt man hierin a==b, so ist
: 2tga 2tg)a
(G tg 2 a——fvtq» - oder tga=«1—_—1;2_l;
2
sin (a—D) sin a cos b:c_o_s_a.im b

Setzt man g (a i b) = cos (a % by T cosacosh + sinasinb
und dividirt Zihler und Nenner durch cos acosb, so ist
tga—tgh
(38) ty (a_b)_"l—i—tga.tgb

Auf demselben Wege findet. man
colgacolgh—1

(39) colyg (a | b) = eSS e
z, — X
(40) coty 2 a-— f‘; 3675;7'_
cotgacolgh+- 1
A e B sotabreets 8,

Es wird in § 29 gezeigt werden, dass 1g45 ®==colg 450 =1 ist.
Setzt man in den Gleichungen (36), (38), (39), (41) a=1459, so ver-

wandeln sie sich in folgende :
1+ tgh

42 g 450 4 pyLgtes
— b
(43) tg (45° — b) — ﬁ_;:b
A~ b—12
(45) cotyg (4o°+b)=§%:—b—_ﬁ

; tgh—+ %
(45) coty (45° — b)— ﬁZ,;’..+,

Dividirt ‘man die Gleichungen (16) und (18) durch cosa cosb und
sina sinb, so erscheinen die vier Formeln :

sin (a+b)

(46) tga+ttgh— cosacosh
“f sin (a —b)

an t9a—19b=20sacorn

>
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sin w sin b

sin (@ +b)
i CoRy D - Do = sinasinh
(49) éotg b '—cotg a 2" @D

§ 28. Die entwickelten Gleichungen lassen sich auch auf mehr als
zwei Winkel ausdehnen. ; Verlangt' man z. B. eine Formel fiir sin (a+4-b+c),
so betrachte man zuvorderst a + b als ‘eine einfache Grosse und hat dann

sin [(a 4+ b) + ¢] = sin (a + b) cos ¢ + cos(a 4 b) sin c.
Entwickelt man hierauf sin«(a +4-b) und cos (a4 b), so erscheint

sin (a + b + ¢) == sin a cos b cos ¢ 4+ cos a'sin'h cos ¢+ cosa'cos b sinc
— sin a sin b sin c.

Fiir a==b==¢ wird hieraus

(50) sin3a—3sinacos?a—sin’a
oder wenn man 1 — sin®a fiir cos 2a substituirt
(51D sin3a=3sina—4sin"a.
Berechnung

der trigonometrischen Functionen.

§ 22. Wir beginnen die Berechnung der Functionen fiir gegebene
Winkel mit der Untersuchung, wie die Functionen mit der Aende-
rung des Winkels wachsen oder abnehmen, und zwischen
welchen Zahlen ihre Werthe immer liegen miissen.

In dem mit der Einheit als Radius beschriebenen Halbkreise liege der eine
Schenkel AD des Winkels a unverriickt fest ; der andere Schenkel AB durch-
laufe den ganzen Halbkreis. Ist a=0, so liegt B'in'D und dann ist die
Senkrechte BC gleich 0, «d. h. sin 0 °=0. . Mit der Zunahme des Winkels

a‘wird BC immer grosser, bis B bei 90° in E zu

B E liegen kommt, so dass mithin sin 90 °=—1 ist. Bei
fortgesetzter Vergrosserung des Winkels a nimmt
der Sinus im zweiten Quadranten ab, bis endlich

D e sin180° =0 wird. Alle mdglichen Werthe des

.4 Sinus liegen also zwischen den beiden

Grinzen O und 1, und der grossere von
zwei spitzen Winkeln hat den grossern Sinus, wihrend dem
grossern-von~zwei stumpfen Winkeln der kleinere Sinus entspricht.

§ 23. Fillt der bewegliche Radius AB mit AD zusammen, so liegt
C in D, und es ist AC gleich AD, d. h. cos 0°=1. Mit der Zunahme
des Winkels a bis 90 ° wird der ‘Cosinus AC immer kleiner, so dass end-
lich cos 90 =0 1st. Fiir Winkel tiber 90° ist der Cosinus negativ und
nimmt mit der Vergrosserung des Winkels seinem absoluten Werthe nach
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wieder zu, so dass zuletzt cos 180 °==—1 wird. Der Cosinus liegt
also immer zwischen den beiden Grivzen 1 und —1, und
dem grossern von zwei spitzen Winkeln gehort der kleinere
Cosinus an. ~Je grosser:dagegen ein stumpfer Winkel ist, desto grosser
ist auch der Zahlenwerth seines (negativen) Cosinus. )

§ 24. Da bei der Zunahme eines Winkels von 0° bis 909 der
Sinas von O bis 1 wichst, wihrend der Cosinus von 1 bis 0 abnimmt,
und ein Bruch desto grosser wird, je mehr sein Zihler wichst, sein
Nenper hingegen abnimmt,. dabei aber immer positiv bleibt, wenn seine

beiden Glieder posiliv, sind, 'so folgt- aus dem Ausdrucke 1g a .___,2‘5":*;, dass

mit, der Zunahme des Winkels bis 90° die Zahlenwerthe der -Tangente
wachsen und positiv sind, Es ist i :
sinQ° 0 ) sin 901° 1

'goozébso"’:’l":’o’ 1390'_].:'66&9015.:’0':@’ . ,
wo das’ Zeichen @0 anzeigt, dass die Tangente ! einel iiber alle Grinzen
hinausgehende Grosse erreicht. Da man aber 90° nicht: blos als das Ende
einer yon 0 ° bis 90° gehenden Drebung des. Radius, sondern. zugleich
als den Anfang einer neuen mit 90° beginnenden Drehung belrachten kann,
bei dieser letztern aber die Tangente. npegaliv. ist, .so kommen auch der
Grinze 90° zwei verschiedene Tangenten zu, so dass namlich in der ersten
Bedeutung 1g90° = ao und in der andern (g 900 — — Qo ist.  Weil fer-

sin a 5 A 3 By k ;
ner der Bruch Lo desto kleiner wird, je mehr der Zihler abnimmt, sein

Nenner hingegen sich vergrissert, so werden mit der Zunahme. des stum-
pfen Winkels die absoluten  Zahlenwerthe der Tangente immer kleiner,. so
dass man endlich hat
o sin 180 ° oo
g 1890 (g0 g = O

Die Tangente kann also alle moglichen positiven und nega-
tiven Zahlenwerthe von 0 bis oo annehmen, und dem gros-
sern von zwei spitzen Winkeln gehort die grossere Tangente
an. Je grosser dagegen Winkel ein stumpfer ist, desto kleiner ist der
Zahlenwerth seiner (negativen) Tangente.

$ %.%Durch dieselben Schliisse wie vorhin . findet man, dass es in
Bezug auf die Zunahme und Abnahme der Cotangente bei der Aenderung
des Winkels sich gerade umgekehrt verhilt, wie bei der Tangente. Es ist
o___co§_0°___1 cgs° 0
cofg 0% —= sin 00— o 9@ @0, cotg 909 = g0 — 1 — 0

COT cos 180° —1
botg 1800 = 22 1800 — 2t o0

Die Cotangente nimmt also alle méglichen positiven und ne-
galiven Zahlenwerthe von 0 bis @ an, und dem grossern
von zwei Winkeln entspricht die kleinere Colangente. Je
grosser ein stumpfer Winkel wird, desio grosser wird auch der, Zahlen-
werth seiner (negativen) Colangente. i
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§ 26. Die gefundenen Resultate fiir die Tangente und Cotangente
bestitigen sich auch durch die geometrische Construction dieser Functio-
nen. Die Betrachtung deér ersten Figur in § 12 zeigt, dass fir a =900
die durch E gehende Tangente ED mit der Linie AF parallel ist, und da-
her beide Linien einander gar nicht treffen. Da aber bei der Zunahme
des spitzen Winkels a der Durchschniltspunkt D sich immer weiter von E
entfernt, so kann man fiur den Fall, wo a=90° ist, sich den Punkt D
unendlich weit vorstellen, d. h. die Tangente als unendlich gross bezeich-
nen. Ebenso lisst sich die vollige Uebereinstimmung der geom. Con-
struction mit den iibrigen auf analytischem Wege gefundenen Resultaten
fir die Tangente, so wie fiir'die Cotangente leicht darthun.

§ 27. Obschon es der Winkel, deren Functionen man in bestimm-
ten Zahlen anzugeben hat, unzihlig viele giebt, so lisst sich doch die Be-
rechnung aller dieser Functionen auf einen sehr missigen Umfang zuriick-
fihren. Um n#dmlich die Zahlenwerthe der Functionen aller
Winkel von 0° bis 180° zu kennen, gentigt es, die Werthe
der Functionen fiir alle Winkel bis 45% zu berechnen.

Denn erstlich ist (§ 8) der Sinus eines stumpfen Winkels zugleich
der Sinus seines spitzen Nebenwinkels, und cos, lg und colg eines stum-
pfen Winkels erhalt man, wenn man diese Functionen von dessen spitzem
Nebenwinkel negativ nimmt, z. B.

sin 990 — sin (180° — 99°) —sin 81°,
€0s 959 — — cos (180° — 95°) — — cos 85°.
Zyweitens ist (§ 7) jede Function eines Winkels zwischen 45° und 90° zugleich
die sinnverwandte Function eines Winkels zwischen 0° und 45", z. B.
sin 55 © = ¢os (90,4 — 55 %) = cos 35°,
tg 479 — cotg (908 — 47°) 22 cotg 430,
Kennt man also die Werthe der Functionen aller Winkel unter 45°, so

sind auch die Werthe der Functionen aller Winkel von 45° bis 180° ohne
Weiteres bekannt.

= § 28. Wenn man mit einem als Einheit ange-
nommenen Radius einen Bogen beschreibl, und einen

D €' Mittelpunktswinkel ACB desselben, und damit zugleich
dessen Sehne AB durch CD halbirt, so sieht man, dass

B der Sinns des Winkels ACD gleich ist der hal-

ben Sehne des doppelten Winkels ACB.

Auf diesen Salz gestiitzt, wollen wir die Functionen. fir die halben
Mittelpunktswinkel. der regelmissigen Vielecke von 4, 6,” 10, 15 Seiten
berechnen, welche die Geomelrie in den Kreis einschreiben lehrt, indem
sie zugleich Mittel an die Hand giebt, aus dem Radius die Zahlenwerihe
der Sciten dieser Vielecke zu finden. Wird der Radius gleich 1 geselzt,
so ist die Hilfte jeder Vielecksseite der Sinus von der Halfte des entspre-
chenden Mittelpunktswinkels. Aus dem Sinus kann man den Cosinus und
alsdann auch die Tangente und Cotangente finden.
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§ 29. In der Figur § 28 stelle AB die Seite des regelmissigen
Vierecks vor, alsdann ist ACB =900, also ACD =45°, folglich auch

CAE =459 und daher AE = CE, ferner AB=}/1*+1%= /2, also
AE=CE =} V2, d. h.

sin45° =} /2 = 0,7071067 = cos 45°

tg 450 = %g= 1= cotg 45°.

§ 30. Bedeulet AB jetzt die Seile des regelm. Sechsecks, so ist
AB—AC—1, ACB—60°, ACD —30°, und weil AE= ., mithin CE =

1 1./ .
‘/1—~I=727V3, $0 ist
sin 300 =-—;- =05, =1 60§1,60 2

cos 300 = 3}/ 3 = 0,8660254 — sin 60

E

1g 300 = A¢ — 1. __0,5773502 — cotg 60 °

i
cotg 300 = P — /'3 —.1,7320508 — g 60°.

§ 3. Es stelle AB die Seite des regelm. Zehnecks vor, so. ist
ACB=36°, also ACD=18°. Da die Seite des Zehnecks das grossere
Stiick' des nach stetiger Proportion getheilten Radius bildet; so. ist

1:AB—AB:1— AB oder AB®- AB =1, also' AB= } (¥5—1).
Nan ist AE — } (V5 —1) und CE =Y/ 1— ;5 (VE—1)" =} 5’3%’5’ O
sin 180 = } ("5_:2:”—" 0,3090169 — cos 72 ° y @L
c0s 180 — } |/ %‘ié —0,9510565 — sin 720 i
g 18° — AE . 0,3249196 — cotg 720
cotg 18 ¢ =:—~ = 3,0776835 =1g 712 2.

§ 32. Wenn in dem mit der Einheit
als Radius beschriebenen Halbkreise AB die
Seite des Sechsecks, welche gleich 1 ist, und
AC die Seite des Zehnecks vorstellt, deren
Werth '3 (V5—1) -betrigt (§ 31), so ist be- [ .
kanntlich BC 'die Seite des Finfzehnecks, D“
und dieser entspricht der Mittelpunktswinkel
von 129, so dass also § BC==sin12 ¢ ist. Da nun ACD = ABD=90°
und nach dem Ptolemiischen Satze (Legendre § 118)
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AD.VBC +'AC.BD==AB . DC, so ist
2.BCH+ 3 (/5—1).v3=V4i—1(V5-1)°, also
BC — V16+2V5— Y5+ Y3, folglich

sin 1290 = V10 ) ‘/58"' ‘/1-3 4 V3 240 ,2079117 = cos 78°

c0s129 = J/1 —sin?129 = 0,9781477 = sin 18° ..
‘ lry 120 —sind2°: co0s 120—02125566==colg 780
colg 120 = cos 12 0 5in 12 © = 4,7046300 — 1g 780,

§ 83. Aus den bereits berechneten Functionen lassen“sich ‘die Fune-
tionen von unendlich vielen andern Winkeln finden. Mittels der Formeln
(16) bis (19) kann man aus den Functionen zweier Winkel die Functio-
nen der Summe oder Differenz jener Winkel ableiten, z. B.

sin 75 0 ==sin (459 4~ 309) = sin 45 ¢ ¢0s 80° - cos 459 sin 30 ©

== 0,9659258 = cos 159
c0s 69 =1cos (18° — 129) = c0s 18° cos 129 |- sin 180 sin 12 ©
= 0,9945218 = sin 840,

Ferner bieten dle Formeln (20) und (22) ein Mittel dar, aus den Functio-
nen eines 'Winkels die des 2, 4, 8., .. fachen Winkels zu.berechnen,
swithrend - ‘die Forrieln (26) und (2’7) dne Moglwhkent gewihren, aus den
Functionen eines Winkels die 'des halben Winkels abzulellen, z. B. aus
¢0s 60 = 0,9945218 findet -man nach einander; / i

sin 80 = ‘/1 f‘;os(’ = 0,0528359 = ¢0s 879

00§ 80 — 1i;‘3ﬁ- — 0,9986295 — §in 87 °

sin 10 80/ — ‘/ i ©0r3} . 0,0261769 — cos 88 0 30"

cos 1° 30 — ‘/‘ E °°—S:"’— = 0,9996573 = sin 880 30,

/ y /
Ebenso erhilt man nach-einander sin 45’, sin 4; , 8in 445 , sin 485 , sin ‘:6 :

sin 32— ‘L0 ,00040905, sin 67 ;0 00020452. Bei dieser Berechnung zeigt

es sich, dass je kleiner die, Winkel werden,  auf desto. mehr Decimal-
stellen die Sinusse sich wie lhre Winkel verhalten. So ist z. B dle letzle

Zahl die Hilfte der vorhergehenden, ‘ebenso wie der kael " die Halfte
ven gg';nst. Man kann daher sin1‘ durch folgende Ploporuon finden :

sin ‘}j:sm 1’*’%’1" also’ sin 1/ == 0,00029087. ¥ ba
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Aus sin1¢ ldsst sich cos1/ (§ 14, 4), danm sin2‘/(§ 18, 20), hierauf
(§ 16, 16) sin 3/, sin 4’ u. s. w. berechnen, so' dass die Winkel von Mi-
nute zu Minute fortschreilen.  Man ersieht hieraus die Moglichkeit einer
ganz elementaren Berechnung der Functionen. Kiirzere Methoden lehrt
die hohere Mathematik.

Vom &ebrauche | \
der trigonemetrischen Tafeln.

§ 34. Die Logarithmen der berechuneten trigon. Funclionen hat
man neben den in Graden, Minuten und Secunden ausgedriickten Winkeln,
welchen. die Functionen angehoren, auf eine iibersichtliche Weise in Tafeln
zusammengestellt, so dass man mit Leichligkeit fir jeden gegebenen Win-
kel die Logarithmen seiner Functionen, und umgekebrt, zu jedem gege-
benen Logarithmus einer Function den zugehorigen Winkel finden kann.

Da die Functionen theils #chte, theils undchte Briiche sind (nur die
Tangenten von 45° bis 90° oder die Cotangenten yon 0° bis 45° haben
einen grosseren Zahlenwerth als 1), so miissen die Logarithmen der Func-
tionen theils positiv, theils negativ sein, indem dchte Briche negative
Logarithmen haben. Zur Vermeidung dieser Ungleichformigkeit sind in
den Tafeln alle Logarithmen der trigon. Functionen um 10
grosser als ihr wirklicher Zahlenwerth angesetzt worden,
so dass also dieselben immer unter einer positiven Form erscheinen. ' So
g, B,

sin 309 = 0,5, also log sin 30° = log 0,5 = 0,6989700 — 1,
wihrend die Tafeln angeben log sin 30° = 9,6989700.° Man muss da-
her von jedem aus den Tafeln entnommenen Logarithmus 10
subtrahiren, um seinen wahren Werth zu erhalten. Diese
Subtraction wird immer blos dadurch angedeutet, dass' man dem Loga-
rithmus hinten — 10 anhiingt. So steht z. B. iin den Tafeln log sin 12°
= 9,3178789, wofiir zu setzen ist ,

log sin 12° = 9,3178789 — 10 = 0,3178789 — 1.

Bestimmt man mittels der gewthnlichen Logarithmen-Tafeln den Numerus
dieses Logarithmus, so findet man sin 12 ° = 0,2079117.

Wenn umgekehrt eine Function, z. B. tgx=0,3249196 gegeben ist,
und man will den Winkel x durch die Tafeln bestimmen, so sucht man
erst in den Logarithmen-Tafeln den Logarithmus jener Zahl, udmlich
0,5117760 — 1, addirt 10 hinzu, was 9,5117760 giebt, und findet
jetzt in den trigon. Tafeln fir diesen log tg den Winkel von 18 ° angegeben.

Diese Vergrosserung des Logarithmus einer Function um 10 Ein-
heiten, damit man denselben in den Tafeln antreffe, pflegt man das Zu-
riickfihren der Function auf den Tafelradius zu nennen, weil
bei der Anfertigung der ersten Tafeln der Radius des zur Construction
der trigon. Linien dienenden Kreises nicht gleich 1, sondern gleich 10000
Millionen angenommen wurde, von welcher Zahl der Logarithmus 10 ist.

; 2
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7§ 35. In den von Bremiker bearbeiteten Vega'schen Tafeln,
welche allen Rechnungen in diesem Lehrbuche zu Grunde gelegt sind,
schreiten die Winkel von 10 zu 10 Secunden fort, und ausserdem ist in
den mit d und dc (differentia communis) tiberschriebenen Spalten be-
rechnet worden, um wie viel sich die Logarithmen der Functionen iindern,
wenn sich die Winkel um 10 Secunden #ndern. Jene Spalten sind be-
stimmt, mittels einer leichten Rechnung (Interpoliren) auch die Functionen
der Winkel von Secunde zu Secunde zu finden. Diese Rechnung griindet
sich im Allgemeinen auf folgenden Satz: Die Differenzen wenig ver-
schiedener Winkel verhalten sich wie die Differenzen ihrer
gleichnamigen Functionen, folglich auch wie die Differen-
zen der Logarithmen dieser Functionen, und zwar desto
genauer, je weniger die Winkel von einander verschieden
sind. Bei der Anwendung dieses Satzes sieht man also ungleichmissig
wachsende Grossen, wie die Winkel und ihre Functionen sind, als gleich-
missig wachsend an, was innerhalb eines sehr kleinen Intervalles der
Zunahme ohne merklichen Fehler geschehen kann. Man hat dabei stets
darauf zu achten, dass bei der Zunahme eines spitzen Winkels_
der Sinus und die Tangente ebenfalls zunehmen, der Cosi-
nus und die Cotangente dagegen abnehmen (§ 22 — §25).

Der Gebrauch der Tafel kommt immer auf die Auflssung einer der
beiden Fundamentalaufgaben zuriick : 1) Den Logarithmus einer
Function eines gegebenen Winkels zu finden, 2) Zu einem
gegebenen Logarithmus einer Function den zugehirigen
Winkel zu finden.

§ 36. Es sei gesucht log sin 25° 48 b4/, 59,

Unmittelbar in der Tafel findet man
log sin 25 ° 48 50" = 9,6389376.
Zwischen diesem Logarithmus und dem nichst folgenden in der Tafel an-
gegebenen log sin 25° 497 =9,6389812 findet man in der mit d iiberschrie-
benen Spalte die Zahl 436, welche eigentlich 0,0000436 bedeutet und
anzeigt, um wie viel der Logarithmus 9,6389376 zunimmt, wenn der
Winkel 25° 48 50 um 10 Secunden wichst, also gleich 25° 49 wird.
Jener Winkel wichst aber im vorliegenden Fall blos um 4,59 und daher
findet man die Zunahme seines log sin aus der Proportion
10 : 4,59 = 0,0000436 : x
x == 0,0000200124
Addirt man diese Zahl, deren drei letzte Stellen unberiicksichtigt bleiben,
weil man den Logarithmus tiberhaupt nur auf sieben Stellen zu erhalten
wiinscht, zu dem vorhin gefundenen log sin 25° 48/ 50 hinzu, so findet man

9,6389376
00000200104 .
log sin 25° 48’ 54,59 = 9,6389576 also (§ 34)
log sin 25° 48’ 54,59 = 0,6389576 — 1

Diese ganze Rechnung pflegt man kurz so zusammenzustellen :
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log sin 25° 48/ 50" = 9,6389376
43,6 X 4,59 = < 200,124
log sin 25° 487 54,59 = 0,6389576 — 1
indem man hier schliesst: Auf 107 kommt zu den letzten Stellen des
log sin 25° 48/ 50 die Zahl 436 hinzu, also auf 14 ihr zehnter Theil,
d. i. 43,6; folglich kommt auf 4,59 als Zuwachs 43,6 X 4,59 = 200 hinzu.
Verlangt man den sin 25° 48/ 547,59 selbst, nicht aber seinen Loga-

rithmus, so schligt man in den Logarithmen - Tafeln den Numerus von
0,6389576 — 1 auf, und findet sin 25° 48‘ 54,59 = 0,4354694.,

§ 37. Gesucht log cos 35° 18/ 15,

Es ist log cos 35° 18/ 10 — 9,9117485
18,0030 Boy e A o ThH

“log cos 35° 18’ 15 — 0,9117410 — 1.

Die Differenz 74,5, welche hier abgezogen wird, weil der Cosinus ab-
nimmt, wenn der Winkel wichst, wird durch folgenden Schluss erhalten :
Auf 10, um welche der Winkel wichst, vermindern sich die untersten
Stellen seines log cos um 149, also auf 1 um 14,9 und daher auf 5
um 74,5. Man zicht aber, um die aus der Verkiirzung des Decimalbruches
hervorgehende Ungenauigkeit moglichst gering zu machen, nicht 74, son-
dern 75 ab, da nach 74,5 eigentlich noch andere Ziffern folgen und des-
halb der ganze vernachlissigte Theil der Differenz grosser als 0,5 ist.

§ 38. Gesucht logtg 15° 51/ 27,51.

log tg 150 51/ 20 — 9,4533474
80,2 X 7,51 =  + 602,302

log tg 15° 51/ 27,51 = 0,4534076 — 1.
Gesucht log cotg 74° 5/ 424,

log cotg 74° 5* 40* = 9,4547874
798 X2 = —1b69,6

“log colg 40 b 43" — 0,454TT14 — 1.

$ 39. In den Tafeln von Bremiker befindet sich (S. 188 —287)
eine besondere Tabelle, welche alle Winkel innerhalb der ersten fiinf
Grade von Secunde zu Secunde enthdlt, und mit Vortheil benutzt wird,
wenn man log sin und logtg der Winkel bis 5°, oder log cos und
log cotg der Winkel von 85° bis 90° zu bestimmen hat, oder umgekehrt
aus den Functionen die Winkel sucht.

Gesucht log sin 2° 19/ 494,71,

(S.238)  log sin 20 19°49% = 8,6091653
518X 0,1 = . 4 361,78

" log sin 2° 19¢ 49,71 — 0,6092021 — 2.
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Die Differenz 8,6092171 — 8,6091653 = 518 'muss durch eigene Berech-
nung gefunden werden, und ‘entspricht der Winkeldifferenz von 1 Secunde.

Nach der gewvhnlichen Tabelle ist (8. 303)
log sin 2019/ 40% = —8,6086994
L1, 1% 9,71 =+ 5026,867

log sin'20 19/ 49,71 — 0,6092021 — 2.

S 4®. Die Functionen stumpfer Winkel lassen sich auf zwei ver-
schiedene Arten bestimmen : ! Wi te

1) Man zieht den stumpfen Winkel von 180° ab, und
sucht fiir den nachbleibenden spitzen Winkel die verlangte
Function zufolge der Formeln §8 Y

sin A = sin (180° — A), cos A == — cos (180° — A) u. s. w.

2) Man zieht 90° von dem stumpfen Winkel ab, und sucht
fir .den nachhleibenden spitzen Winkel die sinnverwandtie
Function zufolge der Formeln (§ 10)

sin A == cos (A — 90°), cos A = — sin (A.—~ 90°) u. s. w.
‘ Es sei-gesucht log sin 980 3/ 94,

Wir bezeichnen der Kiirze wegen den gegebenen Winkel mit a, und
. suchen seinen. log sin auf beide Arten.
1) sin a = sin (1809 — a) — sin 810 56 58~
log sin 81° 56 50 — 9,9956964
29X 8 = -+ 23,2

2) Sin a = ¢0s (a — 900) = cos 80 3/ 9
log cos 80 3¢ —0,9956993
L IR0 = -—15,8

log sin 980 3/ 2 — (,9956987 — 1.

S 41. Obschon es fir Cosinus, Tangente und Cotangente eines
stumpfen Winkels, weil es ‘negative Zahlen sind, keine Logarithmen
giebt, so haben doch ihre absoluten Zahlenwerthe Logarithmen ; diesen
letzteren hiéingt ‘man aber immer ein (n) an, um anzuzeigen, dass
jene absoluten Zahlenwerthe urspringlich mit dem negativen Zeichen be-
haftet waren.

.Gesucht log cos 1280 157 24,

Setzt man der Kiirze wegen 1239152 —2a, so ist
1) €08 @ == — ¢0s (180° — a) = — ¢os 560 44 5]«
log cos 569 44/ 50" = 9,7390450
32,1 X8 = — 256,8

log cos 1239 15¢ 2 — 0,7390193 — 1 (n).
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Oder 2)  cosa==—sin (a+— 90°)==—sin 330 15'2"
log sin 33°15 = 9,7390129 |
A G 31 i 2 0 iR s
log cos 123° 15/ 2" = 0,7390193 — 1 (n).
Sucht man den Cosinus selbst, so schligt man in den Logarithmen-Tafeln
den Numerus von 0,7390193 — 1 auf und nimmt ihn negativ; man findet
’ cos 1230 15/ 2 = — 0,5483013.
Auf dieselbe Weise findet man ‘
log tg 125° 247 31“ 0,1481980 (n)
tg 1250 24/ 314 — — 1,4066886
ferner log cotg 109° 2/ 28 =  '0,5379832 — 1 (n)
' cotg 1090 27 28 — — 0,3451304.

Il

§ 42. Wir gehen zur umgekelirien Aui‘gabe iber: Zu einer
gegebenen Function den Winkel zu finden:

Gegeben log sin x = 0,6389576 — 1.

Zuvorderst hat man mit Riicksicht auf den Tafelradius zu selzen
log sin x ==9,6389576. !
In der Sinus- Spalte der Tafel sucht man diejenige Zahl, welche am
nichsten an 9,6389576 herankommt, aber kleiner als dieser Logarithmus
ist; man findet
log sin 259 48/ 50 = 9,6389376
und weil nach 'der Tafel log sin 259 49 = 9,6389812, also grosser als
unser gegebene Logarithmus ist, so muss auch x zwischen 25° 48/ 504 ¢
und 25° 497 liegen. Zwischen diesen beiden Winkeln findet man in der
Differenz-Spalte die Zahl 436 ; diese zeigt an, dass der Winkel 25° 48/ 50"
um 10 wichst, also gleich 25° 49 wird, wenn sein log sin um 0,0000436
zunimmt. - Da nun aber log sinx nur um (
9,6389576 — 9,6369376 = 0,0000200
zupimmt, so findet man den verhilinissméssigen Zuwachs des Winkels
250 48/ 507 durch die Proportion .
0,0000436 : 0,0000200 = 10 : y
200 .10 X
_02361’ = 4,58, also ist
x =259 48/ 54//,58.
Die ganze Rechnung wird folgendermassen zusammengestellt :
log sin x = 9,6389576
_log sin 25° 48’ 50"/ — 9,6389376
| 200
S SR R b
x = 25° 48/ 54/, 58.
Man schliesst hier kurz so: Bei der Differenz 436 wiichst der Winkel
250 4850/ um 10, und daher bei dem zehnten Theil 43,6 um 1//; ‘wie
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oft also 43,6 in der Differenz 200 enthalten ist, um so viel Secunden
nimmt auch jener Winkel zu.

Da endlich der Sinus eines spitzen Winkels zugleich der
Sinus von dessen stumpfem Nebenwinkel ist (§8), so muss
man fir den gesuchten Winkel auch 1800 — 25° 48/ 54,58 setzen, so
dass also unserer Aufgabe gleichermassen die beiden Werthe gentigen

x = 259 48/ 54,58 und x =154° 11/ 5,42.

§ 43. Wihrend die Bestimmung eines Winkels durch seinen Sinus
zweideutig ist, wenn sich aus der Aufgabe selbst kein weiteres Kenn-
zeichen dafiir entnehmen liisst, ob der spitze Winkel, den die Tafel un-
mittelbar giebt, oder dessen stumpfer Nebenwinkel zu wihlen sei, wird
ein Winkel durch eineder iibrigenFunctionen: Cosinus, Tan-
gente, Cotangente, immer ganz unzweideulig bestimmt. Denn
obschon z. B. einem und demselben Zahlenwerthe eines Cosinus immer
zwei Nebenwinkel angehoren, ein spitzer und ein stumpfer, so ist doch
der Zahlenwerth des Cosinus fiir den spitzen Winkel positiv, fiir den
stumpfen Winkel negativ, und man kann daher am Vorzeichen dieser
Function sogleich erkennen, welcher von beiden Winkeln gemeint ist.
Ebenso verhidlt es sich mit der Tangente und Cotangente. Demgemiss
konnen unter x in den Ausdriicken cosx=0,5, tgx="1T, colgx=4
nur spitze Winkel, dagegen in den Ausdriicken cos x = — 0,3, 1gx= — 2,
cotg x =— 3 nur stumpfe Winkel verstanden werden.

Wenn cos, tg und cotg durch ihre Logarithmen angegeben werden,
so ist bei diesen ebenfalls ein solches Unterscheidungszeichen nothig, da-
mit man sogleich wisse, ob die Functionen posiliv oder negaiiv zu neh-
. men seien, also ob sie einem spitzen oder stumpfen Winkel angehtren.
Man schreibt daher im ersten Falle z. B.

log cos x ==0,9084026—1, log tg x = 0,3010300, log cotg x = 0,5346204
dagegen im zweiten Falle
log cos x = 0,9084026 — 1 (n) oder log (— cos x) =0,9084026 — 1
log tg x = 0,3010300 (n) oder log (— tg x) ==0,3010300
log cotg x=0,5346294 (n) oder log (— cotg x) = 0,5346294

§ 44. Sei gegeben logcosx=9,7107395, so ist
log cos 59° 5/ 20" = 9,7107160
f 235
x ==59°513,33.

E$ lisst sich x auch so bestimmen, dass man in der Tafel von dem néchst
grossern Logarithmus ausgeht, nimlich

log cos 59° 510 = 9,7107512

log cos x = 9,7107395
184,90 o 4

Hier muss die Differenz addirt werden, also ist X = 590 b/ 13/.32.
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. Sei gegeben logtg x ==10,0328564
log 1g 47° 9/ 50" =10,0328352

212
X &= 47799 567 01

Sei gegeben logcotgx =10,4771213
so ist log cotg 18° 26 10" = 10,4770919

294

— 4,18 = s

3 70,2
x==18°26 5,82,

§ 45. Die stumpfen Winkel lassen sich aus ihren gegebenen
Functionen auf zwei Arten bestimmen :

1) Man sucht fir den Logarithmus der Function den
spitzen Winkel, welchen die Tafel giebt, und zieht densel-
ben von 180° ab, zufolge der Formeln (§ 8)

cos A = — ¢os (180° — A), tgA=—1g (180° —A) u. s. w.

2) Man betrachtet den Logarithmus der Function als
den Logarithmus der sinnverwandten Function, bestimmt
den zugehorigen spitzen Winkel und addirt zu demselben 90°,
zufolge der Formeln (§ 10)

c0s A = — sin (A — 90°), tg A= —cotg (A—90°) u.s. w.

§ 46. Sei gegeben log cosx = 9,9084026 (n)

dann ist 1) log cos (180° — x) == 9,9084026
SO RONErS D S OySNR 000
wae i53
1800 — x — 350 55/ 8,7, also x = 1800 — 350 557 84,7 —144° 4/51,3
oder 2) log sin (x —909) = 9,9084026
~ log sin 54° 4/ 50 = 9,9084006
20
+ 1“,3 T 1—53

X — 900 — 540 451,83, also x =540 4 51,3 4 900 = 144°% 4 51,3

Das zweile Verfahren ist dem ersten im Allgemeinen vorzuziehen, da die
Addition von 90° zu einem Winkel bequemer ist, als die Subtraction eines
in Graden, Minuten und Secunden ausgedriickten Winkels von 180°.

Wenn gegeben ist tg x == — 2, so hat man zuvor log 2 zu neh-
men und denselben mit Riicksicht auf den Tafelradius um 10 zu erhohen ;
man findet log tg x ==10,3010300 (n) und hierauvs x = 116° 33/ 54 54*/,19.

Ist gegeben log (— cotg x) = 10,5846294, so findet man

x = 163° 43/ 21,46.
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§ 4%7. Ein aus mehren positiven und negativen' Factoren bestehen-
des Product, oder ein gebrochener Ausdruck , dessen Zihler und Nenner
Producte aus derartigen Factoren sind, ist positiv oder negativ, je nach-
dem die Anzahl der negativen Factoren eine gerade oder ungerade ist.
Wird nun der numerische Werth eines solchen Ausdrucks logarithmisch
berechnet, wobei die negativen Factoren vorlaufig positiv betrachtet und
ihre Logarithmen mit (n) bezeichnet werden, so hat man nur in dem
Falle, wenn die Anzahl der Zeichen (n) ungerade ist, ein solches Zeichen
ebenfalls dem Logarithmus des verlangten Endresultates beizufiigen, und
letzteres selbst alsdann negativ zu nehmen.

1) Sei gegeben tgx—15,34 cocgg}43° 35/ cos 95° 23/, so ist
log 5,34 = 0,7275413 . b
log cotg 143° 35/ =10,1321127 (n) , .
log cos 95° 23 = 8,9722895 (n)

log tg x = 9,8319435, alge, ‘x‘; 340 1051,69.
‘ 4 sin 109° cos 930 55}‘-:'\ Wy 1V
2) Sei gegeben cos x = CBEIB dann ist

log sin 109°, = 9,9756701

log cos 93° b5/ — 8,8344557 (n)

18,8101258

log 35 — 1,5440680 (n)

_ log tg 1430 10/ = 9,8744838 (n)
11,4185518

log cos x = 7,3915740 (n), also x — 900 8’ 28/.15.

S 48. Bei der Bestimmung von Winkeln nahe bei 0°
oder bei 90° aus ihren Functionen, oder umgekehrt dieser letztern
aus den Winkeln hat man einen Umstand zu beriicksichtigen, der oft eine
bedeutende Ungenauigkeit in dem Resultate einer Rechnung herbeifih-
ren kann.

Wenn der Sinus oder Cosinus nahe gleich 1 ist, so d#ndern sich
diese Functionen mit dem Wachsen oder Abnehmen des Winkels sehr
wenig, d.h. die Aenderung des Sinus wird sehr gering nahe bei 900,
und die des Cosinus nahe bei 0°. Wo sich aber Sinus und Cosinus ihrem
kleinsten Werthe O nihern, #ndern sie sich am stirksten, wenn sich der
Winkel dndert, also der Sinus nahe bei 0° und der Cosinus nahe bei 90°.
Da némlich

sin 0 =0, sin 45 =0,707..., 'sin 90° —1
: c0s 09 =1, cos459=0,707..., cos90° =0,

so sieht; man, dass der Sinus bis 45° um mebr zunimmt, als von 45°
bis 90°, und dass der Cosinus bis 45° um weniger abnimmt, als von
45° bis 90°. So differiren z. B die Logarithmen

log sin 3/ = 6,9408473 = log cos 89° 57

log sin 4/ ="7,0657860 = log ¢os 89° 56
schon in der Kennziffer, wihrend die Logarithmen -

log cos 3/ =9,9999998 == log sin 890 57

log cos 4’ =9,9999997 = log sin 89° 56/
erst in der siebenten Decimalstelle von einander abweichen.
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Mit der Aenderung eines sehr kleinen Winkels um eine oder mehre
Secunden indert sich der Cosinus so ausserordentlich wenig, dass diese
Aenderung gewdohnlich die sieben ersten Decimalstellen nicht trifft, und
folglich die Cosinusse von Winkeln, welche blos um einige Secunden ver-
schieden sind, in den ‘Tafeln durch die nimliche Zabl ausgedriickt er-
scheinen. Je schneller sich aber eine Function indert, wie der Sinus bei
sehr kleinen Winkeln, desto weniger kann man sich in der genauen Auf-
findung des Winkels irren. Wenn man also die Wahl hat, einen Winkel
durch eine beliebige Function zu bestimmen, so wihle man immer die-
jenige, welche die grossien Differenzen hat, d.h. man bediene sich
des Sinus, um sehr kleine Winkel, dagegen des Cosinus, um
Winkel nahe bei 90° genau zu bestimmen, oder in beiden Fillen
der Tangente und Cotangente, indem diese Functionen iberbaupt zuver-
lissigere Resultate geben als die ersteren. Einige Beispiele werden zei-
gen, wie man hierbei zu verfahren hat.

S 49. Gegeben sin x = 0,9999907. Es ist log sin x — 9,99999605
und die Tafel giebt x =89°45‘10 und auch x— 89°45/20%, so dass
sich also hieraus der wahre Werth von x nicht' erkennen lisst. .Um .x
genau zu erhalten, setze man 5 :

cosx=V1—sin?x = V(A +sinx) d —sinx)
log (1 +- sin x) = 0,3010280, log (1 — sin x) — 0,9684829 — 6
log cos x = 0,6347555 — 3, also x = 89Y 45/10%,43.

§ 50. Gege,b’é‘-n x=—acosm, wenn a = 8347,5 ‘und
m =— 4/ 157,18 'isit. :

Die directe Bereclwiung giebt x = 8347,494. Da nach der Tafel
log cos m == 9,9999997 allen Winkeln von 350 bis 420 zukommt, so
leuchtet die Ungenauigkeit dieses Werthes fiir x ohne Weiteres ein.  Um
x schirfer zu bestimmenb setze man (§ 18, 25). P

cosm=1—2sin = also x=a—2asin*y

{ 2
log( 2 asin ® “;) = 0,8074066 — 3, 2 asin®} — 0,0084181

2
x=a — 2asin *§ — 8347,4935819
Eine andere Art der Berechnung werden wir in § 55 kennen lernen.

§ 5. Gegeben cos x =% fiir a = 760 und b = 761.

Direct findet man x==2°56/15.5. ‘Genauer wird x auf folgende
drei Arten erhalten :

1) Bsist1—cosx—1—2 P22 g p (518, 25)

g Xiuhb-a X/ b—a
2 sin g i also sin o 2b

log sin : = 8,4087926 , x=2°56/15",36
2 »
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2y Es'istl £ocosx —1 4P PR qih(§18, 26)
2cos”52—=1}3--?, also cos %:1 112'1'59

und -weil vorhin sm%::‘/ ”27)3 , S0 ist

. X

Sin = gy g <% ol TS
2 e 2 x b—a
x h—+2’ d.'h. 1g 2 bta

obs 5

log tg % — 8,4089354 , 'x==2°5615%,36

3) sinx=11""cosTx = l/ 1— E—:— = %V‘(b tay®b—2a
g log sin x — 8,7096799 , x —2°56 15,36

§ 52. Der Rest, welchen' man erhilt, wenn man eine gegebene
Zahl von ihrer 'nichst hoheren dekadischen Einheit abzieht, heisst die
dekadische Ergidnzong oder das somplementum decadicum von jener
Zahl und wird darch <D bezeichnet, z. B. CD.6 = 10 — 6 = 4,
CD. 25 = 100 — 2B = 75. ,

Die dekadische Erginzan; eines Decimalbruches wird gefunden,
wenn man seine letzte bedeutende Ziffer von 10, und alle iibrigen Ziffern
von 9 abzieht, z. B.

CD. log 2 = 10— 0,3010300 =9, 6989700
! CD. 11,8069 = 100 — 11,8069 = 88,1931
Fiir. einen Logarithmus mit einer negativen Kennziffer wird die Erglinzung
dadurch erhalten, dass man seine Mantisse von 10 subtrahirt und zu dem
Reste die positiv genommene Kennziffer addirt, z. B. fir
log 0,05 = 0,69897 — 2 ist
CD. log 0,05 =10 — (0,69897 — 2) =10 — 0,69897 |- 2 = 11,30103

Hat man von einer Zahl a abzuziehen die Zahl b, so kann man
statt a — b auch setzen |,

a- (10— b) —10 oder a-+ (100 — b) — 100

Es ist also die Subtraction zweier Zahlen von einander
gleichbedeutend mit der Addition der dekadischen Ergin-
zung des Subtrahendus zum Minuendus, wenn man von der
erhaltenen Summe.zuletzt: wieder 10 oder 100 abzieht, je
nachdem der Subtrahendus von 10 oder 100 abgezogen wurde.

Dieses Verfahren, durch welches jede Subtraction auf die Form
eines gewohnlichen Additionsexempels gebracht werden kann, lisst sich
mit Vortheil anwenden, wenn man entweder von einer Zahl
mehre andere Zahlen, oder von der Summe mehrer Zahlen
eine oder mehre andere Zahlen zu subtrahiren hat. Es ver-
steht sich dabei von selbst, dass man von der schliessli rhaltenen
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Summe immer so viel Mal die Zahl 10 oder 100 abziehen miisse, als de-
kadische Ergidnzungen entsprechend zu 10 oder 100 in Anwendung gebracht
worden sind. Es sei gegeben
0.5 . cos 34° 107
tg 73° sin 150°
s0 ist log 0,5 = 0,6989700 — 1
: log cos 340210 = 0,9177194 — 1
CD. log tg'713 - = 9,4853390 — 10
CD. log sin 150° = 10,3010300 — 10

log cos x = 9,4030584 — 10
X == 759 20/ 49'/,33
Sei gegeben 'x = '_g,c%;gf;;; ;&f:;g;fil
80 ist log tg 117° 14/ = 0,2884746 (n)
log sin 1400 45 = (,8012015 — 1

CD. log cotg 93° 30/ = 11,2135139 -— 10 (n)
CD. log tg 98° © ' '="8,0419518 — 10 (n)

log x = 0,2451418 (n)

x = — 1,7584975

COS X ==

§ 33. Die Griosse eines Winkzls lidsst sich nicht blos
durch seine Gradenzahl angeben, sondern auch durch die
Linge eines aus dem Scheitel zwischen den Schenkeln be-
schriebenen Bogens, wenn dem, Radius ein bestimmter Zahlenwerth
beigelegt ist.

Es bedeute r den Radius eines Kreises, a die Gradanzahl eines be-
liebigen Centriwinkels, und b die Linge seines Bogens. Da sich der
ganze Kreisumfang zu einem Bogen verhilt, wie 360° zur Gradanzahl des
Bogens oder seines Centriwinkels, so ist

2rm:b=3600:3a0
wobei vorausgesetzt wird, dass wenn der Winkel auch Minuten und Se-
cunden enthilt, diese zuvor in Theilen des Grades ausgedriickt sind, und

dass die Zahlen r und b sich auf die pnidmliche Lingeneinheit beziehen.
Aus dieser Proportion folgen die Formeln : ,

. amr

D Bogenlinge b = oo

2) Gradanzahl* a 2000
wr

mittels welcher sich aus dem Radius und der Gradanzahl eines Winkels
die Bogenlinge, und umgekebrt aus dem Radius und der Bogenlinge die
Gradanzahl des Winkels bestimmen lisst.

Gewdhnlich wird bei der Bestimmung einer Bogenlinge der Radius
selbst als die Masseinheit angenommen, also der Bogen in Theilen

des Rad" i_aqsgedrlickt. Wenn daher von der Linge eines Bogens
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ohne Angabe des Radius die Rede ist, so wird dabei immer vorausge-
setzt, dass letzterer gleich 1 'sei. Fiir r=1 hat man die Formeln :

aw
3) Bogenlinge b = 180
4) Gradanzahl a — 1_87?_9
. . Ta Ta za ’
Es ist Bogen b gleich 1gp oder 180 60 oder 180~ 6o Go® ¢ nachdem

a die Anzahl der Grade, oder der Minuten, oder der Secunden angiebt.

Umgekebrt ist ein Bogen, dessen Linge b ist, gleich Ej;.!’ Graden

i 18_0”6_0_" Minuten = 1_80_6?’ 0 . g Secunden.

Die Linge des Bogens von 20° ist gleich 21%(7;» = 0,3490658 und
der Bogenlinge 3 enls'pricht ein Winkel von 18—(;—3 = 171,88733 Gra-

den = 171° 53/ 14/,38.

S 54. Wegen der hiufigen Anwendung der obigen Formeln folgen
hier einige berechnete Zahlenwerthe.

1) #»=38,14159265... und logw=10,4971499

Setzt ‘'man in der Formel § 53, 8 den Winkel a=1°, so ist der Bogen
(arcus) b ebenfalls gleich 1°, folglich

T

). are 10 = 180 = 0,01745329
log 1%6 = 0,2418773 — 2
3) arc 1/ = WJL@ — 0,0002908882
w

4) ‘arel¥ = = 0,000004848136

ik o T
180.60. 60

‘T
Wenn man in der Formel (§ 53, 4) setzt b =1, so folgt, dass auf einen
Bogen, der dem Radius gleich ist, kommen:

5) 17—8’27-57,29578 Grade — 57017 44,8

180

log =~ —1,7581226
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oder 6) 18“(;1@;3437,7468 Minuten
oder '7) 180“';ﬁ‘j?='206264,8 Secunden.

S 55. Mit welchem Vortheil die Bogenlinge statt einer Winkel-
function in manche Rechnungen eingefiibrt werden kann, wollen wir an der
Gleichung (§ 50) x=acosm fiir a = 8347,5 und m = 415,18 zeigen,
deren directe Berechnung den nur wenig genauen Werth x = 8347,494 gab.

Bei sehr kleinen Winkeln lisst sich der in Theilen des Radius aus-
gedriickte Bogen ohne merklichen Fehler mit dem Sinus vertauschen. So
stimmen z. B. die Werthe von sin 15’ = 0,0043633 und arc 15’ = arc1/X15
=0,0043633 (§ 54, 3) schon in der siebenten Decimalstelle iiberein, und
fir Winkel unter 15 wiirde eine solche Uebereinstimmung auf eine noch
grossere Anzahl von Decimalstellen sich erstrecken. Da m sehr klein ist,

so kann man sin 5} =3 are -;' = a";m setzen, folglich ist (§ 18, 25)

2 2
cosm—~1—2sin’.$=1—2l'2—~"3= —91'52—-9, mithin
"

a
X==acosm=—a— arc?m

Nun ist m==255",78 also (§ 54, 4) arc m = 255,78 X 0,000004848136
a

& are *m = 0,0064181 , folglich x —a — % arc?m = 8347,4935819.

§ 56. Ist ein Winkel durch eine seiner Functionen, z. B. tga a ge-
geben, so driickt man die Linge seines Bogens durch arctga aus.
Ebenso bedeutet arc cos 0,3 einen mit dem Radius ==1 beschriehenen
Bogen, dessen Cosinus gleich 0,3 ist.

Um den Zahlenwerth z. B. des Ausdrucks arc sin g anzugeben,

muss man zuvor den Winkel, dessen Sinus———s-g- ist, durch die Tafel be-
stimmen. Man findet die beiden Werthe

560 26/ 33,64 — 56,44267 Grade

1230 33/ 26//,36 —123,55'732 Grade,
Hierauf erhilt man mittels der Formel (§ 53, 3)

a1 T &
are sin o = o4 56,44267 = 0,9851057
Wl 7T
oder arcsin € = 180 123,55732 = 2,1564812

§ 5%. Es ist zuweilen die Rede von den Functionen eines im
Lingenmasse gegebenen Bogens. Da z. B. die Linge eines Bo-
0 7

gens von 30° gleich ist gl ==0,5285987, so kann man statt sin 30°=0,5

180
-
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auch schreiben sin 0,5235987 —0,5. Soll nun die Function einer Bogen-
linge, z. B. sin 0,5235987 angegeben werden, so hat man zuvor den
Bogen nach Formel (§53, 4) in Graden auszudriicken, und sucht alsdann
in der Tafel die Function des Bogens, also

in 180 . 0,5235987

sin 0,52 . . . =i = sin 30° = 0,5.

/2

§ 58 Wir bemerken hier noch, dass fiir einen solchen Ausdruck
wie sin a = 0,5 sehr hiufig die Schreibart a = ang. sin 0,5 angewendet
wird, indem man dadurch aussagt, dass a gleich sei dem Winkel
(angulus), dessen Sinus 0,5 ist. Da tg 45" = cotg 45° =1 ist, so ist
auch 45° —ang. tg 1—ang. colg 1, sowie der Ausdruck x=ang. cos (—0,54)
einen Winkel anzeigt, der die negative Zahl 0,54 zum Cosinus hat, und
auch durch cos x = — 0,54 dargestellt werden kann,

Von den Hilfswinkeln.

§ 59. Da die Sinusse alle Werthe von O bis 1, die Cosinusse alle
Werthe von 1 bis — 1 annehmen konnen, endlich die Tangenten und Co-
tangenten das ganze Gebiet der positiven und negativen Zahlen durch-
laufen, so lassen sich alle positiven Zahlen, welche nicht
grosser als 1 sind, als Sinusse, ferner alle zwischen 1 und
—1 liegenden Zahlen als Cosinusse, endlich alle positiven
und negativen Zahlen als Tangenten oder Cotangenten eines
Winkels betrachten.

Hierauf beruht die Einfiithrung eines sogenannten Hilfswinkels in eine
Rechnung'zu dem Zwecke, einen algebraischen Ausdruck, welcher wegea
der davin vorkommenden Additionen oder Subtractionen den Gebrauch der
Logarithmen nicht gestattet, so umzuformen, dass die Summen- oder
Differenzform verschwindet und eine ununterbrochene logarithmische Rech-
nung moglich wird. Die Hilfswinkel werden nicht blos in der Trigono-
metrie gebraucht,  sondern auch auf solche Rechnungen angewendet, ' in
welchen Winkel und trigon. Functionen urspriinglich gar nicht vorhanden
sind, wie die folgenden Beispiele zeigen werden. -

§ 60. Um a -+ b logarithmisch zu berechnen, setze man

a+b=a(1—|—%)

und nehme einen Winkel ¢ so an, dass g7
tg“g>=-l:;-, also tggo:i/»:
Substituirt man tg ®¢ in die obge Gleichung, so ist (§ 14, 11)

a+b=a(1+lg9q>)='~—?,r

Setzte” ‘man 2 =cotg%p, so wire a4 b= -
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Jetzt ldsst.sich-a -+ b durch eine blos logarithmische Rechnung finden.
Besonders vortheilhaft ist der Gebrauch der Hilfswinkel, wenn die bekann-
ten Grossen durch ihre Logarithmen gegeben sind.

Sei log a =10,1904438, log b= 1,1613980, so ist

logb — 1,1613980 log cos p = 9,4924654 — 10
loga = 0,1904438 — “'log a =10,1904438
log 1g 2= 0,9709542 log cos®p —0,9849308 —2
logtg g — 0,4854771 log (a + b) = 1,2055130

@ = T10 533561 a - b — 16,0514

§ 61. Stalt der Differenz @ — b selze man
a—b=—a (1 — %) , und indem man a> b voraussetzt,

b :
cos’qa:—a—, also cosw=‘/2. Dann ist
a—b=a( —cos?¢g) =asin%g.

Aus cos %gp= :} folgt a=—0—:~g;; daher ist auch

2
a—'b—-—cgi; btg P
Die Gaussischen Loga rwhmen sind bekanntlich zu dem Zwecke

construirt, aus loga und logb den log (a +b) und log (a—Db) zu
erhalten.

$ 62. Wemn x = ":b gegeben ist, so setze man

P

a b
x==—~~br und g g ="

; alsdann hat man (§ 20, 43)
=

1-Be i
o . A o

Aus log a = 2,6063814 und log b ==0,6020600, ﬁndet man
log tg ¢ == 7,9956786 450 — =440 25" 57,85 v
¢ ==342",15 log tg (450 ) =0, 9913998 g
x == 0,9803921

§ 63. Statt x=—71/a®+ b?* kann man setzen

X==2 ‘/i—l—a: und tgg>——»-a ; alsdann ist (§14, 11)

a

x=al)/1+41g% R oo
Fir a=>50,6835 und b==27,9041 findet man ¢ =280 50' 6,88 und
% == 57, 8:)72
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§ 64. Um die Gleichung x — a cosm = bsinm logarith-
misch umzuformen , setze man

a : ‘ a
x=Db (‘B’ €0s m -t sin m) und tgg == -, also

x = b (ig ¢ cos m = sin m):b(z'—ons% €os misinm)

X = co%q; (sin ¢ cos m == cos ¢ sin» m)— Ei@ggfﬂ)—
Es sei gegeben x=="7cos23°—5sin23°, so ist a="7, b=5,
m=23°, folglich
o I log b = 0,6989700
log tg ¢ = 0,1461280 log sin (9 — m) ==9,7176187 — 10
=540 27/ 44,35 CD.log cos 9 = 0,2356458
¢ — m = 310 27 44,35 log x — 0,6522345
: x — 4,4898781

§ 65. Um aus der Gleichung a sin x |- b cos x—c¢ den Win-
kel x zu bestimmen, setze man

: : b sin )
sin X + %cosx——:-:- und ?=’tg‘f’=a§(§,’ S0 ist

. sin c
snnx—i———g’cosx:a—
. COS @ a

; i ¢ cos
sin X €0S ¢ -+ €0S X Sin q>==——&——59, d. h.

sin (¢ + x) = c_cc;si
Hat man ¢ + x gefunden und zieht davon ¢ ab, so erhilt man x. Fir

c_c_(;s2> 1 ist die Aufgabe unmvglich.

§ 66. Die trigon. Formeln konnen auch zur Aufléosung der un-
reinen quadratischen Gleichungen benutzt werden, welches Ver-
fahren besonders dann vor der gewdhnlichen algebraischen Auflosung
Vorziige bat, wenn die Glieder einer Gleichung vielzifferige Zahlen enthalten.

Jede unreine quadratische Gleichung lisst sich unter einer der fol-
genden Formen darstellen : '

D x?24+Px=0Q anp x?—Px=1Q
am x*4+Px =—0Q adv) x2—Px=—2Q
Diese vier Fille wollen wir nach einander betrachten.

§ 67. Die Gl. (D) x*| Px= @ hat diec Wurzeln
g 4
P B E )
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Setzt man 1g g>=2_"/§g also 1g % =épg s
. VQ  cosgVQ
,/ _ e = — - —
vk g sing ’

so erhilt man durch Substitution und zufolge (§ 14, 11)
cosgpVQ LAMLA0T NSV !
v i sin ¢ Cribignd( Lok g )= sin ¢ ( 1iCOS§p
Wir werden immer mit x* die Wurzel bezeichnen, welche dem

positiven Vorzeichen, und mit x die Wurzel, welche dem
negativen Vorzeichen entspricht. Dann ist -

x,=005q>1/Q 1—-c05g;=1—c059>fQ
sing ~ ° cosg sin g

x“=COSgp'l/Q —1——cOSgo=__1+cosq)VQ
sing cos ¢ sin ¢

Oder wenn man die Formeln (25), (21), (R4) anwendet
2sin? %VQ sin?

Xf=x = A VQ = tg 9 VQ
2sinLcos?  cos? 3
2 2 2

2c0s 22 vQ cos%J

X/ =g e - -—9)-_—.:— —_q;—VQ=_COlg%VQ
2'sin 3 cos 3 sin )

Die Formeln zur Berechnung der Wurzeln sind also :
2vQ

A e g s w’=ty—q’2—f(l, a;”=-——coty%f&

Beispiel. x%421,8x=1113,2
Aus P=21,8 und Q =1113,2 findet man
logvQ == 1,5232866 log ¥Q == 1,5232866

fog 2 = 0,3010300 log lgiz" = 9,8605287 — 10
ST gl S OMINGE oh10 log x' — 1,3838153

log tg 9 = 10,4858601 — 10

o / i“" XM= 24,2
¢ = 710 54429 92 | log (— X)) = 1,6627579
$ — 350 57/ 14,66 X ok — 46

Eine Probe der Rechnung giebt der aus der Theorie der Gleichun-
gen bekannte Satz, dass die Summe der beiden Wurzeln absolut
dem Coefficienten des zweilen Gliedes, ihr Product aber
dem dritten Gliede gleich ist. So ist auch hier

X!+ x =-+21,8 und x‘. x/= —1113,2.

3
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§ 68. Die Gl. (II) @ *— Pa — @ hat die Wurzeln

7 4 1
x=‘laP(1il/ 1+'p—g)

Man sieht, dass die erste Wurzel x/ das Entgegengesetze von der
zweiten Wurzel x* der Gl (I) ist, und ebenso die zweite Wurzel x/
dieses. Falles das Entgegengesetzte von der ersten Wurzel x/ dort bildet.
Man kann also die Formeln der Gl. (I) hier benutzen, wenn man sowol
ihre Vorzeichen mit einander, als auch x‘ mit x* verwechselt. Indem
pun der Hilfswinkel wie vorhin bestimmt wird, erhilt man die Formeln :

i 4 Ve doct ! L 1 ? @
y="p =W —COtyéfas x =——ty§fa-
__ 2022 788063
11163 * = 733489

Beispiel. x?

log P =10,4179200 : 2 =387027 07,34
log ¥Q = 0,6858294 log cotg ¥ —0,1158029
log tg ¢ = 0,5689304 x! — 6,3333333

@ = T40 54/ 0,68 X — — 3,7155778

Zur Priifang der Rechnang hat man wie in (§ 67)
log (x/ 4 x*) ==0,4179290 = log P
log x’ + log x/*=1,3716588 = log Q
indem man statt der Zahlen selbst ihre Logarithmen mit einander vergleicht.

§ 69. Die Gl. (IID) a®+ Pa = — @ hat die Wurzeln

x::‘/aP(—- 1i‘/1—%9i)
4

Da immer "l§<1 sein muss,  wenn x reell bleiben soll, so kann man

; 4Q : 2YQ vQ e
o =— — =t } =S ——
setzen sin®9= pq also sing P und /2 P fiip Folglich ist

vQ Y I—smvy) L I
X=m(—1i 1—sin @)m—m(1+COS¢)
Hieraus erhilt man ebenso wie in § 67 die Losungen

2
‘If,a, w’=——ty%fa. w“=ﬂ—-coiy%fa,

Beispiel. x®411x=—10.
Aus P=11 und Q =10 findet man:

stng=—

log sing = =19,7596371 also ¢ = 350 5/ 487,46
log (—x*) ==0,9999999 —1 X/ =—1
log (— x*)==1,0000001 xM=—10

Probe: x/ + x“=~11 und x‘x“=10.
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§ ?®. Wenn die Wurzeln: einer, quadratischen Gl. imaginir wer-

den, also 47,%>1 ist, so giebt sich die Unmoglichkeit ihrer Auflosung
bei der trigon, Rechnung dadurch zu erkennén, das man fiir sin ¢ aus 23;,2
einen Werth grosser als 1 erhilt.  Solcher Art ist z. B. die Gl. x%+ Bx
= —9. Wenn dagegen ép?=1 ist, so ist auch sin ¢=1, also ¢= 90°
und %:450. Da nun tg 45° =1 = cotg 45°, 'so hat die Gl. in diesem

Falle zwei gleiche Wurzeln, z. B. fiir
x %4 26 x =—169 ist x/=x" =— 13,

§ 71. Die Gl. (IV) x' —Px — — @ hat die Wurzeln

x=l/2P(1-;_-‘/1—413

Die Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem entsprechenden der Gl. (III)
in § 69 zeigt, dass die erste und die zweite Wurzel hier beziiglich der
zweiten und der ersten Wurzel dort absolut gleich, dem Vorzeichen nach
enigegengesetzt ist. Da somit dieselben Formeln, unter Verwechselung
sowol von X’ mit x* als der Vorzeichen mit einarder, hier ebenfalls gelten,
wihrend der Hilfswinkel ebenso wie dort bestimmt wird, so hat man

s 2 va dasst, (Y 7 A 4
$tm =" w_cotgé—y Q,v, & _tyzfa.
Beispiel. Fir x2?— 10,83945 x — — 26,991104 ist
@ =782 27137, 711 X/ = 6,9632 xi— 3.8(62h,

Functionen
tiberstumpfer und negativer Winkel.

§ ¥2. Die hiufige Anwendung, welche die Goniometrie 'in  der
hohern Mathematik ' findet, hat es nothwendig gemacht, die Begriffe der
trigon. Functionen auch auf Winkel uiber 180°, ja selbst auf mehre ganze
Umfinge eines Kreises, sowie auf negative Winkel auszudehnen.

is sei der mit der Einheit als Radius beschriebene Kreis durch die
beiden Durchmesser AE und CG in seine vier Quadranten AC, CE, EG,
GA getheilt. Bezeichnen B, D, F, H beliebige Lagen
des den ganzen Kreisumfang durchlaufenden Radius
in den verschiedenen Quadranten, so ist (§ 11)
sinAB == BP, cosAB==0P, sinACD=DQ, cos ACD
=00, ferner sin ACF =FQ, cos ACF = 0Q, end-
lich sin ACEH = HP und cos ACEH==0P. Da der
Sinus im ersten und zweiten Quadranten positiv ist,
und die Linien PH und FQ in Bezug auf den fest-
liegenden Durchmesser AE eine entgegengesetzte Lage
zu den Linien BP und DQ haben, so ist der Sinus s
eines Winkels, welcher sich bis in den dritten oder vierten Quadranten
hinein erstreckt, negativ. Weil ferner die Linien OP und 0Q in Bezug
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auf den Mittelpunkt O einander entgegengesetzt liegen, und der Cosinus
im. ersten Quadranten positiv ist, so ist der Cosinus auch im vierten Qua-
dranten positiv, dagegen im zweiten und dritten negativ. Aus den Vor-
zeichen des Sinus und Cosinus in den verschiedenen Quadranten folgt
endlich, dass die Tangenten und Cotangenten im ersten und dritten Qua-
dranten positiv, im zweiten und vierten negaliv sind. Auch ergeben sich
hier durch dieselben Betrachtungen wie in § 22 bis 25 die Grinzwerthe der
Functionen fur alle Winkel bis 360°, nimlich

i el 90° uipithy (HED" 2700 360
Sinus 0 1 0 1k 0
Cosinus 4, 0 L 0 1
Tangente 0 1 ao— 0 +ao— 0
Cotangente -+ QO 0 —ap - 0 g

§ '73. Die Functionen iiberstumpfer Winkel lassen sich
sehr leicht auf die Functionen spitzer Winkel zuriickfiihren,
und daher ebenfalls durch die Tafeln bestimmen.

Es sei (Fig.. § 72) AOB — DOE — EOF — AOH, felglich auch
BP — DQ = FQ = HP und OP = 0Q. Bezeichnen wir den iiberstumpfen,
bis in den dritten Quadranten sich “ersireckenden Winkel AOF mit A
so ist Anmr—180° offenbar gleich dem spitzen Winkel AOB und man

findet daher unter Beriicksichtigung der Vorzeichen der Functionen die
Formeln :

1) sin Am— — sin(Aur—180°) 2) cos Aul — — cos (A —180°)
also 3) tg A — tg (Anr— 180°) 4) cotg A — cotg (A — 18S0°)
Z.B. sin 1960 — — sin (1960'== 180%)==—sin 16°. Ebenso ist

052280 == = cos 480 ; 1g 2340 — 1g BA® ; colg 216° = colg 36°.
Um sin 196° zu erbalten, sucht man in den Tafeln sin 16° und nimmt
diesen negativ; man findet sin 196° — — 0,2756374.

Setzt man den tiberstumpfen, bis in den viertea Quadranten sich er-
streckenden Winkel AOH = Aw, so ist der Winkel 360° — Arv = AOB, und
es ergeben sich aus der Figur unmittelbar die Beziehungén

sin A1V — — sin (360° — Arv) und cos Arv = cos (360° — Arv).

Da der Winkel 3600 — Arv spitz ist, so ist zufolge § 5

sin (3600 — Arv) = ¢0s [90° — (3600 — ATV)] = cos (Av — 270)

und ebenso cos (3600 — A1v) = sin (Arv. — 270°), folglich ist
5) sin AlY— — COS (AY —270°) 6) cOSAY = sin (Av—270°) also
7 (tg Av=— cotg (A — 270°) 8) cotg AV = — tg (AV—2707?)

7. B. sin 346° = — cos (346° — 270°) == — cos 760.  Ebenso ist
cos 2930 — sin 23°, tg 308°, 1g 3080 = —colg 38° = —ig 319,

§ 74. Soll umgekehrt ‘aus der gegebenen Function
eines tiberstumpfen Winkels durch die Tafel der Winkel
bestimmt werden, so dienen hierzu die nachstehenden, unmittelbar
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aus der Figur (§ 72) sich ergebenden Formeln, wenn der spitze Winkel
AOB = AOH=a gesetzt wird.

1) sin(a -} 180°)— —sina 2) cos(a + I8S0°)——cosa
also 3) tg(a + I80° =iga 4) cotg (a|+ IS0 —=cotg a

5) sin (360° —a)— —sina 6) cos (360°—a)=—cosa
also 7) tg (360° — a) —=—tga 8) cotg (360" — a)—— cotg a

Hier stellt a 4-180° einen Winkel zwischen 180° und 270°, dagegen
360° — a einen Winkel zwischen 270° und 360° vor.

Da der absolute Zahlenwerth einer und derselben Function sehr
vielen Winkeln angehort (§ 8, § 73, § 78), so pflegt man zur unzweideu-
tigen Bestimmung des gesuchten Winkels nicht blos von der gegebenen

Funetion, sondern: zugleich noch von einer zweiten Function: desselben
Winkels anzugeben, ob sie positiv oder negativ sei.

Sei gegeben log sin x=19,7893420 (n) und cos x negativ.
Hiernach stellt x einen Winkel vor, dessen Sinus sowol als Cosinus ne-
gativ ist, und dieses kann (§ 8 und § 72) nur der Fall sein bei einem
Winkel im dritten Quadranten. Da man nun in der Tafel fir den gege-
benen log sin den Winkel von 38° antrifft, und sin a = — sin (a - 180°)
ist, so ist x==38° 4 1800 = 2189,

Sei gegeben log cos x =9,4190795 und sinx negativ.

Ein Winkel, dessen Cosinus positiv und dessen Sinus negativ ist, kann
nar im vierten Quadranten liegen. Die Tafel giebt fiir den vorgelegten
log cos den Winkel 74° 47, und weil cosa=cos (360°—a), so ist
X == 3600 — 740 47" = 285° 13",
Auf dieselbe Weise findet man :
log sin x == 9,9240827 (n) und cos x positiv, x = 302° b4’
log cos x = 9,4190795 (n) und sin x negativ, x==2b4° 47/
log tgx = 9,6990006 und sin x negativ, x ==206" 34’
log cotg x =10,1368805 (n) und cos x positiv,. x == 3239 53/

§ 75. Ein negativer Winkel entsteht dadurch, dass der beweg-
liche Radius von der urspriinglichen Lage aus nach der entgegengesetzten
Richtung von jener Seite sich dreht, nach welcher hin die als positiv be-
trachteten Winkel liegen. Beschreibt man also (Fig. § 72) durch entge-
gengesetzte Drehungen des Radius AO vom Anfangspunkte A aus die beiden
gleichen Winkel AOB=+a und AOH= —a, so ergiebtssich sogleich, dass

sin(—a)——sina, cos(—a)=cosa, also
tg (—a)=—tga, colg(—a)=——cotga.

§ 96. Wird bei der Beschreibung der positiven Winkel die Dre-
hung des beweglichen Radius iiber 360° hinaus fortgeselzt, so nimmt der-
selbe alle Lagen wieder an, welche er beim ersten Durchlaufen des Kreises
eingenommen hat, und daher kommen fiir die Winkel a--360°, a 4 2.360°
u. 5. w. dieselben Functionen zum Vorschein, wie fiir den Winkel a, wel-
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cher kleiner als 360°.ist. Ebenso: bleiben: die Functionen des Winkels a
unverindert, wenn man diesen um eine beliebige Anzahl von 360° ver-
mindert. Man hat daher, wenn n eine beliehige ganze Zahl bedeutet,

sin(a+n.360° —sina, cos(a+mn.360° —=cosa
tg(a+mn.360°)—tg a, cotg (a +n.360°) —=cotga
Z. B. .. sin 400° = sin (3602 -+ 409) = sin 40°
€08 785° = ¢0s (2 . 360° -}- 65°) = cos 65°
sin 10290 — sin (1029° —2 . 860°) ==sin 3090 = — ¢0s 39°
sin, (— 10299) = — sin 10290 = cos 392 — sin 51°
¢0s (600 — 3609) == cos (— 300°) == cos 300° == sin 30° == cos 60°

§ 9'7. Nach den vorstehenden, auf alle moglichen Winkel erwei-
terten Begriffshestimmungen der Functionen driicken der Sinus und Cosinus
eines beliebigen Winkels ebenfalls immer die Katheten eines rechtw. Drei-
ecks aus, so dass die Gl. (§13, 3) sin%a -} cos2a=1 und folglich auch
die hieraus in Verbindung mit den Ausdriicken
I sin a =
iga=_ - und cotga= o
abgeleiteten Formeln in § 14 fiir alle denkbaren Winkeln Giltigkeit haben.
Dass ferner die Formeln (§ 16, § 17) fiir sin (a==b) und cos (a +b) und
somit auch alle folgenden .aus ihnen abgeleiteten Formeln (§ 18 bis § 21)
“ebenfalls fiir iiberstumpfe und negative Winkel wahr bleiben, ldsst sich
auf dieselbe Weise zeigen, wie die Giltigkeit jener Formeln in Bezug auf
stampfe Winkel in § 17 nachgewiesen worden ist,

cos a

§ 8. Wir wollen hier noch untersuchen, welche Winkel die-
selbe trigon. Function haben.

1) Sei gegeben sinx==m, so ist zundichst x ein spitzer Winkel.
Derselben Gleichung geniigt aber auch der Winkel 180° -— x, und ebenso
gehoren zu dem gegebenen Sinus alle Winkel, welche entstehen, wenn
man 360° beliebige Male zu jedem der beiden Winkel x und 180° —x
zuzahlt oder davon abzihlt. Man hat also, wenn n==1, 2, 3... ist,
folgenden Winkel :

x, 180° —x, x=n.360°, 180°— x =+ n.360°
Fiir log sin x = 9,9185742 ergeben sich die Werthe 56, 124°, ferner wenn
n=1 ist, 416° —304° 484° —236°% worauf man weiler n==2,
=3 ... setzen kann.

2) Fiir sinx = — m ist zunichst x-ein. Winkel zwischen 180° und
270°. Der nichsifolgende Winkel liegt, wie Fig. § 72 zeigt, um ebenso
viel unter 360, als x iiber 180° liegt, d. h. um x — 180° unter 360°;
folglich ist derselbe 360° — (x — 180°) = 540° — x. = Die Winkel sind
also diese :

X, 540° —x, x-+n.360°, 540° —x -+ n.360°

3) Fir sinx—0 hat x die Werthe
0°, 1800, —n.360°, 180° = n.360°
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4)  Fiir cos x =+ m ist zunichst x entsprechend ein spitzer oder
ein stumpfer Winkel, und man hat daher (§ 74, 6) »
X, 360° —x, x—+mn.360°, 360° —x +n.360°
5) Fiir cos x =0 hat x die Werthe
90°, 270°, 90°==n.360°, 270° + n.360°
6)  Wenn tg x——m oder cotg x= 4 m, so ist x spitz oder stumpf,
und man hat (§ 74, 3) i
X, x-4180°, x4 n.360°, x 4 180° 4 n.360°
7) Fir tgx=0 ist x gleich 0° und +-n.180°
8) Fiir cotgx =0 ist x gleich 90° und 90° + n.180°

Adufgaben zur Goniometrie.

§ 29. Aufgaben, welche die Erklirungen der Functionen und die
goniometrischen Formeln, sowie die Bestimmung der Functionen und der ~
Winkel ohne Hilfe der Tafel betreffen (§ 3 bis § 33).

1) Wenn zwei Winkel zusammen einen Rechten ausmachen, wie gross ist

die Summe ihrer Supplemente ? :

2) Die Sinusse zweier Winkel sind einander gleith und der eine Winkel

™ heisst a; wie heisst der andere? :

8) Der Sinus eines Winkels, welcher den halben Quadranten um ebenso

viel dbertrifft, als ihm an 90° fehlt, ist gleich dem cos X wie gruss ist X P

4) Nachstehende Functionen durch Functionen wvon Winkeln unfer 45°

“ aussudriicken: 1) sinT4° 41/50  2) sin1249 40’ 3) sin156° 30¢

4) c0s'15° 5 5) c0s125° 6) cos170°3/35“ 7) tg57° 46 8) tg95°55/6
9) 1g178° 33 10) cotg 52° 48 11) cotg 134° 12) cotg 136° 5/
B) Man bestimme den Zahlenwerth der Ausdriicke
o __ 3cosacotg (90°—a) k. tg a sin (a— 90°) cotg a
Ttgasin (90°—a) °? > b tg (a—90°) tg (180° — a)

sin (a —90°) tg (180°— b) i tg m sin (m — 90°) ¢

otg (b—90°) cos (180°— a) cos (180° — m) cotg (m —90°)

7) ok sin 13° cotg 97° & sin 54° cos 105° tg 127° D
cotg 83°cos 103° = sin 15° cotg 37%cos 144° ’
~-8) Gegeben 2a-+b-c=180° und logcos Ya (b ¢)=m; gesucht sina.

- 9) Einem Winkel A fehlt an 45° ebenso viel, als ein anderer Winkel B
dariiber mehr hat. Wenn nun log sin A= m, und 1§ A =n dst, wel-
ches ist dann cos B und log cotgB?

10). Das Product sowol aus den Tangenten als aus dcn Cotangenten zweier
* spitzen Winkel ist gleich 1; der eine Winkel ist a, welches ist der
andere ? :

R oy
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11) Gegeben 2a + b + 2¢=180° wund colg (a + ¢)=m, gesucht tgbh.
; ‘lgl Gegeben cotg (a + 45°) =m, gesucht colg (45° — a).
152. Gegeben cotga— IE —p, gesucht logtg a.

_144) Gegeben sina== 1—:{; , gesucht cosa, tga, cotga.

15) Wenn sin a =g st ; wie findet man aus den Resultaten der vorigen
Aufgabe die Werthe von cosa, tga, colga?

_-16). Es ist ein spitzer Winkel a gegeben ; man soll einen zweiten spitzen
Winkel x so bestimmen, dass die Summe der Quadrate der Sinusse
oder der Cosinusse beider Winkel gleich 1 sei.

17) tg 520 . tg (45° —x) =1, gesucht x.

_A8) Gegeben tg —;—, gesucht cos x.

~19) Gegeben colg % =V2, gesucht sinx.
1’ 2) x 1g(180° —a) tg (a — 90°) _. cotg 55° cotg 35°

= cotg (b — 90°) cotg (1800 — by > ¥ T Ttg470 tg 430
2F) x=1logsin(a — 90Y) — log cos (180° — a),
y = log tg (180 — a) — log cotg (a — 90°),
z = log tg (180° — a) + log tg (a — 90°) - log cotg (a — 90°)
-+ log colg (180° — a)
92) Wie heisst der Winkel, dessen Sinus und Cosinus gleiche, aber ent-
gegengesetzte Werthe haben ?

23) Die Tangente der Summe zweier Winkel a und b sei gleich s, und
tga=m; gesucht wird 1gb.

'24) Die beiden Quotienten in FProducte zu verwandeln :
__ cotg (a—90°) tg (180° — b) s cotg 55° tg 47°
T cotg (180° — a) tg (b —90°) ? y cotg 35° 1g 43°
25) x ==log cotg 35° 4’ - log cotg H4° 56/
y==log sin 53° 13 12/ — log cos 143° 13’12/
z = log tg 127° 3/ 15" 4 log cotg 52° 567 45

26) Aus sin a = 0,913 die_ iibrigen Functionen wvon a in drei Decimal-
stellen zu berechnen.

Q7) Aus cos a=— 0,7071 zu berechnen sina, tga, colga

28) tg a==0,0174551; gesucht sina, cosa, coiga

29) cotg a=— 0,602; gesucht sina, cosa, tga

30) Aus cos45° zu berechnen sin11° 15

?il Gegeben 1g 36° =Kjiof},25‘/5 , gesucht 1g 54°

32) tga=="7 und tgb=="3; gesucht der Winkel a +2b
_B33) sin (a—b) =cos (a+4b)— Yo, gesucht a und b,

34) Gegeben cosa="*/s, gesucht colga '
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~85) Die Tangenien zweier Winkel sind gleich 0.5 und gleick 10; wie
gross ist die Tangente der Summe beider Winkel 2

86) Gegeben 1ga=—3,1246, gesucht tg (a 4 459).
87) Aus \gx =" zu finden g %—.

88) Gegeben sina—0,2, gesucht sin % und cos %.

89) Gegeben cosa— 1%155’ gesucht cos —23~.
~40) tga + cotga=4, wie gross ist tga? 5
41) Aus sin(a - b) tgc=cos (a-+b) den Winkel a + b~4c=x zu be-
stimmen.
42) Wenn man die Anzahl Grade eines Winkels x das eine Mal mit sei-
nem Sinus, das andere Mal mit seinem Cosinus multiplicirt, so erhdilt
man gleiche, aber entgegengesetste Producte. Welchen Werth hat x ?

43) Aus den Functionen der Winkel 45° und S0° den €08 75° zu be-

rechnen.
-~ 44) sin 60° nach Formel § 18, 21 zu berechnen.
- 48) Aus sin 45° und cos 45° zu finden sin 90° und cos 900, -
~-46) Die beiden Ausdriicke {23——21 geben die Werthe fiir sin'159 und
€08 759 ; hieraus sin 165° zu finden (§ 16, 16). L

47) cos 15° mittels der Formeln § 17,19 und § 18, 26 zu bestimmen,
~48) Aus 1g 45° und 1g30° su finden 1g75° und 1g150. "
49) sina==msinb und tga=ntgb; man soll sina und sin b durch m
und n ausdriicken.

~80) Die 1g90° und cotg90° aus der Tangente und Cotangente von 60°
und 30° zu berechnen.

-B1) Aus den Functionen der Winkel von 600 und 72° soll man sin '78°
und cos 78° ableiten.

~52) a + b=45° und \ga=="02, gesucht 1gb.

- 58) Gegeben 1ga="/2, gesucht Ig (a + 450).

~B4) cosa= "2, gesucht cos2a und tg 2.a.

~85) cosa="/3, cosb=="s; gesucht sin (@ + b) und cos (a — b).
~56) cotlga="s, cotghb=— "h; gesucht Winkel a ~+b.

~87) sinacosa=m, gesuckt sin a und cos a.

“88) msina==ncos®a, gesucht Iga.

~59) Man soll sin 90° zuerst aus sin 30° und ¢0s30°, hierauf blos aus
sin 30° berechnen,

“60) Aus sin 30° und cos 30° zu finden cos 90°. {

-61) dus tga=~="s, 1gb—="s, tgc— Vs, tgd="s den Winkel
a-4-b4c4d=x zu bestimmen.

~62) Aus der Gleichung sin (a+ b) + sin (@a—b)=cos(a+Db)+cos(a—b)
den Winkel a zu bestimmen. A
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~ 63) Aus sin(a + b) —sin (a—b)=1g60° sinb soll a gefunden werden.
_ 64) sina-}-sinb=—m und sinasinb==n, gesucht sina und sinb.
~65) tg Y2 (a-b) durch sin und cos von a und b auszudriicken (§ 19).

66) Fiir den Ausdruck colg 'z (a 4 b) einen andern zu finden, welcher
nur den Sinus und Cosinus von a und b enthdlt (§ 20).

) :::: ((:;::3 durch tga und \gb auszudriicken.

§ 8$O0. Aufgaben, welche mit Hilfe der Tafeln gelost werden
(§ 34 bis § 58). '

68) Man bestimme logsin, log cos, logtg, logcotg vor 1020 22/56",8
auf zwei Arten.
69) sin x = 0,8731464.
70) Man bestimme X, y, Z auf wwei Arten aus den Gleichungen
log (— cos x) = 0,9201496 — 1, log (— tg y) = 0,3176782,
log (— cotg z) = 0,8750611 — 1.
o 71) Gegeben sin a = 0,433397; gesucht cosa, tga, colga.
~ 72) cos a=— 0,9781475; gesucht sina, tga, cotg a.
_~73) tgm=:-0,371571; gesucht sinm, cosm, cotgm.
74) Von zwei Winkeln ist der eine um so viel grisser als 90°, um wie
viel der andere kleiner als 90° ist, und der cos. des letztern Winkels
betrdgt 0,23 ; wie gross ist 1og cos des erstern ?

75) Gegeben a=180° — (b -¢) und tg "2 (a + b) =0,5483013 ; gesucht
log cotg /2 c.

76) cotg (45° —a)=V3, gesucht log tg (45° |- a). ;

77) Wenn a, b, ¢ die Winkel eines Dreiecks sind, und tg} (b--c)
=1,3168521 ist; wie gross ist a?

78) Man bestimme aus log colg x = 1,0031187 (n) den Winkel x und hier-
auf log sinx, logcosx, logigx. .

79) Wenn a + 2b=180° und log cos ‘21 - 0,6380576 — 1 ; welchen
Werth hat sinb P

80) Welcher Winkel entspricht der Tangente, deren Zahlenwerth X durch
die Gleichung x*- 3 x==—2 gegeben ist?

81) Wenn log tg des einen von zwei Winkeln, die um 90° differiren,
gleich 0,5 ist; wie heisst log cotg des andern Winkels?

82) Wenn log cotg a = log sin b =log (— tg ¢) =log (—cos d) =0 idst;
wie gross sind die Winkel a, b, c, d?

83) cos x—=2""2 "% o a=£10, b=—7, ¢=13.

84) log sin (a + 90°) = 0,9904044 — 1, gesucht cos a.

85) Aus sin?x==0,5 soll x bestimmt werden.

86) tg % x = 0,2955551.
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87) Von welchem Winkel ist loglg gleich — 3 ?

88) tg2a=31ga, gesucht der Winkel a

89) Welcher Winkel x geniigt den beiden Gleichungen x tg x = 17,320506
Grade und x cotg x = 51,961524 Grade ?

cos 143° 28’ 59/

90) cosx = —smbgbg;ﬁgﬁ

91) logtg2a=0,4771213, gesucht 1ga

92) Man berechne x = b 5(,)’337~

93) log (sin 47° + sin 24°) zu finden (§19, 32).

94) log (cos 7T4° + cos 56°) zu finden.

95) x = log (cos T4° — cos B6°)

96) x = log (1g 85°—tg 63°) (§ 20, 47).

97) Aus tg x =3 soll gefunden werden g —’2‘- zuerst mittels der Tafel,
dann durch eine Formel, endlich geometrisch (Legendre § 97).

98) Man bestimme X und y aus den Gleichungen
g x == colg 51° 31/ 47,9 cotg 48° 5013/ cos 7° 36 15/
sin 51° 31/ 47,9 sin 48° 50/ 13" sin (45° + x)
b b cos 45° cos x
99) x =857 sin 102° 22 56,8 -+ 1098 cos 149° 58/ 334,2
it
100) tga= iogg?, und x = 1’3’9—3 sin 30/ tg } a; gesucht der Winkel x.
101) Vonr welchem Winkel ist die Cotangente so gross als das Doppelte
seines Sinus?
102) Die Gleichung tg x = cos x aufzulisen ?
103) x = log (lg 85° + tg 63°) ' (§ 20, 46).
104) x = log (cotg 50° — cotg 9°) _
105) Es st (§16, § 17, §29) sin (459 4-a) == (cos a —l— sina) Vi, also
€0s a == sin a == sin (450 —+a) V2. Hiernach berechne man
X == log (cos 65° + sin 65°) und y==10g (cos 25° — sin 25°).
106) Die gegeniiberliegenden Winkel eines dem Kreise emgeschrzebenen
Vierecks seien m wund x, p und 'y. Wenn nun €08 ~2— = 0,3090169

und g p = — 0, 2125566 ist, welche Werthe haben die Winkel x und y P

107) Die Hohe des freien Falles aller Kirper im leeren Raume in einer
Secunde ist unter der geogr. Breite b in englzschen Zollen gleich
193,033088 — 0,5006307 cos 2 b,  Wie gross ist sie unter der Breite
von 569 394", 57

108) Die Schwere eines Korpers ist am Aequator am kleinsten und
nimmt nach den Polen hin zu. Wenn man nun das Verhdltniss der
Schwere unter der geogr. Breite b zur Schwere unter dem Aequator
gleich 1 : 11— 0,0065467149 sin ®b setst, wie viel Mal ist alsdann
dic Schwere unter der Breite 83° 5030 grisser als unter der Breile
450 42 ?
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109) Man findet die Entfernung E xweier Orte auf der Erde in geogr.
. Meilen , wenn man zuerst mitlels der Gleichung

¢os ¢ = sin b sin b’ -}- cos b cos b‘ cos (a‘ — a)

wo a, b die Linge und Breite des einen, a‘ und b’ die des andern
Orites sind, den Winkel ¢ in Graden und Decimaltheilen des Grades
und hierauf E =15 ¢ berechnet. Wie weit ist demnach Leipzig unfer
30° 2* L. und 51° 20’ B. von Wien unfer 34° 3‘ L. und 48° 13’ B.
entfernt ?

A10) dc chi ko D118 : — X s
) Aus sin x_857,'131— den Winkel X nach Einfihrung des Cosinus

maglichst genan zu finden.
i11) Aus sin o —O 9952620 den Winkel x genau zw beslimmen.

112) Aus cos a=0,9999904 soll a moglichst genau bestimmt werden.
115) g i sin 35°13’ cos 145° 50/

3 tg 140° cotg 92° 22/ cos 125°

sin 39° 15/ tg 117° 14’ cos 44° 16/
14) x—= ‘— cotg 86° 30" sin 22° 13' tg 95°

sin 5° 23 24" sin 66° 51/ 21

15) 18° X = 35150 41 447 sin 43° 27 18"

345 tg 1315150 .
116) ~sin *15°
117) Wie lang ist ein Bogen von 87° 12/24' bei einem Durchmesser von

174 Fuss ?

118) tga=1} und tgb=1%; wie gross ist der Bogen a + b in Theilen
der Radius ?
119) Wie gross ist die Tangenle eines Bogens, dessen Linge 2% belrigt?

120) Wieviel Mal ubertrifft der Radius die Linge eines Bogens, welcher
einem Ceniriwinkel von 20,62648 Secunden entspricht?

121) Das Verhiltniss desjenigen Kreisbogens zu seiner Sehne zu finden,
welcher dem Radius gleich ist.

122) Die Function sin 0,7941247 emer Bogenlinge durch die Tafel zu
bestimmen.

123) sina=0,6 und sinb=0,8; man bdeslimme die Linge des Bogens
a-+b erst mittels der Formel (16), dann durch die Tafel.

S 8. Anwendung der Hilfswinkel (§ 59 bis § '71).

124) Man soll die§6@l. x == e E , fir welche loga=3,2382071 wund
log b == 3,5393271 ist, logarzthmzsch umformen und daraus X berechnen.

125) Man soll den Ausdruck Y ar—br fur den Gebrauch der Logarith-

men bequem machen und alsdann X == v a®* —b® aus log a=3,7812475
und log b =:2,9876547 berechnen.

126) x 506835 und tg m — 2100AL
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2 cos 54° 36/ 54/ /" ab

127) x=(a + b)cosm, sinm-=— , a==30500,67

a+b

b =21111,39.
128) Aus cos x = 52(;;%}%1) und cotg a = 0,0524077 soll man cosx

und den Winkel X bestimmen.

4 1 0 Q¢ 9t [o—
fony iy nusd USRIV v, T g D e
b—c¢ cos ¢
130) x =15 sin 22° 30 -+ 33 cos 22° 30’ (§ 64).
16659

131) 205 sin x + 8 cos x = 5553 (§ 65).

132) x * 4 0,1590909 x — 0,1332966.
133) 14,7054 x *— 297,74214 — 67,63014 x.
134) x *4 0,763557 x = — 0,1454548.

5256
| 135) x*— 14,89387 x 4 520 —0.
136) 6x=]§5—53-——7x“.

137) x *— 44444 x =="701060205.

A 719
S0 Hvigh SR
139) 28746,49 x 2 — '720619,6 x = — 2913796.
140) 6797482 x % 8227816 x = '768967.
141) 17 x % + 425 x = 2550.
142) 100 x ? + 4041,7108 = 1299,61 x.
143) 1718,75 + 11 x 2= 275 x.

§ 82. Vermischte Aufgaben.

144) g - = Zi}li_a —sin a, gesucht der Winkel a.

g 1 a
145) sina T und cotlga=1—y; gesucht 1g 31 .

146) x ==ﬂ"~(%ini,l~2—:;£ Sab::!’ ) durch colg a und cotgb auszudriicken.

147) Aus colga==3 soll Ig2a auf drei Arten, durch di> Tafel, durch
eine Formel, endlich geomelrisch bestimmt werden.

848) Gegeben sina | cosb=1} (1 +V2) und sinb + cosa =1} (V2 4 v3),
gesucht sin (a + b).

149) Die GI. x=cosacosb+sinasinb cosc durch Einfithrung eines
Hilfswinkels logarithmisch umzuformen.

150) Ebenso x = m sin a sin b + n cos a cos b cos c. y

151) Die Summe 1ga 41gb+1gc, in welcher a+b+c=180° ist, in ein
Product aus diesen drei Tangenten zu verwandeln.

152) 1gatgb=m, tgatgc—=n, a+b+c=180°; gesuchtiga, tgb, tgec.
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153) sin x sin (30° — x) = 0,06424825.

3 X a+4-15° .tg (45° = m)
154) Aus den Gleichungen G g tg’m, tg g ——é 70307 °
tgm==v% soll man X und den Winkel a beslzmmen

155) tgatg b +igatgec+tgbtge=1, gesucht Winkel a + b+ c.
156) tg(a + b)=m, 1g(@a—b)=n; gesucht g a und tgb.
1 asinm — bsinn

157) Die Gl. X== ;s‘inTr'-i:.b‘;il‘lii
umszuformen.

158) Mit Anwendung eines Hilfswinkels soll X aus asinx + bcosx=c,
a=—"747,18396, b = — 74,599207, c¢=176,74216 logarithmisch be-
rechnet werden.

159) Gegeben sina=x —1 und cosa==y. Welches ist die Cotangente
des wm §a— 45° Kkleineren Winkels ?

160) 1g 69° durch cos 48° und 1g 48° auszudriicken.

161) Den Ausdruck sin2a+ sin2b + sin2¢, in welchem a+ b+ c=180°
ist, in ein Product umxuformen.

462) Ebenso sina + sinb + sinc, wo a+ b + ¢==180° ist.

163) x aus tg (x + a) Ig (xé—1a) = %}Sg:gg 2w bestimmen.

164) Aus sin30°=0,5 und sin 10° = 0,1736481 ohneTafel den Ausdruck
sin 200 ¢0s10° zu berechnen.

165) Aus cos 71° = 0,3255681 wund cos 19° — 0,9455187 ohne Tafel
den Ausdruck sin 459 sin 26° zu berechnen.

466) Aus der Gl. cosnx-+cos(n—2)X==Cc0SX, wo N eine ganze pPosi-
tive Zahl bedeutet, die Werthe von X zu ermiftein.

167) Aus 5sinx=tg x die Werthe von X zu finden.

168) Aus xsin(a—y)=m und xsin(b —y)=n finde mt;n X und Yy,
wenn a=="T0°, b=55% m=3, n=2,44949 ist.

169) Man lose die vorige Aufgabe fm a =180°, b =90°, m =1,4885383,
n = 2,2548383.

170) Aus xcos (a—z)==m und x cos (b — z)==n finde man X und Z,
wenn a=30°, b=45° m=1,902113, n=1,6773413 gegeben ist.

171) Aus sinx=asiny und 2tg x=1g "o y die Winkel X, y zu finden,
wenn a=0,7233153 ist.

172) Die Summe s einer unendlichen, fallenden geom. Progression, deren
erstes Glied a und deren Exponenl € ist, belrigt bekanntlich s—————r_{é
Wenn man nun von einem Punkfe des Schenkels eines Winkels w
eine Senkrechte m auf den andern Schenkel zieht, hierauf aus dem
Fusspunkle derselben eine Senkrechie auf den ersien Schenkel, und
so fort in's Unendliche ; wie gross ist die Summe der unendlichen
Anzahl senkrechler Linien ?

1473) Ein Stick p des einen Schenkels eines Winkels a wird auf den
zweiten Schenkel projicirt; hierauf wird die Projection auf den
ersten Schenkel und alsdann die =zweite Projection wieder auf den

mittels eines Hilfswinkels logarithmisch
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xweiten Schenkel projicirt w.'s.w. bis in's Unendliche. Wie gross ist
die Summe der Linie p. sammit allen Projectionen ?

174) Von drei geraden Linien durchschneiden sich die erste und zweite
unter dem spitzen Winkel a, die wweile und dritte unter dem spitzen
Winkel b, gie dritte und erste unter dem spitxen Winkel c. Ein
Stitck m der ersten Geraden wird auf die zweile projicirt, die Pro-
Jjection auf die dritte Gerade, die zweile Projeclion auf die erste
Gerade, die drilte Projeclion auf die zweile Gerade projicirt u. s. w.
bis in’s Unendliche. Welches ist die Summe der Linie m sammi
allen Projectionen ?

Berechnung
der rechtwinkligen Dreiecke.

S 83. Den rechten Winkel werden wir immer durch A, und die
Hypotenuse durch a, die spitzen Winkel durch B und C, die Katheten
entsprechend durch b und ¢, den Flicheninhalt durch F bezeichnen. Die
Grundgleichungen zur Auflisung rechtw. Dreiecke sind (§ 4)

b.==sinB=-cosC, £ = sin C=cos B 4

a a
b c b &
- —1gB=cotgC, | =1gC=rcotgB AkB

a=Vb%Fc?, B4 C—=90°, F="bec. y

Wenn von einem rechiw. Dreieck, in welchem der rechte Winkel immer
schon an sich bekannt ist, zwei Stiicke gegeben sind, und sich unter
diesen wenigstens eine Seite befindet, so konnen die tibrigen Stticke ent-
weder unmittelbar aus den vorstehenden Gleichungen oder durch deren
Umformung gefunden werden. Es kommen hier vier Auflosungsfille vor,
indem gegeben sein kann: 1) die Hypotenuse und ein spitzer Winkel,
oder 2) eine Kathete und ein spitzer Winkel, oder 3) die Hypotenuse
und eine Kathete, oder 4) die beiden Katheten.

Erster Auflésungsfall

§ $4. Gegeben die Hypotenuse a und ein spitzer Win-
kel B; gesucht C, b, ¢, F.
Aufl, 1) €=90°— B 2) b—asin B 3) c=acosR
4) F="12bc="2a"%inB cos B, oder weil (§ 18, 20)
sinBcosB="2sin2B, so ist = "1 ¢’sin2 B.
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Wenn a = 987,31 Fuss, B = 46°2835",2 ist, so findet man
1) C=143°31/24,8

2) log a = 2,9944535 3) log a=2,9944535
log sin B =9,8603927 — 10 log cos B =9,8380003 — 10
log b =2,8548462 log ¢ ==2,8324538
b = 715,8898 Fuss ¢ = 679,9137 Fuss

4) logb==2,8548462
log ¢ = 2,8324538
log 2 F = 5,6873000
2 F = 486743,33
F == 243371,665 [ Fuss.

§ 85. Wenn B nahe 90° ist und daher b—asinB nicht genau
gefunden werden kann (§ 48), so berechne man zuerst ¢= acos B und
hierauf b durch die Formel b=17]/(a 4 ¢) (a— c). Ist dagegen B nahe
0°, so berechne man erst b=asin B und alsdann c mittels der Formel

¢=)/(a+b) (@a—b). In den gewvhnlichen Fillen konnen diese Formeln
zar Priiffung der ganzen Rechnung dienen.

Zweiter Auflosungsfall.

§ 86. Gegeben eine Kathete ¢ und der anliegende
spitze Winkel B; gesucht C, b, a, F.

Aufl. 1) €=90°—RB 2) b—ctgRB

3) %=cosB, also “=ZE.§]? H F="rbe="sctg B
Aus ¢=1378,14 Fuss, B =239 37/ 49/ findet man C==86°22'11"
b = 87,4364 Fuss, a=—1380,911 Fuss, F = 60249,805 []Fuss.

§ 87. Gegeben eine Kathete ¢ und der gegeniiber-
liegende spitze Winkel C; gesucht B, b, a, F.

Aufl. 1) B=90°—C 2) { =1gC, also b=, ¢

3) ~=sinC, also a=;i;c~c—, 4 F= ’/abc———x:é%q—c-,
Diese zweite Aufgabe ist im Grunde die nimliche wie die erste, da man
auch den Winkel B als gegeben betrachten kann.

§ 88. Wenn B nahe 0°, folglich C nahe 90° ist, so wird a we-

der durch E:‘E noch durch ’sT:fE genau bestimmt. Alsdann berechne man
a durch die aus %:zsinB hervorgehende Gl. a=ﬁ, welche in den
gewohnlichen Fillen zur Prifung der Rechnung neben den Ubrigen For-
meln fiir a gebraucht werden kann.
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Dritter Auflosungsfall,

§ 89. Gegeben die Hypotenuse a und eine Kathete b;
gesucht B, C, ¢, F.

Kufl. 1) sinB=22) cos€=" oter €—90°—m ¢
3) e—=acosB oder ¢=)/ (@t b)(a—n) bk
H F—2be—2V(a+b) (a—n) B (i

Aus a=246,7 Fuss, b==135,9 Fuss findet man B = 339 25/36,6,
C=56°3423,4, ¢=205,893 Fuss, F=—13990, 45 []Fuss.

$ 90. Der Winkel B kann in einem rechtw. Dreieck nur spitz
genommen werden, obschon die Gl. sinB::-i:— zugleich einen stumpfen
Winkel fiir B giebt. — Wenn der Quolient —2— nahe 1 ist, so berechne

man zuvor ¢ =} (a--b) (a—b), und alsdann B und C mittels der
6l g B = % =cotg C, worauf als Priifungsgleichung B 4 C == 90°

dienen kann. Kommt —:— nahe O, so bestimme man c¢ entweder aus
c=V(a + b) (a—Db) oder aus c=h cotg B=DbtgC.

Vierter Auflisungsfall
§ 91. Gegeben die beiden Katheten b, c¢; gesucht B,
Gca; T,
Aufl. 1) tg B=2 2) cotg =2 oder c=90°— B
3) %=sinB, also a=.T::_1§" oder @« =} b*4e*
z
4 F=45hec.
Aus b=0563,3 Fuss, ¢==2378,2 Fuss findet man B=56°"7/ 5511
C=3380952/4,91, a=—678,651 Fuss, F=106557,84 []Fuss.
Hat man B nahe 90°, also C nahe 0°-gefunden, so berechne man
a aus az’ii:cﬁj’ wihrend, wenn B nahe bei 0° liegt, die Formel a=§il{:l§
anzuwenden ist.
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S 92. Ein Dreieck kann nicht blos durch einfache Seiten und
Winkel bestimmt werden, sondern auch durch gewisse Verbindungen der
einzelnen Stiicke mit einander, oder dadurch, dass etwa der Inhalt, die
Hohe u. d. m. bekannt sind. Die Losung solcher Aufgaben, welche im
Allgememen zusammengesetzte genannt werden, kommt immer auf
einen der vier behandelten Haupifille zuriick.

Gegeben der Flidcheninhalt F und ein spitzer Winkel B;
gesucht C, a, b, c.

Aufl. C=90°—B, 2) AusF=":a%sin2B (§ 84) folgt a=— ‘/_—4~E~
3) b=asinB, oder da °='to§ und F=1 bc—J:—’B, soist b=]/2FgB
-] B
&) c=acosB oder (§86,4) c_‘/“

Aus F=1014 [JFuss, B==>53° 748,39 findet man C==36° 52/11%,61,
a=65 Fuss, b=52 Fuss, ¢= 39 Fuss

‘§ 93. Gegeben der Flicheninhalt F und eine Kathete ¢;

gesucht B, C, a, b.
Antl Dy he =23 F; alsb b=2,cE 2) th={l‘j=2cl:

2F & e =g c
3) cotgC="5 4) a=1/b%+F ¢? oder a==4—nB e
S 4. GegebenderFlacheninhaltFunddieHypotenusea;
gesucht B, C, b, ¢.

Aufl. 1) Aus § 92,2 folgtsin2B—=21 2) =900 —B

3) b=asinB 4) c==acosB.

Fiir 2 B findet man zwei Werthe, welche zusammen 180° ausmachen,
also hat auch B zwei Werthe, die sich zu 90° erginzen, mithin die bei-
den Winkel B und C des Dreiecks ausdriicken. Man kann daher ent-
weder als die spitzen Winkel des Dreiecks die beiden' Werthe von B
nehmen, und dieselben nach einander in die Formel b = asin B setzen,
um die Seiten b und ¢ zu erbalten, oder nur den einen Werth von B
nehmen, und daraus nach einander C, b, ¢ ableiten.

Aus F =275 [JFuss, a— 62 Fuss findet man B~ 8°18/50",78,
C =819 41/9,22, b=28,9651877 Fuss, c¢=061,348394 Fuss.

§ 95. Gegeben die Hypotenuse a und das auf dieselbe
gefillte Hohenperpendikel h; gesucht B, C, b, ¢, F.

Aufl. Da derInhalt F== "2 ah ebenfalls bekannt
4 ist, so lisst sich die Aufgabe nach § 94 auflosen.

m Man kann aber auch folgenden Weg einschlagen. Der
B ¢ eine Abschnitt der Hypotenuse sei x, also der andere

D5 a—x, so ist (Legendre § 105, 3) h?=x(@a—x),
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ik {‘EL_4£ ,__,h o 2h 000
X = D) , also 1) th__. o Sl ‘/_;2__?[17 2.) C=90 _B’
h h h ,
Bl bies —p gy JAY o5y +B) Reaills ath

Die Multiplication der beiden Ausdriicke fiir tgB giebt 1, und ebenso”
ist tgB.cotlgB=1tgB.tgC=1. Nimmt man also fir tgB den grosse-
ren von beiden Ausdriicken, so muss tg G dem kleineren derselben gleich*.
sein, und umgekehrt. Hieraus folgt, dass schon beide Werthe fiir B die
beiden spitzen Winkel des Dreiecks ausdriicken. Man kann daher zur
Bestimmung der gesuchten Stiicke entweder beide Werthe von tg B be-
rechnen, wodurch man B und C findet, und darauf beide Werthe von B

in die Formel brch:—E setzen, um b und ¢ zu erhalten, oder nur einen
Werth von B bestimmen, und aus demselben der Reihe nach C, b, ¢
ableiten. :

Wenn a—>5 Fuss, h=—2,4 Fuss, so ist B =36°52/11/,64,
C=053°74885, b—3 Fuss, ¢-=4 Fuss, F=6 [JFuss, oder es
vertauschen sich die Werthe vopeB und C, und daan auch von b und ¢
mit einander.

§ 96. Aus der Summe der Hypotenuse und einer Kathete
a--c¢=s und aus der:andern Kathete b das Dreieck zu

berechnen.
2

Aufl. 1) Es ist b?=a%—c¢?=(a+¢) (a—c), also a—c=%—
Addirt man die Gl. a -}-c¢ =3 zu dieser Gl. und zieht sie von derselben ab,

o s§?4hbh? __sz,__b2’_~r(-s:i_£)(s‘i)4
80 K= und Cr=—g— = 4
2) 1g C=cotgB= £ =CHFDE=D g p_;pe

§ 97. Aus der Summe der beiden Katheten b4 c=s
und einem spitzen Winkel B das Dreieck zu berechnen.

Aufl. 1) Aus den beiden GI. lgB=--2~ und b 4 ¢==s findet man

pak stgB W'E 9
tgB—+1 tgB+1
2) Wegen : ==sinB und —; = cos B ist l—)—':—c = sinB 4 cos B, also

8

und ¢ =

)

Aufgaben | Ex bibl. univ. Dorp,
tiber rechitwinkiige Dreiecke.

§ 98. Erklirung. Wir werden in diesem Abschnitte unter Drei-
eck schlechthin immer das rechtwinklige verstehen, und die Buchstaben
A, B, C, a, b, ¢, F nur in der in § 83 erklirten Bedeutung nehmen.
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)(‘1) Die Diagonale eines Rechiecks ist 325 Fuss lang und bildet mit einer
Seite desselben einen Winkel von 25° 42'; wie gross sind die Seiten
des Rechlecks ?

A2) Wie lang ist die Seilenlinie eines geraden 21,6 Fuss hohen Kegets,
wenn dieselbe mil der Grundfliche einen Winkel von 35° 28 bildet ?

X 8) Wie weil stehl in einem Kreise, dessen Radius = 3 Fuss, die Sehne

des Bogens von 17° 20 wom Mittelpunkte ab ?

4) Gegeben a:b:c=05:4:8; gesucht B und C.

5) Welchen Werth hat der kleinsle Winkel des Dreiecks, dessen Ka-
thelen sich wie 5 zu 12 verhalten ? ;

6) Die Seilen eines Rechlecks betragen 4937 Fuss und 3874 Fuss;
welche Winkel bildet die Diagonale mit den Seilen ?

7) Das Dreieck aufzulosen, wenn a=7170 Fuss und b:¢c=36:77 ist?

8) Wenn die Hypolenuse durch das Hohenperpendikel in die Abschnilte
32 Fuss und 45 Fuss getheilt wird, welches ist der kleinste Winkel des
Dreiecks ? -

9) In einem Dreieck ist die Differenz wischen der Hypolenuse und
der grossern Kathete gleich der Differenz zwischen beiden Kathelen;
wie gross .sind die Winkel ?

40) Die beiden Seiten eines 80 Fuss hohen Dammes, dessen obere Breite
25 Fuss belrigt, sind gegen die Horizonlalebene wum 38° 20’10 ge-
neigt ; welches ist die untere Breile des Dammes? 2

1) Aus dem Erddurchmesser 1719 Meilen und der geogr. Breite 53° 33/
eines Ortes den Umfang Seines Parallelkreises zu finden.

12) F =139,9045 [JFuss, ¢==20,5893 Fuss ; gesucht a, b, B, C.

43) b=4 Fuss, a 4 ¢=8 Fuss; gesucht a, ¢, B, C.

14) b + ¢=14 Fuss, B =36° 52/11",62 ; gesucht a, b, ¢, C.

15) Denkt man sich von einem Gestirne auf die unbegrinzie Ebene des
Horizontes eines bestimmlen Punktes P -der Erdoberfliche eine Senk-
rechie herabgelassen und von P nach dem Fusspunkte derselben und
nach dem Geslirne gerade Linien gexogen, so heisst der von ihnen
gebildete Winkel die Hohe des Gestirnes fitr den Ort P. Wenn

nun die Sonne eine Hohe von 30° hat, wie lang ist der Schatten
eines 300 Fuss hohen Thurmes?

_ =+ 16) Die Schaltenlinge einer Sdiule von 21,2 Fuss Hihe betrigt 34,8 Fuss ;

wie gross ist die Sonnenhihe ? ; )

A7) Wie hoch steht die Sonne, wenn der Schatlen eines Menschen a) der
halben Linge, b) der doppelten Linge desselben gleich ist?

18) Der Schatten einer verticalen Stange ist um Yo FKiirzer als die
Stange ; welche Hohe hat die Sonne ?

19) Die entgegengesetzten Seitenlinien eines geraden, 4 Fuss hohen Kegels
schliessen einen Winkel von 13° 44/23" 24 ein; wie gross ist der
Durchmesser der Grundfliche ?

20) Wie gross ist der Umfang eines Parallelkreises der Erde in der
Breite von 50° 57/, wenn der Aequator 5400 Meilen enthdit ?
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21) Unter welcher geogr. Breile beirigt der Umfang des Parallelkreises
3208,49 Meilen, wenn der Erdradius gleich 859,5 Meilen ist ?

922) Wie viel Fuss in jeder Secunde legt bei der Axendrehung der Erde
Petersburg unter 60° Breite xuriick ?

93) Durch den hichsten Punkt eines verticalen, in jeder Secunde um 1°
sich drehenden Kreises, dessen Radius 2 Fuss betrigt, ist eine unbe-
wegliche Tangenle gelegt. Um wie viel ist der Punkt auf der Tan-
genle von seinem anfinglichen Orie forigeriickl, wenn man von dem
Orte, wo er sich nach 4 Secunden befindet, eine Senkrechte auf die
Tangenle xieht? ,

94) Von einem geraden abgestumpflen Kegel sind gegeben die Radien der
beiden Grundflichen 4 Fuss und 11,5 Fuss, und der Winkel an der
Spitze 730 A4/ 23,28 5 es wird gesucht die krumme Oberfliiche.

25) Die von dem obersten und unlersten Punkle eines leuchtenden Gegen-
standes iiber die 'Spiilze einer verticalen Stange, deren Ldinge = a,
einfallenden Strahlen bilden mit der Horizontalebene durch den Fuss-
punkt der Stange die Neigungswinkel m und D wo M >N ist; wie
lang ist der Halbschatien der Stange ?

26) Eine Kanone ist auf einen bestimmten Punkl eines sich bewegenden
Schiffes so gerichiet, dass die Richtung des Rohres mil der des
Schiffes einen rechien Winkel bildel. Wenn nun die Geschwindig-
keit der abgeschossenen Kugel in einer Secunde 1200 Fuss, die des
Schiffes 16 Fuss betrigt, unter welchem Winkel muss das- Rohr
gegen den Zielpunkt vorwdrls gerichlet werden?

97) Ein Kahn, welchem man eine Schuelligkeit von 1 Fuss in der Se-
cunde xu geben im Stande ist, nimmt seine Richtung quer iiber einen
Fluss, dessen Stromschnelligkeit 3 Fuss in der Secunde betrigl. Um
welchen Winkel wird der Kahn von seiner anfédnglichen Richtung
abgelenkt ?

28) Aus der Diagonale —17 Fuss des Axenschnittes eines geraden Cy-
linders und ihrer Neigung = 61° 55/ 39,04 z2ur Grundfliche den
Cubikinhalt des Cylinders zu finden.

- 99) Um die Breile eines Flusses xu messen, nimmi man dem Ufer ent-
lang eine Standlinie AB==159 Fuss. Wenn nun die in A auf AB
senkrecht stehende Visirlinie das jenseitige Ufer in C irifft, und der
Winkel ABC =530 7" 48,4 ist; wie breit ist der Fluss?

30) Auf einer Geraden AB==a stchen in ihren Endpunklen zwei Per-
pendikel AC=Db und BD —c. In welcher Enifernung von A liegt
auf AB derjenige Punkt E, dass, wenn man ihn mil C und D ver-
bindet, der Winkel BED = 2 AEC ist ?

B31) Die vier Weltgegenden Nord, Ost, Siud, West theilen den Horizont
in vier gleiche Theile, deren jeder 90° enthill. Durch Halbirung
der vier Quadranten entstehen die Punkte Nord-Ost, Siid-Ost, Siid-
West, Nord-West. Die fortgeseizte Halbirung jedes Bogens Fiebt die
Punkte: Nord-Nord-Ost zwischen N und NO, Ost-Nord-Ost zwischen
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O und NO w. s. w. Hiernach bilden % B. die Richtungen N und
NNO einen Winkel von 22°30, die Richtungen N und ONO einen
Winkel von 67° 30/ w. s. w. — Wenn nun ein Schiff aus einem
Hafen der nirdlichen Halbkugel auslaufend sich immer weiter vom
Aequalor enifernt, wund der Compass bestindig einen Winkel wvon
220 30" anxzeigt; wie weit (x) ist das Schiff nach Norden, und wie
weil (y) nach Osten oder nach Westen vorgedrungen , nachdem es
32 Meilen zuriickgelegt hat ?

32) Ein Schiff befindet sich bei seiner Ausfahrt aus einem Hafen unler
35° 3/ nordlicher Breite, und fahrt erst 92 Meilen in der Richlung
ONO, nZieraur 85 Meilen nach NNO ; welches ist seine jetzige Breite,
wenn 15 Meilen auf einen Grad gerechnet werden ?

83) Von einem gewissen Standpunkle aus erstreckt sich eine 12 Fuss
hohe Mauer nach Norden, wihrend die Sonne in einem bestimmten
Momente in sudistlicher Richlung unfer einem ~Hohenwinkel ron

359 30 erscheint. Wie breit ist in diesem Augenblicke der Schalten
der Mauer ?

34) Welchen Winkel miissten die von einem bestimmiten Sandpunkte aus-
gehenden Richtungen der 35°30‘ hohen Sonne und einer 12 Fuss

hohen Mauer mit einander bilden, damit der Schaften der letzteren
3 Fuss bdetrdgt?

85) Das Dreieck aufzulisen, wenn gegeben ist die Summe der Hypote-
nuse und der einen Kathele gleich 18 Fuss, wund die Summe der
Hypotenuse und der andern Kathele gleich 16 Fuss.

86) Aus der Summe beider Katheten 32 Fuss wnd dem Flicheninhalte
60 [J Fuss das Dreieck zu berechnen.

87) Aus dem Umfange 20 Fuss und dem Inhalle 4 (O Fuss das Dreieck
aufzulosen.

38) Aus der Summe beider Katheten 64 Fuss wnd der Hypotenuse 56
Fuss das Dreieck aufzulisen.

89) Aus dem Umfange 90 Fuss und dem auf die Hypotenuse gefillten
Hohenperpendikel 8,7804878 Fuss das Dreieck aufzulisen.

>#40) Gegeben ¢ =17 Fuss, B— 259 3 27,42 5 gesucht der Radius v des
dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises.

S 99. Erklirungen. Stellt die Hypotenuse
C' des rechtw. Dreiecks ABC eine schiefe Ebene vor,
BC deren Linge a sei, so wird der Winkel B der Nei-
gungswinkel der Ebene und die Kathete b ihre
Hohe genannt. Wird auf BC ein Korper gelegt,
; so kann die vertical wirkende, durch m vorgestellte
——!4 Kraft, mit welcher der Korper frei fallen wiirde,

zerlegt werden in die Kraft n, welche den Korper an
die Ebene in senkrechter Richtung zu derselben andriickt, und in die
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Kraft MN=p, welche den Korper auf der schiefen Ebene herabtreibt,
also mit letzterer parallel wirkt. Da A ABC co MPN, so ist

b c n b
P g—, d. h.

—_—— —_—— —

a S Y w2 Gk
1) sin B==% 2) cos B== 3)tg B=2

A1) Aduf einer um 25° geneigten Kbene ruht eine Kugel von 150 ¥ ; wie

gross ist der Druck (x) auf die Kbene und mit welcker Kraft (y)
rollt die Kugel herab?

42) Ein Korper gleite mit einer Kraft gleich 80 & von einer schiefen
Ebene herab, und iibe auf diese einen Druck von 138,4 §; wie gross
ist der Neigungswinkel der Ebene und wie schwer ist der Korper?

43) In Frankreich sollen die Chausseen auf lingeren Strecken eine Nei-
gung von 4° 467 48,69 nicht iibersteigen, und in Oestreich soll in
gleichem Falle die Steigung hichstens {5 betragen, d. h. auf je 18
Fuss Ldnge kommt 1 Fuss Steigung. Wie viel betrigt im ersten
Falle die Steigung (x), und im zweiten Falle die Neigung (y)?

44) Welche Kraft ist nithig, wum einen 1430 § schweren Wagen auf
einer Hisenbahn von s}y Steigung am Herablaufen zu hindern?

45) Die Kraft, mit welcher ein Korper auf einer schiefen Ebene herab-
fallt, verhdlt sich”zu der des freien Falles, wie die Hohe der schiefen
Ebene zu ihrer Linge. Wenn nun ein Kirper in der ersten Secunde
seines freien Falles 14,907 Fuss, beim Herabfallen von einer schiefen
Ebene aber 3,79757 Fuss zuriicklegt ; wie gross ist die Neigung der Ebene?

46) Wenn ein wihrend t Secunden frei fallender Korper, dessen Fall-
raum in der ersten Secunde g Fuss betrdgt, einen Weg von h Fuss
suriickgelegt hat, so ist, wie die Physik lehrt, h=gl%. Wie weil
rollt 'demnach eine Kugel auf einer Fbene von 5° Neigung in 5,5
Secunden, wenn g=— 16,1025 Fuss gesetzt wird?

§ 1®®. Erklirungen. Wenn an

den Hebelarmen AC und BC die Krifte P D ,:E\

und Q unter den Winkeln m und n wirken, 7 Aif .*~...... gy @
so slehen nach einem Satze der Mechanik ~ | [ O ‘n i

die Krifte im Gleichgewichte, wenn die g \._ o ,

Producte aus den Kriften und den Entfer- n 2 g/ "0

nungen ihrer Richtungslinien vom Unter-
stitzungspunkte C einander gleich sind, wenn also die Gleichung statt-
findet P. CD = Q. CE (wo der Winkel D = E ==90°), d. h.
P. CA sin m = Q. CB sin n.

Die Richtung AP der Kraft P kann in die beiden Richtungen AF und FP,
und ebenso BQ in BG und GQ zerlegt werden (wo der Winkel F= G==900).
Der senkrechte Druck D auf den Punkt C ist gleich

FP 4+ GQ = AP sinm + BQ sinn, also D==P sinm -} Q sinn,



56

indem AP die Kraft P und BQ die Kraft Q vorstellt. Wird der Winkel
CAP'=TFAP, der Winkel CBQ‘=GBQ gemacht, und befinden sich die
Krifte jetzt in P/ und Q‘, oder auch nur die eine von ihnen in dieser
neuen Lage, so bleiben beide gefundenen Gleichungen ebenfalls richtig ;
denn durch diese Aenderung sind statt der Winkel m und n ihre Neben-

~winkel genommen, und es ist sin‘m==sin (180° — m), sin n=sin (180° — n).

47) An dem einen Hebelarme — 9 Fuss wirkt eine Kraft von 99 § unter
einem Winkel von 30°, und am andern Aime —5 Fuss ist eine
Kraft von 100 § mit der ersten in's Gleichgewicht gebracht; welchen
Winkel bildet ihre Richtung mit dem Hebelarme ?

48) Es wirke eine Kraft =3 § an dem einen Hebelarme =— 6 Fuss unter
dem Winkel — 160°; wie gross ist im Zustande des Gleichgewichtes
der Winkel X, unter welchem am andern Arme =4 Fuss eine Kraft
=5 B wirkt, und welches Gewicht (y) trigt der Unterstiitzungspunkt?

§ E®E. Erklirungen. Eine Ebene wird von
-B_C' einem leuchtenden Korper am stirksten beleuchtet, wenn
. ¥ 1 die Lichtstrahlen senkrecht auffallen, und ist der Auffalls-

GEr Y b winkel schief, so ist die Erleuchtung um so schwicher, je
(9} kleiner dieser Winkel wird. Stellt AB eine auf der Rich-
tung der Strahlen senkrechte Ebene, dagegen AC eine geneigte Ebene
vor, so wird AC, obschon grosser als AB, nur von eben so vielen Licht-
strahlen getroffen, als AB, und daher verhalten sich die Erleuchtungen E und e
der senkrecht getroffenen und schief getroffenen Ebene ihrer Stirke nach
zu einander, wie umgekehrt die Grossen der Ebenen, also
E:e=AC:AB=AC:ACsin C, folglich e==E sin C=E cos A, d. h.
die Beleuchtung einer gegen die Strahlen geneigten Ebene nimmt ab mit
dem Sinus des Auffallswinkels der Strahlen, oder mit dem Cosinus des
Winkels, um welchen die Ebene von der zu den Strahlen senkrechten
Lage abweicht. Soll die Beleuchtung m Mal schwicher sein, so hat man
E 1 1
e

= BTG T “cos’A’

49) Die Stirke der Erleuchtung einer zu den Sonnenstrahlen senkrechten
Ebene sei gleich 1; wie stark ist die Krleuchtung der Kbene, wenn
die Strahlen unter 23° 34 41,44 auffallen ? ;

50) Wenn die Erleuchtung einer Ebene } so stark sein soll, als bei senk-
recht auffallenden Strahlen; unter welchem Winkel miissen dann die
Strahlen auf sie fallen ?

31) Eine Ebene stehe auf der Richtung der Strahlen- senkrecht; um wel-
chen Winkel (x) muss sie sich aus threr Lage drehen, damit die Be-
leuchtung 10 Mal schwicher werde , und wie viel Mal (y) schwdcher
ist die Beleuchtung, wenn der Drehwinkel 60° betrigt ?
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b2) Die Optik lehrt, dass die Stirke der Krleuchtung so abnimmi, wie
die Quadrate der Kntfernungen zunehmen. Wenn nun ein Licht von
einer Ebene 3 Fuss, von einer andern 10 Fuss entfernt ist, und die
auf beide Ebenen parallel auffallenden Strahlen mit der zweiten Ebene
einen Winkel von 45° bilden; wunter welchem Winkel muss die erste
Ebene gegen die Strahlen geneigt sein, damit die Beleuchtung beider
Ebenen dieselbe ist?

§ 102. Erklirungen. Der Neigungswinkel, den eine gerade
aus einem Punkte A zu einem -andern Punkie B gezogene Linie mit der
durch A gehenden Horizontalebene bildet, heisst der Elevationswinkel
(Hohenwinkel) oder der Depressionswinkel des Punktes B in Bezug
auf den Punkt A, je nachdem B oberhalb oder unterbalb jemer Horizontal-
ebene sich befindet. Ferner heisst der Winkel, welchen zwei gerade vom
Auge des Beobachters an die Endpunkte eines Gegenstandes gezogenen
Linien mit einander bilden, der Sehwinkel oder die scheinbare
Grosse des Gegenstandes, im Gegensatze zu seiner wirklichen oder ab-
soluten Grosse. Die Grosse des Sehwinkels hingt ab von der Grosse des
Gegenstandes, von dessen Entfernung vom Auge, endlich davon, in welchem -
Punkte die Senkrechte, welche von dem Auge auf den als gerade Linie
gedachten Gegenstand gezogen wird, denselben oder seine Verlingerung
irifft. 'Wenn diese Senkrechte die Mitte des Gegenstandes trifft, also das
Auge die Spitze des gleichschenkligen Dreiecks vorstellt, welches von
beiden Visirlinien und dem betrachteten Gegenstande gebildet wird, so
ist der Sehwinkel ein Maximum fiir dieselbe Entfernung des Auges. Am
hdufigsten kommt in der Praxis der Fall vor, dass die eine Visirlinie auf
dem QObjecte senkrecht steht. Geht aus einer Aufgabe selbst nicht un-
zweideutig hervor, welcher Fall gemeint ist, so ist immer das gleich-
schenklige Dreieck der Rechnung zu Grunde zu legen.

53) Wenn die Hihe eines Leuchtthurmes iiber der Meeresfliche 87,43 Fuss,
und an seiner Spitze der Depressionswinkel zu einem Schiffe 3° 3749
betrdgt; welches ist die KEntfernung (x) des Schiffes com Fusspunkte,
und welches seine Entfernung (y) von der Spitze des Thurmes?

54) Wie gross erscheint ein b} Fuss hoher Mensch einem andern in der
Entfernung von 138 Fuss?

35) Wie gross ist das Gesichtsfeld eines Fernrohrs von 10 Zoll Weite
und 240 Zoll Ldnge? 3

56) Ein Thurm ist 185 Fuss, das Fenster eines Hauses 125 Fuss hoch,
und der aus dem Fenster zur Spitze des Thurmes gemessene Elevations-
winkel betrdgt 2°17 26,19 ; wie weit (x) ist der Thurm vom Hause,
und wie weit (y) seine Spitze vom Fenster entfernt?

57) Welches ist der Sechwinkel einer Signalstange, deren Entfernung ihre
Linge 5000 Mal dbertrifft ? 3
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58) Wenn der scheinbare Durchmesser eines Korpers unter einem Winkel
von 30 erscheint, wie viel Mal dbertrifft ' seine ' Entfernung seine
wahre - Grosse ?

59) Wie weit muss man eine 0,4 Zoll breite Flamme einer Wachskerze
vom Auge enifernen, damit sie die Mondscheibe, deren scheinbarer
Durchmesser 31’ 1" ist, bedeckt, also-mit ihr von gleicher Grisse
erscheint ?

60) Von der Spitze eines 200 Fuss hohen Thurmes wird der Depressions-
winkel zu der Spitze einer auf derselben Horizontalebene mit dem
Thurme stehenden Sdule ' gleick 30°, und zu dem Fusse derselben gleich
60° gefunden.  Wie hoch ist dieSdiule?

61) Ein Berg liegt 55 Fuss hoher: als der Fusspunkt eines Thurmes,
welcher auf dem Berge in einer Entfernung vor: 1300 Fuss unter
7° 3¢ erscheint ; wie hoch ist der Thurm ?

62) Damit ein Gegenstand wahrnehmbar sei, muss seine Entfernung vom
Auge nicht weniger als 8 Zoll und seine scheinbare Griosse wenigstens
40 belragen; wie gross mindestens muss also der Durchmesser eines
sichtbaren Gegenstandes sein ?

63) Unter welchem Sehwinkel erscheint ein 372 Fuss hoher Thurm in
.der Enifernung von 1712 Fuss, wenn das Auge des Beobachiers sich
in einer Hihe von 11 Fuss iiber dem Boden befindet ?

64) In welcher Entfernung wiirde eine 30 Fuss breite Allee einem Beob-
achter, der sich am Kingange auf der Mitte des Weges befindet, wegen
der Kleinkeit des Sehwinkels in einen Punkt zusammen zu laufen
scheinen ?

65) Ein Luftballon, dessen Durchmesser 40 Fuss betrigt, erhebt sich von
dem Orte A in senkrechter Richtung und erscheint nach einiger Zeit
“ einem Beobachter, welcher sich 4000 Fuss von A befindet, unter einem
Sehwinkel von 30!, also etwa in der Grosse des Mondes; wie hoch ist
der Ballon gestiegen ?

66) Der Abstand zweier iiber einander befindlichen Fenster eines Hauses
ist gleich 10 Fuss, und die aus ihnen zu einem Punkte des Erdbodens

gemessenen Depressionswinkel betragen 30° und 28°18/6,44. Wie
weit ist jener Punkt vom Hause entfernt ? LT

67) Die scheinbare Grosse einer geraden Linie p sei in der Entfernung
von m Fuss gleich a, und an einem n Fuss ndiher gelegenen Punkte
gleich b. In welchem Verhiltnisse stehen zu einander beide Sehwinkel,
wenn thre Schenkel mit dem Objecte ein rechtw. Dreieck bilden ?

«a.68) Zwei Punkte befinden sich mit dem Fusse eines Thurmes von 100
Fuss Hohe auf der ndimlichen Horizontalebene und in gerader Linie,
und werden von der Spitze des Thurmes wunter den Depressions-
winkeln von a==35°15' und b=="56° 35" geschen. Wie weil stehen
diese Punkte von einander ab ? !

69) Ueber die Spitze einer 20,4 Fuss hohen verticalen Stange fallen die
obern Randstrahlen der Sonne, deren Sehwinkel 32' 1,8 betrdgt, unter
420 25 ein. Wie breit ist der Halbschatten der Stange ?
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70) Die centrische Entfernung der Sonne von der Erde sei gleich 24063,33
FErdhalbmessern ; wie gross ist: der scheinbare Sonnenhalbmesser an der
Erdoberfliche, wenn derselbe am Mittelpunkte der Krde 160,44 betrdiigt?

71) Es sei die centrische Entfernung der Sonne von der Erde = 20682440
Meilen, wund der scheinbare Sonnenhalbmesser am Mittelpunkte der
Erde — 16* 0,44, dagegen der scheinbare Krdhalbmesser am Mittel-
punkte der Sonne =8'',58608. Wie viel Mal ist der Sonnendurch-
messer griosser als der Krddurchmesser ?

72) Denkt man sich aus dem Mittelpunkie des Mondes eine Tangente an
die Erde und eine Gerade nach ihrem Mittelpunkte gezogen, so heisst
der dadurch gebildete Winkel die Horizontalparallazre des Mondes.
Nun sei die Horizontalparallaxe gleich 57'2',06 und der Erddurch-
messer gleich 1719 Meilen. Wie gross ist die centrische Entfernung
(x) 'des Mondes von der Erde, und wie viel Meilen (y) betrigt sein
Halbmesser , wenn dessen scheinbare Griosse am Erdmittelpunkte sich
zu jener Parallaze wie 0,2725 :1 verhdlt ?

73) Die centrische Enifernung des Mondes von der Erde befrdigt 60,27781
Erdhalbmesser , und verhdlt sich xur centrischen Entfernung der
Sonne von der Erde wie 1:399,20715. Wie viel Mal ist die Hori-
xontalparallaxe des Mondes grosser als die der Sonne ?

74) Im Jahre 1100 vor Chr. Geburt wurde an einem 8 Fuss holen
Gnomon die Schaltenlinge desselben im Sommersolstitium gleich 1,54
Fuss und im Wintersolstitium gleich 13,12 Fuss beobachiet. Man
soll die damalige Schiefe der Ecliplils bestimmen, was geschieht,
wenn man die Hilfte des Winkels an der Spitze des Gnomon berechnet,
um welchen die zu jenen beiden Zeilpunkten einfallenden Sonnen-
strahlen in ihren Richtungen von einander abweichen.

§ #103. Erklirungen. Stellt der Kreis BDF" A
einen grossten Kreis der Erde vor, und ziehi man an W
denselben vom Punkte A, dessen Hohe iiber der Erde
gleich h sei, die Tangente AD, so giebt der Beriihrungs-
punkt D den Ort an, bis zu welchem man von A aus g <.
die Erdoberfliche sehen kann, abgesehen von ander- :
weitigen Hindernissen als der Erdkrimmung. Die Weite
des irdischen Horizontes fiir A- wird durch die Linge des
zum Winkel m gehorenden Bogens BD gemessen. Es ist

2
3

% r T
1) cosm= o also 2) h= gt ook
Wenn h im Vergleich zu r sehr klein ist, so setze man, um h schirfer
4 rsinm  rtgm Arigm.
zu bestimmen  coc m:= cosmsinm  sinm also 3) h= sin m
. D '{—cosm r 2
Da ferner (§ 18, 27) sin T e und cos m == S0 ist

o A1 tigh o b 1 _toda /i ibb
4 sing =V i —3h4n Y 2h+n
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Wird nach einem Punkte E der Verlingerung von AD aus C eine Gerade
gezogen, so wird E von A aus in einer Entfernung gesehen, welche gleich
ist der Linge des Bogens BDF, d. h. zwei erhohete Gegenstinde sind
einander sichtbar in einer Entfernung, welche der Summe ihrer irdischen
Horizonte gleichkommt. In allen Aufgaben wird der Erdradius

=859,5 Meilen; eine Meile =20000 Fuss, und ein Grad der
Erde =15 Meilen angenommen werden.

75) Wie hoch muss wenigsiens ein Berg sein, um zhn in einer Enlfer-
nung von 20 Meilen noch sehen xzu kinnen ?

76) Wie weit ersireckt sich in einer ebenen Gegend die Fernszcht fur
einen 5 Fuss grossen Menschen ?

77) Wie weit steht von der Spilze eines 340 Fuss hohen Thurmes der
" .entfernlesle Punkt der Erde ab, welcher einem Beobachter auf jener
Spitze noch nicht durch die Kriimmung der Erde verdeckt wird?
78) Auf dem Meere siehlt man von einem Schiffe aus, wenn das Auge
30 Fuss iiber der Meeresfliche erhaben ist, in einer Entfernung von
33,3 Meilen den Gipfel des Pico von Teneriffa; man soll die Hohe

des Berges finden.

79) Wie weit hichstens kinnen sich xwei Mdinner, deren jeder 6 Fuss
gross ist; von einander entfernen, so dass sie bei der Krimmung der
Erde einander noch sichtbar bleiben ?

80) Wie hoch muss der Punkt itber der Meeresfliche liegen, von welchem
man den Gipfel des Dhawalagiri, dessen Hohe 27343 Fuss betrdgt,
in einer Enifernung von 50,35 Meilen sehen kann ?

81) Auf dem Chimborazo misst der Winkel, den die” Horizontallinie mit
der nach dem Horixonte gehenden Linie macht, 2° 49' 50,39. Welches
ist die Hohe des Berges ?

82) Wie weit miisste man sich von der Erde enifernen, wum ein solches
Stick derselben ., wie etwa die kalle Zone — 384977 [ Meilen iiber-
sehen zuw kionnen 2

Berechnung
der gleichschenklig en Dreiecke,derregelm.
Vvielecke und der KHreisabschnilte.

S 104. Wir werden im gleichschenkligen Dreieck die ungleiche
Seite, d. h. die Grundlinie immer durch a, und den gegeniiberliegenden
Winkel, d. h. den Winkel an der Spitze mit A bezeichnen. Wegen der
Gleichheit zweier Seiten b==c¢ und zweier Winkel B = C reichen hier
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zwei Bestimmungsstiicke aus, und diese konnen sein endweder irgend
eine Seite und irgend ein Winkel, oder ein Schenkel und
die Gruundlinie.

Zieht man das Hohenperpendikel AD =h, so ist der A4
Winkel BAD = '/2 A und BD = "2 a, und es érgeben sich

folgende Grundgleichungen fiir das gleichschenklige
Dreieck : 9 '\

I. A4 2B=1800. i#1l.!7#9a =¢ cos B.
M. F—'"%ah, h='eatgB—=csinB=yc*—ja: B—paC
IV. sinB==cos "2 A, cosB=sin'2A, tgB=rcotg 2 A."

§ 105. Gegeben die Grundlinie a und entweder B oder A.
Aufl. 1) A=180° —2B oder B=90 — /2 A.
B a
% c='2¢:osB Esm‘A(" V).
3) F='/sah="sa%tgB= Yaa’cotg e A (I, IV).

Aus a =218 Fuss, A =489 findet man B=66°, b = ¢ — 267,98666 Fuss,
F = 26685,165 [ Fuss.

§ 106. Gegeben der Schenkel ¢ und entweder B oder A.

Aufl. 1) A=180° — 2 B oder B=900 — 2 A.
2) a=2ccosB=2csin Ya L @ IV).
3) F='2ah, oder weil a==2ccosB, h=csinB, so ist
F=¢%cos Bsin B=c"?sin '/2 A cos "o A= "2¢%sin A (§19, 21).

§ 107. Gegeben die Grundlinie a und der Schenkel c.
Aufl. 1) cosB=z—2 (1. 2) A==180°—2B.

8) Bl '/mah—‘/na/(c . 2) (c—-— ) (1.

S 10S8. Es sei gegebevn der Schenkel ¢=30,4 Fuss und
der Inhalt F="79,45 [(JFuss; gesucht A und a.

Aufl. 1) Aus § 106, 3 folgt sinA=2cf.
2) Aus § 105, 2 folgt a=2c¢sin "2 A

Man findet A=9°54/2/,26 und a==5 2465433l*uss, oder A =17005/57"14
und alsdann a==60, 573208 Fuss.

§ 109. Aus der Seite s eines regelm. n-ecks die Ra-
dien r und R der ein- und umgeschriebenen Kreise und den
Inhalt F des Vielecks zu finden.



62

1 Aufl. Sei BAC eines von den n congruenten gleich-
schenkligen Dreiecken, in welche das n-eck durch

die aus seinem Miltelpunkte A nach allen Ecken ge-

n zogenen Linien zerlegt wird, so ist die Senkrechte

0
“- CF AD—r, AB—R, Ceniriwinkel A—%""" also
G BAD = @?. Da nun BD = "2 s, r=BD . cotg BAD,
BD

Ro=— S BAD® S0 hat man

180° S
1) r="%scotg—— 2) R=—" .
v 2 sin 129."

3) F=~'§2l n=Yis%n'cotg 1%??
Aus s= 64 Fuss, n=9 findet man r — 87,91928 Fuss, R =93,56174 Fuss,
F = 25320,75 []JFuss. »

§ 11®. Aus dem Radius r eines Kreises die Seite, den
Umfang und denInhaltdes ein- und umgeschriebeunen regelm.
n-ecks zu finden.

Auafl F(Fig. §109.) Sind BC und EF die Seiten der beiden n-ecke,
50 ist AB— iG—r, der Winkel BAC=2%" BAG =12, pc —2BD,
BD=rsin1—§££, AD———rcos@'??, also fiir das eingeschriebene n-eck:

1) Seite BC=2r sin 18!?1 2) Umfang =2 nr sin @'?1

3) Inhalt =3 Umfang . AD—n r2sin 3% cos 180" 4 n r2sin (518, 21).

Ferner ist EF =2 EG und EG=AG g L?: =rig 3%0-3, also fiir das
umgeschriebene n-eck:

4) Seite EF =2rtg o 5) Umfang=2nrig Liﬂ

n
6) Inbalt— - . Umfang = nr*1g 10;

Beispiel. Aus r='"a, n = 21600, also 18[‘9'1:30“ findet man fiir

jedes der beiden Vielecke : Umfang = 3,1415926. Hieraus folgt,
dass auch die zwischen beiden Umfingen enthaltene Peripherie des
Kreises durch diese Zahl ausgedriickt werden muss, welche die
bekannte Verhiltnisszahl 7 ist.

§ REE. (Fig. §109.) Aus dem Radius AB==r eines Kreises
und dem im Gradmasse gegebenen Bogen BGC==a die Sehne
BC=s und den Kreisabschnitt BGC zu finden. ‘
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Aufl. “Es ist BD =rsinBAD, d. h. }s==rsin}a, also
1) s==2rsin }a.
Der Kreissector ABGCA verhilt sich zur ganzen Kreisfliche , wie sein
Centriwinkel a zu . 360°, also
ar’y

ABGCA :r?x=a: 360, folglich ABGCA = —~ 360
und weil - (§ 106, 3) das Dreieck ABC::& r%sina, so ist
2) Abschnitt BGC AT Eo 4 peging =L 43 (a—” — sin a)
360 & 2 U180

In dem Ausdrucke ¥d driickt a die Grosse des Winkels in Graden und

180
Decimaltheilen des Grades aus. "Aus 1) folgt noch
—sAail indcal o=
). r_2sin!‘,a ¥} Hingr 2r

; { s? ak Mo
Aus 2 und 3 folgt 5) Abschnitt BGCwé—S—‘;;; (m— sin a)

. Beisp. : Zusammenge.ht)rende Werthe sind r=23,4 Fuss, a==17° 1324,
8 =='7,0076774 Fuss, BGC=1,2338443 CI Fuss.

$ A1®. (Fig. § 109.) Aus der Sehne BC =s and der Hohe
DG==h eines Kreisabschnittes seinen Inhalt F und denRadius
rdes Kre:ses zu finden.

Aufl. Es ist Peripheriewinkel CBG=,}CAG=' BAC -und tg CBG
==gg= —,E—- Setzt man BAC ==a, so ist also ’
38
1) tg;‘,;a==2—h
Nachdem a gefunden worden, ergiebt sich (§ 111, 3 und 2.)

S
A 2sm’a 3 F=2(180—sma)
Aus s==40 Fuss, h =4 Fuss findet man r==52 Fuss, F = 107,51512 [J Fuss.

§ EE3. In einem Kreise, dessen Radius r==824,7- Fuss
ist, betrdgt die Linge eines Bogens b=1359,2959 Fuss; man
soll den vom Bogen begr:inzlen Kreisabschnitt F berechnen.

Aufl. In § 111, 2 ist F= sin a). Der Bogen b enthilt
180 b

2 (180
Grade nebst Decimaltheilen des Grades (§ 53, 2), aus welchen letz-

teren sich die Minuten und Secunden ergeben. Setzt man also fiir a in

180 den Ausdruck 18(:’, und begreift unter a in sina die gefundenen

Grade, Minuten und Secunden des Bogens b, so ist

. 2
¥ b 1.27(:_‘:‘ — sin a) — 221459,55 [JFuss.
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§ 114. Es sind tiber den Seiten p=~10 Fuss, m= 8 Fuss,
n—6 Fuss des bei A rechtw. Dreiecks ABC als Durchmessern
Halbkreise beschrieben; man soll die mondféormigen Ab-
schnitte M und N berechnen (Lunulae Hippocratis).

Aufl. Man erhidlt M, wenn man von dem
Halbkreise iiber m, welcher gleich } (™)*r=Zim®x»
ist, den Kreisabschnitt Q abzieht.” " Um Q zu
berechnen, setze man in die Formel § 111, 4

m statt s, p statt 2r, so ist sin  a— . Nachdem

a bestimmt worden, erhilt man aus der For-
mel § 111, 2, indem %2 p  stalt r geselzt. wird,

2
Q= %(%810 — sin a) , folglich
m* W : :
1y M="0F P (A% sina ) =13,950364 (I Fuss.

Der Nebenwinkel von a ist gleich 180° —a und sin (180° — a)==sin a,
folglich erhilt man' auf gleiche Weise ;
n?z p?y180 —a :
2) N== 5 ks T e sin a § ==10,04964 (] Fuss.

Da sich die drei Halbkreise wie die Quadrate ihrer Durchmesser
p, m, n verhalten, und p%*=m? + n? ist, so ist der Halbkreis iber
der Hypotenuse der Summe der Halbkreise iiber den Kathe-
ten gleich. Nimmt man beiderseits P--Q weg, soist A ABC=M-N.
Hierdurch kann man die Rechnung priifen, und findet A ABC=gjmn
=24 (] Fuss==M + N. :

§ 115. Die Radien R und r zweier Kreise und der Ab-
stand PQ=a ihrer Mittelpunkte ist gegeben; man sucht die
Linge L der kiirzesten Linie ABCDEFA, welche beide Kreise

umschlingt.
Aufl. In beiden Fillen, mag die

Linie L die Centrallinie PQ ganz ein-
schliessen oder dieselbe durchkreuzen,
..|J ziehe man nach A und B, wo L aus den
Kreisumfingen heraustritt, Radien, welche
auf der Tangente AB senkrecht stehen
werden, und verlingere PQ nach C und
F, so ist § L= AB 4 Bog.BC + Bog. AF.
Ferner ziehe man aus dem Mittelpunkte
des kleinern Kreises QG | BA bis zum
F'Radius PA oder dessen Verlinge-
rung, und bezeichne den Winkel APQ
mit m, so ist in der ersten Figur auch
BQC==m, in der zweiten BQP=m.
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PG R—r

Im ersten Falle ist cos m==:—P»Q=- T ferner ist
e oV Bty 1 i e mrr L (180%—m) Rz
AB=GQ=}a (R—r)?% und BC =0 AF 180 :

wo m blos in Graden ausgedriickt ist. Hieraus folgt
V2T (R—op) g 7 (180° — m) R
L=2) a*— R -=-1)%4 T 55
Im zweiten Falle ist cosm=£g= R—';"-r, ferner

: ik -l e (180° — m) rx (180° — m) Rx
=p = 2 __ * = ) _ —S

AB=GQ=}a*—(R+1n? BC i AF .
(180° —m) rz = (180° — m) Rw

Wi 150 hFveges TU

L oo )i fon) Aof (180—1133; R+

L—Vat—® 31"

s 116. Aufgaben
iiber gleichschenklige BDreiecke, regelm.
Vielecke und KHreisabschnitte.

1) In einem geraden 25,8 Fuss hohen Kegel betrigt der Durchmesser
der Grundfliche 10,3 Fuss ; wie gross ist der Winkel an der Spitze
und die Seitenlinie ?

Q) Das Quadrat der Linge eines Rechtecks dst gleich dem doppelten
Quadrate der Breite; wunter welchem Winkel durchschneiden sich die
Diagonalen ? '

8) Der Querschnitt eines Daches bildet ein gleichschenkliges Dreieck, in
welchem die Hihe 29 Fuss und der Winkel an der Grundlinie 400 25
betrigt ; wie gross ist die Grundlinie ?

4) In einer regelm. vierseitigen Pyramide ist der Kantenwinkel an der
Spitze gleich 45° 35’ und die Grundkante gleich 120 Fuss ; wie gross
ist die gesammte Oberfliche der Pyramide?

5) Die Seitenlinie eines geraden Kegels betrigt 85 Fuss und hat gegen
die Grundfliche eine Neigung von 27°19'; wie gross ist die Hihe h
des Kegels und der Durchmesser d seiner Grundfliche ?

6) In einem gleichschenkligen Dreieck verhilt sich das Quadrat des
Schenkels zum Quadrat der Grundlinie, wie 3:4. Wie gross ist der
Winkel an der Spitze?

7) Wie gross ist der Radius desjenigen Kreises, in welchem der Peri-
pheriewinkel 14° 1610 auf einer Sehmne — 367,375 Fuss steht 2

o
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8) In einem gleichschenkligen Dreieck sei der Winkel an der Basis
gleich 54° 44 8719, Wie gross ist das Verhdliniss X des Schenkels
zur Grundlinie ?

— 9) Zwei Feldmesser sind 850 Fuss und zwar in verschiedener Richtung
von einem Signal entfernt. Der eine hat den Winkel der Gesichts-
linien zum Signal und zum Standpunkt des andern Feldmessers gleich
36" 5211,62 gefunden. Wie weit sind die Feldmesser von einander
entfernt ?

10) An einem gewissen Orte A sieht man eine Wolke in siidwestlicher
Richtung unter einem Hihenwinkel von 25°. Wenn nun an einem
andern Orte B, welcher 25000 Fuss siidlich vom ersten liegt, die
Wolke in nordwestlicher Richtung erscheint ; welchen Hihenwinkel (X)
hat die Wolke am Orte B, und wie gross ist ihre senkrechte Enifer-
nung (y) von der Erde?

11) Das gleichschenklige Dreieck aus seiner Hohe 12 Fuss und der Summe
der Grundlinie und des Schenkels 210 Fuss zu berechnen.

42) Das gleichschenklige Dreieck aus dem Umfange 4 Fuss und der Hihe
1 Fuss zu berechnen.

13) Wie gross ist in einem Kreise derjenige Centriwinkel, dessen Sehne
1% Mal so gross ist als der Radius ?

14) Aus den Umfingen der einem beliebigen Kreise ein- und wmgeschrie-
benen regelm. 24000-ecke die Zahl = zu berechnen.

15) Wie gross ist der Inhall F und die Sehne s des Kreisabschnilles,
welcher durch einen Bogen a — 259° 15/ 32,5 begrdinzt wird, wenn
der Radius r — 19,7 Fuss belrigt ?

16) Den Abschnitt ¥ zu berechnen, welcher auf der Seile des regelm.
Sechsecks im Kreise ruht, dessen Radius 1 Fuss ist.

A7) Das Verhiliniss des regelm. 15-ecks, dessen Seile gleich 17 Fuss
ist, zum regelm. 17 - eck, dessen Seite 15 Fuss beirigt, anzugeben.

18) Man pflegt einen kleinen Kreisabschnitt néiherungsweise durch die
Multiplication seiner Sehne s mit % seiner Hohe h zu berechnen.
Wenn nun s = 37,6 Fuss und h=12,7 Fuss ist, um wie viel ist der
so gefundene Inhalt f des Kreisabschniltes Kkleiner als sein wahrer
Inhalt F2.

19) Die Durchmesser xweier Maschinenrider beiragen 6 Fuss und 2 Fuss,
und ihre Axzen stehen 6 Fuss von einander ab. Welche Linge (X)
hat ein die beiden Rdider kreusaweise umschlingender Riemen, und
wie lang (y) ist derselbe dann, wenn keine Kreuxung sfatifindet ?

20) In einem regelm. 15-eck sei der Radius des umgeschr. Kreises
R=9,201 Fuss. Wie gross ist der Radius v des eingeschr. Kreises,
die Seite s und der Inhalt F des Polygons?

21) Ein regelm. 37-eck enthilt 24127,94 (] Fuss; man sucht seine Seite
s und den Radius v des eingeschriebenen Kreises.

Q2) Wie lang ist der Bogen, dessen Sehne 36 Fuss und dessen Radius
18,7 Fuss belrigt?
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23) Die Hihe eines Kreisabschnitfes sei h=25,4 Fuss und sein Bogen
a=136° 9’ 40,14 ; man soll hieraus die Sehne s, den Inhalt F und
den Radius v des Abschnitles finden.

24) Aus dem Radius r=20,264957 Fuss und der Hohe h=12,7 Fuss
eines Kreisabschnitles die Sehne s und den Inhalt ¥ zu berechnen.

Q5) Von einem Kreise ist gegeben der Radius r = 412,35 Fuss und ein
Kreisabschnitt F=55364,9 (] Fuss; man wverlangt den Unferschied
X zawischen dem in Theilen des Radius ausgedriickten Bogen des Ab-
schnitles und dem Sinus des Bogens.

26) Um einen Kreis vom Radius v =9 Fuss ist ein regelm. 15-eck be-
schrieben; wie gross ist die Seite s, und der Inhalt F des Polygons
und der Radius R des wmgeschr. Kreises?

27) Fiir ein regelmissiges n-eck bexeichwe s die Seite, v und R die
Radien der ein- und umgeschriebenen Kreise. Es soll gefunden wer-
den 1) n und R aus s=2 und r==¥3 2) n und T aus s=7V32
und R=4.

28) Ein Kreisabschnitt hat den Ceniriwinkel a= 87°12/20,304. Man
soll 1) das Verhdliniss X des Abschniltes zum Kreise 2) das Ver-
héltniss y des Abschniltes zum Dreieck angeben , welches auf der
Sehne des Abschnities steht und mit diesem gleiche Hdiohe hai.

29) Wenn man aus einem Punkle der Peripherie eines gegebenen Kreises
mit dessen Radius einen weiten Kreis beschreibt, so isi die Hilfte
der den beiden Kreisen gemeinschaftlichen Sehne anndherend die
Seife des eingeschriebenen regelm. T-ecks. Um wie viel differirt der
Mittelpunkiswinkel, welcher der so gefundenen Seite entspricht, vom
wahren Miltelpunkiswinkel des regelm. - ecks.

30) In einem rechtw. Dreieck, dessen Seifen m =24 Fuss, n==18 Fuss,
p =30 Fuss, hat man itber den Katheden Halbkreise nach aussen,
und ‘diber der Hypoftenuse einen Halbkreis nach innen des Dreiecks
beschrieben ; man sucht die Inhalte M und N der von zwei nach einerlei
Seite hohlen Bogen gebildeten Abschnitle.

31) In einem Kreise, dessen Radius 41,235 Fuss betrigt, ist ein Bogen
67,964795 Fuss lang ; wie gross ist der von diesem Bogen begrinzte
Kreisabschnilt?

32) Die Sehne eines jeden Bogens an der Donaubriicke in Ulm belrdgt
60 Fuss, und seine Hohe 10 Fuss; wie lang ist ein solcher Bogen ?

33) Der Cubikinhalt eines Prismas betrigt 50 Cub. Fuss, und die Héhe
ist das Doppelte von dem Durchmesser des um die Basis beschriebenen
Kreises, welche ein regelm. Achleck bildel ; wie gross ist die Seite
der Basis ?

B4) Die Inhalte ecines regelm. 36-ecks und 60-ecks verhalten sich wie
5:4 und sind zusammen so gross als ein Kreis, dessen Radius
17,188735 Kuss betrdigt. Wie gross sind die Seiten X und y der
beiden Polygone?



Berechnung
der schiefrinkligen Dreiecke.

§ EE?. Wir beginnen unsere Betrachtungen mit einer Reihe von
Lehrsitzen , auf welchen die Auflosung der schiefw. Dreiecke beruht.
Zieht man im spitzwinkligen oder stumpfwinkligen
Dreieck ABC aus C die Senkrechte h auf die Seite AB
oder deren Verlingerung, so ist in beiden Fillen h=bsin A
und h =asin B, folglich b sin A = asin B, oder
@:hh—sin A:sé¢n B. Ebenso ist
@a:c=stn A:sin C
b:c—=sitn B:sinC
d. h. die Seciten eines Dreiecks verhalten sich

wie die Sinusse der gegeniiberstehenden Win-
kel. (Vergl. §136.)

§ BES. Es ist (Fig. §117) AB==BD 4 AD, also in beiden Fillen
1) e¢=acosB 4 bcosA. Ebenso
2) b=ccosA -t acosC
3) a==ccosB-bcosC
Multiplicirt man die erste Gl. mit ¢, die zweite mit b, die dritte mit a, so ist
¢c?=—bccos A + ac cos B
b?=be cos A 4 ab cos C
a%=accos B+ abcosC
Zieht man von der Summe je zweier dieser Gleichungen die dritte ab, so ist
I a?—=b°f+c'—2bccosd also cosd—""T0 "%
5 b*—a®l c?—2accosB , cosB—"to =P’

) ec?—a?+ b —2abcosC pos CuiSidi R 5 9

§ REY. Es ist a:b=sin A :sin B, also auch
a+b:a-—b=sinA 4 sinB :sin A —sin B oder (§ 19)
a-+b & sin A 4 sin B Ly 2sin} (A+B)cosj (A—B)  tg3(A+B)

s gy BT ST W v e e T e e
alb:a—b=tgl(Ad+B):tg;(4d—B)

Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks verhilt sich also

zum Unterschiede derselben, wie die Tangente der halben

Summe der gegeniiberliegenden Winkel zur Tangente des
halben Unterschiedes derselben Winkel.
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Da 'tg Y2 (A -+ B) ==cotg /2 C ist (§ 6), so kann man auch setzen
at+b:a—b=coty'lsC:tg ' (A— B)

$ B2@. Aus der Summe und Differenz zweier Griossen
findet man die grossern derselben, wenn man zur halben
Summe die halbe Differenz addirt, dagegen die kleinere,
wenn man von der halben Summe die halbe Differenz abzieht.
Denn es sei x die grossere, y die kleinere Grosse, die Summe bei-
der gleich s und ibre Differenz gleich d, so ist x + y=—s und x — y=d,
und man erhilt durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen
x="Yo(s4d), x="(s—d).

§ B28. Der Flicheninhalt (F) eines Dreiecks ist gleich
dem halben Produkte aus zwei Seiten und dem Sinus des

Zwischenwinkels.
Es ‘ist niamlich (Fig. §117) h=asinB und F=} c¢h= } acsinB.
Eben so ist F=1bcsinA=1absinC.

S. E22. Die (§117 — §121) nachgewiesenen Beziehungen zwischen
den Stiicken eines beliebigen Dreiecks reichen hin, jede Aufgabe zu losen,
wo aus irgend drei von einander unabhiingi Stiicken eines Dreiecks
die iibrigen berechnet werden sollen. Es k hier vier Auflosungs-
fille vor, indem nimlich gegeben sein kai ' eine Seite nebst zwei
Winkeln, 2) zwei Seiten und der Zwischenwi 3) alle drei Seiten,
4) zwei Seiten und ein Gegenwinkel.

Erster Auflc’isun'qs‘all.
§ B23. Gegeben eine Seite a und zwei Win- 6\’
kel; gesaore b, cyp L. A
Aufl. Wenn zwei Winkel eines Dreiecks bekannt sind, "\
so ist auch der dritte Winkel bekannt. Nun ist (§117, §121) AR

a sin B asin ab sin C a’sin B sin C
3) F—=""

DB =g e 2T Zsina

Aus a = 487,5 Fuss, A = 103° 48, B == 42° 25’ findet man
C=2339 47/, b — 338,601 Fuss, ¢=279,13367 Fuss, F—45893,35 [JFuss.
Zur Priifung der Rechnung kann die Gl. (§ 118,38) a==c cos B + b cous C
dienen. ; 7

Zweiter Auflisungsfall,

§ E24. Gegeben zwei Seiten a, b und der zwischenlie-
gende Winkel C; gesucht A, B, ¢, F.

Aufl. Es lidsst sich die halbe Summe und die halbe Differenz der Win-
kel A und B berechnen, woraus A und B gefunden werden kdnnen

(S 120), namlich
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} (A+B)=900—}C, tgt(A—=B)= :—{—t cotg 3 C (§119), folglich

6) Ad="%e(A+B)+ ' (Ad-B) 2) B="1(A+B)—"h(4d—B)
! in C b sin -

8) e n it s 4) F="habsinC

Um negative Differenzen zu vermeiden, muss immer unter a die

grossere und unter b die kleinere der beiden gegebenen Seiten verslan-
den werden.

Beispiel. a=—1295,4 Fuss, b= 835,7 Fuss, = "T4° 25/30",4
Berechnung.
Vo C=237012' 45,2 log (a — b) =2,6624745
A+B) _ vo0 gy 140 log cotg 2 C =0,1195370
g 7O MY Chlog(a+b) —6,6718962— 10
b ek v log g Yo (A — B) = 9,4534077
: e (A — B) =15° 51/ 27,51
1) A =68038/42¢,31 2) B =36°5547,29
3) log a =3,1124039 4) log a =3,1124039
log sin C = 9,9837527 — 10 log b = 2,9220504
€D log sin A = 0,0308905 log y sin C==9,9837527 — 10
log c = 3,1270471 log 2 F = 6,0182070

¢ ————1# Fuss. F =521407,2 [ Fuss.
§ E25. Die Wi A, B lassen sich auch unabhingig von einan-

der, unmittelbar aus a, b, C finden. Es ist namlich (§117, §118, 2, 3)

csin A=asinC csinB=>bsinC
ccos A=b—acosC ccosB=a—bcosC
Die Division der oberen Gleichungen durch die unteren giebt
asin € b sin €
D gA=g —gonc " » WBRG Sewl

Die Grossen ¢, F werden hierauf wie in § 124 gefunden.

§ E26. Die Seite ¢ kann ohne vorhergegangene Bestimmung der
Winkel A und B direct aus a, b, C gefunden werden mittels der Glei-
chung (§ 118, 6)

~ c'=a’4b®—- 2abcos T
Alsdann bhat man (§ 117) sin A=f’f!:~9 und sinB=-l»’-§'é"-p.

§ #27. Wenn man in § 124 nur die Winkel A, B, nicht zugleich
c und F berechnen will, so genlgt es, wenn ausser C blos das Ver-
h4ltniss der Gegenseilen a, b bekannt ist. Depu dividirt man in der Gl.

1g Yo (A — B) = "::_E:: cotg "2 C Zihler und Nenner des Bruches ::_:: durch
b und setzt |- = colg g, so ist (§ 20, 44)
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1g Ya (A — B) = Eﬂg_z_,_-_ colg Va C = colg (45° + ) cotg 'a C , folglich

'/2 (A— B) ganz unabhingig von der absoluten Grosse von a und b bestimmt.
Dieselbe Bemerkung gilt fir § 125.

Dritter Aduflisungsfall.

§ E28. Gegeben die drei Seiten a, b, ¢c; gesucht A, B, C, F.
Aufl. Man hat (§ 118) die Gleichungen

b*+c'—a’ a’+c*—p?
1) €98 A — oo — DeosB——— . —
a’+b*—c’
3 cos C=—4 —

welche aber keine logarithmische Rechnung gestatlien und somit nur dann

bequem sind, wenn die gegebenen Zahlen aus wenig Zlﬂ‘ern bestehen.
b?*~+c?—a?

Um andere Formen abzuleiten, substituire man e | T fiir cos A in

die beiden Gleichungen (§ 18, 26, 27)

PO ¢ g |/ i °°? L und sin e A-.V et 7153%5 , dann ist
4/ b*+2bc+cT—a’ i = a’—(b?—2bc+c?

cos e A = ‘/ The sin Y2 A ‘/ Ahc

cos /2 A = |/ b+ +4°)B%18—’- sin /e A = [/ o '—ﬁ{—i)f

cos o A — V G®t+et ;)b(c-b m ol LRI P 0 l/ (a'H’_c) (“*b""), also

cose A — l/ s—@[)—c_—a) sin Yo A = l/ b b) (s— D]

wenn der Kiirze wegen a4+ b + e=2s, alzo b} c—a=2(@—a),
a4+b—c¢c=2(s—¢c), a—b-4c=2(s—Db) geselzt wird. Die Division
der ersten Gl. in die zweite giebt

4 tg's A= ‘/(‘_b)('_ﬂ). Ebenso ist

s(s—a)
5) ty '/‘,Bz‘/(‘—"z:)f;c) 6) tg ‘/uO:‘/(i;:.fgg;‘)")
Da ferner (§ 18, 21)

F;-_gl_’c_';“_é.:, B ;‘m‘ ch (8-—") (s—C) Vﬁ(ﬂ—a) s0 ist

N F=)s(s—a)(s—b)(s—c)
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" Die Wurzel in den Formeln 4 bis 7 muss immer positiv genommen werden,
da jeder halbe Dreieckswinkel spitz ist, und der Flicheninhalt nicht negativ
sein kann. Zur Priifung der Rechnung dient die Gl. A 4 B 4 C=180°.

Beispiel. a=97,5Fuss, b=84,5 Fuss, ¢ =91 Fuss.
Berechnung.

log s — 2,1351327 log (s — b) = 1,7160033

log (s —a) ==1,5910646 log (s — ¢) =1,6580114
log tg * 5 —9,6478174 g A — 330 41/ 244,23
log g 5 — 9,8239087 1o B — 26033/54,18
log 1g %5 =9,3979400 g C== 299 44' 417,56
log 1g 5 = 9,6989700 A — 670 22/ 48,46
log g ® 5 — 9,5139238 B —530 748,36
log g5 —9,7569619 C =590 29" 23,12

log F — 3,5501060 F — 3549 [ Fuss.

§ 129. Aus YebesinA—=F—1}s(s—a)(s—b) (s— c) folgt
1) sinA— %% —a) (s —b) (s — ). Ferner ist (Fig. §117)
2 h=bsinA=2)/sG—a)—bG—0

Mittels dieser Formel, in welcher h die auf die Seite ¢ gefillte Hohe vor-
stellt, lasst sich aus den drei Seiten eines Dreiecks dessen Hohe finden.
Im gleichseitigen Dreieck ista=b=c, also s(s—a)(s —b)(s—¢)

==,§23 32—3 - a)a =3 (;)4 ¥ folvglich

o 1)/ 3 ) =

Vierter Auflosungsfall.

§ 230. Gegeben zweiSeiten a, b und.ein GegenwinkelA;
gesucht B, C, ¢, F.
i b sin A 0
Aufl. 1) sinB—="—_-~ 2) C=1480° - (4 + B
Bre=orinC _Dbeinl &) F="habsinC
Die Werthe fir C, ¢, F sind abhingig von dem Werthe des Win-
kels B, welcher, durch seinen Sinus bestimmt, im Allgemeinen sowol
spilz als stumpf sein kann.

Wenn nun a==b, alsoauch A=B ist, so kann B nur spitz
genommen werden, z, B. aus a=—154,31 Fuss, b=123,84 Fuss,
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A =43°1712,3 findet man B=—33°23/589, C=103°19/41,81,
¢ ==218,9947 Fuss, F=9297,517 []Fuss.
Wenn aber a<<b, also auch A<B ist, so kann B sowol
spitz als stumpf sein, und es nehmen daher auch C, ¢, F zwei ver-
“ schiedene Werthe an. In diesem Falle giebt es zwei verschiedene
Dreiecke, von denen das eine sowol wie das andere die gegebenen
Stiicke enthilt, z. B. aus a =308 Fuss, b=375 Fuss, A=—37°45"
findet man
logbh ==2,5740313
log sin A = 9,7869056 — 10
CD log a ="7,5114493 — 10

log sin B = 9,8723862 -— 10, folglich

1) B=—48°11‘34/,78 oder 1) B=13104825,22
2) C=94° 325,22 2) C'=="109126/ 34478
3) log sin C=9,9989103 — 10 3) log sin C=9,2582952 — 10
loga  =2,4885507 log a  =2,4885507
CD log sin A = 0,2130944 CD log sin A = 0,2130944
fog ¢ = 2,7005554 logec =1,9599403
c = 501,8286 Fuss c = 91,18854 Fuss
4) F==D57605,28 []Fuss 4) F==10467,6 []Fuss.

§ E31. In dem besondern Falle, wo a<<b und zugleich

a=Db sinA, ist sinB=ab~Si—a‘Lé==1, also B==90°, und es giebt dann nur

ein Dreieck, welches rechtwinklig ist. Wenn dagegen a<<b, und zu-
gleich a<<bsinA, also sinB>1 wire, so kann gar kein Dreieck mit
den gegebenen Stiicken existiren. — Die geometrische Darstellung dieser
verschiedenen Fille findet sich bei Legendre § 72.

AdAuflosung
susammengeseizter Aufgaben.

§ 132. Das Dreieck aus dem Inhalte F=120 [(JFuss und
den Winkeln A==14°1507,116, B=22°37/117,5 zu berechnen.
Aufl. 1) C=143°7/48",38 2) Aus § 123, 3 folgt

2FsinA
a=l S Bsinc— 16 Fuss.
e 3 asin C
Whor a;:i A =28 Fuss. &) ¢=" " =39 Fuss.

b *
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$ 133. DasDreieck aus dem Inhalte F=1,7320508 [(JFuss
und zwei Seiten a=2 Fuss, b=238,4641016 Fuss zu berechnen.

Aufl. Aus § 121 folgt sinC=-‘:§. Nachdem C bestimmt worden,

kann das Dreieck nach § 124 aufgelost werden. Wegen der Zweideutig-
keit des sin C findet man zwei verschiedene Dreiecke, nimlich

1) C=30% B =120°, A —309, ¢ =2 Fuss, oder
2) C=150°, B=19° 623,77, A==10° 5336,23, ¢=>5,2915 Fuss..

S E34. Das Dreieck aus der Grundlinie a, der Hohe h
und dem Winkel A an der Spitze zu berechnen.

Aufl. Da }(B+ C)==90°— A bekannt ist, so suche man & (B— C).
Aus (§128) F— yah =2"S0BO 0 (g 19, 31) -
f“hs:'A-——':;‘sin B sin C = }\cos (B 0y ; cos (B + C), also (§9)
cos (B —C)= 271-'»?15 — co‘s A.

Nun ist (§ 120) B=3(B+C)+ i (B —C), C=4(B+C)— £ (B—C), also
3 ( 5
i bzgsigg __asinC

Al VT SimA

%''s #85. Ein Dreieck (Fig. § 95) aus den Abschnitten
CD=m, BD =n, in welche das Hohenperpendikel die Grund-

linie theilt, und aus dem Winkel A an der Spitze zu be-
rechnen.

Aufl. Man bestimme o (B 4 C)=90° — "2 A und Y (B — C).
Da cotgB= E und cotg C== »';:—, $0 ist 'm : n ='cotg C : cotg B, also auch

m-n __ cotgC+cotgB sin (B+ C) ol
S e i Fr - sin(B—C) (§ 20, 48, 49), folt,llch

sin (B—C) — ::—:% sin A. Wie in § 134 bestimme man jetzt B, C, b, ¢
und F = Y be sin A. '

%X 8§ 136. Aus den Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks ABC die

Radien R und r des um- und eingeschriebenen Kreises zu
finden.

Aufl. 1) Zieht man aus dem Mittelpunkte O  die
OP _|:BC, ferner OB und OC, so ist
BC =2 B0 sin /o BOC =2 R sin A, also
i b (T T ety
sin A~ sinA’
Da (§ 129) sinA=zi)2 Vis(s—a)(s—b)(s—c), wo

c

™\~
2




ki)

s= Y (a4 b} c), s0 ist (§128,)
spidisd a0 o WBed - 5 s uogolabe
: 4y s(s—a)(s—b)(s—c) . AF
" 2) Zieht man aus dem Miltelpunkte nach den Win-

kelspitzen gerade Linien und auf die Seiten a, b, ¢ die
Senkrechten OD, OE, OF, so ist

F—"aar4 " br 4" er=5 @+b+4c), also

c_Ga2E gy 26— G—hGE—1
a4+b—4c adb+ec
a I) C 5
Da 2R= 3 = = sinc S 117, s0 sieht

man, dass der Quolient jeder Dreiecksseite durch den
Sinus des Gegenwinkels den Durchmesser des umge-
schriebenen Kreises ausdriickt.

§ 137. Zur Auflosung der folgenden Aufgaben sind
nachstehende Formeln erforderlich.
Die Addition und Subtraction der beiden Proportionen
a:c=sinA:sinC und b:c==sinB:sinC giebt
a4 b:c=—sinA 4 sinB:sinC und a—b:c=sin A—sinB:sinC.
Zufolge § 19, 32, 33 und § 18, 21 hat man daher auch
a-; b:ec=2sin o (A 4 B)cos /2 (A — B):2sin "2 Ccos %2 C
a—b:c=2cos Y2 (A~ B)sin % (A— B):2sin "2 C cos %2 C
Da nun (§ 6) sin'a (A + B)==cos'/2C und cos "2 (A + B)==sin'/2 C, so ist
1) @+ b:c=cos'(A—B):sin’'C
2) a—b:c=sin'l(A—B):cos’:C

§ #38. Ein Dreieck zu berechnen aus der Summe zweier
Seiten a-+bh=s, der dritten Seite ¢ und entweder 1) aus
dem ihr gegeuniiberliegenden Winkel C oder 2) aus einem ihr
anliegenden Winkel A. =«

Aufl. 1) Man berechne Y2 (A4 B) und (§137,1) "2 (A—B), woraus
sich (§ 120) A und B ergiebt, so dass die Aufgabe dadurch auf den
ersten Auflosungsfall (§ 123) zuriickgefiihrt ist.

2) Da a=s—b, .also a®—=s*—2bs<-b*, und (§ 118, 4)

2 __phg ¢c2—2bccos Ay 80 ist s%2—2bs +b%?=b?*4 c?—=2bccosA,

s§?—c¢?
2(s—ccosA)
Das Dreieck wird jetzt aus b, ¢, A nach § 124 berechnet.

oder s%-—c?=2b(s—ccosA), also b=
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S 139. Ein Dreieck aus seinen Winkeln A, B, C und der
Summe a+b oder Differenz a—b zweier Seiten zu berechnen.

Aufl. Man berechnet ¢ im ersten Falle aus § 137, 1, im zweiten Falle
aus § 137, 2 und lost jetzt das Dreieck nach § 123 auf.

Die Seiten a, b lassen sich auch finden (§ 120), also das Dreieck auf-
losen, wenn man.nach § 119 fiir den ersten Fall a — b, und fir den
zweiten Fall a 4 b berechnet.

Endlich kann man aus a:b=sin A :sinB ableiten ,

(atb)sinB
sinA'+sinB’
wodurch die Auflosung auf § 123 zuriickgefiihrt ist.

a—+b:b==sinA<-sinB:sinB, -also b=

S 340. Ein Dreieck zu berechnen, wenn gegeben ist

der Inbalt F, der Umfang a--b-+c¢ und entweder eine Seite
¢ oder ein Winkel C.
Aufl. Man setze a(a-b + ¢)=s, so ist fir den ersten Fall
(§ 128, 6, 1)
(s—a)(s—b) . /s(s—a)(s—b)(s—c) F
gt C— )/ CoRED Y/ R PR g

: 4 tg !
und fiir den zweiten Fall hieraus ¢==s — Fﬂ"—[’--p.

s
Da jeizt in beiden Fillen C, also auch Y2 (A 4 B), ferner ¢ und daher
auch a - b bekannt ist, so lasst sich (§ 137, 1) '2 (A — B) und hierauf
(§ 120) A und B finden, wodurch die Aufgabe auf § 123 zuriickgefiibrt ist.

§ 841. Ein Dreieck aus dem Umfange a+ b4 c und den
Winkeln A, B, C zu berechnen. '

Aufl. Aus (S g% "yt a3nh . Jeowd (ARSB) Siult man

e sin C
a+b+4+c___ cosj (A—B) 4 sin}C __ Cos} (A—B) + cos } (A + B) § 6)
S sMIC sin} C
a+b-f—c___2cos,}Acos;B 3 =(ﬁar+br+c)_sip§()
AL ecrab 3% I beib i@ & (§19, 30, also ¢ 2cos jAcos i B °

Das Dreieck lisst sich jetzt nach § 123 auflosen.

§ 142. Ein Dreieck zu berechnen aus einer Seite a,
einem anliegenden Winkel B, und der Differenz b—c¢ der
beiden andern Seiten.

asin B asin C
Aufl. Aus b= A und c==".=" folgt

sih A
R L gl (?‘“ (A”;fyi‘!‘l?), also (§19, 33, §18,21)
bewoe —a (26054 (A+2B)sinj Ay acos(B+jA)

~ 2sinfAcosiA cos § A
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s s o cou Bhees fAalniisind A
it T cos}A

——acosB-asinBtg /2 A,

e A e
- asinB v
Aus A, B, a kann jetzt das Dreieck nach § 123 berechnet werden.

Wenn nicht gesagt ist, ob b>>c¢ oder b<<c¢, so kann die Differenz
..b — ¢ positiv oder negativ sein. Da "2 A als halber Dreieckswinkel spitz
ist, so muss ig "2 A, also auch die rechte Seite der Gleichung positiv
sein, wenn iiberhaupt das Dreieck mit den gegebenen Stiicken existiren
soll. Fiir B==90° ist b — ¢ positiv, dagegen fir B<<90° kann b—c¢
positiv oder negaliv sein, und in diesem Falle giebt es zwei Werthe fur
tg /2 A, also auch zwei verschiedene Dreiecke, vorausgesetzt, dass beide
Grossen == (b — ¢) -+ a cos B positiv ausfallen.

- ig s A=

§ 143. Das Dreieck aus einer Seite ¢, der Differenz der
anliegenden Winkel A —B und der Differenz der beiden an-
dern Seiten a—b zu berechnen.

Aufl. Man bestimmt (§137,2 und § 119) nach einander C und a-+b,
(Aann d(SBl2O) aus a+ b und a— b die Seiten a und b, endlich (§117)
und B.

§ 144. Ein Dreieck aus seinen drei Hohen «, 8, y zu be-
rechnen, welche von den Spitzen A, B, C gezogen sind.

Aufl. Da 2F=aa=bf=cy, so ist
b::f‘g‘“ und ¢— %2, folglich (§ 128, 7) der Inhalt

7
O O |t ) | G hed | el
] ~_Y.‘k.2v. A 3 '7. - _..27 RRTNRY 457 e 2 WS - W . 2,4___,._
?;—’ ea § -;2751 V/ By -y + ap) (— By + ay +-uB) By—ay+ af) (By+ay—af)
L AR T AT . DTl GRS 8 S W
3= FT(ap & ay + ) (B + ay — BY) (B + By — wp) (ay =+ r — )]

Durch a ist jetzt bekannt b==—a;, und cr-f;a. Endlich ist

sinA=—ﬂ—, sinB= 7 ; PIE b
[ o b

§ R45. Von einem gegebenen Dreieck ABC durch eine
Linie DE, welche mit der Seite AC den Winkel ADE = m bil-
det, ein Stiick AED = Q abzuschneiden.



™

Aufl. Es sei AD=x, AE=y, so ist Q==}xysin A und y—.>5"™

=————_ also
sin(A~+m)’ 3
__x’sinAsinm /2Qsin (Am) ~2Qsmm
Q_‘.’sin (Atm)’ =V "~ sinAsinm ? y='l/sinAsin A+m) .
A Wenn sich y > AB ergiebt, so schneidet DE die"BC
etwa in F und Q stelli nunmehr das Stick ABFD vor.

\D Es sei jetzt CF=z, CD —u, so ist |
BL—§—¢" DCF=F — Q= Y uzsin C und z—gm“(fi:“'“c), also "E
FQuuatenbsinm o/ 2F—Qsinm—0C) . ./ 20F—_Qiaw

2sin(m—C)° =~ sl Cathm: = 2 2 Y 50 sin (m— C)

S 146. (Fig. §145.) Ein gegebenes Dreieck ABC durch
eine Gerade DE so zu theilen, dass sowol der Inhalt F als
der Umfang s halbirt wird.

Aufl. Sei AD=x, AE=y, so ist 1) xysmA=F oder 4xy=s~l<%

und 2) x4 y="2s oder x*+4 2xy-4 y%=Yas® Subtrahirt man Gl.
@) von (2), S0 ist

3 F s@I0T PAPuy
Ay ¢y el Gies) X-Y‘—“'l/ii"“san‘x
Die Addition und Subtracuon der Gl. (2) und (3) giebt :
: ST ET ST
B A T SRR Y O LY
§ E47. In dem Trapeze ABCD sei die Seite AB—a pa-
rallel der CD=¢; man soll alle Stiicke desselben, nimlich

Seiten, Winkel und Inhalt F finden, wenn gegeben sind ent-

weder 1) die Seiten a, ¢ und die Winkel A, B, oder 2) die
vier Seiten a, b, ¢, d.

Aufl. Man ziehe CF || DA und CE | AB, so ist

D e ¢ CF=d, BF=a—¢, BFC=A. Nun hat man im
ersten Falle . g
Ay BFsinB __ (a—¢)sin
A—g——3—-B DA BCF = sin (A-B) » €Denso

(a—c¢c)sin A A i £ b
b=t ® C=180° —B und D =180 — A

3 P 2_ 2 tH A t B
3) F—"2(a+c¢)CE="2(a+c)bsinB—= 2—;“2:‘—:_—3;'“
Im zweilen Falle setze man die balbe Summe der drei Seiten

b, d, a—c des Dreiecks BCF gleich s, also b4 d 4 a—c¢:=— 25, 50
findel ‘man (§ 128)

4) tg1 A =1tg LBFC = (s*:)(:s_f'c 9 nd lg!,8=‘/(s'——l;)(§fdc)”—”)
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5) Wie vorhin ist C=180° — B, und D =180° — A.
6) F=} (a40) CE=2T ) s(s—b) —d) sfc—a) (§129,2).
R
séi
gchlos
Au

8. Den Inhalt F eines jeden Vierecks ABCD aus
iden Diagonalen AC, BD und dem von ihnen einge-
en Winkel AOB zu finden.
Denkt man sich von A und C Perpendikel auf
gen, so ist das erste derselben gleich AO sin AOB
andere gleich CO sin AOB, folglich

F = A ABD 4+ A BCD
= "o BD . AO sin AOB + % BD . CO sin AOB
= Y2 BD (AO +4 CO) sin AOB = "2 BD . AC . sin AOB.

B

§ 149. (Fig. § 148.) Von einem Viereck ABCD, dessen
gegeniiberliegende Winkel zusammen zwei Rechte ausma-
chen, um welches sich folglich ein Kreis beschreiben lisst,
sind alle Seiten a, b, ¢, d gegeben; man sucht die Winkel,
den Inhalt F und den Radius R des umgeschriebenen Kreises.

Aufl. Nach §118 ist BD*—a®* 4 d*—2adcos A und
BD%==b%4c¢%—2beccos C, oder BD®*=~<Db*+ ¢®+2bccos A (§8), daher

a? 4 4% — 2 ad cos A = b?-- ¢4 2 be cos A, also cosA — 2+ —b'—c?

2ad+2bec

_@+d*—0b—0* @+d+b—o@+d—b+o)

daher auch 1 4 cos A 17 ) ik T :

; @O0+ @+btec—d)(—atbtctd)
Ebenso ist 1 — cos A == 2ad 3¢ > Yot

Setzt man a--b +4-¢~4 d=2s und multiplicirt beide Gl. mit einander,

s0 ist 1 — cos? A ==sin?A = i@:—a)f(z;-?'gsc; N folglich

1) sin A= i eV —=a)G—b—c(s—d); ebenso
D sinB =gy _2;& V(i —a)(s—b)(s—c)(s—d)
3) C=180° — A und D = 180° — B. &

Wenn die den Winkel A einschliessenden Seiten zusammen grosser sind
als die den Winkel C einschliessenden, so muss A spilz, im entgegenge-
setzlen Falle stumpf sein. Ebenso verhilt es sich mit B und D.

&) F= " (ad + bc)sin A =1/ —a)(s —b) (s — ¢) (s — d).
Es folgt hierans, dass, wie man auch die vier Seiten im Kreise an ein-
ander legen mag, die Fliche des entstehenden Vierecks immer dieselbe ist.



Endlich ist (§136) 2 R— %, also 4R9==;—%'3%, und weil
] a?4-d?—b2—¢?
BD?=a%-4 d“—?ad cosA=—a%*4d*—2ad. FPgnd4i2bo” 4 oder _ -
ppo s &7bo-Fbedt Lab?dfac’d b+ o) (e £ bD) o, g .
ad + be ad + be » 019 .
o (abtcd) o4 bd), ooy (abted) (et bd)(ad g x
i b G (s h)(s—o (D jpisg

(ab + cd) (ac + bd) (ad + be)
] 1 = ——
R i l/(s—a) Goreiley (eiey S48 )
Beispiel. Aus a=b=—c—2 Fuss, d=4 Fuss findet man A= *
B— C—120°, F==5,1961524 [JFuss, R=2 Fuss.

§ 150. (Fig. § 148.) Man kennt in einem beliebigen
Viereck ABCD die beiden Seiten a, b und die drei Winkel
A, B, C; man soll hieraus die Entfernungen des Punktes D
von den Punkten A, B, C finden.

Aufl. Wir setzen der Kiirze wegen den ' Winkel ABD =m, also Winkel

g _,,‘,‘Si,‘,‘,A,_ b sin C
CBD =B — m, dann ist BD—sin A +m) und BD:s_irT(m:ﬁj’

bsinC __ sin_(!}:}-_C_—- m); 2. sin (B 4 C) cos m — cos {B+ C)sinm d d
AEnA. Lo w sinAcosm 4 cos Asinm  ’ oder durch
cos m gehoben, SR O i G Sape Tes SRSTEEE 1 A

also

asinA " sinA + cos Atgm
asin(B+C)—bsinC
Agme== h A cos (B -+ C) + bcos AsinC
Nachdem m bekannt geworden, findet man (§123)

OO ., .\ . RS R ey R8I0 B—m) ,
1 AD= sin (A + m) 2) BD = sin (A + m) 3) D= sin(B 4+ C—m)

. sin A.

§ 151. (Fig. § 148.) Die vorhergehende Aufgabe kann benulzt
werden, um die Entfernung eines Himmelskorpers (D) von dem
Mittelpunkte (B) der Erde zu finden. Es seien nimlich A und C
zwei unter einerlei Meridian liegende Orte auf der Erde, dercn geogra-
phische Breiten bekannt sind. Wenn man in dem Momente, wo der Stern
durch den gemeinschaftlichen Meridian geht (culminirt), die Winkel bei
A und C misst, unter welchen man das Fernrohr aus der senkrechten
Lage ablenken muss, um den Stern zu sehen (Zenithdistanz); 5o kennt
man in dem Vierecke ausser den Winkeln A und C den Winkel B, da
dieser der Differenz oder der Summe der geogr. Breilen beider Beobach-
tungsorte gleich ist, je nachdem die letzteren auf einer Seite oder auf ver-



schiedenen Seiten des Aequators liegen, endlich dic
Halbmesser der Erde, und kann daher die gesuchte
vorhin beslimmen.

152. (Fig. §148.) Die gegenseitige Lagt
A, B, C ist durch die Geraden a, b und de
winkel B gegeben; man soll die Entfernung«
eines vierten Punktes D von jenen drei Pun
bei D gemessenen Winkeln ADB=«, BDC=
(Pothenotsches Problem.) ;
Aufl. Da die Winkel des Vierecks ABCD zusammen
so ist "o (A + €) =180 — /3 (B 4 « + £). Um "nun #
selbst zu finden, suchen wir noch ihiren halben Unterscl)

: : ; ¥
BD-——-llf—'—qg und BD=9A.S—'EA, also s—'ﬁp =
© sing sin « sin A
Berechnet man jetzt einen Hilfswinkel ¢ aus der Formel
a sin .. sinC i3
‘gq)=l—)'§ni, S0 1st ;Il’rA=tgq” also a
sin A 4 sin € sin A — sin C
R T =1-1g¢ und ST AT TR 1—1gg, 1

sinA4sinC_1-41g d
o A LARE i—ffy — BOT SRl G
2sin 2 (A+4C)cos /s (A—C)
S (A B T (A= ©) 18I (A ite Y= €
1g (9 + 45%)
1g Va (A+C)’

Aus Y2 (A< C) und /o (A—C) bestimmt man jetzt A u
und hat daon ¥

also cotg /e (A — C) =

1) AD = asin (A« 2) cp 2 sin(C+A 3y Bp w38
sin a sin . sl

§ 158. Vier Punkte A, B, C, D liegen in {
der Punkt E ausserhalb der Linie. Man kenn’
a, b, sowie die Winkel «, #, y, und soll BC =

Aufl. Denkt man sich von E auf AD eine Senk- 4
rechie h gezogen, so sind die doppelten Inhalte AY
der Dreiecke AEB, CED, AED, BEC nach der Reihe
diese : ah— AE . BE.sina, bh=CE.DE.siny,
(a+b+x)h=AE.DE.sin(e+p+y), xh=BE.CE.sing.
Dividirt man das Produkt der beiden letzten Glei-
chungen durch das der beiden ersten, so ist

.



)x'_ sin(a+ g+ y)sing
sin & sin y
=absin(a+13+y)sinﬂ

b) x . :
sin o sin y

4 .+ ‘/ab sin (tfz + ﬁ-+ y) sin g8 4 (‘_‘_‘;_b)g

sin o Sin y

rhalb eines gegebenen Winkels BAC=A
Punktes P durch seine Entfernung PA=a
5 Winkels, und durch den Winkel BAP =«
oll durch P eine Linie so zwischen den
, dass dieselbe durch den Punkt P im ge-
lisse CP:PB=m:n getheilt wird. Wie
chnitt AB zu nehmen?

Aufl. Der Winkel §=A — « 'ist bekannt. Man
ziehe PE | AC, so ist < PEB=A, APE =28,
as sm APE  asinf

AE =- 0 AEP s]n'A Ferner ist
AE:EB::CP.PB==m nx & h
asing gL :ggsm B b
TR :EB=m:n, also EB— s kP thm
__asing , ansing 91_+_“_ asing
Bl sin A +msmA m  sinA’

rhalb eines gegebenen Winkels BAC=A ist

die Gerade AP=a und den Winkel BAP=m
sucht die Lage des Mittelpunktes und den
n Kreises, der die beiden Schenkel AB und
lurch den Punkt P geht.

() Aufl. Es seien D, E die Berithrungs-
punkte und O der Mmelpunkt des 1gesuch-
ten Kreises. Man ziehe AO, OD, OE und
setze AQO =x, OD-—-:OE—OP———:y Da
e A ADO 2 AEQ, so ist der V‘Si’inkelWDAO
» = EAO = "o A, folglich der inkel
% n— "o A — m bekannt. gIn den Dreiecken
ADO und AOP ist

in ADO : sin Yo A =1 :sin Y2 A
inv:sinn, also 1 :sin e A==sinv:sinn,



43) Das Dreieck xu berechnen, wenn gegeben, ist. die Diffe e ier
Winkel A — B =150 28291, die zwischen diesen Winkeln liegende
Seite ¢ — 58 Fuss und die Differenx der beiden andern Seiten
a—b =10 Fuss.

44) Die drei aus den Spitzen A, B, C eines Dreiecks gexogenen Hohen
sind « — 128 Fuss, §=840 Fuss, y=="780 Fuss; man soll das Drei-
eck auflosen.

45) Es ist ein Dreieck durch seinen Inhall = 3549 [JFuss, seinen Um-~
fang = 273 Fuss und den Winkel A =590 29/ 23,16 gegeben. Wenn
nun eine gerade Linie das Dreieck so durchschneiden soll, dass so-
wol der Inhalt als der Umfang desselben halbirt werde, in welcher
Entfernung von der Spilze A’ liegen die Durchschniltspunkte der
theilenden Linie mit den Seilen des Dreiecks ?

46) In einem Trapexe (Fig. § 147) sind gegeben die Parallelseilen
AB ==13 Fuss und CD=5 Fuss, ferner die beiden andern Seilen
AD — 15 Fuss und BC ==17 Fuss ; man soll die Winkel und den Inhalt
F des Trapezes finden.

47) Auf drei Standpunkten A, B, C (Fig. § 148) wurden fir die Be-
stimmung * eines vierten Punkles D die Winkel gemessen : BAD =
600 22 21,4, ABC=90° 7*11//,8, BCD=66° 10 8,5, ferner die Lin-
gen a=—1197,5785 Fuss und b = 1106,7526 Fuss. Man soll hieraus
die Entfernungen des Punktes D won A, B, C bestimmen.

48) An zwei unter dem némlichen Meridian liegenden Orfen A und B,
von welchen der erste 48° 8 20" nirdliche Breile, der andere 2001915
siidliche Breite hat, wird ein bestimmier Stern zur Culminationszeil
beobachtet. Die Zenithdistans des Sternes isl in A gleich 44° 18/
und in B gleich 25°. Wenn nun der Erdradius als Masseinheit an-
genommen wird, wie weil ist der Slern von dem Mittelpunkte der
Erde entfernt?

49) Die gegenseilige Lage der drei Punkte A, B, C, (Fig..§ 148) ist
durch a— 354 Fuss, b= 470 Fuss, und Winkel ABC=95° 36‘ ge-
geben, und von einem vierlen Punkle D aus hat man die Winkel
ADB == 269 42 und BDC == 40° 53’ gemessen ; man suchl die Abstinde
¢, d, BD.

50) Bei der Messung einer geraden Linie AD, auf welcher der Reihe
nach die Punkte A, B, C, D liegen (Fig. §153), gerieth man an den
Punkten B und C auf Hindernisse, so dass man nur die Sticke
a— 94,37 Fuss und b== 81,15 Fuss messen konnte. Dagegen wurden
in einem Punkle E ausserhald jener Geraden die Gesichtswinkel der
Distanxen a, X, b gemessen, nimlich a==33°17'30", § =410 12014
y==21013/10". Man soll hieraus das fehlende Sfick X berechnen.

B1) In der Aufgabe des § 155 die Werthe von X und 'y finr A= 849,
a==10 und m==6° u berechnen.



2y reieck xu berechnen aus dem Inhalte F ==1020 (O Fuss, einer
' Seite a=>51 Fuss, und einem Winkel C =779 19 10,62.

83) Das Dreieck zu berechnen, wenn der Ueberschuss zweier Seiten
uber die drille Seite, nimlich a 4+ ¢ — b — 910 Fuss, und die Winkel
A = 67922/ 484,48, B'= 590 29/ 23,16 gegeben sind.

54) Den Inhalt F eines Vierecks ABCD (Fig. § 148), in welchem die
gegenitberliegenden Winkel A und C einander gleich sind, aus sei-
nen vier Seilen a=37 Fuss, b=32,7 Fuss, ¢ — 29 Fuss, d =16,4
Fuss xu berechnen.

58) Man will in einem Walde eine vierseitige Fiiche ABCD (Fig. §148)
von 400 (JFaden abstecken, und lisst =u diesem Zwecke von den
beiden Standpunkten A und B aus zwei schmale Ginge AC und BD durch-
hauen, die sich unler einem Winkel von '15° 30’ schneiden., Wie
lang muss jeder der beiden Ginge genommen werden, wenn dieselben
einander gleich sein sollen ? :

56) Im Viereck ABCD (Fig. § 148) sind drei Seiten d==374,5 Fuss,
a==310,4 Fuss. b==123 Fuss und die von ihnen eingeschlossenen
Winkel A= 41°23', B==118°27" gegeben ; man soll die Seite c,
die Winkel C, D und den Inhalt ¥ des Vierecks berechnen.

57) Im Parallelogramm ABCD (Fig. 5) dist AB =380 Fuss, AD — 244
Fuss, AC =527 Fuss; wie gross ist der Winkel A und die Dia-
gonale BDP' o

58) Im  Viereck ABCD (Fig. § 148) sind die Seiten a =24 Fuss,
b =20 Fuss, c¢=18 Fuss, d =16 Fuss und der Winkel A — 85° 30’
gegeben ; mah sucht die Winkel B, C, D, die Diagonale AC und
den Inhalt 'F des Vierecks.

59) Ueber einer Linie a=1,0842 Fuss als Hypolenuse ist ein rechtw.
Dreieck construirt, in welchem das Quadrat der einen Kathete 8 Mal
grosser ist als das der andern; man sucht den kleinsten Winkel
und_die kleinste Seite des Dreiecks.

60) In einem Dreieck sind xwei Seiten a — 585,04878 Fuss, b == 417 Fuss
und. der Unterschied der Gegenwinkel A — B =530 55/30%,91 gege-
ben ; wie gross ist C und ¢ ?

61) Aus der Differenx xweier Seiten ¢ — b =887 Fuss, der dritten Seite
a =454 Fuss und dem derselben anliegenden Winkel C == 989 14126
eines Dreiecks die Seite b und den Winkel A 2u berechnen.

62) Wenn in einem Dreieck die durch das Hihenperpendikel erzeugten
Abschnitte der Grundlinie 18 Fuss wnd 84 Fuss belragen, und die
Summe der beiden andern Seiten gleich 198 Fuss ist; wie gross sind
die Winkel an der Basis ?

63) Aus der Summe zweier Seiten a -+ b=0910 Fuss und den auf diese
Seite. gefiillien Hihen o« — 364 Fuss, B = 420 Fuss eines spitzwinkligen
Dreiecks die der driiten Seite anliegenden Winkel A und B zu finden.



64) Aur einem Schiffe. erscheint ein Leuchithurm' in: der E

ron 10 Meilen um 53° 30' von Siid nach West ; wie viel Meilen” muss

\das Schiff in der Richtung SW segeln, damit der Leuchtthurm im
Norden stehe 2 :

65) An einem gewissen Standpunkle erscheint eine Wolke, welche 16000
Fuss diber der Erde schwebl, in sidistlicher Richiung unier einem
Hohenwinkel wvon 28° 4°201,96. Wie hoch erscheint in' demselben
Augenblicke die Wolke' an einem Standpunkte, welcher 30000 Kuss
stidlich vom ersten liegt ? :

66) Man sieht den Blitx in demselben Augenblicke, in welchem er. ent-

- entsieht s awiihrend man den Donner erst spiter hort, da der Schall
in einer Secunde nur 1080 Fuss zuriicklegt. Wenn man nun an einem
Orte den Sehwinkel der geradlinigen Bahn eines Blilxes gleich 8°,
die Zeit zwischen Blilx und Donner gleich 3 Secunden, und die Daver
des Donners gleich 5 Secunden beobachtet hat'; wie gross ist der vom
Blitze durcheilte Weg ?

Y%, 67) Von einem Trapexe (Fig. § 147) kennt man die Hihe CE =='7,56 Fuss
und die Basis a==33 Fuss nebst den anliegenden Winkeln A—30° 1416«
und B = 40° 40138 ; man soll die der Basis parallele Seite ¢ [finden.

™ '68) ‘Den Inhall einer gerdaden Pyramide ,  deren Basis ein Quadrat ist,
aus’ threr Grundkanie a = 4,2426407 Fuss und einer Seitenkante s — 5
Fuss zu berechnen.

69) Man soll ein Dreieck, von welchem man zwei Seiten a—5 Fuss,
b =3 Fuss und den Zwischenwinkel C— 53° 7 48,38 kennt, in ein
rechtw. Trapex verwandeln, in welchem die Parallelseiten P und p
sich verhalfen wie m:n=3:2, und die Héhe h die mittlere Pro-
portionale zwischen P und p bildet. Man sucht die allgemeéinen
- Werthe und die Zahlenwerthe von P, p, h.

" 70) Das Dreieck aus einer Seile ¢ == 2346 Fuss, dem Gegenwinkel
C == 9218 und dem Verhiillnisse der beiden andern Seifen zu ein-
ander, a:b =11 :8 zu berechnen.

71) Das Dreieck aufzulosen, wenn gegeben ist das Verhdiltniss zweier
Seifen a:b=15:13, der Zwischenwinkel C=59%29/23“16 und
die_auf die dritte Seile ¢ gefiillle Hohe h = 39 Fuss.

72) Man consiruirt in einem gegedenen Kreise niherungsweise ein regelm.
Siebeneck, wenn man _als dessen Seile die halbe Seile des eingeschrie-
benen regelm. Dreiecks nimml. Um wieviel weicht der Mittelpunkis-
winkel des so beschriebenen Siebenecks von dem des vollkommen rich-
tigen regelm. Siebenecks ab ?

D 73) Es sei die Seite AB = 8 Fuss eines zu construi-
renden regelm. 9-ecks gegeben. Wenn man nun den Ra-
dius eines Kreises finden wollte, in welchem sich blos
naherungsweise AB als Sehne 9 Mal eintragen liesse, so
construire man itber AB ein gleichseitiges Dreieck ABC,
verlingere das Hohenperpendikel CE  desselben wm CD
== 1 AB ‘und nehme AD' als den gesuchten Radius an.

A A B Um wieviel ist der Mittelpunktswinkel dieses 9~ ecks
' grosser als der des vollkommen ricllligein regelm. 9-ecks,



m wieviel ist der Radius bei dem ersien” 9-eck kleiner als (bei
m zweilen ? .

74) Das Dreieck aus einer Seite ¢=175,5 Fuss, deren Gegenwinkel
C =73° 20’ und der Differenz der beiden andern Winkeln A—B=
130 4 xu berechnen. y !

75) Das Dreieck aus. dem Inhalte F = 330 (JFuss, einer Seite a= A4l
Fuss wund deren Gegenwinkel A = 950 27/ 9,43 .zu. berechnen. .

76) Man beslimme die grissie Seile und den grissien Winkel desjenigen

Dreiecks; in welchem ein Winkel == 53° 10484 4 der Inhalt = 3549

[OFuss und der Durchmesser des umgeschriebenen Kreises = 105,625
Fuss “ist.

77). Die Schenkel eines Winkels = 42° 37 18" sollen durch eine Gerade

..==100 Fuss so verbunden werden, dass ein Dreieck vom vorgeschrie-
benen Inhalte — 4777 [JFuss entsteht ; wie gross sind die Abschnitte
auf den Schenkeln zu nehmen ?

78) In einem ' spitzwinkligen Dreieck betrigt die Summe xweier. Seilen
b + ¢="56 Fuss, 'der Unterschied der durch das Héhenperpendikel
erzeuglen Abschnitte der. dritten Seite 28 Fuss, und der dem griossern
Abschnitte anliegende Winkel B ==22° 37°11',52 ;. man sucht cund C.

79) Um die Hihe eines Thurmes xu messen, xiehl man in der Horizon-
talebene, auf welcher der Thurm steht, eine Standlinie dem Fuss-
punkte desselben vorbei, und bestimmi den Hohemwinkel der Thurm-
spitze fir drei Punkie der Standiinie. Man, findel im Anfangspunkfe
der lelxteren den Winkel 2° ', ferner 4700 Fuss weifer den Winkel
50930, endlich nmoch 3300 Fuss weiter den Winkel 3°18‘10".
Wie hoch ist der 'Thurm?

80) Man hat an einem. gewissen Standpunkle die Hihe der Sonne gleich
259 und die Hihe einer mit der Sonne in einerlei Richfung befind-
lichen Wolke gleich 23° gefunden. Wenn nun der Schallen der
Wolke vom Beobachter 1742 Fuss entfernt ist, in welcher Hohe iber
der Erde befindet sich die Wolke? .

81) Auf der Spilze eines Thurmes, dessen Hihe 64 Fuss beirdgt, ist
eire Signalstange. aufgestellt, welche 36 Fuss lang ist. In welcher
Enifernung vom Thurme auf der Horizontalebene durch den Fuss-
punkt desselben erscheint die Slange unter dem grossien Winkel ?

82) Um einen Thurm von einem Bergabhange aus. xu messen, welcher
hiher als der Fusspunkt, dagegen niedriger als die Spitxe des Thur-
mes liegl, nmimmt man den Berg hinab eine Standlinie a=150 Fuss
so'an, dass ihre Verlingerung den Fuss des Thurmes lreffen wirde, be-
stimmt an beiden Endpunkien derselben die Hohenwinkel a==27° 29’ 40"
und B==52022/15" der Thurmspitze, ferner an einem beliebigen
Punkte der Standlinie den Depressionswinkel y=2°15" des Fuss-
punktes.  Wie hoch ist der Thurm?



83) FVon zwei Beobachtern, welche 5000 Fuss von einancer ¥
und zu_gleicher Zeit das Steigen eines Luftballons beobagl
der eine 259 Hohe und NNO - Richtung,, der andere 30%

NO - Richtung ; . wie hoch ist der Ballon gestiegen? e

84) Der Hihenwinkel der' Somne sei (Fig: §123) A=30° und BC =10

Fuss sei eine in der Ebene jenes Hihenwinkels liegende, auf der
Horizontalebene AB schief stehende Stange. Wie gross ist der Winkel
B, wenn die Schattenlinge AB 1) ikr Mazimum, 2) ihr Minimum _er-
reicht, 3) gleich BC wird? : ! ) i

85) Die Kckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks ‘liegen in drei einander
parallelen Geraden, deren mittlere von den beiden dusseren ‘um 'die
Lingen a =2 Fuss und b= 3 Fuss entfernt ist. ~Man soll die Seite

' des Dreiecks finden. ’

86) Kin gerader. Cylinder. wird durch eine Ebene der Aze parallel durch-
schnitten, Die Entfernung. des Schnittes von der Axe ist e =3 Fuss,
die Hihe des Cylinders b = 20 Fuss, und der Radius der Basis r=25
Fuss. Man soll die kirperlichen TInhalte k und K der beiden Stiicke
und deren Oberflachen { und F berechnen. !

87) Das Dreieck aufzulisen, wenn gegeben ist der Umfang a+b--c==5,
die Hihe b und entweder 1) ein Winkel C an der Grundlinie, oder
2) der Winkel A an der Spitze.

88) Auf einer Standlinie BD. sind die Abstinde dreier Punkte gegeben,

BC — 345 Fuss und CD = 287 Fuss. Von einem Punkte A werden
dahin die Winkel BAC = 39° 587 und CAD = 260 43 gemessen. Hier-
aus sollen die Entfernupgen, des Punktes A von B, C, D bestimmt
werden. j o '

89) Von zwei Tangenten eines Kreises (Fig. § 136) sind die bis zu den
Beriihrungspunkten gehenden Stiicke BD = BF =14 Fuss und der
Winkel B — 60° gegeben. Um eine dritte Tangente so an den Kreis
su zichen, dass das von den beiden ersteren begrinste Stick AC der-
selben die vorgeschriebene Linge =30 Fuss habe, soll das Stiick
CE = CD berechnet werden.

90) Innerhalb des Winkels BAQ =400 (Fig. § 155) liegt ein Punkt P so,

dass AP ==" Fuss und Winkel QAP ==20°15' ist. Es soll aus einem
Punkte des Schenkels AQ ein Kreis beschrieben werden, welcher durch
den Punkt P geht und den andern Schenkel AB berithrt. Wie gross
ist der Abstand x des Mittelpunktes O von dem Scheitel A ?

91) Von einem Dreiecke sind gegeben zwei Seiten b =12 Fuss, ¢=10

Fuss und der Zwischenwinkel A = 52°. Das Dreieck soll durch Linien,
welche die Seite b unter den Winkeln 60°, 40°, 55° schneiden, in
vier Sticke Q, Q’s Qs u getheilt werden, die sich wie die Zahlen
g, 16, 19 verhalten. Man sucht auf der Seite b die Entfernun-
gen x, x’, X von A, sowie auf der Seite ¢ die Entfernungen ¥, Y's
y* von A der Durchschnittspunkte der drei Theilungslinien.

92) Man setze in der Aufgabe des § 154 den Winkel A — 900 und driicke
BP und CP durch die gegebenen Grissen a, a, M, N GUS.



des Winkels BAC = A ="74°17" 30" (Fig. § 154) ist ein
rch die Gerade a=18 Fuss und durch den Winkel o= 50°
Man soll durch P eine Gerade BC so ziehen, dass das da-

gebildete Dreieck ABC den Inkalt Q= 384 (] Fuss erhdlt; wie
ss ist der Abschnitt AB = x zu nehmen?

94) Denjenigen Bogen im Gradmasse zu bestimmen, der seinem Cosinus
gleich ‘ist.

95) Man soll den Mittelpunktswinkel x wund die Sehne y desjenigen
Kreissectors finden, welcher durch letztere halbirt wird.

96) Es soll ein Quadrant durch eine Senkrechte auf einen der =mwei be-
granzenden  Radien halbirt werden. Wie gross ist der Mittelpunkts-
winkel, welcher dieser Senkrechten als seiner Sinuslinie entspricht ?

97) Ein Halbkreis soll durch eine dem Durchmesser parallele Sehne hal-
birt werden ; wie gross ist der zur Sehne gehirige Mittelpunktswinkel?

98) Man soll in einem Quadranten denjenigen von dem einen Endpunkte
aus gercchneten Bogen im Gradmasse bestimmen, dessen Sehne, wenn
man sie verlingert, bis sie den verlingerten Radius durch den andern

Endpunkt des Quadranten trifft, mit ihrer Verlingerung dem Bogen
gleich ist.

89) Eine Sehne schneidet den dritten Theil eines Kreises ab; wie gross
ist der wur Sehne gehorige Mittelpunkiswinkel ?
o

100) I'm Endpunkile des einen Radius eines Kreissectors isl eine Senk-
rechle auf den Radius errichlel, welche die Verlingerung des andern
Radius schneidel. Wie gross ist der Winkel des Kreisseclors, wenn
das gebildete rechtw. Dreieck durch den Kreisbogen halbirt wird?

Die Druckfehler sind angezcigt in dem Hefte der Auflosungen zu den Aufgaben,
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