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Sissejuhatus

Dirichlet’ karakterid x on rithmade homomorfismide kaudu defineeritud multiplika-
tiivsed ja perioodilised aritmeetilised funktsioonid. Dirichlet’ karakterite teooriale
pani aluse saksa matemaatik Peter Gustav Lejeune Dirichlet, kes vottis karakterid
kasutusele algarvude jaotuse uurimiseks aritmeetilistes jadades. Nendel karakteritel

on oluline roll jargmise teoreemi toestamisel:

Teoreem (Dirichlet’ teoreem). Mistahes thisteguriteta naturaalarvude a,b korral

sisaldab aritmeetiline jada a + kb lopmata palju algarve.

x(n)’

[e.e]
Uks olulisi Dirichlet’ karakterite kasutusi on Dirichlet L-read L(s,x) = Z
n

n=1

mille erijuhu s = 1 abil on voimalik toestada eelnevalt sonastatud Dirichlet’ teo-
reem. Nimelt pohinevad tiht sorti Dirichlet’ teoreemi toestused sellel, et mis tahes
reaal- voi kompleksarvuliste vadrtustega karakteri x korral L(1, x) # 0. Kéesolevas

t60s toestame selle omaduse reaalarvuliste vaartustega mitte-peakarakteri x jaoks.

Bakalaureuset66 kuulub analiiiitilise arvuteooria valdkonda. T66 on referatiivne
ja pohineb Tom M. Apostoli opikul "Introduction to Analytic Number Theory”
[1]. Toos kasitletud Dirichlet’ karakterite omadused ja nende abil toestatavad tu-
lemused on valitud selliselt, et need toetaksid Apostoli opikus esitatud Dirichlet’

teoreemi toestust.

Lugejalt eeldatakse, et ta on omandanud pohiteadmised arvuteooriast, matemaa-

tilisest analiiiisist ja rihmateooriast.

To606 esimeses peatiikis korratakse iile olulisemad teadmised arvuteooriast, mate-
maatilisest analiiiisist, rithmateooriast ning stivenetakse edasises vajalikesse Landau

stimbolite omadustesse.

Teises peatiikis anname iilevaate aritmeetilistest funktsioonidest ning nende oma-
dustest, mida kasutame Dirichlet’ karakterite omaduste toestamisel. Defineerime
Dirichlet’ korrutise ning toestame moned selle omadused, lisaks toestame moned

astimptootilised hinnangud, néiteks Euleri summa valemi ja Abeli samasuse.



Et Dirichlet’ karakterid on Ioplike Abeli rithmade karakterite erijuht, tutvume kol-
mandas peatiikis just 16plike Abeli rithmade karakteritega. Defineerime Abeli riih-
ma karakterid, tutvustame nende omadusi, karakterite rithma ning ortogonaalsus-

seoseid.

Neljas peatiikk on Dirichlet’ karakteritest. Alustame definitsioonist ja lihtsama-
test omadustest, toome moned néited, toestame ortogonaalsusseosed ning viimaks

toestame lisaks eelmainitud olulise Dirichlet’ teoreemi toestuse vahetulemuse.



1 Definitsioonid ja abitulemused

Selles peatiikis tuletame lugejale meelde moned t66 jaoks vajalikud moisted ja
tulemused arvuteooriast, matemaatilisest analiiiisist ning riihmateooriast. Lisaks
meenutame Landau siimboleid ning tutuvustame nende olulisemaid omadusi, mida

to0s kasutame.

1.1 Arvuteooria

Siinsed moisted périnevad arvuteooria loengukonspektist [3].

Paneme téhele, et selles t60s tahistab mérge [¢t] suurimat tdisarvu m, mille korral

m < t.

Definitsioon 1.1. FEuleri funktsioon ¢ : N — N defineeritakse vordusega
on)=H{zeN|l <z <n,(x,n)=1}.

Definitsioon 1.2. Tdisarvu d nimetatakse tdisarvude a ja b suurimaks ihistequriks

(tihistatakse d = (a,b)), kui
e dla ja d|b,
e iga tdisarvu ¢ korral, kui cla ja c|b, siis c|d.

Definitsioon 1.3. Tdhistame stimboliga a koigi selliste tdisarvude hulka, mis on

kongruentsed tdisarvuga a mooduli n jdrgi, s.o.

a={beZ|la=b(modn)} ={a+kn|keZ}

ja nimetame selliseid hulki jadgiklassideks mooduli n jdrg:.

Paneme tahele, et @ tdhistab kdesolevas t66s soltuvalt kontekstist kaaskompleksar-

vu voi jaagiklassi.



1.2 Rihmateooria

Selles peatiikis meenutame rithmateooria pohilisi moisteid, tuginedes loengukons-

pektidele [2] ja [3].

Definitsioon 1.4. Mittetihja hulka G koos kahekohalise algebralise tehtega, mida

tihistame - abil, nimetatakse rihmaks, kui see rahuldab jargmisi tingimusi:

e Kuia,be G, siiskaa-beQq.
o Kuia,bceG, siis(a-b)-c=a-(b-c).

o Leidub element e € G nii, et mistahes a € G korral a-e = e-a = a. Sellist

elementi e nimetame thikelemendiks.

e Iga a € G korral leidub element b € G nii, et a-b=b-a = e. Sellist elementi

b tihistame kui =t ja nimetame a péordelemendiks.

Definitsioon 1.5. Rihma G nimetatakse Abeli rihmaks, kui rihma tehe on kom-

mutatitone ehk iga a,b € G korral a-b="5-a.

Definitsioon 1.6 (Alamriihma kriteerium). Kui G’ on rihma G mittetihi alam-

hulk, siis G on G alamrihm siis ja ainult siis, kui G' rahuldab jargmisi aksioome:

e Kinnisus korrutamise suhtes: Kui a,b € G', siis ka ab € G'.
o Piordelemendi leidumine: Kui a € G, siis a=! € G'.

Definitsioon 1.7. Lopliku rihma G jarguks nimetatakse tema elementide arvu.

Lopliku rihma G jarku tahistatakse |G|.

Definitsioon 1.8. Olgu G loplik rihm ja a € G. Vihimat naturaalarve m, mille
korral a™ = 1, kus 1 on lopliku rihma G thikelement, nimetatakse elemendi a

jarguks. Tdhistame elemendi a jarku ord(a).



Teoreem 1.9 (Lagrange’i teoreem). Lopliku rihma mistahes alamrihma jirk on

selle rihma jdrgu jagaja. Muuhulgas lopliku rihma iga elemendi jark on selle rihma

jargu jagaja.

Jareldus 1.10. Olgu G loplik rithm jarguga n. Siis iga elemendi a € G korral
a” = 1.
Definitsioon 1.11. Mistahes naturaalarvu n korral on

U(Zy) ={a€Zy,| (a,n) =1}

o(n). jarku rihm tehte @-b = a - b suhtes.
Lemma 1.12. Kui G on rihm ja a € G, siis G = aG, kus aG = {ag | g € G}.

Teoreem 1.13. Ruutmaatriks on péératav parajasti siis, kui see on requlaarne.

1.3 Matemaatiline analiits

Analiiiisi osa tugineb loengukonspektile [4]. Meenutame lugejale ménda olulisemat

tulemust, mida edaspidi ka selles t66s kasutame.

Lause 1.14. Olgu funktsioon f loigus |a,b] integreeruv ja olgu g : [a,b] — R selline
funktsioon, mis erineb funktsioonist f vaid lopliku arvu argumendi vidrtuste korral.

Siis on g loigus [a,b] integreeruv ning

/abg(x)daz - /abf(x)dx. (1.1)

Lause 1.15. Kui iga x E [a, b] korral f( ) < g(z) ja funktsioonid f,g : [a,b] — R
on integreeruvad, $iis / f(x)dx < / g(z)dx.



Lause 1.16. Kui funktsioonid f ja g on igas loigus [a,l], kus | > a, integreeruvad

oo
ning iga x € [a,00) korral 0 < f(z) < g(x), siis mtegmali/ g(z)dzx koonduvusest
a

jareldub integraali / f(z)dz koonduvus.

o0
Teoreem 1.17 (Cauchy koondumiskriteerium ridade jaoks). Rida Y ug koondub
k=1

parajasti siis, kui

m

> w

k=n+1

Ve>0dneN:m>n>N =

o0 oo
Lause 1.18. Leidugu ridade Zuk ja ka puhul indeks N € N, et 0 < ug < vg
k=1 k=1

iga k > N korral. Kui rida ka koondub, siis koondub ka rida Z U -
k=1 k=1

1.4 Landau sumbolid

Selles alampeatiikis defineerime olulisemad Landau siimbolid ja esitame moned
nende t66s kasutatavad omadused. Landau siimbolid voimaldavad vorrelda erine-
vate jadade kditumist piirprotsessides. Et iilevaatlikku, veel vihem eestikeelset alli-
kat koos toestustega antud teemal leida on keeruline, anname siinkohal ka vajalike

omaduste toestused.

Definitsioon 1.19. Olgu A CR, B =C voi B =R ja oo hulga A kuhjumispunkt.
Kuia: A— B jaB: A— B onmingid funktsioonid, siis kirjutatakse, et « € O(B),
kui

dK >03IM >0:Vze Dz > M = |a(z)| < K|5(z)],

kus | - | voib tdhistada nii absoluutvddrtust kui moodulit.

Lause 1.20. Suure O notatsioonil on jirgmised omadused:

1. Kehtib f(x) = O(f(x)).



2. Kehtib O(O(f(x))) = O(f(x)).
3. Olgu f(z) = O(g(x)) ja k kompleksarv. Siis kf(z) = O(|k|g(x)).

4. Olgu  fi(x) = O(gi(x)) ja falr) = O(ga2(x)), siis kehtib
fi(x) + fa(z) = O(91(x) + g2())-

5. Olgu fi(x) = O(g1(x)) ja f2(x) = O(g2(x)), siis fi(z) f2(x) = O(g1()ga(7)).

6. Olgu I loplik hulk. Kui iga i € I korral gi(z) = O(fi(x)), siis
> gilx) = O<Zfi(x)>.
iel iel

Téestus. Toestuse viltel kasutame jirgmisi tahistusi. Uldisust kitsendamata olgu I
naturaalarvude hulk, j € TU{1,2} ja f;(x) = O(g;j(x)). Sel juhul leiduvad vastavalt

definitsioonile 1.19 konstant K; > 0 ja naturaalarv M; nii, et iga x > M korral

|fi(@)| < Klg;(2)].

Lisaks, olgu f(z) = O(g(z)), st leiduvad konstant K > 0 ja naturaalarv M > 0

nii, et iga * > M korral

[f (@) < Klg(@)|.

1. On lihtne nédha, et vordus kehtib, kui valida definitsioonis 1.19 K = 1.

2. Olgu fi(x) = O(fa(x)), kus fa(x) = O(f3(x)). Nditame, et siis f1(z) = O(f3(x)).
Et fi(x) = O(f2(x)) ja fa(x) = O(f3(x)), siis valides M := max{M;, My} saame,

et iga x > M korral

|f1(z)| < Kilfa(z)| < K1 K| f3(7)

ehk fi(xz) = O(f3(x)), nagu soovitud.

3. Kui f(z) = O(g(z)), siis

kf(@)| = k[ - [f(2)] < k|- Klg(x)] = K|k[|g(2)| iga © > M korral.

9



4. Valime arvud M3 ja K3 selliselt, et M3 := max{Mj, M>} ning K3 := max{Kj, Ks}.

Siis

|f1(x) + fa(2)| < [fr(x)] + [fa(z)] < K1g1(2) + Kaga(z) < K3g1(x) + K3ga(x)

= K3(g1(x) + g2(z)) iga « > M3 korral,

mis tdhendab, et fi(x) + fa(z) = O(g1(x) + g2(2)).

5. Valime M3 := max{M;, My}, siis iga x > M3 korral kehtivad molemad vorratu-

sed ning saame kirjutada:
|fi(@) f2(2)] = | fr(@)|] f2(2)] < Kilg1(2)|Ka|g2(2)| = K1Ka|g1(x)g2(2)]

ning jéarelikult fi(z)f2(z) = O(g1(x)g2(x)).
6. Kehtigu iga i € I korral g;(z) = O(fi(z)). Vaatleme niiiid summat Zgl(:z)
Vottes M := max{Mi, Ms,..., M} ja K := max{Ky, Ks,..., K|y}, siis iga

x > M korral

> gi(x)

i€l

<D gi@)| <) Kilfilw)] <Y Kl fi(z)| = K Y [fil=)].

el el icl icl

Suure-O notatsiooni definitsiooni kohaselt olemegi saanud, et kehtib
ot =0( T si0)). :
i i
Definitsioon 1.21. Olgu A C R, B =C vdi B =R ja oo hulga A kuhjumispunkt.
Kuia: A— Bjap:A— B onmingid funktsioonid, siis kirjutatakse, et o € o([3),
kui
VK >03M >0:Ve € Dz > M = |a(z)| < K|B(x)|,

kus | - | voib tdhistada nii absoluutvidrtust kui ka moodulit.

Lause 1.22. FEelnevalt defineeritud o notatsioonil on jirgmised omadused:
1. Kui f(z) = o(g(x)), siis f(x) = O(g(x)).

10



2. Kui g(z) = O(f(x)) ja f(x) = o(h(x)), siis g(x) = o(h(z)).

3. Kui g(x) = O(f(x)) ja f(x) =0(1), siis g(z) = o(1).

Toestus. 1. Olgu f(z) = o(g(x)). Fikseerime K > 0. Siis véikese o definitsiooni
1.21 pohjal leidub M > 0 nii, et iga x € D ja x > M korral

a(z)| < K[B(2)].

Olemegi leidnud definitsiooni 1.19 jaoks sobiva K.

2. Olgu g(z) = O(f(z)) ja f(x) = o(h(z)). Fikseerime K > 0. Peame niitama, et
leidub M > 0 nii, et iga © > M korral

l9(2)| < K|h(z)].

Et g(x) = O(f(x)), siis leiduvad K; > 0 ja M; > 0 nii, et iga © > M; korral

lg(x)| < Ki|f(z)]. Lisaks seose f(x) = o(h(z)) pohjal leidub M, nii, et iga > Mo
K

korral |f(z)| < F|h(x)| Vottes niitid M := max{M;, M}, siis iga > M korral
1

(
)

9(0)| < K1l (@) < Ko+ - ho)] = K ()

nagu tarvis.

3. Valides omaduses (2) funktsiooniks h sellise funktsiooni, mis on konstantselt 1,

saamegi konkreetse omaduse toestatud. O

11



2 Aritmeetilised funktsioonid

Selles peatiikis anname iilevaate aritmeetilistest funktsioonidest ja nende olulise-

matest omadustest, mida kasutame t66 pohiosas.

Lepime kokku, et edaspidiselt on summade indeksid positiivsed téaisarvud, néiteks

summa Z f(d)g(e) indeksi korral eeldame, et d,e € N.
de<n

Esmalt defineerime aritmeetilise funktsiooni.

Definitsioon 2.1. Funktsioon: f : N — K, K C C nimetatakse aritmeetiliseks

funktsiooniks.

Naiteks FEuleri funktsioon ¢ on aritmeetiline funktsioon.

Definitsioon 2.2. Aritmeetilist funktsiooni f nimetatakse norgalt multiplikatiiv-

seks, kui selle vadartus on vahemalt iihe naturaalarvu korral nullist erinev ja

Fmn) = F(m)f(n), kui (m,n) = 1.

Kui viitmane vordus kehtib mistahes naturaalarvude m ja n korral, mimetatakse

funktsiooni f multiplikatiivseks.

Jargnevalt tutvume Dirichlet’” korrutisega, mida kasutatakse eeskétt Dirichlet’ ri-

dade uurimisel.

Definitsioon 2.3. Olgu f ja g aritmeetilised funktsioonid. Nende funktsioonide

Dirichlet’ korrutiseks nimetame aritmeetilist funktsiooni h kujul

JOEDY f(d)g@.

dn

Sellist funktsiooni h mdrgime tihisega f * g.
Lemma 2.4. Olgu m,n € N. Kui (m,n) =1 ning alm ja bn, siis (a,b) = 1.

12



Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et d := (a,b) > 1. Kuna d|a ja d|b, siis ka d|m

ning d|n, mis on aga vastuolus eeldusega (m,n) = 1. Seega (a,b) = 1. O

Lemma 2.5. Olgum,n € N. Kui (m,n) = 1, siis saame iga korrutise mn positiivse

jagaja c theselt esitada kujul ¢ = ab nii, et a,b € N, a|m, b|n, ja (a,b) = 1.

Toestus. Olgu ¢ korrutise mn jagaja ning d = (¢, m). Definitsiooni 1.2 kohaselt siis
d|c ja d|m. Jarelikult leiduvad sellised tédisarvud ¢ ja m’, et ¢d = ¢ ja m'd = m.
Margime, et (¢/,m’) = 1, sest vastasel juhul leiduks suurem tihistegur kui d. Niiiid,
et ¢|mn, siis leidub selline téisarv e, et ce = mn. Asendame saadud vorduses c ja
m eelnevalt avaldatud kujudega ning saame ¢’de = m/dn. Et d # 0, sest m > 0,
saame taandada d ning alles jaab e = m/n. Et (¢/,m') = 1, siis ¢/|n ning oleme
leidnud sellised tédisarvud ¢ ja d, et ¢/|n ja d|m. Lemma 2.4 kohaselt (¢/,d) = 1.

Jarelikult oleme leidnud sellised naturaalarvud a = d ja b = ¢/, mida vaja.

Néiitame, et a ja b on iitheselt maaratud. Oletame, et leiduvad veel sellised arvud o
jab et c =ad't/, a'|m, b |nja (a’,b') = 1. Sel juhul ¢ = ab = V. Et (m,n) = 1,alm
ja b'|n, siis jarelikult (a,d’) = 1. Kuna alc = a'b’ ja (a,b’) = 1, siis peab kehtima
ala’. Analoogselt, et a'|m, b|n ning (m,n) = 1, siis (a’,b) = 1. Kuna d’|c = ab ja
(a’,b) = 1, kehtib d'|a. Niiiid et ala’ ja d’|a, siis |a| = |d’| ja kuna a,a’ € N siis
jarelikult a = a'.

Vaatleme uuesti vordust ab = a't/. Et a = @’ # 0, sest m > 0, saame need taandada

ja alles jadb b =0'. Seega on a ja b itheselt méiédratud. O

Lause 2.6. Dirichlet’ korrutise korral

(Fx9)m) =Y (g (5) = D F(@g(b).

dln db=n
Téestus. Paneme tahele, et {(d,n/d) | dn} = {(d,b) | db =n}. O

Teoreem 2.7. Dirichlet’ korrutis on kommutatiivne ja assotsiatiivne.

13



Toestus. Lause 2.6 kohaselt saame kirjutada

(f*g)(n) =D f(d)g(b).

db=n

Sellest jareldub f % g kommutatiivsus, sest

(fxg)n) = f(d)gb) = > 9(b)f(d) = (g% )(n).

Assotsiatiivsuse jaoks téhistagu A := g*k ning vaatleme korrutist fxA = fx(g*k):

(f*xA)n) = Y f@AW)= ) fla) ) g(b)k(c)

a-d=n ad=n be=d
= > fla)g(b)k(c).
abc=n

Defineerime niiid B := f * g ja vaatleme korrutist B x k:

(Bxk)(n) =) B(dk(c)= ) k(c) Y fla)g(b)

de=n de=n ab=d
= > fla)g(b)k(c)
abc=n
Seega f * A = B x k ning jarelikult on Dirichlet’ korrutis assotsiatiivne. O

Lause 2.8. Kui f on norgalt multiplikatiivne, siis f(1) = 1.

Toestus. Et (n,1) =1 iga n korral, siis f(n) = f(1-n) = f(1)f(n). Kuna f ei ole
konstantselt 0, siis f(n) # 0 mingi n korral. Seega f(1) = 1. O

Teoreem 2.9. Kui f ja g on norgalt multiplikatiivsed, on ka mende Dirichlet’

korrutis f * g norgalt multiplikatiivne.

Toestus. Naitamaks, et Dirichlet’ korrutis h = f * g ei ole konstantselt 0, vaatame

14



korrutist kohal 1 ehk
1
b =3 (g () = F0ah) = 1.
d/l
Jarelikult ei ole h konstantselt 0.
Olgu m, n sellised naturaalarvud, et (m,n) = 1. Sel juhul

a(mn) = 3~ fle)g ().

c|lmn

Et f ja g ise on norgalt multiplikatiivsed, saame kasutada lemmat 2.5, et kirjutada
¢ = ab. Paneme siinkohal tdhele, et lemma 2.4 kohaselt (a,b) = 1 ning samamoodi

(T, %) = 1. Seega saame kirjutada
a

alm, bln alm, bln
(a,b)=1 (a,b)=1
m n
- |Z f@g () 3 St (%)
(a,b)=1
m n
- |Z fag () PRUE (%) = nm)n(m).
Jarelikult on Dirichlet’ korrutis h norgalt multiplikatiivne. O

Definitsioon 2.10. Defineerime aritmeetilise tihikfunktsiooni u nii, et

u(n) = 1 mistahes n korral.

Monikord saab osasummasid ldhendada integraalidega. Jargmine teoreem annab

meile sellisel 1ahendamisel tekkiva vea téapse avaldise.

Teoreem 2.11 (Euleri summa valem). Kui funktsioonil f on intervallis [y, x|, kus
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0 <y <z, pidev tuletis f', siis

/ f(t dt+/ (t =[S (Odt+ (@) (2] —2) = F) (] —v)- (2.1)

y<n<x

Téestus. Olgu m = [y], k = [z] ning n ja n — 1 téisarvud intervallis [y, z]. Siis

/ " () de = / " - )P0t = (- 1)(f(n) — fn— 1)
n—1 n—1
— (nf(n) - (n— 1) f(n—1)) - f(n).

Kasutades seda tédhelepanekut saame

k m+1 m+2 k
/m[t]f (t)dt:/m [t]f(t)dt+/ [t]f(t)dt+...+/k 1[t]f(t)dt

m+1
k
= 3 mfm) = (= 1)f(n—1)) Z f(n
n=m+1 n=m-+1
k
=— > ((n=Df(n—1)~nf(n Z f(n
n=m+1 n=m-+1

=-mf(m)+(m+1)f(m+1)—(m+1)f(m+1)

+(m+2)f(m+2)—(m+2)f(m+2)+...

+(k=1f(k—1)— (k- 1)f(k=1)+kf(k)— Y _ f(n)

k
= kf(k) —mf(m) = > f(n)

n+1

— kf (k) —mfm) = 3 f(n)

y<n<z
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m k r
- (— | s [ usoa- [ <t>dt> +kf () = mf(m)
+ [Curwa [urwa

k
Y x

'@+ [t o

k

(01 (€)dt + kf (k) = mf(m) — [
[t]f (t)dt + kf(k) — mf(m) — ! mf'(t)dt + /: kf'(t)dt

[t1f (t)dt + kf (k) — mf(m) —mf(y) + mf(m) + kf(x) — kf(k)

[t1f'(t)dt + kf(x) — mf(y). (2.2)

Ositi integreerides saame, et

/ Cif ()t = (1)

— " f(t)dt = xf (@) — yi(y) - / " f(tye

)

ehk jarelikult
/ F(t)dt =z (x) - yf () - / L () dt
Y Y

ja
X

/ i (dt - af () +uf) + [ 70t =0,
)

S~
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Kombineerides seda vordusega (2.2) saame, et

> s =~ [0 W+ k(@) - mf )
Yy

y<n<z

_ / [ @)t + (8 (@) — (1) (9)
n (/y tf’(t)dtxf(wHyf(yH/y f(’f)dt)

xX x
= [Mswas ["a -0 1@ -2 - 1) - v,
Y y
mis ongi vordus (2.1). O
Maérgime siinkohal &ra, et Riemanni dzeetafunktsioon on defineeritud koéigi komp-
leksarvude jaoks, kuid meil on tarvis definitsiooni vaid positiivsete reaalarvude
korral. Seega anname selles t66s dzeetafunktsiooni definitsiooni jérgmiselt.

Definitsioon 2.12. Riemanni dzeetafunktsioon ((s) on defineeritud vordustega

oo

1
E —, kui s> 1,

ns
=1

C(S) = " 1 SCI_S
lim — — , kur 0 < s < 1.
z—00 ns 1—s
n<zx

Jargmisena toestame Euleri summa valemist jarelduva asiimptootilise valemi l-

distatud harmoonilise rea jaoks.

Teoreem 2.13. Kuixz > 1, s > 0 ja s # 1 siis:

1 xlfs s
D ((s) + O(z*). (2.3)

Toestus. Vorduse (2.3) toestamiseks kasutame Euleri summa valemit (2.1). Selleks
valime f(t) = t=°, kus s > 0,5 # 1. Selle funktsiooni tuletis f’(t) = —st=*~! on

x > 1 korral pidev ning seega pidev ka igas 16igus [1, z]. Et saaksime Euleri summa
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valemit rakendada, peab kehtima 1 < x, kuid meil on hetkel 1 < x, seega vaatame

liiget = 1 eraldi. Valemi (2.11) abil saame niiiid kirjutada

1 1 T dt Tt —[t] x — [x]

1<n<z 1<n<lz

t—[1]

Mérgime siinkohal, et funktsioonid pres ja prany

on molemad integreeruvad,
t — [t] 1
< .
ts+1 — ts+1
oo
. * dt 1 1
se 1.16 kohaselt, kuna mistahes u € [1,00) korral —_— = - = ,
s+l sts sus
u

kui ¢ € (0,00) ning mistahes ¢t korral kehtib 0 <

Seega lau-

<t —[t]
ts+1

¢ [t] < ¢ [t)
/1 ts+1 dt_/x s+l dt.

Kusjuures kehtib jargmine hinnang

siis paratu integraal

dt koondub. Seega voime kirjutada / tt;r[lt] dt =
1

¢ [{] o N A R N
< dt< | —dt=——| =—=>275
0= /x ts+1 - /x $st+1 sts sTs S.I
- e : <t —[t] 1.,
Jarelikult definitsiooni 1.19 ja lause 1.20 kohaselt prES| dt = -O(z™?).
. s
z — [z]

Lisaks, 0 < z — [z] < 1, kui > 1 ning seega ka 0 <

H-0(2)

Arvestades eelnevaid tdhelepanekuid, saame

1 ® dt ¢ — [t] 0 ¢ — [t] .
Z E 7554‘1—8(/1 t5+1 dt—/x t5+1 dt +O(.73 )

1
< —. Jarelikult
xs xS

1<n<zx 1
st >t — [t 1., L
:_5+11+1—5/1 eS| dt—i—s-gO(x )+ O0(z™%)
rl=s 1 ¢ —[t]
= — 1-— dt + O(x™%).
1—s 1—5+ 5/1 s+l +0™)
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Seetottu

= . +C(s) +O(z?), (2.4)

kus

B 1 ©t—[t]
C(s)=1 T 8/1 prES| dt.

1
Kui s > 1, siis kui x — oo, ldheneb vorduses (2.4) summa Z — Riemanni dzeeta-
n
n<x
funktsioonile ((s) ning 2'7* — 0 ja 7% — 0. Lisaks, lause 1.22 omaduse (3) tottu

O(z7*) — 0 ning seega C(s) = ((s), kui s > 1.

Kui 0 < s < 1, siis 7% — 0 ning seetottu ka O(x~%) — 0 ja vordusest (2.4)

jareldub

1 .,L.lfs mlfs xlfs
I — - = 1i =5y _ -
;3 ( v 1s ) b3 <1 EFREA > e
Jarelikult C'(s) = ((s), kui 0 < s < 1. Sellega on ka vordus (2.3) toestatud. O

Niilid toestame teoreemi, mis
voimaldab meil avaldada Dirich- q
let’ korrutisi sisaldavat summat

edaspidi vajalikul kujul.

Selleks margime &ra moned ta-

histused: Olgu f ja g aritmeeti-

lised funktsioonid ning A
F(.I‘) = Zf(n)? [SJ TEEEEEE

n<lz B C
G(z) =Y _g(n) o i ;

n<x f )
H(z) =Y (f*g)(n), nii et

n<lz

Joonis 1: Hiiperbool
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= Zf(d)g<Z) =" f(d)g(a)-

n<z dn

Teoreem 2.14. Kui a ja b on sellised posititvsed reaalarvud, et ab = x, siis

- f<n>G<jj) " zgm)F(fL) — F(a)G(b). (2.5)

n<a n<b

Toestus. Edaspidi nimetame téisarvuliste koordinaatidega koordinaattasandi punk-
te vorepunktideks. Summa H(z) on voetud iile vorepunktide kujul gd = n, kus

n=1,2,...,[z] ehk H(z Z f(d ). Antud vorepunktide hulk on kujutatud

qd<x
joonisel 1. Jagame selle summa kaheks osaks, iiks iile A U B kuuluvate ja teine

B U C kuuluvate vorepunktide. Piirkonda B jédvad vorepunktid on kahekordselt

loetud. Seega saame kasutades eelnevaid tdhistusi

=D fDa@+ D> > flda(a) =D D f(d)glq)

d<aq¢<Z q<bd<t d<a q<b
—dgf > (q)+§g(Q)d;f(d)—dgf(d)g;g(@
=3 /e (j) +2gF (q) ~ F(a)G(b)
<a q<
= Z f<n>G<§) - §<jbg<n>F <n> ~ F(a)G(b),
mis on sama, mis vordus (2.5). O

Jargmisena toestame Abeli samasuse, mille abil saame treppfunktsioone esitada

integraalide abil.
Teoreem 2.15 (Abeli samasus). Olgu a(n) aritmeetiline funktsioon ning tdhistame

A(zx) = Z a(n), kui x > 1, ja A(x) =0, kui 0 < = < 1. Olgu f funktsioon, millel

n<x
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leidub pidev tuletis intervallis [y, x], kus 0 < y < x. Siis

Y an)f(n) = Ax)f(z) — Aly) f(y) - /w A(t)f'(t)dt. (2.6)
Yy

y<n<z

Toestus. Olgu k = [z] ja m = [y]. Et A(z) = Z a(n) ja n < x votab naturaalar-

vulisi véértuseid, siis A(z) = Z a(n) = Z a(n) = A(k) ja A(y) = A(m).

n<z n<[z]
Miérgime, et A(n) = a(l) +a(2)+...+a(n—1) +a(n) = A(n — 1) + a(n) ning
seega a(n) = A(n) — A(n — 1). Lisaks, et k = [x], siis

A F() = AGR)(F() — () + F(B) = AR (@) — AR (@) — F(8))
— AW @) = A®) [ F0d = w0 ) - [ awra
—A@)f@) - [ A @

Sarnaselt, et m = [y], siis

m+1
A(m)f(m+1) = A(m)(f(y) + f(m +1) = f(y)) = A(m)f(y) + A(m) / f(t)at

Y

m—+1
:Mwﬂm+/’ A(t)f(t)dt.

n+1 n+1
Veel, omaduse 1.14 kohaselt A(n)/ f(t)dt = / A(t)f'(t)dt, sest funkt-
sioonid A(n)f'(t) ja A(t)f'(t) erinevad iiksteisest vahemikus n < ¢ < n + 1 ainult

punktis ¢ = n 4 1. Kasutades neid teadmisi, saame
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k k
Yo am)fn)= > am)f(n)= Y (A(n)—An—1)f(n)
y<n<z n=m+1 n=m-+1
k k—1
= Y Am)f(n) =Y Am)f(n+1)
n=m+1 n=m
— A(m+ 1) f(m+1)+ A(m +2)f(m +2) + ...+ A(k) f (k)

I
\
e
S
:\:
+
=
=
-
=
+
S
=
&H
=
\
S
2
=
3
+
=
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3 Loplike Abeli rithmade karakterid

Meid huvitavad Dirichlet’ karakterid, kuid nende iildised omadused on mugavam
toestada suuremal abstraktsuse astmel. Seega késitleme siin peatiikis loplike Abeli
rithmade karaktereid ning toestame moned nende omadused, mida jargmises pea-

tiikis kasutada saame.

Definitsioon 3.1. Olgu G mistahes rithm. Funktsiooni f : G — C nimetatakse
rihma G karakteriks, kui see on multiplikatiivne, s.t. kui f(c) # 0 mingi ¢ € G

korral ja iga a,b € G korral
f(ab) = f(a)f(b).

Teoreem 3.2. Olgu G loplik rihm thikelemendiga e. Kui f on rihma G karakter,
siis f(e) =1 ja kui iga a € G korral a™ = e, siis f(a)" = 1. See tdhendab, et iga

a € G korral on f(a) mingi astme tGhejuur.

Toestus. Olgu ¢ € G selline, et f(c) # 0. Et ce = ¢, siis

fle)f(e) = flce) = f(c)

ning seega jagades vorduse pooli arvuga f(c) saame f(e) = 1. Kuia € G jaa™ =1,
siis f(a)™ = f(a") = f(e) = 1. Kui n on elemendi a jérk rithmas G, siis f(a) on

n-nda astme iihejuur. O

Definitsioon 3.3. Olgu G rihm. Siis konstantne funktsioon f(a) = 1 on rihma

G karakter. Seda funktsiooni nimetame edaspidi rihma G peakarakteriks.

Olgu G 1oplik rithm, G’ selle alamriithm ning a mingi rithma G element. Siis voime
tahele panna, et leidub selline n € N nii, et " € G’. Toepoolest, kui a € G, siis
votame n = 1. Kui nii ei ole, siis vottes n = ord(a) kehtib a™ = e € G’, aga see
voib kehtida ka mone viiksema n korral. Kuna naturaalarvude hulk on taielikult
jérjestatud, voime valida vdhima sellise arvu n. SeetGttu on mottekas jargmine

definitsioon.
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Definitsioon 3.4. Naturaalarvu n nimetame elmendi a € G indikaatoriks alam-

rithmas G’, kui see on vihim selline naturaalarv, mille korral a™ € G’.

Edaspidi vajame jargmist konstruktsiooni.

Teoreem 3.5. Olgu G’ lopliku Abeli rihma G alamrihm, G' # G ning a € G
selline, et a ¢ G'. Olgu h elemendi a indikaator alamrihmas G'. Siis korrutiste
hulk

G"={zd*:xe€G jak=01,2,...,h—1}

on G alamrihm, mis sisaldab alamrihma G'. Veelgi enam, h > 1 ja |G”| = h|G'|.

Téestus. Naitame, et G” on G alamrithm. Paneme téhele, et e = ea’ € G”, seega

on G’ mittetiihi hulk. Lisaks mirgime, et h > 1, sest a' = a ¢ G.

Veendume, et G” on kinnine korrutamise suhtes. Valime kaks elemendi hulgast G”,
olgu nendeks za® ja ya’, kus z,y € G' ja0 < k < h, 0 < j < h. Rithma G
kommutatiivsusest za” - ya/ = x - y - a**7. Saame summa k 4 j panna kirja kujul

k+j=qh+r kus 0 <r <hjagq,r €Z. Seega
aP I = g = " = 24", kus z = 0 = (M) € &,

sest a € G'. Jarelikult element za® - ya! = (xyz)a” = wa”, kus w = xyz € G’
ja 0 < r < h. Seega kuulub see element hulka G” ja iihtlasi on see hulk kinnine

korrutamise suhtes.

Jargmisena néitame, et G” on kinnine poordelemendi votmise suhtes. Valime suva-

lise za* € G”. Kui k = 0, siis selle elemendi pé6rdelement oleks z~1. Et kui z € &,

siis G’ kinnisusest poordelemendi suhtes ka ! € G’, siis (za¥)™! = 271a® ning

see element kuulub alamhulka G" .

Kui aga 0 < k < h, siis on poordelemendiks



kus y = o~ 1(a")7!. Kuna z,a" € @, siis ka y € G'. Lisaks, et 0 < k < h, siis
0 < h —k < h. Jarelikult ya"* € G

Sellega oleme néidanud, et G” on G alamriihm ning G” sisaldab endas alamriih-
ma G, sest iga G’ elemendi x saame kirja panna kujule za’ ja G” elementide

definitsiooni kohaselt za® € G”.

Niitame, et |G”| = h|G'|. Olgu m = |G’|. Seega on = € G’ valikuid kokku m ning
0 < k < h valikuid kokku h. Seega korrutise xa® moodustamiseks on kokku mh

voimalust.

Niitame, et need on kéik erinevad. Vaatleme kaht elementi, za*, ya/ € G” ja oleta-
me, et zaf =ya!, 0 < j <k <h.Siisa* 7=z yja0<k—j<h Etazlyecd,
peab element a*~7 samuti kuuluma alamrithma G’, aga kuna h on a indikaator
rithmas G’, siis ei ole voimalik, et & — j on naturaalarv. Jérelikult £ — 7 = 0 ehk

k = j ning seega ka x = y. O

Teeme niitid kindlaks, mitu karakterit 16plikul Abeli rithmal leidub.

Teoreem 3.6. Loplikul n. jarku Abeli rithmal on tapselt n erinevat karakterit.

Téestus. Tahistame eelmises teoreemis konstrueeritud alamrithma G” tahisega (G'; a)
ehk
(G"a) ={za* 2 € G ja0<k<h)

Meenutame, et a oli selline element, mis ei kuulunud alamriithma G’ ning h oli
selle indikaator alamrithmas G’. Kasutame seda sama kontrukstsiooni, alustades
alamrithmaga G7 = {e}, kus e on G iihikelement. Kui niiiid G # G, siis jareli-
kult leidub rithmas G element a1, a; ¢ G;. Saame konstrueerida uue alamrithma,
Go, nii, et Go = (Gy;a1). Margime, et selle alamrithma jark on eelmise teoreemi
pohjal h|G1|, kus h on elemendi a; indikaator alamrithmas G;. Kuna h > 1, siis

|G2| > |G1| ja seega G1 C Go. Kui G2 # G, siis leidub selline element az € G,

26



mis ei kuulu rithma G ja saame taas koostada uue alamrithma G3 = (Ga; ag). Se-
da mottekiiku jatkates saame elemendid a1, a9, ..., a; ning vastavad alamrithmad

G1,Ga,...,Geyq nii, et
Gr+1 = <Gr;ar) ja GiCcGyC...C Gt+1 =G.

Viimase vorduse voime kirjutada, sest rithm G on 16plik ning seega peab see protsess

mingi hetk 16ppema.

Kasutades sellist alamriihmade ahelat toestame kogu teoreemi induktsiooniga nai-

dates, et kui viide kehtib alamriihma G, korral, siis kehtib see ka G, korral.

Meil on alamriithmas (G ainult iiks element ja ka ainult liks karakter, alamriithma
(1 peakarakter. Seega alamriihma jark ja karakterite arv on vordsed ja teoreem
kehtib 1 korral. Olgu niitid alamriihma G, jark m ja oletame, et alamriithmal G,

on kokku m karakterit. TGestame teoreemi viite G,41 jaoks.

Paneme tahele, et G411 = (G,;a,). Olgu h elemendi a, indikaator rithmas G,. See
tihendab, et a? € G,. Eelmisest teoreemist teame, et |G,41| = h - |G,| = mh.
Peame néitama, et rithmal G, leidub tépselt mh karakterit. Selleks néitame, et
iga G, karakteri puhul on tédpselt h voimalust jatkata seda rithma G4 karakteriks
ja et riithma G, iga karakter on rithma G, mingi karakteri jatk. Esimesest saame,
et rithmal G,; on koige vihem mh karakterit, teisest aga, et teisi karaktereid ei

ole ehk kokkuvottes leidubki rithmal G,41 tépselt mh karakterit.

Iga alamriihma G,y1 element on kujul za¥, kus € G, ja 0 < k < h. Oletame, et

meil on voimalik jitkata G, karakterit f rithma G, karakteriks f. Et f on Gy41

karakter, on see multiplikatiivne ning jarelikult
flway) = f(@)(f(ar))".

Kuna z € G, ja f on karakteri f jatk, siis kehtib f(z) = f(z) ja f(xaff) =

f(@)(f(ar))¥. Sellest vordusest saame, et kui me teame f(a,) viidrtust, saame de-
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fineerida f(za¥) ehk saame misrata karakteri f iga G,,1 elemendi korral. Uurime
f(a,) koiki voimalikke védrtuseid. Olgu ¢ = al, sel juhul ¢ € G, ning jirelikult
f(c) = f(c). Karakteri f multiplikatiivsuse tottu f(¢) = f(a) = (f(a,))" ja seega
(f(a:))" = f(c). Kuna f on juba méaératud, siis on meile f(¢) véirtus teada, see on
kompleksarv. Nii et f(a,) on iiheks arvu f(c) h. juureks. Jirelikult on f(a,) jaoks
koige rohkem h valikut. Selleks, et funktsioon f oleks rithma G, karakter on tar-
vilik defineerida see nii nagu eelnevalt tegime, see tahendab f(za¥) = f(x)(f(a,))*,
kus f(a,) on f(al) h. juur. Niitame, et on ka piisav, st iga selliselt defineeritud f
on toepoolest karakter.

Kuna eelmise teoreemi toestuses niitasime, et iga G” element esitub iiheselt kujul

zaP, siis on f korrektselt defineeritud.

Teame, et f(a,) valikuid on kokku h ja need on koik erinevad, sest f(c) # 0
ning jarelikult leidub kompleksarvul f(c) h. juuri tapselt h tiikki. Seega on meil
karakteri f jatkamiseks karakteriks f ka kokku h voimalust. Kontrollime, kas f on
multiplikatiivne. Valime kaks elementi rithmast G, 1, olgu need za¥ ja yai. Jagame
arvu k + j jadgiga ja saame k 4+ j = qgh + s, kus 0 < s < h. Kuna af} € G,, siis

kasutades karakteri f multiplikatiivsust ja f definitsiooni saame

fzay)f(ya)

F@)(Flar)® - f)(Flar)y = F(@)f ) (f(ar)*
(@) F ) (f(an)™* = flay)(f(ar))?(f(ar))®
(@) ((Flar))(flar))® = flay)(f(a)!(f(ar))®
(2y) f(ar?)(f(ar))® = f(zyar?)(f(ar))®

f( f(

flaya;™) = f(way - yal).

f
f
f

f(zyah? . a%) =

Kuna G, C G,41, siis et f on karakter, leidub selline ¢ € Gy, et f(c) # 0. Jarelikult
f(c) = f(c) # 0 ehk f ei ole konstantselt 0. Seega on f rithma G,y karakter.

Koik jitkud on erinevad, sest iihe ja sama karakteri jitkamisel on koik f (a,) vééar-

tused erinevad, seega on erinevad ka koik karakterid, ning kui jatkata erinevaid
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karaktereid on koik jatkud erinevad, sest karakterid, mida jatkame, on erinevad.

Seega saame koiki alamrithma G, karaktereid, mida on kokku m, jatkata h erineval
viisil, et saada G,41 karakterid. Veelgi enam, kui b on mistahes G, 11 karakter, siis
selle ahend alamrithmale G, on ka G, karakter. Nimelt, kuna b on multiplikatiivne
hulgal G, 41, siis on ta multiplikatiivne ka tema alamhulgal G,.. Kui mingi ¢ € G, 41
korral b(c) # 0, siis G;+1 konstruktsiooni tottu ¢ = za*, kus € G, ja 0 < k < h

ja seega b(c) = b(xa®) = b(x)b(a)* # 0 mistottu b(x) # 0. O

Mérgime need n erinevat n. jarku lopliku Abeli rithma karakterit tahistega

f1, fo, ..., fn, kus f1 on peakarakter.

Teoreem 3.7. Kui karakterite korrutamine on defineeritud kui (f; f;)(a) = fi(a)fj(a)
iga a € G korral, siis rihma G karakterite hulk moodustab n. jarku Abeli rihma

G*, mille tihikelement on peakarakter fi.

Toestus. Karakterite korrutamise kommutatiivsus ja assotsiatiivsus rithmal G* ja-
reldub kompleksarvude korrutamise kommutatiivsusest ja assotsiatiivsusest. Kui

f,g € G*, siis iga a, b € G korral

(fg)(ab) = f(ab)g(ad) = f(a)f(b)g(a)g(b) = f(a)g(a)f(b)g(b) = (fg)(a)- (fg)(b)

ning teoreemi 3.2 kohaselt (fg)(e) = f(e)g(e) =1 # 0, mistottu on kahe karakteri

korrutis samuti karakter.

Olgu f € G*. Uhikelemendiks on peakarakter fi, sest iga a € G korral

(ff)(a) = f(a) fi(a) = f(a) -1 = f(a).

1
Elemendi f p&ordelemendiks sobib funktsioon —, mis on defineeritud iga a € G

korral kui (}) (a) = f(la)
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1 1
Et f(a) on thejuur, siis f(a) # 0 ning jarelikult leidub ——. Seega sobib ——

) f (ai f(a)
poordelemendiks, sest a € G korral f(a) - <f> (a) = f(a) - 7@ = ;EZ; =1

1
On lihtne ndha, et — on téepoolest karakter, sest mistahes a € G korral kehtib

1 1 .
(f) (a) = m #0ja a,b € G korral

()@ (5) 0= 75~ 7y = () @

O]

Definitsioon 3.8. Olgu D suvaline hulk ning antud funktsioon f : D — C. Mdr-

gime tihisega f sellist funktsiooni, et f(a) = f(a) iga a € D korral.

Lause 3.9. Olgu f lopliku Abeli rihma G karakter, siis funktsioon f on samuti

riihma G karakter ning on karakteri f pdordelement rihmas G*.

Toestus. Iga karakteri f korral kehtib |f(a)| = 1. Et |f(a)] = f(a)f(a), siis ja-
1 — 1 - —

relikult m = f(a). Seega 7 = f ning teoreemi 3.7 kohaselt on f karakteri f
a

poordelement. Nii et f on samuti rithma G karakter. O
Olgu G mingi n. jarku 1oplik Abeli rithm, G = {a1, ag,...,a,} jaolgu fi, fo,..., fn
G karakterid, kus f; on peakarakter.

Definitsioon 3.10. Defineerime, et A = A(G) on n xn maatriks [a;j], mille i-nda

rea ja j-nda veeru element on a;; = fi(a;).

Toestame, et sellisel maatriksil A leidub péérdmaatriks ning hiljem kasutame seda

karakterite ortogonaalsusseose tuletamiseks.

Teoreem 3.11. Maatriksi A i-nda rea elementide summa S avaldub jdrgmiselt:

n n, kui f; on peakarakter (i = 1),
S = E fi(ar) =
r=1

0, dlejdinud juhtudel.
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Toestus. Kui f; = f1, on iga liidetav 1 ja S = n. Kui aga f; # f1, leidub G element
b nii, et f;(b) # 1. Et a, € G ja G on 16plik Abeli rithm, siis ka ba, € G. Lemma

1.12 tottu voime kirjutada

S:Zfz(bar)— Zfz ar fz
r=1
mistottu S(1 — fi(b)) = 0. Et f;(b) # 1, siis jarelikult S = 0. O

Kasutame seda teoreemi, et toestada jargmist.

Teoreem 3.12. Tihistagu A* sellist n X n maatriksit, mis on saadud maatriksi A

transponeerimisel ja elementhaaval kaaskompleksarvu votmisel, st
A" = [bij] = [aji].
Siis maatriks A on pdératav ja selle pédrdmaatriks on %A*.

Toestus. Olgu B = AA*. Maatriksi B i-ndas rea ja j-ndas veeru element b;; on

kujul

'Lj—Zfz Qr fj ar Zfz Ay fj Qr —Zfzf] ar ka ar
r=1

r=1

kus fr = f; f = :;Z lause 3.9 tottu. Vordus j: = f1 kehtib pédrdelemendi iihesuse
J j

tottu siis ja ainult siis, kui ¢ = j. Juhul ¢ # j saame peakarakterist erineva karakteri.

Seega teoreemi 3.11 kohaselt saame, et

n, kui i = 7,
bij =
0, kui i # j.

Teisisonu, B = nl, kus I on n x n jarku iihikmaatriks. Sellest jareldub, et

det(A) # 0, mistottu leidub maatriksil A teoreemi 1.13 pohjal poordmaatriks A~!
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1
ning korrutades vorduse mélemaid pooli elemendiga —A~! saame, et
n

Al = <1A—1> (nl) = 24" B = 2ataa = 1a
n n n n

Teoreem 3.13 (Karakterite ortogonaalsusseos). Kehtib

n

> Frlaifilag) =

r=1 0, kui a; # a;j.

n, kuia; = aj,

Toestus. Maatriksi A poordmaatriksi olemasolust jareldub, et A*A

(3.1)

nl, sest

A*A = nA~'A = nl. Aga maatriksi A*A i-nda rea ja j-nda veeru element on

vordne vorduse (3.1) vasakul olev summaga.
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4 Dirichlet’ karakterid

Selles peatiikis tutvustame lugejale Dirichlet’ karaktereid. Nende teooria on tun-
duvalt laiem, kuid siin kaetud materjal on valitud Dirichlet’ teoreemi toestuse tihe
olulise sammu toestamise eesmérgiga. See samm néitab, et reaalarvuliste vaartus-

tega mitte-peakarakterite x korral L(1,x) # 0.

Eelnevalt vaatasime mistahes 16pliku Abeli riithma G karaktereid. Selles peatiikis
vaatleme rithma U(Zy), kus positiivne téisarv k on fikseeritud. Meenutame, et

U(Zy) on loplik (k). jarku rithm.

Definitsioon 4.1. Defineerime igale U(Zy) karakterile f vastava aritmeetilise

funktsiooni x = x ¢ jargmiselt:

f(m), kui(n,k) =1,
x(n) =
0, kui (n,k) > 1.

Funktsiooni x on nimetatakse Dirichlet’ karakteriteks mooduli k jdrgi.

Dirichlet’ peakarakteriks nimetatakse Dirichlet’ karakterit x1, mis vastab rihma

U(Zy) peakarakterile fi ning seetottu on defineeritud jirgnevalt:

1, kui (n,k) =1,
x1(n) = (4.1)
0, kui (n,k) >1

Kui (n,k) = 1, kehtib x(n)¥®) = 1 ehk y(n) on (k). astme iihejuur.

Lause 4.2. Kui x on Dirichlet’ karakter mooduli k jargi, on seda ka x.

Toestus. Kui (n,k) > 1, siis x(n) = 0 ning jarelikult Y(n) = x(n) = 0. Kui aga
(n,k) = 1, siis X(n) = f(n) ja et lause 3.9 kohaselt on f rithma U(Z) karakter

saamegi, et Y on Dirichlet’ karakter. O
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Teoreem 4.3 (Dirichlet’ karakterite omadused). Mooduli k jirgi on kokku ¢(k)
erinevat Dirichlet’ karakterit. Koik karakterid on multiplikatiivsed ning perioodilised

perioodiga k, teisisonu:

x(mn) = x(m)x(n) iga m, n korral ja

x(n+ k) = x(n) iga n korral

Teistpidi, kui x on multiplikatiivne, perioodiline perioodiga k ning (n,k) > 1 korral

x(n) =0, on x ks Dirichlet’ karakteritest mooduli k jirgi.

Téestus. Teoreemi 3.6 kohaselt on rithmas U(Zy) kokku ¢(k) karakterit f ning

seega mooduli k jérgi on kokku ¢(k) Dirichlet” karakterit x .

Karakteri x y multiplikatiivsus jareldub sellest, et x(1) = f(1) = 1 # 0 ning karak-
teri f multiplikatiivsusest juhul, kui (m,k) =1 ja (n,k) = 1. Kui kas (m,k) > 1
voi (n, k) > 1, siis ka (mn, k) > 1, seega Dirichlet’ karakteri definitsiooni kohaselt
x(mn) =0 = x(m)x(n).

Néitame, et y on perioodiline. Arvuteooriast teame, et (n + k,k) = (n, k). Seega
kui (n 4+ k, k) = 1, siis ka (n, k) = 1 ning kui (n + k, k) > 1, siis ka (n, k) > 1.
Vaatleme juhtu (n + k,k) = 1. Sel juhul xs(n + k) = f(n+k) = f(n) = xs(n).
Kui niitid (n + k, k) > 1, siis x¢(n + k) = 0 = x¢(n), sest ka (n,k) > 1. Jarelikult
molemas olukorras x(n + k) = x(n) ja x on perioodiline.

Vastupidise véite toestamiseks néitame, et funktsioon f : U(Zi) — C, mis on

defineeritud vordusega

f(ﬁ) = X(n)v kui (nv k) =1,

on rithma U(Zy) karakter. Sel juhul saamegi, et y on Dirichlet’ karakter mooduli
k jargi.

Funktsiooni f definitsiooni korrektsus tuleneb x perioodilisusest. Néitame, et f on
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multiplikatiivne. Kuna y on multiplikatiivne, leidub mingi ¢ € U(Zy), mille korral

x(c) # 0. Jarelikult f(¢) = x(¢) # 0 ning f ei ole konstantselt 0.

Niiiid, et x on multiplikatiivne, saame, et f(mn) = x(mn) = x(m)x(n) = f(m)f(n),
kui (n,k) = 1 ja (m,k) = 1. Seega sellest, et f ei ole konstantselt 0 ja naidatust

saame, et f on ka multiplikatiivne.

Niitid eeldustest, et x(n) = 0, kui (n,k) > 1 ja sellest, et f on U(Z) karakter

jareldub, et x on toepoolest Dirichlet’ karakter mooduli £ jargi. O

Toome paar naidet Dirichlet’ karakteritest, kus funktsioonid esitame tabelkujul.

Naiide 4.4. Esmalt vaatame juhtu k = 5. Paneme tdhele, et teoreemi 4.3 pohjal
on mistahes multiplikatitvne ja perioodiline aritmeetiline funktsioon x perioodiga 5,
mille korral x(n) = 0, kui (n,k) > 1, alati Dirichlet’ karakter mooduli 5 jirgi, ja
selliseid karaktereid on kokku o(5) = 4 tikki. Seega on killalt, kui konstrueerime 4

erinevat selliste omadustega funktsioons.

Perioodilisuse tottu piisab, kui defineerime funktsioonid loigul [1,5]. Eelduse koha-
selt x(5) = 0 ning seega jitame n = 5 veeru tabelist vilja. Kui 1 < n < 5, siis

7 € U(Zs). Riihma U(Zs) moodustaja on 2 ning seega U(Zs) = {2,22,23,24}.

Teoreemi 3.2 kohaselt on x vadrtused tihejuured. Et ord(2) = 4, on jarelikult n = 2
korral voimalikud vddrtused +1 ja +i. Tabelisse saame kohe kirja panna, et peaka-
rakter x1 on mistahes n korral 1 ja mistahes karakteri x korral x(1) = 1. Seejdrel
tdidame veeru n = 2. Kasutame x multiplikatiivsust, et tdita ka tlejidnud veerud.
Niiteks veeru n = 4 saame tdita jargmiselt: teame, et x(2)x(2) = x(4), seega vot-
tes veeru n = 2 elemendid ruutu, saame vastavad veeru n = 4 elemendid. Sedasi

saamegi jargmise tabeli.
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Mdrgime siinkohal veel dra, et konkreetses ndites x(2)x(3) = x(6) = x(1), mis td-
hendab, et n = 3 korral saame wveeru tdidetud, kui kirjutame sinna veerus
n = 2 asuvate arvude poordvidrtused. Tabeli kontrollimiseks saame kasutada teo-
reems 3.11, mille kohaselt iihe rea elementide summa (v.a. x1 korral) peab olema

0.

Naéide 4.5. Votame k = 15 ja toimime sarnaselt eelmise nditega. Tabeli koos-
tamiseks vaatame arve 1 < n < 15, mille korral n € U(Zi5). Mddrame nende

elementide jdrgud.

- \Ié&?gnﬁﬁ
4 2

ord(ﬁ)‘l 4 2 4 4 2

Jarkude madramise tulemusena ndeme, et moodustajat ei ole. Kill aga valides 2

ja 11, saame neid kombineerides koik rihma U(Zys) elemendid kdtte. Tapsemalt

saame, et U(Zy5) = {2,22,23,24, 211,22 - 11,23 - 11,24 - 11}. Kasutame seda tead-
mist ning x multiplikatiivsust ja perioodilisust ning koostame tabeli. Esmalt kanna-
me sisse veerud n = 2 ja n = 11 jaoks. Et 2 jirk on 4, on sellel neli voimalikku
vddrtust: £1 ja +i. Kirjutame need erinevad vddrtused jarjest tiksteise alla. Teame,
et 11 jirk on 2, seega sellel on kokku kaks voimalikku védrtust: 1 ja —1. Kirjutame
veergu n. = 11 neli arvu 1 dksteise alla ja siis veel neli korda —1. Seejdrel hakkame
nende kahe veeru abil teisi veergusid tditma. Esmalt otsime arve, mis on teineteise
poordelemendid. Mooduli 15 korral on nendeks paarideks 2 ja 8 ning 7 ja 13. Seega
veeru n = 8 saame, vottes veeru n = 2 elementidest péordvidrtused. Siis arvuta-

me veeru x(7) kasutades teadmist, et x(2)x(11) = x(7) ja saame kohe tdidetud ka

36



veeru n = 13, vottes veeru n = 7 elementidest péordvddrtused. Kasutades eelnevalt
leitud esitusi mooduli 15 jdrgi, mis on kujutatud tabeli esimesel real, saame tdita
ka iilejidnud tabeli. Naiteks x(2)% - x(11) = x(22 - 11) = x(14 +2 - 15) = x(14) ehk
veeru n = 2 vastava elemendi ruutu votmisel ja vastava veeru n = 11 elemendiga

korrutamisel, saame veeru n = 14 vastava elemendi.

24 2l 922 11.2 23 11 11-2% 11.22

Paneme tihele, et kui mingi veeru taitmasel ilmub kuhugi ritta mitte-reaalarvuline
thejuur on meile kasulik lause 4.2. Selle kohaselt saame tdita iihe jdrgnevatest
ridadest nii, et votame selle rea, milles oli vihemalt iiks mitte-reaalarvuline thejuur,
koikidest elementidest kaaskompleksid. Juhul, kui oleme moned veerud juba ette
taielikult dra taitnud, saame kaaskomplekside rea tabelisse sellegipoolest lisada ning

el pea eelnevalt taidetud veerge muutma, sest selline karakter peab alati leiduma.

Teoreem 4.6 (Dirichlet’ karakterite ortogonaalsusseos). Tdhistagu x1,. .., X (k)
Dirichlet’ karaktereid mooduli k jdrgi. Olgu m ja n kaks tdisarvu ja kehtigu

(n,k) = 1. Siis saame

o(k) k), kuim=n (mod k),
(= 7 e

r=1 0, kuim#n (mod k).
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Téestus. Olgu (m, k) = 1. Teoreemis 3.13 toestasime, et

n n, kui a; = a;,
Z (a;) fr(aj) (4.2)
r=1 0, kui a; # aj,

kus n tdhistab rithma jarku ja karakterite arvu. Et (n,k) = 1 ja (m,k) = 1,
valime selles vorduses a; = 7, a; = m. Paneme téhele, et m = 7 siis ja ainult siis,
kui mooduli £ jargi kehtib m = n. Seega saame vorduse kohandada meie juhule

vastavaks jargmiselt

o(k), kui m =n (mod k)

> X (n)xe(m) = ’ ’ (4.3)
r=1

0, kui m # n (mod k).

Kui (m, k) > 1, siis Dirichlet’ karakterite definitsiooni kohaselt x,(m) = 0. Seega

iga liige summas kaob ning kehtib m # n (mod k), sest (n, k) = 1ja (m,k) > 1. O

Teoreem 4.7. Olgu x mitte-peakarakter mooduli k jdrgi ja olgu f mittenegatiivne
funktsioon, millel on iga x > x9 korral pidev negatitone tuletis f'(z).

Kuiy>x > x9 >0, saame

Y x(n)f(n) = O(f(2)). (4.4)

rz<nly

Kui veel lisaks f(x) — 0, kui x — oo, siis lopmatu rida Y x(n)f(n) koondub ja
n=1
iga x > xg korral

Y x(m)f(n) =Y x(n)f(n) +O(f(x)). (4.5)
n=1

n<x

k
Toestus. Olgu A(z) = > x(n). Vaatleme summat A(k ZX . Definitsiooni

n<x

4.1 kohaselt kui (n,k) > 1, on liidetav x(n) = 0. Kui (n, k) = 1, siis kuna x ei

ole peakarakter, saame teoreemist 3.11, et mistahes mitte-peakarakteri y; korral
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i xi(n) = Z xi(n) = 0. Jarelikult A(k) = ix(n) = 0.
(nT,Lk:):l nel(Zy) n=1
Et karakter x on perioodiline, siis ka A(mk) = 0,m = 2,3,... sest alates liikmest
k on summas A(mk) litkkmed kujul x(k+ 1) = x(1), x(k +2) = x(2),.... Summa

Az) = Z x(n) saame jaotada jargmiselt osasummadeks

n<x
k 2k T
Sxm=Yxm+ 3 xm+..+ 3 xn).
n<z n=1 n=k+1 n=mk-+1
k
Teame, et Zx(n) = 0 ning perioodilisuse tottu on ka jargmised osasummad
n=1

vordsed nulliga. Vaatleme viimast osasummat. Kui [x] on mingi k-kordne, saame,
et ka viimane osasumma on 0. Kui ei ole, siis on meil seal kuni k elementi, millest
koige rohkem (k) tiikki on sellised arvud n, mille korral (n,k) = 1 ning et x(n)
on iihejuur, siis |y(n)| = 1. Ulejisnute korral x(n) = 0. Seega eemaldades nulliga

vorduvad osasummad voime hinnata |A(z)| < Z Ix(n)] < (k). Teisisonu,

n=mk+1
definitsiooni 1.19 kohaselt A(x) = O(1).

Et x on aritmeetiline funktsioon ning funktsioonil f leidub intervallis [x,y] pi-
dev tuletis, saame kasutada Abeli samasuse teoreemi 2.15, et esitada summa 4.4

integraalina, ja lause 1.20 omaduste (5) ja (1) pohjal
y
S X n) = F0)AW) - f@)A@) - [ @ 0

Kuna A(z) = 0O(1), leidub K > 0, et |A(x)] < K. See tdhendab, et
—K < A(z) < K. Kuna f'(t) on negatiivne, siis K f'(t) < A(t)f'(t) < =K f'(t).
Teame Abeli samasusest 2.15, et A(¢) f/(t) on 16igul [z, y] integreeruv. Seega integ-

raali monotoonsusomaduse 1.15 pohjal
K(f)-f@) = [ ki< ["awsoim < - [ ki@ = K(7@-10),
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Viimasest tuleneb, et /y A f'(t)dt = O(f(z) — f(y)) ning kehtib

> x) = F)AW) -~ f@)AE) — [ G @

z<nly

=O0(f(y)) + O(f(z)) + O(f(x) — f(y)).

Teoreemi eelduse kohaselt on mittenegatiivsel funktsioonil f negatiivne tuletis,
mis tdhendab, et f on kahanev funktsioon. Kuna y > z, siis 0 < f(y) < f(x) ning
f(y) = O(f(x)). Lisaks kehtib

fy) < fl@) = 0< f(z) = fly) < flz) = f(z) - fly) = O(f(2)).

Jarelikult kasutades lause 1.20 omadusi (2) ja (3) ning eelnevaid teadmisi saame,

et O(f(y)) + O(f(2)) + O(f(z) — f(y)) = 30(f(z)) = O(f(x)). Sellega oleme

toestanud vorduse (4.4).

oo
Kui niiiid f(x) — 0, kui  — oo, siis vordus (4.4) néitab, et rida Z x(n) f(n) koon-
n=1

dub Cauchy koondumistunnuse (1.17) tottu, sest lause 1.20 omaduse (3) kohaselt
kui f(x) — 0, siis O(f(z)) — 0.

Et toestada vordust (4.5), mérgime lihtsalt, et

S xm)fm) = 3 xm)fm) + lim 3 x(w)f ().
n=1 n<z z<n<y

Vorduse (4.4) tottu on piirvadrtus O(f(z)). Et lause 1.20 omaduse (3) tottu
O(f(x)) = —=O(f(x)), voime eelmise vorduse kirjutada, kui

Y x(m)f(n) =Y x(n)f(n) + O(f(2)).
n=1

n<x
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Teoreem 4 8. Kuz on mitte-peakarakter mooduli k jdrgi, stis read
n)l
Z x(n Z x(n Z x(n)Inn koonduvad ning kehtivad hinnangud:

guhul x> 1 : x(n) = i x(n) +0 <1> , (4.6)

n<z n=1
X(n) _ 5~ x(n) 1
éﬁ_;\/ﬁ—i_O(ﬁ)’ (4.7)
x(nilnn _ i X("im +0(1)+0 (1“9;”) , (48)
n<x n=1
' lnn > X lnn Inx
uhul x > 3 : — . (4.9)
J RZS:C n=1 < * >

Toestus. Toestame vorduse (4.6). Olgu x mitte-peakarakter mooduli &k jargi ning
olgu f(x) = % Teame, et funktsioon on mittenegatiivne, sest £ > 1 ning
fl(x) = —%, mis iga x > 1 korral on tdepoolest negatiivne. Seega on teoree-
mi 4.7 eeldused xg = 1 korral tdidetud. Et f(z) — 0, kui * — o0, siis saame

kasutades teoreemi 4.7 vordust (4.5), et iga > 1 korral

Jarmisena toestame vorduse (4.7). Valime f(x) = ﬁ Taas kehtib see, et kui

x > 1, on tegemist mittenegatiivse funktsiooniga, millel on negatiivne pidev tuletis

fl(x) = —211/5 iga © > 1 korral. Ka sel korral f(z) — 0, kui  — oo ning seega,

kasutades vordust (4.5) eeldusel xg = 1, saame:

o0

S -Eo()

n<x n=1

1
Viimaks toestame vordused (4.8) ja (4.9). Kui valida f(z) = —, siis > 3 korral
xr

on funktsioon mittenegatiivne ning tuletis f'(z) = 1;# = —1“;572_1 negatiivne.
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Lisaks on teada, et kehtib f(x) — 0, kui & — oo, sest kasutades piirvadrtuse
nx 1
lim — korral I’Hospital’i reeglit, saame lim — = (. Seega saame eeldusel, et

xo = 3 kasutada teoreemi 4.7 vordust (4.5) ning kirjutada, et = > 3 korral kehtib

n<x

o0
1
Juhul £ > 1 maéargime esmalt, et kuna E M on koonduv rida, kehtib
n
= x(n)Inn "~ (n)lnn
g XM AR O(1). Seega = € [1,3) korral, kuna summa E XM
n n
n=1 1<n<2

iilimalt kaheliikmeline, siis

x(n)Inn x(n)Inn <= x(n)Inn 2 x(n)Ilnn
— = —t )y ——+0- ) —

1<n<z 1<n<x n=1

20(1)+§:W+0<mj>+0(1)
n=1

_ i X(”ilh“” o) (T) +0(1). (4.10)

n=1

Et 0 = O(1), siis saab seda vordusele (4.8) liites ka 2z > 3 korral samasuguse kuju,

ehk oleme toestanud vorduse (4.9). O

Teoreem 4.9. Olgu x reaalarvuliste vidrtustega karakter mooduli k jdrgi ja

A(n) =) x(d).

dln

Siis A(n) > 0 iga n korral ja A(n) > 1, kui n on tdisruut.
Téestus. Algarvu astmete jaoks kehtib
a
A" => x(P) =1+ x(p)"
=0

Viimane vordus jareldub Dirichlet’ karakterite multiplikatiivsusest teoreemist 4.3.
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Teame, et x(p) on kas 0 voi iithejuur, seega x(p) saab olla kas 0, 1 voi —1, sest —1
ja 1 on ainsad reaalarvulised iihejuured. Jarelikult on meil kolm véimalust:

a
1. kui x(p) =0, siis A(p?) =1+ > 0" =1,
=1

a
2. kui x(p) =1, siis Ap*) =1+ Y I'=a+1,
=1

a 0, kui a on paaritu,
3. kui x(p) = —1,siis A(p*) =1+ > (-1)' =

1, kui a on paaris.

Kui a on paaris, siis igal juhul kehtib A(p®) > 1.

Mérgime siinkohal, et A on norgalt multiplikatiivne, sest
= Zx(d) = Zx(d)u (g) = X * u ning teoreemist 2.9 teame, et kuna
din din

x on multiplikatiivne ja u on norgalt multiplikatiivne, on jarelikult A norgalt mul-
tiplikatiivne. Kui n = 1, siis A(n) = A(1) = x(1) = 1. Kui n > 1, saame selle
kirja panna kujule n = pi* ... p¢ ja sel juhul A(n) = A(p{*)... A(pt), sest A on
norgalt multiplikatiivne. Iga tegur A(p;") > 0, seega ka A(n) > 0. Lisaks kui n
on téisruut, siis iga astendaja a; on paaris, seega iga tegur A(p;") > 1, seega ka

A(n) > 1. Sellega on teoreem toestatud. O

Téahistame edaspidi
o
(n
1 =
=3
n=1

Toestame niiiid oluline Dirichlet’ teoreemi toestuseks vajamineva vahetulemuse.

Meie eesmérk on naidata, et reaalarvuliste viartustega
mitte-peakarakterite y korral kehtib L(1, x) # 0.

Teoreem 4.10. Olgu x reaalarvuliste vddrtustega Dirichlet’ karakter mooduli k

jargi, x # x1. Tdhistame

_ . A(n)
=> x(d) ja B(x) Z\/ﬁ

dn n<z
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Siis:
B(x) — 00, kui z — oo, (4.11)

B(z) = 2y/xL(1,x) + O(1), iga z > 1 korral. (4.12)
Ning seega L(1,x) # 0.

Toestus. Toestame vaite 4.11. Kasutades teoreemi 4.9, saame, et

A A 1 1
n;f gf E >§f 2T X

n=m? n#m?2 n=m?2 n=m?

| \/

1 1

Summa, Z — laheneb lopmatusele, kui £ — 0o, sest harmooniline rida Z —

m m
m<y/z

hajub. Seega on 4.11 toestatud.

Viite 4.12 toestamiseks kirjutame

B(x) Z\FZX Zd
ad<

e
=

n<x

sest kuna d|n, siis leidub selline ¢, et gd = n. Et n < z, siis ¢d < x.

Niiiid kasutame teoreemis 2.14 olevat vordust (2.5), mis {itleb, et kui funktsioonid

f ja g on aritmeetilised ning a,b € R™ on sellised, et ab = x, siis

> fdgla) =Y J()G (2) +>gm)F (n> - F@G®),  (413)

n<a n<b
qd<x

kusF(x):Zf( ja G(z Zg

n<x n<x

Valime a = b = /x ning olgu f(n) = X\(}:L) ja g(n) = \/15,

kusjuures sellised
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funktsioonid f ja g on aritmeetilised funktsioonid. Jéarelikult kehtib

> Xf _ fo (%) +ij ;HF (2) - FvaIG(Va). (414)
qd<z -

Teoreemi 2.13 vordus (2.3) annab meile, et

1

1Ty rol) araro(y).

n<x

kusAzC(é).

oo
Teoreemi 4.8 kohaselt rida Z X\(fn) koondub ning vordusest (4.7)
n
=1

Fz) = Z X\(f) B+0 (%) , (4.16)

o~ X(1)
kus B = Z W
n=1
Et A on konstant ning B on teoreemi 4.8 pohjal koonduva rea summa, siis A = O(1)

ja B = O(1). Vaatleme korrutist F(1/z)G(\/x). Kasutame lauseid 1.20, 1.22 ja

fakti, et 4%/5 — 0 ning saame

F(vVz)G(Vz) = 2Bzi + BA+ B - O<41x>+2f O( )
(g > °(%) (%)
— 2B +0(1) <lw +o(1 +o<\4}§>+0(1) o(1)
—2Bs" +0(1) + o(1) 1)-0(1)

+0(1) +o(1) + O(
+

—9B! +0(1)4+0(1)+0(1) +0(1) + 0(1)

INE

1
=2Bz" +5-0(1) = 2Bz" + O(1), (4.17)
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Kasutades vordust (4.17), teoreemi 4.8 vorduseid (4.6) ja (4.7), lauset 1.20, selles
teoreemis antud vordust (4.15) ning valemit (4.18), mille allpool téestame, annab

vordus (4.14)

n_<\2/;‘1*+0(1) N
L e o) S
+n§5\1f O(\/Z) — 2Bz +0(1)
an(E0()) (S 0 (2)

=2yzL(1,x) +2Vz - O(}) +AB+ A- O<\}5> +0(1)

+B<2xi+A+O(€}5)>+O<\}E-\/§)—2Bac411—|—0(1)
= 2VZL(1,x) +2-0(1) + O(1) + O(1) - o(1) + O(1) + 2B

+AB+B- o( ) 1) — 2Bz + O(1)
ZU

= 9VEL(1,x) +2-0(1) + O(1) - O(1) +2-0(1) + O(1) - o(1) + 2 O(1)
=2VzL(1,x) +6-0(1) +2-0(1) - O(1)
=2z L(1,x) + O(1).

Margime, et kuna x(n) on ihejuur, siis x(n) = O(1). Seega lause 1.20 omaduste
(1), (5) ja (6) tottu
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See toestab vorduse (4.12). Vordustest (4.11) ja (4.12) jareldub, et L(1,x) # 0,
sest vastasel juhul kehtiks B(z) = O(1), mis ldheb vastuollu véitega (4.11).
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