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Modifitseeritud teleparalleelse gravitatsiooniteooria uurimine diinaa-
miliste siisteemide meetodil

Liihikokkuvote:

Kiéesolev t60 uurib kosmoloogilisi vorrandeid, mis on saadud teleparalleelsest geo-
meetriast ja kuuluvad uue iildrelatiivsusteooria klassi. Vorrandite uurimine toimub dii-
naamiliste siisteemide meetodil. T60 teoreetiline osa keskendub tausta loomisele: tehakse
ilevaade teleparalleelsest geomeetriast, tuuakse vilja vajalikud kosmoloogilised vor-
randid ning tutvustatakse kasutatud meetodit. T66 arvutuslikus osas toimub vorrandite
teisendus sobivale kujule ja diiiinamilise siisteemi avaldamine, nende lahendamine ning
tulemuste tdlgendamine. Analiiiisist selgub, et antud klassi teooriates leiduvad trajektoo-
rid, mis sobivad universumi arengu kirjeldamiseks, kuid diinaamika on kvalitatiivselt
sama, kui iildrelatiivsusteoorias ja ei paku uusi selgitusi vaatlustele.
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Modified teleparallel gravity theory analysis by dynamical systems
method

Abstract:

In the following thesis a cosmological model is constructed on teleparallel geometry and
new general relativity class of theories. The properties of the model are studied with the
methods of dynamical systems. In the theoretical part of the work we give an overview
of teleparallel geometry, bring in important equations from cosmology for analysis and
introduce the most relevant concepts of dynamical systems. In the computational part of
the work we derive a dynamical system from cosmological equations, find the principle
of behavior of the solutions and analyze the results. We shall see that our models gives
a correct behaviour of the solutions, but dynamics behave qualitatively the same as in
general relativity.
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Sissejuhatus

Kosmoloogia on teadusharu, mis uurib universumi arengut ning universumit iildiselt.
Vaatluste pohjal on kaasaegne fiitisika joudnud jireldusele, et universum on kiirenevalt
paisuv, mis aga hetkel ei kajastu olemasoleva iildtunnistatud teooriaga - tildrelatiivsusteoo-
riaga. Voimalike lahenduste hulka kuuluvad olemasolevate teooriate modifitseerimine ja
uue mateeria tiiiibi sissetoomine - tume energia. Antud t60s liritatakse esinenud probleem
lahendada esimese meetmega.

Gravitatsiooniteooria modifitseerimisel suurem osa ldhenemisviise pohinevad Levi-
Civita seostusel ja koverusel, kuid on olemas ka teistel geomeetriatel pohinevaid ldhene-
misviise, nagu niiteks meetriline teleparalleelne esitusviis, mis kasutab kdveruse asemel
vidnet. Viimase esitusviisi kaudu on tuletatud t66s uuritud kosmoloogilised vorrandid.

(1]

Korralik gravitatsiooni teooria peaks jagama universumi ajatelje nelja perioodi: inflat-
sioon, kus toimub universumi kiirenev paisumine, kiirguse domineerimis periood, tolmu
domineerimisperiood ja tume energia domineerimis periood.[2] Kéesolev t60 kontrollib,
kas valitud modifitseeritud teooria sobib universumi arengu kirjeldamiseks.

Tahistused

Kasutame osatuletiste jaoks tdhistusi
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Kiesolevas to0s kasutame lithendid

iildrelatiivsuusteooria URT
teleparalleelne gravitatsioon TPG
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1 Teleparalleelne geomeetria

Peatiikk annab liihiiilevaate teleparalleelse geomeetria olemusest ja kasutatavatest suu-
rustest alustades iildrelatiivsusteooria pohikontseptsioonide viljatoomisest.

1.1 Uldrelatiivsusteooria

Uldrelatiivsusteooria (edaspidi URT) osas keskendume tihtsamatel mdistetel, mida
kasutame edaspidi teleparalleelse gravitatsiooni (edaspidi TPG) kirjeldamisel. Peatiikk
on koostatud allika [3] pdhjal, kui just ei ole muud moodi viidatud.

1.1.1 Seostus ja kovariantne tuletis

Seoses ruumi mitte-tasasusega ehk kdverusega ei saa eeldada, et vektori suund jaab
samaks selle nihutamisel. Seepérast defineeritakse seostus, mis voimaldab vorrelda
vektoreid ruumi eri punktides. Vaatleme vektori muutust tingimusel, et vektor jidib
paralleelseks. Vaatleme vektori komponentide muutust paralleelnihkel.
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Vajame tuletise eeskirja iildistuse, et vektoriaalsed suurused teiseneksid kui tensorid.
Antud iildistuseks on kovariantne tuletis, mis avaldub seostuse kaudu:

A%, = A%, + T, A" (4)



1.1.2 Koverus ja viine

Koveruse ja vdinde saab defineerida kovariantse tuletise kommutaatori kaudu ehk [3]

[Axpw — Axop) = RO Ae — T 1 Axo,
millest Riemanni kdverustensoriks on
R =T oy = Doy + T, = TP T, )
ja seostuste antistimmetrilist osa nimetatakse vddndetensoriks
T =T, — 1. (6)

Kuna koverustensor ehk koverus on defineeritud tensori kaudu, siis on tegemist
invariantse modduga ehk ruum kas on voi ei ole kdver.

Koveruse ahendamisel saame sellised suurused nagu Ricci tensor ja Ricci skalaar:

R;w = R'OM,,,, R = ngR;w- (7

Uldrelatiivsusteoorias avaldub gravitatsioon aegruumi kdverusena. Sellest tulenevalt
valitakse seostus selline, et aegruum oleks véénetest vaba:

17°,=0=17,, =17, (8)

Meetrilise seostuse(seostuse poolt médratud paralleelnihkel skalaarkorrutis ei muutu)

2 . . ~~ . . . ~ .
méiéravad w vorrandit ehk neljamddtmelise ruumi puhul on meil 40 vorrandit.

Eeldatakse kehtivust meetrilisuse tingimus erinevate indeksite kombinatsioonide
suhtes:

9Bu,a — QWFUﬁa - gﬁorg,ua = O,
G — 9ol ys — Guol"ap = 0,
GoB,p — gﬁaraa,u - gaaraﬂu =0.

Kombineerime omavahel (8) ja meetrilisuse tingimuse ning saame URT-is kasutatava
seostuse - Levi-Civita seostuse



o 1

%0 = §gap(gﬂl/,u + Gpuw = Guvp)s )
mis on ka siimmeetriline alumiste indeksite suhtes. Edaspidi tdhistab viike ringike

Levi-Civita seostust ja sellega seotud suurusi, et eristada teistest seostustest.

Afiinset seostust, mis on iildisem, kui Levi-Civita seostus saab viljendada kahe liikkme
summana (eeldatakse seostuse meetrilisust) :

Fa;w = fw;w + Ka;wa

kus K, on kontorsioonitensor, mida saab esitada véindetensorite kaudu (analoogia
(9) avaldamisega) [4] :

1
K?,, = E(Ty"u + 71,7, —T7%,.). (10)

URT-is aga on see suurus vordne nulliga, kuna ka vizndetensor oli null.

1.2 Tetraadformalism

Peatiikid 1.2 ja 1.3 on koostatud allika [4] pdhjal, kui just pole viidatud teistmoodi.

Teleparalleelses gravitatsioonis kirjeldatakse aegruumi lineaarse ja meetrilise seostu-
sega, mis on kdverustest vaba koos meetrilise tensori viljaga. Mdlemad on defineeritud
diinaamilises tetraadiviljas.

Uheks tuntumaks teleparalleelseks gravitatsiooniks on URT-i teleparalleelne ekviva-
lent, mis, nagu nimi iitleb, annab ekvivalentse tulemuse URT—iga, kuigi kirjeldamisviis
on teistsugune. Molemal on samad viljavorrandid ja meetrika, kuid m&jufunktsionaal on
siiski erinev.

URT-is pohitddemuseks on aja ja ruumi vordviirne kisitlus, mida kirjeldab 4-
modtmeline meetrika g, ja pseudo-Riemanni muutkond A/, mille igas punktis p saab
defineerida puutujaruumi 7, M/, mis on tasane, kuigi lildine geomeetria ei pruugi tasa-
ne olla. Tdhistame aegruumi kuuluvaid suurusi kreeka tihtedega ja puutujaruumi ehk
Minkowski ruumi suurusi ladina tihtedega.

Baasivektorid on defineeritud kui koordinaatjoonte puutujavektorid ehk tegemist on
holonoomse baasiga.



€, =0, el = da'. (11)

= oo
Meetrika avaldub baasivektorite skalaarkorrutisena. [3]
Guv = €+ €p. (12)

Minkowski ruumi kirjeldab Minkowski meetrika 7,, = diag(—1, 1, 1, 1), mis on igas
aegruumi punktis miératud lokaalse baasi ehk tetraadi {€&,}, mille moodustavad neli
lineaarselt sOltumatut vektorit. Vastavalt eelnevale kehtib

ga : gb = TNab- (13)
Iga vektori saame arendada kahes baasis: lokaalses baasis {€,} ja "globaalses"baasis

{€,}. Seega

—

A= Ate, = A%, (14)
Ehk seos baaside vahel on
€, =¢€'"€, ja €,=e",e, (15)
ning kaasbaasi puhul
e =e" e ja @' =ete". (16)

Tetraad on ortonormeeritud juhul, kui on tdidetud tingimus

Nab = eauebcuguu (17)

ja vastav poordseos aegruumi ja puutujaruumi vahel on

G = eauebunalr (18)

Jaab kehtima ka duaalsus.



&E,) = 0", @(E) =y, (19)

ejuej” = 0"y, ejueb“ = §7,. (20)

Vektori komponendid teisenevad iileminekul aegruumi ja puutujaruumi vahel vasta-
valt toodud eeskirjale :

Al = ejMA“, AH = ej“Aj. (21)

1.3 Spinnseostus

Samuti nagu URT-is muutub TPG-s vektor tema nihutamisel. TPG-s paralleelnihkel
médrab komponentide muutuse spinnseostus w’;,. Analoogselt teostame vektori A paral-
leelnihke infinitesimaalse kauguse dx* vorra, siis vastav vektori muutus on dA7, mille

saab esitada komponentide kaudu

Al (2t + dat) = AT (2") + dAT = AT (z") — wiyuel,. (22)

Tetraadbaasis saab samuti analoogselt defineerida kovariantse tuletise [1]

Ajip = Ajp — 0 uAe, Aj;u = Aj,u + chuAc- (23)

Kasutame seost (21) ja kontravariantsete vektori komponentide kovariantse tuletise
eeskirja ja saame afiinse seostuse panna kirja spinnseostuse kaudu.

', =e0,e" + ea”w“bueby (24)

ning podrdseos

Wiy = e, 0uep” + e I e’ (25)

Kuna Minkowski meetrika on jddv suurus, siis
Dnab = (wca,uncb + (f’JCb,unctz)dx‘u = 0; (26)

10



millest jareldub spinnseostuse antisiimmeetrilisus kontravariantsete komponentide
suhtes

ab ba
W, = —wr,. 227)
Defineerime ka kdverustensori ja viindetensori spinnseostuse kaudu

a a a a c a c
R bur = W by — Wb +w cpW by — WoeW by, (28)

a _ a a a C a (&
T, =€y — ey, +wiee’, —wiee,. (29)

Kirjutame iildise spinnseostuse vddndevaba spinnseostuse w?,. ja tensori K ;. sum-
mana

wabc = w&bc + Kabc- (30)

Tensor K%, on jillegi kontorsioonitensor, mis avaldub puutujaruumi koordinaatide
kaudu

1
Kabc - E(Tbac + Tcab - Tabc)~ (31)

11



2 Diinaamilised siisteemid

Peatiikk on koostatud allika [2] pdhjal, kui just ei ole viidatud vastupidi.

Diinaamiliseks siisteemiks nimetatakse matemaatilist reeglit, mis kirjeldab siisteemi
ajalist arengut faasiruumis (voi abstraktses ruumis). Diinaamiliste siisteemide meetod
sobib histi suhteliselt lihtsaks kirjeldamisviisiks keeruliste siisteemide diinaamikal nagu
nditeks universum.

2.1 Pohimoisted

Paneme kirja vektori(elemendi) olekute ruumis(faasiruumis) kujul x = (xy, 2, ..., x,) €
X C R". Siis diinaamilise siisteemi iildkuju avaldub

% = £(x), (32)

kus funktsioon f : X — R” ning tdpp tdhendab ajalist tuletist, kuid antud juhul
ei pea aeg olema seotud fiilisikalise ajaga. Kisitleme funktsiooni f kui vektorvilja
f(x) = (fi(x), f2(x), ..., fn(x)). Valime mingi konkreetse punkti x mingil konkreetsel
ajahetkel ¢ saame leida siisteemi lahendi v/(¢), mida nimetatakse olekuruumi orbiidiks
vO1 trajektooriks.

Piisipunktiks nimetatakse punkti X,, kus on tdidetud tingimus f(xq) = 0. Nagu
jédreldub, nimest piisipunktis asuva siisteemi olek ei muutu. Piisipunktil on kolm pdhilist
alamliiki.

Piisipunkti nimetatakse stabiilseks, kui tema iimbruses olevad trajektoorid suunduvad
antud punkti. Tema vastand on ebastabiilne piisipunkt, mille juhul timbritsevad trajektoo-
rid suunduvad eemale. Ning kolmandaks liigiks on sadul, mille puhul trajektoorid nii
ldhenevad kui ka liiguvad eemale. [5]

2.2 Lineaarse stabiilsuse teooria

Juhul, kui uuritav siisteem pole lineaarne, siis seda saab lineariseerida piisipunktide
timbruses. Selleks siisteemi kditumist midrava funktisooni f arendame Taylori ritta
punkti X, iibmruses.

of; 0?
fi(x) = fi(xo +Z f XO Yj + 21 Z o ({J; (XO)nyk+ (33)

kus vektor y on deﬁneerltud kuiy = x — xq. Llnearlseenmlsel arvestatakse ainult
esimest jarku osatuletistega, mille kaudu koostame diinaamilise siisteemi Jacobi maatriksi
ehk stabiilsuse maatriksi

12



oh of

ai Ox1 Oxn

g Of ) 34)
Oz \ ofn O
Ox1 Oxn

Antud maatriksi omaviirtused piisipunktis X, sisaldavad informatsiooni antud piisi-
punkti stabiilsuse kohta.

13



3 Kosmoloogia

Antud t60 osas tutvume kosmoloogia valdkonnas kasutatavate vorranditega ja seadus-
piradega, mida kasutatakse t60 pohiosas. Peatiikk on iilesehitatud allikal [6], kui pole
viidatud teisiti. Valguskiirus voetud vordseks tihega ¢ = 1.

3.1 Pohivorrandid

Vaatluste pohjal saame teha jarelduse, et universum on kiirenevalt paisuv. Antud paisumist
kirjeldab mastaabikordaja A(¢), mis on defineeritud punanihke kaudu jérgnevalt

Avaadetdud _ A(to)
14 2= = , (35)
)\kiiratud A(te)
kus ¢, footoni kiiramise ajahetk ja ¢, on hetke moment. Mastaabikordaja A kaudu on
defineeritud Hubble’i parameeter H, mis kirjeldab universumi paisumise kiirust.

H=". (36)

Gravitatsiooniseadusi kirjeldavad Einsteini vorrandid

1
R, — §gWR =87GNT W + Agpu, (37)

kus g, on meetriline tensor ehk meetrika; 17, ja R on vastavalt Ricci tensor ja
skalaar, mis iseloomustab koverust; 7}, - energia-impusli tensor. Gy - Newtoni gravitat-
sioonikonstant ja A - kosmoloogiline konstant.

3.2 Mateeria kui voolis

Kosmoloogias kirjeldatatakse mateeriat ideaalse voolisena, millest jareldub, et energia-
impulsi tensor on miératud réhuga p(t) ja energiatihedusega p(t).

p 00 0
0 0 0
ZLV:(p_’_p)uMuV—}_pguV: 0 g P 0
000D

Vorrandis suurus u,, tihistab ideaalse voolisega kaasaliikuva vaatleja neli-kiirust.
Ideaalse voolise puhul on rohk p ja energia tihedus p omavahel seotud seosega

14



p = wp, (33)

kus w on olekuvdrrandi parameeter, mis médédrab millise mateeriavormiga on tegemist.

kiirgus: w=1/3
tolm: w =0

vaakumi energia: w=—1

Universumi elu jagatakse kolme perioodi, mis midratakse domineeriva mateeria liigi
jargi. Esimeseks perioodil domineerib kiirgus, teisel aga tolm ning viimasel perioodil
domineerib vaakumi energia.

Energia-impulsi jidvusseaduseks nimetatakse energia-impulsi tensorist voetud kova-
riantset tuletist, mis vordub nulliga.

™., =0, (39)
mille komponent v = ( paisuvas universumis avaldub, kui
p+3H(p+p) =0, (40)

kus kasutame seost (38) ja saame mateeria jadvusseaduse, mida kasutame edaspidises
analiiiisis koos seosega (38).

p=-3(1+w)Hp 41)

3.3 Kosmoloogilised vorrandid

Kosmoloogilised vorrandid tulenevad Einsteini vorranditest. Uldtunnistatuks hetkel on
Friedmanni - Lemaitre’ - Robertsoni - Walkeri (edaspidi FLRW) meetrikal pohinevad
kosmoloogia vorrandid. FLRW meetrika esitatakse sfddrilistes koordinaatides z# =
(t,r, 0, ¢) ning joonelement kujul avaldub

2

"
1 —kr?

ds® = g, datde’ = —dt* + A%(t) < + 7%df + r* sin® 9d¢2> , (42

15



kus k = 0, £1. Kui k = 1, siis deldakse, et universum on sfiirilise geomeetriaga,
kui k£ = —1, siis aga hiiperboolse ruumi geomeetriaga, ning kui £ = 0, siis universum on
tasane. [2]

Einsteini vorranditest avaldatakse kosmoloogilised vorrandid, mis FLRW meetrikaga
avalduvad

3H? = k%p+ A, (43)
2H + 3H? = —k%*p + A. (44)

Varem mainitud konstandid Einsteini vorrandites on siin kokku véetud kujul % =
8¢ N- [2]

3.4 Modifitseeritud kosmoloogilised vorrandid

Toos kasutatavad kosmoloogilised vorrandid on iilesehitatud uuel iildrelatiivsusteoorial,
mille toime pannakse kirja taandamatu viinde tensori dekompositsiooniga, mis avaldub

(1]
Twp = 2Tihypng) + 2T2€ 1wy, (45)
kus 71(t) on skalaarne funktsioon ja 75() on pseudoskalaarne funktsioon. Suurus n
on aga duaalne kovektorvili vektorviljale, mis on risti ruumi hiiperpinnaga. [1]

Kui tegemist on tasase FLRW aegruumiga (k = 0), siis

Th=4H, T =0, (46)

kui aga ruum on suletud ehk positiivse kdverusega (k = 1), siis

1
A
ning viimast juhtu, kus ruum on avatud (¥ = —1) kirjeldavad viartused [1]
1
leHiZ, T, = 0. (48)

16



Viinde tensori dekompositsioonid pSheniev gravitatsiooniline osa viljavOrranditest

avaldub

2 9

1 4 2 1 o
/-@QTW =, (—apa(pgw,) — —el,ag,yaatf”* — §ew,pgapn" + ge,wpgvpa"> +

3 3 3

2

kus uued suurused avalduvad [1]

o, =T1",,,
1
_ vpo
a, = 6€quaT ,

1 g o
e = Tiw)p + g(T ouInp — 17 opGun)-

2 4 . 2 1 .
G <_ta[ﬁﬂt mguv — Stport” + 2V 0 — St 0” + §€uaﬁwu tvM) +

1 4 o 1 i
Cv (—Upb(pg,w) + gtu[rw]up + 29, V0, — Eewmapn ) ,

(49)

Nendest v, ja a, on vektor ja pseudovektor, mis molemad omavad soltumatuid

komponendid. Tensor t,,,, rahuldab tingimusi [1]

Yo = twp) = 0, o =t =t

(50)

Edaspidi uurime kahte juhtu, mis on kirjeldavad kdverat ruumi. Kui ruum on positiivse
koverusega (k = 1) ja negatiivse kdverusega (k = —1). Kolmas juht, kus ruum on tasane
(k=0) ei paku erilist huvi analiiiisi suhtes, kuna tegemist on juba uuritud diinaamikaga.

Tédpsem vorrandite tuletuskéik on leitav algallikas [1]. Esitan ainult 16pptulemuse.

Positiivse koveruse juht avaldub

9 2c
2 2 a
/{/p—_§CzUH +_2,
S 2c
2 2 a
Hp—30U<H+2H> Ve

ja vastavalt negatiivse kdveruse vorrandid:

17
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1
/{2p = —gcv (H2 + —) , (53)

2 A?
2 — 3¢, (1 + 2m7 — L (54)
K™D = OCy 9 9 A2 .

Siin ¢, ja c, on konstandid, mis mééravad teooria sellest klassist.

18



4 Diinaamilise siisteemi analiiiis

Antud osas tegeleme diinaamilise siisteemi tuletamisega vorranditest (51) kuni (54),
sisteemi lahendamisega ja tulemuste tdlgendamisega.

4.1 Diinaamilise siisteemi tuletamine

Olemasolevate vorrandite otsene lihendamine tekitab ebamugavaid singulaarsusi. Seetot-
tu muudavad analiiiisi lisna ebameeldivaks, mis tottu toome sisse uued parameetrid ja
avaldame nende kaudu diinaamilise siisteemi. Taoline meetod oli kasutatud artiklis [7].

4.1.1 Positiivne koverus (k = 1)

Olemasolevad vorrandid normaliseerime jagades siisteemi libi konstandiga 2 ja definee-
rime uued parameetrid nagu k, = ¢,/k? ja ko = ¢, /K>

9 2K,
p= _iﬁvHQ + 5 (55)
.3 Qg
p =3k, (H + 5H?) — 322. (56)

Toome sisse uued koordinaadid «, 5. Kuna tiheduse p véirtused definitsiooni ko-
haselt ei saa olla negatiivsed, kuid saavad olla 16pmatud, siis defineerime tiheduse p
koordinaadi « kaudu:

(57)

Koordinaat ov on madratud vahemikus 0 < « < 1. Ja § valime nii, et (55) oleks
lahendatud. Saame

9 -1
H= p(—imv) cos f3; (58)

A=, 22“ sin~! 8. (59)

Tekivad piirjuhud, kus kui 5 — 0, siis A — oo jakui § — 7/2, siis H — 0. Leiame
koordinaatide ajalised tuletised.
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. 2
H= ~on (2\/_( L cos 3 — sm Bﬁ) (60)
_ 3 Q cosf8 /1
A= 2n, < 2v/1 — aad/? smﬂ  sin?f ﬁ) D)
pza{%p (62)

Asendame olemasolevad koordinaadid parameetrite kaudu vorranditesse (36), (41) ja
(56) ning avaldame ¢ ja 3. Saame tulemuseks

—_(1+w),/—%a3/2\/1—acosﬁ, (63)

. 2 /1 1 o
p= _fﬁ_v<6+§w)”1—asmﬂ' (64)

Tegelikult piisab ka kahest vorrandist, kuid kolmandat kasutasin kontrolliks.

4.1.2 Negatiivne koverus (k = —1)

Analoogselt esimese juhuga normaliseerime diinaamilise siisteemi ning saame

9 1
p=—5k OF—ZQ, (65)
. 3 1
p_gﬁ(H+§H%_Z§). (66)

Koordinaadid « ja § valime sama loogika jérgi. Seos (57) jadb samaks, kuid seoses
slisteemi eripirasusega kasutame trigonomeetriliste funktsioonide asemel hiiperboolseid.
Seoses sellega « piirjuhud peavad paika, kuid 5 puhul jdéb kehtima ainult iiks piirjuht.
Kui 8 — 0, siis A — oo.

9 \!
H=\/p (—514, > cosh f3; (67)

A= p—l( g )smh G. (68)



Avaldame nende ajalised tuletised.

2 o a :
H= p <2\/5(1—oz)3/2 cosh 8 + 4/ T o smhﬁﬁ) (69)
_9& « coshpg /1
( 22./1 — aad/? s1nh 15} smh2 ﬁ) (70)

Esitame seosed (66), (36) ja (41) uute koordinaatide kaudu ja avaldame « ning ﬂ .

A

(1+w)\/—£o¢/ V1 —«acosh (71)

8= ,/—— ( ) sinh 3 (72)
KoV 1—a

Nieme, et vorrandi & kuju on sdilinud vorreldes k£ = 1 juhuga.

4.2 Siisteemi lahendamine

4.2.1 Positiivne koverus (k = 1)

Vorranditest on néha, et lahendid ei sdltu parameetri x, vdirtusest, ning ilmselt peab
kehtima tingimus «, < 0. Mugavuse mottes valin parameetri véartuseks x, = —2.
Samuti on niha, et viirtustel w > —1/3 on faasiportee alati sama kujuga.

Piisipunktides kehtib tingimus & = ﬁ = 0, mis on tdidetud juhul, kui o = 0 sdltumata
B viairtusest ehk tegemist on piisisirgega. Vaatleme, aga ¢ vidirtusi, kui 0 < a < 1.
Nieme, et avaldise mirk soltub vaid koordinaadist 5 ehk & ~ — cos 3. Juhul, kui
cos B < 0, siis diinaamika koondub piisisirgest eemale ning kui cos 5 > 0, siis aga
piisisirge suunas. Kuid & muutuses esineb soltuvus ka koordinaadist /3, mis avaldub

o~

%(— cos B) = sin B ~ —sin’ B < 0, (73)

mis nditab, et cos 5 kahaneb, seega lilkumine toimub suunas cos 5 > 0 — cos 8 < 0.
Ehk 3 diinaamika ldheneb véirtusele, kus o hajub.
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Joonis 1. Juhu £ = 1 faasiportree.

Eraldi tuleb vaadelda veel olukordi 8 = nm, n € Z, kus kehtib B=0 ning cos § =

+1. Samas & = 0 nduab, et « = 1 seal, kus asub [ singulaarsus. Kui aga vaadelda
imbrust 0 < a < 1, siis uildiselt leiame, et

& ~ —cos f3, (74)
3 ~ sin §. (75)

Seega « liigub eemale piisipunktist, kui cos = 1.

ﬁ%%SiHﬂICOSﬂB%SiHﬁCOSﬂ (76)

Koordinaadi /3 diinaamika areneb samas suunas, ehk liigub eemale sin § = 0. Jareli-
kult cos 5 = 1 on ebastabiilne ja cos f = —1 on stabiilne.
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Koostan pythoni abil faasiportree, kus w = 0 (vaata joonist 1). Faasiportreest on nidha
koik varem mainitud.

4.2.2 Negatiivne koverus (k = —1)

Joonis 2. Juhu k = —1 faasiportree.

Analoogselt eelmise juhuga saame, et & = 0 on piisisirge. Siisteemi kujust ndeme, et
vorrandid omavad sama kuju juhtudel (w > —1/3).

Paneme tédhele, et kdik avaldises (72) olevad liikmed on alati positiivsed sdltumata
nende sisendist. Kokkuvdttes on avaldis alati negatiivne miinusmirgi pérast. Ehk o on
alati kahanev (o — 0).

Teise avaldise mérk sdltub ainult funktsioonist sinh (3, mis on vordne nulliga ainult
juhul 8 = 0 ning vastavalt sinh 8 < 0, 3 € R™ jasinh3 > 0, 3 € R* . Sellest
tulenevalt liiguvad lahendid eemale joonest 3 = 0.
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Eelnevast jiareldub, et meil on pohimdtteliselt kaks piisipunkti: P;(0,0) ja P»(0, 1),
millest P; on sadul ja P, - ebastabiilne sdlm, kust lahendid liiguvad eemale. Mida
nidemegi faasiportreel (joonis 2).

4.3 Tulemuste analiiiis

4.3.1 Positiivne koverus (k = 1)

in

tdmbub kokku H <0

0.5m

paisub H>0

H>0

-0.5

a

H<O0

-1

Ky=-2,w=0

W’ﬁ*//’f/”//%

w& H =0 Eitdmbu ega paisu
g_._.\

_.\\

fr‘gﬁ;’:?’/’?//

IM H=0

0.2 0.4 0.6 0.8

p—=0 a p -

Joonis 3. Juhu k£ = 1 mirgistatud faasiportree.

Tuletame meelde piirjuhud, mis on mainitud peatiikis 4.1.1 ning anname neile fiiiisi-

kalise sisu.

lim p(a) =0
a—0
lim p(a) = o0

lim A=o0,n€Z

B—nm

lim H=0,neZ

ﬁ—mﬂ—i— 5

= Energiatihedus on null.
= Energiatihedus on 16pmatu ehk toimub Suur Pauk voi

kollaps, kui diinaamika sinna suundub.
= Lopmatu paisumine.

= Ei toimu paisumist ega kokkutdmbumist.
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Mirgime neid faasidiagrammil (joonis 3). Ndeme, et lahendid liiguvad Suure Paugu
asukohast (1, 0) esialgu universumi paisumise suunas, kus tihedus viheneb kuni jooneni
H = 0. Sealt alates algab universumi kokkutdmbumine nimega Suur Kokkutdmbumine.

4.3.2 Negatiivne koverus (k = —1)

Siin piirjuhtude alla kuuluvad:

lir% p(a) =0 = Energiatihedus on null.
a—

lim1 p(a) =00 = Energiatihedus on 16pmatu ehk toimub Suur Pauk voi
a—

kollaps, kui diinaamika sinna suundub.

%ir% A(a,f) =00 = Lopmatu paisumine.
ﬁ

Seoses sellega, kuidas oli meil defineeritud koordinaat H valemis (67), on meil see
suurus alati positiivne ning koordinaadi || kasvust tuleneb ka Hubble’i parameetri
kasv. Ndeme, et koik trajektoorid suunduvad eemale joonest 5 = 0, jarelikult on meil
universum paisuv. Faasidiagrammilt loeme ka, et o on kahanev ehk ka energia tihedus
on kahanev.
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5 Kokkuvote

Kéesoleva bakalaurusetoo teoreetilises osas andsime iilevaate teleparalleelsest gravi-
tatsiooniteooriast, toime dra diinaamiliste siisteemide teooriaga seotud pohimodisted ja
vaatasime iile kosmoloogia pohivorrandid, mis olid vajalikud antud t66 kirjutamiseks.

To6 arvutuslikus osas tuletasime uue iildrelatiivsusteooriate klassi kosmoloogilistest
vorranditest diinaamilised siisteemid. Vaatluse all olid positiivse kdverusega (k = 1)
ja negatiivse kdverusega (k = —1) kahemodtmelised diinaamilised siisteemid. Selleks
toime sisse uued koordinaadid « ja 3. Saadud diinaamilised siisteemid analiiiisisime 14bi
ning joonestasime faasiportree Pythoni abil.

To60 tdhtsamas osas tulemused olid tdlgendatud ja tehtud jdreldused. Analiiiisi tu-
lemusena négime, et mudel kirjeldab universumi arengut kvalitatiivselt digesti, kuid
diinaamika on sama, mis iildrelatiivsusteoorias ja ei paku uusi seglitusi vaatlustele.
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Tanuavaldused

Olev viga tanulik enda juhendajale tema kannatuse ja abi eest ning kes andis mulle
voimaluse tegeleda teadustooga teoreetilise fiitisika valdkonnas juba bakalauruse tasemel.

Samuti soovin tdnada oma sopru, kes olid suureks vaimseks tugeks 10putdo kirjuta-
misel.
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